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ORIENTADOR: LEONARDO RODRIGUES ARAÚJO XAVIER DE

MENEZES

TESE DE DOUTORADO EM

TELECOMUNICAÇÕES
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GENHARIA ELÉTRICA DA FACULDADE DE TECNOLOGIA DA UNI-
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RESUMO

PROPAGAÇÃO DE INCERTEZAS EM ELETROMAGNETISMO

Autor: Edson Alves da Costa Júnio

Orientador: Leonardo Rodrigues Xavier Araújo de Menezes

Braśılia, Maio de 2009

Este trabalho tem como objetivo o estudo da propagação de incertezas em eletro-

magnetismo. Entretanto, os resultados e conceitos apresentados aqui são aplicáveis em

outros problemas de ordem prática que envolvam erros de medição, variáveis aleatórias

e incertezas diversas. Após a introdução, são apresentados os conceitos elementares de

probabilidade que fornecem o embasamento téorico do trabalho. Em seguida, o prob-

lema de se calcular a esperança de uma variável aleatória é abordado em duas frentes:

através do uso de aproximações polinomiais de funções e através do paralelo com o

problema de quadraturas. Por fim, são estudados os métodos para a determinação da

função de densidade de probabilidade e proposto um método numérico para tal.

vi



ABSTRACT

UNCERTAINT’S PROPAGATION IN ELECTROMAGNETISM

Author: Edson Alves da Costa Júnior

Supervisor: Leonardo Rodrigues Araújo Xavier de Menezes

Braśılia, May of 2009

The goal of this work is study the uncertaint’s propagation problem in electro-

magnetism, but the developed results and concepts can be applied in general pratical

problems involving measure errors, random variables and several others uncertaints.

Following the introduction we will begin with the basic concepts of probability theory,

the foundation of this work. After it we will take the estimation of expected value by

two routes: using Taylor’s series and using Gaussian quadrature. Finally, we will study

methods to find the probability density function of a random variable and propose a

numeric approach to this problem.
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1 INTRODUÇÃO

As ciências naturais pesquisam e desenvolvem fórmulas e métodos para o estudo dos

fenômenos da natureza. Entretanto, se este estudo é baseado numa abordagem deter-

mińıstica, os erros e as incertezas que são comuns à tais fenômenos não serão refletidas

ou mesmo consideradas.

Experimentos práticos são suscet́ıveis à imprecisão dos aparelhos utilizados, aos erros

de medição dos instrumentos, às incertezas provenientes do ambiente onde os mesmos

são realizados e a influência de variáveis desconhecidas ou mesmo ignoradas. Cada

iteração do experimento é um evento à parte, com um certo resultado que é decorrente

de todos os fatores já citados.

Em um sistema, os erros associados às variáveis de entrada alteram e influenciam

tanto os valores quantos os erros associados às variáveis de sáıda. O ato de ignorar

ou desprezar tais erros tem como conseqüência a produção de resultados imprecisos,

que hoje são tratados através de aproximações, estimativas e margens de confiança

baseadas em dados emṕıricos ou suposições.

As perguntas que surgem são: quais são os valores esperados para as variáveis de

sáıda? Como determinar uma faixa de valores para os quais os resultados de um

experimento sejam confiáveis? As respostas para estas questões podem contrariar a

intuição em muitos casos, tornando necessária uma abordagem que seja fundamentada

nos prinćıpios da matemática e da probabilidade.

Por exemplo, pela fórmula da resistência, a corrente i é o quociente entre a diferença

de potencial V pela resistência R. Porém, se consideramos erros nas medições tanto

da diferença de potencial quanto da resistência, a corrente calculada também terá um

erro associado.

Considere o seguinte experimento: sortear aleatóriamente 10.000 medições para a

diferença de potencial V , cuja média seja 5V e que estejam distribuidas uniforme-

mente em um determinado intervalo (isto é, cada ponto do intervalo tem a mesma

probabilidade de ocorrer), sortear 10.000 medições para a resistência R, com média

1



1Ω, também uniformemente distribúıdas e calcular a média e a variância das 10.000

correntes i computadas. A tabela 1.1 apresenta os resultados deste experimento para

diferentes intervalos, onde mi é a média de i e σ2
i é a variância de i (para as definições

de média e variância, veja o caṕıtulo 2).

Tabela 1.1: Resultados do experimento da medição da corrente i

V R mi σ2
i

5 ± 0,2 1 ± 0,2 5,0661 0,3673

5 ± 0,5 1 ± 0,2 5,0745 0,4419

5 ± 0,2 1 ± 0,5 5,4936 3,1787

O experimento mostra que, ao contrário do que intuição aponta, a média do quociente

não é o quociente das médias, pois nos três casos apresentados na tabela 1.1 a média

de V e R eram as mesmas, sendo alterados apenas os erros associados, e a média de i

foi diferente para cada situação.

Neste trabalho estudamos justamente esta influência dos erros nos resultados, isto

é, a forma como os erros se propagam nos sistemas e nas variáveis que o compõem,

analisando as interrelações entre os diversos erros e as expressões que nos permitem

estimá-los. Em especial, este estudo será realizado visando problemas do eletromag-

netismo, embora as técnicas utilizados para resolvê-los não se limitem a esta área de

conhecimento.

O capitulo 2 apresenta os conceitos elementares de probabilidade que servirão de al-

icerce teórico para o desenvolvimento do trabalho. São apresentados os conceitos de

variáveis aleatórias, funções de distribuição, valor esperado, variância, momentos, ve-

tores e funções de variáveis aleatórias, que são imprescind́ıveis para a compreensão dos

demais caṕıtulos.

O caṕıtulo 3 aborda o problema de se estimar o valor esperado de um vetor aleatório

resultante da transformação de vetores aleatórios através do uso da série de Taylor

desta transformação. Esta abordagem em seguida é aplicada ao problema do TLM,

apresentando suas vantagens e desvantagens.

O caṕıtulo 4 sugere outras formas de se resolver o problema do cálculo do valor es-

perado de uma variável aleatória. Será apresentada, dentre elas, a Unscented Trans-

form, técnica proposta inicialmente em [1], para em seguida propôr uma melhoria deste
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método, baseada na teoria de quadraturas, que o generalizada e amplia a precisão de

seus resultados. Os diferente métodos serão comparados na prática através da resolução

de problemas que envolvem a Lei de Coulomb e a Lei de Ohm.

Por fim, o caṕıtulo 5 descreve métodos anaĺıticos para a determinação da função de

densidade de probabilidade de uma variável aleatória, e termina com a proposta de

um método numérico para a resolução deste problema. Novamente com o intuito de

comparar os resultados das diferentes técnicas, são utilizados exemplos envolvendo a

teoria de indutores e de capacitores.
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2 PROBABILIDADE: CONCEITOS ELEMENTARES

Este caṕıtulo tem como objetivo apresentar os conceitos de probabilidade que são

usados ao longo deste trabalho, com o intuito de dar ao leitor um breve resumo dos

principais resultados relacionados à variáveis aleatórias, esperança, variância e funções

de densidade de probabilidades.

Para um estudo mais completo e detalhado sobre probabilidade e variáveis aleatórias,

consulte [2].

2.1 VARIÁVEIS ALEATÓRIAS

2.1.1 Espaço de probabilidade

Ao realizarmos, repetidas vezes, um dado experimento com condições, parâmetros e

métodos bem definidos, obtemos um conjunto de resultados posśıveis para tal experi-

mento. A este conjunto chamamos espaço amostral do experimento.

Definição 2.1. O espaço amostral de um experimento é o conjunto Ω, tal que todo

resultado posśıvel do experimento corresponde a um, e somente um, ponto ω ∈ Ω, e

um mesmo ω não pode corresponder a dois resultados distintos.

Supondo, que num dado experimento, nós desejamos observar um determinado subcon-

junto A do espaço amostral Ω. Se o resultado ω de uma das repetições do experimento

pertencer a A, diremos que ω é favorável a A; caso contrário, diremos que ω não é

favorável a A. Daremos ao conjunto A o nome de evento.

Definição 2.2. Chamaremos evento qualquer subconjunto A do espaço amostral Ω

de um experimento. O conjunto unitário {ω} é denominado evento elementar, ∅ é

chamado evento imposśıvel e Ω é o evento certo.
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O resultado ω de um experimento pode ou não ser favorável a um evento A; pode acon-

tecer dos resultados das diferentes iterações nunca serem favoráveis ou sempre serem

favoráveis a A; ou pode ainda acontecer de ω favorecer um evento B mais freqüente-

mente do que favorece A. Vamos supor que possamos associar a cada evento A ∈ Ω um

número real P (A) que represente a chance de ocorrência de tal evento num experimento

(entenderemos como ocorrência o caso de ω ser favorável a A). Aos eventos que puder-

mos fazer tal associação chamaremos eventos aleatórios; a este número denominaremos

probabilidade de A. Doravante trataremos apenas de eventos aleatórios.

Definição 2.3. Seja B ∈ Ω um subconjunto de eventos aleatórios. Chamaremos de

função de probabilidade P em B, ou simplesmente probabilidade em B, a uma função

P : B −→ R tal que

1. P (A) ≥ 0, ∀A ∈ B.

2. P (Ω) = 1.

3. Se quaisquer N eventos A1, A2, . . . AN ∈ B são disjuntos (isto é, Ai∩Aj = ∅ para

i 6= j), então

P

(
N⋃

k=1

Ak

)
=

N∑

k=1

P (Ak). (2.1)

Consideremos agora o subconjunto A ⊂ Ω de todos os eventos aleatórios de Ω (isto

é, dos eventos A ∈ Ω que possuem uma probabilidade P (A) associada), o qual é

denominado classe dos eventos aleatórios de Ω. Se uma classe de eventos aleatórios

contiver o evento certo e for fechada para o complementar (isto é, o complementar de

todos os seus elementos também pertencem a ela) e para a união (todas as posśıveis

uniões entre seus elementos estão contidas nela), a chamaremos álgebra de eventos.

Definição 2.4. Seja A a classe de eventos aleátorios de Ω. Chamaremos A de álgebra

de eventos ou álgebra de subconjuntos de Ω se A satisfizer as seguintes condições:

1. Ω ∈ A.

2. Se A ∈ A, então Ac ∈ A.
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3. Se A,B ∈ A, então A ∪B ∈ A.

Considere A uma álgebra de subconjuntos de Ω. Definiremos, para todo A ∈ A,

P (A) = 1− P (Ac). (2.2)

Se A,B ∈ A são disjuntos, temos pela equação 2.1 que

P (A ∪B) = P (A) + P (B). (2.3)

No caso de A ∩ B = C 6= ∅, considere A1 = A − C e B1 = B − C. Teremos P (A) =

P (A1) + P (C), P (B) = P (B1) + P (C) (pois A1, B1 e C são disjuntos), e

P (A ∪B) = P (A1 ∪B1 ∪ C)

= P (A1) + P (B1) + P (C)

= P (A)− P (C) + P (B)− P (C) + P (C)

= P (A) + P (B)− P (C) (2.4)

Deste modo,

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B). (2.5)

Somando os conceitos apresentados até o momento, podemos definir nosso experimento

pelo espaço amostral Ω de seus posśıveis resultados, a álgebra A de eventos aleatórios

e a função de probabilidade P que define a chance de ocorrência de cada um destes

eventos. Esta abordagem pode ser formalizada matematicamente através do conceito

de espaço de probabilidade, que será a base formal para os conceitos e para as idéias

desenvolvidas ao longo de todo este trabalho.

Definição 2.5. Chamamos espaço de probabilidade (Ω,A, P ) a junção de três com-

ponentes: espaço amostral Ω não-nulo, álgebra de eventos A e função de probabilidade

P em A.

2.1.2 Definição de variáveis aleatórias

Podemos, ao realizarmos um certo experimento, associar valores númericos ao seus

posśıveis resultados. Estes valores podem ser utilizados para uma melhor identificação

dos resultados posśıveis ou podem mesmo ser a informação que se pretende obter a

partir do experimento.

6



Considere o seguinte experimento: o lançamento simultâneo de dois dados de seis faces

equilibrados. Teremos o espaço amostral

Ω = {(i, j) : 1 ≤ i, j,≤ 6, i, j ∈ N} (2.6)

e, se levarmos em conta a ordem dos dados na listagem dos resultados, (isto é, considerar

(2,3) e (3,2) como resultados distintos), P (i, j) = 1/36, ∀(i, j) ∈ Ω. Vamos agora supor

que estejamos interessados na soma dos valores obtidos nos dados. Definiremos, então,

a função X : Ω −→ R, tal que X(i, j) = i + j. A função X é depende de um evento

aleatório do espaço amostral, então chamaremos X de variável aleatória.

Uma definição mais formal de variáveis aleatórias pode ser encontrada em [2], e será

reproduzida abaixo. Para tal, considere o evento [X ≤ x]
def
= {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x}.

Definição 2.6. Uma variável aleatória X em um espaço de probabilidade (Ω,A, P )

é uma função real definida no espaço Ω tal que [X ≤ x] é evento aleatório para todo

x ∈ R, isto é, X : Ω −→ R é variável aleatória se [X ≤ x] ∈ A, ∀x ∈ R.

Como o evento [X ≤ x] pertence a A, podemos calcular sua probabilidade. Se tomar-

mos x1, x2 ∈ R, com x1 ≤ x2, teremos P (X ≤ x1) ≤ P (X ≤ x2). Deste modo, a

medida que avançamos para a direita na reta real, a probabilidade evento [X ≤ x]

aumenta, tendendo ao limite de 1 (por outro lado, se avançarmos para a esquerda

a probabilidade tenderá a zero). Definiremos um função F que associará, para cada

ponto x da reta real, a probabilidade do evento [X ≤ x] ocorrer. Devido as carac-

teŕısticas citadas neste parágrafo, a denominaremos função de distribuição acumulada,

ou simplesmente, função de distribuição de X.

Definição 2.7. Chamamos função de distribuição acumulada FX da variável aleatória

X a função FX : R −→ R tal que

FX(x) = P (X ≤ x). (2.7)

Uma função de distribuição FX de uma variável aleatória X possui as seguintes pro-

priedades, que refletem os resultados discutidos no parágrafo que antecede a Definição

2.7:
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P1. Se x ≤ y, então FX(x) ≤ FX(y).

P2. Se a seqüência xn tende a x pela direita, então FX(xn) tende a FX(x) pela direita.

P3. Se a seqüência xn tende a −∞ pela direita, então FX(xn) tende a 0 pela direita;

se a seqüência xn tende a∞ pela esquerda, então FX(xn) tende a 1 pela esquerda.

A propriedade P1, a qual nos motivou à definição de função de distribuição acumulada,

diz que FX é não-decrescente; a propriedade P2, também já discutida, informa que FX

é cont́ınua à direita; de acordo com a propriedade P3, podemos definir F (−∞) = 0 e

F (∞) = 1.

Qualquer função F que satisfaça as propriedades P1, P2 e P3 é função de distribuição

de probabilidade de alguma variável aleatória X, e uma mesma função F pode ser

função de distribuição de variáveis aleatórias distintas. A demonstração destes dois

importantes fatos, a qual é baseada em conceitos da Teoria da Medida, pode ser en-

contrada em [3].

2.2 CARACTERIZAÇÃO DAS VARIÁVEIS ALEATÓRIAS

Na seção anterior vimos, além da definição de variável aleatória, o conceito de função

de distribuição, que caracteriza uma variável aleatória de acordo com probabilidade

de ocorrência de certos tipos de evento. Nesta seção veremos outras maneiras de se

caracterizar variáveis aleatórias.

2.2.1 Funções de probabilidade

As variáveis aleatórias, por serem definidas como funções, podem ser classificadas como

discretas, cont́ınuas ou descont́ınuas.

Definição 2.8. Uma variável aleatória X é discreta se o conjunto imagem X(Ω) é

finito ou enumerável.

Sendo X uma variável aleatória discreta, podemos escrever X(Ω) = {x1, x2, . . .}. Neste

caso, é posśıvel computar, para cada xi ∈ X(Ω), a probabilidade de ocorrência do

evento [X = xi]. A função que associa os elementos do conjunto imagem de X com

sua probabilidade é conhecida como função de probabilidade de X.
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Definição 2.9. Seja X uma variável aleatória discreta. Denominamos função de

probabilidade ou função de freqüência de X a função pX : X(Ω) −→ R tal que

pX(xi) = P (X = xi), ∀i = 1, 2, . . . (2.8)

Uma vez que o conjunto domı́nio de uma variável aleatória não é necessariamente um

conjunto numérico (pois é um conjunto de eventos aleatórios), não podemos recorrer

diretamente à definição matemática de continuidade usando limites. Podemos então

definir a continuidade de uma variável aleatória X através da existência de uma função

auxiliar que satisfaz uma determinada propriedade ([2], pg. 42):

Definição 2.10. A variável aleatória X é denominada cont́ınua se existe uma função

fX : X(Ω) −→ R tal que fX(x) ≥ 0, ∀x ∈ X(Ω) e

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt, ∀x ∈ R. (2.9)

Neste caso, dizemos que fX é função de densidade de probabilidade de X ou simples-

mente densidade de X.

A função de densidade de probabilidade, assim como a função de freqüência no caso

discreto, são caracteŕısticas que representam a variável aleatória, definindo o compor-

tamento da mesma. O conhecimento de ambas é fundamental no estudo de problemas

que envolvam variáveis aleatórias.

Assim como no caso da função de distribuição, determinadas funções podem ser fun-

ções de densidade de alguma variável aleatória. A proposição abaixo apresenta uma

condição necessária e suficiente para que isto aconteça.

Proposição 2.11. Seja I ⊂ R e f : I −→ R uma função não-negativa, ou seja,

f(x) ≥ 0, ∀x ∈ I. A função f é função de densidade de probabilidade de alguma

variável aleatória X se, e somente se,
∫ ∞

−∞
f(t)dt = 1. (2.10)

Demonstração: Considere que f seja a função de densidade de X. Então temos que

FX(x) =

∫ x

−∞
f(t)dt. (2.11)
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Definimos anteriormente que FX(∞) = 1, dáı

1 = F (∞) =

∫ ∞

−∞
f(t)dt. (2.12)

Por outro lado, suponha agora que

∫ ∞

−∞
f(t)dt = 1 (2.13)

e defina

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt. (2.14)

Tome x, y ∈ R tais que x ≤ y. Segue que

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt

≤
∫ x

−∞
f(t)dt +

∫ y

x

f(t)dt

≤
∫ y

−∞
f(t)dt

≤ F (y), (2.15)

logo vale a propriedade P1. Considera agora a sequência xn que converge para x pela

direita. Assim,

lim
xn→x+

F (xn) = lim
xn→x+

∫ xn

−∞
f(t)dt =

∫ x

−∞
f(t)dt = F (x), (2.16)

o que mostra a propriedade P2. Por último,

lim
xn→∞−

F (xn) = lim
xn→∞−

∫ xn

−∞
f(t)dt =

∫ ∞

−∞
f(t)dt = 1, (2.17)

por hipótese, e

lim
xn→−∞+

F (xn) = lim
xn→−∞+

∫ xn

−∞
f(t)dt =

∫ −∞

−∞
f(t)dt = 0, (2.18)

o que verifica a propriedade P3. Logo, f é função de densidade de X, o que conclui a

demonstração.

¤
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Exemplo 2.12. Como exemplo concreto de função de densidade de probabilidade,

considere um intervalo I =[a, b]. Se para quaisquer x, y ∈ I as probabilidades P (X = x)

e P (X = y) forem iguais, dizemos neste caso que X é uniformemente distribúıdo em I,

ou que X tem distribuição uniforme de probabilidade em I. A sua função de densidade

é dada por

fX(x) =

{
1

b−a
, a < x < b

0, caso contrário.
(2.19)

Para indicarmos este caso, a notação é X ∼ U(a, b). Observe que, conforme esperado,

a função fX é constante em I, nula fora do intervalo e satisfaz a proposição 2.11.

Exemplo 2.13. Um outro exemplo de função densidade é a função

fX(x) =
1

σ
√

2π
e−(x−µ)2/2σ2

, x ∈ R. (2.20)

Se X é uma variável aleatória com esta função de densidade, dizemos que X tem dis-

tribuição normal de probabilidade com média µ e variância σ2. Neste caso, escrevemos

X ∼ N(µ, σ2).

Ao contrário da distribuição uniforme, a probailidade de ocorrência de um valor x

aumenta a medida que ele se aproxima da média µ, e o coeficiente σ (denominado

desvio-padrão) mede a dispersão do conjunto dos valores mais prováveis em torno da

média (quanto maior, mais dispersos os valores). Observe que neste exemplo a função

fX também satisfaz a proposição 2.11.

Exemplo 2.14. Considere um número real λ > 0. Dizemos que uma variavel

aleatória cont́ınua X tem distribuição exponencial com parâmetro λ se tem função

de distribuição

fX(x) =

{
λe−λx, x > 0

0, caso contrário.
(2.21)

Assim como nos exemplos anteriores, a função fX também satisfaz a proposição 2.11.

A notação para este caso é X ∼ Exp(λ).

Nesta seção vimos que a tanto a função de distribuição quanto as funções de freqüência

e densidade caracterizam uma variável aleatória. Na duas próximas seções estudare-

mos grandezas que também revelam caracteŕısticas e comportamentos das variáveis

aleatórias.

11



2.2.2 Esperança Matemática

Ao realizarmos um experimento, mesmo levando em consideração os erros provenientes

de medidas, aproximações, condições de temperatura e pressão e/ou quaisquer outros

fatores, esperamos obter um certo resultado. Podemos formalizar estas expectativa, ou

esperança, num coeficiente computado a partir das variáveis aleatórias envolvidas no

experimento.

Antes da definição formal, apresentamos as idéias básicas com um exemplo.

Exemplo 2.15. Considere o seguinte experimento: o lançamento de um dado equi-

librado. Temos o espaço amostral Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, de modo que podemos definir a

variável aleatória X(w) = w, com função de freqüência pX(xi) = 1/6, ∀xi ∈ X(Ω). Se

repetirmos este experimento N vezes seguidas, o que se espera é obter cada resultado

posśıvel a mesma quantidade de vezes, de tal maneira que cada xi ocorra N/6 vezes.

A média aritmética dos resultados do experimento seria

1

N

6∑
i=1

N

6
xi =

6∑
i=1

1

6
xi =

6∑
i=1

pX(xi) · xi. (2.22)

Teŕıamos o mesmo somatório mesmo se o dado fosse desequilibrado (isto é, se algumas

faces ocorressem com maior probabilidade do que as outras), de modo que ele repre-

sentaria então a média ponderada dos resultados. O valor esperado, ou a esperança

matemática do experimento seria justamente esta soma.

Definição 2.16. Seja X uma variável aleatória discreta, com função de freqüência

pX e espaço amostral Ω. A esperança matemática ou valor esperado E{X} de X é

dada por

E{X} =
∑

xi∈X(Ω)

pX(xi) · xi =
∑

xi∈X(Ω)

P (X = xi) · xi (2.23)

Embora tenhamos usado variáveis discretas para apresentar o conceito de esperança, ele

segue o mesmo prinćıpio para variáveis cont́ınuas, como podemos observar na definição

abaixo.

Definição 2.17. Seja X uma variável aleatória cont́ınua, com função de densidade

de probabilidade fX . A esperança matemática ou valor esperado E{X} de X é dada
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por

E{X} =

∫ ∞

−∞
xfX(x)dx =

∫ ∞

−∞
xdFX(x) (2.24)

Na definição 2.16, a esperança pode ser computada tanto pela função de freqüência

quanto pela função de probabilidade. Já a definição 2.17 requer o conhecimento da

função de densidade ou da derivada da função de distribuição. A proposição abaixo

mostra a forma de se computar a esperança diretamente a partir da função de dis-

tribuição de probabilidade.

Proposição 2.18. Seja X uma variável aleatória cont́ınua com função de distribuição

de probabilidade FX . Então

E{X} =

∫ ∞

0

(1− FX(x))dx−
∫ 0

−∞
FX(x)dx (2.25)

Demonstração (retirada de [2], pg. 112):

Vamos provar que ∫ ∞

0

xdFX(x) =

∫ ∞

0

(1− FX(x))dx. (2.26)

Sabendo que d(xFX(x)) = xdFX(x) + FX(x)dx e integrando por partes, temos para

todo b > 0 que

∫ b

0

xdFX(x) = bFX(b)−
∫ b

0

FX(x)dx =

∫ b

0

[FX(b)− FX(x)]dx (2.27)

Como FX(b) ≤ 1 e 1− FX(x) ≥ 0, temos

∫ b

0

xdFX(x) =

∫ b

0

[FX(b)− FX(x)]dx ≤
∫ ∞

0

[1− FX(x)]dx, ∀b > 0, (2.28)

de modo que

∫ ∞

0

xdFX(x) = lim
b→∞

∫ b

0

xdFX(x) ≤
∫ ∞

0

[1− FX(x)]dx. (2.29)
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Por outro lado, seja λ > 0. Se b > λ, então
∫ b

0

[FX(b)− FX(x)]dx ≥
∫ λ

0

[FX(b)− FX(x)]dx

=

∫ λ

0

[FX(b)− 1]dx +

∫ λ

0

[1− FX(x)]dx

= λ[FX(b)− 1] +

∫ λ

0

[1− FX(x)]dx (2.30)

e portanto,
∫ ∞

0

xdFX(x) = lim
b→∞

∫ b

0

xdFX(x)

= lim
b→∞

∫ b

0

[FX(b)− FX(x)]dx

≥
∫ λ

0

[1− FX(x)]dx + lim
b→∞

λ[FX(b)− 1]

=

∫ λ

0

[1− FX(x)]dx. (2.31)

Já que isto vale para todo λ > 0, temos
∫ ∞

0

xdFX(x) ≥ lim
λ→∞

∫ λ

0

[1− FX(x)]dx =

∫ ∞

0

[1− FX(x)]dx. (2.32)

Combinando as equações (2.29) e (2.32), temos
∫ ∞

0

[1− FX(x)]dx ≤
∫ ∞

0

xdFX(x) ≤
∫ ∞

0

[1− FX(x)]dx, (2.33)

ou seja, ∫ ∞

0

xdFX(x) =

∫ ∞

0

[1− FX(x)]dx, (2.34)

Falta apenas mostrar que
∫ 0

−∞
xdFX(x) = −

∫ 0

−∞
FX(x)dx, (2.35)

mas como a demonstração é análoga ao caso anterior, a mesma será deixada à cargo

do leitor.

¤

A próxima proposição apresenta as propriedades da esperança matemática.
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Proposição 2.19. Sejam X e Y variáveis aleatórias em um espaço amostral Ω e

a, b, c ∈ R. Valem as seguintes afirmações:

E1. Se X(ω) = c, ∀ω ∈ Ω, então E{X} = c.

E2. Se X(ω) ≤ Y (ω), ∀ω ∈ Ω, então E{X} ≤ E{Y }.

E3. E{X} é um operador linear, isto é, E{aX + b} = aE{X}+ b.

Demonstração: (E1.) Neste caso, X é uma variável aleatória discreta com X(Ω) =

{c}. Logo

E{X} =
∑

xi∈X(Ω)

P (X = xi) · xi = P (X = c) · c = 1 · c = c. (2.36)

(E2.) Tome z ∈ R. Se Y ≤ z, então X ≤ z, de modo que [Y ≤ z] ⊂ [X ≤ z]. Logo,

FY (z) ≤ FX(z) (pela propriedade P1) e 1 − FY (z) ≥ 1 − FX(z). De acordo com a

proposição 2.18,

E{Y } =

∫ ∞

0

(1− FY (z))dz −
∫ 0

−∞
FY (z)dz

≥
∫ ∞

0

(1− FX(z))dz −
∫ 0

−∞
FX(z)dz

= E{X}. (2.37)

(E3.) (Demonstração retirada de [2], pg. 116) Se a = 0, então

E{aX + b} = E{b} = b = aE{X}+ b. (2.38)

Se a > 0, então

FaX+b = P (aX + b ≤ x) = P

(
X ≤ x− b

a

)
= FX

(
x− b

a

)
, (2.39)
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logo, de acordo com a proposição 2.18, e fazendo y = (x− b)/a, temos

E{aX + b} =

∫ ∞

0

(1− FaX+b(x))dx−
∫ 0

−∞
FaX+b(x)dx

=

∫ ∞

0

(
1− FX

(
x− b

a

))
dx−

∫ 0

−∞
FX

(
x− b

a

)
dx

= a

∫ ∞

−b/a

(1− FX(y))dy −
∫ −b/a

−∞
FX(y)dy

= a

∫ ∞

0

(1− FX(y))dy − a

∫ 0

−∞
FX(y)dy

+ a

∫ 0

−b/a

(1− FX(y))dy + a

∫ 0

−b/a

FX(y)dy

= aE{X}+ a

∫ 0

−b/a

dy

= aE{X}+ b. (2.40)

O caso a < 0 é análogo.

¤

Exemplo 2.20. Seja X ∼ U(a, b) (ver exemplo 2.12). De acordo com a definição

2.17, temos

E{X} =

∫ ∞

−∞
xfX(x)dx

=

∫ b

a

x · 1

b− a
dx

=
1

b− a
· x2

2

∣∣∣∣
b

a

=
b2 − a2

2(b− a)

=
(b− a)(b + a)

2(b− a)

=
b + a

2
(2.41)

Logo, a esperança de uma variavel aleatória X uniformemente distribuida no intervalo

[a, b] é igual a (b + a)/2.
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Exemplo 2.21. Seja X ∼ N(µ, σ2) (ver exemplo 2.13). De acordo com a definição

2.17, temos

E{X} =

∫ ∞

−∞
xfX(x)dx

=

∫ ∞

−∞
x · 1

σ
√

2π
e−(x−µ)2/2σ2

dx

=

∫ ∞

−∞
(u + µ) · 1

σ
√

2π
e−u2/2σ2

du

=

∫ ∞

−∞
u · 1

σ
√

2π
e−u2/2σ2

du + µ

∫ ∞

−∞

1

σ
√

2π
e−u2/2σ2

du

= 0 + µ · 1 = µ (2.42)

Logo, o parâmetro µ da distribuição normal de probabilidades é, de fato, a esperança

de X.

Exemplo 2.22. Seja X ∼ Exp(λ) (ver exemplo 2.14). De acordo com a definição

2.17, e integrando por partes, temos

E{X} =

∫ ∞

−∞
xfX(x)dx

=

∫ ∞

0

x · λe−λxdx

= −xe−λx
∣∣∞
0

+

∫ ∞

0

e−λxdx

= 0− 1

λ
e−λx

∣∣∣∣
∞

0

=
1

λ
· (2.43)

Logo, a esperança de uma variável aleatória X com distribuição exponencial de parâ-

metro λ é igual a 1/λ.

2.2.3 Momentos

Momentos são grandezas associadas a uma variável aleatória X que caracterizam

a mesma, dando, dentre outras, informações sobre seu valor esperado (a esperança

matemática é um momento), sua medida de dispersão e a forma da sua função de

densidade de probabilidade. A esperança matemática foi introduzida anteriormente

porque os momentos podem ser definidos como esperanças de certas funções de X,

como podemos ver na definição abaixo.
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Definição 2.23. Definimos como k-ésimo momento da variável aleatória X em torno

de b o valor

mk
X(b) = E{(X − b)k}, (2.44)

onde k ∈ N e b ∈ R.

Se b = 0, chamamos mk
X = mk

X(0) = E{Xk} de k-ésimo momento de X ou momento

de ordem k de X; se b = E{X}, denominamos µk
X = mk

X(E{X}) = E{(X − E{X})k}
de k-ésimo momento central de X.

Os momentos de baixa ordem (k = 1, 2, 3, 4) são de grande interesse e utilidade. Se X

é uma variável aleatória, o primeiro momento de mX de X é a esperança matemática,

pois

mX = m1
X = E{X1} = E{X}, (2.45)

enquanto o primento momento central µX de X é zero, pois pelas propriedades E1 e

E3,

µX = E{X − E{X})} = E{X} − E{E{X}} = E{X} − E{X} = 0. (2.46)

O segundo momento central é denominado variância de X, e é uma medida de dispersão

estat́ıstica, no sentido que mensura a distância entre os resultados obtidos em um

experimento e o valor esperado.

Definição 2.24. A variância Var{X} (ou σ2
X) de X é a denominação para o segundo

momento central da variável aleatória X. O coeficiente σX , definido como

σX =
√

σ2
X (2.47)

é denominado o desvio-padrão de X.

O desvio-padrão pode ser relacionado como a largura do intervalo de confiança de

uma variável aleatória, uma vez que em geral os seus valores tendem a se encontrar

no intervalo (mX − σX ,mX + σX) com uma maior probabilidade do que fora deste

intervalo.
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A variância pode ser computada a partir da definição do segundo momento central da

seguinte forma

Var{X} def
= E{(X − E{X})2}
= E{X2 − 2XE{X}+ (E{X})2}
= E{X2} − 2E{X}E{X}+ (E{X})2

= E{X2} − (E{X})2. (2.48)

Duas propriedades da variância serão apresentadas na proposição abaixo.

Proposição 2.25. Seja X uma variável aleatória definida em Ω e a, b, c ∈ R. Então

valem as seguintes afirmações.

V1. Se X(ω) = c, ∀ω ∈ Ω, então Var{X} = 0.

V2. Var{aX + b} = a2Var{X}.

Demonstração: (V1.) Por hipótese, X(ω) = c, ∀ω ∈ Ω, logo

Var{X} = E{(X − c)2} = E{0} = 0. (2.49)

(V2.) Como visto na propriedade E3 da proposição 2.19, E{aX + b} = aE{X} + b.

Então

Var{aX + b} = E{(aX + b− aE{X} − b)2}
= E{a2(X − E{X})2}
= a2E{(X − E{X})2}
= a2Var{X}. (2.50)

¤

19



Exemplo 2.26. Seja X uma variável aleatória com distribuição uniforme em [a, b].

Temos, conforme a equação 2.48 e o exemplo 2.20,

Var{X} = E{X2} − (E{X})2

=

∫ b

a

x2 · 1

b− a
dx−

(
b + a

2

)2

=
1

b− a
· x3

3

∣∣∣∣
b

a

−
(

b2 + 2ab + a2

4

)

=
1

b− a
·
(

b3 − a3

3

)
−

(
b2 + 2ab + a2

4

)

=

(
b2 + ab + a2

3

)
−

(
b2 + 2ab + a2

4

)

=
(b− a)2

12
· (2.51)

Exemplo 2.27. Seja X ∼ N(µ, σ2). Temos, conforme a equação 2.48 e o exemplo

2.21,

Var{X} = E{X2} − (E{X})2

=

∫ ∞

−∞
x2 · 1

σ
√

2π
e−(x−µ)2/2σ2

dx− µ2

=

∫ ∞

−∞
(u + µ)2 · 1

σ
√

2π
e−u2/2σ2

du− µ2

=

∫ ∞

−∞
u2 · 1

σ
√

2π
e−u2/2σ2

du + 2

∫ ∞

−∞
u · 1

σ
√

2π
e−u2/2σ2

du

+ µ2

∫ ∞

−∞

1

σ
√

2π
e−u2/2σ2

du− µ2

= u · σ√
2π

e−u2/2σ2

∣∣∣∣
∞

−∞
+ σ2

∫ ∞

−∞

1

σ
√

2π
e−u2/2σ2

du + 2 · 0 + µ2 · 1− µ2

= 0 + σ2 + µ2 − µ2

= σ2, (2.52)

de modo que o parâmetro σ2 da distribuição normal é, de fato, sua variância.
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Exemplo 2.28. Seja X ∼ Exp(λ). Temos, conforme a equação 2.48 e o exemplo

2.22,

Var{X} = E{X2} − (E{X})2

=

∫ ∞

0

x2 · λe−λxdx− 1

λ2

= −x2 · e−λx
∣∣∞
0

+ 2

∫ ∞

0

x · e−λxdx− 1

λ2

= 0 +
−2x

λ
e−λx

∣∣∣∣
∞

0

+
2

λ

∫ ∞

0

e−λxdx− 1

λ2

= 0 +
2

λ2
− 1

λ2

=
1

λ2
· (2.53)

Logo, a variância de uma variável aleatória X com distribuição exponencial com

parâmetro λ é igual a 1/λ2.

Uma alternativa para o cálculo dos momentos de n-ésima ordem é o uso da função

geradora de momentos, definida abaixo.

Definição 2.29. Seja X uma variável aleatória. Denominamos função geradora de

momentos a função

MX(t) = E{etX}. (2.54)

A função geradora de momentos recebe este nome devido ao fato de que, para cada k

inteiro positivo,

lim
t→0

[M (k)(t)] = lim
t→0

E{xketx} = E{xk} = mk
X (2.55)

quando o limite existir. Em outras palavras, é posśıvel computar os momentos de

n-ésima ordem através das derivadas da função geradora de momentos.
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Exemplo 2.30. Seja X ∼ U(a, b). Para t 6= 0, a função geradora de momentos de

X é igual a

MX(t) = E{etX}
=

∫ a

b

1

b− a
· extdx

=
1

b− a
· 1

t
ext

∣∣∣∣
b

a

=
1

t(b− a)
(etb − eta). (2.56)

Para t = 0, temos

MX(0) = E{e0} = E{1} = 1. (2.57)

Os momentos de X podem ser computados através dos limites das n-ésimas derivadas

de MX(t) quando t tende a zero. A fórmula para o cálculo dos momentos de X ∼ U(a, b)

pode ser computada desta maneira, e é dada por

mk
X =

1

k + 1

k∑
i=0

aibk−i. (2.58)

Exemplo 2.31. Seja X ∼ N(µ, σ2). A função geradora de momentos de X é igual a

MX(t) = E{etX}
=

∫ ∞

−∞

1

σ
√

2π
e−(x−µ)2/2σ2 · extdx

=
1

σ
√

2π

∫ ∞

−∞
ext−[(x−µ)2/2σ2]dx

=
1

σ
√

2π

∫ ∞

−∞
e−(x2−2σ2tx+2µx+µ2)/2σ2

dx

=
1

σ
√

2π

∫ ∞

−∞
e−(x2−2x(µ+σ2t)+µ2)/2σ2

dx

=
1

σ
√

2π

∫ ∞

−∞
e−((x−µ−σ2t)2−2µσ2t−σ4t2)/2σ2

dx

=
1

σ
√

2π
eµt+σ2t2/2

∫ ∞

−∞
e−(x−µ−σ2t)2/2σ2

dx

=
σ
√

2

σ
√

2π
eµt+σ2t2/2

∫ ∞

−∞
e−u2σ2

dx

=

√
π√
π

eµt+σ2t2/2

= eµt+σ2t2/2. (2.59)
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A fórmula para o cálculo dos k-ésimos momentos de uma variável X com distribuição

normal de média µ e variância σ2 é dada por

mk
X =

[k/2]∑
i=0

(
k

k − 2i

)
(2i)!

i!2i
µk−2iσ2i, (2.60)

onde [x] é o menor inteiro maior que x.

Exemplo 2.32. Seja X ∼ Exp(λ). Para t < λ, a função geradora de momentos de

X é dada por

MX(t) = E{etX}
=

∫ ∞

0

λe−λx · extdx

= λ

∫ ∞

0

e(t−λ)xdx

= λ · 1

t− λ
· e(t−λ)x

∣∣∣∣
∞

0

= − λ

t− λ

=
λ

λ− t

=
1

1− t/λ
· (2.61)

Os k-ésimos momentos da variável X de distribuição exponencial com parâmetro λ

podem ser computados através da fórmula

mk
X =

k!

λk
· (2.62)

Os momentos de n-ésima ordem serão úteis no cálculo da esperança no caso de funções

de variáveis aleatórias, seja quando estas forem aproximadas por polinômios, seja

quando a esperança for computada por métodos numéricos. Funções de variáveis

aleatórias serão apresentadas na próxima seção; aproximações polinômiais no caṕıtulo

3 e uma técnica numérica para a computação da esperança no caṕıtulo 4.
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2.3 VETORES E FUNÇÕES DE VARIÁVEIS ALEATÓRIAS

2.3.1 Vetores de variáveis aleatórias

Até então, tratamos de experimentos que envolviam uma única variável aleatória. Con-

tudo, na prática, os experimentos envolvem várias variáveis aleatórias simultaneamente.

Se todas elas estiverem definidas num mesmo espaço de probabilidades, podemos or-

ganizá-las num vetor aleatório.

Definição 2.33. Considere o espaço de probabilidades (Ω,A, P ) e as variáveis alea-

tórias Xi, i = 1, 2, . . . N . Se todas as variáveis Xi estiverem definidas neste espaço,

chamamos ao vetor

X̃ = (X1, X2, . . . , XN) (2.63)

de vetor aleatório ou variável aleatória N-dimensional.

Como cada variável tem sua própria função de distribuição de probabilidades, podemos

definir uma função de distribuição para o vetor como um todo, denominada distribuição

conjunta.

Definição 2.34. Seja X̃ = (X1, X2, . . . , XN) um vetor aleatório. A função FX̃ =

FX1,X2,...,XN
, definida como

FX̃(x̃) = FX̃(x1, x2, . . . , xN) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, . . . , XN ≤ xN), (2.64)

onde (x1, x2, . . . xN) ∈ RN , é denominada função de distribuição conjunta das variáveis

aleatórias X1, X2, . . . , XN .

As funções de distribuição conjunta tem as propriedades apresentadas na proposição

abaixo. A demonstração das mesmas será deixada a critério do leitor.

Definição 2.35. Seja X̃ = (X1, X2, . . . , XN) um vetor aleatório e FX̃ a função de

distribuição conjunta de X̃. Valem as seguintes afirmativas:
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D1. FX̃(x1, . . . , xN) é não-decrescente para cada variável Xi, isto é, se x < y, então

para cada i = 1, 2, . . . , N ,

FX̃(x1, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . , xN) ≤ FX̃(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xN). (2.65)

D2. FX̃(x1, . . . , xN) é cont́ınua para cada variável Xi, isto é, se xn → x, então para

cada i = 1, 2, . . . , N ,

lim
xn→x

FX̃(x1, . . . , xi−1, xn, xi+1, . . . , xN) = FX̃(x1, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . , xN).

(2.66)

D3. Para cada i = 1, 2, . . . , N ,

lim
xi→−∞

FX̃(x1, x2 . . . , xN) = 0. (2.67)

Também temos que

lim
∀i, xi→∞

FX̃(x1, x2 . . . , xN) = 1. (2.68)

D4. Seja Ik = (ak, bk], ak, bk ∈ R, k ∈ N intervalos semi-abertos e

∆Ik
g(x1, x2, . . . , xN) = g(x1, x2, . . . , xk−1, bk, xk+1, . . . , xN)−

g(x1, x2, . . . , xk−1, ak, xk+1, . . . , xN), (2.69)

onde g : RN −→ R. Então

∆I1∆I2 . . . ∆IN
F (x1, x2, . . . , xN) ≥ 0, ∀Ik. (2.70)

Uma função F : RN −→ R que satisfizer as propriedades D1, D2, D3 e D4 será função

de distribuição conjunto de algum vetor aleatório X̃.

Uma vez conhecida da função de distribuição conjunta do vetor aleatório X̃, é posśıvel

obter a função de distribuição FXi
de cada variável aleatória Xi ∈ X̃.

Definição 2.36. Seja X̃ um vetor aleatório com função de distribuição conjunta FX̃ .

Então a função de distribuição marginal de Xi é dada por

FXi
= lim

xi→∞
FX̃(x1, x2, . . . , xi, . . . , xN)

def
= FX̃(x1, x2, . . . , xi−1,∞, xi+1, . . . , xN),

(2.71)
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onde Xi ∈ X̃.

Os vetores aleátorios também podem ser classificados como cont́ınuos ou discretos, e

terem funções de freqüência ou de densidade de probabilidade, de modo análogo ao

caso unidimensional.

Definição 2.37. Seja X̃ um vetor aleatório definido no espaço de probabilidade

(Ω,A, P ) e FX̃ a sua função de distribuição conjunta.

(a) Se as variáveis Xi, i = 1, 2, . . . N são discretas, então X̃ é denominado vetor

aleatório discreto e para todo A ∈ A,

pX̃(A) =
∑

x̃∈X(A)

P (X̃ = x̃). (2.72)

é a função de freqüência conjunta ou função de probabilidade conjunta de X̃.

(b) Se existe uma função fX̃(x1, x2, . . . , xN) ≥ 0 tal que, ∀(x1, x2, . . . , xN) ∈ RN,

FX̃(x1, x2, . . . , xN) =

∫ xN

−∞
. . .

∫ x2

−∞

∫ x1

−∞
fX̃(t1, t2, . . . , tN)dt1dt2 . . . dtN , (2.73)

então chamamos X̃ de vetor aleatório cont́ınuo com função de densidade conjunta

fX̃ .

Num espaço de probabilidade (Ω,A, P ), dois eventos aleatórios A1, A2 ∈ A são ditos

independentes se P (A1 ∩ A2) = P (A1) · P (A2). Podemos expandir este conceito para

vetores de variáveis aleatórias.

Definição 2.38. Seja X̃ um vetor aleatório definido no espaço de probabilidade

(Ω,A, P ). As variáveis Xi, i = 1, 2, . . . , N são ditas independentes se

P (X1 ∈ A1, X2 ∈ A2, . . . , XN ∈ AN) =
N∏

i=1

P (Xi ∈ Ai) (2.74)

para todos A = (A1, A2, . . . , AN) ∈ A.
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2.3.2 Funções de variáveis aleatórias

Seja g : R −→ R uma função cont́ınua. Se aplicarmos g em uma variável aleatória

X, obtemos uma nova variável aleatória Y = g(X). As perguntas que surgem natu-

ralmente são: qual é a distribuição FY de Y ? Qual é a esperança E{Y } e a variância

Var{Y } desta nova variável?

De modo geral, dado um vetor aleatório X̃ = (X1, X2, . . . , XN) e a função cont́ınua

g : RN −→ RM , obtemos a vetor aleatório Ỹ = (Y1, Y2, . . . , YM), onde

Yi = gi(X1, X2, . . . , XN). (2.75)

Nesta seção veremos a abordagem teórica para cada uma das questões anteriores.

Comecemos pela mais simples, que é determinar a função de probabilidade de Ỹ .

Definição 2.39. Seja X̃ um vetor aleatório discreto e Ỹ = g(X̃). A função de

probabilidade de Ỹ é dada por

pỸ (ỹj) =
∑

i: g(x̃i)=ỹj

PX̃(x̃i) (2.76)

Como X̃ é discreto, Ỹ também o será, de modo que o conjunto dos ỹj tais que g(x̃i) = ỹj

é enumerável. Assim, na prática, é posśıvel determinar pỸ realizando o mapeando entre

os x̃i e ỹj. Já o caso onde X̃ é cont́ınuo é de dif́ıcil solução, tanto teórica quanto prática.

No caṕıtulo 5 estudaremos as abordagens para esta questão.

Em relação à esperança, temos os seguintes resultados, cuja demonstração depende de

conceitos de Teoria da Medida, o que foge ao escopo deste trabalho. Se o leitor desejar

detalhes sobre a Teoria da Medida, consulte [4].

Proposição 2.40. Seja X̃ = (X1, X2, . . . , XN) um vetor aleatório e g uma função

cont́ınua.

(a) Se X̃ é discreto, então

E{g(X̃)} =
∑

i

g(x̃i)pX̃(x̃i). (2.77)
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(b) Se X̃ é cont́ınuo com densidade fX̃(x1, x2, . . . , xN), então

E{g(X̃)} =

∫
. . .

∫
g(x1, x2, . . . , xN)fX̃(x1, x2, . . . , xN)dx1dx2 . . . dxN . (2.78)

No caṕıtulo 3 e no caṕıtulo 4 veremos diferentes formas de abordar o problema de se

determinar a esperança e a variância de um vetor Ỹ = g(X̃).

A proposição abaixo nos diz que se X1, X2, . . . , XN são independentes, então a es-

perança do produto é igual ao produto das esperanças.

Proposição 2.41. Seja X̃ = (X1, X2, . . . , XN) um vetor aleatório definido num

espaço de probabilidade (Ω,A, P ) tal que X1, X2, . . . , XN são independentes e

g(X̃) = g(X1, X2, . . . , XN) =
N∏
i

Xi. (2.79)

Então

E{g(X̃)} =
N∏
i

E{Xi}. (2.80)

Demonstração: Por indução. No caso N = 2, temos fX̃(x1, x2) = fX1(x1) · fX2(x2),

pois X1 e X2 são independentes (consequência da definição 2.26). Portanto,

E{g(X̃)} = E{g(X1, X2)}
=

∫ ∫
g(x1, x2)fX̃(x1, x2)dx1dx2

=

∫ ∫
x1 · x2 · fX1(x1) · fX2(x2)dx1dx2

=

∫ [∫
x1fX1(x1)dx1

]
x2fX2(x2)dx2

=

∫
E{X1}x2fX2(x2)dx2

= E{X1} · E{X2}. (2.81)

Suponha que o resultado é válido para N − 1. Então, considerando a variável aleatória

YN−1 = g(X1, X2, . . . XN−1), temos que

E{g(X̃)} = E{g(YN−1, XN)}
= E{YN−1} · E{XN}
= E{X1} · E{X2} · · ·E{XN}, (2.82)
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o que completa a indução e a nossa demonstração.

¤

Atente para o fato de que a rećıproca nem sempre é válida, isto é, se X e Y são

variáveis aleatórias tais que E{XY } = E{X} ·E{Y }, X e Y não são necessariamente

independentes. Em geral, E{XY } 6= E{X} ·E{Y }, e a diferença entre estes valores é

denominada covariância entre X e Y .

Definição 2.42. Sejam X e Y duas variáveis aleatórias definidas num mesmo espaço

de probabilidades. Chamamos covariância entre X e Y ao valor

Cov(X,Y ) = E{(X − E{X})(Y − E{Y })}. (2.83)

Observe que

Cov(X, Y ) = E{(X − E{X})(Y − E{Y })}
= E{(XY − Y E{X} −XE{Y }+ E{X} · E{Y })}
= E{XY } − E{X} · E{Y }, (2.84)

o que motivou a caracterização inicial da covariância como a diferença entre E{XY }
e E{X} · E{Y }.

Se Cov(X, Y ) = 0, dizemos que X e Y são não-correlacionadas. Observe que variáveis

independentes são sempre não-correlacionadas, mas variáveis não-correlacionadas não

são necessariamente independentes.

A proposição a seguir mostra como computar a variância da soma de variáveis não-

correlacionadas.

Proposição 2.43. Seja X̃ = (X1, X2, . . . , XN) um vetor aleatório tal que as variáveis

Xi, i = 1, 2, . . . N são variáveis não-correlacionadas e

g(X̃) = g(X1, X2, . . . , XN) = X1 + X2 + . . . + XN . (2.85)
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Então

Var{g(X̃)} =
N∑

i=1

Var{Xi}. (2.86)

Demonstração: Sabendo que E{X + Y } = E{X} · E{Y }, temos que

Var{X̃} = Var{X1 + X2 + . . . + XN}
= E{(X1 + X2 + . . . + XN − E{(X1 + X2 + . . . + XN})2}
= E{((X1 − E{X1}) + (X2 − E{X2}) + . . . (XN − E{XN}))2}

= E

{
N∑

i=1

(Xi − E{Xi})2 + 2
N∑

i<j

(Xi − E{Xi})(Xj − E{Xj})
}

=
N∑

i=1

Var{Xi}+ 2
∑
i<j

Cov(Xi, Xj)

=
N∑

i=1

Var{Xi}, (2.87)

pois, por hipótese, as variáveis Xi, i = 1, 2, . . . N são não-correlacionadas.

¤

A covariância é, de fato, um exemplo de momento de vaŕıaveis aleatórias multidimen-

sionais.

Definição 2.44. Seja X̃ = (X1, X2, . . . , XN) um vetor aleatório. Denominamos mo-

mento de ordem n = (n1, n2, . . . , nN) de X̃ em torno de a = (a1, a2, . . . , aN) ao valor

m
(n1,...,nN )

X̃
(ã) = E{(X1 − a1)

n1 . . . (XN − aN)nN}. (2.88)

Se m = (mX1 ,mX2 , . . . , mXN
), dizemos que µ

(n1,...,nN )

X̃
= m

(n1,...,nN )

X̃
(m) é o momento

central de X̃ de ordem n = (n1, n2, . . . , nN).

Os demais caṕıtulos deste trabalho tem por objetivo mostrar os métodos para a de-

terminação e/ou aproximação dos valores que caracterizam uma variável aleatória

Y = g(X). O caṕıtulo 3 aborda o problema de usar uma aproximação polinomial

de g para computar tais valores; no caṕıtulo 4 temos um estudo sobre as formas de

se calcular a esperança e a variância de Y , em especial nos casos onde g não pode ser

determinada diretamente; por fim, no caṕıtulo 5, discutiremos as formas de se obter a

função de distribuição de probabilidade de Y .
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3 APROXIMAÇÃO POLINOMIAL DAS FUNÇÕES DE

VARIÁVEIS ALEATÓRIAS

Neste caṕıtulo nos estudaremos o problema de se determinar a esperança de uma

variável aleatória Y = g(X) substituindo a função g por sua série de Taylor. A van-

tagem desta abordagem é que, sendo a expansão de Taylor um polinômio, além de

termos um método uniforme de realizar tal cálculo, independentemente de qual seja

a função g, polinômios são mais fáceis de se implementar computacionalmente do que

funções anaĺıticas, o que auxilia o processo de simulação de experimentos em computa-

dor.

Em seguida apresentaremos, a t́ıtulo de ilustração, a aplicação desta abordagem no

TLM (Transmission Line Modeling Method) unidimensional, o qual consiste numa

poderosa técnica de simulação eletromagnética, usada na análise de propagação de

ondas e antenas (ver [5]). Este caso foi estudado em [6] e [7].

3.1 SÉRIE DE TAYLOR

3.1.1 Definição

Começaremos com o caso unidimensional, antes de generalizarmos para funções no

espaço RN . Seja g : R −→ R uma função cont́ınua. Para que g tenha uma série

de Taylor associada, é necessário que g seja infinitamente diferenciável num intervalo

aberto I ⊂ R. A definição de funções infinitamente diferenciáveis e da série de Taylor,

dadas a seguir, foram retiradas de [8].

Definição 3.1. Seja g uma função definida num intervalo aberto I ⊂ R e g(n) a sua

derivada de n-ésima ordem (para fins de notação, faremos g(0) = g). A função g é

infinitamente diferenciável em I se g tem derivadas g(n) de todas as ordens em I.

Definição 3.2. Seja a função g infinitamente diferenciável em um intervalo aberto

I ⊂ R e seja a um número em I. Então, a série de Taylor de g em a é a série de
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potências

G(x) =
∞∑

k=0

g(k)(a)

k!
(x− a)k. (3.1)

Se a = 0, a série de Taylor de g em a é denominada série de Maclaurin de g em a.

Embora seja uma série infinita, na prática g é expandida apenas até um certo ı́ndice

N , ignorando-se os termos subseqüêntes. Costuma-se, então, denominar os termos

expandidos de aproximação de Taylor de g de ordem N e os termos restantes de resto

da aproximação de Taylor de g de ordem N.

Definição 3.3. Seja g : I ⊂ R −→ R uma função infinitamente diferenciável e seja

g a série de Taylor de g em a. Chamamos aproximação de Taylor de g de ordem N ao

polinômio

PN(x) =
N∑

k=0

g(k)(a)

k!
(x− a)k (3.2)

e a série

RN(x) =
∞∑

k=N+1

g(k)(a)

k!
(x− a)k (3.3)

de resto da aproximação de Taylor de g de ordem N.

Observe que, para todo N ∈ N,

G(x) = PN(x) + RN(x). (3.4)

O grande interesse de se obter a série de Taylor de uma função g é que, sob determi-

nadas circunstâncias, ela coincide pontualmente com a função, de modo que podemos

computar os valores g(x) calculando os valores de G(x), o que é computacionalmente

mais fácil devido ao fato de G(x) ser um polinômio. O teorema abaixo discrimina as

condições nas quais G = g. A demonstração pode ser encontrada em [8], pg. 671.

Definição 3.4. Seja g : R −→ R uma função infinitamente diferenciável em I ⊂ R e

a ∈ I. Se existem M, R ∈ R, M,R > 0 tais que a desigualdade

|g(N)(x)| ≤ M (3.5)
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se verifica para todos x ∈ (a−R, a + R) e todos N ∈ N, então

g(x) = G(x), ∀x ∈ (a−R, a + R) (3.6)

e R é denominado raio de convergência da série G(x).

Como dito anteriormente, na prática tomamos g(x) ≈ PN(x) e, ao fazermos isso,

cometemos um erro igual a

EN(x) = g(x)− PN(x) = RN(x). (3.7)

Ainda resta a dificuldade de calcular uma soma infinita. A proposição a seguir fornece

uma fórmula para a computação do resto RN(x), de modo que possamos estimar EN(x).

A demonstração desta proposição pode ser encontrada em [9].

Proposição 3.5. Seja g uma função infinitamente diferenciável em I ⊂ R, N ∈ N e

a ∈ I. Então, para cada x ∈ I, x 6= a, existe um certo c ∈ J (onde J = (a, x), se x > a,

ou J = (x, a), se x < a) tal que

RN(x) =
gN+1(c)

(N + 1)!
(x− a)N+1, (3.8)

e

|EN(x)| ≤ |RN(x)|, ∀x ∈ I. (3.9)

Para ilustrar a aplicação da série de Taylor, considere a função g(x) = cos x. Como as

derivadas n-ésimas de g(x) são ou seno ou cosseno, a menos de sinal, podemos ver que

|g(n)(x)| ≤ 1, ∀x ∈ (−∞,∞), o que nos dá um raio de convergência infinito, isto é, a

série de Taylor G(x) de g(x) converge para todos os números reais.

A aproximação de segunda ordem P2(x) de g(x) em torno de a = 0 é igual a

P2(x) = g(a) + g′(a)(x− a) +
g(2)(a)

2!
(x− a)2

= cos 0− sen0 · (x− 0)− (cos 0)2

2
(x− 0)2

= 1− x2

2
· (3.10)
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Ao usar esta aproximação, estaremos cometendo um erro menor do que

|E2(x)| ≤ |R2(x)|
≤

∣∣∣∣
g(3)(c)

3!
(x− a)3

∣∣∣∣

≤ |x3|
6

(3.11)

pois, como dito anteriormente, a = 0 e |g(n)(x)| ≤ 1, ∀x ∈ R.

Se usassemos P2(x) para computar o valor de g(x) = cos x para x = 1/2 obteŕıamos

P2(1/2) = 0, 875, cometendo um erro menor do que |E2(1/2)| ≤ 0, 020 (o que já nos

garante a correção da primeira casa decimal). Como curiosidade, o valor correto seria

0,877582562... .

Retornando aos conceitos, a definição abaixo nos mostra como obter a série de Taylor

no caso multidimensional. Embora a notação seja um pouco mais rebuscada, a idéia

permanece a mesma: obter uma série de potências, cujos coeficientes dependem das

derivadas parcias das variáveis envolvidas, que aproxime o valor da função em torno

de um determinado ponto do espaço.

Proposição 3.6. Seja g : RN −→ RM uma função infinitamente diferenciável em

I ⊂ RN e ã = (a1, a2, . . . , aN) ∈ I. A série de Taylor de g em ã é dada por

G(x1, . . . , xN) =
∞∑

k1=0

. . .

∞∑

kN=0

∂k1

∂xk1
1

. . .
∂kN

∂xkN
1

g(a1, . . . , aN)

k1! . . . kN !
(x1 − a1)

k1 . . . (xN − aN)kN ,

(3.12)

onde
∂0g

∂x0
j

= g, ∀j = 1, 2, . . . , N . Para M ∈ N,

P (x1, . . . , xN) =
M∑

k1=0

. . .

M∑

kN=0

∂k1

∂xk1
1

. . .
∂kN

∂xkN
1

g(a1, . . . , aN)

k1! . . . kN !
(x1 − a1)

k1 . . . (xN − aN)kN .

(3.13)

3.1.2 Esperança de uma série de Taylor

Nesta seção computaremos a esperança de uma série de Taylor. Para facilitar a notação,

considere x̃ = (x1, x2, . . . , xN) e ã = (a1, a2, . . . , aN) elementos de RN .

Seja g : RN −→ RM uma função infinitamente derivável em I ⊂ RN e ã um elemento

de I. Usando a equação 3.12 e a propriedade E3 da proposição 2.19, a esperança de g
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será dada por

E{G(x̃)} = E

{ ∞∑

k1=0

. . .

∞∑

kN=0

∂k1

∂xk1
1

. . .
∂kN

∂xkN
1

g(ã)

k1! . . . kN !
(x1 − a1)

k1 . . . (xN − aN)kN

}

=
∞∑

k1=0

. . .

∞∑

kN=0

∂k1

∂xk1
1

. . .
∂kN

∂xkN
1

g(ã)

k1! . . . kN !
E{(x1 − a1)

k1 . . . (xN − aN)kN}

=
∞∑

k1=0

. . .

∞∑

kN=0

∂k1

∂xk1
1

. . .
∂kN

∂xkN
1

g(ã)

k1! . . . kN !
m

(k1,...,kN )

X̃
(ã). (3.14)

Deste modo, podemos entender a esperança de um vetor aleatório Ỹ = g(X̃), gerado

a partir de uma transformação g do vetor X̃, como a combinação linear dos momentos

de X̃, cujos coeficientes dependem das derivadas parciais de todas as ordens de g.

Nem sempre é posśıvel ter todos os momentos necessários ou computar todas as

derivadas parciais, mas ainda assim este método é útil em diversas situações, como

por exemplo no caso em que as transformações são polinomiais, pois nesta situação a

aproximação PN(x) é exata quando N é maior do que o grau da transformação. Na

próxima seção teremos a aplicação desta técnica no problema TLM unidimensional.

3.2 APLICAÇÃO: TLM

Vamos agora aplicar a série de Taylor no problema do TLM unidimensional. Vamos,

a t́ıtulo de exemplo, apresentar dois casos: o primeiro, com um único nó; o segundo,

com múltiplos nós.

Como visto, para se determinar a esperança a partir da série de Taylor, devemos co-

nhecer os momentos de N -ésima ordem das variáveis aleatórias e também os coeficientes

da série. A seguir mostraremos expressões recursivas para o cálculo destes coeficientes.

3.2.1 TLM unidimensional com um único nó

Considere um nó, cujas admitâncias são dadas por λ1 e λ2, rodeado por duas fronteiras

com coeficientes Γ1 e Γ2. A figura 3.1 ilustra esta situação.

Este primeiro caso exemplificará o processo de se computar os coeficientes do polinômio

de Taylor, então nós consideraremos as seguintes simplificações: sejam Γ1 e Γ2 variáveis

aleatórias independentes e λ1 e λ2 constantes tais que λ1 = λ2. Suponha, para fins de
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Figura 3.1: TLM com um único nó

aproximação apenas (pois a afirmação nem sempre é verdadeira), que µ
(k1,k2)
Γ1,Γ2

= 0 se

k1 ·k2 6= 0. Nestas condições, para cada instante t, temos as quatro variáveis aleatórias

abaixo: 



V Li(t) = Γ1V Lr(t− 1)

V Ri(t) = Γ2V Rr(t− 1)

V Lr(t) = V Ri(t)

V Rr(t) = V Li(t)

Os valores iniciais do problema são

{
V Li(0) = C = V Rr(0)

V Ri(t) = 0 = V Lr(0),

onde C é uma constante.

O problema consiste em determinar os valores esperados das variáveis V Li(t), V Lr(t),

V Ri(t) e V Rr(t) para cada instante t. Isto será feito usando a série de Taylor calculada

previamente (ver seção 3.1), valendo-se do fato de que os coeficientes da série num dado

instante podem ser computados recursivamente a partir dos coeficientes do instante

anterior, o que será mostrado a seguir.

Num dado instante t, temos

V Rr(t) = V Li(t) = Γ1V Lr(t− 1). (3.15)
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Calculando as derivadas parciais em relação a Γ2,

∂V Rr(t)

∂Γ2

= Γ1
∂V Lr(t− 1)

∂Γ2

∂2V Rr(t)

∂Γ2
2

= Γ1
∂2V Lr(t− 1)

∂Γ2
2

...

Em geral,
∂(n)V Rr(t)

∂Γ
(n)
2

= Γ1
∂(n)V Lr(t− 1)

∂Γ
(n)
2

· (3.16)

Calculando as derivadas parcial em relação a Γ1, temos

∂V Rr(t)

∂Γ1

= V Lr(t− 1) + Γ1
∂V Lr(t− 1)

∂Γ1

∂2V Rr(t)

∂Γ2
1

=
∂

∂Γ1

(
∂V Lr(t− 1)

∂Γ1

)

=
∂V Lr(t− 1)

∂Γ1

+
∂V Lr(t− 1)

∂Γ1

+ Γ1
∂2V Lr(t− 1)

∂Γ2
1

= 2 · ∂V Lr(t− 1)

∂Γ1

+ Γ1
∂2V Lr(t− 1)

∂Γ2
1

∂3V Rr(t)

∂Γ3
1

=
∂

∂Γ1

(
∂2V Lr(t− 1)

∂Γ2
1

)

= 2 · ∂2V Lr(t− 1)

∂Γ2
1

+
∂2V Lr(t− 1)

∂Γ2
1

+ Γ1
∂3V Lr(t− 1)

∂Γ3
1

= 3 · ∂2V Lr(t− 1)

∂Γ2
1

+ Γ1
∂3V Lr(t− 1)

∂Γ3
1

...

Em geral,
∂(n)V Rr(t)

∂Γ
(n)
1

= n · ∂(n−1)V Lr(t− 1)

∂Γ
(n−1)
1

+ Γ1
∂(n)V Lr(t− 1)

∂Γ
(n)
1

(3.17)

Por outro lado,

V Lr(t) = V Ri(t) = Γ2V Rr(t− 1). (3.18)

De modo análogo, é fácil ver que

∂(n)V Lr(t)

∂Γ
(n)
1

= Γ2
∂(n)V Rr(t− 1)

∂Γ
(n)
1

· (3.19)

e
∂(n)V Lr(t)

∂Γ
(n)
2

= n · ∂(n−1)V Rr(t− 1)

∂Γ
(n−1)
2

+ Γ2
∂(n)V Rr(t− 1)

∂Γ
(n)
2

· (3.20)
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Com as expressões (3.14), (3.16), (3.17), (3.19) e (3.20), é posśıvel escrever um algo-

ritmo que compute, para cada instante t, a esperança das variáveis aleatórias V Li(t),

V Lr(t), V Ri(t) e V Rr(t).

Algoritmo 3.7. Cálculo das esperanças para o TLM unidimensional com um nó.

ENTRADA: As variáveis aleatórias Γ1 e Γ2, valor inicial C e o instante t.

SAÍDA: As esperanças das variáveis aleatórias V Li(t), V Lr(t), V Ri(t) e V Rr(t).

1. Compute os momentos centrais µi
Γ1

e µi
Γ2

, ∀i ∈ N.

2. Inicialize os vetores vrr1, vrr2, vlr1 e vlr2.

3. Para i = 0, faça

(a) Calcule vrr1[i] =
∂(i)V Rr(t)

∂Γ
(i)
1

(b) Se vrr1[i] = 0, vá ao passo 4; caso contrário, faça i = i + 1 e retorne ao

passo 3a.

4. Para i = 0, faça

(a) Calcule vrr2[i] =
∂(i)V Rr(t)

∂Γ
(i)
2

(b) Se vrr2[i] = 0, vá ao passo 5; caso contrário, faça i = i + 1 e retorne ao

passo 4a.

5. Para i = 0, faça

(a) Calcule vlr1[i] =
∂(i)V Lr(t)

∂Γ
(i)
1

(b) Se vlr1[i] = 0, vá ao passo 6; caso contrário, faça i = i+1 e retorne ao passo

5a.

6. Para i = 0, faça

(a) Calcule vlr2[i] =
∂(i)V Lr(t)

∂Γ
(i)
2

(b) Se vlr2[i] = 0, vá ao passo 7; caso contrário, faça i = i+1 e retorne ao passo

6a.

7. Determine as esperanças E{V Li(t)}, E{V Lr(t)}, E{V Ri(t)} e E{V Rr(t)} a par-

tir dos vetores vrr1, vrr2, vlr1 e vlr2 e da expressão (3.14).
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3.2.2 TLM unidimensional com múltiplos nós

Nesta seção partiremos para o caso geral do TLM unidimensional. Considere a seqüên-

cia de N nós rodeados por duas fronteiras cujos coeficientes são as variáveis aleatórias

Γ1 e Γ2. Considere que a posição de cada nó seja representada pela variável inteira x

e que cada nó tenha admitâncias xλ1 e xλ2, as quais também são variáveis aleatórias.

A figura 3.2 mostra um exemplo visual destas condições.

Figura 3.2: TLM com múltiplos nós

Neste caso temos, para cada instante t e para cada nó x,

xV Li(t) =

{
x−1V Rr(t− 1), se x 6= 1

Γ1 · xV Lr(t− 1), se x = 1.

xV Ri(t) =

{
x−1V Lr(t− 1), se x 6= N

Γ2 · xV Rr(t− 1), se x = N
{

xV Lr(t) = xs11 · xV Li(t) + xs12 · xV Ri(t)

xV Rr(t) = xs21 · xV Li(t) + xs22 · xV Ri(t)





xs11 =
xλ2 − xλ1

xλ1 + xλ2

xs12 =
2 · xλ1

xλ1 + xλ2

xs21 =
2 · xλ2

xλ1 + xλ2

xs22 =
xλ1 − xλ2

xλ1 + xλ2

O único valor inicial não-nulo do problema é 1V Li(0) = C, onde C é uma constante.
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Novamente vamos encontrar fórmulas recursivas para os coeficientes da série de Taylor,

e usar o mesmo algoritmo do caso de um único nó (algoritmo 3.6). A diferença é que,

para este caso, temos 4 variáveis aleatórias para cada nó (xV Li(t), xV Lr(t), xV Ri(t) e

xV Rr(t)), totalizando 4N variáveis aleatórias.

3.2.2.1 Coeficientes das voltagens refletivas

Num dado instante t temos

xV Lr(t) = s11 · xV Li(t) + s12 · xV Ri(t). (3.21)

Calculando as derivadas parciais em relação a Γ1, temos

∂[xV Lr(t)]

∂Γ1

= s11 · ∂[xV Li(t)]

∂Γ1

+ s12 · ∂[xV Ri(t)]

∂Γ1

∂2[xV Lr(t)]

∂Γ2
1

= s11 · ∂2[xV Li(t)]

∂Γ2
1

+ s12 · ∂2[xV Ri(t)]

∂Γ2
1

Em geral,
∂(n)[xV Lr(t)]

∂Γ
(n)
1

= s11 · ∂(n)[xV Li(t)]

∂Γ
(n)
1

+ s12 · ∂(n)[xV Ri(t)]

∂Γ
(n)
1

(3.22)

Calculando as derivadas parciais em relação a Γ2, temos

∂[xV Lr(t)]

∂Γ2

= s11 · ∂[xV Li(t)]

∂Γ2

+ s12 · ∂[xV Ri(t)]

∂Γ2

∂2[xV Lr(t)]

∂Γ2
2

= s11 · ∂2[xV Li(t)]

∂Γ2
2

+ s12 · ∂2[xV Ri(t)]

∂Γ2
2

Em geral,
∂(n)[xV Lr(t)]

∂Γ
(n)
2

= s11 · ∂(n)[xV Li(t)]

∂Γ
(n)
2

+ s12 · ∂(n)[xV Ri(t)]

∂Γ
(n)
2

(3.23)
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Calculando as derivadas parciais em relação a λ1, temos para cada x,

∂[xV Lr(t)]

∂λ1

=
∂[xs11]

∂λ1

· xV Li(t) + xs11 · ∂[xV Li(t)]

∂λ1

+

∂[xs12]

∂λ1

· xV Ri(t) + xs12 · ∂[xV Ri(t)]

∂λ1

∂2[xV Lr(t)]

∂λ2
1

=
∂2[xs11]

∂λ2
1

· xV Li(t) +
∂[xs11]

∂λ1

· ∂[xV Li(t)]

∂λ1

+

xs11 · ∂2[xV Li(t)]

∂λ2
1

+
∂[xs11]

∂λ1

· ∂[xV Li(t)]

∂λ1

+

∂2[xs12]

∂λ2
1

· xV Ri(t) +
∂[xs12]

∂λ1

· ∂[xV Ri(t)]

∂λ1

+

xs12 · ∂2[xV Ri(t)]

∂λ2
1

+
∂[xs12]

∂λ1

· ∂[xV Ri(t)]

∂λ1

∂2[xV Lr(t)]

∂λ2
1

=
∂2[xs11]

∂λ2
1

· xV Li(t) + 2 · ∂[xs11]

∂λ1

· ∂[xV Li(t)]

∂λ1

+

xs11 · ∂2[xV Li(t)]

∂λ2
1

+
∂2[xs12]

∂λ2
1

· xV Ri(t) +

2 · ∂[xs12]

∂λ1

· ∂[xV Ri(t)]

∂λ1

+ xs12 · ∂2[xV Ri(t)]

∂λ2
1

...

No caso geral,

∂(n)[xV Lr(t)]

∂λ
(n)
1

=
n∑

j=0

(
n

j

) [
∂(j)[xs11]

∂λ
(j)
1

· ∂(n−j)[xV Li(t)]

∂λ
(n−j)
1

+
∂(j)[xs12]

∂λ
(j)
1

· ∂(n−j)[xV Ri(t)]

∂λ
(n−j)
1

]
·

(3.24)

De modo análogo, derivando em relação a λ2, temos

∂(n)[xV Lr(t)]

∂λ
(n)
2

=
n∑

j=0

(
n

j

) [
∂(j)[xs11]

∂λ
(j)
2

· ∂(n−j)[xV Li(t)]

∂λ
(n−j)
2

+
∂(j)[xs12]

∂λ
(j)
2

· ∂(n−j)[xV Ri(t)]

∂λ
(n−j)
2

]
·

(3.25)

Continuando, num dado instante t temos

xV Rr(t) = s21 · xV Li(t) + s22 · xV Ri(t). (3.26)

Os desenvolvimentos das derivadas são análogos aos já realizados para xV Lr(t). Tere-

mos então
∂(n)[xV Rr(t)]

∂Γ
(n)
1

= s21 · ∂(n)[xV Li(t)]

∂Γ
(n)
1

+ s22 · ∂(n)[xV Ri(t)]

∂Γ
(n)
1

(3.27)

∂(n)[xV Rr(t)]

∂Γ
(n)
2

= s21 · ∂(n)[xV Li(t)]

∂Γ
(n)
2

+ s22 · ∂(n)[xV Ri(t)]

∂Γ
(n)
2

(3.28)
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∂(n)[xV Rr(t)]

∂λ
(n)
1

=
n∑

j=0

(
n

j

) [
∂(j)[xs21]

∂λ
(j)
1

· ∂(n−j)[xV Li(t)]

∂λ
(n−j)
1

+
∂(j)[xs22]

∂λ
(j)
1

· ∂(n−j)[xV Ri(t)]

∂λ
(n−j)
1

]
·

(3.29)

∂(n)[xV Rr(t)]

∂λ
(n)
2

=
n∑

j=0

(
n

j

) [
∂(j)[xs21]

∂λ
(j)
2

· ∂(n−j)[xV Li(t)]

∂λ
(n−j)
2

+
∂(j)[xs22]

∂λ
(j)
2

· ∂(n−j)[xV Ri(t)]

∂λ
(n−j)
2

]
·

(3.30)

3.2.2.2 Coeficientes das voltagens incidentes

Para um dado instante t e x 6= 1, temos

xV Li(t) = x−1V Rr(t− 1). (3.31)

Neste caso, todas as derivadas são computadas diretamente, de modo que

∂(n)[xV Li(t)]

∂Γ
(n)
1

=
∂(n)[x−1V Rr(t− 1)]

∂Γ
(n)
1

, (3.32)

∂(n)[xV Li(t)]

∂Γ
(n)
2

=
∂(n)[x−1V Rr(t− 1)]

∂Γ
(n)
2

, (3.33)

∂(n)[xV Li(t)]

∂λ
(n)
1

=
∂(n)[x−1V Rr(t− 1)]

∂λ
(n)
1

, (3.34)

e
∂(n)[xV Li(t)]

∂λ
(n)
2

=
∂(n)[x−1V Rr(t− 1)]

∂λ
(n)
2

· (3.35)

Quando x = 1, temos

xV Li(t) = Γ1 · xV Lr(t− 1). (3.36)

Calculando as derivadas em relação a Γ2, temos

∂[xV Li(t)]

∂Γ2

= Γ1 · ∂[xV Lr(t− 1)]

∂Γ2

∂2[xV Li(t)]

∂Γ2
2

= Γ1 · ∂2[xV Lr(t− 1)]

∂Γ2
2

...

De modo geral,
∂(n)[xV Li(t)]

∂Γ
(n)
2

= Γ1 · ∂(n)[xV Lr(t− 1)]

∂Γ
(n)
2

(3.37)
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Calculando as derivadas em relação a Γ1, temos que

∂[xV Li(t)]

∂Γ1

= xV Lr(t− 1) + Γ1 · ∂[xV Lr(t− 1)]

∂Γ1

∂2[xV Li(t)]

∂Γ2
1

=
∂

∂Γ1

(
∂[xV Li(t)]

∂Γ1

)

=
∂[xV Lr(t− 1)]

∂Γ1

+
∂[xV Lr(t− 1)]

∂Γ1

+ Γ1 · ∂2[xV Lr(t− 1)]

∂Γ2
1

= 2 · ∂[xV Lr(t− 1)]

∂Γ1

+ Γ1 · ∂2[xV Lr(t− 1)]

∂Γ2
1

...

Em geral,

∂(n)[xV Li(t)]

∂Γ
(n)
1

= n · ∂(n− 1)[xV Lr(t− 1)]

∂Γ
(n−1)
1

+ Γ1 · ∂(n)[xV Lr(t− 1)]

∂Γ
(n)
1

· (3.38)

As derivadas em relação a λ1 e λ2 são diretas, e correspondem a

∂(n)[xV Li(t)]

∂λ
(n)
1

= Γ1 · ∂(n)[xV Lr(t− 1)]

∂λ
(n)
1

· (3.39)

e
∂(n)[xV Li(t)]

∂λ
(n)
2

= Γ1 · ∂(n)[xV Lr(t− 1)]

∂λ
(n)
2

· (3.40)

Por fim, quando x 6= N , temos

xV Ri(t) = x−1V Lr(t− 1). (3.41)

Analogamente aos casos anteriores,

∂(n)[xV Ri(t)]

∂Γ
(n)
1

=
∂(n)[x−1V Lr(t− 1)]

∂Γ
(n)
1

, (3.42)

∂(n)[xV Ri(t)]

∂Γ
(n)
2

=
∂(n)[x−1V Lr(t− 1)]

∂Γ
(n)
2

, (3.43)

∂(n)[xV Ri(t)]

∂λ
(n)
1

=
∂(n)[x−1V Lr(t− 1)]

∂λ
(n)
1

, (3.44)

e
∂(n)[xV Ri(t)]

∂λ
(n)
2

=
∂(n)[x−1V Lr(t− 1)]

∂λ
(n)
2

· (3.45)
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Quando x = N , temos

xV Ri(t) = Γ2 · xV Rr(t− 1). (3.46)

Segue, por analogia, que

∂(n)[xV Ri(t)]

∂Γ
(n)
1

= Γ2 · ∂(n)[xV Rr(t− 1)]

∂Γ
(n)
1

(3.47)

∂(n)[xV Ri(t)]

∂Γ
(n)
2

= n · ∂(n− 1)[xV Rr(t− 1)]

∂Γ
(n−1)
2

+ Γ2 · ∂(n)[xV Rr(t− 1)]

∂Γ
(n)
2

· (3.48)

∂(n)[xV Ri(t)]

∂λ
(n)
1

= Γ2 · ∂(n)[xV Rr(t− 1)]

∂λ
(n)
1

· (3.49)

∂(n)[xV Ri(t)]

∂λ
(n)
2

= Γ2 · ∂(n)[xV Rr(t− 1)]

∂λ
(n)
2

· (3.50)

3.2.3 Resultados Experimentais

Para ilustrar o uso desta abordagem, foi realizado um experimento de TLM unidimen-

sional com as seguintes condições: considere tanto a fronteira esquerda Γ1 quanto a

fronteira direita Γ2 duas variáveis aleatórias com distribuição normal de probabilidade

com média 0,5 e variância 0,0016 e dois nós com admitâncias 1λ1 = 0, 3, 1λ2 = 0, 8,

2λ1 = 0, 4 e 2λ2 = 0, 6 constantes. Foram observados os 10 primeiros instantes t de

propagação do impulso inicial.

Tabela 3.1: Tensões incidentes e refletidas sobre o nó 1.

Monte Carlo Taylor

t 1V Li(t) 1V Ri(t) 1V Lr(t) 1V Rr(t) 1V Li(t) 1V Ri(t) 1V Lr(t) 1V Rr(t)

1 1,0000 0 0,4545 1,4545 1,0000 0 0,4545 1,4545

2 0,2273 0 0,1033 0,3306 0,2273 0 0,1033 0,3306

3 0,0517 0,2909 0,1822 -0,0571 0,0520 0,2909 0,1823 -0,0566

4 0,0911 0,7643 0,4583 -0,2149 0,0914 0,7643 0,4584 -0,2145

5 0,2291 0,0774 0,1464 0,2981 0,2294 0,0771 0,1463 0,2987

6 0,0732 -0,0793 -0,0100 0,1425 0,0736 -0,0789 -0,0096 0,1429

7 -0,0050 -0,0399 -0,0240 0,0109 -0,0045 -0,0396 -0,0236 0,0115

8 -0,0120 0,1815 0,0936 -0,1000 -0,0117 0,1820 0,0939 -0,0997

9 0,0468 0,0553 0,0514 0,0429 0,0470 0,0554 0,0516 0,0431

10 0,0257 -0,0201 0,0007 0,0465 0,0259 -0,0198 0,0010 0,0466
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Para fins de comparação, foi realizado um teste de Monte Carlo para 10.000 amostras,

usando os mesmos parâmetros. Os resultados obtidos estão organizados nas tabelas

3.1 e 3.2.

Como podemos observar, o método de Taylor traz resultados muito próximos aos obti-

dos com o Método de Monte Carlo, com a vantagem que não foi necessário a repetição

do experimento N vezes. Contudo, embora a hipótese de que µ
(k1,k2)
Γ1,Γ2

= 0 para k1 ·k2 6= 0

levou a pequenas discrepâncias, ela serviu para mostrar que a maior relevância está

concentrada nos momentos relacionados as variáveis individuais (isto é, os momentos

µ
(k1,k2)
Γ1,Γ2

tais k1 · k2 = 0), e não nos cruzados (os demais).

Tabela 3.2: Tensões incidentese refletidas sobre o nó 2.

Monte Carlo Taylor

t 2V Li(t) 2V Ri(t) 2V Lr(t) 2V Rr(t) 2V Li(t) 2V Ri(t) 2V Lr(t) 2V Rr(t)

1 0 0 0 0 0 0 0 0

2 1,4545 0 0,2909 1,7455 1,4545 0 0,2909 1,7455

3 0,3306 0,8727 0,7643 0,2221 0,3306 0,8727 0,7643 0,2221

4 -0,0571 0,1111 0,0774 -0,0907 -0,0566 0,1105 0,0771 -0,0900

5 -0,2149 -0,0454 -0,0793 -0,2488 -0,2145 -0,0450 -0,0789 -0,2484

6 0,2981 -0,1244 -0,0399 0,3826 0,2987 -0,1242 -0,0396 0,3833

7 0,1425 0,1913 0,1815 0,1327 0,1429 0,1917 0,1820 0,1331

8 0,0109 0,0664 0,0553 -0,0002 0,0115 0,0664 0,0554 0,0005

9 -0,1000 -0,0001 -0,0201 -0,1200 -0,0997 0,0002 -0,0198 -0,1197

10 0,0429 -0,0600 -0,0394 0,0635 0,0431 -0,0599 -0,0393 0,0637

A grande desvantagem de usar a aproximação de Taylor para o cálculo da esperança

reside no fato que é necessário o conhecimento prévio da transformação g, e que a

mesma seja anaĺıtica num dado intervalo I. Além disso, o número de momentos a

serem conhecidos está diretamente ligado ao grau de precisão da aproximação, e no caso

multidimensional, o número de momentos a ser computado cresce exponencialmente.

No próximo caṕıtulo apresentamos um método que supera estas duas dificuldades,

onde não é necessário conhecimento da transformação (apenas de seus resultados para

determinados pontos de entrada) e a precisão da aproximação será duas vezes maior

para o mesmo número de momentos utilizados na aproximação de Taylor.
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4 ESTIMANDO A ESPERANÇA E A VARIÂNCIA

O cálculo dos momentos das variáveis aleatórias, e em especial a determinação da

esperânca e da variância, é de fundamental importância para o estudo do comporta-

mento e das caracteŕısticas das mesmas, sobretudo nos casos em que estas variáveis

são originadas a partir de transformações não-lineares de outras variáveis aleatórias.

No caṕıtulo anterior, vimos uma maneira de se determinar a esperança, mas para tanto

era suposto o conhecimento da transformação a qual as variáveis foram submetidas e

os momentos destas variáveis. Contudo, nem sempre é posśıvel conhecer todas estas

informações. Neste caṕıtulo propomos um novo método para tais cálculos onde não

será imposto o conhecimento prévio da transformação.

Na primeira parte, apresentamos o método; na segunda, mostramos aplicações deste

método, fazendo comparativos com o método de Taylor e também com o método de

Monte Carlo, que é o único que não exige conhecimento prévio de nenhum parâmetro,

exibindo os resultado obtidos com cada método.

4.1 UNSCENTED TRANSFORM GUASSIANA

4.1.1 Introdução

Dada uma variável aleatória X com função de densidade de probabilidade fX , a es-

perança E{X} de X é dada, segundo a expressão 2.24, por

E{X} =

∫ ∞

−∞
xfX(x)dx. (4.1)

Matematicamente falando, a esperança é a soma ponderada de todos os posśıveis valores

assumidos pela variável X vezes a probabilidade de acontecimento dos mesmos. Desta

forma, podemos entender os valores x como os pesos dos valores fX(x) na referida

soma.

A idéia da Unscented Transform (UT), técnica proposta inicialmente em [1], é de-

terminar um conjunto finito de pontos, denominados pontos-sigma (sigma points no

original), que aproximam esta soma quando ponderados pelos pesos devidos.
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Interpretando o problema de uma segunda forma, se a esperança E{X} é a área A sob

a curva xfX(x), o problema da Unscented Transform é determinar um conjunto finito

de retângulos Ri, cuja base sejam os pesos e as alturas os valores de fX avaliada nos

pontos-sigma, tais que ⋃
i

Ri ≈ A. (4.2)

Tanto a proposição original da Unscented Transform quanto suas variantes (ver [10]

e [11]) apresentam formulações determińısticas para a escolha tanto dos pontos-sigma

quanto dos pesos a partir de determinadas condições. Embora estas aproximações

tenham mostrados resultados eficientes e úteis, elas podem sofrer distorções no caso

geral.

A proposta deste caṕıtulo é apresentar um método para a escolha de tais parâmetros

a partir da interpretação do problema da esperança como uma quadratura (ver [12]).

Desta maneira, podemos determinar os pontos-sigma e os pesos para quaisquer variáveis

aleatórias independentemente de suas distribuições de probabilidade e/ou quaisquer

outras condições.

4.1.2 Quadraturas

Um conceito elementar e fundamental no estudo das quadraturas é o da função peso,

definido abaixo.

Definição 4.1. Seja w(x) uma função definida em um intervalo I = [a, b]. Dizemos

que w(x) é uma função peso em I se w(x) ≥ 0, ∀x ∈ I e

∫ b

a

w(x)dx = 1. (4.3)

Dada uma função f(x) definida em I, podemos computar a integral

S =

∫ b

a

w(x)f(x)dx. (4.4)

Em geral, um problema de quadratura consiste em se determinar um conjunto de finito

de abcissas xi e de pesos wi tais que a integral S possa ser aproximada soma das áreas

dos retângulos de base wi e altura f(xi). Uma definição mais formal é apresentada a

seguir.
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Definição 4.2. Seja f(x) uma função definida em um intervalo I = [a, b] e w(x)

uma função peso em I. Definimos como quadratura o problema de se determinar um

conjunto de m abcissas xi (denominadas pontos-sigma) e de m pesos wi tais que

∫ b

a

w(x)f(x)dx ≈
m∑

i=1

wif(xi) (4.5)

Por constituir uma aproximação, a quadratura tem um erro associado, dado pela

diferença entre o real valor da integral e o valor da aproximação.

Definição 4.3. Chamamos de erro E da quadratura ao valor

E =

∫ b

a

w(x)f(x)dx−
m∑

i=1

wif(xi). (4.6)

Além do erro, a qualidade da aproximação de uma quadratura pode ser mensurado

através de um coeficiente de precisão.

Definição 4.4. Dizemos que uma quadratura tem precisão de, no mı́nimo, N se

temos E = 0 para, no mı́nimo, f(x) = xr, com r = 0, 1, . . . , N .

A precisão está relacionada diretamente com a série de Taylor de f(x), pois a definição

acima nos diz que a quadratura é exata (isto é, tem erro zero) para as aproximação de

Taylor Pi(x) de f(x) (ver definição 3.3), para i = 0, 1, . . . , N .

A proposição abaixo apresenta condições suficientes para que uma quadratura tenha

precisão de, no mı́nimo, N .

Proposição 4.5. Se definimos o r-ésimo momento Mr de w(x) em I como

Mr =

∫ b

a

xrw(x)dx, (4.7)

então a quadratura ∫ b

a

w(x)f(x)dx ≈
m∑

i=1

wif(xi) (4.8)
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tem grau de precisão de, no mı́nimo, N se valem as N + 1 equações

m∑
i=1

wkx
r
k = Mr, (4.9)

com r = 0, 1, . . . , N .

Demonstração: Tome um r inteiro tal que r ∈ [0, N ] e faça f(x) = xr. De acordo com

a definição 4.3, e usando a hipóteses dadas pela equação 4.9, temos

E =

∫ b

a

w(x)f(x)dx−
m∑

i=1

wif(xi)

=

∫ b

a

w(x)xrdx−
m∑

i=1

wix
r
i

= Mr −
m∑

i=1

wix
r
i

= 0. (4.10)

Como a conclusão acima vale para todo r = 0, 1, . . . , N , logo f(x) tem precisão de, no

mı́nimo, N .

¤

Outro conceito importante no estudo de quadraturas é o de polinômios ortogonais, que

por sua vez depende da definição de um produto interno, dada abaixo.

Definição 4.6. Seja um intervalo I = [a, b] ∈ R e uma função de peso w(x) em I.

Definimos, para quaisquer polinômios f e g, o produto interno em I de f por g no espaço

vetorial dos polinômios como

< f, g >=

∫ b

a

f(x)g(x)w(x)dx. (4.11)

Definição 4.7. Considere uma sequência de polinômios

{pn} = p0, p1, p2, . . . (4.12)

onde pi tem grau i. Dizemos que {pn} é uma seqüência de polinômios ortogonais se,

para i 6= j, < pi, pj >= 0.
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A caracteŕıstica mais relevante de uma sequência de polinômios ortogonais é que ela

constui uma base para o espaço vetorial dos polinômios, isto é, qualquer polinômio g(x)

de grau n pode ser escrito como uma combinação linear dos n + 1 primeiros termos da

sequência, conforme a proposição abaixo.

Proposição 4.8. Seja {pn} uma sequência de polinômios ortogonais em I. Então,

para qualquer polinômio g(x) de grau n, existem n + 1 coeficientes ci tais que

g(x) =
n∑

i=0

cipi(x). (4.13)

Demonstração: A demonstração é feita por indução matemática. Se o grau de g(x) é

igual a 1, então g(x) = c, onde c ∈ R. Deste modo

g(x) = c =

(
c

p0

)
· p0 = c0p0. (4.14)

Suponha agora que a hipótese é verdadeira para todos os polinômios de grau n− 1. Se

g(x) = anx
n + . . . + a0 tem grau n e pn = bnxn + . . . + b0, então para cn = an/bn,

ḡ(x) = g(x)− cnpn (4.15)

tem grau n− 1. Dáı, por hipótese, existem n coeficientes ci tais que

ḡ(x) =
n−1∑
i=0

cipi(x). (4.16)

Como g(x) = cnpn + ḡ(x), então

g(x) =
n∑

i=0

cipi(x), (4.17)

completando assim a nossa indução.

¤

Outros importantes fatos a respeito dos polinômios ortogonais são dados na próxima

proposição. A demonstração dos mesmos foge ao escopo deste trabalho. Os interessado

podem consultar [13] ou [14] para maiores detalhes.
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Proposição 4.9. Seja {pn} uma sequência de polinômios ortogonais em I. Valem as

seguintes afirmações:

1. Cada polinômio pi é ortogonal a qualquer polinômio g(x) de grau menor que i.

2. Considere pi = kix
i + k

′
ix

i−1 + . . . ∈ {pn}. A fórmula de recorrência dos termos

da sequência é dada por

pn+1 = (anx + bn)pn − cnpn−1, ∀n > 0, (4.18)

onde

an =
kn+1

kn

, bn = an

(
k
′
n+1

kn+1

− k
′
n

kn

)
, cn = an

(
kn−1hn

knhn−1

)
(4.19)

e hi =< pi, pi >.

3. Cada polinômio pi tem todas suas i ráızes reais, distintas e estritamente dentro

do intervalo I.

4. As ráızes de cada polinômio pi estão estritamente entre as raizes do polinômio

pi+1.

Estes fatos serão úteis na análise e no estudo da solução da quadratura que será pro-

posta na próxima seção.

4.1.3 A quadratura gaussiana generalizada

Fazendo o paralelo com as quadraturas gaussianas (ver [12]), podemos trabalhar sem

restrições na expressão da quadratura (tanto no intervalo quanto na função f(x), man-

tendo apenas a condição da função peso w(x)) e determinar como meta de precisão

de, no mı́nimo, 2m − 1. Denominaremos, para este trabalho, estas condições como

quadratura gaussiana generalizada.

Definição 4.10. Seja f(x) uma função definida em um intervalo I = [a, b] e w(x)

uma função peso em I. Definimos como quadratura gaussiana generalizada em I com

precisão de, no mı́nimo, 2m−1 o problema de se determinar um conjunto de m pontos-

sigma xi e de m pesos wi tais que

∫ b

a

w(x)f(x)dx ≈
m∑

i=1

wif(xi) (4.20)
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O termo generalizada se deve ao fato de que, ao contrário da quadratura gaussiana que

é definida no intervalo (−∞,∞), não impusemos nenhuma restrição ao intervalo I.

Para mostrar a solução da quadratura gaussiana generalizada, começaremos com o caso

mais simples, com m = 2. A solução geral é idêntica e será descrita logo após.

De acordo com as condições apresentadas na seção anterior, para obtermos precisão

igual a 2m−1 precisamos solucionar o seguinte sistema de equações, dado pela equação

4.9:

w1 + w2 = M0

w1x1 + w2x2 = M1

w1x
2
1 + w2x

2
2 = M2

w1x
3
1 + w2x

3
2 = M3 (4.21)

Deste modo, temos quatro equações com quatro variáveis, a saber x1, x2, w1 e w2.

Observe que, embora o sistema seja linear em w1 e w2, ele não o é em x1 e x2.

Para resolver o sistema 4.21, considere x1 e x2 como sendo os zeros do polinômio π2(x)

dado por

π2(x) = (x− x1)(x− x2) = x2 + α1x + α2. (4.22)

Se obtivermos os coeficientes α1 e α2, poderemos encontrar os valores de x1 e x2 dese-

jados. Multiplicando a primeira equação por α2, a segunda por α1 e a terceira por 1,

teremos

α2w1 + α2w2 = α2M0

α1w1x1 + α1w2x2 = α1M1

w1x
2
1 + w2x

2
2 = M2 (4.23)

Somando as equações, teremos

(x2
1 + α1x1 + α2)w1 + (x2

2 + α1x2 + α2)w1 = M2 + α1M1 + α2M0, (4.24)

isto é,

π2(x1)w1 + π2(x2)w2 = M2 + α1M1 + α2M0. (4.25)
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Como x1 e x2 são zeros de π2(x), a equação acima se resume a

M2 + α1M1 + α2M0 = 0. (4.26)

Fazendo o mesmo processo, multiplicando a segunda equação por α2, a terceira por α1

e a quarta por 1, teremos

π2(x1)x1w1 + π2(x2)x2w2 = M3 + α1M2 + α2M1, (4.27)

o que nos leva a expressão

M3 + α1M2 + α2M1 = 0. (4.28)

Procedendo desta maneira, encontramos o sistema

M2 + α1M1 + α2M0 = 0

M3 + α1M2 + α2M1 = 0, (4.29)

o qual é linear em α1 e α2. O sistema terá solução única se M2
1 6= M2M0, o que é

garantido desde que w(x) ≥ 0 no intervalo I (que equivale a restrição determinada

para a função peso). Logo teremos

α1 =
M3M0 −M2M1

M2
1 −M2M0

(4.30)

e

α2 =
M2

2 −M3M1

M2
1 −M2M0

. (4.31)

Como x1 e x2 são zeros de π2(x), temos também que

x1 =
−α1 +

√
α2

1 − 4α2

2
(4.32)

e

x2 =
−α1 −

√
α2

1 − 4α2

2
, (4.33)

as quais são as abcissas que deveŕıamos determinar. Para encontrar os pesos, basta

solucionar o sistema

w1 + w2 = M0

w1x1 + w2x2 = M1, (4.34)

53



o que nos dá

w1 =
M1 − x2M0

x1 − x2

(4.35)

e

w2 =
M1 − x1M0

x2 − x1

. (4.36)

O algoritmo abaixo mostra a solução para o caso geral.

Algoritmo 4.11. Solução da Quadratura Gaussiana Generalizada.

ENTRADA: O intervalo I, a função peso w(x) e a precisão 2m− 1.

SAÍDA: Os m pesos wi e os m pontos-sigma xi.

1. Resolva o sistema linear de m equações dadas por

m∑
i=0

αiMN+m−i = 0, (4.37)

onde N = 0, 1, . . . , m− 1, α0 = 1 e

Mr =

∫ b

a

xrw(x)dx. (4.38)

2. Encontrados os valores αi, determine as ráızes x1, x2, . . . , xm do polinômio

πm(x) =
m∑

i=0

αix
m−i. (4.39)

3. Determine os pesos w1, w2, . . . , wm através do sistema linear de m equações dadas

pela expressão
m∑

i=1

wix
r
i = Mr, (4.40)

com r = 0, 1, . . . ,m− 1.

Na solução de uma quadratura gaussiana generalizada com precisão de, no mı́nimo,

2m − 1 em I, o algoritmo 4.11 determina os pontos-sigma xi através do cálculo das

ráızes do polinômio πm(x), definido na equação 4.39. Este polinômio tem um significado

e uma importância maior, pois a sequência de polinômios π0(x), π1(x), . . . , πm(x) é uma

sequência de polinômios ortogonais em I.
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Proposição 4.12. Dada uma quadratura gaussiana generalizada com precisão de,

no mı́nimo, 2m− 1 no intervalo I, a sequência de polinômios π0(x), π1(x), . . . , πm(x) é

ortogonal em I.

Demonstração: Provaremos, de fato, que πm(x) é ortogonal a qualquer polinômio de

grau menor do que m (veja o item 1 da proposição 4.9), e, por indução, que a sequência

π0(x), π1(x), . . . , πm(x) é ortogonal em I.

Considere g(x) um polinômio de grau m − 1 e h(x) = g(x)πm(x). Deste modo, h(x)

tem grau 2m − 1 e h(xi) = 0 para cada xi tal que πm(xi) = 0. Como temos, por

hipótese, precisão de no mı́nimo 2m− 1 (ver definição 4.4), segue que

∫ b

a

w(x)g(x)πm(x)dx =

∫ b

a

w(x)h(x)dx

=
m∑

i=0

wih(xi)

= 0, (4.41)

de modo que πm(x) é ortogonal (ver 4.7) a todos polinômios de grau inferior a n.

Em particular, πm(x) é ortogonal a πm−1(x), πm−2(x), . . . , π0(x). Se repetirmos o

racioćınio para πm−1, e depois para πm−2 e assim sucessivamente, teremos a seqüência

de polinômios ortogonais π0(x), π1(x), . . . , πm(x)

¤

A proposição 4.12, quando combinada com as afirmações da proposição 4.9, tem im-

portantes consequências:

• O primeiro passo do algoritmo 4.11 tem como objetivo determinar os coeficientes

do polinômio πm(x) e consiste na solução de um sistema linear de m equações.

Como o sistema cresce de acordo com o grau de precisão, este passo pode ser

substitúıdo, após o cálculo dos casos m = 0, 1, 2, pelo algoritmo de recorrência

apresentado no item 2 da proposição 4.9, quando este for computacionalmente

mais viável.

• O segundo passo do algoritmo 4.11 consiste no cálculo das raizes do polinômio

πm(x). O item 3 da proposição 4.9 garante a existência destas raizes e que as
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mesmas são reais; já o item 4 delimita os intervalos onde estas raizes podem

ser encontradas, o que é uma importante etapa nos algoritmos utilizados na

determinação de zeros de polinômios (ver [15], caṕıtulo 2).

Nas condições da quadratura gaussiana generalizada em I com precisão de, no mı́nimo,

2m− 1, o erro E pode ser aproximado, segundo [12], pág. 380, através da expressão

E =
f (2m)(ξ)

(2m)!

∫ b

a

w(x)[πm(x)]2dx, (4.42)

onde ξ ∈ (a, b).

Observe que, naturalmente, o erro depende do intervalo I = [a, b], da 2m-ésima derivada

da função f(x), da função peso w(x) e do polinômio π(x), definido na equação 4.39,

cujas raizes são os pontos-sigma xi.

4.1.4 Unscented Transform Gaussiana

A Unscented Transform Gaussiana consiste na adaptação da quadratura gaussiana

generalizada para o caso de funções de variáveis aleatórias.

4.1.4.1 Caso unidimensional

Considere uma variável aleatória X com função de densidade de probabilidade pX(x)

e uma transformação g(x) tal que Y = g(X). Sabemos, segundo o teorema 2.28, que

E{Y } =

∫ ∞

−∞
pX(x)g(x)dx. (4.43)

Como pX(x) é uma função de densidade de probabilidade, ela atende os requisitos de

uma função peso, isto é, pX(x) ≥ 0, ∀x e
∫ ∞

−∞
pX(x)dx = 1. (4.44)

Desta maneira, para se determinar a esperança da variável Y com um grau de precisão

de, no mı́nimo, 2m − 1, devemos encontrar as m abcissas x1, x2, . . . , xm e os m pesos

w1, w2, . . . , wm tais que

E{Y } =

∫ ∞

−∞
pX(x)g(x)dx ≈

m∑
i=0

wig(xi), (4.45)
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ou seja, o problema da esperança de Y é uma quadratura gaussiana generalizada.

Observe também que, de acordo com a definição 2.23 e a proposição 4.5, que Mr = mr
X .

Assim, a função geradora de momentos (ver definição 2.29) pode ser usada no cálculo

dos coeficientes Mr necessários no passo 1 do algoritmo 4.11.

Podemos também computar a variância de Y , usando a relação

Var{Y } = E{(Y − E{Y })2}. (4.46)

Uma vez que o cálculo dos parâmetros xi e wi independe da função que transforma

a variável aleatória, levando em consideração apenas a função peso em I, se defirmos

E{Y } = ȳ e h(x) = (g(x)− ȳ)2, temos

Var{Y } = E{(Y − E{Y })2}
= E{h(x)}
=

∫ ∞

−∞
pX(x)h(x)dx

≈
m∑

i=0

wih(xi)

≈
m∑

i=0

wi(g(xi)− ȳ)2 (4.47)

de modo que uma vez computadas as abcissas e os pesos, podemos também determinar

a variância. Como o cálculo da variância utiliza uma função cujo grau é o dobro do

grau da função original, a precisão da aproximação diminui pela metade, isto é, se para

o cálculo da esperança temos precisão de, no mı́nimo, 2m− 1, para variância teremos

precisão de, no mı́nimo, m− 1.

De fato, podemos computar o k-ésimo momento central da variável Y através da ex-

pressão

Mk ≈
m∑

i=0

wi(yi − ȳ)k, (4.48)

cuja precisão será de, no mı́nimo, [(2m−1)/k], onde [z] é o maior número inteiro menor

ou igual a z.
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4.1.4.2 Caso multidimensional

Nesta seção apresentamos o caso bidimensional. A abordagem para as demais di-

mensões é análoga e será deixada a cargo do leitor.

Considere duas variáveis aleatórias independentes X e Y e uma transformação g tal

que Z = g(X,Y ). Neste caso, usando a unscented transform gaussiana, teremos:

E{Z} =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
pX,Y (x, y)g(x, y)dxdy

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
pX(x)pY (y)g(x, y)dxdy

=

∫ ∞

−∞
pY (y)

(∫ ∞

−∞
pX(x)g(x, y)dx

)
dy

≈
∫ ∞

−∞
pY (y)

(
m∑

i=0

wX
i g(xi, y)

)
dy

≈
m∑

i=0

wX
i

(∫ ∞

−∞
pY (y)g(xi, y)

)
dy

≈
m∑

i=0

wX
i

(
m∑

j=0

wY
j g(xi, yj)

)

≈
m∑

j=0

m∑
i=0

wX
i wY

j g(xi, yj) (4.49)

Assim como no caso unidimensional, podemos calcular os outros momentos centrais de

Z usando racioćınio análogo.

Finalmente, para o caso mais geral, onde X e Y não são independentes, defina o

momento

Mi,j =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xiyjpX,Y (x, y)dxdy. (4.50)

Para termos precisão 2m−1, precisamos resolver o sistema de 4m2 equações dadas por

m∑
j=1

m∑
i=1

wi,jx
k
i y

t
j = Mk,t, (4.51)

58



com k, t = 0, 1, ..., 2m− 1. Definindo o polinômio πm(x, y) como

πm(x, y) =

(
m∏

j=1

(y − yj)

)(
m∏

i=1

(x− xi)

)
(4.52)

e usando uma estratégia semelhante a do caso unidimensional, teremos um sistema

linear de m2 equações da forma

m∑
j=1

m∑
i=1

αi,jMk+m−i,t+m−j = 0, (4.53)

onde k, t = 0, 1, . . . , m−1 e αi,j são os coeficientes do termo xiyj do polinômio πm(x, y).

Conhecidos os coeficientes de πm(x, y), pode-se determinar os pares (xi, yj) através do

cálculo dos seus zeros e, a partir deles, computar os valores dos pesos wi,j.

Como pode se observar, o aumento da dimensão e/ou do grau de precisão acarreta num

aumento da complexidade das operações, sobretudo nos cálculos dos momentos e dos

zeros do polinômio associado.

4.2 APLICAÇÃO: LEI DE COULOMB

A Lei de Coulomb, que fora deduzida por Charles Augustus Coulomb em 1785, diz

respeito às forças exercidas sobre duas cargas puntiformes separadas por uma deter-

minada distância. Se ambas cargas são positivas ou ambas são negativas, a força é

de repulsão, de modo que as cargas tendem a se afastar (ver Figura 4.1); se uma é

negativa e a outra é positiva, ou vice-versa, a força é de atração, isto é, as cargas

tendem a se aproximar (ver Figura 4.2).

Figura 4.1: Força de repulsão

Segundo Coulomb, o módulo da força exercida em cada carga é dada pela expressão

F = k
q1q2

r2
, (4.54)
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onde q1 e q2 são os módulos das cargas (em coulombs), r é a distância entre as cargas

(em metros) e k é a constante eletrostática, dada por

k = 8, 99× 109N ·m2/C2. (4.55)

Figura 4.2: Força de atração

Para o exerćıcio desta equação, [16] propõe, na página 8, o seguinte exerćıcio: “A

distância média r entre o elétron e o próton no núcleo do atómo de hidrogênio é de

5, 3× 10−11 m. Qual é o módulo da força eletrostática média que atua entre essas duas

part́ıculas?”

Acontece que a solução proposta pelo livro, que consiste na aplicação direta da Lei

de Coulomb, é imprecisa. Exporemos primeiramente este fato, e em seguida apre-

sentaremos soluções alternativas para este problema, baseadas nos conceitos e técnicas

desenvolvidas ao longo deste trabalho.

Adotaremos, para a carga elementar e, o valor

e = 1, 6× 10−19C. (4.56)

4.2.1 Esperança da Lei de Coulomb

A solução proposta pelo livro, reproduzida aqui, é a seguinte:

F = k
q2

r2

=
(8, 99× 109N ·m2/C2) · (1, 6× 10−19C)2

5, 3× 10−11m

= 8, 2× 10−8N. (4.57)

No problemas não temos a distância exata entre as part́ıculas, e sim a distância média,

de forma que a força a ser calculada também não é a exata, e sim a média. Em termos
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de probabilidade, o problema poderia ser reformulado da seguinte forma: qual é a

esperança da força, conhecida a esperança da distância?

De fato, esta abordagem é a que acontece na prática, pois devido as imprecisões dos

aparelhos de medição, a distância não pode ser computada diretamente, mas sim me-

dida com uma certa precisão e uma determinada margem de erro. A Lei de Coulomb

é verdadeira no caso ideal, onde todas as medições são feitas com perfeição; havendo

erros e/ou aproximações, devemos visualizar a questão sob a ótica da probabilidade.

Considere então que a distância r é medida como 5, 3 × 10−11m, podendo este valor

variar igualmente para baixo ou para cima em até δ metros. Em outras palavras,

considere r ∼ U(a, b), onde a = r− δ e b = r + δ. Segundo a proposição 2.40(b), temos

E{F} =

∫ b

a

(
1

b− a

)
·
(

k
q2

r2

)
dr

=
kq2

b− a

∫ b

a

1

r2
dr

=
kq2

b− a
·
(
−1

r

∣∣∣∣
b

a

)

=
kq2

b− a
·
(

1

a
− 1

b

)

=
kq2

b− a
·
(

b− a

ab

)

=
kq2

ab
(4.58)

Considerando, a t́ıtulo de exemplo, um erro de medição δ = 0, 05×10−11, a força média

seria, segundo a equação 4.58, igual a

F̄ = 8, 193822874944370× 10−8, (4.59)

que corresponde ao resultado correto do problema.

Usando a Lei de Coulomb diretamente para obtermos a força média, teŕıamos

F = 8,193093627625485× 10−8, (4.60)

de modo que, em relação ao valor dado em 4.59, estaŕıamos corretos apenas nas 3

primeiras casas.
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A solução obtida em 4.59 é a melhor solução para o problema, mas ela depende da

resolução anaĺıtica a esperança de F . Em outros casos, nem sempre é posśıvel computar

a esperança diretamente, seja pela dificuldade da integração, seja pelo fato de não

termos a expressão anaĺıtica da transformação da variável aleatória. Nas próximas

subseções resolvemos este problema novamente usando outras técnicas, mostrando as

vantagens e desvantagens de cada uma, e comparando os resultados obtidos com o

resultado ideal.

4.2.2 Lei de Coulomb com Monte Carlo

O método de Monte Carlo consiste na repetição de N iterações de um experimento,

no registro dos resultado obtidos em cada passo e, ao final do processo, no cálculo da

média e de outros coeficientes associados ao problema.

A principal vantagem do método de Monte Carlo é que ele não impõe nenhuma res-

trição ao problema e nem exige conhecimento prévio de nenhum parâmetro. Podemos,

através dele, calcular a média de uma variável aleatória resultante da transformação de

uma variável aleatória (a qual não precisa ser interamente determinada) por um pro-

cesso, que pode ou não ser conhecido. É necessária apenas a repetição do experimento

e o registro dos resultados obtidos.

Porém as inúmeras repetições constituem a maior fraqueza do método. Isto porque

estas repetições tendem a ser muito custosas, seja em recursos materiais e financeiros,

seja em tempo de realização. Em geral usa-se a simulação computacional para reduzir

os custos materiais e financeiros, mas ainda assim há o custo de processamento e de

tempo.

Outra importante desvantagem do método é a lentidão da convergência dos resultados.

Em alguns casos é necessário um número elevado de amostras para a obtenção de

um resultado com precisão aceitável, e a própria mensuração da precisão do resultado

consiste um problema à parte.

Dadas estas caracteŕısticas, o método de Monte Carlo é, em geral, utilizado ou como

guia e validação para as outras técnicas ou como alternativa única, quando a situação

não permitir a utilização de métodos alternativos.

Voltando ao nosso problema, realizamos 1.000.000 de repetições de nosso experimento,

que consiste no cálculo da Lei de Coulomb usando uma distância ri escolhida uniforme-
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mente no intervalo [5, 25 × 10−11; 5, 35 × 10−11]. Ao final das repetições calculamos a

média F̄MC das forças obtidas.

O resultado da aplicação do método de Monte Carlo ao nosso problema foi

F̄MC = 8,193844465022471× 10−8, (4.61)

que concorda com o resultado 4.59 nas 4 primeiras casas decimais.

Para uma melhor precisão, é necessário aumentar a quantidade de repetições, e esta

quantidade aumenta exponencialmente a medida que aumentamos a precisão. Na

próxima seção mostramos um método que, além de computacionalmente mais eficaz,

também oferece resultados com maior precisão.

4.2.3 Lei de Coulomb com Unscented Transform

Como dito anteriormente, a Unscented Transform é uma técnica que visa a aproximação

do valor da esperança e dos demais momentos através do cálculo de pontos-sigma e de

pesos apropriados. Em [1] temos a formulação para a escolha dos pontos-sigma e dos

pesos apresentada a seguir.

Seja X uma variável aleatória com média µ e variância σ2. Como X é unidimensional,

teremos 2 · (1) + 1 = 3 pontos-sigma dados pelas expressões

x0 = µ, x1 = µ + σ
√

3, x2 = µ− σ
√

3, (4.62)

e os pesos dados por

w0 = 2/3, w1 = w2 = 1/6. (4.63)

No nosso problema, como r ∼ U(5, 25 × 10−11; 5, 35 × 10−11), temos (veja exemplos

2.20 e 2.26)

µ =
5, 25× 10−11 + 5, 35× 10−11

2
= 5, 3× 10−11 (4.64)

e

σ2 =
(5, 35× 10−11 − 5, 25× 10−11)2

12
≈ 8, 33× 10−26. (4.65)
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Os pontos-sigma são dados por

r0 = 5, 3× 10−11

r1 = 5, 3× 10−11 +
√

3 · 8, 33× 10−26 = 5, 35× 10−11

r2 = 5, 3× 10−11 −
√

3 · 8, 33× 10−26 = 5, 25× 10−11

(4.66)

O resultado F̄UT obtido foi igual a

F̄UT =
2∑

i=0

wi ·
(

k
q2

r2
i

)
= 8,193822918216722× 10−8, (4.67)

o qual, em relação ao resultado 4.59, está correto nas 6 primeiras casas decimais.

Embora mais precisa e computacionalmente muito mais barata que o método de Monte

Carlo, a Unscented Transform utiliza uma aproximação da solução ideal do problema

de quadraturas. De fato, a escolha dos pontos-sigma e dos pesos extrapola os pesos e

os pontos-sigma de uma distribuição uniforme para as demais distribuições (compare a

escolha feita aqui com a entrada N = 3 da tabela A.2). Conforme vimos na seção 4.1.4,

a Unscented Transform Gaussiana é baseada nesta solução ótima para cada distribuição

de probabilidade, e a solução utilizando esta técnica é apresentada a seguir.

4.2.4 Lei de Coulomb com Unscented Transform Gaussiana

Utilizando o algoritmo 4.11 com os seguinte parâmetros: precisão 2m−1 = 5, intervalo

I = [5, 25 × 10−11; 5, 35 × 10−11] e função peso w(x) = 1/(0, 1 × 10−11) (ver exemplo

2.12) , obtemos os pontos-sigma

r0 = 5, 3000006688046× 10−11

r1 = 5, 3387300974361× 10−11

r2 = 5, 2612704379213× 10−11

(4.68)

e pesos

w0 = 0, 44444433816305

w1 = 0, 27777207364006

w2 = 0, 27778358819689.

(4.69)

O resultado final F̄UTG obtido é igual a

F̄UTG =
2∑

i=0

wi ·
(

k
q2

r2
i

)
= 8,193822874943365× 10−8, (4.70)
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que concorda com o resultado 4.59 nas 11 primeiras casas decimais.

Como podemos observar, a Unscented Transform Gaussiana (UTG) nos forneceu, neste

experimento, um resultado com quase o dobro de precisão em relação ao resultado

obtido com a Unscented Transform (UT) usando o mesmo número de pesos e pontos-

sigma, mostrando as vantagens de utilizar a solução ideal do problema de quadratura.

Embora o cálculo destes parâmetros seja computacionalmente mais caro no caso da

UTG, o ganho de precisão e notável em relação a UT. Além disso, como os pesos e os

pontos-sigma independem da função que transforma a variável aleatória, estes podem

ser tabelados em relação aos parâmetros da função de distribuição de probabilidade,

sendo desnecessário o cálculo dos mesmos a cada novo experimento que use uma variável

aleatória com distribuição idêntica. O apêndice A contém tabela dos pontos-sigma e

dos pesos para as distribuições mais comuns.

É posśıvel determinar a precisão obtida no caso da UTG através da equação 4.42.

Aplicando à mesma ao nosso caso, para a = 5, 25× 10−11 e b = 5, 35× 10−11, temos

|E| ≤
∣∣∣∣
f (2m)(ξ)

(2m)!

∣∣∣∣
∫ b

a

w(x)[πm(x)]2dx

≤
∣∣∣∣

F 6(a)

6!(b− a)

∣∣∣∣
∫ b

a

[π3(x)]2dx

≤
∣∣∣∣

7kq2

a6(b− a)

∣∣∣∣
∫ b

a

[π3(x)]2dx

≤ 0, 9963× 10−20, (4.71)

de modo que o nosso resultado está preciso até a 19 casa decimal, e como o raio começa

na 8 casa, temos 11 casas de precisão, conforme observamos anteriormente.

A tabela 4.1 sintetiza os resultados obtidos. Os valores sublinhado correspondem às

correspondências com o resultado exato do problema.

4.3 APLICAÇÃO: LEI DE OHM

Ao aplicarmos uma mesma diferença de potencial V nos extremos de dois condutores

geometricamente idênticos, obtemos diferentes correntes. Isto ocorre devido às dife-

rentes resistências de cada condutor. Esta resistência pode ser computada através da

expressão

R =
V

i
, (4.72)
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Tabela 4.1: Resultados para a força média segundo a Lei de Coulomb.

Método utilizado Resultado obtido

Definição de esperança 8, 193822874944370× 10−8

Lei de Coulomb 8,193093627625485×10−8

Monte Carlo 8,193844465022471×10−8

Unscented Transform 8,193822918216722×10−8

Unscented Transform Gaussiana 8,193822874943365×10−8

onde V é a diferença de potencial aplicada (medida em volts) nos extremos e i e a

corrente resultante (medida em ampères). A unidade de medida da resistência é o

ohm, cujo śımbolo é Ω.

Porém o termo resistência fica mais evidente se reescrevermos a equação 4.72 como

i =
V

R
, (4.73)

que nos diz que, quanto maior for a resistência do condutor, menor será a corrente

resultante.

É dito que um condutor obedece a Lei de Ohm se a resistência é independente do

valor e da polaridade da diferença de potencial aplicada.

Retomando o problema apresentado na introdução deste trabalho, considere o seguinte

problema: qual é a corrente média resultante em um condutor, o qual obedece a Lei

de Ohm, submetido a uma diferença de potencial média de 5 V com uma resistência

média de 1 Ω?

Na introdução vimos que experimentos práticos contradizem a nossa intuição, que seria

a aplicação direta da equação 4.73, que nos daria uma corrente de 5A. Novamente

vamos resolver o problema apresentado usando as diferentes técnicas já abordada,

estudando os resultados obtidos em cada uma delas.

4.3.1 Esperança da Lei de Ohm

Novamente estamos lidando com valores médios, e não valores exatos. Para fins de

experimento, suponha que a resistência R é uma variável aleatória com distribuição

uniforme no intervalo I =[a, b], onde a = 0, 5Ω e b = 1, 5Ω, e que V seja uma variável
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aleatória com distribuição exponencial de parâmetro λ = 0, 2V (observe que a es-

perança de V é igual a 1/λ = 5V ). Como o condutor obedece a Lei de Ohm, então R

e V são variáveis independentes.

Usando a expressão da proposição 2.40(b) e o fato de que R e V são independentes,

temos

E{i} =

∫ b

a

∫ ∞

0

(
1

b− a

)
· (λeλV ) ·

(
V

R

)
dV dR

=
1

b− a

∫ b

a

1

R

(∫ ∞

0

V · λeλV dV

)
dR

=
1

λ(b− a)

∫ b

a

1

R
dR

=
1

λ(b− a)
· ln R|ba

=
ln(b/a)

λ(b− a)

= 5, 49306144334055A. (4.74)

Observe que o valor 4.74 difere, em muito, dos 5A que podeŕıamos imaginar. Embora

já citado na introdução, vamos repetir o método de Monte Carlo para comparar o

resultado obtido com o valor obtido nesta seção.

4.3.2 Lei de Ohm com Monte Carlo

Realizaremos 1.000.000 repetições do nosso experimento, que consiste no cálculo da

corrente i de um condutor que obecede a Lei de Ohm usando uma diferença de potencial

V ∼ Exp(λ), com λ = 0, 2V , e uma resistência escolhida uniformemente no intervalo

[0, 5Ω; 1, 5Ω]. Ao final das repetições calculamos a média īMC das correntes obtidas.

O resultado da aplicação do método de Monte Carlo ao nosso problema foi

īMC = 5,49508013614438, (4.75)

que concorda com o resultado 4.74 apenas nas 2 primeiras casas decimais.

Embora não seja muito preciso, o Método de Monte Carlo nos deu a evidência do perigo

da aplicação direta da equação 4.73 à este problema. Vamos ver o quanto de precisão

ganharemos ao utilizarmos a Unscented Transform.
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4.3.3 Lei de Ohm com Unscented Transform

Novamente usando a formulação apresentada em [1], temos a seguinte escolha dos

pontos-sigma e dos pesos: seja R ∼ U [0, 5Ω; 1, 5Ω] e V ∼ Exp(λ), com λ = 0, 2V .

Logo temos

mR = 1, σR ≈ 0, 28865 mV = σV = 0, 2, (4.76)

onde mR, σR,mV e σV são as médias e os desvios-padrão de R e V , respectivamente.

Como i = V/R é bidimensional, teremos 2 · (2)+1 = 5 pontos-sigma xi = (Vi, Ri)dados

pelas expressões

x0 = (mR,mV )

x1 = (mR + σR

√
5,mV ), x2 = (mR − σR

√
5,mV ),

x3 = (mR,mV + σV

√
5), x4 = (mR,mV − σV

√
5),

(4.77)

e os pesos dados por

w0 = 3/5, w1 = w2 = w3 = w4 = 1/10. (4.78)

Aplicando os valores do problema, obtemos

x0 = (1; 5)

x1 = (1, 64549722436790; 5)

x2 = (0, 35450277563210; 5)

x3 = (1; 16, 18033988749895)

x4 = (1;−6, 1803398874985)

(4.79)

O resultado īUT obtido foi igual a

īUT =
4∑

i=0

wi ·
(

Vi

Ri

)
= 5,71428571428571, (4.80)

o qual é ainda menos preciso do que Monte Carlo.

Esta divergência em relação ao resultado se deu, principalmente, devido ao fato de

que a formulação original da Unscented Transform, como comentado anteriormente,
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é baseada na extrapolação dos pontos-sigma e dos pesos de um distribuição normal.

Esta aproximação funciona bem em distribuições simétricas (veja a simetria presente

nas tabelas A.1 e A.2 do apêndice), mas não tão bem em distribuições assimétricas

(veja a tabela A.3 da distribuição exponencial). Este tipo de erro motivo o desenvolvi-

mento da Unscented Transform Gaussiana, a qual iremos utilizar a seguir e estudar

seu comportamento neste mesmo problema.

4.3.4 Lei de Ohm com Unscented Transform Gaussiana

Como as variáveis R e V são independentes (pois obedecem a Lei de Ohm), podemos

utilizar a equação 4.49. Utilizando o algoritmo 4.11 com precisão 2m−1 = 9, intervalo

I = [0, 5; 1, 5] e função peso w(x) = 1 (ver exemplo 2.12) , obtemos os pontos-sigma

R0 = 1, 45308992290003

R1 = 1, 26923465474404

R2 = 0, 99999999948279

R3 = 0, 73076534450042

R4 = 0, 54691007690067

(4.81)

e pesos

wR
0 = 0, 11846344269987

wR
1 = 0, 23931433551949

wR
2 = 0, 28444444454491

wR
3 = 0, 23931433500748

wR
4 = 0, 11846344222825.

(4.82)

Aplicando novamente o algoritmo 4.11 com precisão 2m−1 = 9, intervalo I = (0;∞) e

função peso w(x) = λeλV , com λ = 0, 2 (ver exemplo 2.14) , obtemos os pontos-sigma

V0 = 63, 20400422137566

V1 = 35, 42905002929182

V2 = 17, 98212885520247

V3 = 7, 067015295532080

V4 = 1, 317801598590610

(4.83)
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e os pesos

wV
0 = 0, 00002336997239

wV
1 = 0, 00361175867992

wV
2 = 0, 07594244968172

wV
3 = 0, 39866681108319

wV
4 = 0, 52175561058278

(4.84)

O resultado final F̄UTG obtido é igual a

īUT =
4∑

i=0

4∑
j=0

wR
i wV

j ·
(

Vj

Ri

)
= 5,493004620906300, (4.85)

que concorda com o resultado 4.74 nas 4 primeiras casas decimais.

Tabela 4.2: Resultados para a corrente média segundo a Lei de Ohm.

Método utilizado Resultado obtido

Definição de esperança 5,49306144334055

Equação 4.73 5,00000000000000

Monte Carlo 5,49508013614438

Unscented Transform 5,71428571428571

Unscented Transform Gaussiana 5,493004620906300

Como podemos observar, novamente a Unscented Transform Gaussiana (UTG) nos

forneceu, dentre todos os métdos, o resultado mais preciso, embora em escala menor

quando comparada a precisão obtida no experimento da Lei de Coulomb. Este diferença

se deve ao comportamento da distribuição exponencial e a alta variância do denomi-

nador. Devido ao baixo esforço computacional exigido no cálculo dos pontos-sigma e

dos pesos, o ideal seria ampliar a precisão do algoritmo para melhores resultados.

A tabela 4.2 sintetiza os resultados obtidos. Os valores sublinhado correspondem às

correspondências com o resultado exato do problema.

Neste caṕıtulo desenvolvemos técnicas para a mensuração da esperança e dos momen-

tos de uma variável aleatória resultante da transformação de uma ou mais variáveis

aleatórias. No próximo caṕıtulo estudaremos o problema de se determinar a função de

densidade de probabilidade destas variáveis.
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5 ENCONTRANDO A FUNÇÃO DE DENSIDADE

A função de densidade de probabilidade de uma variável aleatória X (ou função de

probabilidade, no caso de X ser discreta) determina a representação de X, explicitando

sua distribuição. Através dela podemos computar, por exemplo, a probabilidade do

valor de uma determinada variável aleatória se encontrar em um intervalo pré-definido.

Neste caṕıtulo discutimos as posśıveis formas de se determinar a função de densidade

de uma variável Y obtida através da transformação de outras variáveis aleatórias, e

apontamos as vantagens e desvantagens de cada modo. Também é apresentado um

método que combina as principais caracteŕısticas dos métodos apresentados até então,

numa tentativa de viabilizar o cálculo de tal função num contexto de simulação, numa

abordagem distinta da apresentada em [17].

5.1 MÉTODOS

5.1.1 Método Anaĺıtico

O método anaĺıtico consiste na obtenção da função de densidade de probabilidade

através da definição da mesma. Considere X uma variável aleatória com densidade

fX(x) e Y = g(X). De acordo com a definição 2.10, o problema consiste em encontrar

uma função f(t) tal que

FY (y) =

∫ y

−∞
f(t)dt. (5.1)

Ilustraremos este método com um exemplo.

Exemplo 5.1. Considere Y = aX + b com a, b ∈ R e a > 0. Determine fY (y).

Solução: Sabendo que

FX(x) = P (X ≤ x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt (5.2)
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temos

FY (y) = P (Y ≤ y)

= P (aX + b ≤ y)

= P (aX ≤ y − b)

= P

(
X ≤ y − b

a

)

=

∫ y−b
a

−∞
fX(x)dx (5.3)

Aplicando na integral acima a seguinte mudança de variáveis

t = ax + b, (5.4)

os novos limites de integração serão

caso 01: x = (y − b)/a

t = a

(
y − b

a

)
+ b

= (y − b) + b

= y (5.5)

caso 02: x −→ −∞

lim
x→−∞

t = lim
x→−∞

(ax + b)

= −∞ (5.6)

Derivando em x, temos

dt = a · dx. (5.7)

Por fim,

x =
t− b

a
(5.8)

Usando os resultados obtidos,

FY (y) =

∫ y−b
a

−∞
fX(x)dx

=

∫ y

−∞
fX

(
t− b

a

)
dt

a
(5.9)
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Pela definição de densidade,

fY (y) =
1

a
fX

(
y − b

a

)
. (5.10)

¤

Exemplo 5.2. Considere X ∼ N(0, 1) e Y = aX+b com a, b ∈ R e a > 0. Determine

fY (y).

Solução: Sabemos que

fX(x) =
1√
2π

e−
y2

2 (5.11)

De acordo com o resultado obtido no exemplo 5.1, temos

fY (y) =
1

a
fX

(
y − b

a

)

=
1

a
· 1√

2π
e−

(
y−b

a )2

2

=
1√
2πa

e−
(y−b)2

2a2 (5.12)

Logo, dada uma variável X ∼ N(0, 1), a transformação afim Y = aX + b produz

uma variável aleatória de distribuição normal com média b e desvio-padrão a, isto é,

Y ∼ N(b, a2).

¤

A solução do exemplo 5.1 traz consigo idéias interessantes, como a dedução da densi-

dade de Y através da distribuição (e, por conseqüência, da densidade) de X, o cálculo

de funções inversas e a mudança de variáveis na integral. A aplicação destas técnicas

ao caso genérico Y = g(X) resultará no Método do Jacobiano, que será apresentado

na próxima seção.
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5.1.2 Método do Jacobiano

Antes de apresentar o Método do Jacobiano, é importante ressaltar algumas carac-

teŕısticas das funções inverśıveis. A proposição abaixo determina a derivada da inversa

de uma função.

Proposição 5.3. Seja f uma função inverśıvel em um intervalo I e f−1 sua inversa.

Então

∂f−1(x)

∂x
=

1

f ′(f−1(x))
, ∀x ∈ f(I). (5.13)

Demonstração: Como f é inverśıvel com inversa f−1 temos, para todos x ∈ f(I),

x = (f ◦ f−1)(x). (5.14)

Logo, derivando ambos lados da igualdade em x, obtemos

1 =
∂[f ◦ f−1(x)]

∂x

=
∂[f(f−1(x))]

∂x

= f ′(f−1(x)) · ∂f−1(x)

∂x
(5.15)

Portanto,
∂f−1(x)

∂x
=

1

f ′(f−1(x))
· (5.16)

¤

A proposição 5.3, além de nos mostrar que a derivada da inversa pode ser calculada a

partir da derivada da função, permite algumas conclusões, dentre elas:

1. Para que a derivada de f−1 em relação a x exista em I é necessário que f ′(x) 6= 0,

∀x ∈ I.

2. A função f−1 tem a mesma orientação de f , pois suas derivadas têm o mesmo

sinal. Em outras palavras, se f é crescente, f−1 é crescente; se f é decrescente,

sua inversa também o será. Isto é importante porque as funções inverśıveis em

um dado intervalo são monotônicas no mesmo.
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No teorema abaixo apresentaremos a versão unidimensional do Método do Jacobiano

para o cálculo da função de densidade de probabilidade.

Teorema 5.4. Seja uma variável aleatória X com densidade fX(x) e Y = g(X), onde

g(X) é uma função inverśıvel. Então

FY (y) =

∫ y

−∞
fX(g−1(u))

∣∣∣∣
∂g−1(u)

∂u

∣∣∣∣ du (5.17)

Demonstração: Sabemos que

FX(x) = P (X ≤ x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt (5.18)

Considerando inicialmente g uma função crescente, temos

FY (y) = P (Y ≤ y)

= P (g(X) ≤ y)

= P (X ≤ g−1(y))

=

∫ g−1(y)

−∞
fX(t)dt (5.19)

Aplicando a mudança de variáveis u = g(t), teŕıamos

du = g′(t)dt (5.20)

Os limites de integração seriam

caso 01: t = g−1(y)

u = g(t)

= g(g−1(y))

= y (5.21)

caso 02: t −→ −∞

lim
t→−∞

u = lim
t→−∞

g(t)

= −∞ (5.22)
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Aplicando a mudança de variáveis, temos

FY (y) =

∫ y

−∞
fX(g−1(u))

du

|g′(t)| (5.23)

pois g′(x) > 0 (g é crescente por hipótese). Mas

1

|g′(t)| =
1

|g′(g−1(u))| =

∣∣∣∣
∂g−1(u)

∂u

∣∣∣∣ (5.24)

Portanto,

FY (y) =

∫ y

−∞
fX(g−1(u))

∣∣∣∣
∂g−1(u)

∂u

∣∣∣∣ (5.25)

Falta mostrar que o teorema é verdadeiro quando g é decrescente. Neste caso, temos

FY (y) = P (Y ≤ y)

= P (g(X) ≤ y)

= P (X > g−1(y))

= 1− P (X ≤ g−1(y))

= 1−
∫ g−1(y)

−∞
fX(t)dt (5.26)

Usando novamente a mudança de variáveis u = g(t), teŕıamos u = y quando t = g−1(y)

e u −→ ∞ quando t −→ −∞. Aplicando a mudança de variáveis, e lembrando que

g′(x) < 0 (g é decrescente por hipótese), temos

FY (y) = 1−
∫ y

∞
fX(g−1(u))

( −du

|g′(t)|
)

= 1−
∫ ∞

y

fX(g−1(u))

∣∣∣∣
∂g−1(u)

∂u

∣∣∣∣

= 1−
(

1−
∫ y

−∞
fX(g−1(u))

∣∣∣∣
∂g−1(u)

∂u

∣∣∣∣
)

=

∫ y

−∞
fX(g−1(u))

∣∣∣∣
∂g−1(u)

∂u

∣∣∣∣ (5.27)

¤

Uma condição para a aplicação do Método do Jacobiano é que a função g(X) seja

inverśıvel em seu domı́nio. Caso ela não seja inverśıvel para todos os posśıveis valores

da variável X, basta subdivir o conjunto domı́nio D em subconjuntos Di tais que
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1. Di ∩Dj = ∅ para i 6= j,

2. D =
⋃

i Di

3. as restrições gi de g aos conjuntos Di (gi : Di −→ Ii, gi(xi) = g(xi) ∀xi ∈ Di)

sejam inverśıveis.

Procedendo desta forma, a função de densidade fY seria dada pela soma das funções

de densidade f i
Y obtidas para cada restrição gi de g(X).

Exemplo 5.5. Considere X ∼ N(0, 1) e Y = X2. Determine fY (y).

Solução: A função g(X) = X2 não é inverśıvel em seu domı́nio D = (−∞,∞).

Tomando D1 = (−∞, 0) e D2 = (0,∞), as restrições g1 e g2 são inverśıveis. Observe

que g(D) = I = (0,∞).

Calculando as inversas, temos que g−1
1 (y) = −√y e g−1

2 (y) =
√

y. Computando o

módulo das derivadas, segue que
∣∣∣∣
∂g−1

1 (y)

∂y

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∂g−1

2 (y)

∂y

∣∣∣∣ =
1

2
√

y
· (5.28)

Pelo Método do Jacobiano,

fY (y) = fX(g−1
1 (y)) ·

∣∣∣∣
∂g−1

1 (y)

∂y

∣∣∣∣ + fX(g−1
2 (y)) ·

∣∣∣∣
∂g−1

2 (y)

∂y

∣∣∣∣ . (5.29)

Como X tem distribuição normal com média 0 e variância 1, sabemos pelo exemplo

2.13 que

fX(x) =
1√
2π

e−
x2

2 . (5.30)

Substituindo em 5.29, segue que

fY (y) = fX(g−1
1 (y)) ·

∣∣∣∣
∂g−1

1 (y)

∂y

∣∣∣∣ + fX(g−1
2 (y)) ·

∣∣∣∣
∂g−1

2 (y)

∂y

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∂g−1

1 (y)

∂y

∣∣∣∣
[
fX(g−1

1 (y)) + fX(g−1
2 (y))

]

=
1

2
√

y

(
1√
2π

e
(−√y)2

2 +
1√
2π

e
(
√

y)2

2

)

=
1√
y
· 1√

2π
e

y
2 . (5.31)

77



Logo,

fY (y) =
1√
2πy

e
y
2 , y ∈ I. (5.32)

Neste caso, dizemos que Y tem distribuição qui-quadrado χ(1)2 com um grau de liber-

dade.

¤

Abaixo temos a generalização do Método do Jacobiano para o caso multidimensional.

Teorema 5.6. Seja X̃ = (x1, x2, . . . , xn) uma variável aleatória com densidade fX(x)

e sejam D, I ∈ Rn regiões abertas, e g : D −→ I uma bijeção entre D e I. Considere a

variável Ỹ = g(X̃) = (y1, y2, . . . , yn). Se definirmos o jacobiano de X̃ em relação a Ỹ

por

J(X̃, Ỹ ) =
∂(x1, x2, . . . , xn)

∂(y1, y2, . . . , yn)
= det




∂x1

∂y1
. . . ∂x1

∂yn

...
...

∂xn

∂y1
. . . ∂xn

∂yn


 ,

então, para todo ỹ ∈ I,

fY (ỹ) = fX(g−1(ỹ)) · |J(X̃, Ỹ )(ỹ)|. (5.33)

Observe que, para utilizarmos o método do Jacobiano, ambos vetores aleatórios devem

ter a mesma dimensão. Para se computar a função de densidade de vetor aleatório

Ỹ cuja dimensão é inferior a do vetor X̃, é necessário completar a dimensão de Ỹ

acrescentando transformações extras do vetor X̃ e, ao final do processo, calcular a

densidade marginal da variável desejada. O próximo exemplo ilustrará este caso.

Exemplo 5.7. Sejam X e Y duas variáveis aleatórias independentes com distribuição

uniforme no intervalo I = [0, 1]. Determine a função de densidade fZ(z) da variável

aleatória Z = X + Y .

Solução: Observe que, para g1(X, Y ) = X + Y e D = [0, 2],

g1 : I × I −→ D, (5.34)

78



Figura 5.1: Região de integração de fZ,W (z, w)

de modo que as dimensões não coincidem. Definiremos então uma segunda trans-

formação W = g2(X, Y ) = Y e a função

g(X, Y ) = (g1(X, Y ), g2(X, Y )) = (X + Y, Y ) = (Z, W ), (5.35)

onde as dimensões coincidem.

Calculando as inversas, temos Y = W e X = Z −W , de modo que o jacobiano será

dado por

J(z, w) =
∂(X, Y )

∂(Z,W )
(z, w)

= det

[
∂X
∂Z

(z, w) ∂X
∂W

(z, w)
∂Y
∂Z

(z, w) ∂Y
∂W

(z, w)

]

= det

[
1 −1

0 1

]

= 1. (5.36)

Segundo o Método do Jacobiano, a densidade conjunta fZ,W (z, w) (consulte a definição
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2.34) será dada por

fZ,W (z, w) = fX,Y (x = x(z, w), y = y(z, w))J(z, w)

= fX(x = x(z, w))fY (y = y(z, w))J(z, w)

= 1. (5.37)

A função marginal fZ(z) (veja a definição 2.36) é dada por

fZ(z) =

∫ ∞

−∞
fZ,W (z, w)dw. (5.38)

Um erro comum que pode acontecer neste passo é o da determinação errônea dos limites

de integração. No primeiro momento, pelo fato de que W = Y , pode parecer a integral

5.38 terá limite inferior igual a 0 e superior igual a 1, o que não é verdadeiro. Para se

determinar os limites de integração devemos analizar a região de integração R, que é

delimitada pelas quatro expressões

w = 0, w = 1, z − w = 0, z − w = 1, (5.39)

mostrada na figura 5.1.

Logo, para 0 ≤ z ≤ 1, temos

fZ(z) =

∫ z

0

fZ,W (z, w)dw = z (5.40)

e, para 1 < z ≤ 2,

fZ(z) =

∫ 1

z−1

fZ,W (z, w)dw = 2− z. (5.41)

Portanto,

fZ(z) =





z, se 0 ≤ z ≤ 1,

2− z, se 1 < z ≤ 2,

0, caso contrário.

(5.42)

Observe que, por outro lado,

fW (w) =

∫ w+1

w

fZ,W (z, w)dz = (w + 1)− w = 1, (5.43)

conforme esperado, pois W = Y ∼ U(0, 1).
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Figura 5.2: Função de densidade de Z = X + Y

O Método do Jacobiano é resultado, como dito anteriormente, da generalização do

método anaĺıtico. Embora resolva o problema de se determinar a densidade de uma

variável Y = g(X), este método é de dif́ıcil implementação prática, principalmente

pela dificuldade em se determinar as funções inversas e suas derivadas (ou o Jacobiano,

no caso multidimensional). A próxima seção propõe uma adaptação do Método do

Jacobiano, que visa a superação destas dificuldades.

5.1.3 Método do Jacobiano Numérico

Como visto nas seções anteriores, tanto o método anaĺıtico quanto o método do Ja-

cobiano trazem consigo dificuldades em sua operacionalização, principalmente no que

diz respeito ao cálculo de funções inversas, derivadas parciais e jacobianos e à deter-

minação da região de integração no caso multidimensional. Nesta seção reformularemos

o Método do Jacobiano, visando sua implementação computacional. Denominaremos

esta adaptação de Método do Jacobiano Numérico.

O Método do Jacobiano Numérico é baseado nas seguintes estratégias e premissas:
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1. substituição da função Ỹ = g(X̃) por sua aproximição de Taylor PN(x̃);

2. substituição do jacobiano J(X̃, Ỹ ) por 1/J(Ỹ , X̃);

3. particionamento do domı́nio das variáveis aleatórias e

4. definição da função inversa através do cálculo de zeros de polinômios.

A estratégia 1 se dá pelo fato de que o cálculo tanto do Jacobiano quanto das derivadas

fica simplificado pelo fato de PN(x̃) ser um polinômio (veja definição 3.3). Além disso,

o cálculo da função inversa g−1(ỹ) se reduz ao problema de encontrar, pontualmente,

os zeros do polinômio p(x̃) = PN(x̃)− ỹ, que é nossa premissa 4.

A estratégia 2 é a generalização da equação 5.13, e vai de encontro aos prinćıpios da

estratégia 1, pois as derivadas do jacobiano são, nesta formulação, tomadas em relação

às variáveis do polinômio PN(x̃), sem necessidade de inversões.

Por fim, o item 3 é uma necessidade pois, ao se trabalhar em ambientes computacionais,

temos que lidar com quantidade finitas, dáı a necessidade de se particionar os domı́nios.

Ademais, um bom particionamento gera um algoritmo mais eficiente e com resultados

mais precisos. A definição de partição é dada a seguir.

Definição 5.8. Seja I ∈ R um intervalo e M um número inteiro positivo. Dizemos

que o conjunto de M intervalos {∆i}M é uma particão ∆I de M elementos de I se

1. ∆i ⊆ I para i = 0, 1, . . . , M − 1,

2. ∆i ∩∆j = ∅, para i 6= j,

3.
⋃

∆i = I.

Em situações computacionais às vezes se torna conveniente escolher, para cada intervalo

da partição, um número contido neste intervalo como seu representante. A definição

abaixo formaliza este conceito.

82



Definição 5.9. Seja I um intervalo e ∆I = {∆i}M uma partição de I. Dizemos que

o conjunto de M números {δi}M é um conjunto de representantes da partição ∆I se,

para i = 0, 1, . . . , M − 1, δi ∈ ∆i.

Em geral, se escolhe partições ∆I cujos intervalos ∆i tem mesmo comprimento. Para

os representantes, uma escolha comum é o ponto médio de cada intervalo. Porém estas

são apenas sugestões, não constituindo regra nem requisito para os algoritmos que serão

apresentados.

O algoritmo abaixo descreve o Método do Jacobiano Numérico para variáveis unidi-

mensionais.

Algoritmo 5.10. Método do Jacobiano Numérico unidimensional.

ENTRADA: A variável aleatória X, sua densidade fX(x) e sua média mX , a trans-

formação g tal que Y = g(X), a ordem N da aproximação PN(x) e a quantidade M

de pontos para a aproximação da densidade.

SAÍDA: A função de densidade fY (y) aproximada por M pontos.

1. Determine os N + 1 coeficientes ci tais que

PN(x) =
N∑

i=0

cix
i (5.44)

seja a aproximação de Taylor de ordem N de g(X) em mX .

2. Calcule os N coeficientes si dados por

si =
N−1∑
i=0

(i + 1) · ci+1. (5.45)

Deste modo,

S(x) =
N−1∑
i=0

six
i (5.46)

é a derivada primeira de PN(x).

3. Gere uma partição ∆Y de M elementos do intervalo g(I), onde I é o domı́nio da

transformação g(X).
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4. Escolha um conjunto de representantes {δi}M para a partição ∆Y .

5. Para i = 0, 1, . . . ,M − 1 faça

(a) Faça fY (δi) = 0.

(b) Calcule os N zeros xj do polinômio pi(x) = PN(x)− δi.

(c) Para j = 0, 1, . . . N − 1, se xj ∈ I, faça

fY (δi) = fY (δi) +
fX(xj)

|S(xj)| · (5.47)

Para computar fY (y) para um valor y 6= δi, podemos recorrer a interpolação. A

definição abaixo mostra a interpolação mais simples de todas, que é a interpolação

linear ([15], pág. 218). No entanto, a escolha do método de interpolação é livre, e deve

atender aos requisitos de precisão do problema.

Definição 5.11. Dados dos pares de pontos P1 = (x1, y1) e P2 = (x2, y2), a inter-

polação linear de P1 e P2 é a reta que une estes dois pontos, isto é, dado x1 ≤ x ≤ x2,

y = y1 + (x− x1)
y2 − y1

x2 − x1

· (5.48)

Para o caso multidimensional, devemos fazer alguns ajustes no algoritmo 5.10, que

vão desde a substituição da derivada da função por seu Jacobiano até a escolha de

uma variável aleatória auxiliar. O algoritmo abaixo mostra o caso bidimensional: os

algoritmos para as demais dimensões são análogos e serão deixados a cargo do leitor.

Algoritmo 5.12. Método do Jacobiano Numérico bidimensional.

ENTRADA: As variáveis aleatórias X e Y , suas respectivas médias mX e mY , a

densidade conjunta fX,Y (x, y), a transformação g tal que Z = g(X,Y ), a ordem N da

aproximação PN(x, y) e a quantidade M de pontos para a aproximação da densidade.

SAÍDA: A função de densidade fZ(z) aproximada por M pontos.

1. Determine os (N + 1)2 coeficientes ci,j tais que

PN(x, y) =
N∑

j=0

N∑
i=0

ci,jx
iyj (5.49)

seja a aproximação de Taylor de ordem N de g(X, Y ) em (mX , mY ).
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2. Calcule os N coeficientes si,j dados por

si,j =
N∑

j=0

N−1∑
i=0

(i + 1) · ci+1,j. (5.50)

Deste modo,

J(x, y) =
N∑

j=0

N−1∑
i=0

si,jx
iyj (5.51)

é o Jacobiano de PN(x, y).

3. Gere uma partição ∆Z de M elementos do intervalo g(I, J), onde I×J é o domı́nio

da transformação g(X,Y ), e uma partição ∆Y de M elementos do intervalo J .

4. Escolha um conjunto de representantes {δi}M para a partição ∆Z e um conjunto

de representantes {ωi}M para a partição ∆Y .

5. Para cada k = 0, 1, . . . ,M − 1 faça

(a) Faça fZ(δk) = 0.

(b) Para cada j = 0, 1, . . . , M − 1 faça

i. Calcule os N zeros xi do polinômio pk,j(x) = PN(x, ωj)− δk.

ii. Para i = 0, 1, . . . N − 1, se xi ∈ I, faça

fZ(δk) = fZ(δk)+ ‖ ∆j
Y ‖

fX,Y (xi, yj)

|J(xi, yj)| , (5.52)

onde ‖ ∆j
Y ‖ é o comprimento do intervalo ∆j

Y .

Valem alguns esclarecimentos sobre o algoritmo 5.12:

• A expressão para o cálculo do Jacobiano dada no passo 2 decorre do seguinte

fato: considere a função h(X, Y ) = (g(X,Y ), Y ) = (Z, W ). Segundo o teorema

5.6, temos

J(x, y) =
∂(Z, W )

∂(X,Y )
(x, y)

= det

[
∂Z
∂X

∂Z
∂Y

∂W
∂X

∂W
∂Y

]

= det

[
∂g(X,Y )

∂X
∂g(X,Y )

∂Y

0 1

]

=
∂g(X, Y )

∂X
(x, y). (5.53)
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• Como a densidade fZ(z) é a densidade marginal Z de fZ,W (z, w), então

fZ(z) =

∫ ∞

−∞
fZ,W (z, w)dw. (5.54)

Usando o teorema do Jacobiano e fazendo Y = W , uma aproximação para fZ(z)

no ponto zk seria

fZ(zk) ≈
∑
Pk

fX,Y (xi, yj)

|J(xi, yj)| ‖ ∆j
Y ‖, (5.55)

onde Pk = {(xi, yj)|zk = g(xi, yj), xi ∈ I, yj ∈ J}, o que justifica a partição de J

no passo 4 e o termo ‖ ∆j
Y ‖ no passo 5(b).

Na próxima seção ilustraremos o uso de ambos algoritmos em problemas práticos do

eletromagnetismo.

5.2 APLICAÇÃO: ENERGIA ARMAZENADA POR UM INDUTOR

Da mesma forma que é posśıvel armazenar energia potencial elétrica no campo elétrico

gerado por duas cargas de sinais opostos ao afastá-las, podemos armazenar energia

num campo magnético, por exemplo, afastando dois fios longos, ŕıgidos, paralelos que

transportam uma corrente de mesmo sentido.

Segundo [16], pág. 241, a energia UB total armazenada por um indutor L transportando

um corrente i é dada pela expressão

UB =
1

2
Li2. (5.56)

Considere o seguinte problema, baseado no problema apresentado em [16], pág. 241:

suponha uma bobina com indutância de 53 mH e uma resistência de 0,35 Ω. Qual é a

probabilidade da energia UB armazenada no campo magnético resultante da aplicação

de uma fem E ∼ N(12V ; 0, 01) na referida bobina, após a corrente atingir seu valor de

equiĺıbrio, ser maior do que 31,5J?

Para a resolução deste problema, é necessário o conhecimento da função de densidade

de fUB
(u). Também usaremos a expressão do crescimento da corrente ([16]), dada por

i =
E

R
(1− e−t/τL), (5.57)
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onde τL é a constante de tempo indutiva. De acordo com a equação 5.57, a corrente de

equiĺıbrio é dada por

i∞ = lim
t→∞

E

R
(1− e−t/τL) =

E

R
· (5.58)

Resolveremos primeiramente o problema usando o método do jacobiano, e em seguida

utilizaremos o método do jacobiano numérico, comparando os resultados obtidos.

5.2.1 Método do Jacobiano

Primeiramente devemos determinar a distribuição da variável i. De acordo com a

equação 5.10, e sabendo que E ∼ N(mE ; σE ) e i = (1/R) · E , temos

fi(i) = R · fE

(
i− 0

1/R

)

= R · 1√
2πσE

· e−(Ri−mE )2/2σ2
E

=
1√

2π(σE /R)
· e−(i−mE /R)2/2(σE /R)2 , (5.59)

ou seja, i = N(mE /R, σE /R) = (2, 4; 0, 002).

A função inversa i = g−1(UB) é dada por

i =

√
2UB

L
(5.60)

e sua derivada primeira é

∂i

∂UB

=

√
2

L
· 1

2
√

UB

=
1√

2LUB

· (5.61)

Deste modo, de acordo com o teorema 5.4,

fUB
(u) = fi(g

−1(u)) ·
∣∣∣∣
∂g−1(u)

∂UB

∣∣∣∣ =
1

0, 002
√

4πLu
· e−(

√
2u/L−2,4)2/8×10−6

. (5.62)

Por fim, a probabilidade de UB ser maior do que 31,5 J é dada por

P (UB > 31, 5) = 1− P (UB ≤ 31, 5)

=

∫ 31,5

−∞
fUB

(u)du

= 0, 25134636663983, (5.63)

de modo que em mais de 25% dos casos a energia acumulada UB ultrapassaria o limite

de 31, 5J .
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A t́ıtulo de comparação, a aplicação direta da equação 5.56 para E = 12V nos daria

UB =
1

2
Li2 = UB =

1

2
(53× 10−3)

(
12

0, 35

)2

= 31, 15102040816326, (5.64)

enquanto a aplicação do método da Unscented Transform Gaussiana de ordem 9 nos

daria

mUB
= 31, 15318367346939, σUB

= 0, 51919268699656, (5.65)

mostrando a alta variância de UB, informação que não está presente na equação 5.56 e

que justifica a alta probabilidade de se superar o valor estabelecido.

5.2.2 Método do Jacobiano Numérico

Fazendo i ∼ N(2, 4; 0, 002) (veja a seção anterior para a dedução da distribuição de i),

UB = g(i) e N = 2, teremos

P2(i) = g(mi) + g′(mi)(i−mi) +
g′′(i)

2
(i−mi)

2

=
1

2
Lm2

i + Lmi · (i−mi) +
L

2
(i−mi)

2

=
1

2
Li2, (5.66)

enquanto a derivada de X(i) de g(i) é igual a

S(i) = Li, (5.67)

onde mi é a média da variável aleatória i (neste exemplo, mi = 2, 4A).

As figuras 5.3, 5.4 e 5.5 mostram os comparativos entre as funções de densidade obtidas

usando o Método do Jacobiano e o Método do Jacobiano Numérico usando o algoritmo

5.10 com M = 15, 25 e 50, respectivamente. A interpolação utilizada nos três casos foi

a interpolação linear (ver definição 5.11).

A probabilidade de UB ser menor do que 31,5J , computada usando a aproximação de

50 pontos, é igual a

P (UB > 31, 5) = 1− P (UB ≤ 31, 5) = 0.25222338302707, (5.68)

que coincide com o resultado anaĺıtico nas duas primeiras casas. Para maiores precisões,

é necessário aumentar o número de pontos M .
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Figura 5.3: Comparativo entre a fUB
obtida analiticamente e através do Método do Jacobiano

Numérico com 15 pontos

Figura 5.4: Comparativo entre a fUB
obtida analiticamente e através do Método do Jacobiano

Numérico com 25 pontos
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Figura 5.5: Comparativo entre a fUB
obtida analiticamente e através do Método do Jacobiano

Numérico com 50 pontos

5.3 APLICAÇÃO: CAPACITOR DE PLACAS PARALELAS

Segundo [16], pág. 94, a capacitância de um capacitor de placas paralelas separadas

por uma distância de d metros e cuja carga positiva está envolta por uma superf́ıcie

gaussiana de área A, é dada por

C = ε0
A

d
, (5.69)

onde ε0 é a constante de permissividade, e vale

ε0 = 8, 85× 10−12F/m. (5.70)

A figura 5.6 ilustra esta situação.

Usando os dados da questão encontrada em [16], pág. 104, formulemos o seguinte

problema: Sejam d ∼ U(0, 01237; 0, 01243) (em metros) e A ∼ U (0, 01149; 0, 01151)

(em metros quadrados) duas variáveis aleatórias independentes onde d representa a

distância entre duas placas paralelas de um capacitor cuja carga positiva está envolta

por uma superf́ıcie gaussiana de área A. Determine a capacitância CM tal que a pro-

babilidade de C ser menor ou igual a CM seja de 95%.
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Figura 5.6: Capacitor de placas paralelas

Novamente resolveremos o problema tanto no Método do Jacobiano quanto no Método

do Jacobiano Numérico.

5.3.1 Método do Jacobiano

Novamente a solução do problema exige a determinação da função de densidade de

probabilidade da variável em questão. Seja g(A, d) = (Z, W ) =(ε0A/d, d). Calculando

a inversa g−1(Z,W ), temos (A, d) = (ZW/ε0,W ). Deste modo

J(z, w) =
∂(A, d)

∂(Z,W )
(z, w)

= det

[
∂X
∂Z

(z, w) ∂X
∂W

(z, w)
∂Y
∂Z

(z, w) ∂Y
∂W

(z, w)

]

= det

[
w
ε0

z
ε0

0 1

]

=
w

ε0

· (5.71)

Segundo o teorema 5.6,

fZ,W (z, w) = fA,d(A = A(z, w), d = d(z, w))J(z, w)

= fA(A = A(z, w))fd(d = d(z, w))J(z, w)

=
1

(0, 01243− 0, 01237)
· 1

(0, 01151− 0, 01149)
· w

ε0

=
w

1, 2ε0 × 10−9
· (5.72)

Os limites de integração para o cálculo da densidade marginal fZ(z) são dados pela
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Figura 5.7: Região de integração R

região de integração R, mostrada na figura 5.7, que é delimitada pelas quatro expressões

w = 0, 01237; w = 0, 01243; w =
0, 01149 · ε0

z
; w =

0, 01151 · ε0

z
· (5.73)

A função marginal fZ(z) (veja a definição 2.36) é dada pela equação 5.38. As interseções

das curvas da expressões 5.73 em z são os pontos

z1 =
0, 01237 · ε0

0, 01151

z2 =
0, 01243 · ε0

0, 01151

z3 =
0, 01237 · ε0

0, 01149

z4 =
0, 01243 · ε0

0, 01149
· (5.74)

Logo, para z1 ≤ z ≤ z2,

fZ(z) =

∫ 0,01151

0,01149·ε0/z

fZ,W (z, w)dw = (0, 01151)2 − (0, 01237ε0)
2

z2
(5.75)

para z2 < z ≤ z3,

fZ(z) =

∫ 0,01151·ε0/z

0,01149·ε0/z

fZ,W (z, w)dw =
(0, 01243ε0)

2

z2
− (0, 01237ε0)

2

z2
(5.76)
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e, para, z3 < z ≤ z4,

fZ(z) =

∫ 0,01151·ε0/z

0,01149

fZ,W (z, w)dw =
(0, 01243ε0)

2

z2
− (0, 01149)2. (5.77)

Portanto,

fZ(z) =





(0, 01151)2 − (0,01237ε0)2

z2 , se z1 ≤ z ≤ z2,
(0,01243ε0)2

z2 − (0,01237ε0)2

z2 , se z2 < z ≤ z3,
(0,01243ε0)2

z2 − (0, 01149)2, se z3 < z ≤ z4,

0, caso contrário.

(5.78)

Resolvendo a equação P (C ≤ CM) = 95%, obtemos

CM = 8, 227188188188188× 10−12. (5.79)

Se computarmos o valor médio mC de C através da definição de esperança, obtemos

mC =

∫ 0,01243

0,01237

∫ 0,01151

0,01149

(
ε0 · A

D

)
dDdA

= ε0 ·
[

(0, 01237 + 0, 01243)

2 · (0, 01151− 0, 01149)

]
· log

0, 01151

0, 01149

= 8, 207677304286216× 10−12, (5.80)

ou seja, se desejamos uma confiança de 95%, devemos tomar como capacitância o valor

CM , que é consideravelmente maior do que a média mC .

5.3.2 Método do Jacobiano Numérico

Para solucionar o problema através do Método do Jacobiano Numérico, usaremos o

algoritmo 5.12 com os seguintes parâmetros:

d ∼ U(0, 01237; 0, 01243), A ∼ U(0, 01149; 0, 01151),

fA,d(a, d) =
1

1, 2ε0 × 10−9
, N = 4. (5.81)

As figuras 5.8, 5.9 e 5.10 mostram os comparativos entre as funções de densidade

obtidas usando o Método do Jacobiano e o Método do Jacobiano Numérico usando o
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Figura 5.8: Comparativo entre a fC obtida analiticamente e através do Método do Jacobiano
Numérico com 15 pontos

Figura 5.9: Comparativo entre a fC obtida analiticamente e através do Método do Jacobiano
Numérico com 25 pontos
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Figura 5.10: Comparativo entre a fC obtida analiticamente e através do Método do Jacobiano
Numérico com 50 pontos

algoritmo 5.12 com M = 15, 25 e 50, respectivamente. A interpolação utilizada nos

três casos foi a interpolação linear (ver definição 5.11).

Por fim, o ponto CM computado usando a aproximação de 50 pontos é igual a

CM = 8, 226959183673469× 10−12, (5.82)

concordando com o resultado 5.79 nas duas primeiras casas decimais.
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6 CONCLUSÃO

Ao longo deste trabalho foi evidenciada a importância de se caracterizar as variáveis

de entrada de um sistema ou de um experimento através das incertezas associadas às

mesmas, e foram observadas, analisadas e estudadas as maneiras como estas incertezas

influenciam e alteram as variáveis resultantes.

A abordagem probabiĺıstica dos fenômenos naturais, em oposição à determińıstica,

conduz a resultados mais fidedignos, embora seja mais sofisticada e complexa, o que

justifica estudos como este.

A principal contribuição deste trabalho foi a formalização teórica da Unscented Trans-

form. Esta formalização foi baseada nos rigores da matemática e da probabilidade,

e pode ser utilizada para justificar os resultados das formulações anteriores da UT

e também como alicerce da Unscented Transform Gaussiana, que consiste em uma

evolução da UT apresentada neste trabalho, que amplia o escopo e a precisão da técnica

original.

Outra importante adição foi a proposta de um algoritmo númerico para o cálculo da

função de densidade de probabilidade. O problema de se determinar esta função tem

várias dificuldades inerentes, tais como a determinação da região de integração, inte-

grais sem primitivas, cálculo de funções inversas e jacobianos, e o método proposto visa

a implementação prática da solução deste problema, contornando tais fatores adversos.

Dada a importância do cálculo dos momentos no algoritmo da Unscented Transform

Gaussiana, uma contribuição pequena mas significativa foi a apresentação da fórmula

geral para o cálculo dos momentos de n-ésima ordem da distribuição normal N(µ, σ2)

(ver exemplo 2.31). Também foi descrita as fórmulas gerais para as distribuições uni-

forme e exponencial, mas estas são mais recorrentes na literatura por serem mais sim-

ples e de fácil dedução.

Dentre os desenvolvimentos futuros a serem realizados a partir deste trabalho podemos

destacar: um estudo mais aprofundado sobre a mensuração do erro cometido ao se uti-

lizar a Unscented Transform Gaussiana, a tentativa de se deduzir a função de densidade
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de probabilidade a partir dos pontos-sigma e dos pesos encontrados através da UTG e

a avaliação das consequências da UTG ter desvinculado o número de pontos-sigma e

de pesos do número de variáveis independentes do problema, como ocorre no caso da

UT.

Por fim, conclui-se que este estudo, ao invés de ser o tratado definitivo sobre o assunto,

constitui um ponto de partida para aqueles interessados em se aprofundar no estudo da

propagação das incertezas, fornecendo embasamento teórico das técnicas já consagradas

e propondo novas abordagens e caminhos a seguir.
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A TABELAS DE PONTOS-SIGMA E PESOS

A.1 Distribuição uniforme

Na tabela A.1, N é a precisão da aproximação e m é o número de pontos-sigma xi e

de pesos wi para uma variável aleatória X ∼ U(0, 1).

Tabela A.1: Pontos-sigma e pesos para X ∼ U(0, 1)

N m xi wi

1 1 0,50000000000000 1,00000000000000

3 2 0,78867513459481 0.50000000000000

0,21132486540519 0.50000000000000

5 3 0,88729833462074 0.27777777777778

0,49999999999999 0,44444444444445

0,11270166537926 0,27777777777777

7 4 0,93056815579702 0,17392742256875

0,66999052179239 0,32607257743131

0,33000947820751 0,32607257743126

0,06943184420295 0,17392742256868

9 5 0,95308992296944 0,11846344252783

0,76923465505333 0,23931433524923

0,50000000000083 0,28444444444432

0,23076534494779 0,23931433525014

0,04691007703082 0,11846344252847

11 6 0,96623475710877 0,08566224617170

0,83060469326609 0,18038078649336

0,61930959310306 0,23395696726399

0,38069040702890 0,23395696729304

0,16939530681500 0,18038078655911

0,03376524291062 0,08566224621880
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A.2 Distribuição normal

Na tabela A.2, N é a precisão da aproximação e m é o número de pontos-sigma xi e

de pesos wi para uma variável aleatória X ∼ N(0, 1).

Tabela A.2: Pontos-sigma e pesos para X ∼ N(0, 1)

N m xi wi

1 1 0,00000000000000 1,00000000000000

3 2 1,00000000000000 0,50000000000000

-1,00000000000000 0,50000000000000

5 3 0,00000000000000 0,66666666666667

1,73205080756888 0,16666666666667

-1,73205080756888 0,16666666666667

7 4 2,33441421833898 0,04587585476807

-2,33441421833898 0,04587585476807

0,74196378430273 0,45412414523193

-0.74196378430273 0,45412414523193

9 5 0,00000000000000 0,53333333333333

2,85697001387281 0,01125741132772

-2,85697001387280 0,01125741132772

1,35562617997427 0,22207592200561

-1,35562617997427 0,22207592200561

11 6 3,32425743355212 0,00255578440206

-3,32425743355212 0,00255578440206

1,88917587775371 0,08861574604191

-1,88917587775371 0,08861574604191

0,61670659019259 0,40882846955603

-0,61670659019259 0,40882846955603
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A.3 Distribuição exponencial

Na tabela A.3, N é a precisão da aproximação e m é o número de pontos-sigma xi e

de pesos wi para uma variável aleatória X ∼ Exp(1).

Tabela A.3: Pontos-sigma e pesos para X ∼ Exp(1)

N m xi wi

1 1 1,00000000000000 1,00000000000000

3 2 3,41421356237309 0,14644660940673

0,58578643762690 0,85355339059327

5 3 6,28994508293748 0,01038925650159

2,29428036027904 0,27851773356924

0,41577455678348 0,71109300992917

7 4 9,39507091230116 0,00053929470556

4,53662029692115 0,03888790851500

1,74576110115837 0,35741869243780

0,32254768961940 0,60315410434164

9 5 12,64080084427579 0,00002336997239

7,08581000585886 0,00361175867992

3,59642577104074 0,07594244968171

1,41340305910652 0,39866681108317

0,26356031971814 0,52175561058281

11 6 15,98287398060219 0,00000089854791

9,83746741838317 0,00026101720281

5,77514356910473 0,01039919745315

2,99273632605951 0,11337338207403

1,18893210167270 0,41700083077211

0,22284660417928 0,45896467394999
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