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Resumo

Expansao Assintética da Derivada Topoldgica para Problemas de Autovalor

Autor: Dirlei Ruscheinsky

Orientador: Carla Tatiana Mota Anflor, Dra. Univ (FGA/ UnB)
Co-Orientador: Antonio André Novotny, Dr. Univ (LNCC)

Programa de P6s Graduaciao em Ciéncias Mecanicas

Brasilia, 1 de dezembro de 2020

Muitas estruturas e componentes mecanicos estdo expostos a problemas causados pela
vibracao natural e o controle das frequéncias e seus respectivos autovalores torna-se crucial
para evitar o colapso. Essa classe de problema estd frequentemente presente em estruturas
como aeronaves, satélites, embarcagdes, reatores nucleares, entre outros. Neste trabalho sdao
consideradas as andlises topol6gicas assintticas na norma L? e na seminorma H*! para a solugio
da equagdo de Helmholtz Modificada e Problema Estrutural de Suporte Elastico. A derivada
topoldgica mede a sensibilidade de um funcional de forma em relacdo a uma perturbacao de
dominio singular infinitesimal. Em particular, a derivada topolédgica para o problema de difusao,
autovalor de membrana e autovalor de vibragdo em estruturas livres sdo obtidos em sua forma
fechada. A fim de demonstrar a aplicabilidade das féormulas fechadas da derivada topoldgica

obtidas, varios exemplos numéricos foram apresentados.

Palavras-chaves: Derivada Topoldgica; Otimizacdo; Métodos Numéricos.
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Many structures and mechanical components are exposed to problems caused by natural
vibration and the control of frequencies and their respective eigenvalues becomes crucial in order
to avoid collapse. This class of problem is often present in structures such as aircrafts, satellites,
vessels, nuclear reactors, among others. In this work the asymptotic topological analysis in the
L? norm and H' semi-norm for the solution of the Modified Helmholtz equation and Structural
Problem on Elastic Support are considered. The topological derivative measures the sensitivity of
a shape functional with respect to an infinitesimal singular domain perturbation. In particular, the
topological derivative for the diffusion problem, membrane eigenvalue and vibration eigenvalue
in free structures are obtained in its closed form. Several numerical examples were presented
in order to demonstrate the applicability of the obtained topological derivative closed formulae.
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1 Introducao

Na atualidade, as metodologias de otimizacdo de forma e de topologia tem um papel
central em projetos estruturais e dentre as indmeras varidveis que podem ser otimizadas em um
projeto, a otimizac¢do topoldgica (otimizagdo da geometria) € um dos mais importantes. Neste
sentido, no ultimo meio século tem-se desenvolvido vdrios métodos para a otimizacao topoldgica
e, talvez, o método SIMP (Solid Isotropic Microstructure with Penalization) (Bendsge e Kikuchi,
(1988)) seja um dos métodos mais populares empregados para otimizagdo de topologia e pode ter
sido o ponto de partida para o lancamento de novas ideias de muitas pesquisas dedicadas a esse
campo. Estes métodos tém por objetivo modificar a forma e topologia da estrutura inicial, sujeita
a certas condi¢des de contorno, de maneira que seja possivel reduzir os custos ou melhorar a
funcionalidade de uma estrutura. Uma revisdo detalha sobre alguns destes métodos pode ser
encontrada em (Dijk et al., (2013); Munk et al., (2015); Sigmund e Maute, (2013); Deaton e
Grandhi, (2014)).

Assim, uma maneira de analisar os problemas de otimizac¢do topoldgica consiste em veri-
ficar o quao sensivel € o problema quando se introduz uma perturbac¢io na geometria do mesmo.
Essa andlise pode ser realizada observando-se a influéncia da criacdo de perturbac¢des no dominio
geométrico, como furos, inclusdes, termos fonte e trincas, através de uma expansao assintotica
da solucdo da equagdo de estado no dominio perturbado (Ammari e Kang, (2004); Kozlov et al.,
(1999)). Dessa forma, foi utilizado o conceito de andlise de sensibilidade topoldgica, também
conhecido como derivada topoldgica, que consiste em obter a sensibilidade considerando nao
apenas a equagdo de estado, mas uma fun¢do custo que representa uma medida de desempenho
do problema em estudo (Sokotowski e Zochowski, (1999); (Céa et al., (2000); Eschenauer et al.,
(1994); Novotny et al., (2003)).

Ao longo da ultima década, a andlise de sensibilidade topoldgica tornou-se uma area
de pesquisa rica e fascinante, além de bastante ampla dos pontos de vista tedrico e numérico,
possuindo aplicacdes em diversos campos de interesse, em especial na otimizacdo de forma
e topoldgica, problemas inversos, processamento de imagens, sintese e/ou projeto 6timo de
microestruturas e modelagem de fendmenos dissipativos, incluindo mecanica da fratura e do

dano.

Atualmente, o uso dos métodos numéricos para resolver equagdes diferenciais tais como
Método de Elementos Finitos (MEF), o Método das Diferencas Finitas (MDF) ou Método
dos Elementos de Contorno (MEC) sao muito empregados e segundo Cheng e Cheng (2005)



considerando como base o ndmero de artigos publicados, o MEF é o método mais utilizado
seguido do MDF e MEC. Neste trabalho iremos fazer a programag¢do numérica utilizando tanto
o MEF quanto o MEC.

Por outro lado, o controle da vibrag¢do natural desempenha um papel importante em muitas
estruturas de engenharia, tais como, avides, satélites, navios, viadutos, edificios entre outros.
Algumas considerag¢des, como resposta dindmica e cargas, sdo importantes para a compreensao
do comportamento e projeto de estruturas. Estruturas sob andlise dinamica sdao governadas por
equacdes diferenciais lineares que consistem na solu¢cdo de um problema de autovalores, onde o

autovalor representa a frequéncia da vibracao e o autovetor a forma modal.

Portanto, os conceitos centrais deste trabalho sdo o estudo de vibragdes naturais utilizando
a derivada topoldgica, derivada esta que foi introduzida no trabalho de Sokotowski e Zochowski,
(1999). Este conceito tem sido utilizado com sucesso na otimizagdo topoldgica, como pode ser
visto nos trabalhos de Eschenauer e Olhoff, (2001); Novotny et al., (2019a, 2019b, 2019¢), que

apresentam uma revisao detalhada.

Nesse sentido, foi utilizado o conceito de derivada topoldgica nos problemas estudados
neste trabalho: problema de autovalor de Laplace, problema de dissipador de calor e problema

de autovalor em estruturas em vibragdo livre.

Estes problemas sdo modelados por operadores diferenciais que sao conhecidos em
problemas de engenharia: equagdo de Helmholtz Modificada e o problema de estruturas sobre
apoio eldstico. Assim, foi realizada a anélise assintética desses operadores diferencias, com
intuito de obter a forma fechada da derivada topoldgica. Essa andlise possibilitard a geracao de
projetos de geometrias otimizadas, em problemas de conduc¢ao de calor e vibragdes de membrana

e elasticidade.

Embora a expansao topoldgica assintdtica para a equacdo Helmholtz modificada esteja
disponivel na literatura, ela ainda ndo foi aplicada a esses dois problemas propostos. De fato,
algumas estruturas da natureza apresentam formas ramificadas de arvores ou dendriticas. Essa
classe de problemas foi introduzida pela primeira vez como lei construtiva com a proposta de
reconhecer que existe um fendmeno universal que gera uma configuracio ideal do design na
natureza (Bejan et al., (1995); Bejan, (1997)). Esse fendomeno pode ser observado pela otimizagao
da topologia na resolugdo de problemas de conducao de calor em estado estaciondrio, onde a
maioria dos estudos também confirma que as estruturas dendriticas representam uma classe de
projeto ideal (Bendsge e Sigmund, (2003); Gersborg-Hnsen et al., (2006); Lohan et al., (2017);
Dbouk (2017)) apresenta uma revisao de pesquisa sobre os métodos de topologia desenvolvidos

nos dltimos 15 anos para a otimizacao de problemas considerando transferéncia de calor.

Assim neste trabalho serdo discutidos alguns aspectos relacionados as metodologias
numéricas desenvolvidas para resultar em um projeto ideal com geometrias complexas e sua
desvantagem natural na fabricacdo industrial. O projeto ideal dos trocadores de calor ainda esta
sendo considerado na literatura, bem como o desenvolvimento de abordagens numéricas para

obter a geometria final otimizada com projetos de ajuste fino.



Por outro lado, o problema de autovalor na otimizag¢ao estrutural desempenha um papel
importante na integridade estrutural. Quando a frequéncia de excitagdo € sintonizada em uma
das frequéncias naturais de vibracdo, a estrutura pode ser danificada ou até colapsar. O comporta-
mento estrutural é afetado quando variacdes sdo impostas nos parametros do sistema, levando
a mudancgas nos autovalores e autovetores e, portanto, nas caracteristicas de resposta final do
sistema. A magnitude dessas variacdes estd contida nas derivadas dos autovalores e autovetores
do sistema. Nesse sentido, problemas de otimiza¢do sdo formulados como a maximizagao do
menor autovalor sujeito a uma restri¢cdo global. De acordo com a literatura, as estruturas podem

apresentar autovalores simples ou multiplos.

Os métodos para lidar com um autovalor simples estdo bem estabelecidos e sdo bastante
simples de serem implementados em uma rotina de otimizag¢ao de topologia. O principal problema
em uma otimizacao de topologia é que, nas iteracdes iniciais, apenas autovalores simples estao
presentes, mas a medida que o processo iterativo evolui, a geometria se torna complexa e
varios autovalores multiplos podem surgir. Masur e Mroz (1979) e Haug e Rousselet (1980)
demonstraram que autovalores multiplos nio sdo diferencidveis no senso comum, criando sérios
problemas para derivacao de condi¢des de otimizagdo e andlise numérica na solu¢do de problemas

de otimizagdo.

Geometrias complexas requerem métodos especificos para lidar com o projeto estrutural
ideal em relacdo a varios autovalores, devido ao grande nimero de parametros de projeto e a
varios graus de liberdade. Seyranian et al., (1994) apresentou uma metodologia numérica para
calcular a sensibilidade do projeto alterando todos os pardmetros do projeto simultaneamente.
Desde entdo, varios trabalhos numéricos e analiticos tém sido sugeridos para solucionar pro-
blemas envolvendo autovalores simples e multiplos por: (Ammari e Khelifi, (2003); Jensen
e Pedersen, (2006); Huang et al., (2010); Gravesen et al., (2011); Li et al., (2016); Torii e
Faria, (2017)). Em particular, a derivada topoldgica para autovalores simples do Laplaciano foi
considerada por Ammari e Khelifi, (2003) e para multiplos autovalores no contexto do sistema

de elasticidade por Nazarov e Sokotowski, (2008).

1.1  Originalidade da Tese

Embora existam poucos trabalhos na literatura relacionando os modelos propostos com
o conceito de derivada topoldgica, para cada um desses problemas a derivada topoldgica ja
foi determinada, considerando como fung¢do custo, a energia potencial total. Nesse contexto,
Giusti et al., (2010), determinam a derivada topoldgica para o problema de difusdo de calor
para materiais ortotropicos, Novotny e Sales, (2015), determinaram a derivada topoldgica para
equacao de conveccao-difusdo, porém, ndo € feito a parte numérica, Amstutz, (2006a) determina a
derivada topoldgica para o funcional da Energia Poencial Total associada a equacdo de Helmholtz
modificada e Rosa (2015) reapresenta a derivada topoldgica para o funcional da energia potencial

total associada a um problema de elasticidade.



Nesse sentido, podemos destacar as seguintes contribui¢des desta tese:

* Andlise de sensibilidade topoldgica para o problema do primeiro autovalor do problema

de Laplace;

» Célculo da andlise de sensibilidade do funcional de forma [,u? no caso do problema de

estruturas sobre apoio elastico;

* Andlise de sensibilidade topoldgica para o problema do primeiro autovalor no problema

de estruturas em vibracdo livre;

* Implementacdo numérica, via Método de Elementos Finitos (MEF) do problema de

dissipagdo de calor.

* Implementa¢do numérica, via Método de Elementos Finitos (MEF) e Método dos Elemen-
tos de Contorno (MEC), para a otimizacao de estrutura com o objetivo de maximizar o

autovalor.

1.2 Objetivos do Trabalho

Com base nas contribuicdes desta tese, apresentamos os seguintes objetivos: Geral e

Especificos.

1.2.1  Objetivo Geral

Calcular a derivada topoldgica, assumindo como fungio custo a energia para um operador
diferencial de segunda ordem, a forma variacional do primeiro autovalor para um operador de

segunda ordem.

1.2.2 Objetivos Especificos

* Calcular a derivada topoldgica do funcional (func¢io custo) modificado da energia em um

problema que envolve difusao;

* Calcular a derivada topoldgica do primeiro autovalor do operador diferencial que representa

o0 modelo de uma membrana;

* Calcular a derivada topoldgica do primeiro autovalor do operador diferencial que representa

o problema de elasticidade;

* Implementar o algoritmo para Otimiza¢do Topoldgica, baseado na derivada topoldgica,

utilizando métodos do elementos finitos e de contorno;



* Comparar e analisar os resultados numéricos obtidos utilizando Métodos dos elementos

finitos e de contorno;

* Obter geometrias otimizadas.

1.3 Metodologia

A andlise de sensibilidade topoldgica é o método utilizado para a expansao assintética das
funcdes custo. A perturbagdo topoldgica considerada € a nucleacdo de uma inclusdo infinitesimal

circular no dominio, com propriedades materiais diferentes do dominio original.

Primeiramente serd apresentado o modelo matematico do problema proposto, que serd
representado por um operador diferencial, em sua forma forte, em seguida € definida uma fungdo
custo, que serd expandida assintoticamente, com auxilio da forma fraca do problema proposto e

de uma equacdo adjunta !, especifica para cada problema.

Com essa expansao, serd possivel determinar a derivada topoldgica da fungdo custo, que

¢ o funcional a ser otimizado.

Para implementacdo do algoritmo baseado na derivada topoldgica, serd utilizado o
método de penalizagdo linear com restri¢do de volume para obter a topologia 6tima do projeto
considerado. No modelo de placas, por exemplo, podemos obter geometrias com maior frequéncia

natural de vibracao.

Para a obtenc¢do dos resultados numéricos, serdo empregados os Métodos dos elementos
finitos e de contorno. As estruturas (geometrias) otimizadas, apresentam o maior valor possivel

para as fungdes custo analisadas, considerando uma restri¢do de volume.

1.4 Revisao da Literatura

O estudo de otimizacdo e a relacdo com autovalores € antigo, remonta ao século XV I/1,
mais precisamente em 1773, Lagrange apresentou o seguinte problema: determinar a forma da
coluna simétrica axialmente mais forte com as condi¢des prescritas de comprimento, volume e
limite. A afirmacdo matemadtica deste problema baseia-se no trabalho anterior de J. Bernoulli
e Euler. Este ultimo, em 1744, estabeleceu a carga de flambagem de tal coluna como o menor
autovalor de um operador diferencial de quarta ordem auto-adjunto. Consequentemente, o
problema de Lagrange requer a maximizacao desse menor autovalor, sobre todas as funcdes

possiveis que definem a drea da secao transversal da coluna.

Nas décadas de 60 e 70 aparecem os primeiros trabalhos que tratam de encontrar os

autovalores do operador laplaciano, como por exemplo Roberts, (1967) e Uhlenbeck, (1972).

' Para montar a equacdo adjunta, é feito a adi¢do da equacdo de estado com a forma bilinear, em seguida é

calculada a derivada e igualado a zero. Maiores detalhes em Novotny e Sokotowski (2020.



Ja Kutler e Sigillito, (1984) apresentam a forma analitica dos autovalores e autovetores para o
problema do operador laplaciano e Zhao et al., (1998) apresenta a otimizag@o para os primeiros
autovalores usando o método evolutivo generalizado. Também nessa época aparecem os primeiros
trabalhos sobre o conceito de andlise de sensibilidade a mudanca de forma, na qual o objetivo
€ determinar a sensibilidade de um problema quando o dominio sofre perturbacdes suaves em
sua fronteira, ndo havendo mudangas em sua topologia, enquanto que a andlise de sensibilidade

topoldgica estendeu estes conceitos (Sokotowski e Zolésio, (1992)).

Desde entdo, surgiram e foram aprimorados varios métodos e técnicas de otimizacao
topolégica onde podemos destacar: Métodos de homogeneizaciao; Método SIMP; Método ESO/-
BESO; Método level set; Método da derivada Topoldgica.

Meétodos de homogeneizagdo sdo talvez as técnicas mais comumente usadas para otimiza-
cdo da topologia (Bendsge e Kikuchi, (1988)). Segundo Anflor et al., (2018) nestes métodos, um
modelo de material com vazios em micro escala € introduzido, e o problema de otimizacgado de
topologia € definido buscando a porosidade 6tima de tal meio poroso usando um dos critérios de
otimalidade. Desta forma, a técnica de homogeneizacdo € capaz de produzir furos internos sem
o conhecimento prévio de sua existéncia. Apesar de bem estabelecidos, alguns inconvenientes,
como em outros métodos, também estao presentes. Essas desvantagens sao conhecidas como
instabilidade do tabuleiro de xadrez e alguns procedimentos para evitar esse problema siao
amplamente utilizados. De acordo com Sigmund e Petersson, (1998), muitos métodos diferentes
sao usados para suprimir o problema do tabuleiro de xadrez, como elementos finitos de ordem
superior, filtros, controle de inclinacao de densidade e discretizacao diferente do modelo de

elementos finitos e varidveis de projeto.

O método SIMP (solid isotropic material with penalisation) inicialmente foi entendido
como uma maneira facil, mas artificial, de reduzir a complexidade da abordagem de homoge-
neizagdo e melhorar a convergéncia para solugdes 0-1. Esta abordagem considera a existéncia
de apenas uma varidvel de projeto, uma densidade ficticia constante em cada elemento finito.
Posteriormente, para aprimorar o método SIMP, foram desenvolvidos métodos de restricdo para
problemas SIMP cuja abordagem pode ser dividida em um, dois e trés campos, (Bendsge e
Kikuchi, (1988); Bendsge, (1989); Zhou e Rozvany, (1991); Sigmund e Peterson, (1998)).

Uma outra tentativa para resolver problemas de otimizagdo foi através de abordagem
discretas, sendo que um ramo importante das abordagens discretas para a otimizagao da topologia
¢ a abordagem da otimizacao estrutural evolutiva unidirecional, Método ESO (Evolutionary
Structural Optimization) (Xie e Steven, (1993) ou bidirecional, Método BESO (Bidirectional
Evolutionary Structural Optimization) (Huang e Xie, (2007). Embora Huang e Xie, (2010)
defenda que a abordagem BESO, como ¢ atualmente definida, ndo deva ser categorizada como
uma abordagem separada, mas sim como uma versao de atualizacdo discreta do esquema SIMP
padrao. Esta afirmacgdo € ainda apoiada pelo fato de que as abordagens BESO mais recentes
usam uma parametrizacdo de interpolacdo de lei de poténcia (SIMP) (com p = 3) para o célculo
dos gradientes discretos. Uma revisao detalha sobre os artigos publicados utilizando métodos

evolutivos pode ser encontrada em Munk et al., (2015).
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Outra técnica de otimizacao de sucesso € o método level set (MLS), que foi introduzido
pela primeira vez por Osher e Sethian (1988). A ideia principal deste método € encontrar uma
funcdo cujo nivel zero definido € a superficie de interpolacdo, que muda de sinal conforme se vai
de dentro para fora da superficie. Como todos os métodos, o MLS tem uma desvantagem: requer
considerdvel reflexdo para construir velocidades apropriadas para avancar a fun¢do de ajuste de
nivel. O MLS ¢€ capaz de fundir furos, resultando em uma tnica cavidade, ou dividi-los (processo
reverso), utilizando curvas e superficies sem ter que parametrizar esses objetos (Osher e Fedkiw
(2001), tornando este método adequado para otimizacdo topoldgica. Na ultima década, surgiram
vérios técnicas do método level-set, por exemplo, a abordagem para discretizar a funcio level-set,
a abordagem para mapear a funcdo level-set no modelo mecanico e a abordagem para atualizar a
funcdo level-set no processo de otimizacdo. Uma revisdo detalhada sobre os artigos publicados

utilizando métodos evolutivos pode ser encontrada em Dijk et al., (2013).

Inicialmente chamado de método da bolha, o método da derivada topoldgica comecgou a
ser desenvolvido por Eschenauer et al., (1994). E importante ressaltar as vantagens da utilizagdo
da derivada topoldgica com relagdo aos métodos citados acima: A derivada topoldgica é dada
por uma férmula fechada, que depende da solucdao do problema original ndo perturbado; fornece
uma direcdo de descida mais ingreme no processo de minimizacdo da funcao de forma, nao
utiliza densidades intermedidrias de materiais no processo de otimizacao e possui uma grande
quantidade de aplicacdes no mais diversos problemas da engenharia. Motivos estes pelos quais o

método tem ganhado destaque.

Dentre os métodos de otimizagdo topoldgica citados acima, iremos trabalhar com o
método da derivada topoldgica e por isso iremos apresentar uma resenha histérica com alguns

dos principais trabalhos publicados utilizando este conceito.

O conceito matemético formal foi introduzido por Sokotowski e Zochowski, ((1997),
(1999)). Nestes trabalhos conclui-se que a derivada topoldgica € uma ferramenta aplicavel em
problemas de otimizacdo de estruturas mecanicas. No ano seguinte, Céa et al., (2000) estendem
esse conceito para dominios perturbados por furos com condi¢ao de Dirichlet prescrita em sua

fronteira.

Ja Garreau et al., (2001) propde uma técnica para o cdlculo da derivada topoldgica
denominada domain truncation method, com aplicacio ao problema de elasticidade, considerando
funcionais gerais, furos de forma arbitraria e condi¢des de contorno de Neumann ou Dirichlet
homogéneas na fronteira do furo. Posteriormente, Guillaume e Idris (2002) propde uma extensao
do domain truncation method, considerando-se funcionais custos associados ao problema de

Poisson com condi¢des de Neumann e Dirichlet homogénea na fronteira do furo.

Um dos trabalhos mais importantes da drea € apresentado por Novotny et al., (2003).
Neste trabalho € introduzida uma definicao alternativa para a derivada topoldgica que estabelece a
relacdo estrita entre os conceitos de andlise de sensibilidade topoldgica e andlise de sensibilidade
a mudanga de forma. Deste conceito surgiu uma metodologia denominada topological-shape

sensitivity method para o cdlculo da derivada topologica. Feijéo et al., (2003) faz um andlise



comparativa entre o fopological-shape sensitivity method e o domain truncation method.

Em sua tese, Novotny, (2003) € apresentada a sensibilidade topoldgica para diversos
problemas de engenharia: conducio estaciondria de calor em sélidos rigidos considerando
condicoes de contorno de Neumann, Robin e Dirichlet na fronteira do furo; elasticidade linear

em estado plano de tensdo e deformacao; flexao eldstica linear de placas de Kirchhoff.

No mesmo ano Amstutz, (2003), também em sua tese, apresenta a derivada topoldgica
para varios problemas. Em particular, aplicam-se os resultados obtidos em: (i) localizagao de
trincas considerando o problema de Laplace 2D; (ii) no problema de Helmholtz 2D com condic¢io
de Dirichlet no furo circular, condi¢do de Neumann no furo de forma arbitraria e inser¢ao de
inclusdes; (ii1) sensibilidade para uma classe de problemas ndo lineares com condic¢do de Dirichlet

e furo de forma arbitraria.

Em 2004, Nazarov e Sokotowski (2004) calculam a expansao assintética do funcional
de energia correspondente ao problema de Poisson para uma perturbacao associada a formacao
de um ligamento. Ja Feijoo, (2004) estuda a derivada topoldgica para o problema de Helmholtz
em um meio infinito, sendo o resultado empregado na resolug¢do do problema inverso do espa-
lhamento. Nesse mesmo ano Guillaume e Idris, (2004) aplicam a andlise de sensibilidade nas

equagdes de Stokes considerando funcionais custos gerais e furos de forma arbitréria.

No trabalho de Amstutz, (2006b) € apresentado o primeiro resultado em anélise de
sensibilidade topoldgica para o caso nao linear, onde a derivada topoldgica é determinada para
equagdes de Navier-Stokes no regime estaciondrio num fluido incompreensivel e uma condicao
de ndo deslizamento no contorno de um obsticulo de forma arbitraria. Em particular, da equagdo
de Navier Stokes e da versdo nao-linear da equacdao de Helmholtz. J4 em Amstutz, (2006a)
a nocao de sensibilidade topoldgica € estendida para o caso de uma perturbacdo local das

propriedades do material constitutivo do dominio.

Mostrando que o conceito de derivada topoldgica tem uma ampla gama de aplicagdes,
no ano 2007, Auroux et al., (2007) calcula a expansao assintética topoldgica para um problema
associado a restauracdo e classificacdo de imagens. Em Larrabide, (2007), estuda-se a restauragdo
e segmentacdo de imagens e sua aplicacdo na modelagem do sistema cardiovascular humano,
apresenta-se, também, a forma discreta da derivada topoldgica que resulta um menor custo
computacional que os algoritmos baseados nos métodos cldssicos. Novotny et al., (2007) apre-
senta o cdlculo da derivada topoldgica no problema de elasticidade linear tridimensional, e sua
aplicacd@o na otimizacdo topoldgica de estruturas tridimensionais. Faria, (2007) estuda a derivada
topoldgica de segunda ordem para inclusdes considerando um problema de conducao de calor

(Laplace).

Vale ressaltar que todos os trabalhos listados aqui utilizam métodos de elementos finitos
em sua formulagcdao numérica, nesse sentido vale destacar que um dos primeiros trabalhos a
utilizar métodos de elementos de contorno foi Anflor, (2007) que em sua tese apresenta o
desenvolvimento e implementacdo computacional de técnicas de otimizagao topoldgica para

problemas governados pela equagao de Poisson, utilizando o método dos elementos de contorno



e derivada topoldgica adotando a energia potencial como funcao custo. Também utilizando o
MEC, Neches e Cislino, (2008) e Marczak, (2008) apresentam otimizagdes topoldgicas para

alguns problemas cldssicos de elasticidade linear bidimensional.

Em 2009 Giusti, (2009) propde um método de otimizac¢do topoldgica associado ao
problema de elasticidade linear bidimensional, destacando a possibilidade de pdr e retirar

material simultaneamente em cada passo do algoritmo de otimizac¢do topoldgica.

Até 2010, a derivada topoldgica para resolver os problemas difusivos estava disponivel
apenas para solidos isotrépicos. Uma metodologia alternativa para aplicar a derivada topoldgica a
meios ndo isotrépicos usando um mapeamento foi proposta por Anflor e Marczak, (2009). Ainda
em 2010, Amstutz e Novotny, (2010) estudam a andlise de sensibilidade topoldgica do problema
de elasticidade linear, sujeita a uma restri¢cao de tensdo do tipo Von Mises. Amstutz et al., (2010)
propde um algoritmo de otimizacdo de microestruturas baseado na derivada topoldgica de um
modelo constitutivo multi-escala em elasticidade linear. Novotny et al., (2010) fazem a analise
de sensibilidade para o modelo constitutivo multi-escala considerando microestruturas fraturadas.
Van Goethem e Novotny (2010) determinam a direcdo de crescimento de uma fissura, com
base no gradiente topoldgico associado a energia potencial e a energia de Griffith de um corpo

elastico.

Amstutz e Novotny, (2011) calculam a derivada topoldgica para uma classe de funcionais
de forma associada a um problema de placas de Kirchhoff, onde uma inclusdo circular é
introduzida arbitrariamente num ponto do dominio, € no mesmo ano Canelas et al., (2011)
estudam o problema inverso de eletromagnetismo usando a derivada topoldgica. Este trabalho
propde uma metodologia para desenhar indutores magnéticos, tais que uma massa de metal

liquido adquira uma forma predefinida.

Em Giusti e Novotny, (2012), € apresentada a derivada topoldgica da energia potencial
total associada a um problema de difusdo de calor num meio anisotrpico e heterogéneo, quando
¢ introduzida uma pequena inclusdo circular num ponto arbitrdrio do dominio. Em Amstutz
et al., (2012), € desenvolvida a anédlise de sensibilidade topoldgica do problema de estruturas
eldsticas sujeitas a uma restri¢ao de tensdo de tipo Drucker-Prager. Em Hintermuller et al., (2012)
¢ apresentada a expansao topoldgica de segunda ordem para o problema de tomografia por
impedancia elétrica; neste trabalho na expansao de segunda ordem aparecem termos nao locais,
0s quais t€m um maior custo computacional. Nesse estudo objetiva-se determinar a relevancia

desses termos nao locais e a interacao desde um ponto de vista computacional.

O livro Topological derivatives in shape optimization é o primeiro a ser publicado sobre

derivada topoldgica (Novotny e Sokotowski (2013).

Em Amstutz et al., (2014a) apresentam um novo método matemaético para o particiona-
mento 6timo de dominios, com aplicacdes para a classificacdo de imagens em escala de cinza e
coloridas, que nao envolve o gradiente de fun¢des caracteristicas aproximadas e Amstutz et al.,
(2014b) é apresentada a andlise de sensibilidade topoldgica para operadores diferenciais elipticos

de ordem de 2m com m < 1.



Em Sales et al., (2015) € apresentada a derivada topoldgica para o problema de placas
de Reissner-Mindlin. Amigo et al., (2016) apresentam a derivada topoldgica para atuadores
piezoelétricos. Este método de andlise de sensibilidade é geral e pode ser usado para otimizagao
topoldgica de forma em uma ampla classe de modelos multifisicos. J4 S4 et al., (2016) apresentam

a derivada topoldgica aplicada a problemas de otimizagdo de projeto de canal de fluxo de fluido.

Ja em Ferreira e Novotny (2017) € apresentado um novo método de reconstru¢ao nao
iterativo para o problema da tomografia por impedancia elétrica. Machado et al., (2017) apresen-
tam a derivada topoldgica de um problema de fundicao inversa eletromagnética, que consiste em
projetar um conjunto de indutores de tal forma que um metal liquido atinja uma determinada

forma.

Em Anflor 2018, € apresentado a otimiza¢do de uma estrutura de suspensao de carro
usando e derivada topoldgica e o MEC. Ja em Novotny et al., (2019a, 2019b, 2019¢) € feita uma
revisdo bem ampla sobre os conceitos e principais aplicacdes da derivada topoldgica usando o
MEF.

1.5 Proposta do Trabalho

No Capitulo 2, sdo apresentados alguns conceitos preliminares como: Motivacgao e exis-
téncia do menor autovalor do laplaciano; Derivada Topoldgica; Métodos Numéricos; Algoritmo

de otimizagao topoldgica.

No Capitulo 3, é apresentado o célculo da derivada topoldgica para a equacdo de
Helmholtz modificada e fazemos a estimativa dos termos remanescentes € apresentamos as

aplicacdes para a equacdo: autovalor de Laplace e o problema de Difusao-Reacao.

Em seguida, no Capitulo 4, sdo apresentados os resultados numéricos para os dois

problemas apresentados no capitulo anterior.

Na sequéncia, no Capitulo 5, sdo apresentados a derivada topolégica correspondente ao
problema de estruturas sobre apoio eldstico e posterior cdlculo da derivada do primeiro autovalor,
usando as propriedades de derivada e os resultados numéricos para o Problema de Estruturas em

Vibragao Livre (estruturas planas).
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2 Conceitos Preliminares

Neste capitulo vamos falar dos conceitos de derivada topoldgica e dos métodos numéricos

utilizados neste trabalho.

2.1 Autovalor do Problema de Laplace

Nesta secdo e na proxima, apresentamos duas aplicacdes para a equacao de Helmholtz
modificada: pproblema de autovalor para o laplaciano e o problema de difusdo para a transferéncia

de calor.

Segundo Biezuner (2006), estudos envolvendo o operador Laplaciano com condigdes
de Dirichlet homogéneas na fronteira de um dominio €2 sdo recorrentes em Matemadtica. Tal
recorréncia se deve ao fato das vérias aplicacdes na Fisica e Engenharia. O operador Laplaciano
¢ definido por

div(aVu). (2.1)

O problema tipico de autovalor para o operador Laplaciano, com condicdo de Dirichlet

homogénea na fronteira é:

{ —div(aVu) = A\pku  em  Q 22)

u=0~0 sobre Of).

em que A € Re Q C R? é um dominio conexo limitado. Os valores de a, p e k serdo definidos
no Capitulo 3.

Também existe o problema de autovalor do laplaciano com condi¢do de Neumann.

—div(aVu) = A\pku  em  Q
ou (2.3)
— =0 sobre 0f).
on
O problema ¢é tradicionalmente escrito nesta forma, com o sinal negativo multiplicando
o laplaciano, porque assim todos os autovalores sdo nao-negativos. No caso do problema de
Dirichlet, este fato segue imediatamente do principio do méximo. De fato, este implica que
todos os autovalores, se existirem, devem ser positivos. Por outro lado, zero é um autovalor no

problema de Neumann, pois as fungdes constantes sdo autofungdes associadas a este.
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Como veremos a seguir quando estudarmos o conceito de derivada topoldgica, queremos
maximizar o menor autovalor, e como na condicao de Neumann esse autovalor € zero, vamos

considerar somente a condi¢c@o de Dirichlet.

2.1.1 Motivacgao para o Estudo dos Autovalores do Laplaciano

Considere o seguinte problema de Dirichlet para a equacdo da onda em um aberto
limitado 2 C R™:

uy = cAdiv(aVu) ser€Q e t>0

u(z,0) = f(x) sex € ?, 2.4)
u(z,0) = g(x) sex € (),

u(z,y) =0 sex €0 e t>0.,

ondec € R, f € C?*(Q)eg € CHNQ).Se Q2 C R?, entdo este problema modela as vibragdes

transversais de baixa amplitude de uma membrana em dominio com o formato de 2.

Este problema pode ser resolvido pelo método de separacdo de varidveis: supomos que a

solucdo do problema pode ser escrita na forma

uy = F(z)G(t), z€Q e t>0, (2.5)
substituindo esta expressao na equacdo da onda, obtemos

F(2)G"(t) = Adiv(aVF(2))G(t), (2.6)

separando as varidveis, segue que

—div(aVF(z)) _ 1G"(t) _
Fo)  @Gw -7

onde A € R é alguma constante a ser determinada. Como em geral G(t) ndo é a fungado
identicamente nula, a condi¢do de fronteira implica que F'(z) = 0 para x € 0f). Portanto,

funcdo F’ satisfaz o problema de Dirichlet para a equagao de Laplace

{ —div(aVF(z)) = AF(z)  emQ (2.8)

u=>0 sobre OS2 ,

ou seja, A € um autovalor do laplaciano em ().

2.1.2 Existéncia e Unicidade do Menor Autovalor Positivo

Para definir o conceito de derivada topoldgica devemos inicialmente garantir a positivi-

dade e a unicidade do primeiro autovalor, o que é comprovado pelos dois teoremas a seguir:
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Teorema 2.1 Positividade do menor autovalor. Seja () C R™ um aberto limitado conexo. Entdo

o problema de autovalor

{ —div(aVu) = A\pku ~ em (2 2.9)

u=>0 sobre 01 ,

possui uma quantidade infinita e enumerdvel de autovalores {\,, } new que satisfazem 0 < A\; <
Ay < -+ tais que Ny — o0 quando k — oo e autofungdes {uy} que constituem um sistema

ortonormal completo para L*(S), isto é,

i=1
para todo v € L*(Q). Em particular,
[[0llZ20) = d_{v, ) 120 (2.11)

=1

A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em Biezuner (2006) onde o mesmo

estd enunciado no Teorema 1.14.

Teorema 2.2 Unicidade do menor autovalor. Seja ¢} € R™ um aberto limitado conexo. Entdo

o problema de autovalor

{ —div(aVu) = \pku  em Q) (2.12)

u=20 sobre 051 ,

possui uma solucdo positiva uy > 0 em §). Além disso, qualquer outra autofungdo associada a

A1 € muiltipla de u,.

A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em Biezuner (2006), onde o0 mesmo

estd enunciado no Teorema 1.21.

Além disso € possivel definir analiticamente o valor dos autovalores e autofuncdes para

alguns casos do problema de Laplace.

Teorema 2.3 Os autovalores do problema do operador laplaciano para a condicdo de contorno

de Dirichlet, apresentado em (2.2), resolvido no retangulo R = [0, a] x [0,b] C R? sdo dados

por:
n?  m?
A, = T2 <a2 + b2> , n,m € IN. (2.13)
e as autofungoes correspondentes sdo
Unm (T, Y) = sen <W> sen <ml7)m:) (2.14)
a

A demonstragdo desse teorema pode ser encontrado em Kutler (1984).

Nosso interesse no problema (2.2) se deve ao fato de que o mesmo modela vibracdes

transversais de baixa amplitude de uma membrana fina fixada em um aro com o formato de
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0. No caso bidimensional, os autovalores do laplaciano correspondem as frequéncias naturais
de vibracdo de uma membrana, enquanto que as autofuncdes associadas correspondem aos
modos naturais de vibracdo da membrana. Neste trabalho, nosso interesse serd a maximizacao
do autovalor principal de (2.2), buscando uma primeira frequéncia natural que possa otimizar a
rigidez da estrutura considerada, evitando assim o efeito de ressondncia que pode ser causado
pela vibracdo da estrutura. Assim, para atingir esse objetivo, serd utilizado o conceito de derivada

topoldgica.

2.2 Derivada Topologica

A derivada topolédgica (D) é uma fungido que fornece a sensibilidade de um problema
definido em um certo dominio quando um pequeno furo € criado em uma dada posi¢ao deste.
Assim ela é uma poderosa ferramenta na obtengdo de topologia 6tima para uma vasta classe
de problemas da Fisica e da Engenharia como € apresentado em Novotny et al., (2019). Ela é
o termo mais importante da expansao assintética topologica e depende somente da solugdo do

problema definido no dominio ndo perturbado.

O conceito de derivada topoldgica foi rigorosamente introduzido por Sokotowski e
Zochowski, (1999) .

De acordo com Novotny e Sokotowski, (2014), considera-se um dominio aberto e
limitado @ C RY, com d > 2 (neste trabalho vamos considerar d = 2), que est4 sujeito a uma
perturbac@o ndo suave confinada em uma pequena regido w.(Z) = Z + ew, de tamanho &, com
w € (2 como mostrado na Figura 2.1. Aqui, Z é um ponto arbitrdrio de {2 e w é um dominio fixo
de R?.

n n

\#
([ B

[19; o0

Figura 2.1 — Representacdo da Derivada Topolégica

Seja ainda uma funcdo caracteristica v — x(z), v € R?, associada ao dominio ndo

perturbado,
1 se z € Q\w:
1o =x(x)= com Q:/ 2.15
o = x(z) 0 se xe RO Q= J X (2.15)
onde |(2| é a medida de Lebesgue de (). Definindo também ma fung¢@o caracteristica associada

ao dominio topologicamente perturbado z +— x.(Z,x), * € R2 Outra forma de escrevé-la é
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apresentado a seguir:

1 se = € Q\w:
log=x(T,2) =9 7 se = € w. (2.16)
0 se x € RA\Q.

Além disso, vamos considerar:

Q2| a medida de Lebesgue! de ;
* |w| a medida de Lebesgue de w;
e 00 a fronteira de €2;

* OJw a fronteira de w;

* (). o dominio perturbado.

Em seguida assume-se que um dado funcional de forma (). ), associado ao dominio

topologicamente perturbado, admite a expansdo assintética topologica

() = () + f(e) Dr(Z) + o(f(¢)), (2.17)

em que (2) é o funcional de forma associado ao dominio de referéncia (ndo perturbado), f (<)
€ uma funcdo de correcdo de primeira ordem positiva, que decresce monotonicamente tal que

f(e) > 0come — 0, e o(f(e)) é o termo remanescente (residuo).

A fun¢do 7 — Dp(Z) é chamada de Derivada Topologica de 1) em Z. Assim, esta
derivada pode ser vista como uma corre¢do de primeira ordem sobre )({2) para aproximar (2. ).
De (2.17), podemos obter

P(§k) — () -, o(f(e))
— = = Dp(Z) + = (2.18)
5 CRATE
A passagem do limite com ¢ — 0 em (2.18), nos conduz a defini¢io geral da Derivada Topoldgica,
dada por
o V() —9(Q)
Dr(z) = El_lgl+ @ ) (2.19)

Para que um funcional de forma definido em um dominio {2 aceite a expansdo assintética

topoldgica (2.17), as seguintes propriedades devem ser verificadas:

1. Parae € (0,0, com gy > 0, o funcional w. — J(Q.) := ¥(x.(Z)) deve ser diferencidvel
em relagdo a forma em z € (). A diferenciabilidade em relacdo a forma significa que
existe o gradiente de forma w. — J(€).) concentrado na fronteira ou interface Jw. para
um dado € € (0, g¢].

O conceito da medida de Lebesgue € dificil de se definir em poucas palavras. Para uma defini¢cdo formal do
conceito de medida de Lebesgue seria necessario um capitulo inteiro dedicado ao tema, que foge do objetivo
deste trabalho. Assim para quem tem interesse sobre o tema sugerimos a leitura do livro (CASTRO, 2008)
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2. O funcional de forma ¢ — j(¢) := ¥(x(Z)) é continuo em relagdo a perturbagcdo

topolégica em 0%, isto é, lim f(e) = 0;
e—0t
3. A fung¢do ¢ — f(e) é continuamente diferencidvel em (0, ¢);

4. A passagem ao limite lim ofE) — (¢ verdadeira.

esot @)

Segundo Novotny e Sokotowski, (2014) ao se trabalhar com perturbagdes singulares
associadas a furos (y = 0), os funcionais de forma v(€2.) e 1(2) sdo associados a dominios
topologicamente distintos. Neste trabalho ndo serd estudado esse caso (v = 0), uma vez que
a abordagem para resolver o problema € diferente. A perturbacio topoldgica neste trabalho é
caracterizada pela nucleacdo de uma inclusao com propriedades fisicas diferentes do material

inicial, geralmente com um densidade muito menor do material original (y < 1).

Estuda-se a sensibilidade do funcional de forma em relacdo a essa perturbagcdao por meio

do uso da definicao de derivada topoldgica expressa por (2.19).

Uma outra abordagem, presente na literatura, que foi desenvolvida para obter a derivada
topoldgica é proposta por Amstutz, (2006a), a qual descreve de maneira abstrata a primeira

variacdo para o funcional de forma adotado através do seguinte teorema.

Teorema 2.4 Seja V um espaco linear e €q > 0. Para todo ¢ € [0,¢y), considere que os vetores

u, u. € V sdo as respectivas solucoes de:

a(u,n) = 1(n) (2.20)
a(uz,m) = () (2.21)
paratodon € V, sendoa : VxV — R, a. : V xV — R formas bilinearesel : V — R e

[V — R formas lineares. Considere os funcionais J -V — Re . : V — R e assuma que

existem niimeros 0a, dl, 6J, e 6o e uma funcdo f : Rt — R tais que:

(a. —a)(u,v.) = f(e)da+ Ryi(e), (2.22)
(I—D() = [ +Re(e), 2.23)
Je(us) = Jo(u) + (Dude(u), ue — u) + f(2)0d1 + Rs(e), (2.24)
de(u) = J(u) + f(e)0ds + Ra(e), (2.25)
onde
li_r)r(l)f(e) =0, Ri=o(f(e)), i=1,..,4, (2.26)

D, J. é a derivada de Gateaux de J. em relacdo a v e v. € V é o estado adjunto associado a

(2.21), solugdo do seguinte problema auxiliar:

a:(n,ve) = —(Dyd:(u),n) Vnev. (2.27)

Entdo,

Je(us) — d(u) = f(e)(da — 0l + 6d1 + 0d2) + o(f(€))- (2.28)
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Demonstracao.

Substituindo (2.25) em (2.24), temos

Je(ue) = 3(u) + (Dud(u), ue — u) + f(€)(081 + 6d2) + o(f(€)). (2.29)
Além disso, desde que u. — u € V, de (2.27) segue
J(us) = I(u) = ac(ue — u,ve) + f(€) (01 + 0d2) + o(f(€)). (2.30)
E ainda,

ae(te —u,0e) = ae(ue, ve) — a(u, ve) + a(u, ve) — ac(u, ve)
= le(ve) = I(ve) + au, ve) — ac(u, ve)
= (le = )(ve) — (ac — a)(u, ve)
= f(e)(8l — da) + o(f(¢)). (2.31)

2.3 Métodos Numéricos

Neste trabalho, foram utilizados dois métodos numéricos, o método de elemento finito
(MEF) e o método de elemento de contorno (MEC). No MEF ¢ discretizado o dominio todo,
com a vantagem de a matriz resultante ser uma matriz esparsa, além disso, € possivel considerar
fontes de massa concentrada no interior do dominio. J4 no MEC como somente o contorno do
dominio do problema € dividido em elementos, a andlise fica reduzida em uma dimensao. Isto
diminui o custo computacional envolvido na resolucao de equagdes e geracdo de malha, além de
simplificar o armazenamento de dados. Nesse sentido € possivel afirmar que os dois métodos s@o

complementares em relacdo a sua utilizacdo, dependendo o problema a ser resolvido.

2.3.1 Meétodo de Elementos Finitos

Nesta secdo, propomos uma abordagem para o problema de otimizacgdo topoldgica de
vibrac¢ao natural via MEF. Esta abordagem consiste em introduzir uma restri¢io no dominio do

problema com o intuito de obter uma frequéncia com o maior valor possivel.

Antes de apresentarmos os resultados, vamos apresentar a formula¢do do problema a ser

otimizado via MEF.

2.3.1.1 Caracteristicas do Elemento Finito

Em geral, o elemento finito Constant Strain Triangle (CST) é apresentado com 6 graus

de liberdade (dois graus em cada vértice, conforme pode ser visto na Figura 2.2), mas no nosso

2 Uma matriz é dita esparsa quando possui uma grande quantidade de elementos com valor zero.
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caso consideramos apenas um grau de liberdade em cada vértice (no problema de autovalor de
Laplace, representa o deslocamento transversal e, no caso de trocador de calor, a temperatura).
Além disso ap6s conhecer os valores no vértice, € feita a média no baricentro e € considerado

este valor. Com isso temos apenas um grau de liberdade por elemento da nossa malha.

uzixy , x2)

wy xy , x2)

O

Figura 2.2 — Elemento finito CST com 6 graus de liberdade.

2.3.1.2 Malha Utilizada

A malha utilizada é composta por elementos triangulares e a andlise das informacdes
€ obtida no baricentro de cada tridangulo. Um exemplo de malha é apresentado na figura 2.3a.
A rotina também permite um refinamento de malha, onde cada elemento da malha antiga
¢ transformado em 4 elementos na malha nova, como pode ser visto na figura 2.3b. Esse
refinamento da malha pode ser feito varias vezes, dependendo unicamente da capacidade de

processamento da miquina utilizada.

1 T T T T T 1

09 1 0.9

0.8 0.8

0.7 [ 1 0.7

0.6 0.6

05 1 0.5

0.4 0.4

03[ 1 0.3

0.2 0.2

0.1 1 0.1

) . . . . . 0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

(a) Malha Inicial. (b) Malha apés 1 refinamento.

Figura 2.3 — Exemplo de malha inicial e ap6s 1 refinamento.

A malha inicial a ser utilizada depende unicamente do interesse na qualidade dos resulta-
dos que queremos ter. Na Figura 2.3a apresentamos a malha que a rotina produz considerando 5

divisdes por lado, o que produz um total de 100 elementos triangulares e 61 nds. Ja na Figura

18



2.3b apresentamos o refinamento que a rotina faz, passando de 5 para 10 divisdes por lado,

totalizando 400 elementos triangulares e 231 nos.

Com relacdo a enumeracdo dos nds da malha, a rotina procede da seguinte maneira:

1. Enumera os nés da base da esquerda para a direita;

2. Enumera os nds sobre os segmentos de reta paralelos a base da esquerda para a direita e de

baixo para cima;

3. Enumera os nds que ndo estdo sobre os segmentos de reta, paralelos a base, da esquerda

para direita e de baixo para cima.

A enumeracdo dos nos € feita dessa forma, pois ao gerar a malha, primeiro sdo gerados
os segmentos de reta para formar os quadrados e depois sao gerados os segmentos de reta para

formar os tridngulos.

O software utilizado para fazer a implementacdo numérica foi o MATLAB 2018a, e o
computador utilizado foi uma workstation com processador Intel Core 17-4820 CPU @ 3.7GHz
com memoria RAM de 64 GB para rodar os problemas de trocador de calor e um notebook
DELL com processador Intel Core 15-5200 CPU @ 2.2GHz com memoria RAM de 16 GB para

rodar os demais problemas.

As principais vantagens de se fazer a programacao no software MATLAB, em relacdo a

outras linguagens, sdo:

1. existéncia de indmeras fun¢des pré programadas, o que facilita muito o trabalho de

implementac¢do, principalmente em elementos finitos;
2. visualizacdo dos graficos em relacdo a algumas outras linguagens;

3. Dominio do software por parte da grande maioria da comunidade académica.

Sabemos que, na engenharia, o tempo computacional sempre € um fator muito importante
a ser considerado, mas de um modo geral os exemplos apresentados sempre tiveram por objetivo
principal explorar toda a capacidade da workstation, sendo que em alguns exemplos apresentamos

as geometrias obtidas durante o processo de otimizagdo e o tempo gasto até esta iteragao.

2.3.1.3 Algoritmo de otimizag¢éo topologica para o MEF

Nesta secao € apresentado o algoritmo utilizando elementos finitos para obter a otimiza-

¢do topoldgica.
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Penalizacao Linear

Para resolver os problemas numéricos é considerado um dominio inicial D C R2, tal
que €2 C D. Utilizando o método de penalidade linear para controle de volume, o problema de

otimizagdo que deseja-se resolver € escrito da seguinte forma:
Mi%irrgzar Fa(u) = F(u) + €| (2.32)
C

sujeito a (3.120) ou (3.140), onde £ > 0 € um penalty definido pelo usudrio. Em particular, o
funcional de forma JF(u) é definida por meio da Equagdo (3.123) ou (3.145) de acordo com
a aplicagcdo com a qual esta-se trabalhando, enquanto o termo £|€2| é usado para impor uma
restricdo ao volume de material eldstico, ou seja, quanto maior for £, menor serd o volume final

|€2]. Como o problema € linear, a derivada topoldgica apresentada em (2.32) é dado por

DrFo = DT + ¢ (2.33)

Para estes problemas, a derivada topoldgica fornece a direcao de descida do funcional
de forma e, consequentemente, conduz a solu¢do do problema. Um algoritmo de otimizagdo de
topologia baseado na derivada topoldgica e um método de representacdo de dominio level-set
€ aplicado. Este método foi proposto por Amstutz e Andrad (2006) e consiste basicamente em
buscar uma condi¢do de otimalidade local para o problema de otimizacgdo (2.32), escrito em
termos dao derivada topoldgica e uma funcdo level-set (Amstutz, (2011)). Para obter mais
detalhes, consulte o artigo de revisao de Novotny et al., (2019b). Vale ressaltar que o método de
penalizacao utilizado ndo fornece um controle direto sobre a fragdo de volume requerida, isto

significa que ndo conseguimos fixar a priori a fracdo de volume de material a ser retirado.

Como a derivada topoldgica € linear (Novotny e Sokotowski, (2014)), a derivada topol6-
gica de F, pode ser escrita como a soma das derivadas topoldgicas de cada um de seus termos.
Mas, como a derivada topoldgica do volume Dr|Q2| é facilmente calculada e dada por (veja
Exemplo 1.1 em Novotny e Sokotowski, (2020)):

-1 e

Dl = S TER (2.34)
1, se € D\Q

necessitamos apenas calcular a derivada topoldgica de I, (u), a qual ja estd calculada em (3.139)

e (3.152) para os problemas de autovalor e trocador (dissipador) de calor, respectivamente. Com

isso o problema de minimizagao proposto pode ser resolvido.

Segundo Lopes, (2017), baseado na derivada topoldgica e na representagdo do dominio
por funcdo level-set, propde-se um algoritmo de otimizagao topoldgica. Apresentado em Amstutz
e Andrd, (2006), ele consiste em procurar uma condi¢do de otimalidade para o problema de
minimizacao (??), escrita em termos da derivada topoldgica e da funcio level-set. Este algoritmo
€ muito eficaz em vdrias dreas, como por exemplo: fluxo através de meios porosos (Amstutz
e Andri, (2006)); otimizagdo estrutural com restricao de tensdo (Amstutz e Novotny, (2010),
Amstutz et al., (2012)); otimizac¢do de microestruturas eldsticas (Amstutz et al., (2012)). Pode-

mos observar que, a grande vantagem da derivada topoldgica em relacdo a outros métodos de
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otimizagdo topoldgica encontrados na literatura, a derivada topoldgica ndo requer um modelo
material baseado em densidade intermedidrias. Desta forma, as dificuldades decorrentes dos pro-
cedimentos baseados em densidades intermedidrias sdo naturalmente evitados. Outra vantagem
da derivada topoldgica € que ela oferece uma formula analitica para a sensibilidade topoldgica
que permite obter a topologia 6tima, na maioria dos casos, em poucas iteragdes. Além disso,
a derivada topoldgica tem a vantagem de fornecer uma féormula analitica para a sensibilidade
topoldgica. Assim, o algoritmo de otimizagdo topoldgica € consideravelmente eficiente, de
simples implementacdo computacional e necessita de poucos parametros algoritmicos definidos

pelo usuario.

Com a representacdo de dominio por uma funcdo level-set, o material duro € caracterizado

por uma fungdo ¥ € L%(Q)) de forma que

O ={z e ¥(x) <0}, (2.35)
o dominio de material mole é definido por

O ={xeQ; ¥(z)>0} (2.36)

e U se anula sobre a interface.

Considerando a derivada topolégica do funcional de forma Fq(u) temos que uma condi-
cdo suficiente de otimalidade local do problema (??) para a classe de problemas que consideram

como perturbagdo topoldgica uma inclusdo circular é
DrJF(z) > 0, vV € Q, (2.37)

condicao essa que foi rigorosamente tratada por Amstutz (2011).

Com a finalidade de escrever a condicdo acima em termos da funcao level-set W, defini-

mos a quantidade

—Dp3J3 V(zr) <0
g(z) = rFG(z) se () (2.38)
DrFg(z) se W(z)>0,
assim o critério de otimalidade (2.37) pode ser escrito da seguinte forma:
<0 Y(zr) <0
g(x) >0 se ¥(zx)>0.
Podemos verificar que (2.39) € verdadeira quando a quantidade g € tal que
dr>0: g=1Y, (2.40)
ou, equivalentemente,
v
0 := arccos [ (9, W) 12y ] =0, (2.41)
19/l 22 11 220

onde 6 € o Angulo entre as fungdes g e ¥ em L?(2).
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Figura 2.4 — Esquema da metodologia numérica para MEF.

Tanto (2.40) quanto (2.41) sdo condicdes de otimalidade local correspondentes a condicao
(2.37). Em particular, o algoritmo de otimizacao topoldgica descrito a seguir, utiliza como critério

de otimalidade a condi¢do (2.41).

Comegamos por escolher uma fungio level-set inicial ¥y € L?*(2), que define o dominio
inicial para a topologia 6tima. O algoritmo proposto, produz uma sequéncia (¥;);cn de fungdes

level-set que fornecem sucessivas aproximagdes para a condi¢do suficiente de otimalidade (2.41).

Neste trabalho o dominio inicial ¥, é normalizado. Considerando 8 a esfera unitaria em

L?(Q), o algoritmo € explicitamente dado por

v, e8
Ji (2.42)

9lz20)

U, = e 0 {sen[(l — 1;)80;]V; + sen(k;0;) } Vi, j €N,

onde ¢; é o Angulo entre g; e ¥; e k; € [0, 1] é o tamanho do passo determinado por uma busca
J.

linear a fim de minimizar o valor da fungdo objetivo F&(x)

Inicialmente, para todo ¢ € IN consideramos x; = 1 e assim, se ¥, < JF,,_, a rotina

_ Rj-1

verificamos novamente se a condicdo J,, < JF,,_; € satisfeita. Se em alguma iteraciio j o tamanho

atualiza todos os valores das varidveis. Caso J,, > J,,_; atualizamos a valor de «;

do passo na busca linear ~; for menor que uma dada tolerdncia numérica €, e a condigdo de
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otimalidade nio for satisfeita, entdo um refinamento uniforme em todo dominio €2 € realizado e

o processo de otimizagdo continua.

O processo de otimizagdo € interrompido quando a condi¢do de otimalidade 6; < €4 é

satisfeita em alguma iteragcdo, sendo £y uma dada tolerancia numérica.

2.3.2 Meétodo dos Elementos de Contorno

O método dos elementos de contorno (boundary element method ou BEM, em inglés)
¢ um método computacional para a solucao de sistemas de equagdes diferenciais formuladas
em forma integral. E aplicado em diversas dreas da engenharia, como em mecnica dos fluidos,
mecanica dos s6lidos, mecanica dos solos, acustica, eletromagnetismo e mecanica da fratura,
dentre outras. A principal diferenca entre o método dos elementos de contorno e o método dos
elementos finitos (método numérico mais tradicional e utilizado) é que no primeiro somente
o contorno do problema € discretizado (dividido em elementos). Isto, em muitos casos, reduz
drasticamente o tamanho do problema, além de simplificar a implementa¢@o de pré-processadores

(geradores de geometria e de malha).

O método dos elementos de contorno possui melhor desempenho que o método dos
elementos finitos em certas circunstancias, como por exemplo, quando o dominio de estudo for
infinito ou semi-infinito, como em problemas de acustica e mecanica dos solos, a representacao
mais simples do problema de contato e em problemas onde o contorno muda constantemente,

como € o caso de propagacdo de trincas.

Atualmente, o desenvolvimento de formulacdes rapidas do método dos elementos de
contorno, tais como o método dos elementos de contorno com expansao em multipolos (fast
multipole boundary element method (Liu, (2010))) ou o método dos elementos de contorno
com aproximacao cruzada adaptativa (adaptive cross approximation boundary element method
(Bebendorf, (2008))), tem aumentado muito a performance das formula¢des do método dos
elementos de contorno no que diz respeito ao custo computacional e ao armazenamento de dados,

tornando-o um método bastante vantajoso na grande maioria dos problemas de engenharia.

2.3.2.1 Equagéo Governante

Nesta se¢do, o problema de autovalor e autovetor serd considerado. A solucdo da equacdo
de Helmholtz fornece as frequéncias naturais ou fundamentais e os modos de vibracdo de um

sistema.

Segundo Partridge et al., (1992), o problema de autovalor € um caso particular do
problema mais geral. Este problema mais geral pode ser formulado da seguinte forma: Seja um
dominio €2, com uma fronteira [', como mostra a Figura 2.5 sujeito a uma equagdo governante
do tipo:

div(aVu) = b(x,y,u). (2.43)
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Figura 2.5 — Condig¢ao de contorno

Um problema pode ter varias condi¢Oes de contorno e com isso o contorno pode ser
dividido em vdrias partes [' =1'; U - - - UT',,, onde cada parte tem uma condi¢@o de contorno. As
condicdes de contorno mais utilizadas s@o do tipo Dirichlet, Neumann e Robin. Um exemplo de

condicao de contorno para o problema pode ser do tipo Dirichlet (2.44) ou Neumann (2.45) sdo

apresentados.
u =u em I (2.44)
0
u =7 em T, (2.45)
on

onde n é o vetor normal ao contorno I'.

Condig¢des de contorno mais complexas como, por exemplo, a de Robin, podem ser in-
cluidas, porém, como ndo sdo usadas neste trabalho, ndo serdo consideradas no desenvolvimento
da formulagdo.

O termo b pode ser fungdo da posi¢do (z,y) e também de u. Considerando b = —p%u

em (2.43) temos a equacdo em sua forma usual, que é dada por

div(aVu) + pu = 0. (2.46)

Considerando a vibracao da membrana mostrada na Figura 2.5, podemos observar que u
representa deslocamento transversal e u? = pA\?/E onde p e E sdo propriedades materiais e \

sdo as frequéncias naturais ou autovalores.

No nosso caso, devido ao problema ser autoadjunto, temos que todos os autovalores do
problema sdo maiores que zero, € neste caso ndo precisamos considerar o quadrado do autovalor.

Além disso, se considerarmos, sem perda de generalidade, o = 1 entdo
div(aVu) = Vu (2.47)
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2.3.2.2 Método de Reciprocidade Dual

Segundo Dias, (2020), a solucdo de (2.43) é dada pela soma de uma solu¢do homogénea

(V*uy, = 0) com uma solugdo particular (V2u? = b).

u = up + uP (2.48)

Em geral € dificil encontrar «” principalmente para problemas transientes e problemas
nao lineares. Assim, 0 Método de Reciprocidade Dual propde o uso de uma série de solugdes
particulares u? em vez de uma unica funcdo u”. O nimero de solu¢des depende da quantidade

de n6s do problema. A ideia do método consiste em aproximar o termo b por:

N+L
b Y a;f; (2.49)
j=1
onde N € a quantidade de nds do contorno e L € a quantidade de nds internos (Figura 2.6), «;

sdo coeficientes desconhecidos e f; sdo as fun¢des de aproximagao.

/

r

NOs do contorno ~a

Nos Internos

Figura 2.6 — N6s do contorno e nds internos

As fungdes de aproximacdo e a solugdo particular sdo conectadas por:

VAl = f; (2.50)

Substituindo (2.50) em (2.49) tem-se

N+L
b Y a; Vb (2.51)
j=1
e finalmente, substituindo (2.51) em (2.43)
N+L
Viur Y a;V2uh (2.52)
7j=1
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2.3.2.3 Residuos Ponderados

Pode-se afirmar que o MEC transforma um modelo formulado por equacdes diferenciais
parciais, que descreve matematicamente o problema fisico num dominio espacial e temporal, em

equagdes integrais envolvendo somente valores do contorno e/ou condig¢des iniciais.

A teoria das Equacdes Integrais mostra que € possivel realizar essa transformacgdo
através do emprego do teorema de divergéncia, dentro de um contexto matematico no qual as
caracteristicas dos operadores diferenciais viabilizem tais procedimentos. E necessario ainda
que haja o apoio de func¢des de auxiliares denominadas solucdes fundamentais. E também
possivel chegar a um equacionamento integral através de uma sentenca consistente de residuos
ponderados, na qual as solugdes fundamentais fazem o papel de fun¢gdes de ponderacdo. Assim,
o conceito central deste método consiste em substituir os valores exatos de u e p por solugdes
aproximadas. Além disso, os erros introduzidos em (2.52), podem ser minimizados se forem

ortogonalizados por uma funcao peso u*, conhecida como solu¢do fundamental, e sua derivada

*

q
ou*
* = . 2.
q o (2.53)

Com isso, multiplicando os termos de cada da equacao (2.52) lado por u* e integrando
ao longo do dominio, u e ¢ passam a ser os valores aproximados e forcando o erro induzido pela

aproximagdo a ser zero no sentido médio. Logo (2.52) pode ser reescrito como:

N+L

/Q(VQU)u*dQ = 2:1 aj/Q(VQUI;)u*dQ (2.54)
i

Aplicando a integracao por partes obtém-se:

/ (V2u)u'dQ) = / (V20 yu dS — / ¢*udl + / w*qdl (2.55)
0 0 r r
/Q(VQuﬁ?)u*dQ = /Q(VQu*)uﬁ' dQ—/Fq*zé' dF—l—/Fu*qf dr (2.56)
onde ¢} é dado por:
p_ Ouj
#= (2.57)
Substituindo (2.55) e (2.56) em (2.54)
/(VQu*)udQ—/q*udF+/u*qu:
0 r r
N+L
> a; (/Q(V2u*)u§ ds) — /Fq*u§ dl’ + /Fu*q§' dF> . (2.58)
j=1

Embora tenham aparecido integrais cujo dominio de integracdo € o contorno, ainda
existem integrais no dominio em (2.58), e por isso € necessario lidar com a solu¢ao fundamental

(u*) para eliminar as integrais no dominio.
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2.3.2.4 Solugao Fundamental

A forma de como escolhemos a solucdo fundamental influéncia diretamente na represen-
tacdo de (2.58), assim a escolha da solu¢do fundamental € feita por conveniéncia, de modo que
seja a melhor possivel. Dessa forma, a solu¢do fundamental € escolhida como sendo a solucao
da seguinte equacao:

V2u* 4 6; =0 (2.59)

onde ¢; € a fungdo delta de Dirac. A solucao fundamental representa o campo gerado por uma
fonte concentrada unitdria atuando no ponto ¢. O efeito da fonte € propagado do ponto ¢ até o
infinito, o meio de propagagdo tem as mesmas propriedades eldsticas que o meio que se deseja
analisar. A vantagem da escolha da fun¢ado delta de Dirac € que ela reduz o nimero das integrais

de dominio através da propriedade do Teorema de Gauss-Green.

/Q (V2 udQ = /Q (=6.)udQ = —u; (2.60)
/Q (V2 d = /Q (—6:)u? d2 = —ut, 2.61)

substituindo (2.60) e (2.61) em (2.58)

N+L

ciui+/q*ud1“—/u*qdfz Z
r r

J=1

a; (c,-u? — /Fq*ug? dl’ + /F u'qy dF) . (2.62)

onde ¢; é uma constante que depende da suavidade da geometria em que estd o ponto fonte.

1
2

presentes na Equacgdo (2.62) tem como dominios de integracdo, o contorno. Além do que, o

Caso seja uma geometria suave ¢; assume o valor de 5. Com isso, temos que as integrais
termo fonte foi substituido por integrais no contorno. O desenvolvimento da equacao (2.62) foi
feito considerando uma fonte concentrada atuando no ponto 7, consequentemente os valores de
u* e ¢* mudam de acordo com o ponto ¢. Com isso, para cada posi¢do de ¢ no dominio uma nova

equacao integral € obtida.

Em um meio isotropico bidimensional a solucdo de (2.59) € dada por:

= 217Tln (1) (2.63)

r

onde r € a distancia entre o ponto de aplicacdo da fonte concentrada e o ponto sobre consideragao.
A prova que (2.63) € solucdo de (2.59) € apresentada detalhadamente por Brebbia et al., (1992).

2.3.2.5 Discretizacdo do Dominio

Uma vez que todas as integrais de (2.62) estdo com o dominio de integra¢do no contorno,
€ necessario criar uma malha para discretizar o contorno I'. Existem varios tipos de elementos
para discretizar o contorno, como por exemplo: constante, lineares, quadratico. Segundo Dias
(2020), a forma do elemento € definida pela quantidade de nds que ele possui, elementos
com 1 no6 sdo chamados de elementos constantes, 2 nds sdo elementos lineares e 3 nds sao

elementos quadraticos. Os valores de u e ¢ ao longo de cada elemento serdo aproximado por

27



(a) Elemento Real (b) Elemento Intrinseco

Figura 2.7 — Elemento constante

funcdes polinomiais de acordo com a quantidade de nds. Neste trabalho sao utilizados elementos

constantes.

Os pontos iniciais e finais de cada elemento sdo chamados nds geométricos, pois definem
a geometria do elemento, elementos constantes possuem geometria retilinea e tanto u quanto ¢
sdo assumidos constantes ao longo do elemento. Os nds fisicos, também chamados de pontos de
colocacgdo ou simplesmente nds, é onde as grandezas fisicas sdo calculadas e se localizam no

ponto médio do elemento.

O elemento constante tem apenas um no, que estad localizado na posi¢do central do
elemento, como mostra a Figura 2.3.2.5, a coordenada intrinseca e a coordenada real sao
coincidentes, logo ndo ha necessidade do uso de funcdes de forma, o valor encontrado no n6 é
assumido constante ao longo de todo o elemento. O uso de elementos constantes simplificam a
formulacgdo e facilitam a implementacao numérica, porém, aumenta o custo computacional pois
necessitam de uma maior quantidade de elementos pra conseguir resultados precisos. Como o
no estd localizado na metade do elemento ele sempre estd em uma regido suave do contorno e

1

portanto ¢; = 3.

Uma vez escolhido o elemento, dividimos o contorno em N elementos. Esse proce-
dimento permite montar um sistema de equagdes lineares, aplicar as condi¢des de contornos

conhecidas e obter uma solucdo aproximada para o problema.

As variaveis sdo interpoladas ao longo dos elementos. A soma de todos os elementos

forma a fronteira I' € dado por:

N
= Z [y (2.64)
k=1
Discretizando (2.62), onde o sub-indices ¢ representam o ponto fonte e k£ o ponto campo,
obtém-se:
N N
ciu; + Z/ g udl — Z/ u*qdl’ =
k=1"Tk k=1"Tk
N+L N N
> ay (cm? — Z/ g uf dl’ + Z/ u*qy dF) . (2.65)
j=1 k=1"Tk k=1"Tk

Como estamos trabalhando com elementos constantes, tem-se que os valores de u e ¢
sdo constantes em cada nd. Assim, eles podem ser retirados das integrais. Ja f € definida e, u”

e ¢® sdo funcdes conhecidas que dependem apenas da geometria, portanto, também podem ser
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Figura 2.8 — Elemento constante.

retiradas das integrais e dos somatérios em k.

N N
cz-ui—FZu/ q*dI‘—Zq/ u*dl =
k=1 7Tk k=1 7Tk
N+L N N
S a <ciu§-’+u§2 [aar-g3 [ w dF). (2.66)
j=1 k=1"Tk k=1L

Portanto, existem apenas duas integrais para serem calculadas em (2.66):

¢ dl / u* dl (2.67)
Tk

I3

As integrais de (2.67) sdo chamadas de coeficientes de influéncia. Para simplificar a

equagdo e escreve-las na forma matricial sdo feitas as seguintes definicoes:
Hix = i, +/ q"dl’ G = / u*dl’ (2.68)
T Iy

onde ¢;; é o delta de Kronecker e possui valor 1 quando ¢ = k e valor 0 para as demais
combinagdes de ¢ e k. Substituindo (2.68) em (2.66) tem-se:

N+L

N N N N
S Hn— S Gaar = 3" a, (u S Hy— S G> | (2.69)
=1 k=1 j=1 k=1 k=1

Ao escrever os somatérios em k£ na forma matricial e agrupar os vetores u? e q;’ como

colunas das matrizes U? e QP pode-se escrever (2.69) na forma matricial
HU — Gq = (HU? — GQP)a. (2.70)
Por fim, para determinar a € necessario escrever (2.49) na forma matricial
b= Fa (2.71)
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onde cada coluna da matriz F' contem os valores de f; nos pontos da malha. Portanto, isolando a

tem se os coeficientes:
a=f"1 (2.72)

2.3.2.6 Solucao particular

A solugdo particular uP, sua derivada ¢” e a fungdo de aproximacgdo correspondente
usada no Método de Reciprocidade Dual nao sio limitadas pela formulagdo, contudo, a matriz
resultante /' ndo pode ser uma matriz singular. O procedimento consiste em propor uma fungao

f e entdo usar a (2.50) para encontrar u” e ¢P.

Neste trabalho foi adotado f como uma funcio de base radial: f = 1+ r, onde r é a

distancia entre o ponto fonte e o ponto campo. Para esse caso u” e ¢” ficam

r2 g3
P=—4— 2.73
W=t 5 (2.73)
Ox dy\ /1 r
Y +) 2.74
1 (T On Tya) (2 3 (279
onde r, e r, sdo os componentes de r na dire¢do x e y respectivamente.
2.3.2.7 A equagéao de Helmholtz
Para que se tenha o problema de autovalor e autovetor, basta considerar b = —\u em

(2.46), onde u € o deslocamento transversal da membrana. Assim, (2.46) pode ser reescrito como:

V2u+ M =0 (2.75)

A Equacio (2.75) é conhecida como equagdo de Helmholtz. Além disso, substituindo b
em (2.72) obtém-se:
a=-\F""u (2.76)

e, substituindo (2.76) em (2.70)

HU — Gq = MNHU? — GQ")F!u. (2.77)

Considerando S = (HU? — GQP)F ™', isto é possivel pois f € conhecida, pode-se
reescrever (2.77) como:
(H + \S)u = Gq (2.78)

que € a formulagdo final da equacdo de Helmholtz para o MEC.
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2.3.2.8 Autovalores e autovetores

A Equacgdo (2.78) foi estudada por Nardini e Brebbia (1983) que particionaram as
matrizes como mostrado abaixo:

Hy Hig| |w q1 :_qu
Hy Hyl |ug a2

Considerando o problema da barra vibratoria mostrada na Figura 2.5, a barra € fixada na

Gll G12
G21 G22

Sll 512
521 S22

Uy
] (2.79)
Uz

parte AD da fronteira, entdo u; = 0. Na fronteira livie ABC'D na figura a condicio prescrita é

g2 = 0, tal que a Equacgdo (2.79) pode ser reescrita como

H, H 0 G G S S 0
11 12 _ 11 12| |91 _ _MQ 11 12 (2.80)
Hy Hap| |us Ga1 G| |0 So1 Saa| |uz
donde
Hius — Gy = —M2512U2 (2.81)
Hoptig — Gorq1 = —p1*Saotia (2.82)
De (2.81) temos
Guq = Higug + (> Sious
¢ = G Higus + * G Siaus (2.83)
substituindo (2.83) em (2.82)
Hapus — Goy (G Higus + (° G Sipus) = —p*Sasu
(Hyo — G21G1_11H12)U2 = —M2(522 - Gﬁlslz)uz’ (2.84)
| S —
K M
portanto,
Ku = p*Mu (2.85)

onde K e M representam as matrizes de rigidez e massa, respectivamente. Além disso, a Equagdo
(2.85) é uma equacdo tipica de autovalor e autovetor, dela € possivel obter os autovalores e

autovetores utilizando procedimentos numéricos padrdes.

2.3.2.9 Algoritmo de otimizagao topolégica para o MEC

Para resolver os problemas de autovalor em uma membrana, uma rotina foi escrita em
MATLAB usando elementos de contorno constantes. O processo de otimizagao € realizado dentro
de um programa principal, onde uma nova topologia € gerada a cada iteracao. Inicialmente sao
fornecidos os dados de entrada com a geometria inicial, condi¢cdes de contorno, critérios de
parada. Uma malha regularmente espacada de pontos internos e uma malha do contorno sao

geradas automaticamente na iterac¢ao inicial para o dominio completo.
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O processo de otimizagdo € controlado por parametros definidos pelo usudrio e que
determinam o caminho da otimizagdo. Além disso podemos dividir o algoritmo em trés etapas
principais: Solucdo do MEC, Andlise de sensibilidade via Derivada Topoldgica e Otimizacdo da
topologia.

Na primeira etapa sdo montadas as malhas, organizadas todas as informagdes pertinentes

para o calculo numérico fornecendo como saida os autovalores e autovetores da geometria.
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Figura 2.9 — Exemplo de malha inicial

Em seguida € avaliada a sensibilidade do dominio, que consiste em utilizar os autovalores
e autovetores para calcular a distribui¢ao da derivada topoldgica na geometria. Por ultimo, nesta
etapa sao identificados os pontos de maior sensibilidade na malha interna e marcados para que
se possa implementar os furos de acordo com o tipo de selo escolhido. Ja na dltima etapa € feita
a otimizagdo da geometria inicial removendo as zonas de maior sensibilidade e gerando uma

nova geometria.

Caso o critério de parada seja atingido para essa nova geometria, termina a execucao da
rotina, do contrario o cddigo utiliza a nova geometria como entrada para a proxima iteracao e

repete o processo.

A Figura 2.10 mostra um esquema do procedimento de rotina. As principais etapas

realizadas durante o processo de otimizacao siao resumidas como:

1. Um dominio inicial e um critério de parada sdo fornecidos.

2. Resolva o problema BEM calculando os campos de tensdo e deformacao para todos os

pontos internos.

3. Avalie a derivada topoldgica para todos os pontos internos usando o funcional a ser

otimizado.

4. Selecione os pontos internos com a menor/maior derivada topoldgica e crie furos remo-

vendo os pontos selecionados.

32



5. Construa a nova geometria e remodele o modelo BEM.

6. Verifique o critério de parada. Retorne a Etapa 2 ou termine o programa se o critério for

satisfeito.

b ||:> MEC

Passo 2

e e
o i

Critério de parada DT
Passo 6 - Nenhum remalhamento &
ﬂ Passo 3 necessario

HR - Novos elementos séo adicionados
<:|| - nas areas de intersec¢éo entre o
dominio e o selo

R

E removidos Pontos de maior sensibilidade sdo
Passo 5 selecionados
Passo 4

Figura 2.10 — Esquema da metodologia numérica para MEC.

Assim uma estratégia de remog¢ao de material € implementada com base em uma geo-
metria predefinida que chamamos de Tipo de selo. A ideia consiste em selecionar uma forma
geométrica do furo que serd colocado nas dreas com baixa eficiéncia, conforme mostrado na
Figura 2.11. A qualidade geométrica da topologia final dependerd fortemente da forma e do
tamanho do carimbo geométrico. Os diferentes tipos e tamanhos de 7ipo de selo e seus efeitos

na topologia final também sdo mostrados na Figura 2.11.

Para evitar um aspecto geometricamente recortado, recomenda-se uma grade mais refi-
nada de pontos internos, o que faz com que os raios dos furos diminuam. Porém, € importante
notar que, ao aumentar o nimero de pontos internos, o custo computacional também aumenta
significativamente. Esse problema pode ser superado gerando um deslocamento de uma grade de

pontos internos durante as iteracdes intermedidrias.

O uso de um deslocamento de grades internas também pode resultar na perda de algumas
informacdes do dominio ao realizar a anélise de sensibilidade topoldgica, mesmo ao usa-la em
algumas iteracdes intermedidrias. O uso de um deslocamento de pontos internos é adequado
para ampliar furos, para minimizar o aspecto denteado da geometria final ou quando apenas a

otimizacao da forma estd em anélise.

Outra alternativa € definir uma malha grosseira das grades internas para as iteragdes

iniciais (acelerando a otimizacdo) e refind-la gradualmente conforme o critério de parada é quase
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alcancado (reduzindo as irregularidades na geometria). Finalmente, um processo de alisamento
pode ser aplicado na topologia final como uma etapa de pos-processamento, eliminando com-
pletamente qualquer aparéncia de "dente de serra". O uso de todas essas estratégias € possivel

devido aos recursos fornecidos pelo BEM.

Tipo de Selo Off-set de pontos internos

i:i Quadrado
‘{:} Pentagonal

{:} Hexagonal

@ Octogonal
' + Ponto Interno — Baixo TD

o—o Elemento do Contorno

Usado para:
- Iteracéo intermedidria;

+ 4 ++ + 4+ 4+ H
+ 44+ 4+ + 4+
R e

- Otimizacéo de formas;

- Aumentar furos (se
houver);

+ 4+ 4+
+ 4+ ++ ++ 4+ o+

- Suavizar a geometria
final (um deslocamento
refinado é empregado).

z

Selo Hexagonal

Figura 2.11 — Estratégias adotadas para retirada de material.
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3 Equacao de Helmholtz Modificada

Neste capitulo serd apresentada a formulacdo matemadtica para a derivada topoldgica da
equacao de Helmholtz modificada e também a derivada para as duas aplicagdes estudadas neste

trabalho: problema de autovalor e problema de difusao.

3.1 Formulacao do Problema

Para fazer o estudo tedrico da derivada topoldgica é considerada a equagdo de Helmholtz

modificada, cuja formulagdo forte é dada por:

Encontre u tal que
—div(aVu) + pku = f em Q (3.1)
u = 0 sobre 0.

onde k£ é uma fun¢@o estritamente positiva e os valores de a(x), p(z) e f(x) sdo definidos na

tabela a seguir.
Tabela 3.1 — Valor de o(z), p(z) e f(x) em

a(z) plx) [f(z)
Q\w | B Po Jo
w 051 P1 J1

Observacao 3.1 O significado fisico das varidveis u, o, p e [ serdo apresentadas em cada um

dos problemas analisados no Capitulo 4.

Com isso a formulacao fraca é dada por,
u € Hy(Q) : /aVu -Vn+ /pkun = /fn Vn € Hy(9Q). (3.2)
Q Q Q

Para que a notacao ndo fique muito carregada, comete-se um abuso de notagdo e nao
indica-se em quais varidveis estd-se integrando. Mas em geral, € calculada uma integral de drea

ou integral no contorno quando o dominio de integracdo for o contorno.

E considerada uma perturbac@o ndo suave confinada em uma pequena regido B., entdo

sdo definidos os parametros de perturbacao:

35



Tabela 3.2 — Valor de ., p. e f. em € Tabela 3.3 — Valor de 7,, 7, € ¢ em €2

Qe Pe Je Yo T f
Q\B. | « p f Q\w 0610661 /71/751 flfo_i
B: |7 vp st w |ar popr - folt

Na Figura 3.1 apresenta-se um esquema no qual € possivel retirar material aonde ainda
nao foi retirado e recolocar material aonde o mesmo j4 havia sido retirado. Além disso n € a
direcdo normal na fronteira e a mesma € sempre considerada na dire¢do externa a fronteira de
Q..

Figura 3.1 — Dominio com as possiveis trocas de materiais.

Com isso € possivel definir o problema perturbado:

Encontre u,, tal que

—div(a.Vu.) + pku. = f- em
u. = 0 em O 3.3)
] =0 sobre OB. .
[ecVu.] - m = 0
cuja formulagdo fraca é dada por
u, € Hy(Q) : Q%VU8 -Vn+ /ngk:uen = /Qfan Vn € Hy (). (3.4)

3.2 Existéncia da Derivada Topologica

Uma vez definidos o problema ndo perturbado (3.1) e o problema perturbado (3.3), é
possivel mostrar a existéncia da derivada topoldgica. Ao demosntrar o lema a seguir, garantimos
que os funcionais de forma considerados sdo continuos em relagdo ao pequeno parametro ¢, €,

portanto, diferencidvel no sentido de (2.17).

Lema 3.1 Seja u solugcdo do Problema (3.1) e u. solu¢do do Problema (3.3). Entdo:

[ue = ullmy (o) = O(e). (3.5)
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Demonstracdo. Ao fazer diferenca entre (3.4) e (3.2), tem-se:

/QoesVuE - Vn—/Qonu-VnJr/stkusn—/kaun = /Qfsn— /an- (3.6)

Ll L2 LS

Ao desenvolver Lq, L, e L3, obtém-se:
L, = a.Vu. -Vn — /aVu -Vn

Q Q

= / a:.Vu. - Vn+ / a.Vu. - Vn — / aVu-Vn
Q\B: B O\Be

—/ aVu-Vni/ YoVu - Vn
B. B.

= / a.V(u. —u) - Vn +/ a:V(u. —u) - Vn — / (1 —74)aVu-Vn

Q\B- Be B:

= /QaEV(uE —u)-Vn— /Bs(l — Ya)aVu - V1. (3.7)

L2 = /pskusn_ /Pkuﬁ
Q Q
= / pgku€77+/ pgkugn—/ pk‘un—/ pkuni/ ypkun
Q\B. B. Q\B. B. B.

= ck(ue — / ck(ue — _/ 1 - k
/Q\BE/) (ue —u)n + P (ue — )y BE( Vo) pkun

_ /Q pok(ue — u)n — /B (L= )phun. (3.8)

Ly = [fn= [ n=—[ @=2n (3.9)

Em seguida s@o substituidos os valores de Ly, Ly e L3 em (3.6)

/QO(EV(US —u)-Vn+ /ngk’(ua —u)n =

+ /B (1 =7a)aVu-Vn+ /B (1 = 7p)pkun — /B (L—p)fn (3.10)
Ao considerar = u. — u, tem-se:

/Q%HV(Ua —u)||* + /stk(ue —u)? = /B (1 —~a)aVu - V(u: —u)

€

+/B€(1—7p),0ku(ug—u)—/ (1—7p)f(ue —u). (3.11)

Ao utilizar a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o fato de u ser Lipschitz continua,

tem-se

/B (1=7a)aVu-V(ue —u) < ¢1||Vull 2|V (us — )| 228, < cr€]|ue — ul gr). (3.12)

/ (1 =) pku(u: —u) < callull 2 lJue — vl L2(B.y < cogllue — ull g (q)- (3.13)

€
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/B (L =) f (ue — u) < sl fllzsollue — ullr2m.) < csellue — ullmo)- (3.14)

€

Portanto,

Jacll V=l + [ pok(ue = w)? < exelu. — uln o). (3.15)
Por outro lado, pela coercividade, obtém-se a seguinte desigualdade:

Tl = g < /QOzEHV(ug —u)|)? +/Qp5k<u5 ). (3.16)

Com isso, ao substituir (3.15) em (3.16), tem-se:

T||ue — u||%11(9) < cgllue — ul| gra)- (3.17)

que conduz ao resultado
|ue — ul|g1 () = Ce. (3.18)
OJ

3.3 Calculo da Derivada Topoldgica

A partir dos problemas apresentados em (3.1) e (3.3) pode-se calcular a derivada topol6-

gica para os seguinte funcionais de forma:

(u) = /ka:(u)2 e Ju)= /Qa||VuH2 (3.19)
onde serdo formulados dois teoremas a respeito dessas derivadas topoldgicas.

Teorema 3.1 Considerando os funcionais de forma
S(uw) = [pk? e G(u) = [ pek(u)? (3.20)
onde u é solucdo de (3.1) e u. € solucdo de (3.3), entdo a derivada topologica de G é dada por:
DG = —20P,Vu - Vg — k(1 — ,)pulu + g + (1 = 77)af. (3.21)

onde q solucdo do problema adjunto

g€ Hy(Q): /Qonq -V + /ka:qn = —2/kaun vy € HL(Q), (3.22)
e o tensor de polarizacdo P é
1=
P = I. 3.23
14+ 7 ( )
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Demonstracdo. Antes de iniciar a demonstracdo do teorema € apresentada uma igualdade auxi-

liar:

ul —u? = (U — u)u+u — uou £ (v — u)u
= 2(ue — w)u + u® — uou — uou + u?

= 2(ue — w)u + (ue — u)? (3.24)
assim, quando € considerada a diferenca entre os funcionais apresentados em (3.20) tem-se:

§e(u) = §(w) = [ pok(u)? = [ pk(u)?
= fop el + [ phr(ue)? = [ ph(u)? & [ ph(uy
-/ PR [ ok = [ pk(w?+ [ phra(ue)? = [ ok
= [ pk? = [ pk(w?+ [ pho)? = [ ph(ue)?
= [ k() = @) = [ (1= 2)pk(u)?
= 2 ph(ue —upu— [ (1= )ph(ue)?+ [ ph(ne — ). (3.25)

As &1 (8)

Para A, tem-se:

Ay = /(1—’yp)pk'(ue)2

£

= [ (1= )ph(us =+

= [ 0=k + [ (U= )pk(ue — ) +2 [ (1= )ph(ue —u)u
€2(¢) €s(e)
= [ (U= )ok (@) + [ (= ok()® = (1= ) ph(u)(2) +E2(0) + Ea(c)

ea(e)

= 7m(1—v,)pk(u)*(2) + > &i(e). (3.26)

2

Observa-se que (3.10) é igual a
/@V(uE —u)-Vn+ /pk(us —u)n =
Q Q
- VE-V—/ 1— kg—/ 1— (327
/BE”YOC us - Vn Bg( Vo) Pkuen BE( Vi) fn, (3.27)
e ao fazer n = g em (3.27) resulta em:

/Qav(ua —u)-Vqg+ /ka:(ue —u)q =

— | (1 =9a)pVu. - Vg — /B (1 —,)pku.q — /B (1—75)fq. (3.28)

BS €
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Ao considerar n = u. — u em (3.22), obtém-se:

/QaV(u(E —u)-Vq+ /ka:(ug —u)q = —2/ka:u(ua —u), (3.29)
além disso, € possivel observar que o lado esquerdo de (3.28) e (3.29) sdo iguais, e o lado direito

de (3.29) € igual a — Ay, assim

—A; = / (1 —va)aVu. - Vg+ /B (1 —7,)pku-q— /B (1—7¢)fq. (3.30)

€

As Ay As

Para A5 e A, tem-se:

As = /B(l—%‘)fq

€

= [ =@ + [ (0 =)lfe- (@)

Es5(¢)
= 7 (1 —77)(fa) (&) + &5(e). (3.31)

Ay = / (1 —v,)pkucq
(R P T——

- / 1—%pkuq4r/ (1 =) pk(u: — u)g

E6(¢)
= / (1 = 7,)pk(ug)( +/ (1 = 7,)pklug — (uq)(2)] +E6(¢)
E7(e)
= we*(1 —,)pk(uq)(2) + Eq(e) + E7(¢). (3.32)

Ao se adicionar e restar (fq)(Z) e (uq)(%) nas Equagdes (3.31) e (3.32) respectivamente,
estamos comnsiderando na realidade f(%)q(%) e u(%)q(%), mas para que a notagdo ndo fique
muita extensao optamos por escreve-la na forma mais compacta. Dessa forma as funcdes sao
avaliadas no ponto (Z) e por isso as respectivas integrais nas equagdes tem como resultado a
medida da regido de integracdo. Essa notacdo continuard a ser usada nas préximas vezes que for

usado o truque de somar e restar os termos integrados na bola.
Para calcular A3 é utilizado um ansdatz para a expansao de .,
us(z) = u(x) + we(x) + u.(x), (3.33)
onde u € solugdo de (3.1), w. € solugdao do problema exterior e . € um residuo.

Com isso pode-se escrever As da seguinte forma,

A = / (1 —v4)aVu. - Vq

= /B (1 —7a)aV(u+ w. +1a.) - Vq

= /Bs(l — Ya)aVu - Vq—i—/BE(l — Yo )aVw; - VQ+/138<1 —Ya)aVi. - Vq. (3.34)

Ag A7 &g (5)
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Dai,
/ (1 —~4)aVu- Vq
/ (1= 7a)aVu - ti/ (1 — 7a)a(Vu - Vg)(2)

/ (1 —vo)a(Vu-Vq)(2)+ /B (1 —va)aVu-Vqg— (Vu-Vq)(z)]

Eo(e)
= 71 — v)a(Vu - Vq) (&) + Eg(e). (3.35)

Para determinar A; substitui-se (3.33) em (3.4),

— div{a:V[u(z) + we(z) + @ ()]} + peklu(z) + we(z) + U ()] — fo =
— div(a.Vw,) — div|a. V. (z)] + pkw. + pekt.(z)
—div(a.Vu) + pku— f. = 0. (3.36)

Ag
Ao reescrever os termos de Ag, tem-se:
A — —c‘liv(aVu) + pku — f se re€Q\ B (337)
—Yodiv(aVu) + y,pku — v f se  z € B..

Logo Ag = 0 por (3.1).

Assim (3.36) pode ser escrito como:

—div(a.Vw,) — divja. Vi ()] + pkwe + pku.(z) = 0. (3.38)

Também pode-se calcular o salto do gradiente no problema perturbado,

0=[a.Vu] - n = —(1—7)aVu(z) n+ [a.Vw] n+[a.Vi] n
= (1= )aVu(®) - n — (1 - 12)aV2u(y)(@ — ) - los,
+aVw.] - n+ [a.Vi.] - n
= —(1 —7y)aVu(@) -n —e(l —7y)aViuly)n-n
+aVw ] - n + [a.Vi.] - n. (3.39)

Agora, ao utilizar (3.38) e (3.39), € possivel montar o problema exterior quando £ — 0:

Encontre w,, tal que
—div(a.Vw,) = 0 em R?,
IS w. — 0 quando |z| — oo, (3.40)
€ = 0
lewe] sobre 0B, .
[acVw:] -n = a

onde & = (1 — v,)aVu(Z) - n.
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Além disso, também € possivel construir Vi, de tal forma que ficam compensadas as

discrepancias introduzidas por termos de ordem superior em €, bem como pela camada limite

Vw, na fronteira exterior €).. Isto significa que o residuo u. deve ser solugdo para o seguinte

problema de valor de contorno:

Encontre u., tal que
—div(a.Vue) + pku. = phw. em  Q,
P U, = —w, em 0f),
il = 0
B [%] sobre 0B. .
[a:Vu.] - n = &g

onde g = (1 — 7,)aV3u(y)n - n.

(3.41)

E demostrado no Lema 3.3 que o residuo, apresentado no problema acima, possui uma

estimativa na forma ||t || 1) = o(e).

Sabe-se que a solucdo de P, conforme Novotny e Sokolowski (2014, pag. 88) em

coordenadas polares € dada por:

w.(r,0) = r(ty cos O + ty sen ),
w.E(r,0) = (T cos 0 + Ty sen ).

onde w,.’ é a solu¢do de w. em B, e w.© é a solu¢do de w. em R? \ B..

Da condi¢ado de continuidade,

£2t1c08 0 + %tasen 0 = Ticos O + Tysen 6.

Da condigdo do salto da derivada e ao considerar Vu(z) = (a, b), tem-se

1 1
Yat1€08 0 + Yatasen @ + —Ticos 0 + —Thsent = (1 —7)(acos + bsen).
€ €

Assim, obtém-se o seguinte sistema

€2t1 = T1
Yati + 271 = (1 = 7a)a.

Ao considerar P, = }jg“, tem-se que a solugdo do sistema (3.45) é dada por

t1 = Paa € T1 = €2Paa.
De forma anéloga,

ty = Pab € T2 = EQPab.

Logo,
w.'(r,0) = Pyr(acos® + bsenf),
w:e(r,0) = POC%(a cos 0 + bsenb).
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Portanto,

we(z) = P,Vu(Z)-(x—27) em B, (3.49)
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we(r) = ———=PoVu(?) - (r—2) em R?\B.. (3.50)

|z — 2]
Em B., pode-se escrever
Vuw:(z) = P,Vu(), (3.51)

de forma que Vw,(z) é uniforme na bola B..

Agora ao substituir (3.51) em A7, obtém-se

A, = /(1—704)0ch‘l-Vw‘E

€

= (1-7)aVa(@) - [ PuVu(@) + [ (1 70)aPaVu(@) - [Vg - Va(#)

= (1-7)aVq(@) - [ PaVu(@) + €(e)
= 73 (1 — Ya)aPVu(g) - V() + E10(e), (3.52)

onde
€10() = [ (1=7a)aP.Vu(@) - [Vg = V(@) (3.53)

Dando continuidade, substitui-se (3.35) e (3.52) na equacao (3.34),

10
As = w1 —ya)aVu(d) - Vq(2) + 123 (1 — 7o) aPaaVu() - V(&) + ) &i(e)
=8
10
= 2me’aP,Vu(Z) - Vg(2) + > &;(e). (3.54)

1=8

Mais uma vez, ao substituir (3.31), (3.32) e (3.54) em (3.30), tem-se:
10

Ay = me’[=2aPo(Vu - V) (2) — (1 = 7,)pk(uq)(2) + (1 = ) (fa)(2)] + D_ Ei(e). (3.55)

1=5

Finalmente, substituindo-se (3.26) e (3.55) em (3.25) obtém-se

Se(u.) — G(u) = me?[—2aPo(Vu - Vq) (%)

— (1 =) pk(u® + uq)(2) + (1 —vp) (fQ) (&) + D &i(e). (3.56)

=1

Por ultimo, ao considerar que f(¢) = me?, pode-se concluir que a derivada topolégica de

G € dada por:

Dr§G = —2aP,Vu-Vq— (1 —7,)pku(u+q)+ (1 —74)fq. (3.57)
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Teorema 3.2 Considerando os funcionais de forma
I(u) = /QozHVqu e J.(u.) = /Qoz5||Vu5H2, (3.58)
onde u é solugcdo de (3.1), u. é solugcdo de (3.3) entdo a derivada topologica de J é dado por:
Dr(d) = —2aP,Vu - [Vu+ Vp] — k(1 —v,)pup + (1 — v¢)pf, (3.59)
onde p solucdo do problema adjunto

p € Hy(Q): /Qonp-VH/kapn = —2/Qaw-vn Vn € HYQ), (3.60)

e o tensor de polarizacdo P, é o mesmo definido em (3.23).

Demonstragdo. Ao considerar n = u em (3.2) e n = u. em (3.4) tem-se:

9o(u) = 3w) = [ foue = [ fu— [ pok(u)?+ [ ph(w)?. (361)
B Ba

Assim € possivel determinar B,

B = | fu.— [ fu
- /qus—/ﬂfu—/&(l—Vf)fuei/Qf(uf_“)

_ iz(/( - __.L/[ 1— . -—-‘}( L —u). 3.62
[ =)~ [ (1= fue = [ fu =) (.62
Ao observar que By = G(u) — G.(u.), pode-se reescrever By como:
B, = —Q/ka(u8 —u)u —|—/ (1 —,)pk(u)? — /Qplc(u8 —u)?. (3.63)
B:
—_———
&11(e)

Logo, ao substituir (3.62) e (3.63) em (3.61) tem-se

J-(us) —J(u) = Q/Qf(ue—u)—Q/ka(ug—u)u—/ﬂf(us—u)

Q= ok(u)? = [ (=) fu+En(e). (G64)
Para reescrever (3.60) € utilizado a Equacdo (3.2) e € considerado n = u. — u,
/Qonp -V(ue —u) + /kap(uE —u) = —2/Qf(u€ —u) + 2/kau(u6 —u). (3.65)
Ja ao fazer n = p em (3.27) obtém-se,
/Qav(ua —u)-Vp+ /ka(ue —u)p =

[, (0 =)V Vot [ (1= y)pkup— [ (1=p)fp. (.66
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Dando continuidade, observa-se que o lado esquerdo das Equagdes (3.65) e (3.66) sdo iguais, €

que o lado direito da equagdo (3.65) € igual a (—Bs), logo B3 pode ser escrito da seguinte forma,

By = —/35(1 —Ya)aVu, - Vp — /Bfl — Vo) pkuzp + /Bfl =) (3.67)

Para determinar B4, considera-se = u. em (3.2) e » = v em (3.4)

/ avVu - V. + / pkut, — / fue, (3.68)
Q Q Q
/ .V, - Vu + / ek — / fou. (3.69)
Q Q Q

Ao fazer a diferenca entre (3.69) e (3.68) tem-se:

(1 —7v4)aVu, - Vu—i—/ (1 —,)pkuu = /qus—/gfguzl:/Bgfu

Be
Bs (1 —74)aVu, - Vu+/ (1 —,)pkuu = /Qf(uE —u) +/Bg(1 —v¢)fu. (3.70)
Assim,
B, = — Bs(l — Ya)aVu, - Vu — /Bs(l — ) pku.u + /Bs(l —f) fu. (3.71)

Logo, ao substituir (3.66) e (3.71) em (3.63), tem-se:

0w) = 30w) = —[ (1=ra)aVu. - Vo— [ (1=s)oup+ [ (1=3))p
[, 0=V Vu— [ (1ot [ (1) fu

€

Q= p(u)? = [ (=) fue + €n(e)

5

= —/Be(l —fya)aVug~Vp—/B€(1 — Yp) PUD

Bsg By
+/BE(1 =) fp = /Be(l — Ya)aVue - Vu
Bio B
Q= pue =)= [ (=) (= w) +E0(0). BT2)
€12(e) €13(e)

Dessa forma,

By = /Be(l — Vo) phuep & /35(1 — Yp)pkup
= /Be(l — Vo) pkup + /Bs(l — Vo) pk(ue — u)p £ /Be(l — ) pk(up)(2)

= [ (0= )ph(up)(@) + [ (1= 3)okup — (wp) @)+ [ (1= 7)pk(u: — wlp

€

814(8) 815(5)
= 7w (1 —7,)pk(up)(2) + E14(c) + E15(). (3.73)
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Bo = [ (== [ 1-2)(»E)

/.
— /36(1—yf)(fp)(:fz)+/38(1—7f)fp— (1 =71)(fp)(2)

E16(e)
= 1?1 —77)(fp)(@) + Ex6(e)- (3.74)

Agora, para calcular Bg e By, € necessario definir um ansatz para a expansao de .,

cujas contas s@o andlogas ao que foi feito de (3.33) a (3.48).

Dessa forma,

By = 2w52aPa(vu-vp)(i~)+i&i(s). (3.75)
By = 2ngaPa(vu-vu)(£)+§j &i(e). (3.76)
onde h

inle) = :/ (1 - 7a)aVi.(z) - Vp. 3.77)
€se) = [ (1=7u)alVu-Vp — (Vu- Vp)(@)]. (3.78)
€n(e) = [ (1-7)aVu. - [Vp - Vp(@). (3.79)
Eale) = /B (1= 7)aVii(2) - Vu. (3.80)
Eor(e) = /Be(l—’ya)oz[Vu-Vu—(Vu-Vu)(:f:)]. (3.81)
Eon(e) = /B(l—’ya)onwE~[Vu—Vu(£)]. (3.82)

£

Finalmente, substitui-se (3.73), (3.74), (3.75) e (3.76) em (3.72),
J-(us) — (u) = —2m*aPo(Vu - Vu)(2) — 2me?aP o (Vu - Vp)(2)

— me*(1 = 7,)pk(up)(2) + *(1 —vp) (fp) () + D &i(e). (3.83)

=11

Por dltimo, considera-se que f(¢) = we?, e assim pode-se concluir que a derivada
topolégica de J é dado por:

Dy(9) = —2aP,Vu - (Vu+ Vq) — (1 —v,)pkug + (1 — v¢) fq. (3.84)

3.4 Estimativas dos Termos Remanescentes

Nesta secdo serdo calculadas as estimativas dos termos remanescentes do calculo da

derivada topoldgica do problema coercivo apresentadas nas Se¢do 3.3.

Antes de calcular a estimativa dos residuos serd necessaria a demostracdo dos resultados

a seguir.
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Lema 3.2 Seja w. definido em (3.33) e solucdo de (3.40), entdo
||we | 2(0) < Ce*y/|Ing| = o(e). (3.85)

Demonstragcdo. Ao considerar R > 0 tal que {2 C Bg onde Bg € a bola centrada em 7 e raio R,

entao tem-se:

[wel|Z2q) =/Q|w€|2 < /BR/JEI<:|wE|2 =/Bs|wg|2+/BR\BE |w, |2, (3.86)

Para calcular essas integrais é considerada a solucdo de w. apresentada em (3.49) e

também sdo utilizadas coordenadas polares, assim obtém-se:

/ clw.|* = / c[PVu(z) - (x — 2)]> = ¢ /E rrdr = c3et, (3.87)

B, B, 0

2
2 € n ~
clw.|* = c|P,b———=Vu(@) (x — &
Joma 0P = fon l To—ap @ >]

ket , 4 (Rdr 4

= c4/ —rordr = cse / — =c5¢"(InR — Ilne). (3.88)
e T e T
Portanto,
el |20y < y/eset + csetline| < Ce\/|ine]. (3.89)
O
Lema 3.3 Seja u.(z) definido em (3.33) e solugdo de (3.41), entdo

el a1 (@) < C™ = ofe). (3.90)

Demonstracdo. A forma fraca do problema definido em (3.41) é dada por:

i el : /asvag - V77+/p€k:657] _ —/pekw577+8/ g Vpe HAQ), (391)
Q Q Q 0B:

onde
U = {p e H(Q) : ¢loq = —w.}, (3.92)

Seja ¢. € U. logon = @i. — . € HL(Q) e ao substituir  em (3.91), tem-se

Jacl Va2 + [ ookl = [ ava. - Ve - [ pokip. -
Q Q Q Q

- /pakwaﬂa + /pakwa(pa + 5/ gue — 5/ gpe (3.93)
Q Q 0B: 0B.
Pelo Teorema da divergéncia tem-se:

_ / a.Vi. - Vi, = / div(a.Va.)p. — / 00 BnTle — / [0.Va] ne.  (3.94)
Q Q o0 0B:
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e ao substituir (3.94) em (3.93), obtém-se:

€ ~a 2 sk ~82 /d € ~a a_/ € 5an~a_/ £V~a : €
oVl + [ pek(a)? + [divioVide. - [ pepcdiii— | [o:Va] - ng

Eq Es E3
_/ pskaegoe = _/ pskwsae + /,ngngOE _H’:/ gﬁe - g/ gPe (395)
Q Q Q 0B: 0Be¢
N———— N————’ N———
E4 E5 EG

Juntando £, F; e E5 em uma Unica integral tem-se:

E7 = / [diV(O{EVﬂs) - pekas - pskwe]gps (396)
Q

assim, por (3.41) tem-se que F; = 0. Além disso tem-se que 3 = Fj.

Como . € U, segue que ©:|loq = —w-, e com isso
By — / peWeBnTie (3.97)
o0

Logo (3.95) pode ser reescrito como:

/ |V |? + / pk(@)? = — / pekwii, — / D000, +e / gi.  (3.98)
Q Q Q o0 0B:

E8 E9 E10

Calculando Eg

|Es| = ‘/Qpakrwaﬂe < Hwe || L2y | e 200) < 62\/|ln5|||a5||H1(Q) (3.99)

Como w,|gsq = he® onde h = Vu(z) - (x — Z) logo

Py
[le—2[?

| Ey| = < Nl 2 o0y |9ntie | -17290)

2 / ph0, .
a0

< Vi 2 (e) < &l m)  (3.100)
Por ultimo

€ / g
0B:

| Eyo| =

< ellgll g1z 1Tl 117208,

< ellgllramolliells. < e*llelm@ (3.101)
Assim, pode-se substituir (3.99), (3.100) e (3.101) em (3.98)
J eIVl + [ ocklie < (2 linel + 29l oy < & linelclln (3102
Por outro lado, ao usar a coercividade, tem-se
el oy < [ acllVEl® + [ pokficf (3.103)
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Assim pode-se substituir (3.102) em (3.103), e obtém-se:
e < &ylnelllme) (3.104)
que conduz ao seguinte resultado
||| 1) = Ce?y/|ine| = o(e) (3.105)
OJ
Lema 3.4 Seja u solugcdo do Problema (3.1) e u. solucdo do Problema (3.3). Entdo
[ue — ul|2(q) < Ce'° = o(e). (3.106)

Demonstragdo. Para fazer a demostracdo deste Lema considera-se a expansao de u.

apresentada em (3.33) e usando (3.105), temos
||u5 - u||L2(Q) = st + ﬂ5||L2(Q) < ||w5||L2(Q) + ||ﬂ5||L2(Q) = O(é‘). (3107)
Il

De posse dos resultado apresentados, pode-se estimar 0os termos remanescentes.

Ao utilizar o Lema 3.4, tem-se:

&i(e) = /ka;(ue —u)® < Cifue — ul[72(g) < Cog® ) = o(&?). (3.108)

&() = [ (1= p)phlu: — ul® < Clluc = ullfagp)

€

< Cilfue — ul[F2() < Coe® ) = 0(e?). (3.109)
Para estimar €3(¢) utiliza-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o Lema 3.4,

€a() =2 (1= )pk(us = wpu < Cullul o, lue = ullez(s,)
< OQ€||U5 — U||L2(Q) g 03€2+6 = 0(82). (3110)

Ao usar o fato de u ser Lipschitz continua e fazer a mudanga para coordenadas polares,

obtém-se:

&(2) = [ (1=,)pk(w)? = (1= 7)pk(u)*(@)

€

<C'1/ Hx—ch<02€/€rdr§0353:0(52). (3.111)
Be 0

Para determinar os préximos residuos é considerado uma fungdo auxiliar ¢ € H}(Q),

assim tem-se:
/ (1—7)f[6 — 6(2)] < 01/ lz — 2| < 025/ rdr < Cse® = o0(s?).  (3.112)
B: B. 0
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Com isso, ao considerar ¢ = g e ¢ = p, tem-se que E5(g) = o(e?) e E15(e) = o(e?).
Para os residuos Eg(g) e €15(¢), pode-se calcular:

/B (1 —y,)pk(ue —u)p < Cil|9] r2soy | Jue — ul|r2s.) < Cse = o(€?). (3.113)

Novamente, ao considerar ¢ = g e ¢ = p, tem-se E¢(g) = 0(?) e &15(¢) = o(£?).

Para determinar os préximos residuos, considera-se fato de que ¢ e u sdo Lipschitz

continuas e ao fazer a mudanga para coordenadas polares, tem-se:

/B (1 — ) pkuld — $(2)] < 01/35”9” _ 3 < Cga/osrdr <Oy —o(e?).  (3.114)

£

Na equagdo acima, considera-se ¢ = ¢ e obtém-se £;(¢) = o(e?). E para ¢ = p, obtém-se
&14(g) = o(&?)
Para o célculo dos residuos Eg(¢), €17(¢) e Ex(€), usa-se também a imersao de H'(2)

em L?(02).

/ (1 =7a)aVie(z) - Vo < C|[Vae ()28, [Vl 128,

Be

< Ot ()| gy |18l 1) < Cclltiz(2)|| g < Ce*™° = o(e?). (3.115)
Portanto, ao considerar ¢ = ¢, ¢ = pe ¢ = u, obtém-se Eg(c) = 0(£?), E17(¢) = o(e?)
e Eg0(e) = o(?) respectivamente.

Para determinar os residuos €y (), E15(c) e €a1(¢) utiliza-se a desigualdade

/ (1 ya)aVu - [Vé — Vé(2)] < C/ e — || < g/ rdr <O =o(?).  (3.116)
Be Be 0

Com isso, ao considerar ¢ = ¢, ¢ = pe ¢ = u, resultaem Ey(c) = o(e?), E15(¢) = o(e?)
e £21(e) = o(?) respectivamente.

Para os residuos €19(¢), E19(¢) € Ea2(¢) é usado o fato de ¢ ser Lipschitz continua, logo

/ (1 —va)aVuw, - [Vo — Vo(2)] < C/B (x—2) -Vw. <C|[ en-Vu,

B

€

< Celln|| 2@ | Vw: | 120y < C2||we|lm) < Ce® = o(e?). (3.117)

Assim, ao considerar ¢ = ¢, » = pe ¢ = u, resultaem E19(c) = 0(?), E19(g) = o(£?)

e E95(g) = o(e?) respectivamente.

O residuo €12(¢) € calculado usando a Lema 3.3
€12(e) = [ (1=)pk(uc = w)(ue —ut+uw) = [ (1=9)pk(u: = w)* + (v — w)u]
< Ol |2 (s lue — ull725.) + Collull2(sllue — ull 25, < C5e*™ = o(e?). (3.118)

Para o residuo €;3(¢) € usado o fato de ¢ ser Lipschitz continua e é considera-se a

mudanca para coordenadas polares.

813(5):/]3(1—7f)f(u5—u)<0/3Haz—iH<C’5/067’dr<053:0(52). (3.119)
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3.5 Aplicacoes da Equacgao de Helmholtz Modificada

Nas duas préximas se¢des apresentaremos duas aplicagdes para a Equacdo de Helmholtz
Modificada: Autovalor do Problema de Laplace e o Problema de Difusdo-Reacdo para o fluxo de

calor.

3.5.1 Autovalor de Laplace

A construgdo do problema do Autovalor de Laplace € obtido a partir do problema (3.1)
pode ser reescrito ao considerar f = 0 e k = —\k no termo fonte e agora k = 1 + §(z — ;) =

1 + 0; é uma fonte de massa concentrada.

Assim o problema de autovalor é formulado da seguinte forma: Encontre u, tal que

—div(aVu) = Apku em (3.120)
u = 0 sobre 0. '
A formulacao fraca deste problema é dada por
u € Hy(S) : /QaVu -Vn = /Q/\,ok:un Vn € Hy(S2). (3.121)

Segundo Evans (1998) o menor autovalor do problema de Laplace é dado pela férmula

de Rayleigh’s
Joo||Vul?

A= .
VT et Jopk(u)?

(3.122)

Para simplificar a notacdo € considerado A\; = \ e a autofuncdo u; de modo que o infimo

em (3.122) é atingido, serd chamada de u.

Assim o objetivo € calcular a derivada topoldgica para o funcional do autovalor, associado

ao dominio ndo perturbado, dado por

_ JoallVul? _ 3(w)
Jopk(w)? ~ §(u)’

Ao considerando a mesma perturbacdo apresentada nas Tabelas 3.2 e 3.3, € possivel

Y(x) = Fy(u) (3.123)

definir o problema perturbado: Encontre ., tal que

—div(a.Vu.) = Apku. em Q,
€ = 0 o0
! . - (3.124)
lwe] = sobre 0B. .
[a:Vu]-n = 0
cuja formulagdo fraca é dada por
u. € Hy(Q) : /QO(EVUE -Vn = /Q)\epgkugn Vn € Hy(S2). (3.125)

Com isso € possivel enunciar um coroldario a respeito da derivada topoldgica do problema

de autovalor.
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3.5.1.1 Calculo da Derivada Topoldgica

Corolario 3.1 Sejam \ e u solugdo de (3.120), entdo a derivada topologica de 1) é dado por:

_ —2aP, [Vl 4 p(1 — 7,)A(w)?

D = 3.126
Demonstragcdo. Se considerarmos 1 = v em (3.121) teremos
Jaol[Vul® _ 3(u)
\ = = , 3.127
k()2 S(u) G420
ou seja,
J(u) = AG(u). (3.128)

Agora para calcular a derivada topoldgica Dr (1) pode-se, aplicar a regra do quociente
em (3.127) (Novotny e Sokolowski (2014)), isto €.

(Dr)S(u) - (Dr9)3(u)

D - 3.129
Assim, ao substituir (3.128) em (3.129), tem-se
D) — (LB —ADr§)S(w) _ Drd — ADr§, 5.130)

[S(w)]? 5(u)

E possivel constatar que os funcionais J(u) e G(u) sdo os mesmos do problema da
Equacdo de Helmholtz Modificada apresentado no Capitulo 3, as diferencas estdo nos problemas

adjuntos considerados para J(u) e G(u), que sdo apresentados a seguir:

Ao considerar as seguintes equagdes adjuntas para J(u) e para G(u) respectivamente

p€ Hy(): /Qan-Vn—/ﬂ)\pk‘pn = —Q/S%aVu-Vn = —2/\/S‘2pk:u77 Vn € Hy(). (3.131)

g€ Hy(Q) /qu Vi — /Apkqn = —2/ pkun ¥ € Hy(Q). (3.132)
Q Q Q
e considerando-se os resultados obtidos para Equac¢ao de Helmholtz Modificada no Capitulo 3,

tem-se as seguintes derivadas para J(u) e G(u)

Drd = —2aP,||Vul]* — 2aP,Vu - Vp + p(1 — v) \kup. (3.133)

DrG = —2aP,Vu - Vq+ p(1 —y)Akug — p(1 — ~)k(u)?. (3.134)

Observacao 3.2 Devido ao fato do iiltimo termo de Drd e o segundo termo de DG serem
resultantes do forma bilinear, quando é calculada a derivada topologica dos mesmos aparece o
termo — )\, algo que ndo acontece na derivada do problema coercivo. Jd o iiltimo termo de D1G
€ resultado da fungdo custo e neste caso ela é a mesmo do problema de Helmholtz modificado e

por isso ndo muda a derivada topologica deste termo.
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Agora, ao considerar n = gem (3.131) e n = p em (3.132),
/an -Vq— / Apkpqg = —2)\/ pkug, (3.135)
Q Q Q

/onq-Vp—//\pk’qp = —2/ pkup, (3.136)
Q Q Q

ou seja,
—2/\/ka:uq = —Q/kaup = —Q/ka:u(/\q —-p)=0 = p=X\. (3.137)

Dando prosseguimento, utiliza-se (3.130), (3.137) e as derivadas (3.133) e (3.134) e com

18so obtém-se:

Drd —AD7§ = —2aP,||Vu|® —2aP,AVu - Vq+ (1 —7,)pA*kug
+2a P, AVU - Vg — (1 —7,)pAkug + p(1 — v) Mk (u)?
= —2aP,||Vul]* + (1 — ,) pAk(u)?. (3.138)
Portanto, , ,
—2aP,||Vu|* + (1 — Ak (u

3.5.2 Problema de Difusao Para o Transferéncia de Calor

A segunda aplicacdo da Equacdo de Helmholtz Modificada consiste em considerar
um processo de conducdo de calor em estado estaciondrio, que envolve difusdo e ainda uma
perturbacdo nos respectivos termos. Para isso, reescreve-se o problema (5.1) com k£ = 0. Assim

o modelo matemético, no dominio ndo perturbado, é dado por: Encontre u € U, tal que

—div(aVu) = f em Q,
w = (0 sobre I'p. (3.140)
Opu = 0 sobre I'y.

onde u € a temperatura, f é uma fonte de temperatura, div(a’Vu) modela a difusdo. O termo « é

o coeficiente de difusdo e

U:={p e H(Q): ¢lr, =0, Onp|r,y = 0}. (3.141)

Com isso a formulagao fraca é dada por

ueu:/QaVu-Vn:/an Vn € Hy(9). (3.142)

Para formular o problema perturbado considera-se a mesma perturbacao apresentada nas

Tabelas 3.2 e 3.3, Assim o problema perturbado € definido da seguinte maneira: Encontre u., tal

que
—div(a.Vu.) = f em
u. = 0 sobre I'p
Onll 0 sobre 'y (3.143)
[re] 0 } sobre OB. .
[ecVue]-n = 0

53



cuja formulagdo fraca € dada por
ue € HY(Q) - /QQEVuE Vi = /an Vi € HL(S). (3.144)

Vale ressaltar que no trabalho de Novotny e Sales, (2015), a derivada topoldgica da
energia potencial associada a um problema de condugdo de calor em estado estaciondrio difusivo
/ convectivo foi calculada, porém ndo hd uma implementacdo numérica para o problema. Assim
nosso objetivo é calcular a derivada topoldgica para o funcional energia modificado, associado

ao dominio ndo perturbado, dado por

V00 =) =t [ allVulP+ (1—1) [ gt 0<t<1 (3.145)

e posteriormente fazer a implementacao numérica do mesmo.

Com isso, pode-se enunciar um corolério a respeito da derivada topoldgica do problema

de transferéncia de calor.

3.5.2.1 Calculo da Derivada Topoldgica

Corolario 3.2 Seja u solucdo de (3.140), entdo a derivada topoldgica de 1) é dado por:
Dr(¢) = 2P, Vu - (tVu+ Vp+ Vq) — (1 — t)(1 — ~,) pk|ul>. (3.146)

onde p e q sdo solugdes dos seguintes problemas adjuntos para J(u) e G(u) respectivamente:

peUQ): /Qavp Vi = —zt/Qavu Vi Wy e UQ), (3.147)

g€ UQ) /Qonq~V77 — 91— t)/qun v € U(Q), (3.148)
Demonstragdo. Para determinar D (1)), considera-se os seguintes funcionais
3(u) :t/QaHVuHQ S(u) = (1—t)/qu2. (3.149)

Considerando os resultados obtidos para Equacio de Helmholtz Modificada no Capitulo

3, tem-se as seguintes derivadas para J(u) e G(u)

Dr§ = —2aP,Vu-Vq— (1 —t)(1 —~,)pk|ul®. (3.150)

Drd = —2aP,Vu - (tVu+ Vp) (3.151)
Portanto, a deriva topoldgica de D (1)) é

Dr(¢) = —2aP,Vu - (tVu+ Vp+ Vq) — (1 — t)(1 — v,) pk|u|>. (3.152)
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4 Exemplos Numéricos

Neste capitulo sdo apresentados os experimentos numéricos que sdo: autovalor da mem-

brana e trocador de calor.

4.1 Autovalor da membrana

Existem alguns trabalhos que estudam a otimizagdo de autovalores pelo método de
level-set, como por exemplo: Haber, (2004); Oudet, (2004); Antunes e Freitas (2012, 2016));
Torii e Rocha de Faria (2017).

Neste problema considera-se dois casos: sem fonte de massa concentrada e com fonte e

massa concentrada.

Nos exemplos da Secdo 4.1 foi utilizada a Equacao (3.139) para o cdlculo da andlise de

sensibilidade topoldgica.

Exemplo 4.1 Neste exemplo foi considerada a placa apresentada na Figura 4.1, que possui

condi¢oes de Dirichlet no contorno, tem as dimensoes unitdrias e £ = 0, 4.

1

Figura 4.1 — Geometria Inicial

4.1.1 Dependéncia de malha

Inicialmente, € feita a andlise de dependéncia de malha. Na tabela 4.1 sdo apresentados

os valores do primeiro autovalor otimizado e o volume final mantido para alguns valores de
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malha. No caso em que foi considerada inicialmente uma malha com 50 divisdes do lado, foram
feitos 4 refinamentos de malha. Para os casos com 100 e 150 divisdes do lado foram feitos 3

refinamentos de malha e para os casos com 200, 250 e 300 foram feitos 2 refinamentos de malha.

Tabela 4.1 — Andlise de dependéncia da malha

n° de divisdes no lado Primeiro autovalor otimizado VFM (%)

20 97,7200 63, 3339
100 97,7979 63, 3370
150 57,7178 62, 9862
200 58, 1897 63,1935
250 57,9963 62, 8554
300 D7,4884 62, 7804

A partir dos dados apresentados na Tabela 4.1 e na Figura 4.2, € possivel observar que ha
pouca variag@o no autovalor, no volume final mantido e na varia¢do da geometria final otimizada

e, neste caso nao temos uma dependéncia da malha para este problema.

0.8
0.6
0.4
0.2
0 0 0
0 02 04 06 08 1.0 02 04 06 08 1.0 02 04 06 08 1
(a) Malha Inicial 50 x 50 (b) Malha Inicial 100 x 100 (c) Malha Inicial 150 x 150

0.8
0.6
0.4
0.2
0 0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(d) Malha Inicial 200 x 200 (e) Malha Inicial 250 x 250 (f) Malha Inicial 300 x 300

Figura 4.2 — Geometria final otimizada para algumas malhas.

Também foi feito um estudo para verificar a convergéncia do primeiro autovalor com
relacdo a malha. O valor de comparagao foi o resultado teérico fornecido pela Equacdo (2.13),

que € igual a: 19, 7392. Os resultados sdo apresentados na tabela 4.2
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Tabela 4.2 — Andlise de convergéncia da malha

n° de divisdes no lado Primeiro autovalor Erro relativo (%) n° de elementos da malha

5 20,2103 2,38 100
10 19, 8728 0,67 400
15 19,7991 0,30 900
20 19,7730 0,17 1600
50 19, 7446 0,027 10000
100 19, 7405 0,0068 40000

Ao analisar os resultados obtidos na Tabela 4.2 verifica-se que em uma malha com
poucas divisdes por lado (10 x 10) o erro relativo ja € bem pequeno (menor que 1%) e, quando
consideramos malhas mais refinadas, o erro relativo fica muito menor (0, 0068 para 100 x 100 e
10~4% para 800 x 800).

A figura 4.3 mostra a convergéncia do primeiro autovalor conforme melhoramos a malha.

203 ﬁ T T T T T T T T T
---¥--- Valor Numérico
202+ i - & —Valor Analitico |
_ 201fF i .
o 3
g
Q 200 [~ '.: |
19.9 - : .
V.
19.8 | e i
‘_ _’_ + _X_ _x_,_'_'_'u ..... ,..v,...,....,....,'.,...............v........_..v._......_.Y
197 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Numero de divisbes da lado do Quadrado

Figura 4.3 — Anélise de Convergéncia do Autovalor

Tendo em vista a pouca variacdo do autovalor otimizado apresenta na Tabela 4.1, a
convergéncia de \. para )\ apresentada na Tabela 4.2 e Figura 4.3, o tempo computacional
necessario para trabalhar com grandes malhas (mais de 2 horas para fazer 1 iteracdo) e a
capacidade de processamento do computador utilizado, neste exemplo e nos proximos exemplos
consideramos uma malha inicial com 50 divisdes em cada lado do quadrado e foram feitos
4 refinamentos na malha, o que gerou a seguinte quantidade de elementos e nds, conforme

apresentado na Tabela 4.3.
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Tabela 4.3 — Quantidade de elementos da malha

n° de divisOes no lado n° de elementos da malha n°de nds

50 10.000 5.101
100 40.000 20.201
200 160.000 80.401
400 640.000 320.801
800 2.560.000 1.281.601

Na Tabela 4.4 € apresentado, para cada iterag@o, os valores da funcio custo, Volume final

(VF), Angulo 6, Primeiro e Segundo Autovalor e a varidvel k.

Tabela 4.4 — Valores em cada iteracdo para & = 0, 4.

Iteragio Fungdo Custo VF (%) Angulo 6 A1 Ao K
0 —0, 6000 100, 00 180 49,3892 19,7393 1
1 —2,0126 71,4133 71,6030 45,3788 52,9041 1
2 —2,6179 65,1733 43,2352 56,837 62,1168 0,5
3 —2,6968 64,0533 33,0439 58,3065 61,7548 0,75
4 —2,6968 64,0533 8,789 58,3065 61,7548 0,125
5) —2,6968 64,0533 7,6904 58,3065 61,7548 0,046875
6 —2,6968 64,0533  7,3299 58,3065 61,7548 0,017578
7 —2,6968 64,0533  7,2011 58,3065 61,7548 0,013184
8 —2,6968 64,0533 7,1061 58,3065 61,7548 0,00061798
9 —2,6479 64,0400 7,0135 57,3405 61,3486 0,125
10 —2,6479 64,0400 6,1368 57,3405 61,3486 0,046875
11 —2,6479 64,0400 5,8491 57,3405 61,3486 0,017578
12 —2,6479 64,0400 5,7463 57,3405 61,3486 0,013184
13 —2,6479 64,0400 5,6706 57,3405 61,3486 0,0024719
14 —2,6479 64,0400 5,6566 57,3405 61,3486 0,0018539
15 —2,6479 64,0400 5,6461 57,3405 61,3486 8,6904 x 1079
16 —2,6334 64,0933 5,6114 57,0573 61,1906 0,5
17 —2,6578 64,1967 2,8107 57,5482 61,3482 0,75
18 —2,6588 63,9233 0,81035 57,5459 61,8071 0,25
19x —2,6605 63,5800 0,59229 57,5522 62,3217 0,25
20 —2,6700 63,3340 0,43167 57,7200 62,6484 0,25

Antes das iteragdes 9, 16, 19 e 20 em que aparece o * foi feito um refinamento de malha,
que consiste em dobrar o nimero de divisdes em cada lado do quadrado, isto €, onde tinhamos um
elemento passamos a ter 4 elementos. Nas duas primeiras paradas da rotina o critério utilizado
pela mesma foi k < 1072, enquanto que nas duas tltimas, o critério foi # < 1°. Vale destacar a
eficiéncia do método em calcular o autovalor, pois na segunda iteragao a diferenca entre autovalor
calculado na iteracdo e o autovalor final € de 0, 883 e a variacdo do volume retirado é de 1, 8393
pontos percentuais, o que pode ser observado na Figura 4.6 onde apresentamos as geometrias

apds a primeira, nona e vigésima iteracao (geometria otimizada).

Na Figura 4.4 sdo apresentados os valores dos quocientes A /\Y (em azul, com escala

do lado esquerdo), ou seja, o quociente entre o primeiro autovalor de cada iteragdo e o primeiro
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autovalor do dominio cheio de material e A; /Ay (em vermelho, com escala do lado direito) que é
0 quociente entre o primeiro e segundo autovalor de cada itera¢do. Como o quociente \; /s é
sempre diferente de 1 o primeiro autovalor sempre € tinico e por isso nao temos problema de

diferenciabilidade do mesmo.

3 1
2.7 0.9
24 0.8
2\—1 2.1 0.7 ’\<N
—~ —
<18 0.6 <
15 0.5
1.2 0.4
09 | | | | | | | | | 03
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Iteracdes

Figura 4.4 — Dois primeiros autovalores

Na Figura 4.5 é apresentado o gréfico para os valores do volume e angulo # considerando

a massa concentrada ¢ = 0, 4.

100 \ I I 180
—+—Fracao de Volume (%)
95 —v— Angulo 6° 160
~ 901 - 140
S
o 851} -1120
5 | %
S 801 | 100 o
> \ ?3_)_)
(O] 75 - \ -180
b5 <
xg 70 - -1 60
©
- oesp - 40
60 - =20
55 | | 7777';77—F4T—V777F Y 0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Iteracbes

Figura 4.5 — Variacdo do volume e angulo ¢ para § = 0,4

Na Figura 4.6 ¢ apresentada a evolugcdo da geometria e a geometria otimizada para
£=0,4.
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(c) Geometrica otimizada. Iteracao
20.

(a) Iteragdo 1 (b) Iteracdo 9

Figura 4.6 — Evolucdo da geometria para £ = 0, 4.

Na Figura 4.7 sao apresentados o grafico dos trés primeiros modos de vibragao e o grafico
da derivada topoldgica para ). E possivel verificar que o segundo e terceiro modo de vibragio

sdo simétricos. Isto acontece devido ao fato do segundo e terceiro autovalor serem iguais. Além

disso a rotina retira material onde a derivada topoldgica assume os maiores valores (globalmente

ou localmente), isto €, no centro da geometria e nos cantos, perto dos vértices da geometria.

2 2
1.5 1
= 50
0.5 -1 )
0 -2
1 1
OOO 0 5 1 OO 0 5 / 1
/’Oleoa- 0.5 ad'a‘/‘ O/'Ol/) 0 5 ada*
%, 00 coor0e” %%, coorde®
(a) 1° modo de vibragio; (b) 2° modo de vibragio;
2
1
— A
a o ‘
1 \ <4 N P /
' ) 22
- 1
1 C 4
0 / 00, 0.5
7o oeo}\/ 05 ada* Yog,
O’aJ/ 0 0 Coo(de“ ao’ay Coordenad

(c) 3°modo de vibragao; (d) Derivada Topoldgica

Figura 4.7 — Trés primeiros modos de vibragc@o e Derivada Topoldgica para ).
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Na tabela 4.5 sdo apresentados os valores do volume final (VF) néo retirado, autovalor
inicial e otimizado, variagdo do autovalor, nimero de iteragdes (NI) e tempo gasto para obter a

geometria otimizada para cada um dos valores do penalty apresentado na tabela.

Tabela 4.5 — Variacao do Penalty.

Penalty VF A A2 NI Tempo gasto
0,20  65,7544% 57,921 62,0487 21 14 min 11 seg
0,30  64,515% 57,9304 62,7964 19 11 min 39 seg
0,40  63,334% 57,72 62,6484 20 08 min 33 seg
0,50  62,1508% 57,4709 62,3452 21 13 min 49 seg
0,60  59,9977% 57,7393 64,0314 16 10 min 52 seg
0,70  59,3988% 57,1549 62,3216 19 09 min 32 seg
0,80  56,3508% 56,3946 65,3719 16 12 min 22 seg
0,90  54,5067% 55,8849 65,1198 18 12 min 18 seg

A partir dos dados apresentados na Tabela 4.5, € possivel verificar que a variagdo do
volume final foi de 21, 82% e a variagdo do A final foi de 3, 02%.

Dependendo da malha que € trabalhada e da quantidade de refinamentos feitos na malha,
pode-se considerar um valor maior para a penalizacdo (até £ = 1,2), mas com a malha que
utilizamos, quando consideramos £ = 1, a rotina produz uma geometria deformada (divisdo em

4 partes disjuntas).

Na Figura 4.8 € apresentada a geometria otimizada para alguns valores de €.

08
06
04

02

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

@ ¢&=0,3 () ¢§=0,6 (©€=0,9

Figura 4.8 — Geometria otimizada para alguns valores de &.

E possivel observar que as geometrias otimizadas tem pouca mudanca quando variamos

o valor da penalizagdo.
Este exemplo também foi resolvido utilizando métodos de elementos de contorno.

Na Tabela 4.6 sdo apresentados os valores finais do volume, \; e Ay considerando MEF
e MEC. Foi escolhido o valor de £ = 0,9 para comparar os dois métodos, pois nesse caso 0s

valores ficaram os mais proximos para os dois métodos.
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Tabela 4.6 — Valores finais do Volume, \; e A5 considerando MEF e MEC

MEEF (¢ = 0,9) MEC
Volume final 54, 5067% 54, 878%

A1 55, 8849 54,274
A2 65, 1198 70, 828
NI 18 9

Na Figura 4.9 € apresentada a geometria inicial com a malha utilizada e a geometria

otimizada.

o Nos Fisicos
* Pontos Internos

(a) Geometria inicial com malha (b) Geometria otimizada

Figura 4.9 — Geometria inicial e otimizada para o MEC.

Exemplo 4.2 Neste exemplo foi considerada uma placa com as mesmas caracteristicas apre-

sentadas no Exemplo 4.1, porém com uma fonte de massa concentrada no centro da geometria..

Neste exemplo sdo apresentados dois casos: No primeiro caso é mantido fixo o valor do
penalty (£ = 0, 15) e foi variado do valor da massa concentrada conforme os valores apresentados

na tabela a seguir:

Tabela 4.7 — Casos considerados para £ = 0, 15.

Caso 1A Caso 1B Caso 1C Caso 1D CasolE Caso 1F
19 0,15 0,15 0,15 0,15 0,15 0,15
k 0,003 0,005 0,01 0,02 0,03 0,04

Neste exemplo o maior valor de massa concentrada considerado foi de k£ = 0, 04, pois

para valores maiores a rotina retira pouco material.
Na Figura 4.10 € apresentada a geometria inicial do problema.

Na Figura 4.11 sao apresentados o grafico do 1° modo de vibracdo e o grifico da derivada
topoldgica para )y para o caso da massa concentrada k = 0, 02 e penalty £ = 0, 15. Além disso,

observa-se que € retirado material onde a derivada topoldgica assume os maiores valores.
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1

Figura 4.10 — Geometria Inicial

’
05 ,da*
00 Goo‘dena

(b)
Figura 4.11 — (a) 1° modo de vibracdo; (b) Derivada Topoldgica para Ag.

Na figura 4.12 sdo apresentados os valores do angulo # em graus, para cada valor de
massa concentrada considerada. E possivel observar que nos primeiros refinamentos a rotina
utilizou como critério de refinamento o valor de x, enquanto que nos ultimos refinamentos o

critério utilizado para o refinamento foi o angulo 6.
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Figura 4.12 — Variacdo do angulo € para £ = 0, 15.

Na figura 4.13 sao apresentados os valores da fracdo de volume que foi mantido na
geometria otimizada, para cada valor de massa concentrada considerada. E possivel observar
que o material mantido na geometria aumenta conforme o valor da massa concentrada aumenta.

Além disso o nimero de iteracdes diminui conforme a massa concentrada aumenta.

100 $#++-00 144095537 ‘
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. 90 - —=—Caso k=0,01 [
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S
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°
o
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40 \ \ ‘ ‘ ‘ :
0 10 20 30 40 50 60 70

IteracOes

Figura 4.13 — Variacao da fracdo de volume para £ = 0, 15.

Na figura 4.14 sdo apresentados os valores de A; normalizado em funcdo de . E possivel
observar que conforme aumenta o valor da massa concentrada o valor de \; /A tende a se manter

préximo de 1.
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Figura 4.14 — Variagio de \; /\} para ¢ = 0, 15.

Na figura 4.15 € apresentado o quociente entre \; e A\, calculados em cada iteracdo. O
objetivo desse grafico € mostrar que )\, € sempre diferente de A, ou seja, o primeiro autovalor
ndo tem repeticao. Além disso A, converge para um valor aproximadamente 25% maior que \;

no primeiro caso considerado e mais de 100% no dltimo caso analisado.
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Figura 4.15 — Variago de A\; /s para £ = 0, 15.

De um modo geral € possivel observar, a partir das Figuras 4.12 a 4.15, que uma pequena
variacdo no valor da massa concentrada produz uma grande variacdo no valor do primeiro

autovalor, na quantidade de material retirado e no nimero de iteracdes.

Na tabela 4.8 sdo apresentados os valores do volume final (VF) ndo retirado, primeiro
autovalor normalizado (\;/A}), o quociente ()1 /)2), Angulo final (9°) e nimero de iteragdes (NI)
para obter a geometria otimizada para cada um dos valores da massa concentrada (k) apresentado

na tabela para a geometria inicial apresentada na Figura 4.10.
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Tabela 4.8 — Valores finais para alguns valores de massa concentradae £ = 0, 1.

k VF A/AY A /Ay angulo final (6°) NI
0,003 54,8359% 1,8348 0,7395 0,8015° 75
0,005 56,2068% 1,5957 0,6644 0,6951° 61

0,01 68,0928% 1,3603 0,6164 0, 7405° o7
0,02 77,9441% 11,1185 0,5488 0,1693° 21
0,03 86,6258% 1,0427 0,4300 0,1569° 29
0,04 89,3748% 0,9943 0,4150 0,0241° 18

Pode-se observar que, para os valores de massa concentrada considerados, a variagdo
do volume final foi de 62, 98%), jd a varia¢@o do primeiro autovalor normalizado (\;/\}) foi de
—45,80%, o que faz sentido do ponto de vista fisico, pois quando aumenta-se a carga concentrada
e, portanto, a energia de todo sistema, a tendéncia € de que a amplitude de modo de vibracao

aumente e por consequéncia a frequéncia diminua.

Na figura 4.16 sdo apresentados os valores do angulo 6, do volume e do pardmetro ~ para
¢ =0,15e k =0,003. A ideia deste grafico € mostrar a relacdo entre essas trés varidveis. Assim

verifica-se que o valor do dngulo 6 fica menor que 20° quando o valor de « fica maior que 0, 7.
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Figura 4.16 — Variacdo do angulo 6, volume e x para{ = 0,15 e k = 0,003

Outra informacao a ser destacada é o niimero de iteracdes, que € maior quando o valor da
massa concentrada é bem pequeno, pois neste caso temos uma pequena perturbagcdo no sistema,
e portanto, 0 mesmo € bem sensivel e por consequéncia x; € bem pequeno (x; < 0,02), o dngulo
6 é alto (acima de 20°) e a rotina retira pouco material (mantém mais de 80%), o que acontece
até por volta da iteracdo 45, conforme visto na Figura 4.16. A partir dai o valor de x comeca
a aumentar e por consequéncia a rotina retira mais material e o angulo  comega a diminuir,
ou seja, comeca a convergir para f < 1. Esta situacdo também ocorre nos outros casos em que
consideramos uma massa concentrada bem pequena £ < 0,01. Além disso o valor de « esta
diretamente relacionado com o nimero de iteracdes necessdrias para a convergéncia da rotina,
ou seja, se a rotina precisa de muitas iteracoes, entdo o valor de s € pequeno « < 0, 1 por varias

iteragoes.

66



Na Figura 4.17 sdo apresentadas as geometrias otimizadas para os valores de massa

concentrada considerados nesse caso.
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Figura 4.17 — Geometria inicial otimizada para alguns valores de k e £ = 0, 15.

E possivel verificar que, embora as geometrias mantenham um certo padrao, a variacao

da massa concentrada produz uma grande mudanca no volume final do problema apresentado.

No segundo caso iremos manter fixo o valor da massa concentrada (k = 0, 03) e variar

os seguintes valores do penalty conforme apresentados na tabela a seguir.

Tabela 4.9 — Casos considerados para k = 0, 03.

Caso2A Caso2B Caso2C Caso2D Caso2E Caso2F
19 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
k 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03

Na figura 4.18 sdo apresentados os valores do angulo ¢ em graus, para cada valor de &
considerado. E possivel verificar que nos refinamentos iniciais a rotina utilizou como critério
de refinamento o valor de x, enquanto que nos ultimos refinamentos o critério utilizado para o

refinamento foi o angulo 6.
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Figura 4.18 — Variacdo do angulo 6 para k = 0, 03.

Na figura 4.19 sao apresentados os valores da fracdo de volume que foi mantido na
geometria otimizada, para cada valor de £ considerado. E possivel observar que em geral o
material mantido na geometria diminui conforme o valor de £ aumenta. Além disso, o nimero

de iteragdes nos cinco primeiros casos sao bem proximos.
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Figura 4.19 — Variacgdo da fracio de volume para k£ = 0, 03.

Na figura 4.20 sdo apresentados os valores de A; normalizado em funcdo de \,. E possivel

verificar que, embora o volume mantido muda bastante conforme muda o valor de ¢ o quociente
A1/} se mantem préximo de 1.
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Figura 4.20 — Variagio de \; /\? para k = 0, 03.
Na figura 4.21 sdo apresentados os valores do quociente entre A\; e A\, calculados em

cada iteracdo. O objetivo desse grafico é mostrar que A\, € sempre diferente de \;, ou seja, o

primeiro autovalor ndo tem repeticdo. Além disso, o quociente \; /), tende para valores entre

0,4 e 0,44, independentemente do valor de £ considerado.
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Figura 4.21 — Variagdo de \; /s para k = 0, 03.

De um modo geral observa-se a partir das Figuras 4.18 2 4.21 que a variag¢@o no £ produz
uma grande variacdo na quantidade de material retirado e no nimero de iteracdes mas mantém

os valores finais dos quocientes \; / )\(1) e A1/ praticamente constantes.

Na tabela 4.10 s@o apresentados os valores do volume final (VF) ndo retirado, primeiro
autovalor normalizado (\;/\}), do quociente (\;/\2), angulo final (§°) e nimero de iteragdes

(NI) para obter a geometria otimizada para cada um dos valores de £ apresentado na tabela para
a geometria inicial apresentada na Figura 4.10.
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Tabela 4.10 — Valores finais para alguns valores de £ e massa concentrada £ = 0, 03.

3 VF A /XY A /Ay angulo final (6°) NI
0,1 85,1413% 1,0164 0,4276 0,0084° 21
0,2 74,9780% 0,9990 0,4428 0,0524° 19
0,3 64,5486% 0,9742 0,4271 0,0498° 18
0,4 57,0973% 0,9476 0,4082 0,0484° 22
0,5 60,3482% 0,9642 0,4339  0,0367° 20

0,6 55,0278% 0,9420 0,4209 0,0430° 41

Pode-se observar que, para os valores dos casos considerados, houve uma diminui¢do
no volume final do material mantido em 35, 36%, jé o primeiro autovalor normalizado (A\; /)
diminuiu em 7, 31%, ou seja, embora a variagdo do penalty £ resulte em uma grande varia¢do
no volume, a energia de todo sistema se mamtém praticamente constante, e por consequéncia a

vibragdo também varia pouco.

Na Figura 4.22 sdo apresentadas as geometrias otimizadas para alguns valores de massa

concentrada e pode-se verificar um padrio nas geometrias obtidas.
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Figura 4.22 — Geometria inicial otimizada para alguns valores de £ e k£ = 0, 03.

Exemplo 4.3 Neste exemplo foi considerada a placa apresentada na Figura 4.29a, que estd
engastada apenas nos quatro vértices do quadrado, livre no restante da fronteira e possui uma

carga concentrada no centro do geometria.
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A malha utilizada e a quantidade de refinamentos € a mesma do exemplo anterior e

consideramos 4 casos.

Tabela 4.11 — Casos considerados para k = 0, 03.

Caso A CasoB CasoC CasoD
& 0,4 0,2 0,1 0,1
k 0,02 0,03 0,04 0,7

Na Figura 4.23 € apresentado o grafico do 1° modo de vibragdo e o grafico da derivada

topoldgica para )y para o caso da massa concentrada k = 0,04 e penalty ¢ = 0, 1.
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Figura 4.23 — (a) 1° modo de vibracio; (b) Derivada Topoldgica para \g.

Na tabela 4.12 sdo apresentados os valores do volume final (VF) ndo retirado, primeiro
autovalor normalizado (\; /\}), segundo autovalor normalizado em relagdo ao primeiro autovalor
(A1/)2), angulo final (6°) e nimero de iteracdes (NI) para obter a geometria otimizada para cada

um dos valores de £ apresentado na tabela para a geometria inicial apresentada na Figura 4.10.

Tabela 4.12 — Valores finais para alguns valores de £ e massa concentrada k£ = 0, 03.

k £ VF Al/Xo  Ai/A2  Aangulo final (6°) NI
0,02 0,4 11,1545% 4,0179 0,3024 0,2902° 129
0,03 0,2 13,3843% 3,7080 0,3092 0,0524° 44
0,01 0,4 18,0935% 3,3975 0,3450 0,1218° 96
0,7 0,4 43,8272% 1,8272 0,0918 0,0395° 18

Pode-se observar que, para os casos considerados, a quantidade de material mantido na
geometria aumentou em aproximadamente 292%, jd a varia¢do do primeiro autovalor normali-
zado (A /\?) teve uma redugdo de aproximadamente 54, 23%, ou seja, embora haja variagdo dos

parametros nos trés primeiros casos, a energia de todo sistema se manteve praticamente constante
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neste casos, € por consequéncia a vibragdo também varia pouco. Ja no dltimo caso analisado,
embora a geometria seja muito parecida com o terceiro caso, houve uma grande variacao no

volume e nos autovalores.

Na figura 4.24 sdo apresentados os valores do angulo ¢ em graus, para cada valor de &
e massa concentrada considerado. Pode-se observar que, nos primeiros refinamentos, a rotina
utilizou como critério de refinamento o valor de x, enquanto que nos ultimos refinamentos o
critério utilizado para o refinamento foi o angulo §. Além disso o nimero de iteragdes esta
diretamente relacionado com o valor da massa concentrada, que diminui conforme aumentamos

a massa concentrada.
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Figura 4.24 — Variag¢do do angulo ¢ para alguns valores de k e &.

Na figura 4.25 sao apresentados os valores da fracdo de volume que foi mantido na
geometria otimizada, para cada um dos casos considerados. Pode-se observar que nos trés

primeiros casos o volume final mantido é muito préximo um do outro.
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Figura 4.25 — Variagao da fracao de volume para £ = 0, 03.

Na figura 4.26 sdo apresentados os valores de \; normalizado em fungdo de \y. Pode-se
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observar que, nos trés primeiros casos considerados, o primeiro autovalor mais que triplica de

valor, enquanto que no Gltimo caso o quociente A; /Y se mantém préximo de 1.
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Figura 4.26 — Variagio de A\, /\? para k = 0, 03.

Na figura 4.27 sdo apresentados os valores de \; normalizado em fun¢do de \; calculados
em cada iteracdo. O objetivo desse grifico € mostrar que \, é sempre diferente de )\, ou seja, o
primeiro autovalor ndo tem repeticdo. Além disso, o quociente A /A, tende para valores proximos

a 0,3 nos trés primeiros casos e a 0,1 no ultimo caso considerado.
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Figura 4.27 — Variagdo de \;/\s para k = 0, 03.

De um modo geral é possivel observar a partir das Figuras 4.18 a 4.21 que a variacdo
no ¢ produz uma grande variacdo na quantidade de material retirado e no nimero de iteragdes
mas mantém os valores finais dos quocientes A\; /\? € \; /), praticamente constantes nos trés

primeiros casos considerados.
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Na figura 4.28 sdo apresentados os valores do angulo #, do volume e do pardmetro . A
ideia deste grafico € mostrar a relacdo entre essas trés varidveis. Podemos verificar que o angulo
6 fica menor que 20° quando o valor de x fica maior que 0, 2.
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Figura 4.28 — Varia¢ao do angulo #, volume e x para¢ = 0,1 e £ = 0,003

Nas Figuras 4.29 e 4.30 ¢é apresentada a geometria inicial, a evolu¢do da geometria
durante o processo de iteracdo e a geometria final.

iy

0.8

0.6

04

0.2

1 ' 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
(a) Geometria inicial (b) Iteracao 30 (c) Iteragao 60

Figura 4.29 — Geometria inicial e evolu¢do da topologia para { = 0,4 e k = 0,02
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Figura 4.30 — Evolucdo da topologia e geometria otimizada para § = 0,4 e k = 0,02

Pode-se observar na Figura 4.29 que a rotina demora a tirar material, isso se deve ao fato
do valor da massa concentrada ser pequeno.

Na Figura 4.31 € apresentada a geometria otimizada para os outros casos considerados.

0 0.2 0.4 0.6 0.8
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Figura 4.31 — Geometria final para alguns valores de € e k.

Exemplo 4.4 Neste exemplo foi considerada a placa apresentada na Figura 4.38a, que possui
condi¢des de Dirichlet I'p, de comprimento m(I'p) = 0,1 com inicio nos vértices, e livre no

restante da fronteira.

A malha utilizada e a quantidade de refinamentos € a mesma do exemplo anterior e
consideramos 4 casos.

Tabela 4.13 — Casos considerados para k = 0, 03.

Caso A CasoB CasoC CasoD
£ 0,1 0,5 0,2 0,2
k 0,01 0,01 0,03 0,4
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Figura 4.32 — (a) 1° modo de vibracio; (b) Derivada Topoldgica para \g.

Na Figura 4.32 € apresentado o grafico do 1° modo de vibragdo e o grafico da derivada
topoldgica para Ay para o caso da massa concentrada £ = 0,01 e penalty £ = 0, 1. Além disso,

observa-se que € retirado material onde a derivada topoldgica assume os maiores valores.

Na figura 4.33 s@o apresentados os valores do angulo # em graus, para cada valor de ¢ e
massa concentrada considerado. E possivel observar que nos primeiros refinamentos a rotina
utilizou como critério de refinamento o valor de x, enquanto que nos ultimos refinamentos o
critério utilizado para o refinamento foi o angulo . Além disso, quanto maior o valor da massa
concentrada, menos iteragdes foram necessarias.
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Figura 4.33 — Variagao do angulo 6 para alguns valores de k e &.

Na figura 4.34 sdo apresentados os valores da fragdo de volume que foi mantido na
geometria otimizada, para cada caso considerado. Observa-se que a quantidade do material

mantido na geometria aumenta conforme o valor da massa concentrada aumenta.
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Figura 4.34 — Variagdo da fracio de volume para k£ = 0, 03.

Na figura 4.35 s@o apresentados os valores de A\; normalizado em funcao de \,. Pode-
se observar que, nos dois primeiros casos analisados, o valor de \;/ )\‘1) fica préximo de 2,75

enquanto que nos dois Gltimos casos se mantem proximo de 1,75.

3 \ \ |
VYV V VYV VYV VVVVVVYY
25 _
2 _
O/(\—i
~, 15 _
,(
1o ]
—+—Caso £=0,1; k=0,01
—v—Caso £=0,5; k=0,01
05 —=—Caso £=0,2; k=0,03 _
Caso £=0,2; k=0,04
0 | | | | | | | | | | | | | |

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 73
Iteracoes

Figura 4.35 — Variagdo de A\, /\? para k = 0, 03.
Na figura 4.36 sdo apresentados o quociente \; /s calculado em cada iteragdo. O objetivo
desse grafico € mostrar que A\, é sempre diferente de A\, ou seja, o primeiro autovalor nao tem

repeticao. Além disso, o quociente \; /), tende para valores entre 0,4 e 0, 6 em todos os casos

considerados.
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Figura 4.36 — Variagdo de \;/\s para k = 0, 03.

Na tabela 4.14 sdo apresentados os valores do volume final (VF) ndo retirado, primeiro
autovalor normalizado (\; /\}), segundo autovalor normalizado em relagdo ao primeiro autovalor
(A1/A2), ngulo final (6°) e ndmero de iteragdes (NI) para obter a geometria otimizada para cada

um dos valores de £ apresentado na tabela para a geometria inicial apresentada na Figura 4.10.

Tabela 4.14 — Valores finais para alguns valores de £ e massa concentrada k£ = 0, 03.

k £ VF AM/Xo Ai/Ay angulo final (0°) NI
0,01 0,1 30,6867% 2,8331 0,5707 0,6191° 64
0,1 0,5 23,5761% 2,6081 0,4881 0, 5223° 73
0,03 0,2 38,2805% 1,8801 0,4286 0,3738° 37
0,04 0,2 40,2988% 1,7057 0,3932 0, 0896° 30

Na figura 4.37 sdo apresentados os valores do angulo #, do volume e do pardmetro . A

ideia deste grafico € mostrar a relacao entre essas trés variaveis.
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Figura 4.37 — Variacdo do angulo ¢, volume e x paraé = 0,1 e £ = 0,003

Nas Figuras 4.38 e 4.39 sao apresentadas a geometria inicial, a evolucdo da geometria
durante o processo de iteracdo e a geometria final.

i 0 0
1 0 02 04 06 08 10 02 04 06 08 1
(a) Geometria inicial (b) Iteragdo 20 (c) Iteragdo 30

Figura 4.38 — Geometria inicial e evolugdo da topologia paraé = 0,1e k = 0,01
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Figura 4.39 — Evolugao da topologia e geometria final para{ = 0,1e k£ = 0,01

E possivel observar nas Figuras 4.29 eE 4.30 que a rotina demora a tirar material, isso se

deve ao fato de o valor da massa concentrada ser pequeno.

Na Figura 4.40 apresentamos a geometria otimizada para alguns valores de e k.

00 0.2 0.4 0.6 0.8 1 00 0.2 0.4 0.6 0.8 1 00 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(@) &=0,5ek=0,01 b)E=0,2ek =0,03 ©) €=0,2ek=0,04

Figura 4.40 — Geometria otimizada para alguns valores de £ e k

4.2 Problema de Difusao

Nos exemplos desta secao foi utilizada a Equacdo 3.152 para o cdlculo da andlise de

sensibilidade topoldgica.

Alguns trabalhos recentes que estudam o problema de transferéncia de calor: Li et al.,
(2017); Lin et al., 2018; Subramaniam et al., (2018); Badenhorst, 2019

Exemplo 4.5 No dominio inicial (retdngulo de lado unitdrio), as bordas (I'x) estdo isoladas,
exceto por uma regido I p de comprimento m(I'p) = 0, 2, posicionada no meio do lado esquerdo,
na qual a temperatura é prescrita como u = 273,15 K. Para o pardmetro de penalizacdo foi

considerado & = 8, a fonte de calor uniforme em toda a placa de f = 10*W et = 1. Para o
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modelo de trocador de calor, utilizamos dois materiais distintos: um bom condutor térmico, o
aluminio, cuja condutividade térmica é ky = 205 W /mK e um mal condutor ou isolante (neste
caso a cerdmica cuja condutividade térmica é ko = 4 W /mK) que tem a condutividade térmica
controlada pelo contraste imposto v = 1,9024 x 10~2. O dominio inicial é constituido apenas

de aluminio e a regido branca é preenchida com porcelana.

Tendo em vista a sensibilidade da problema e a capacidade da workstation utilizada,
neste exemplo e nos préoximos exemplos, é considerada uma malha inicial com 200 divisdes em
cada lado do quadrado e foram feitos 4 refinamentos na malha, o que gerou a seguinte quantidade

de elementos e nds, conforme apresentado na Tabela 4.15.

Tabela 4.15 — Quantidade de elementos da malha

n° de divisGes no lado n° de elementos da malha n° de nés

200 160.00 80.401
400 640.000 320.401

800 2.560.000 1.281.601
1.600 10.240.000 5.123.201
3.200 40.960.000 20.486.401

Na Tabela 4.16 sdo apresentados o volume do material bom condutor mantido (VOM),
temperatura maxima na placa com os 2 materiais (TMG), temperatura mdxima na placa consi-
derando apenas o material bom condutor (TMBC) e o tempo gasto (TG) para as iteracdes (NI)

apresentadas na Figura 4.43.

Tabela 4.16 — Volume ndo retirado, Temperatura na placa e Tempo Gasto

NI VOM TMG [K] TMBC [K] TG

15 38.00% 415,57 372,02 3 minutos
44 23, 70% 411,65 382,13 6 minutos
58  22,74% 406,31 386, 75 11 minutos
72 22.11% 405,35 387,52 18 minutos
136 21,78 % 405,01 391,03 1.346 minutos

Como € possivel observar na Tabela 4.16 a variacdo da temperatura considerando os 2
materiais tende a se aproximar da temperatura do material bom condutor, ou seja, a geometria
que a rotina encontra consegue escoar bem o calor produzido pela fonte constante ao qual a
placa estd submetida. Além disso, a variagdo do volume do material bom condutor entre as
iteragOes 44, 58, 72 e 136 € pequena, mas o tempo gasto varia muito, principalmente entre as
iteragdes 72 e 136. Sabemos que muitas vezes na resolug¢do de problemas da engenharia o tempo
computacional € uma varidvel muito importante e nesse caso, dependendo da necessidade, o
critério de parada poderia ser revisto, considerando por exemplo o nimero de iteragdes ou a

varia¢ao do volume de material bom condutor como critério de parada.

Na Figura 4.41 € apresentada a temperatura maxima que a placa atinge em cada iteragdo,

considerando apenas a regiao onde estd o material com boa condutividade térmica ou a placa
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toda com os dois materiais. Assim, € possivel observar que a diferenca de temperatura méxima

atingida na placa nas duas situa¢des diminui conforme aumenta o nimero de iteracdes, ou seja,

a geometria encontrada consegue fazer um bom escoamento do calor produzido pela fonte de

calor e evitando que a placa tenha um problema de super aquecimento.
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Figura 4.41 — Temperatura méxima na placa

Na Figura 4.42 € apresentada a temperatura inicial e da geometria otimizada. Podemos

observar que a varia¢do de temperatura na placa € bem suave, ou seja, a geometria construida

pela rotina consegue transferir bem o calor.
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(a) Temperatura inicial no dominio (b) Temperatura da geometria otimizada

Figura 4.42 — Temperatura inicial e final

Na Figura 4.43 ¢ apresentada a geometria inicial do problema, a evolucio da geometria e

a geometria final otimizada.
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Figura 4.43 — Geometria inicial e Evolu¢ao da topologia

Observa-se na Figura 4.43 que, a partir da iteracdo 44, a geometria muda pouco, pois

nesta iterac@o ja aparecem as principais regides onde a rotina no ird retirar o material.

Exemplo 4.6 Neste exemplo foi alterado apenas um dos materiais usados, trocando a porcelana
pelo vidro cuja condutividade térmica é de ko = 0,8 W/mK e por consequéncia também muda

o contraste na propriedade do material, que passa a ser de vy = 3,9024 x 1073,

Na Tabela 4.17 sdo apresentados o volume do material bom condutor mantido (VOM),
temperatura maxima na placa com os 2 materiais (TMG), Temperatura maxima na placa consi-
derando apenas o material bom condutor (TMBC) e o tempo gasto (TG) para as iteracdes (NI)

apresentadas na Figura 4.46.

Como pode ser observado na Tabela 4.17 a variagdao do volume do material bom condutor
€ pequena entre as iteragdes 130, 161, 197 e 236 é pequena, mas o tempo gasto varia muito,

principalmente entre as iteragdes 161 e 236.
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Tabela 4.17 — Volume ndo retirado, Temperatura na placa e Tempo Gasto

NI VOM TMG [K] TMBC [K] TG

10 73,68% 423,96 348,12 1 minutos
71 38,53% 380,72 372,36 7 minutos
130 30,51% 395,84 392,97 45 minutos
161 27,88% 406,78 404,51 119 minutos
197 26,94% 403,20 400,94 500 minutos
236 26,06% 399,29 397,37 2.451 minutos

Na Figura 4.44 ¢ apresentada a temperatura maxima que a placa atinge em cada iteragao,
considerando um (bom condutor) ou dois (bom e mal condutor) materiais. Assim, podemos
observar que a diferenca de temperatura maxima atingida na placa nas duas situacdes diminui

conforme aumenta o nimero de iteragdes.

550 I
-« Toda Placa
% --e--Regido Bom condutor
500 1 .
©
E i
= H
@ 450 i .
a H
g400 im?ﬁ* i (T MM
= 1 H : H
© B !
g, fwN i
§ 350 b4t é .
[ i¥
-
300 | | | | | |
0 30 60 90 120 150 180 221
Iteracdes
Figura 4.44 — Temperatura maxima na placa
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Figura 4.45 — Temperatura inicial e final.
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Na Figura 4.45 € apresentada a temperatura na geometria inicial e da geometria otimizada.
Pode-se observar que a variacdo de temperatura na placa é bem suave, ou seja, a geometria

construida pela rotina consegue transferir bem o calor.

Na Figura 4.46 € apresentada a evolugdo da geometria e a geometria final otimizada.
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Figura 4.46 — Evolugao da topologia

Pode ser observado que com a mudanca do material isolante ou mal condutor (da
ceramica para o vidro) a geometria otimizada teve um maior perfilamento. Isso faz todo sentido,
pois como o vidro ndo escoa o calor da mesma forma que a ceramica, é necessaria a presenca do

material bom condutor em mais partes.
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S Problema de Estruturas Sobre Apoio

Elastico

Neste capitulo serd calculada a derivada topoldgica do problema de estruturas sobre
apoio eléstico associada ao problema de elasticidade linear bidimensional em estado plano de
tensoes e deformagdes, considerando como perturbagdo topoldgica a nucleacdo de uma pequena
inclusdo. Além disso como aplicag¢@o deste problema, utiliza-se desta derivada para determinar a

derivada topoldgica para o problema de estruturas em vibragao livre.

5.1 Formulacao do Problema

Nesta secdo foi considerado o problema de estruturas sobre apoio eldstico, cuja formula-

¢do € dada por: Encontre u € U, tal que

—div(ac(u)) + pku = f em )
o(u) = CVu (5.1)
u = 0 sobre 02,

onde as seguintes hipdteses adicionais foram consideradas:
Vu + (Vu)"
2 b

* C é um tensor constitutivo de quarta ordem e simétrico dado por;

e Viu =

C=2ul+NI®I (5.2)

em que I e [ sdo os tensores identidade de segunda e quarta ordens, respectivamente, ji; €
A; sdo os coeficientes de Lamé, ambos considerados constantes em todo o dominio. Em

particular, no caso do estado plano de tensdes tem-se

E vl
— N = —— 5.3
enquanto que no caso do estado plano de deformacdes
E vE
= A\ = 54
=50+ T ar )1 —2) 54

onde £ € o modulo de elasticidade de Young e v o coeficiente de Poisson.
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Com isso a formulacao fraca € dada por,

ueu:/gaa(u)~VS77—|-/kau‘n:/Qf-n Vn e U, (5.5)

onde,
U= {p € HY(Q) : @lr, = 0}: HY() = HY(R?). (5.6)

Ao considerar a mesma perturbagdo apresentada nas Tabelas 3.2 e 3.3, € possivel definir

o problema perturbado.

Encontre u., tal que
—div(aco(ue)) + pku. = f. em (),
€ = Cvs €
o(ue) u 5.7)
u. = 0 em 0f)
d = 0
L] sobre 0B.,
[aco(us)]-m = 0
t
onde Viu, = V. —|—2(V'u,€) )
Com isso a formulacgdo fraca é dada por,
uaeu:/Qaga(ue)-vsn+/ﬂpgkua-n:/ﬂfs-n Vi € L. (5.8)

5.2 Existéncia da Derivada Topolédgica

Uma vez definidos o problema nao perturbado (5.1) e o problema perturbado (5.7), €

provada a existéncia da derivada topoldgica. Para isso, serd demonstrado o lema a seguir.
Lema 5.1 Seja u solucdo do Problema (5.1) e u. solugcdo do Problema (5.7). Entdo:

[we = wllgy o) = Ofe). (5.9)

Demonstracdo. Fazendo-se a diferenca entre (5.8) e (5.5),

/Qozea(ue)-vsn—/gaa(w'Vsn+/ﬂpe/ms-n—/ﬂpk‘u-n:/Qfe-n—/pr-n-
Ly

Ls Lg

(5.10)

Desenvolvendo L4, Ls e Lg, obtém-se
Ly, = /Qaga(ue) -Vin — /Qaa(u) -Ven
= / azo(ue) - Von +/ a.o(ue) - Vin — ao(u) - Vin
O\B. Be

O\B.
— | ao(u)-Vin+ / yao(u) - Ven
Be B.

= /Q\BEOé€0'<u€ —u)-Vin+ /Bgaea(ug —u)-Vin— Bg(l —Y)ao(u) - Vn

— /ozga(us — )V —/ (1 —)ao(u) - Ven. (5.11)
Q B:
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Ls = /Pekus"’?—/PkU'n
Q Q
= / pekug-'nJr/pekus-n— pkum—/ pku-ni/wku-n
Q\Bs Bg Q\Bs BS BE
= [ pek(uc—w) ot [ pk(u—w)m— [ (1= )pku-n
O\B. B. B

€

= /pgk(us —u)-n-— / (1 —7)pku - n. (5.12)
Q B.

Lo = [fom=[fn=-[ a-nfn (5.13)

Agora, ao substituir Ly, L5 e Lg em (5.10), tem-se

aco(ue —u)-Vn+ [ pk(u. —u)-n=
A /,
/Bg(l —7)ao(u) - Vo + /Ba(l —7)pku -m — /Be(l —Nf-m. (5.14)

e ao considerar 7 = u. — u, obtém-se:

/Qozeo(us ) V(u. —u) + /Qpakﬂue _al? = /B (1—~)ao(u) - V(u. — u)

€

b ek (e w) = [ (=) f (- w). (519

Mas, usando a desigualdade Cauchy-Schwarz, o fato de u ser Lipschitz continua e L?(B.) =
L?(B.; R?), tem-se

/ (1 =mao(u) - V:(u. —u) < arllo(w)leze) [V (6 = w)lles,) < acllu: - ufg o)

€

(5.16)

/ (1 =v)pku - (u: — u) < eof|uf|rzs,) llue — ullLes.) < coellue — ullg ) (5.17)

/ (I =Nf - (ue —u) < el fllezs. lue — ullrzs,) < czellue — ullgro)- (5.18)
Portanto,

/Qozga('u,g ) V(. —u) + /ngkHug —ul? < esellue — ull ). (5.19)

Por outro lado, ao usar a coercividade, obtém-se
allu. — uH%II(Q) < /Qago(ue —u) Vi(u. —u)+ /ngkHuE —ul®.  (5.20)

Por dltimo, foi substituido (5.19) em (5.20), o que resultou em:

allu. —ullfg < cclluc — ullgq), (5.21)
que conduz ao resultado
0J
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5.3 Calculo da Derivada Topoldgica

Teorema 5.1 Considerando os funcionais de forma
S(u) = [ phlul” ¢ S () = | pokuc] (523
onde u ¢ solucdo de (5.1) e u. é solucdo de (5.7), entdo a derivada topologica de G ¢é dado por:
Dr§ = —2Pac(u) - Vg —kp(l —y)u-[u+qgl+(1-7)q- f (5.24)

onde q solu¢do do problema adjunto

qelU: /Qaa(q)-vsn—l-/gpkq~n:—Q/kau-n vn € U, (5.25)
e P é um tensor de quarta ordem.
1 1—7v 1 1—7
P=- 1—60) 1+ =(61 — 09) —=I®1 5.26
21+ 74, <( L+ 500 2)1+751 “ ) (5.26)
onded e 65 sdo dados por:
DY 3+ N
0 = 09 = . 5.27)
! ] ST (

Demonstracdo. Fazendo-se a diferenca entre os funcionais apresentados em (5.23) e considerando-

se a igualdade apresentada em (3.24) para u vetorial, temos
Ge(u) = Sw) = [ peklfucl® ~ [ phllull
Q Q
= [ okl [ pklu = [kl [ ok
O\ B. Be Q B.
= [ okl + [ pkll® = [ pkllul® 4 [ phyl® = [ ok
O\ B Be Q B. Be

= [ pkllucl® = [ pklful+ [ gkl = [ ok
Q Q Be Be

— [ okl = [u? / — 1) k||
[kl = ) + = Dbl

- Q/ka(us—u)-u—/B (1—’y)pkHuEH2+/kaHu€—uHQ. (5.28)
D,

Do &1(¢e)

Para D, tem-se:
Dy = [ = pklul® = [ (1= )pk|u. —utul?

= [ ekl + [ (0= okl —ul? 42 ] (0= )pk(ue ) -
€2(e) €s(e)
= [ = okl(@) P+ [ (1= )oklful® = (= 7)pk{u(@)]? +Ex(e) + Exle)

E4(e)

4
= (1 —7)7r52pk|]u(:i’)|\2+Z€i(€). (5.29)
2
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Como
. s o — Epny s o — EaN A v o
/Qaa(q) Vi(u. —u) /QOz(CV q-Vi(u.—u) /QaV q-C'Vi(u. —u)
:/Qav q-CV*(u. —u) :/Qaa(ue—u)-v g, (5.30)
e considerando-se 7 = u. — w em (5.25), obtém-se
/ch(q) -V (u: —u) +/ka(u€ —u)-q = —Q/ka:'u, (u. —u)

/oza(us —u)-Vig+ /pk(’u6 —u)-q = —2/ pku - (u. — u). (5.31)
Q Q Q
Por outro lado, pode-se observar que (5.14) € igual a:

/Q()éeo'(us — ) V'n+ /ngk;(ue _u).q=
/5(1 —y)ao(u,) - VST/—l—/BE(l —y)pku, - — /Bs(l _)fen (532

e fazendo-se 1 = q em (5.32), tem-se:

/Qw(us —u)-Vg+ /ka(ua —u)-q=
/Be(l —7ao(ue) - Vg + /Bg(l —Y)pku. - q — /Bg(l —Nf-q (533)

Agora vale destacar que o lado esquerdo de (5.31) e (5.33) sdo iguais, e o lado direito de

(5.31) é igual a —D;. Dessa forma,

D, = —/Bs(l —’y)aa(ue)-vsq—/Bs(l —’Y)Pkua'Q‘i‘/Be(l_V)f'Q- (5.34)
Dy Ds

D3

Para D, e D5 tem-se:
Di = [ (1=mpk(w—utw)g= [ (1=7)phu-q+ [ (1=7)pk(w.—u) q
&6(e)

= [ (1= pk(u-q)(@) + [ (1= )phu-q — (1= pk(u- (&) +E(c)

€

&7(¢)
= (1—7)pkre*(u- q)(&) + E6(e) + Ex(e). (5.35)

Dy=[ (1= )@+ [ @-Dfa- (1= a)@)
Es5(e)
= (L=)7(f - @)(@) + E5(2). (5.36)

Ao substituir (5.35) e (5.36) em (5.34),

Dy = —/38(1 — ao(w,) - Vq
7
(1= ) phm(u - q)(3) + (1= )7 (F - @)(F) + DD Eule). (5.37)

=5
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Dando continuidade, substitui-se (5.37) e (5.29) em (5.24),
Ge(u:) = G(u) = — [ (1= y)ac(u.) - V'q - (1 7)phre*(u - )(2)

+(L=)re(F - @)@) = (1 = )me’pku(@)|* + > &ie). (538)

Para calcular Dj utiliza-se um ansdatz para a expansao de u.,
u(x) = u(x) + w.(z) + u(x), (5.39)
onde u € solugdo de (5.1), w. é soluc@o do problema exterior e u. € um residuo.

Com isso pode-se escrever D3 da seguinte forma,

D= [ (L= aoutw. +a.(x) Vg

£

= [ (1=ao(u)- Vg + /. (1= ao(w,) - Vgt /. (1L=y)ac(@) - V'q. (540)

Dg D~ &s(e)
Dai,
Dy= [ (1=Aac(u)-Via= [ (1-y)alo(w)- V'e)@)
= [, (L= alolw) Va)@) + [ (1 =as(u)- Vg~ (1 - alo(w) - Va)(@)

89(6)

= me*(1 — vy)a(o(u) - Viq)(2) + E9(g). (5.41)

Para determinar D substitui-se (5.39) em (5.7).

—div{a.olu + w. +u.]} + pklu+w. +u.] = f.
—div(aco(u)) + pku — . —div(a.o(w,)) — div]jaeo ()] + pkwe + phku. = (5.42)

Dg

Reescrevendo os termos de Dy,

Dy — —div(ao(u)) + pku— f se z€Q\ B (5.43)
—vdiv(ao(u)) + vku —vf se x € B..
Logo Dg = 0 por (5.1). Assim (5.42) pode ser escrito como:
—div[a.o(w,)] — div]a.o(u.)] + pkw. + pku. = 0. (5.44)

Também pode-se calcular o salto de [p.o(ue)]n:

0=[aco(u)]-n=(y—1ao(u) n+ [ao(w:)] - n+ [a.o(w.)] - n
= (y=1Dao(u)(2) -n—(1-7)a[Vo(u(y))(z - 2)n|ss. + [eco(w:)] - n+ [aco(a.)] -n
=(y—1Dao(u)(z) -n—c(l—v)af{[Vo(u(y))n}n + [a.o(w.)] - n + [a.o(u.)] - n.
(5.45)
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Agora, utilizando (5.44) e (5.45), pode-se montar o problema exterior quando € — 0:

Encontre o, V*w,, tal que
—div(a.o(we)) = 0 em R,
Py : w, — 0 quando |z — oo (5.46)
[we] =0 sobre 0B, .
[aco(we)]n = @

onde @ = (1 — v)plo(u)(2)]n.

O problema de valor de contorno acima admite uma solugdo explicita (ver Little (1973)),

o qual pode ser escrito no sistema de coordenadas polares (r, f) centrado no ponto & como:

Para r» > ¢ (fora da inclusao)

1—v &2 1—v & 1—~ ¢
" S S R R £ ) cos2 4
0" (wee(r,0)) ¢1<1—|—70¢r2> ¢2< 1+’yﬁr2+31—|—’yﬁr4 cos 20, (5.47)
11—~ &2 1—~ &
00 _ ey 1—q&
0" (w..(r,0)) = w1<1+’}/047”2> Wy (31+”yﬁr4 cos 20, (5.48)
1—v &2 1—vet\ |
ré - 2 < & 2. 4
0" (we.(r,0)) Tﬂz( L1512 31+757“4 sin 20 (5.49)

Para 0 < r < ¢ (no interior da inclusio)

wr) = v (v k) (v Jcos (5:50

o (w..(r.0)) = ¥ (va — 7’2) — ¥ (75 — %) cos 20, (5.51)

) = —n (48 )i 5:52
onde os coeficientes ¢, e 1 sio dados por

U= @)+ @] b= (@) - (@), 6.5

em que o1(u()) e o2(u(i)) sdo os autovalores do tensor o(u(i)), que podem ser expressos

como

r1a(u(@)) = 5 (1rou(®)) + 207 (@) - P (u(@) ) (5.54)

com o (u(f)) usado para denotar a parte desviadora do tensor tensdo o (u()), ou seja

o (u(t)) = o(u(d)) — ;tr o(u(u))I. (5.55)

Finalmente, 0" (u. ), 0% (u.) e 0"’ (u.) sdo componentes do tensor (1. ) no sistema de

coordenadas polares, ou seja,

o (u) =€ -o(ue”, o (u) =¢o(u)e’, o(u.) =e" - o(u)e. (5.56)

com ¢" e e’ usados para denotar a base candnica associada ao sistema de coordenadas polares

(r,0), tal que, |le"]| = ||€’] = 1ee” e’ = 0.
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Agora pode-se construir Vu, de tal forma que ficam compensadas as discrepancias
introduzidas por termos de ordem superior em £, bem como pela camada limite Vw, na fronteira

exterior €).. Isto significa que o residuo u. deve ser solugdo para o seguinte problema de valor de

contorno:
Encontre u., tal que

—div(aeo(u:)) = 0 em (),

NE = (Cvs~€
P, - o(t) v (5.57)
u. = —w, em Of)
N[[Ue]] = 0 sobre 0B,
[aco(u:)Jn = &g

onde g = (1 —7)p[Vo(u(y)nin.

Serd demostrado no Lema 5.3 que o residuo, apresentado no problema acima, possui

uma estimativa na forma ||, ||y (o) = o(e).

Agora usando (5.50), (5.51) e (5.52) pode-se estimar D7

[, (1=mactw.) - Vg = [ (1=rac(w.) - V'ax [ 1 =malofw.) - V') =

= [, (1 =Aalo(w.) - Vg)@) + [, (1 = alo(ws) - Vg~ (s(w.) - V'q(#))

E10(e)

= rme?aT(o(u) - Viq)(Z) + E10(c), (5.58)

onde o tensor T é dado por

T 111-7)
2 1+78

a-p
(25}1 AN WI ® I) : (5.59)

Dando continuidade, substitui-se (5.41) e (5.59) em (5.40)

D3 = we?(1 — y)a(o(u) - Viq)(2) + meaT(o(u) - Viq)(£) + 2 Eie)
= relaP(o(u) - V3q)(2) + f: &i(e). (5.60)

=8

Finalmente, substitui-se (5.60) em (5.38)
Ge(ue) — §(u) = —we*aP(o(u) - V°q)(2) — (1 — ) pkne’(u - )(2)

+ (1= me?(f - @)(@) — (1 — 7)me’pkl|u(@)]|* + Z &i(e). (5.61)

Portanto, ao considerar que f(¢) = me?, pode-se concluir que a derivada topolégica de G

¢ dado por,
DrG = —2Pac(u) - Vg — (1 —v)pku - (u+q)+ (1 —7)f - q. (5.62)
0J
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Teorema 5.2 Considerando os funcionais de forma
I(u) = [ ao(u)- V'u, e 0-(uw) = [aco(u) Viue,  (5.63)
onde u é solucdo de (5.1) e u. é solugcdo de (5.7) entdo a derivada topologica de J é dado por:
Drd = —2aPo(u) - [Viu + V°p] — kp(1 = y(z))u-q+ (1 =7)q - f, (5.64)
onde p solucdo do problema adjunto

pell: /Qaa(p)-v77—1—/kap-77:—2/9040(u)-V77 Vnp e,  (5.65)

e P é um tensor de quarta ordem apresentado em (5.26).

Demonstragdo. Ao considerar n = u em (5.5) e n = u. em (5.8) tem-se:

I(u) :/Qaa(u)-Vsu:/gf-u—/gpk‘ﬂu“?, (5.66)
9. (u.) :/Qaga(ue)-vsue :/Qfe-ug—/gpnguEHZ. (5.67)
Logo,
0-(w) = d(u) = [ foouo— | Fou [ pklucl?+ [pklul?. (568)
12 I3

Agora desenvolvendo F7,

F = /Qfg'ua—/gf‘u
= /S;\Bsf-uaJr/Bavf-ua—/ﬂf-ui/BEf-ua

= [Fu— [foum [ O-Fut [ f-w
= 2f foluwmw) [ (1=)f e [ ) (5.69)

Para determinar F3 € considerado a igualdade (3.24) para u vetorial, assim segue que:
B = [ pekluc]? ~ [ pkul?

Q Q

= [ okl + [ okl = [ okl [ phllu]?
Q\B- B Q B.

= [kl = [ pkllul? = [ (1= 7)ok
Q Q Be

— [ ok(flue|? = [u|? —/ 1 — ) pkllul?
J plhse = lal}?) = [ (1 =) pk|c|

€

&11(e)
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Portanto, substituindo-se (5.69) e (5.70) em (5.68) tem-se

Hs(us)—ﬂ(u):2/Qf-(us—u)—2/ka(u€—u)~u—/9f~(u5—u)

[ a=pkll? = [ (1 =)F u+Enle) 671
Dando continuidade, substitui-se (5.5) em (5.65) e considera-se n = u. — u,

/Q(w(p) -Vi(u. —u) + /ka‘p' (u: —u) =

—Q/Qf-(ug—u)qLQ/kau-(ua—u). (5.72)

Fy

Com isso tem-se que Fg € igual a (—Fj3).

Agora, fazendo 7 = p em (5.14), obtém-se:

/Qo“f(us —u)-V’p+ /ka(ue —u)p

= [ @=ac(w) Vp+ [ (1= phuc-p— [ A=1)F p. (573

Be

Pode ser observado que o lado esquerdo das Equacdes (5.72) e (5.73) sao iguais, logo F3

pode ser escrito da seguinte forma,

Fo=—[ (1=macu) - V'p— [ (1=mphu.-p+ [ A=nf-p (574

B

Agora para calcular F; foi considerado n = u. em (5.5) e n = u em (5.8)

/Qoza(u) -Viu, + /kau U, = /Qf U (5.75)

/Qozga('u,s) -Viu + /ngkue ‘U= /Qfa - u. (5.76)

Fazendo as contas de forma andloga as feitas em (5.30), tem-se:
/(xa(u) -Viu, = /aa(ug) - Viu, (5.77)
Q Q

logo, pode-se reescrever (5.75)
/aa(us) -Viu + /pskus U= /f8 -u. (5.78)
Q Q Q
Subtraindo (5.76) de (5.78), tem-se:

/E(l—w)ao(ue)-Vsu—i-/Be(l—y)pkue-u:/Qf-us—/QfE-uj:/Bgf-u
= [ f w1 fu (579)
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Assim,
:—/ (1 —7)ao(ue) - Viu — / 1 —7v)pku. - u — / 1—9)f - u. (5.80)
Logo, ao substituir (5.74) e (5.80) em (5.71), obtém-se
9.(w) 3w =~ [ (1= yac(u) - V'p— [ (1 -pu.-pt [ (1-2)Fp
—/Ba(l—'y)aa(ue)-vsu—/B (1—7)pug-u+/ (1—~ f-u—I—/ (1 —7)p||u.|?
—/gl—’y)f~ue+€n(€)=—/( —7)ac(ue) - Vp — /1— v)pu. - p+/1— )f-p

Fy Fio F1
~ o= aotus) - Vrut (1= )pu. - (we—w) = [(1=9)F - (w. = ).+ Enle).
Fio E12(e) €13(e)
(5.81)
Dessa forma,
FlOZ/B (1—7)pkua-pi/3 (I =7)pku-p
:Aﬁl_ phkp+/ (1—~ Mﬂt—u-pi/ (1= ~)pk(u - ) (%)
:/Bs(l—’y)pk‘(up +/ (L =)pku-p— (1 —7)pk(u-p)(2 +/ (L =)pk(u: —u) -p

&14(¢) €15(e)
= 71e?(1 — ) pk(w - p)(2) + E14(e) + E15(e). (5.82)

Fu = [@=9f-px [ 1= p)@)
[ =0 @)+ [ (- fp - 0= p)E)

&16(€)

= 7*(1=7)(f - p)(@) + Eus(e)- (5.83)

As contas necessdrias para determinar Fy e F75 sdo andlogas as feitas para determinar
D, assim:

10

Fy = me*(1 = y)a(o(u) - V*p)(2) + 7*pT(o(u) - V*p)(2) + 3 Eile)

=9

= me?aP(o(u) - Vop)(2) + Z Ei(e). (5.84)

=17

Fip = 7e*(1 — y)alo(u) - Viu)(2) + 7e?pT(o(u) - Viu)(d) + ; Ei(e)
= 7 pP(o(u) - Viu)(2) + Z &i(e). (5.85)

=20
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onde:

Eine) = /B (1= )ao (@) - Vp. (5.86)
Exe) = [ (1=acu) - V'p— (1= alo(u) - V'p)(3). (5.87)
€u(e) = [ (1=yao(w.) Vp—(o(w.)- VP)(@)) (5.88)
Eoole) = /38(1—7)040—(115)-?% (5.89)
€ne) = [ (1=A)aotu) Vu—(1-alo(w) Vu)@.  (5.90)
enle) = [ (1-7ao(w,) (Vu - Vu(#)) (5.91)

£

Finalmente, substitui-se (5.82), (5.83), (5.84) e (5.85) em (5.81)

J-(us) — J(u) = —me*(1 — y)pku - p+ 7’ (1 =) f - p

22
—ne’aPo(u) - Vp — mealPo(u) - Viu + Y &(e). (5.92)

=10

Por tltimo, ao considerar que f(g) = me?, pode-se concluir que a derivada topoldgica de

d é dada por:

Drd = —2aPo(u) - [Vou + V°p| + (1 — y)[—pku - p + f - p). (5.93)

5.4 Estimativas dos Termos Remanescentes

Nesta secdo serdo calculadas as estimativas dos termos remanescentes do cdlculo da

derivada topoldgica do problema coercivo apresentadas nas Secao 5.3.

Antes de calcular a estimativa dos erros serd necessario a demostragao dos resultados a

seguir.
Lema 5.2 Seja w. definido em (5.39) e solucdo de (5.46), entdo

[wellez @) = ofe). (5.94)

Demonstracdo. As contas para este caso sao andlogas as feitas para o caso escalar no Lema 3.2.
0J

Lema 5.3 Seja u.(x) definido em (5.39) e solugdo de (5.57), entdo

@ || g1 ) = o(e). (5.95)

Demonstracdo. A forma fraca do problema definido em (5.57) é dada por:
. €U, : /asa(ﬁ€)~vsn+/p5k'&€-n = —/pskwa-n—i—e/ g-n YnecH(Q), (5.96)
Q Q Q OB.
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onde
U, :={p € Hi (O R?) : plog = —w.}, (5.97)

g = (1 =7)p[Vo(u(y))n]n. (5.98)
Seja p. € U, logon =u. — p. € Hé(Q) e substituindo-se 17 em (5.96),
/O‘e"(ﬁe)'Vsﬂf+/ﬂskllﬁal|2 - /O‘ea(ﬁa)'vssog - /Pek"&e “pe
Q Q Q Q
:—/pgk:w6~ﬂ5—|—/p5kw€-gos+6/ g-a.—c| g-p. (599
Q Q 0B¢ 0B.
Pelo Teorema da divergéncia tem-se:
/048 (u.)-Vip,. = /le a.o(ug)) / PePe - Optle — / [aeo(ue)]n - pe. (5.100)
Q

Ao substituir (5.100) em (5.99), obtém-se

€ NE'VS /sk ~s2 /d € Ns T Fe
[aot@) - Voo, + [ pokla? + [ diviao()- ¢

Eq
_/ PePe - an'as _/ [[0550'('&5)]]?1 *Pe _/ pakﬁa " Pe =
[2}9] 0B. Q
FEn2 Eq3 E4
_/pakwa'ﬁa‘i’/pakwa'goe“‘f/ g'aa_f/ g Pe. (5101)
Q Q OBe 0B:
Ens E1s

Juntando £y, F44 € Ej; em uma tnica integral tem-se

Err = [ [divlazo(@.)) = kit — pokwJip. (5.102)
assim, por (5.57) tem-se que /17 = 0. Além disso tem-se que F13 = Fqg.
Como ¢, € U, segue que ©.|an = —W., assim By = [Hop-w. - Op ..
Logo (5.101) pode ser reescrito como:

[ocot@) Voo, + [ peblacl = - [ pkw. @~ [ pawe Oiic+e [ g, (5.103)
Q Q Q o0 0B

Eyg Eng Eyg

Calculando F'ig

|E18| = ’/stk:wa . '17,5 < ||w5||L2(Q)“’a5||L2(Q) < ||'E€||H1(Q)o(5). (5104)

Como w.|sq = he? logo

| Bl =

e / oo - Oy,
o0

< 52||h||H1/2(8Q;]R2)HanﬁaHH*l/?(aQ;]R?) <

eI Va2 (o) < &ty o). (5-105)
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Por ultimo

I&dzsf g-u.
0B:

< EHQHH*/?(@BE;R?)“"NLSHHU?(QBE;]R?)

< ellgllem el . < €]l (). (5.106)
Agora ao substituir (5.104), (5.105) e (5.106) em (5.103) obtém-se:
Laco(@) - Voo, + [ pokll? < (ofe) + 23 [aellm @ < 0@y (5107
Por outro lado, usando a coercividade,
ol < [ o) - Ve, + [ pokl® (5.108)

Assim substituindo-se (5.107) em (5.108), tem-se que

allting < o) ln @) (5.109)

que conduz ao resultado
H’a’é‘HHl(Q) = 0(8). (5110)
O

Lema 5.4 Seja u solucdo do Problema (3.1) e u. solugcdo do Problema (3.3). Entdo

|ue — ullL2(s.) = ofe). (5.111)

Demonstragao.

Considerando a expansdo de u. apresentada em (5.39) e usando (5.98), tem-se

|ue — ullL2Q) = |lwe — U2 ) < [|[wellL2) + [|[@:]|L2 @

< lwellee) + [Tl ) = o(e) (5.112)

OJ
De posse dos resultado apresentados, podem ser estimados 0s termos remanescentes.
Para estimar &;(¢) e £,(¢) foi utilizado o Lema 5.3
Ei(e) = /pkHuE —ul]* < Ci||u. — uH%Q(BE) < O+ — o(2). (5.113)
Q

&) = [ (1= )phlue — ull” < Cllu. — ulfian) < G0 = o). (5.114)

€

Jd para estimar £3(¢) foi usado a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o Lema 5.3,

Es(e) = 2/85(1 —y)pk(u: —u) - u

< Cillullee sy l|ue — ullL2i,) < Cye?td = 0(52). (5.115)
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Dando continuidade, para estimar €,(¢) foi usado o fato de u ser Lipschitz continua.

Ea(e) = /B (L= pklllul® = lu@)|] < Cl/BEHI — 2|l = o(e?). (5.116)

£

Para estimar €5(¢) e €14(¢) é considerado uma fungio auxiliar ¢ € Hy(€2), assim tem-se:

[ 0= o= @] < Cf flo—il=of). (5.117)

Agora ao considerar ¢ = q e ¢ = p, por (5.117) tem-se que E5(e) = o(e?) e E14(c) =
o(&?) respectivamente.

Ja os residuos E¢(c) e €15(¢) , podem ser calculados por

[, =)ok = w) - ¢ < Crllpleaio e — ulluaey

>

< Osellue — ullrz) < C3e®™ = o(e?). (5.118)

Novamente, considerando ¢ = g e ¢ = p, teremos Eg(c) = o(e?) e E15(c) = o(e?).

Considerando o fato de ¢ e u serem Lipschitz continuas, tem-se:

[, (0 =Apku- [ = ¢@)] < Cif o —a] = o). (5.119)

€

Logo, ao considerar ¢ = g e ¢ = p, tem-se E(c) = o(e?) e E14(e) = o(e?).

Usando a imersio de H'(Q2) em L?((2), a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o Lema
5.3.

| (1 =mac(a.) - ¢ < Cllo@e) || Vbl

€

< Ol o [ llagey < O = o). (5.120)

Assim, se considerarmos ¢ = ¢, ¢ = p e ¢ = u, teremos Eg(g) = 0(e?), E17(¢) = o(e?)
e Eq0(e) = o(e?).

Usando o fato de ¢ serem Lipschitz continuas, obtém-se

[, @ =aotu) (V6 - V@] < C [ o~ < = ofe?) (5.121)

£

Portanto, ao considerar ¢ = ¢, ¢ = pe ¢ = u, tem-se Ey(c) = 0(e?), E15(e) = 0(e?) e
821(6) = 0(82>.

Novamente, usando o fato de ¢ ser Lipschitz continua, tem-se

/ (1—=7)a[Viep — V()] - Viw. < C| (r—2) - Viw. <C|[ en-Viw,

Be Be Be
< Ce|Inllrz @) | Viwe L2 < Oe2||w5|]H1(Q) <O =o(e?). (5.122)
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Considerando ¢ = ¢, ¢ = p e ¢ = u, o que resulta em E4(c) = 0(e?), E19(g) = o(£?)

e E92(g) = o(e?) respectivamente.
O residuo £;5(¢) € calculado usando a Lema 5.4
€2(e) = [ (1= 7)pklu —w)-we = [ (1= 7)ph(u. —w) - (u. —u+u)

— [ (= okl = ull* + (. = ) w < Crl[Uge e — ullfegs,

g

+ Ool|ullz [ ue — wllapy < Cse' 0" 4270 = o(e?). (5.123)

Por ultimo no residuo €;3(¢) é usado o fato de ¢ ser Lipschitz continua.

E1a(e) = /36(1 ) F (e — ) < C/BEHCL’ — 2] = ole?). (5.124)

5.5 Problema de Estruturas em Vibracao Livre

Estamos interessados em calcular a derivada do primeiro autovalor do Problema de

Estruturas em vibragdo livre.

5.5.1 Formulacédo do Problema

Para formular o Problema de Estruturas em Vibragao Livre o problema (5.1) é reescrito
com f = (0 ek = —Ak* no termo fonte. Por abuso de natagdo vamos considerar —\k* = —\k.

Assim temos o problema de autovalor

Encontre w, tal que
—div(ao(u)) = Apku em )

o(lu) = CVu (5.125)
u = 0 sobre I'p
—o(u)n = 0 sobre I'y.

onde ) =T'pUl'ycomI'p NIy =0 el'pely sdo as fronteiras de Dirichlet e Neumann,

respectivamente.

Com isso a formulacao fraca € dada por,
uell: /pa(u) Ve = //\pku n  vpel (5.126)
Q Q

Considerando a mesma perturbacdo apresentada nas Tabelas 3.2 e 3.3, € definido o
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problema perturbado,

Encontre u., tal que
—div(p.o(ues)) = Apku. em Q
olus) = CViu,
u. = 0 sobre I'p (5.127)
—o(us)n = 0 sobre 'y
[w] = 0 } sobre OB. .
[p:Vu]n = 0

cuja formulagdo fraca é dada por
u. €U /ozea(ug) Ve = /)\Epskua n vpel (5.128)
Q Q
Com isso pode ser enunciado um Coroldrio a respeito da derivada topolégica do problema
de autovalor.
5.5.2 Calculo da Derivada Topolégica

Corolario 5.1 Sejam \ e u solucdo de (5.125), entdo a derivada topologica de ) é dado por:

_ —2aPo(u) - Viu 4 p(1 — 7)A|ul?

Dr(\) = 5.129
Demonstracdo. Se considerarmos 17 = v em (5.126) tem-se
Joao(u) - Viu _ J(u)
\ = = , 5.130
Tooklll? ~ 9(u) 10
ou seja,
d(u) = AS(u) (5.131)
Para calcular a derivada topolégica de D\ foi aplicado a regra do quociente em (5.130).
A (Dr9)S(w) ~ (Dr9)3(w)
Dy()) = LA = IO 5.132
Ao substituir (5.131) em (5.132) tem-se
DT<>\) _ (DT3)9(U) - A(DTS)S(U) _ Drd — )\DT9‘ (5.133)

[S(w)]? 9(u)

E possivel constatar que os funcionais de forma J(u) e §(u) sdo os mesmos do problema
de estruturas sobre apoio eldstico apresentados no inicio deste capitulo, as diferencas estdo nos

problemas adjuntos considerado para J(u) e §(u), que sdo apresentados a seguir:

Se considerarmos os seguintes problemas adjuntos para J(u) e G(u)

geUu: /Qaa(q)-Vsn—/Q)\pkq-n:—Q/QaJ(u)-Vsn:—D\/kau-n Vnel
(5.134)
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pel: /Qoza(p)-vsn—/g/\pkp-n:—2/ka'u,-77 Vn e U (5.135)

e considerando os resultados obtidos para o problema de estruturas sobre apoio eldstico no inicio

do capitulo, teremos as seguintes derivadas para J(u) e G(u)

Drd = 20Po(u) - (Viu+ Viq) + p(1 —v)\u - q, (5.136)

DrG = 2aPo(u) - Vep + p(1 — Y)Au - p — p(1 — 7)||ul|?. (5.137)
Fazendo-se n = pem (5.134) e n = q em (5.135) tem-se
/qu-Vp—/)\pkq-p _ —2/\/pku-p, (5.138)
Q Q Q
/an~Vq—/)\pkp~q _ —2/p/m-q, (5.139)
Q Q Q
ou seja,
—2)\/kau-p:—2/9pk;u-q = /Qp'u,-()\p—q)zo = q=\p. (5.140)
Por (5.133), (5.140) e as derivadas (5.136) e (5.137), obtém-se:

Drd — ADrG = 2aPo(u) - Viu + 2aPAo(u) - Vp + p(1 — ) N°u - p
—2aPAo(u) - V°p — p(1 = y)\u - p+ p(1 — 7)A[[u?
Drd — AD7§ = —2aPo(u) - Viu + p(1 — y)A||ul* (5.141)

Portanto,

_ —2aPo(u) - Viu 4 p(1 — y)A|ul?

Dr(\) = S (5.142)
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6 Exemplos Numéricos

Quando sdo apresentadas as aplicacdes de otimizacdo de estruturas planas, temos alguns
exemplos que sao cldssicos na literatura, como por exemplo: “cantilever beam” (Bendsge e
Sigmund, (2003); Perreira e Bittencourt, (2008); Suresh, (2010); Laurain, (2018); Deng e Cheng,
(2019)) que é um problema mal posto'; “Estrutura em L (Problema da bota)” (Amstutz e Novotny,
(2010); Suresh, (2010); Amir, (2017); Torii e Faria, (2017); Deng e Cheng, (2019)); Barra apoiada
ou problema da ponte ( Torii e Faria, (2017)); Problema do portal ( Torii e Faria, (2017)).

Nos exemplos desta secdo, foi utilizada a Equag@o 5.142 para o cdlculo da andlise de

sensibilidade topoldgica.

Exemplo 6.1 Neste exemplo foi considerado um retangulo de altura 1 e comprimento 3 engas-
tado em 20% do lado esquerdo divido igualmente entre os dois extremos e foi aplicado uma
carga no ponto (3;0,5) de k = 0.3 conforme Figura 6.1. Também foi considerado o coeficiente

de Poisson v = 0, 25. Além disso foi considerado o valor do penalty de £ = 1, 4.

0.8
0.6
0.4

0.2

0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8 21 24 2.7 3

Figura 6.1 — Geometria inicial.

Neste exemplo foi considerado malha inicial com 90 divisOes verticais e 30 divisdes
horizontais e foram feitos 4 refinamentos na malha, o que gerou a seguinte quantidade de
elementos e nds, conforme apresentado na Tabela 6.1.

! O problema é dito mal posto, quando pequenas perturbacdes nos dados de entrada produzem grandes oscilagdes

na resposta. Inclusive alteracdes na malha inicial podem produzir geometrias distintas.
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Tabela 6.1 — Quantidade de elementos da malha

n° de divisOes no lado n° de elementos da malha n° de nds

90 x 30 10.800 5.521
180 x 60 43.200 21.841
360 x 120 172.800 86.881
720 x 240 691.200 364.561
1440 x 480 2.764.800 1.384.321

Também foi considerado t€s valores para o Modulo de Young conforme apresentado na

tabela a seguir:

Tabela 6.2 — Casos considerados no Exemplo 6.1.

Caso A CasoB CasoC
E(GPa) 1 70 210

Como o Modulo de Young esta relacionado a rigidez do material, o objetivo de variar o

referido valor, consiste em analisar a influiéncia da rigidez no valor do autovalor.

Embora o volume final da geometria fique praticamente constante quando altera-se o
valor do modulo de Young, hd uma variacao significativa no valor do autovalor e na geometria
final. Além disso como apresentado em (5.3) e (5.4), C assume valores distintos para o caso de
estado plano de tensdo ou estado plano de deformacdo. Assim nas Tabelas 6.3 e 6.4 apresenta-se
os valores de Y, )\{ , )\{ /N e /\{ / )\g para os valores do Modulo de Young considerados.

Tabela 6.3 — Valores de \Y, MM /2] e A / A}, volume final mantido na geometria e nimero de
iteragdes para o estado plano de tensio.

E(GPa) Y A M/ M/N VE%) NI
1 7,385 10,4253 1,4116 0,1409 34,7513 114
70 516,9519  736,0433 1,4238 0,1880 34,4798 175
210 1.550,8557 2.228,9294 1,4372 0,1709 34,8341 88

Tabela 6.4 — Valores de \Y, MM /2] e A / A}, volume final mantido na geometria e nimero de
iteracdes para o estado plano de deformacao.

E(GPa) A9 A M/ MM VE%) NI
1 7,8523 11,3 1,4390 0,1619 34,1667 96
70 549,6639  788,2029 11,4339 0,1653 34,1459 140
210 1.648,9917 2.374,8484 1,4401 0,1485 33,9767 69

E possivel observar nas Tabelas 6.3 e 6.4 que, embora a escala de grandeza entre os
valores do autovalor seja 10! quando altera-se o Modulo de Young, quando € feito o quociente
entre \J /Y os valores ficam muito préximos, havendo uma variagio de menos de 3% em todos
os casos analizados. Desta forma, no restante deste exemplo consideramos sempre o estado plano

de tensdo.
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Figura 6.2 — Deslocamento inicial para o estado plano de tens@ao e Modulo de Young £ =
210G Pa.

Na figura 6.2 apresentam-se a malha inicial e o deslocamento inicial da geometria.

Na tabela a seguir sdo apresentados os nimeros das iteracdes em que a rotina fez o

refinamento apoés a referida iteragdo, em cada caso.

Tabela 6.5 — Casos considerados no Exemplo 6.1.

Caso A CasoB CasoC

1° refinamento 71 72 13
2° refinamento 81 94 44
3° refinamento 95 104 63
4° refinamento 106 129 85

Na Figura 6.3 apresenta-se a evolucao dos valores do angulo # em um dos casos consi-
derados. Percebe-se que somente no ultimo refinamento do caso C, o critério de parada foi o

angulo 6. Em todos os outros casos o critério de parada para refinamento foi o valor de .
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Figura 6.3 — Variacao do angulo 6 para os casos A, B e C.
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Na Figura 6.4 € apresentado a variacdo da funcdo de forma em cada um dos casos
analizados. Observa-se que em todos os casos a funcdo de forma é decrescente, com a exec¢ao

das iteracdes em que ha o refinamento.
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Figura 6.4 — Variacdo da fun¢do de forma para os casos A, B e C.

Na Figura 6.5 € apresentado a varia¢do do volume em cada um dos casos considerados.
Observa-se que nos 3 cassos 0 volume converge para um valor entre 34% e 35% o que confirma
a informacao de que a variacdo do Modulo de Young tem apenas influéncia no valor do autovalor,

mantendo o quantidade de material praticamente constante.
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Figura 6.5 — Variacdo do volume para os casos A, B e C.

Na Figura 6.6 sdo apresentado os valores de \; normalizados em relagio a A{. E possivel
observar que, embora o valor do autovalor mude bastante em cada um dos casos analizados,
quando normalizamos os mesmos em fungio de A} em cada caso, 0 quociente converve sempre

para um valor entre 1,41 e 1, 44.
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Figura 6.6 — Varia¢do dos valores de \;/\) para os casos A, B e C.

Na Figura 6.7 sdo apresentados os valores do quociente de A; por \,. Pode-se observar
nos valores de \; /Ay sd0 sempre menores que 1 e por isso ndo temos o problema de multiplicidade

para o primeiro autovalor como acontece em Seyranian et al., (1994).
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Figura 6.7 — Variagdo dos valores de \; /A, para os casos A, B e C.

Na Figura 6.8 € apresentada a geometria otimizada obtida, para o caso C, apds 88
iteracdes, o tempo gasto foi de 101 minutos e 17 segundos e volume final de de 34, 8341% do
volume original, valor bem préximo ao encontrado por Perreira e Bittencourt, (2008) que foi de
32% do volume original. Como foi comentado anteriormente, devido ao fato deste problema ser
mal posto, se escolhermos uma outra malha inicial, obtemos uma geometria diferente. Uma outra
caracteristica a ser destacada € o fato da geometria produzida neste trabalha ser simética com
relacdo areta y = 0, 5 equanto que a geometria encontrada por Perreira e Bittencourt, (2008)

ndo € simétrica.
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Figura 6.8 — Geometria otimizada, ap0s 88 iteracdes, para o estado plano de tensdo e Modulo de
Young E = 210G Pa.

Na Figura 6.9 apresenta-se a geometria obtida por Perreira e Bittencourt, (2008). Pode
ser observado que a uma grande semelhanca entre os duas geometrias, embora neste trabalho
otimizamos o primeiro autovalor e no trabalho Perreira e Bittencourt, (2008) foi otimizado
a Energia Potencial Total. As condicdes iniciais utilizadas por Perreira e Bittencourt, (2008)
foram as mesmas utilizadas neste trabalho com a diferenca de que o mesmo usou uma carga
concentrada de F' = 7.500 V.

Figura 6.9 — Geometria obtida por Perreira e Bittencourt, (2008).

Exemplo 6.2 Neste exemplo vamos considerar um retdngulo de altura 1 e comprimento 6, onde
a mesma estd engastado nos pontos (0;0) e apoiado no ponto (6;0), com cargas aplicadas
nos pontos (1;1) (k = 0.7), (2;1) (k = 1.4) e (5;1) (k = 0.7) conforme Figura 6.10. Foi
considerado uma malha inicial com 30 divisées na horizontal e 180 no vertical totalizando um
total de 21.600 elementos e 11.011 ndés. Foi considerado o seguinte valor para o coeficiente de

Poisson v = 0, 3. Além disso foi considerado o valor do penalty de £ = 0, 5.
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Figura 6.10 — Geometria inicial.

Neste exemplo foi considerado malha inicial com 180 divisdes verticais e 30 divisdes
horizontais e foram feitos 4 refinamentos na malha, o que gerou a seguinte quantidade de

elementos e nds, conforme apresentado na Tabela 6.6.

Tabela 6.6 — Quantidade de elementos da malha

n° de divisOes no lado n° de elementos da malha n° de nds

180 x 30 21.600 11.011
360 x 60 86.400 43.621
720 x 120 345.600 173.641
1440 x 240 1.382.400 692.881
2880 x 480 5.529.600 2.768.161

Também foi considerado té€s valores para o Modulo de Young conforme apresentado na

tabela a seguir:

Tabela 6.7 — Casos considerados no Exemplo 6.

Caso A CasoB CasoC
E(GPa) 1 70 210

Na Tabela 6.8 apresenta-se os valores de \Y, M, )\{ /2] e )\{ / )\g para os valores do

Modulo de Young considerados.

Tabela 6.8 — Valores de \Y, AN /2] e A / A}, volume final mantido na geometria e nimero de
iteracdes para o estado plano de tensdo.

E(GPa) A0 A M/X O M/N O VE%) NI
1 3,4449  3,4345 0,9970 0,2968 43,6224 49
70 259,2382 238,6828 0,9207 0,3335 43,371 47
210 777,7145 738,011 0,9489 0,2135 41,4154 62

Na figura 6.11 apresenta-se a geometria com o deslocamento iniciial criado pela carga

sobre a estrutura plana.
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Figura 6.11 — Deslocamento inicial da geometria.

Na tabela a seguir sdo apresentados os nimeros das iteragdes em que a rotina fez o

refinamento, apds a referida iteracdo, em cada caso.

Tabela 6.9 — Casos considerados no Exemplo 6.

Caso A CasoB CasoC

1° refinamento 29 15 17
2° refinamento 42 39 55
3° refinamento 45 43 58
4° refinamento 47 45 60

Na Figura 6.12 apresenta-se a evolucdo dos valores do angulo # em um dos casos
considerados. Percebe-se que nos dois ultimos refinamentos, o critério de parada foi o angulo 6.

Em todos os outros casos o critério de parada para refinamento foi o valor de x.
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Figura 6.12 — Variacao do angulo 6 para os casos A, B e C.

Na Figura 6.13 € apresentado a variagdo da funcdo de forma em cada um dos casos

analizados. Observa-se que em todos os casos a fun¢do de forma € decrescente.
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Figura 6.13 — Variacdo da funcdo de forma para os casos A, B e C.

Na Figura 6.14 € apresentado a variacdo do volume em cada um dos casos considerados.
Observa-se que nos 3 cassos o volume converge para um valor entre 41% e 44% o que confirma
a informacao de que a variacdo do Modulo de Young tem apenas influéncia no valor do autovalor,

mantendo o quantidade de material praticamente constante.
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Figura 6.14 — Variagcao do volume para os casos A, B e C.

Na Figura 6.15 sdo apresentado os valores de \; normalizados em relagdo a A). E possivel
observar que, embora o valor do autovalor mude bastante em cada um dos casos analizados,
quando normalizamos 0s mesmos em funcao de )\? em cada caso, o quociente converve sempre

para um valor entre 0,94 e 0, 997.
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Figura 6.15 — Variag¢do dos valores de \; /) para os casos A, B e C.

Na Figura 6.16 s@o apresentados os valores do quociente de A\; por \,. Pode-se observar
nos valores de \; /Ay sd0 sempre menores que 1 e por isso ndo temos o problema de multiplicidade

para o primeiro autovalor como acontece em Seyranian et al., (1994).
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Figura 6.16 — Variagio dos valores de A1 /), para os casos A, B e C.

Para obter a geometria otimizada apresentada na Figura 6.17 foram realizados 4 refi-

namentos na malha e necessdrios 62 iteragdes. O volume final que restou foi de 41,4154%.
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Figura 6.17 — Geometria otimizada para o estado plano de tensdao e Modulo de Young I =
210G Pa.

Exemplo 6.3 Neste exemplo consideramos um quadrado de lado 1 engastado nos pontos (0;0)
e (0;1) e uma carga aplicada no ponto (1;1) de k = 0.4 conforme Figura 6.1. Foi considerado
uma malha inicial com 30 divisoes de cada lado totalizando um total de 3.600 elementos e 1.861
nés. Foi considerado o seguinte valor para o Modulo de Young E = 210 x 103 N/mm? e para

o coeficiente de Poisson v = 0,25 e o valor da massa concentrada k = 1, 0.

Neste exemplo foi considerado 4 valores para o penalty.

Tabela 6.10 — Casos considerados.

Caso A CasoB CasoC CasoD
& 0,5 1.0 1.5 2,0

Neste exemplo foi considerado malha inicial com 30 divisdes verticais e 30 divisdes
horizontais e foram feitos 5 refinamentos na malha, o que gerou a seguinte quantidade de

elementos e nds, conforme apresentado na Tabela 6.11.

Tabela 6.11 — Quantidade de elementos da malha

n® de divisOes no lado n° de elementos da malha n° de nds

30 x 30 3.600 1.8611
60 x 60 14.400 7.321
120 x 120 57.600 29.041
240 x 240 230.400 115.681
480 x 480 921.600 461.761
960 x 960 3.686.400 1.845.121

Na Tabela 6.12 apresenta-se os valores de \Y, M, )\{ /A, )\g e )\{ / )\5 para os valores do

Modulo de Young considerados.

Tabela 6.12 — Valores de )\(1), 2 , )\{ / A0 A{ / M , volume final mantido na geometria e nimero de
iteracdes para o estado plano de tensdoe k£ = 1, 0.

¢ A M MY M MM VR NI
5.110 5.057 0,9897 59.057 0,0856 56,9363 20
5.110 4.876 0,9543 36.230 0,1345 46,7765 23
5.110 4.669 0,9137 31.941 0,1709 39.7931 25
5.110 4.444 0,8696 37.221 0,0598 57.2087 16

N — = O
S ot O Ot
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Na Figura 6.18 apresenta-se a geometria inicial e o deslocamento inicial considerados

neste exemplo.

1.23

0.8

0.6

047

0.271

0.0014 : : :
0.0 02 04 086 08 1.069

(a) Geometria inicial. (b) Deslocamento inicial

Figura 6.18 — Geometria inicial e deslocamento inicial.

Na tabela a seguir sdo apresentados os numeros das iteragdes em que a rotina fez o

refinamento, apds a referida iteracdo, em cada caso.

Tabela 6.13 — Casos considerados no Exemplo 6.

Caso A CasoB CasoC CasoD

1° refinamento 4 11 15 9

2° refinamento 9 13 17 11
3° refinamento 11 15 19 13
4° refinamento 16 17 21 15
5° refinamento 18 21 23 17

Na Figura 6.19 apresenta-se a evolucdo dos valores do angulo ¢ em um dos casos
considerados. Percebe-se que apenas no primeiro refinamento do caso D, o critério de parada foi

o valor de k, enquanto que nos demais casos, o critério de parada foi o angulo 6.
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Figura 6.19 — Variacdo do angulo 6 para os casos A, B, C e D.

Na Figura 6.20 € apresentado a variagdo da funcdo de forma em cada um dos casos

analizados. Observa-se que em todos os casos a fungao de forma € decrescente.
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Figura 6.20 — Varia¢ao da fun¢do de forma para os casos A, B, Ce D.

Na Figura 6.21 € apresentado a variacdo do volume em cada um dos casos considerados.
Observa-se que ha uma grande variagdo no volume em cada caso, o que confirma a informacao

de que a variacdo do dp penalty £ tem influéncia na variagdo do volume.
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Figura 6.21 — Variacdo do volume para os casos A, B, C e D.

Na Figura 6.22 sdo apresentado os valores de \; normalizados em relagdo a A. E possivel
observar que, além do fato do valor do autovalor mude bastante em cada um dos casos analizados,
quando normalizamos os mesmos em fungio de A} em cada caso, o quociente também tem uma

variagdo entre 0, 86 e 0, 99.
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Figura 6.22 — Variagdo dos valores de \; /\Y para os casos A, B, C e D.

Na Figura 6.23 s@o apresentados os valores do quociente de \; por \,. Pode-se observar
nos valores de \; /A sdo sempre menores que 1 e por isso ndo temos o problema de multiplicidade

para o primeiro autovalor como acontece em Seyranian et al., (1994).

Na Figura 6.24 apresenta-se a geometria otimizada para cada um dos casos.
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Figura 6.23 — Variacdo dos valores de A\ /s para os casos A, B, C e D.
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Figura 6.24 — Geometria otimizada para os casos considerados.
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7 Conclusao

Existem atualmente diversas aplicagdes bem sucedidas e comprovadas da derivada
topoldgica em intimeras solugdes de engenharia realizadas em diversos trabalhos publicados.
Estas aplicacdes cada vez mais ratificam o método por sua grande capacidade em obter solugdes
répidas, aproximadas e com alta precisdo. Assim a derivada topoldgica se apresenta como uma
ferramenta de grande versatilidade e com sua sélida base matemadtica, aliada as constantes
pesquisas que resultam em maior eficiéncia e resultados cada vez melhores, vem tendo sua

aplicacdo pratica bastante ampliada.

No Capitulo 2 foi apresentado a origem do problema de autovalor para equagdo de
Laplace, bem como foram apresentados os teoremas que garantem a positivoidade e unicidade
do primeiro autovalor e também os valores dos autovalores e autofuncdes para um retangulo
R =[0,a] x [0,b] C R2 Dando continuidade foi apresentado a defini¢io da derivada topoldgica
e os métodos numéricos utilizados. Dentro da se¢ao dos métodos numéricos, inicialmente foi
apresentado os elementos finito utilizado, as malhas, o algoritmo de otimizacado e a métodogia
utilizada em para resolver o problema de otimizacao de topologia. Uma das principais vantagens
do algoritmo do MEEF, € o sistema de refinamento da malha, pois inicialmento pode-se trabalhar
com uma malha mais grosseira e conforme a geometria for ganhando forma € feito a refinamento
da malha, até que a geometria obtenha a precisao desejada. Como consequéncia direta disso
as primeiras iteracdes sdo muito rapidas de serem calculadas e portanto, toda a geometria
final € obtida em pouco tempo computacional. Ja para o método de elementos de contorno foi
apresentado o método de reprocidade dual, a solu¢do fundamental, a discretizagdo do dominio e
a solucdo para o problema de autovalores e autofuncdes, além da metodologia de funcionamento

do algoritmo utilizado para o problema de otimizagdo de topologia.

No Capitulo 3 foram apresentados os problemas ndo perturbado e perturbado da equacao
de Helmholtz modificado e provado a existéncia da derivada topoldgica para os funcionais
apresentados em (3.19). Uma vez provada a exiténcia de derivada topoldgica, foi calculado a
derivada topoldgica para os referidos funcionais e encontrada uma forma fechada para a mesma,
bem como a estimativa para os termos remanescentes (residuos) apresentados na expansao
topoldgica foi rigorosamente provadas. Por ultimo foi apresentado a forma analitica fechada
da derivada topoldgica para as aplicacdes analizadas, que foram: autovalor para a equacao de
Laplace e o problema de difusdo para a transferéncia de calor. Vale resaltar que uma das principais

vantagens da derivada topoldgica em relacio a outros métodos de otimizagdo topoldgica € a sua
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forma analitica e fechada.

Ja no Capitulo 4 foram apresentados os resultados numéricos para os dois problemas
apresentados no Capitulo 3. Inicialmente foi considerado um problema de autovalor sem fonte
de massa concentrada. O referido problema foi resolvido pelos métodos MEF e MEC,onde
os resultados obtidos apresentaram boa concordancia. Em seguida foi analizado o problema
com massa concentrada e verificou-se que quando o valor da massa concentrada aumenta, o
algoritmo retira menos material. J4 quando € feita a variacdo do parametro &, o algoritmo retira
mais material conforme o valor de £ aumenta. Neste capitulo também foi analisada a influéncia
das condic¢des de contorno no resultado da geometria final. Além disso, uma andlise foi realizada
comparando o primeiro e o segundo autovalores a medida que o processo iterativo evoluia. O
fendbmeno de multiplos autovalores ndo foi observado, eliminando assim qualquer presenga
da ndo diferenciabilidade do operador considerado. Desta forma, os experimentos numéricos
confirmam a eficdcia do método proposto. Por tltimo foi analisado o problema da transféncia de
calor, o material de alta eficiéncia foi progressivamente substituido por um material de baixa
condutividade térmica até que um projeto complexo com alto desempenho fosse alcancado.
Para resolver este problema foi necessario um computador com grande capacidade de mémoria
(64 GB). Isso se deve ao fato de a figura obtida ter varias ramificagdes e por consequéncia €
necessdrio uma malha bem refinada (40.960.000 elementos e 20.486.401 nds) para que a rotina

capture todas as informagdes do dominio.

Dando continuidade, no Capitulo 5 foram apresentados os problemas nao perturbado e
perturbado do problema de estruturas sobre apoio eldstico associada ao problema de elasticidade
linear bidimensional em estado plano de tensdes e deformacdes e provado a existéncia da derivada
topoldgica para os funcionais apresentados em (5.23). Apds provado a exiténcia de derivada
topoldgica, foi calculado a derivada topoldgica para os referidos funcionais e encontrada uma
forma fechada para a mesma, bem como a estimativa para os termos remanescentes (residuos)
apresentados na expansao topoldgica foi rigorosamente provadas. Por ultimo foi apresentado a
forma analitica fechada da derivada topoldgica para as aplica¢des analizadas, que foi otimizagdo
de estruturas planas.

Por dltimo, no Capitulo 6 sdo apresentados os exemplos numéricos para o problema
de vibragdo em estruturas planas. Foram estudados trés exemplos, onde foi obtido a topologia
otimizada, que foram comparados com outros trabalhos presentes na literatura e foi verificado
que os resultados obtidos apresentaram boa concordancia entre si. Além disso, nvoamente foi
realizada uma anélise comparando o primeiro e o segundo autovalores a medida que o processo
iterativo evoluia. O fendmeno de multiplos autovalores ndo foi observado, eliminando assim

qualquer presenca da nao diferenciabilidade do operador considerado.

7.1 Contribuicao do Trabalho

Como principais contribuicdes do trabalho destacam-se:
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* Calculo da derivada topolédgica do funcional (fun¢do custo) modificado da energia em um

problema que envolve difusao;

* Cdlculo da derivada topoldgica do primeiro autovalor do operador diferencial que repre-

senta 0 modelo de uma membrana;

* Calculo da derivada topoldgica do primeiro autovalor do operador diferencial que repre-

senta o problema de elasticidade;

* Adaptacdo do algoritmo existente para Otimizacdo Topoldgica, baseado na derivada

topoldgica, utilizando métodos do elementos finitos e de contorno;

7.2 Trabalhos Futuros

— Implementar um método em elementos de contorno para obter a geometrias otimiza-

das para o Problema de Estruturas em Vibragdo Livre.

— Calcular a derivada topoldgica do funcional energia modificado para o problema

Difusivo-Advectivo-Reativo.

— Utilizar a mesma estratégia adotada neste trabalho para calcular a derivada do pri-

meiro autovalor para placa de Kirchhoff.

— Utilizar a mesma estratégia adotada neste trabalho para calcular a derivada do pri-

meiro autovalor para placa de Reissner-Mindlin.

— Implementar um método em elementos finitos para obter a geometrias otimizadas

para o problema Difusivo-Advectivo-Reativo.

— Implementar um método em elementos finitos para obter a geometrias otimizadas

para placa de Kirchhoff.

— Implementar um método em elementos finitos para obter a geometrias otimizadas

para placa de Reissner-Mindlin.

7.3 Trabalhos Realizados Durante a Execucao Desta
Tese

Artigos em congressos internacionais.

« Topological derivative applied to the eigenvalue problem in a membrane structure no 25"

International Congress of Mechanical Engineering. (Ruscheinsky et al., 2019);

» Topological derivatives applied in a problem of convection-diffusion of a heat exchanger

no 25" International Congress of Mechanical Engineering. (Carvalho et al., 2019);
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* A numerical routine for eigenvalue problem based on Boundary Element Method and
Topological Derivative no 25" International Congress of Mechanical Engineering. (Dias
et al., 2019).

* A Studying the parameters influence on the final topology obtained by sensitivity analysis
in an eigenvalue problem no X1V Congreso Iberoamericano de Ingenieria Mecénica.
(Dias et al.,2019);

Artigos em revistas indexadas.

* Topological asymptotic analysis of a diffusive-convective-reactive problem na revista

Engineering Computations. Fator de impacto 1.322 (Ruscheinsky et al., 2020);

* Topological derivative-based topology optimization of plate structures under bending
effects na revista Structural and Multidisciplinary Optimization. Fator de impacto 3.377
(Carvalho et al., 2020)
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