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Resumo

O presente trabalho propoe a inclusao do estudo das geometrias nao euclidianas, em
especifico a geometria de Minkowski, no curriculo de geometria do ensino médio com o
intuito de reforcar e aprimorar os conceitos e teoremas da geometria euclidiana.

Mostraremos que os numeros hiperbdlicos sao representados pela geometria do plano
de Minkowski e como esse tipo de geometria nao euclidiana pode proporcionar um apren-
dizado significativo dos conceitos geométricos. Desenvolvemos uma atividade que envolve
a comparacao de conceitos dessas duas geometrias, com o objetivo de reforcar os conceitos
e teoremas da geometria euclidiana. Destacamos neste trabalho o estudo analitico da reta
e da circunferéncia mostrando uma visao diferente da tradicional usada em sala de aula
atualmente. A proposta de uma atividade usando o software Geogebra como recurso traz
uma visao pratica para complementar e reforcar a visualizagao do contetido exposto.

Palavras-chave: Hipérbole, Nuimeros Hiperbdlicos, plano de Minkowski



Abstract

The present work proposes the inclusion of the study of non-Euclidean geometries,
specifically the Minkowski geometry, in the geometry curriculum of high school in order
to reinforce and improve the concepts and theorems of Euclidean geometry.

We will show that hyperbolic numbers are represented by the geometry of the Minkowski
plane and how this type of non-Euclidean geometry can provide a significant learning of
geometric concepts. We developed an activity that involves the comparison of concepts
of these two geometries, with the objective of reinforcing the concepts and theorems of
Euclidean geometry. In this work, we highlight the analytical study of the line and the
circumference showing a different view from the traditional one used in the classroom
today. The proposal of an activity using the Geogebra software as a resource brings a
practical vision to complement and reinforce the visualization of the exposed content.

Keywords: Hyperbole, Hyperbolic Numbers, Minkowski plane
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Introducao

Essa dissertacao ¢ inspirada nos estudos de Hermann Minkowski que nasceu em 22
de junho de 1864 em Alexotas, Império Russo, e faleceu em 12 de janeiro de 1909, na
Alemanha. Ele estudou na Universidade de Konigsberg e tornou-se doutor em 1885 nesta
mesma Universidade [3].

Minkowski lecionou na Universidade de Bonn de 1887 até 1892, foi professor e influ-
enciador de Einstein, com a sua visao e seu trabalho sobre espaco-tempo. Ele construiu
os fundamentos matematicos da teoria da relatividade quando em 1907 verificou que o
trabalho de Lorentz e Einstein poderia ser melhor compreendido em um espaco nao eu-
clidiano. Ele considerou espaco e tempo, antes pensados independentes, em um continuo
espaco-tempo quadridimensional. Essas ideias foram usadas por Einstein para desenvolver
a teoria geral da relatividade [4].

De acordo com a leitura dos trabalhos de Vollrath [8] e Felsager [7], é possivel afirmar
que o ensino da matematica ainda nao prioriza um curriculo individualizado para atender
as necessidades de cada aluno. Segundo Vollrath [8], o ensino da geometria como um
produto pronto também nao estimula o interesse dos alunos pela busca do conhecimento
geométrico. Ele ainda afirma que a sobreposicao dos interesses dos professores por de-
terminados assuntos nao pode ser um obstaculo ao desenvolvimento das habilidades dos
estudantes e a adequagao de um curriculo individualizado. E importante investir em dife-
rentes formas de ensinar, buscar por atividades integradas e que despertem o desejo pelo
aprendizado da geometria.

Defendemos aqui que o ensino investigativo e o uso de uma geometria nao euclidiana
proporcionam uma visao diferenciada do ensino da geometria.

Os alunos terao a oportunidade de questionar as propriedades geométricas construidas
por eles mesmos através de uma atividade que analisa e contrapoe propriedades das duas
geometrias.

A dissertagao estd organizada da seguinte forma. No capitulo 1 definimos, através de
um conjunto de axiomas, o espaco M e o modelo para essa geometria, finalizando, com
o estudo da reta e da circunferéncia. No capitulo 2 é definido o conjunto dos nimeros
hiperbdlicos a partir do estudo dos niimeros hipercomplexos. Por fim, no capitulo 3,
apresentamos um conjunto de atividades para aplicacao no ensino médio.



Capitulo 1

A geometria do plano de Minkowski

1.1 Introducao

A geometria nao euclidiana apresentada neste capitulo, foi investigada em 1907 pelo

matematico alemao H. Minkowski. A nossa axiomatizagao para o plano de Minkowski,
denominado de M, é vetorial e admite os termos indefinidos ”ponto”e ”vetor”. Tal qual

descrito por Yaglom em [1], a lista de axiomas abaixo determina um sistema completo
para a geometria plana de Minkowski e envolve 5 grupos de axiomas.

I Axiomas relativos a soma de vetores.
A adicao entre dois vetores a, b € M resulta em outro vetor s € M, chamado de
vetor soma de a e b e denotado por s = a+b. Para quaisquer vetores a, b e c € M
valem as seguintes propriedades:
(a) Comutatividade: a+b =b + a;
(b) Associatividade: (a+b)+c=a+ (b+c);
(c) Existéncia do vetor zero: Existe 0 € M tal que, a4+ 0 =0+ a = a;
(d) Existéncia do inverso aditivo : Para todo a € M existe a’ € M , de tal forma
que at+a =a +a=0.
IT Axiomas relativos a multiplicacdo de um vetor por um nimero real.
Dado um vetor a € M e a € R, a multiplicacao de a por o é um vetor m € M
denotado por m = «.a. Para quaisquer vetores a e b € M e a e  niimeros reais,
valem as seguintes propriedades:
(a) l.a=a;
(b) 0.a=0;
(c) Associatividade: a.(f.a) = (a.().a;
(d) Distributividade em relagao a adi¢ao de nimeros reais: (a+ 3).a = c.a+ f.a;
)

(e) Distributividade em relagao a adigao de vetores: a.(a+b) = a.a+ a.b.

IIT Axiomas de dimensao.
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(a) Para quaisquer trés vetores a,b,c € M existem trés nimeros reais «, 3, y, nem
todos zero, tais que
aa+pB.b+vc=0.

(b) Existem dois vetores linearmente independentes a, b € M isto é: a.a+5.b =0
somente se a =0e =0, em que e f € R.
IV Axiomas referentes a forma bilinear simétrica.

Esté definida em M uma forma bilinear simétrica f : M x M — R que, para todo
u,v,w € M e c € R, satisfaz as seguintes propriedades:

(a) flu,ev+w) =cf(u,v)+ f(u,w);
(b) fleu+v,w)=cf(u,w)+ f(v,w);
(c) f(u,v)=f(v,u);

(d) f é nao degenerada:

i. Para cada u € M com u # 0, existe v € M tal que f(u,v) # 0;
ii. Para cada u € M com u # 0, existe v € M tal que f(v,u) # 0.

(e) f ¢ indefinida: existe um vetor a € M tal que f(a,a) = a®> > 0; existe um
vetor b € M tal que f(b,b) = b? < 0.

V Axiomas de relacao entre pontos e vetores.

(a) Dado um ponto A € M e um vetor u € M existe um tnico ponto B € M tal
%
que AB= u;

—

— —
(b) Para quaisquer trés pontos A, B, C' temos AB + BC=AC.

Os axiomas de dimensao nos qualificam a introduzir dois importantes conceitos, a saber:
bases de vetores e componentes de um vetor na base dada.

Chamamos de base um conjunto de vetores linearmente independentes. Sendo {e, f}
uma base, temos que para cada vetor c existe um unico par de nimeros reais (x,y) tal
que,?

c =ze+yf. (1.1)

Os nimeros z e y sdo chamados de componentes de ¢ na base {e, f}.
Para provar a existéncia da decomposi¢ao de (1.1), usamos o axioma III(a), que nos
garante a existéncia de nimeros reais «, €, , nao todos iguais a zero tais que

ac + ee + 6f = 0. (1.2)

O niimero « em (1.2) ndo é igual a zero. De fato, se « fosse nulo, terfamos ee+0f = 0
que implica € e § iguais a zero, ja que {e,f} é uma base. Isso contradiz a hipétese de que
«, € € 0 nao sao simultaneamente nulos.

Ao somarmos em ambos os lados de (1.2) (—ee) + (—of) , obtemos

ac = (—€)e+ (—0)f

1Usaremos a notacao sem o ponto para representar o produto entre vetor e ntimero real.
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e multiplicando ambos os lados da igualdade acima por — temos,
Q@

- -0
c:—ee—ir—f
« «

) —€ —0
que equivale a (1.1) em que x = — e y = —.

Para provar a unicidade de (1.1) considere outro par de coordenadas (x1,y;) tal que

c = x1e + y.f. Usando os axiomas de adicao de vetores e de multiplicacao de um vetor
por um numero real, segue de ¢ — ¢ = 0 que

(x—x1)e+ (y —y))f =0.
Tendo em mente que {e,f} é uma base podemos concluir que
r—21=0,y—y =0

isto é
T =121,y =Y

Na geometria de Minkowski dizemos que dois vetores ¢ e d sao ortogonais, ou normais,
se f(c,d) = 0. No que segue, usaremos a notacao f(u,v) =u-ve f(u,u) = u?
Podemos definir uma base ortonormal a partir de vetores a e b com a2 = o > 0 e

1

b%? = —3 < 0, de acordo com o axioma IV(e), como segue. Defina i = Ta, de tal forma
a

que i? = 1.

Considere agora o vetor by = b —~ -1, onde v = i-b. Segue que i-b; = 0 e que
by’ =(b—(i-bi))>=—-B—(i-b)? <0.
Definindo-se m = \/ﬁlh temos
i’=1, i-m=0, m?’=-1. (1.3)

Uma base do plano de Minkowski que satisfaz (1.3) é chamada de base ortonormal.
Podemos concluir que, se {i,m} é uma base ortonormal do plano M e c e d sao vetores
de coordenadas respectivas (z,y) e (z1,y1) nessa base, entao

c-d=zxx —yy. (1.4)
A forma

inM —- R
u — f(u,u)

¢ denominada forma quadratica associada a forma bilinear f. Mostraremos que vale para
todo u, v € M a igualdade:

4f(a,v) = gu(u+v) — gu(u—v).
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Temos:

guu+v) = flu+v,u+v)
= f(u,u)—|—f(v,u)—|—f(u,v)+f(v,v)
= qu(u) +2f(v,u) + qum(v),

gmu—v) = flu-v,u-v)
= f(u,u) — f(v,u) — f(u,v) + f(v,v)
= qm(u) —2f(1,v) + qu(v).

Logo,
gmu+v) —gu(u—v) = 4f(u,v).
O comprimento de um vetor u é representado por |u| e é dado por
lul = V/[gm(uw)l. (1.5)

No plano M distinguimos para um vetor u as seguintes classificagdes: vetor tipo espaco
se u? > 0, vetor tipo tempo de u? < 0 e nulo ou isotrépico, se u? = 0.

Dados dois pontos A e B, a distancia entre eles é definida como

dAB = \/ |qM(1@)| (16)

Vamos mostrar abaixo que a distancia entre os pontos A e B é igual a

dap = /|(z1 = 2)? = (1 — y)?| (L.7)
em que (x1,y1) e (z,y) sdo as coordenadas respectivas de B e A, e sdo também as com-
— —

ponentes respectivas dos vetores OB e OA, no referencial ortonormal de centro no ponto
O € M e base ortonormal {i, m}.

— —  —

Com base no axioma V(b) podemos escrever que AO + OB=AB. Se B = A temos
— —  —
BO + OB=AA .

— —_ —

Por outro lado, fazendo O = A em AO + OB=AB, temos
— —  —
AA+ AB=AB

—
e somando (— AB) aos dois lados da equagao vem

— = —

.
AA+ AB — AB=AB — A
—
AA4+0=0.
— — —
Logo AA= 0 e segue que OA= — AO .

Podemos entdo concluir que AB=0OB — OA= (z1 — x)i+ (y1 — y)m de onde obtemos
que a distancia dsp é dada por (1.7).
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1.2 Isometrias do plano de Minkowski

Uma isometria de M é uma aplicacao F' : M — M tal que para todo X,Y € M,
d(X,Y) =d(F(X),F(Y)), em que d(X,Y) = dxy ¢é a distancia entre os pontos X e Y
de M.

Se G, F : M — M sao isometrias, entao a composta Go F : M — M é também uma
isometria.
De fato,
A(X,Y) = d(F(X), F(Y)) = d(G(F(X)), G(F(Y))).

Considere a transformagcao Ty, : M — M definida por T,(X) = X' = X 4u, para todo
X € M, em que u é um vetor constante. De acordo com os axiomas que estabelecem a
—

relagao entre ponto e vetor em M, segue que Ty, (X) = X' © X X'= u. Tal transformagao
¢é chamada de translagao segundo o vetor u.

A funcdo T, é uma isometria de M. Sendo X e Y € M, sejam X = T,(X) e
Y' = Ty(Y). Logo, por defini¢io temos que:

X =X+u

Y =Y +u

Segue que,
— — — — — — — — — —
u=XX=YY = XX'=XY +YX=YY'=YX+ XYV — XY=X"Y".

Portanto,
d(X,Y)=d(X"Y') = d(Tu(X), Tu(Y)).

Seja H : M — M uma isometria de M, tal que H(O) = O’ para algum ponto O € M.

7,
A aplicacao H' dada por H = T, o H, em que u =0'0O, é uma isometria de M e é tal
que H'(O) = O.

Portanto, qualquer isometria de M nele mesmo é dada pela composta de uma isometria
que fixa algum ponto de M com uma translagao de M.

Assim, podemos considerar apenas isometrias que admitem um ponto fixo em M.

Como a distancia entre dois pontos A, B € M foi definida como sendo

dap =V ]am(AB)],

segue que uma isometria de M deve preservar a forma quadratica g.
No que segue, nosso estudo se restringe as transformacgoes lineares que preservam a
forma quadréatica em M.

Proposicao 1.1 Uma transformacao linear T de M preserva g se, e somente se, ela
preserva f.

Demonstracao: Por definicio, se T preserva f, para todo u,v.€ M, f(Tu,Tv) =
fla,v).
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Portanto,
gm(u) = f(u,u)
= f(Tu,Tu)
= qm(Tu).

Isto €, T preserva qp.
Suponha que, para todo u € M, q(u) = gm(Ta). Entao para todo u, v.e M

qguu+v) = gu(T(u+v)) e
gm(u—v) = qu(T(u-v)).
Portanto,
4f(u,v) = qu(u+v)—qu((u—v))
= qu(Tu+Tv) —gu(Tu—-Tv)
= Af(Tu,Tv).

Ou seja, T preserva f.
O

Proposicao 1.2 O conjunto G das transformacaoes lineares de M que preservam f é um
grupo sob composicao.

Demonstracao: Dados F e G € G, transformacdes lineares de M que preservam f,
entao

f(F(Gu), F(Gv)) = f(Gu,Gv) = f(u,V).

Portanto, a composta de duas transformacoes de G € uma transformacao de G.
A transformagao identidade pertence a G. Seja I;(x) = x para todo x € M. Temos

fau, Igv) = f(u,v).
Sejau e M eT € G tal que Tu = 0. Segue que para todo v e M

fla,v) = f(Tu,Tv) = f(0,Tv) = 0.

Como f € nao degenerada, isso implica que u = 0. Portanto, o nicleo de I" estd restrito
ao vetor 0 e, assim, T € invertivel. Seja T~ a inversa de T'. Temos, para todo u,v € M,

f(T ', T 'v) = f(TT  u, TT 'v) = f(u,V)

o que prova que T™' € G.
O

— —
Seja T'uma aplicagao linear que preserva f, dada por OX'=T OX em que X' = (2/,y')
e X = (z,y) na base {i,m}. Se A = ( CCL Z ) é a matriz de T' na base {i,m}, a relacao
entre (z/,y') e (x,y) é dada por

¥ = ax+by
{y’ = cr+dy. (1.8)
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Dizer que T preserva f equivale entdo a dizer que z'* — y* = 2? — 2, ou seja
2’ —y* = (ax+0by)’ — (cx+dy)?
= 2%(a® — &) + 2xy(ab — cd) + y*(b* — d?)

que fornece trés equagoes para os coeficientes a, b, ¢, d:

a?—c2 = 1
ab—cd = 0 (1.9)
V—d? = —1.
Segue que
a?> = 1+¢c
a?b? = Ad? (1.10)
¥ o= d®—-1.

Ao resolver esse sistema, chegamos nas equacoes a> = d? e ¢2 = b>. De onde obtemos
bl
quatro possibilidades de resultados para a e b, sao eles:

1. Caso a = d e ¢ = £b. Quando ¢ = —b, temos db + bd = 2bd = 0. Se d = 0 temos
que a =0 e —c®> = 1 o que é um absurdo porque ¢ € R. Portanto d # 0 e segue que
b=c=0;

2. Caso a = —d e ¢ = £b. Quando ¢ = b temos —db — db = —2bd = 0. Para d =0
temos a = 0 e —c* = 1 o que é um absurdo porque ¢ € R. Portanto d # 0 e segue
que b =c = 0;

Portanto, obtemos dois tipos de transformacoes, que descrevemos abaixo. O primeiro é
dado pelas equagoes

¥ = axr+by
{ y = bx+ay, (1.11)
em que a®> — b> = 1. Neste caso, podemos considerar a = cosh(f) e b = senh(6).

Esse conjunto forma um grupo sob composicao chamado de grupo das transformacgoes de
Lorentz.
O segundo conjunto de transformagoes é dado pelas equagoes

¥ = ar+by
{ Y — br—ay. (1.12)
em que —a? + b? = —1.
Para obter a expressao das transformagoes de Lorentz geralmente dadas em textos de
1
fisica, considere b = —av, em que v = — tanh(f). Segue que —1 < v < 1, a* = -
—v
Com isso as expressoes de (1.11) tornam-se
o T — vy
1—?
L) (1.13)
y =
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1.3 Um modelo para a geometria plana de Minkowski

Como M é um espaco vetorial real de dimensao 2, ele é isomorfo a R?. Logo, o plano
cartesiano R? é um modelo para M.

Identificamos os vetores da base ortonormal {i,m} com as diregoes dos eixos coorde-
nados do sistema cartesiano de origem O: i é o vetor diretor do eixo das abscissas e m, o
vetor diretor do eixo das ordenadas.

1.3.1 A reta do plano M
Sejam um ponto A = (xg, o) e um vetor v = (a,b), diferente do vetor zero em M.
A reta r que passa pelo ponto A e tem como direcao o vetor v é dada pelo conjunto de

—>
pontos P(x,y) de M tais que AP= tv , para qualquer ¢ pertencente a R.
Dessa forma obtemos a equagao paramétrica da reta

(7,y) = (x0,%0) +t(a,b)

equivalente ao sistema

r = xog+at
1.14

{ y = yo+ bt ( )
Obtemos a equagao cartesiana dessa reta subtraindo-se o produto da primeira equacao de
(1.14) por b, do produto da segunda equagao de (1.14) por a:

a(yo —y) + b(x — o) = 0. (1.15)

O plano de Minkowski possui duas retas especiais, chamadas de eixos bissetores, que sao
determinados pelas duas dire¢oes nulas (ou isotrépicas) w; =i+ m e wy =i — m. Essas
retas dividem o plano em quatro regides (Como ilustrado na Figura 1.1.): Setor Direito
(SD), Setor Esquerdo (SE), Setor de Cima (SC) e Setor de Baixo (SB).
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Figura 1.1: Eixos bissetores

A

SC

SE SD

\

SB

Dado o vetor v = (a,b) distinto de (0,0), um vetor perpendicular a ele é um vetor
u = (c¢,d) tal que f(v,u) = ac—bd = 0.

Proposi¢ao 1.3 Dado v = (a,b), f(v,u) =0 < u= «a(b,a) para o € R.

Demonstragao:

1. Dados v = (b,a) e u = a(b,a), temos f(v,u) = f((a,b),a(b,a)) = aab — baa =
a(ab —ba) =0, em que a € R.

2. Dado o vetor v = (a,b) distinto de (0,0), queremos determinar quais vetores (c,d)
sao tais que ac — bd = 0.

(a) Para a = 0: neste caso bd = 0, o que implica d = 0. Portanto (c,0) ¢é
perpendicular a (0,b);
bd bd d
(b) Paraa # 0: de ac—bd = 0 vem ¢ = —. Logo o vetor (¢,d) = | —,d | = —(b,a)
a a a
¢ perpendicular a (a,b).
Segue desses dois itens que dado v = (a,b) ndo zero, a dire¢ao perpendicular a esse
vetor € u = (b,a).
0

Dizemos que duas retas sao perpendiculares se suas dire¢oes o forem. Segue entao da
Proposicao 1.3 que duas retas perpendiculares sao simétricas em relacao a uma paralela
a um dos eixos bissetores.

Uma reta ¢ classificada em tipo tempo ou tipo espago, de acordo com a classificagao
do vetor diretor dada na pagina 12. Dessa forma, podemos afirmar:
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1. Se gm(v) > 0, a reta é classificada como tipo espago;

2. Se gm(v) < 0 a reta é classificada como tipo tempo.

Logo, uma reta do tipo tempo sera perpendicular a uma reta do tipo espaco e vice-versa.

1.3.2 A circunferéncia no plano M

A circunferéncia de centro em C' e raio r € R, com r > 0, é o conjunto de pontos X
de M tais que
dOX =T.

Pela definicao de distancia entre dois pontos temos que a equacgao dessa circunferéncia
¢é dada por
(z —20)* = (y — w0)* = £, (1.16)

em que X = (z,y) e C = (x9,yo)-
Sendo r # 0, a equacao da circunferéncia do plano de Minkowski representa uma
hipérbole equildtera no modelo considerado aqui. (Ver Figura 1.2 abaixo).

Figura 1.2: Circunferéncia

A

SC

SE 5D

v

SB

Vamos listar duas propriedades da circunferéncia do plano M em relacao a uma reta
dada. Para isso, definimos uma reta secante como sendo uma reta que intercepta a
circunferéncia em dois pontos distintos.

Definimos reta tangente a circunferéncia como sendo uma reta que a intercepta em
um unico ponto.
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Proposicao 1.4 Uma reta tangente a uma circunferéncia, num ponto T', € perpendicular
ao seu raio por esse ponto.

Demonstracao: Dado um ponto T = (xo,%0), com yo # 0, sobre a circunferéncia de
equacdo x? —y* = r?, o coeficiente angular da reta t tangente & curva no ponto T é dado

pela solugao de
dy
20 — 2y— | |z=0, =10

dy . To . . )
para —— |,—z,. Ou seja — € o coeficiente angular da tangente a circunferéncia em T.

dx

0
A equagao da reta tangente a circunferéncia no ponto T €, portanto,

Yo(y —yo) = oz — 20)

com vetor diretor (yo, To).
Sendo OT o raio dessa circunferéncia com O = (0,0) e T = (x¢,yo) a equacao da reta
que passa por O el é
Yo = TYo.

Temos que f((yo, o), (%0,Y%0)) = YoTo — ToyYo = 0. Portanto as retas OP e t sao
ortogonais.

Se T = (x0,0) a tangente a circunferéncia no ponto T é a reta x = o, de dire¢ao m.
Como o raio em T tem direcao i, seque que a tangente € perpendicular ao raio em T

O

O segmento determinado pelas duas intersecoes de uma secante a uma circunferéncia,
¢é chamado de corda.

Proposicao 1.5 Um raio de uma circunferéncia é perpendicular a uma secante se, e
somente se, ele intercepta a corda que ela determina no seu ponto médio.

Demonstragao: Sejam P(x1,y1) e Q(xa,y2) pontos distintos sobre a circunferéncia x* —
y? =12, A reta definida por PQ tem equagdo

aly —y2) = bz — )

em que a = x1 — Xy e b =1y, — Yo Sao as componentes do seu vetor diretor.
O ponto médio do segmento PQ) € dado por M = (M,, M,) onde

M$:$1+ZL‘2

2

‘ +
My:yl 2?/2.

A reta OM tem equagdo
yM, = M,
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e vetor diretor (M,, M,).
f(((l, b)? (Mfm My)) = (:El - ':CQ)MJE - (yl - y2)'My
= (11— 19) (xI;xQ) — (1 — ) <y142ry2)

@y —ys = (2 — )
2

Portanto, OM e P(Q) sao perpendiculares.

Suponha que a reta PQ seja perpendicular a wma reta de dire¢ao (c,d) que passa por
0. A equagao dessa reta € dada por cy = dz. f((a,b),(c,d)) =0 leva a d = ANz — x9) €
¢ =My — y2). Seque que a reta perpendicular a PQ) tem equagdo

z(x1 — 22) = YY1 — ¥2)-

Para M, = x temos

x(x) —x2) =

Para M, =y temos

v — ) = (yl ‘53/2) (11— 42)

Portanto, quando x = M, ey = M, temos que
M (w1 — @2) = My(y1 — y2).

Logo, o ponto M(M,, M,) pertence a essa reta.



Capitulo 2

Numeros Hiperbdlicos

2.1 Numeros hipercomplexos - Introducao

De acordo com [5], nimero hipercomplexo é um elemento do seguinte conjunto de
nimeros com duas componentes

Z={es+uyv’=a+ub;z,y,o b eRu¢R} (2.1)

em que « e 3 sao chamados de constantes de estrutura. Dois elementos desse conjunto
z1 =21 +uy; e 25 = X9 + Uy, sao iguais se, e somente se, suas respectivas componentes
sao iguais: 1 = x5 e y; = yo. Dados dois nimeros quaisquer z; e zo € Z, a soma entre
esses numeros é dada da seguinte forma:

21+ 20 =21 + 22+ u(yr + ).
Com a operacao soma o conjunto Z forma um grupo comutativo e temos:

1. existéncia de um elemento 0 € Z em que 0+ 2 =240 =z tal que 0 =0+ Ou € Z;
2. paracada z =z +uy € Z existe —z € Z tal que 2+ (—2) =0; —2 = —z — uy.
Para a multiplicagao, impomos as seguintes propriedades:

1. distributividade em relagao a adicao: Vzi, 29,23 € Z, 21.(22 + 23) = 2122 + 21 23;

2. associatividade: Vzy, 29,23 € Z, (21.22).23 = 21.(22.23);

3. comutatividade: Vz1, 20 € Z, 21.29 = 29.21.

De acordo com Catoni et al. [5], sistemas numéricos distintos dos nimeros reais e com-
plexos nao podem ter uma multiplicagao comutativa e, simultaneamente, nao admitirem
divisores de zero. No entanto, como veremos neste capitulo, a geometria associada ao
conjunto dos nimeros hiperbédlicos é a geometria de Minkowski, subjacente a teoria da
Relatividade restrita de Einstein. Portanto, ao impor a comutatividade da multiplicacao,
seguimos a referéncia [5] e justificamos esta imposi¢ao em fungao do seguinte teorema.

Teorema 1 Para sistemas distributivos com unidade, o cdlculo diferencial e integral
existe apenas se 0s sistemas forem comutativos.

21
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Veremos abaixo quais sistemas numéricos, caracterizados pelas constantes de estrutura
a e 3, admitem divisores de zero. A existéncia de divisores de zero esta ligada a existéncia
e unicidade de um inverso multiplicativo.

Dado um niimero 2 = a + ub , com a® + b # 0, a existéncia de um tinico nimero
z = x + uy tal que z5.2 = 1, depende do determinante do sistema

(2.2)

ar +bya = 1
br+yla+bp) = 0,

que ¢é equivalente a equagao
(@ +ub)(z +uy) =1

e que corresponde & sua decomposigdo em componentes relativas aos versores 1 e u.
O determinante de (2.2) é dado por

D = a* + abB — ab? (2.3)

e (2.2) possui uma tunica solugdo quando D # 0.
Por outro lado, para que o sistema de ntimeros admita divisores de zero, é necessario
que a equagao zy.2 = 0 admita solucao nao nula. Isso equivale a dizer que o sistema

{ ar +bya = 0 (2.4)

bxr +y(a+05) = 0,

que é equivalente a equacgao

(a+ub)(xz +uy) =0,

tenha determinante D = a® + ab8 — ab* = 0. Portanto, a determinacio dos divisores
de zero do sistema numeérico nos permitira determinar quais niimeros admitem um tinico
inverso multiplicativo.

O determinante (2.3) pode ser escrito como

AN AN

em que A = 3% + 4a.
Como A s6 depende das constantes de estrutura do conjunto Z, obtemos trés classes

de nimeros dependendo de A ser positivo, negativo ou nulo. Esses casos determinam, no
plano cartesiano (3, «), trés regides tal como ilustrado na Figura 2.1.
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Figura 2.1: Regides do plano (3, ) de acordo com o sinal de A.

A

A >0

\

A <0

A seguir, analisaremos a possibilidade de existéncia de divisores de zero em cada classe
de nimeros de acordo com o valor de A.

1- A =% +4a =0: Os nimeros tais que A = 0 sdo chamados de parabélicos. Neste
caso, o determinante D assume a expressao

2
D = (a—i-gb)

e D = 0 leva aos divisores de zero dados por a = —gb. As solugoes do sistema (2.4)
sao da forma z = @ + yu.

2- A = % +4a < 0: Os ntimeros tais que A < 0 sdo chamados de elipticos. Neste caso,

5.\’ 52\ s
D = —b| — — b
(a + 5 o+ 1
= a4+ afb— ba.
A equacio D = 0 admite solucdes se A’ = b (5% + 4a) > 0. Como, por hipétese,

A = B? + 4a < 0, segue neste caso que nao ha divisores de zero. Sendo assim, a
unica solucao da equagao zpz = 0 é z = 0. Da mesma forma, a tnica solucao de
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1
20z = 1 é expressa por z = —, e é dada pela solucao do sistema (2.2) em funcéo de
20

B —a—bp S b
~ b2a —a? — baf y_b%z—a?—baﬁ'

a e b por:

xz

3- A =3%+4a > 0: Os ntmeros tais que A > 0 sdo chamados de hiperbélicos. Neste

€aso,
D = +§b T +ﬁ—2 b’
- " ‘T

= a*+ aBb— b a.

Como A > 0, segue que a equacao D = 0 admite duas solugoes reais para a, ja que
seu discriminante é A" = b*.(8% + 4a) > 0.

b8+ |b|\/BE + da
) .

Os divisores de zero sao dados por a =

Para cada um dos 3 casos podemos definir sistemas canonicos para o conjunto Z :

1. Para A < 0 o sistema canénico ¢ dado por: u? = —1, (a = —1,8 = 0). Este ¢ o

caso dos numeros complexos.
2. Para A = 0 o sistema canonico é dado por: u?> =0, (=0, 3 = 0).

3. Pra A > 0 o sistema canonico é dado por u?> =1 (o = 1,8 = 0). Esse sistema est4
relacionado com a geometria pseudo-euclidiana ( espago-tempo).

E possivel verificar que os sistemas determinados de acordo com o sinal de A sao isomorficos
ao sistema canonico correspondente [6].

Define-se o conjugado de um numero hipercomplexo z = x + uy no conjunto Z como
sendo zZ = x + Sy —uy. No caso do sistema canonico, 5 = 0 o conjugado é definido como:
Z=1x—uy. O produto 2.z = 2% — ay? + Bay € R é definido como o quadrado do médulo
de z.

2.2 Numeros Hiperbdlicos

O conjunto dos numeros hiperbdlicos é uma derivacao do conjunto dos nimeros
hipercomplexos Z e é obtido quando («, 5) = (1,0) isto é:

H={z=z+uy;u’=1;2,y € R,u¢R}. (2.6)

Assim como no conjunto dos hipercomplexos e dos niimeros complexos, chamamos de
Z = x — uy, o conjugado hiperbdlico e definimos o médulo de z como |z| = /|z.Z] =
2 _ 2
2% —1?|.
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A um ponto P = (z,y) do plano cartesiano R?, associamos o ntimero hiperbélico
z=T+uy.
Podemos definir o quadrado da distancia de um ponto P a origem como

D=27=a%—y

A distancia do ponto a origem do plano cartesiano é dada por

p=Vlzzl= VDI

em que
D = 2% — 2

Nesse plano cartesiano hiperbdlico o inverso multiplicativo de um nimero z # 0, quando

Z

existir, é dado por — = =. Se 2.Z = 2*—y? = 0, temos y = £z e o ponto P de coordenadas
z

(x,y) é um ponto dos eixos bissetores do plano cartesiano. Esses eixos representam os
divisores de zero de H. Se 2z = 22 — y? # 0, o ponto P = (z,y) se encontra em um dos
setores definidos na Sessao 1.3 do capitulo anterior.

Vemos claramente que o plano de Minkowski representa a geometria associada aos
numeros hiperbdlicos, assim como o plano euclidiano representa a geometria dos niimeros
complexos.



Capitulo 3

Atividades para sala de aula

3.1 Atividades

3.1

1.

3.1

.1 Atividade 1 — Construcao da hipérbole equilatera
Em uma janela do programa Geogebra [2], execute os seguintes comandos:

Trace um circulo de centro F}, sobre o eixo Ox do plano cartesiano, usando a opgao
criar circunferéncia a partir de seu centro e um de seus pontos. Em seguida, clique
no ponto da circunferéncia que foi criado e selecione a opgao exibir objeto para
esconder esse ponto.

. Crie um ponto A sobre a circunferéncia tracada anteriormente.

Crie um ponto F; sobre o eixo Ox exterior a circunferéncia tragada, de tal forma
que a mediatriz do segmento F} Fy intercepte a circunferéncia tracada no ponto B,
tal que o angulo < F; BF} seja reto.

Crie a reta r que passa por A e F}.
Crie o segmento AF; e, em seguida trace a sua mediatriz ¢.
Nomeie por P, o ponto de intersecao entre r e t .

Use o comando de "lugar geométrico” para construir o lugar geométrico do ponto P
quando A percorre a circunferéncia.

.2 Atividade 2

Siga as instrucoes abaixo, a fim de caracterizar a curva tracada no fim da atividade
anterior.

1.

Usando a caixa de entrada do Geogebra, digite: distancia(P, F}) e distancia(P, F3)
para determinar a medida dos segmentos PF; e PF5.

Qual é o valor da diferenga |PF|—PF;|?

. Ao movimentar o ponto A, o que se observa a respeito da diferenca calculada no

item anterior?

26
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4.

D.

De acordo com a observacao feita, qual é a caracteristica da curva construida?

Em funcao do que foi observado, determine a equagao dessa curva.

3.1.3 Atividade 3: A circunferéncia da geometria de Minkowski

1.
2.

Crie os pontos de coordenadas F} = (¢,0) e [y = (—¢,0), para ¢ de sua escolha.

A partir do que foi determinado na atividade anterior, determine a abscissa do ponto
P = (20,0), (xo > 0) da hipérbole equildtera de foco Fi e F.

Use o comando para tracar a hipérbole dados seus focos e um de seus pontos.

Essa hipérbole é uma circunferéncia da geometria de Minkowski. Sendo assim, ela
é o conjunto dos pontos que equidistam da origem O = (0,0).

Determine a distancia de um ponto qualquer (zg,yo) dessa circunferéncia até a
origem.

Crie um ponto @) qualquer sobre essa circunferéncia e construa o ponto ) diame-
tralmente oposto a ele.

Crie dois pontos T e V quaisquer sobre essa circunferéncia. Trace a corda T'V.
Movimente esses pontos para analisar as possiveis posi¢oes dessa corda.

As retas * = y e x = —y sdo chamadas de assintotas dessa hipérbole. Arraste o
ponto @, criado no item 6, afastando-o da origem. Observe que ele se aproxima
dessas retas.

Como se movimenta o ponto @' Como se comporta a distancia de (Q a Q' nessa
geometria?

3.1.4 Atividade 4: Equacao da reta tangente

1.

Definicao: a reta que intercepta a hipérbole de equacao z? — y? = 1, somente no
ponto P = (xg,yo) dessa curva, é chamada de reta tangente a hipérbole no ponto

P.

. Usando seus conhecimentos de geometria analitica e a definicao acima, determine a

equacdo da reta tangente a curva 22 — y?> = 1 que passa pelo ponto P = (v/2,1).

Usando seus conhecimentos de geometria analitica e a definicao acima, determine a
equacao da reta tangente & curva 22 — y? = 1 que passa por um ponto P = (o, o)
qualquer dessa curva.

. O que pode ser dito a respeito dos coeficientes angulares (em relagao ao eixo Ox)

da tangente & hipérbole 22 — y* = 1 no ponto P = (xq, o), yo # 0, e da reta que
une esse ponto a origem?
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3.1.5 Atividade 5: Perpendicularismo no plano de Minkowski

1.

Tomando-se o coeficiente angular de uma reta em relagao a reta y = x, repita o que
foi feito no item 4 da atividade anterior. (suponha que as coordenadas do ponto
P = (0, y0) seja tais que zoyo > 0)

Use a propriedade obtida no item anterior para definir a condi¢ao de perpendicula-
rismo entre duas retas. Essa serd a condi¢ao de perpendicularismo para a geometria
de Minkowski.

3.1.6 Atividade 6

1.

Construa no Geogebra uma circunferéncia euclidiana de centro O e raio r e trace
uma corda AB. Selecione a op¢ao ponto médio e crie o ponto médio do segmento
AB. Trace a reta que passa pelo ponto médio criado e a origem da circunferéncia.
Movimente a corda AB.

No ambito de geometria euclidiana, mostre que se a reta suporte a um raio de uma
circunferéncia intercepta uma corda no seu ponto médio, essa reta é perpendicular
a corda.

Crie no Geogebra a hipérbole de equacao 2% — y? = 1, trace uma corda AB em um
dos bragos da hipérbole. Selecione a opc¢ao ponto médio para criar o ponto médio
M do segmento AB, em seguida trace a reta OM. Movimente a corda AB.

Mostre que o mesmo resultado do item 2 vale no ambito da geometria de Minkowski.

Mostre que no ambito da geometria de Minkowski, também vale a volta, i.e. se a
reta suporte a um raio é perpendicular a uma corda de uma circunferéncia, ela passa
pelo seu ponto médio.

3.1.7 Atividade 7 - Numeros Hiperbdlicos

Considere o conjunto de nimeros z = = + uy em que z,y € R e u ¢ R. Definimos o
quadrado da distancia de z até a origem como 2z = (z + uy)(x — uy).

1.

Para os nimeros complexos, temos u? = —1. Determine o conjunto dos nimeros
complexos que distam R de 0 (0 =0+ 03).

Para os ntimeros hiperbélicos, temos u? = 1. Determine o conjunto de nimeros
hiperbdlicos que distam R de 0 (0 = 0+ Ou).

Encontre as solugoes z = x + yi, da equagdao zpz = 1, no conjunto dos numeros
complexos, em que zy = xg + Yoi, com 2o % 0.

Encontre as solucoes z = x + uy, da equagao zpz = 1 no conjunto dos nimeros
hiperbdlicos, em que zy = xo + uyy , com zg # 0.

Represente no plano cartesiano, os conjuntos dos pontos obtidos nos itens 2 e 4.

Faca uma tabela com duas colunas, uma para cada tipo de nimero (complexo e
hiperbdlico); analise as diferengas entre as operagoes (uma operagao por linha) de
soma/subtragao e multiplicagao/divisao nesses dois conjuntos.
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3.2 Atividade 8

1.

Dado um ponto P = (x,y) do plano cartesiano, correspondente ao nimero hi-
perbdlico z = x 4+ uy, qual é o ponto do plano correspondente a uz?

. Represente este ponto para vérias escolhas de P (pelo menos um ponto em cada

quadrante).

O que se conclui a respeito da multiplicagao de um nimero hiperbdlico por au em
que a € real?

Repita os itens 2 e 3 no caso dos nimeros complexos (i.e. trocando u por i).
Repita os itens 1-4 no caso da multiplicacao por k, em que k ¢ real.

Analise agora a decomposicao do produto de z = z 4+ uy por w = k + au, i.e. dado
o ponto P = (z,y), determine o ponto correspondente a wz = kz + auz usando as
observacoes acima.

3.3 Explicacao das atividades

3.3.1 Atividade 1

Para comegar esta atividade os alunos precisam ter um conhecimento prévio de geometria
analitica e sobre a hipérbole euclidiana. Sera explanado aos alunos que o plano cartesiano
estudado na geometria analitica ¢ o mesmo plano que usaremos na nova geometria, a qual
possui semelhancas e diferencas com os conceitos que eles ja conhecem. A explicacao feita
a seguir envolve conceitos desenvolvidos durante a construcao da Atividade 1 e que pode
ser utilizada caso algum aluno questione.

1.

Estudo da circunferéncia e raio : a circunferéncia é definida como sendo o conjunto
de pontos equidistantes do seu centro. E uma boa oportunidade para questionar os
alunos como se calcula a distancia entre dois pontos. Acredito que a maioria dos
alunos ira responder que a distancia entre dois pontos A = (x1,71) € B = (x2,y2) é
dada por:

dAB) = /(g2 — 11)2 + (22 — 11)2.

. Ao pedir que os alunos escolham F;, externo a circunferancia, tal que seja formado

um angulo reto, o ideal é deixar que os alunos busquem essa construcao com base
no conhecimento adquirido até entao. Uma forma de ajudar nessa construgao é:

(a) Na circunferéncia tragada escolhemos o segmento F)B tal que ele forme um
angulo de 45° com o eixo x. Para isso, basta tracar a perpendicular ao eixo Ox
passando por F) e em seguida tracar a bissetriz do angulo formado.

(b) Em seguida crie a reta perpendicular a bissetriz tragada no item anterior que
passa por B. Marque como sendo F5 o ponto da perpendicular que intercepta
o eixo Oz (Ver Figura 3.1).
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Figura 3.1: Construcao da Hipérbole - passo 3

A

N

Afirmamos ainda que o segmento BF; é tangente a circunferéncia.

Ao chegar no passo 7 da construcao (Figura 3.2), o aluno deverd perceber que é o ponto
P que ira descrever a hipérbole quando o ponto A completar uma volta na circunferéncia
criada no passo 1. Podemos mostrar aos alunos que a hipérbole construida é classificada
como equilatera pois é possivel verificar que os pontos sobre a curva obedecem a relagao

r? —y?> = @?, onde a é uma constante (Serd demonstrado no item 5 da Atividade 2).

\
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Figura 3.2: Construcao da Hipérbole -passo 7

A

F2

3.3.2 Atividade 2: Questionario
Para responder a essas perguntas os alunos vao usar a construcao feita na Atividade 1.

1. Os alunos vao anotar os valores de PF} e PF2 que sao as medidas dos segmentos
mostrados na janela de algebra. Podemos também calcular esses valores usando a
formula mencionada na explicacao da Atividade 1.

2. O valor da diferenca |d(Fy, P)—d(Fy, P)| seré obtido pela leitura da janela de dlgebra
do Geogebra.

3. Ao movimentar o ponto A sobre a circunferancia e observar as alteragoes presentes
na janela de algebra, vamos deixar os alunos chegarem a conclusao de que o valor
encontrado no item 2 é uma constante k. Ou seja o valor de |d(Fy, P)-d(Fy, P)| nao
se altera.

4. Durante a construcao da hipérbole equilatera da Atividade 1, foi observado que o
ponto P ao percorrer a mediatriz ¢, descreve a curva que forma a hipérbole e, de
acordo com o item anterior, temos que |d(Fy, P)-d(Fy, P)| = k.

De fato, observamos que, sendo P um ponto da mediatriz ¢ podemos afirmar que
dpa = dpp, e podemos ainda escrever que dpp, = 7 + dpa. Logo, para o ponto P
sobre a hipérbole temos:

dpp, —dpp, =7+ dpa —dpp, =T
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Dessa forma, podemos afirmar que a constante k£ do item anterior é igual ao raio r da
circunferéncia tragada na atividade 1. Movimentando o ponto A pela circunferéncia
¢é possivel constatar que a diferenca se mantém constante para qualquer P que
descreve a hipérbole.

Podemos afirmar que essa curva é formada pelo conjunto de pontos que obedecem

a
\d(Fy, P)-d(Fy, P)| = 1.

Sendo assim, os alunos devem chegar a conclusao de que chamamos de hipérbole a
curva caracterizada como sendo o conjunto de pontos que obedecem a essa relagao.

5. De acordo com o que foi feito nos itens anteriores, tomaremos F; = (c¢,0), Fy =
(22,0), A = (24,0) e P = (x,,0); nesse caso em que Fy, A e Fy sdo coilineares, P ¢
ponto médio de AF,. Para determinar a equacao dessa curva temos:

(a) Distancia F1F, é dada por:

(ry —c)* = 2r?
x5 —2cx9 + % —2r° = 0.
De onde concluimos que x5 = —c¢ £ 7/2, usaremos aqui todas as distancias em
médulo e tomaremos 7y = —c¢ + /2.

(b) Distancia do ponto A até F; é igual ao raio da circunferéncia, entao:

(o —c)* = 712

Portanto, x, = c+r.

(¢) Podemos agora calcular a coordenada do ponto P:

To+ Ty cHr+ (—c+rV2) _r+r\/§

2 2 2
Entao,
rv2—r—2c
dppy = -5
r 412 —2c
=5

O que nos permite escrever que:
dppl — dpF2 =T.

Como I} F, = 2¢ e como o triangulo Fy BF, é isésceles, segue que r = ¢v/2.

Usando as coordenadas de I} = (—¢,0), F5 = (¢,0) e um ponto P = (z,y) da
hipérbole, podemos escrever a equacgao da curva

Vit + =z =P+ =r.
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Temos

(x+e)?24+1y?2 = r++/(x—c)?+y?
(x+c)—(x—c) =1 = 2r/(z— )2+ 92

Desenvolvendo a equacgao acima vamos obter

2
224 —r?) —r¥y? = %(402 —r?).

Como 7 = ¢v/2 podemos escrever a equacao acima como

3.3.3 Atividade 3: A circunferéncia da geometria de Minkowski

1. Usando o Geogebra os alunos vao criar os focos de uma hipérbole equilatera de
acordo com o que foi feito na Atividade 1.

2. Para determinar zo em P = (z9,0) vamos usar o conceito de distancia entre dois
pontos segundo a geometria de Minkowski que é calculada da seguinte forma

dap = V/|(z2 — 21)> — (2 — 1)?-

Sabendo que |PF} — PF,| = k, temos

dpF1 = (Io + 6)2
= |zg+ |
dF2p = (C — $0)2
= |c— x|
Logo, |PF; — PFy| = |2x¢| = k. Dessa forma obtemos os seguintes resultados para
Lo
k
o = 5
ou
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3. Construcao no Geogebra usando o comando ”tragar a hipérbole conhecendo seus
focos e um de seus pontos”. Para os focos tome os pontos F; e Fy sobre o eixo Ox
e para o ponto sobre a hipérbole escolha o ponto P(zg,0) de acordo com o que foi
feito no item anterior dessa Atividade.

4. Usando o Geogebra, o professor pode mostrar aos alunos que a hipérbole construida
possui todos os pontos da curva equidistantes do centro. Sabendo que uma cir-
cunferéncia, com centro na origem, no plano de Minkowski é o lugar geométrico
que possui todos os pontos da curva equidistantes da origem, concluimos que essa
hipérbole é uma circunferéncia de Minkowski.

5. Sendo O = (0,0) a origem do plano e o ponto P(xg,¥), a distancia de O a P é
dada por

dop = V/|(z0 — 0)2 — (yo — 0)2]
dop = \/ 125 — y5.

k
Vimos no item 2 que quando P = (x¢,0) temos x¢ = 5 e a distancia de P a origem

é igual a ||, portanto:
kQ
2 _ 2
To =% =

6. Construcao do segmento QQ’ que passa pela origem do plano cartesiano. O profes-
sor pode mostrar que esse segmento é o diametro da circunferéncia, uma vez que
observamos no item anterior que a distancia entre O e P é o raio dessa circunferéncia.

7. Ao criar a corda que passa pelos pontos T" e V da hipérbole e movimentar esses
pontos os alunos vao experimentar os diferentes tipos de cordas na hipérbole e
observar que as coordenadas dos pontos 7' e V' aumentam ou diminuem conforme o
tamanho euclidiano do segmento V'T'.

8. Quando o ponto () se afasta da origem do sistema podemos perceber que ele se
aproxima das retas chamadas de assintotas. Observamos que, conforme aumentamos
(ou diminuimos) simultaneamente os valores da abscissa e da ordenada do ponto
Q, ele se aproxima cada vez mais da reta y = z. E quando aumentamos ( ou
diminuimos) o valor da abscissa e diminuimos (ou aumentamos) o valor da ordenada
o ponto () se aproxima da reta y = —z. Podemos formular essa afirmacao da seguinte
forma: considere a hipérbole de equacao 2 —y? = 1 . Podemos escrever

y=vaz—-1

ou
y=—Vvaz—1.

Apés simplificar a expressao do radicando relembre o conceito de modulo e entao
podemos escrever
1

y = |z 1—;.

Quando z for muito grande a expressao do radicando tende a 1 e y tende a |x|.
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Sendo assim, podemos pensar que a hipérbole estd muito préxima do par de retas
y = =*x.

9. Ao movimentar o ponto () sobre a curva, percebemos que ()’ se movimenta sime-
tricamente e as distancias dog e dog' se mantém constantes independentemente da
movimentacao dos pontos.

3.3.4 Atividade 4

1. O professor pode conferir se os alunos compreenderam a definicao descrita pedindo
que eles ilustrem essa definicao.

2. Para determinar a equacao da reta tangente a hipérbole no ponto dado, procedemos
da seguinte forma: a equacao da reta tangente a hipérbole de equacao 2% — y? = 1,
por P = (v/2,1) é dada por y = ax + b j4 que o ponto P nio estd sobre o eixo Oz.

Temos
Y = ar+b
{olp 2" (31)

Sabemos que a reta intercepta a curva no ponto P, o que nos permite escrever

2? — (ax +b)? =
(1 —a*)z* —2abr — (b* +1) = 0.

Sabemos que essa reta intercepta a curva em um tnico ponto, portanto o discrimi-
nante da equagao encontrada sera nulo:

A = 40 +4—4a>=0

¥ o= o —1.

Nao podemos ter a? < 1 pois, do contrario terfamos b?> < 0 com b real. Portanto,
a?>1eb>0.

Dessa forma, sabendo que a®> > 1 e que a reta passa por P, podemos afirmar que
1:a\/§+b, entdo b =1 — av/2.

(1—av2)? = a®>—1
a?—2avV2+2 = 0
(a—V2)? = 0.

Portanto, a = v/2 e b = —1. Portanto a equacio da reta tangente que passa por

P=(V2,1)éy=v2ur—1

3. Dado um ponto P = (x¢,%) qualquer, sobre a hipérbole de equagao x? — y? = 1,
para determinar a equagao da reta tangente a essa hipérbole pelo ponto P vamos
proceder de forma analoga ao item anterior, supondo-se que yy # 0. Vamos obter o
mesmo sistema com as equagoes da reta tangente e a da hipérbole

= ar—+b
{22 (32)
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Efetuando a substituicao feita na questao anterior, vamos obter a mesma relacao
b? = a®> — 1, e como ja foi analisado, o valor de a? nao pode ser menor que 1 pois,
b* menor que zero é uma contradigao pois b € R. Usando P = (xg,yo) podemos
escrever

a>—1 = (yo—any)?
(1 —ad)a® + 2yozoa — (yg +1) = 0.

Da equacao do segundo grau encontrada temos que
A =4(ys +1— ).

Como z% — y2 = 1, obtemos que A = 0. Logo,

o = —Yoxo
1— 22
Lo
a = —.
Yo
-1 ) - ,
Dessa forma, obtemos que b = — e concluimos que a equacao da reta tangente é
Yo
dada por
ZTo 1
y=—x— —.
Yo Yo

Caso yo = 0, temos o ponto P = (z0,0) e pela equagao da hipérbole obtemos que
ro = £1 e a equagao da reta que tangencia a hipérbole em P intercepta o eixo Ox
no ponto xy paralelamente ao eixo Oy, logo a equacao da reta é x = xy = +1.

4. Vimos que a equacao da reta tangente a hipérbole pelo ponto P = (xg, o) é dada

Zo . ~
por y = —x — — quando yy # 0 . Determinamos a equagao da reta que une esse

0 0
ponto P a origem (0,0) por
y = ma (3.3)

Yo .
com m = =—. Sobre os coeficientes angulares dessas retas podemos afirmar que o
To
produto entre eles é igual a 1. Ou seja um é o inverso do outro.
Yo Zo
= —=1
Lo Yo

3.3.5 Atividade 5: Perpendicularismo no plano de Minkowski

1. Seja 6 o angulo formado entre a reta tangente e a reta y = x e v o angulo formado
entre areta y = x e a reta ¢, que passa por P e a origem, no caso zg.yp > 0 . Temos:

(a) tan(f) é o coeficiente angular da reta tangente a hipérbole em relagao a reta
Y=

(b) tan(v) é o coeficiente angular da reta t em relagao a reta y = x.
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x
Seja tan(f) = =0 6 coeficiente angular da reta tangente em relagao ao eixo Ox e
Yo

Yo . ~ .
tan(a) = = o coeficiente angular da reta ¢t em relacdo ao eixo Ox. Temos
Lo

tan(f) = tan(,@—%)

tan(f) — tan(

~—

m

4
T

1 + tan(5) tan(z)

Lo — Yo

Yo + 7o’

To — Yo

o + Yo

~To— Y
To+ Yo

—tan(y) =

tan(y) =

Observamos que o quociente entre esses coeficientes é igual a -1. Ao concluir essa
demonstracao, o professor pode questionar os alunos o que aconteceria se a reta

referéncia fosse y = —x. Sugira que os alunos facam um desenho e percebam que
em relagao a reta y = —x os coeficientes angulares vao se comportar de forma
analoga.

2. No plano de Minkowski definimos que duas retas sao perpendiculares sempre que o
quociente entre seus coeficientes angulares, em relacao as retas y = £z, for igual a
-1.

3.3.6 Atividade 6

1. Construcao da circunferéncia euclidiana, de uma corda AB e da reta s que passa
pelo ponto médio de AB e o centro da circunferéncia. Ao movimentar os pontos A e
B os alunos podem observar que a reta r se movimenta de acordo com as mudancas
no comprimento da corda.

2. Para mostrar que a reta suporte ao raio da circunferéncia é perpendicular a uma
corda passando pelo seu ponto médio, vamos usar a congruéncia de triangulos (caso
LLL) para concluir que o angulo formado entre esses segmentos é reto.

Dada a corda AB da circunferéncia interceptada pelo raio OP no ponto M, temos
que o segmento AM é congruente ao segmento M B. Tragamos os segmentos OB
e OA para obtermos os triangulos M AO e BMO congruentes pelo critério LLL.
Sendo M o ponto médio de AB, temos que

JAMO + <OM B = 180.
Concluimos que $OM B é reto e portanto, essas retas sdo perpendiculares.

3. Sejam u e v os vetores diretores dessas retas, mostramos o mesmo resultado na
geometria de Minkowski provando que f(u,v) = 0. Como foi explicado no Capitulo
1 Proposigao 1.5.
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4. Sejam u e v os vetores diretores dessas retas, mostramos o mesmo resultado na

geometria de Minkowski usando que f(u,v) = 0. Como foi explicado no Capitulo
1 Proposicao 1.5.

3.3.7 Atividade 7: Numeros Hiperbdlicos

De posse das informagoes dadas temos:

1.

Dado z = x 4 yi¢ e sabendo que R ¢ a distancia de z até a origem, vamos analisar
o comportamento do conjunto de pontos P que obedecem a essa caracteristica.
Sabendo que

R? =2z = (z +iy)(z —iy) = 2° + ¢*

o aluno vai perceber que esse conjunto de pontos é uma circunferéncia euclidiana.
De forma anéloga ao observado no item anterior, temos que

R? =2z = (v + wy) (v — uy) = 22 — 3
e esse conjunto de pontos é uma circunferéncia no plano de Minkowski.

Para encontrar as solugoes do tipo z = = + iy, segue:

1 = 2z
1 (o + 1yo)(z + yi)
1 = zox —yyo + i(xoy + yofﬂ).

Ao resolver o sistema correspondente vamos obter que as solugoes z sao do tipo:

_ Xo — Yol
=32
o+ Yo

Podemos chamar a atencao dos alunos para o fato de que essa expressao ¢é igual a
20

2070

Procedendo de forma analoga ao item anterior, vamos obter que as solugoes sao do

tipo

Zo — YoU
2 2
Lo — Yo
. . < . 20
aqui também temos que essa solucao corresponde a ——
20<0

Ao representar graficamente os itens 2 e 4 vamos obter uma circunferéncia no plano
de Minkowski. Ver Figura 3.3.
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Figura 3.3: Hipérbole equilatera

A

6. Ao construir uma tabela, com as quatro operacoes, comparativa dos niimeros com-
) )
plexos com os hiperbdlicos o aluno serd capaz de perceber as caracteristicas que

diferenciam as duas classes de nimeros. Segue a tabela comparativa.

Operacao | Operacoes no complexos Operagoes nos hiperbdlicos
z21+ 2o (21 4 22) + (Y1 + y2)i (21 + 22) + (11 + y2)u

21— % (z1 — 2) + (Y1 — yo)i (z1— 2) + (Y1 — y2)u

Z129 (T122-y1y2) + (T1Y2 + y122)1 | (2122 + Y1y2) + (T1y2 + y172)u
21 2172 + Y12 + (172 — 21Y)T | 172 — Y1yp + (2291 — T1yp)u
2 z3 + yh x5 — y3

3.4 Atividade 8

1. Dado o ponto P = (x,y),z = x + uy, temos que

uz = u(z+uy)

= ux+u2y

= ur +y.

O ponto do plano correspondente a uz é P’ = (y,x).

\
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2. Usando o software Geogebra o aluno fara a escolha de pontos para cada um dos
quadrantes e constatara que esses pontos sao simétricos em relagao ao eixo y = x.
Ver Figura 3.4.

Figura 3.4: FEixos bissetores

A

P/

v

R Q

3. Ao multiplicarmos um numero hiperbdlico z = x + yu por au com a € R vamos
obter

z.au = au(x+yu)

= ay + axu.

Podemos concluir que as coordenadas do ponto obtido sao equivalentes as coorde-
nadas opostas de z multiplicadas por a, ou seja, vamos obter um ponto P’ = a.(y, x)
quando P = (z,y).

4. Ao repetir os passos dos itens 3 e 4 com os nimeros complexos z = = + yi, vamos
obter z/ = —y + xi, que representam no plano cartesiano pontos simétricos aos
pontos dados em relagao ao eixo Ox.

5. Ao efetuarmos a multiplicacao de z por k, vamos obter kz = kx + kyu, o ponto do
plano que corresponde a esse produto é P = (kx, ky). Neste caso, se P = (z,y),
P’ = (kx, ky) estd na reta que liga a origem a P.

Ao considerar os mesmos calculos para z complexo, percebemos que o processo
ocorre de forma analoga.
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6. Sendo z =z +uy e w = k + au, temos que zw = kx + ay + u(ax + ky). Dado um
ponto P = (z,y), o ponto correspondente a wz seria da forma P'(kx + ay, ax + ky).

P’ pode ser construido usando as observagoes anteriores como soma de dois nimeros:
(kz, ky) + (ay, ax), que sdo o ponto (kz, ky) e o simétrico, em relagao ao eixo y = z,
de (z,y) vezes a real.



Consideracoes finais

O estudo da geometria é um campo vasto e rico em possibilidades, o qual proporciona
a compreensao do espaco em que vivemos. Através da geometria é possivel relacionar
o pensamento abstrato com o concreto e proporcionar um aprendizado da matematica
utilizando uma abordagem que seja atraente para os alunos; podemos usar um problema
para fins de motivacao e aplicacao de conceitos importantes como é descrito por Vollrath
8].

Ao longo desta dissertacao, mostramos que o plano cartesiano de Minkowski possui as
mesmas propriedades que o utilizado para o estudo da geometria euclidiana, relacionando
pontos e vetores na construgao dos conceitos e propriedades geométricas. Analisamos
a equacao e a condicao de perpendicularidade de retas no plano de Minkowski e suas
propriedades ao interceptar uma circunferéncia, que aqui demonstramos ser representada
graficamente por uma hipérbole equilétera.

Mostramos que no plano de Minkowski um vetor pode ser classificado como tipo tempo,
tipo espaco ou isotropico de acordo com o quadrado do seu comprimento. Nao podemos
deixar de falar dos nimeros hiperbdlicos que possuem sua representacao na geometria de
Minkowski.

O presente trabalho tem a intencao de mostrar a aplicacao de uma geometria nao eucli-
diana no ensino médio como forma de melhorar as habilidades matematicas e o raciocinio
geométrico dos alunos. Com o intuito de aprimorar tais habilidades foi desenvolvida uma
atividade que, usando o software Geogebra, interliga os conceitos algébricos ja conhecidos
pelos alunos com resultados da geometria euclidiana.

Com o objetivo de estimular o pensamento matematico, o aluno é instigado a con-
frontar os conceitos euclidianos com a geometria nao euclidiana e, dessa forma, gerar
significado aos conceitos e teoremas estudados.

As atividades apresentadas aqui serao testadas em ambiente escolar com alunos de
ensino médio. Espera-se que os resultados dessa aplicacao comprovem a eficacia da in-
troducao de propriedades de geometrias nao euclidianas no reforco ao ensino de geometria
euclidiana.

Devemos ter em mente que o importante é desenvolver em nossos alunos uma sélida
construcao das habilidades necessarias para se compreender a geometria. O uso de di-
ferentes métodos de ensino, como a introducao da geometria de Minkowski ou outra
geometria nao euclidiana, possibilitam a mobilizacao dessas habilidades por parte dos
alunos e permitem que eles tenham um novo olhar sobre a geometria euclidiana.
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