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Resumo

A evolucao temporal de uma populagdo é estudada utilizando equagoes de reacao-
difusdo. Partindo de uma formulagao baseada em operadores nao locais, é proposto um
modelo que tem como casos particulares varias das equagoes tradicionalmente empregadas
nas pesquisas sobre dindmica de populagoes. Entao, utilizando uma forma funcional rela-
tivamente simples do kernel nao local determinamos as condi¢oes sob as quais a populagao
analisada desenvolve padroes espaciais, assim como as principais caracteristicas dos mes-
mos. Finalmente estabelecemos uma relacao entre o modelo desenvolvido e sistemas reais,
ao fazer simulacoes de populagoes bacterianas submetidas a condigoes nao homogéneas
de iluminacao. Nosso modelo reproduz alguns dos resultados experimentais que outros

modelos empregados anteriormente nao tinham conseguido obter.

Palavras-chave: Formacao de Padrao, Equacoes de Reacao-Difusao, Kernel nao local,

Dinamica de Populacoes, Populagoes Bacterianas.
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Abstract

The temporal evolution of a population is studied using reaction-diffusion equations.
We proposed a model based on non-local operators that has several of the equations
traditionally used in research on population dynamics as particular cases. Then, using
a relatively simple functional form of the non-local kernel, we determine the conditions
under which the analyzed population develops spatial patterns, as well as their main
characteristics. Finally, we establish a relationship between the developed model and real
systems by making simulations of bacterial populations subjected to non-homogeneous
lighting conditions. Our model reproduces some of the experimental results that other

models employed previously had not been able to obtain.

Keywords: Pattern Formation, Reaction-Diffusion Equations, Non-local Kernel, Popu-

lation Dynamics, Bacterial Populations.
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Capitulo 1

Introducao

Uma das nossas maiores virtudes como seres humanos é o desejo inato de conhecer, no
nivel mais fundamental possivel, as leis que governam o funcionamento do mundo ao nosso
redor. Nessa busca incessante pela verdade, sempre encontramos um conjunto inumeravel
de fendmenos que, em principio, ndo tém relacao entre si e que complicam nossa pesquisa.
E aqui que, para comecar a resolver o problema, aplicamos, quase inconscientemente,
um axioma que nasce gravado em nossa mente e que podemos definir da forma seguinte:
“os elementos constituintes dos diferentes sistemas e processos com o0s quais interagimos,
sempre apresentam certa reqularidade, de modo que sdo repetidos de maneira mais ou
menos previsivel”.

O dito acima significa que sempre seremos capazes de encontrar a presenga de pa-
droes que nos ajudarao a compreender melhor nossa realidade. Entendendo como padrao
aquela regularidade que podemos perceber na natureza, nos objetos que construimos, e
inclusive em nossas ideias [1]. Com isso a presenca de padroes resulta evidente, como mos-
trado nas figuras 1.1 e 1.2, onde se observam diferentes regularidades que normalmente
podemos encontrar tanto na natureza como em nossos trabalhos. No caso das criacoes
humanas resulta recorrente a ideia da existéncia de uma unidade basica a partir da qual

se desenvolve toda a estrutura. Os padroes naturais também parecem apresentar certa

estrutura basica, que em alguns casos pode ter um carater fractal, mas, de modo geral,



a regularidade tende a nao se repetir exatamente, revelando a presenca de certo grau de

caos.

https://www.freeimages.com

Figura 1.1: Alguns padroes que encontramos na natureza.

Figura 1.2: Alguns padroes que encontramos em nossos trabalhos.

Por outro lado, a presenca de padroes nas ideias abstratas é quase obrigatoria, ja que as

diferentes teorias que desenvolvemos sdo, em grande parte, a uniao de diferentes modelos,



ou seja, representacoes simplificadas da realidade que tentam reproduzir as principais
caracteristicas do fenomeno estudado. Dito de outro modo, um modelo é, em si, um
padrdao. Assim encontramos que a combinagdo de diferentes teorias com importantes
trabalhos experimentais permitiu o desenvolvimento, estabelecimento e verificagdo do
chamado Modelo Padrao (MP), cujos blocos fundamentais (as particulas elementares das

quais estd composto o universo) sao apresentados na figura 1.3.

Standard Model of Elementary Particles

three generations of matter interactions / force carriers

(fermions) (bosons)
| Il Il
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-1 -1 -1 0 >
% » U % Gl 1 2 o
electron || muon tau ‘ H Z boson 8 2
cn — — — m 8
Z <1.0 eV/c? <0.17 MeV/c? <18.2 MeV/c? =80.39 GeV/c? wl o
O |o 0 0 +1 @
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https://commons.wikimedia.org Public Domain

Figura 1.3: Particulas elementares.

No seu estado atual, o MP consegue descrever varias das interagoes fundamentais: a
forte, a fraca e a eletromagnética. Embora nao consiga descrever a interagao gravitacional,
resulta impressionante que a partir da mistura de um ntimero reduzido de particulas
elementares (presenga de padroes) seja possivel construir boa parte do mundo com o qual

nos relacionamos diariamente.



Também podemos encontrar padroes em situagoes onde o caos parece reinar. Esse é o
caso da figura 1.4, que mostra as trajetérias de cinco particulas submersas em certo fluido

que efetuam o movimento browniano (difusao normal) [2].

20
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Figura 1.4: Trajetorias de cinco particulas brownianas.

Cada uma das trajetérias foi obtida ao aplicar a segunda lei de Newton na forma

dv ~
md—: = —mypt + F(t), (1.1)

onde foi assumida a auséncia de forcas externas. Aqui m e ¥ representam a massa e a
velocidade da particula estudada. A forma do lado direito de (1.1) se deve aos trabalhos
de Langevin [3], que teve a genialidade de dividir a forga resultante em dois termos: um
termo dissipativo que é assumido proporcional a velocidade, onde vr = ¢/m, sendo ¢ o
coeficiente de viscosidade do fluido; e um termo flutuante ﬁ(t) representando uma forga

estocastica, cujas componentes satisfazem as seguintes condigoes:

F) = (F(1) =0, (1.2)

F()Fi(t") = (F(t)Fi(t") = opd(t’ —1"), (1.3)

sendo G a média no tempo, (G) a média no ensemble e op uma constante que serve como

medida do valor da forga estocastica F'(t). Nas equagoes (1.2) e (1.3 ) é assumida a vali-



dade da hipdtese ergodica, assim como que as forcas correspondentes com dois instantes
de tempo diferentes sdo nao correlacionadas (o que implica que o processo analisado é
markoviano).

De modo que (1.1) pode ser vista como a superposi¢ao de uma forga ordenada (fric-
¢ao) com outra totalmente cadtica, cujo origem estd nas multiplas colisdes da particula
estudada com as do fluido. A partir dela pode ser obtido o teorema de flutuagao-
dissipacao [4-15], uma ferramenta poderosa para estudar sistemas fora do equilibrio, e
que estabelece uma relagao entre ordem e desordem. Esta curiosa interagao entre ordem e
desordem é um dos elementos que caracteriza o desenvolvimento de uma populagao. Aqui
entendemos por populacao o conjunto de individuos que compartem o mesmo espago em
um determinado periodo, assim que poderiam ser pessoas, atomos, bactérias ou virus.

No caso das bactérias e dos virus resulta particularmente evidente a influéncia que os
mesmos tém na vida das pessoas. De modo mais ou menos regular surgem, produto de
mutacoes, novos virus para os quais nao temos defesa, e que se espalham pelo mundo a uma
velocidade incrivel, sendo o caso mais recente o coronavirus originado presumivelmente a
finais de 2019 na cidade china de Wuhan (SARS-CoV-2), causante da doenga COVID-
2019. Os sintomas desta doencga sao muito parecidos com o resfriado comum, podendo
acontecer complicacoes como pneumonia grave, faléncia de 6rgaos e morte. A dia de hoje!

este virus tem se espalhado por todo o mundo, como mostrado na figura 1.5.

[l 10000+ Casos confirmados
[l 1000-9999 Casos confirmados
[l 100-999 Casos confirmados

Pharexia and authors of File:BlankMap-World.svg
Data derived from Johns Hopkins University CSSE,

10-99 Casos confirmados The Centers for Disease Control and Prevention, New York Times, CNBC
[]1-9 casos confirmados CC BY-SA 4.0

Figura 1.5: Propagacao do SARS-CoV-2 e a COVID-19 ao redor do mundo.

! Dados reportados no final de marco de 2020



O conhecimento das condigoes que levam a ocorréncia de mutacoes e ao estabeleci-
mento de padroes temporais no surgimento de novos virus é de vital importancia tanto
para o desenvolvimento de vacinas como para a criagao de politicas publicas que mini-
mizem o impacto das epidemias sobre os seres humanos. O mesmo se aplica as popula-
¢Oes bacterianas, que frequentemente apresentam comportamentos coletivos que produ-
zem uma maior resisténcia das mesmas aos antibidticos.

Exemplos como os descritos explicam o porqué do grande interesse existente no es-
tudo da dindmica das populagoes, dos padrdes que as mesmas podem formar (espaciais,
temporais, ou uma mistura de ambos), assim como suas causas. Por isso, os principais

objetivos do presente trabalho serao:

1. Estudar o fenémeno da formacao de padroes através da utilizacao das equacoes de

reagao-difusao (ERD).

2. Aplicar todo o conhecimento gerado ao estudo de sistemas biologicos, principalmente

populacoes de bactérias.

Visando cumprir esses objetivos vamos desenvolver as seguintes atividades: o Capitulo
2 apresentard as equagoes de reacao-difusao, junto com uma breve panoramica da evolu-
¢ao do estudo da dindmica de populagoes. O Capitulo 3 vai se enfocar na proposta do
nosso grupo para estudar a formacao de padroes, a qual serd analisada detalhadamente,
0 que permitira revisitar resultados anteriores e fazer novas propostas, que serao testadas
posteriormente no Capitulo 4, que mostra os resultados da implementacao computacional
do nosso modelo. Ja no Capitulo 5 aplicaremos o modelo ao estudo de populagoes bac-
terianas, o que nos permitira reproduzir resultados experimentais que modelos anteriores
nao tinham conseguido reproduzir. Finalmente no Capitulo 6 sera feito um resumo dos
principais resultados obtidos, ao tempo que serao apresentadas algumas propostas para

trabalhos futuros.



Capitulo 2

Equacoes de reacao-difusao

J& no capitulo anterior ficou evidenciada a importancia do estudo do comportamento
das populagoes, assim como dos padroes que as mesmas podem formar. Tradicionalmente
este tema tem sido abordado a partir do estabelecimento de equacbes de conservacao
que levem em conta, da forma mais realista possivel, os diferentes fatores que afetam o
tamanho da populagao estudada. De modo que podemos estabelecer que o tamanho da
populagdo Np vai depender do nimero de nascimentos (N,) e de mortes (N_), assim
como do nimero de individuos que entram (Ng) e saem (Ng) da regido analisada na

unidade de tempo, com o qual a equagao pode ser escrita como

dNp

W:N_i_—N_—}—NE—NS, (21)

onde a forma de cada um dos termos do lado direito de (2.1) vai depender das caracteris-
ticas especificas da populacao sob estudo.
Se nao consideramos a migracdo (em certas situagoes, os nascimentos (mortes) sao

matematicamente equivalentes as entradas (saidas)) obtemos que

dNp

i ¢ Np — c_Np, cuja solucio é Np(t) = Np(0)el+ )t (2.2)



sendo c; e c_ constantes positivas, enquanto que os nascimentos e as mortes sao conside-
rados como proporcionais a Np. Este modelo foi apresentado por Thomas Robert Malthus
(de modo inicialmente anénimo) no livro “An Essay on the Principle of Population”, pu-
blicado em Londres no ano de 1798, tornando-se uma das obras mais influentes da sua
época. De acordo com (2.2), quando ¢y > ¢_ a populagdo cresce exponencialmente, e se
¢t < c_ acontece a extingao da mesma.

O modelo de Malthus nao é muito realista, devido a que nado existem limites para
o crescimento. No entanto, resulta significativo que algumas etapas do crescimento da
popula¢do humana tém um marcado carater exponencial [16], o que demonstra o quao
dificil é fazer uma predicao correta sobre a evolucao das populagoes, sendo necessario o
aprimoramento constante dos modelos utilizados.

Uma das razoes pelas quais o tamanho de uma populacao nao pode aumentar infinita-
mente é que a quantidade de recursos necessarios para a manutencao da mesma tem um
valor finito. Entao podemos supor que, de uma forma ou de outra, vai surgindo certa com-
peticao entre os individuos para acessar esses recursos, limitando o crescimento. Baseado
em ideias semelhantes o mateméatico Pierre Verhulst propds, em 1838, uma generalizacao
do modelo de Malthus. Concretamente o novo modelo calcula o tamanho da populacao

CcOo1mo

dNp . . Np(0)Ke!
—— =aNp(l — Np/K 1 Np(t) = 2.
- =a p( p/K), cuja solucao é Np(t) K + Np(0) (e — 1)) (2.3)

onde a e K sdo novamente constantes positivas. Verhulst nomeou a equagao (2.3) como
de crescimento logistico. Este modelo resulta mais completo porque leva em consideracao
a competicao existente entre os membros da populacao, a qual se torna mais evidente com
o aumento do nimero de individuos e a diminui¢ao da quantidade de recursos disponiveis.
A partir de (2.3) obtemos que Np(t) — K quando t — oo, de modo que K, a denominada,

capacidade de suporte, representa o tamanho da populagao no estado estacionario, quando



as taxas de nascimentos e mortes se equilibram. Além disso, a constante a caracteriza a
rapidez com que o sistema atinge esse estado.

O Modelo de Verhulst é importante porque leva em conta a competicdo entre in-
dividuos da mesma espécie, com o qual consegue descrever corretamente alguns dados
experimentais [16]. Ao mesmo tempo serve de base para outros modelos populacionais.
No entanto, existem detalhes que o modelo nao considera, como as caracteristicas do mo-
vimento dos individuos no espaco em que a populagdo analisada se encontra. Ja sabemos
que o movimento dos integrantes de uma populacao qualquer vai apresentar sempre uma
componente aleatdria, o que nos leva a pensar em processos difusivos (embora possam
existir outros processos).

Entao podemos supor que a dinamica da populacao estudada vai obedecer a Lei de
Fick, ou seja, que o fluxo dos individuos J, ~Np € proporcional ao gradiente da densidade

desses mesmos individuos uy, em um determinado ponto:
Tnp(,1) = —=DVuy, (Z,1), (24)

onde D é o coeficiente de difusao e o sinal negativo indica que os individuos se movem
das zonas de maior densidade para as zonas de menor nivel de ocupacao.
Se consideramos a populagao localizada no volume V' delimitado pela superficie fechada

S, podemos escrever a equacao de conservagao na forma

9 R )
o /v uny (7, 1)dV = — /S Tun(T,1) - dS + /V D(un,, 7, 1)dV, (2.5)

que estabelece que a variagdo do nimero de individuos em V' se deve tanto aos individuos
que deixam o volume ao atravessar a fronteira delimitada por S como aqueles que sao
criados ou destruidos no préprio volume. Aqui I' é a fonte que cria (ou destr6i) os

individuos. Aplicando o teorema da divergéncia ao primeiro termo do lado direito de



(2.5) obtemos que
/ Iy (Z,t) - dS = / V - I, (Z,1)dV, (2.6)
5 1%
que ao ser substituido em (2.5) leva, apds agrupar convenientemente, a seguinte relagao:

/ {aujvgix’t)+ﬁ‘ij<f7t)_F(uNP7f7t)}dV:O' (27)
v

Como o volume V' é arbitrario, o integrando de (2.7) se anula, de modo que podemos

escrever a equagao de conservacao como

Ouny(51) o -
o E0) G iy (.0) = g 2.0), 29

a qual é valida para um fluxo geral J; Np, Sem importar que o processo seja difusivo ou
nao.
Na presenga de processos difusivos podemos utilizar a relagao (2.4), obtendo que

Oun, (Z,t)

o =Tlun,, 7.t) + V- (DVux,(7,1)), (2.9)

onde D nao precisa ser constante. Esta equacgao recebe o nome de equacao de reacao-
difusdo, e a mesma poderia ser generalizada de modo que sejam consideradas situagoes
em que existem varias populagoes interagindo no mesmo espaco. Nesse caso teriamos um
sistema de reacao-difusao.

Estas equacoes surgem frequentemente no estudo de sistemas da mais diversa na-
tureza [16-19], dando lugar a apari¢do de varios fendmenos interessantes, como com-
portamento critico, miltiplos estados estacionarios, padroes espaciais, frentes de onda e
oscilagoes. A forma do termo fonte I'(uy,, 7, t) resulta fundamental, j& que o mesmo esta

diretamente relacionado com as caracteristicas especificas do sistema analisado.
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Se na equagao (2.9) considerassemos D constante e I' como sendo o termo logistico

apresentado em (2.3), obteriamos que

8UNP (f, t)

5 = aup, (T, 1) [1 — un, (Z,t)/ K,] + DV?up, (1), (2.10)

onde trabalhamos com as densidades e ndo com o tamanho da populacao. Aqui K, = a/b,
sendo b a constante de saturagao do sistema. Esta é a equacdo de Fisher-Kolmogorov, cujo
nome se deve aos trabalhos quase simultaneos destes cientificos. Por um lado a versao
unidimensional foi utilizada por Fisher em 1937 para estudar a propagacao de certo gene
vantajoso em uma populacao [20], enquanto que Kolmogorov obteve varios resultados
analiticos da mesma [21].

No presente trabalho utilizaremos as ERD para estudar o fenémeno da formacgao de
padroes. Especialmente uma generalizacao desenvolvida por nosso grupo de pesquisa
que tem varias das equagoes apresentadas anteriormente como casos particulares, o que
podera ser comprovado no capitulo seguinte. A nossa proposta, além de incorporar casos
conhecidos, também leva em conta aspectos como o caracter nao local da interacao entre os
individuos da espécie analisada; o que vai nos permitir reproduzir resultados experimentais

que modelos anteriores nao tinham conseguido reproduzir.
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Capitulo 3

Uma equacao geral para a dinamica

de populacoes

3.1 Introducao do capitulo

A dindmica de uma populagdo de uma espécie pode ser estudada usando equagoes nao
lineares do tipo reacao-difusdo [16,22-47]. Para essa dindmica propomos um conjunto
geral de equagoes da forma

Ou(x,t)
ot

= aH (g, u(z,t)) — bu(z, t)H (gg, u(z,1)), (3.1)

onde u(x,t) é a densidade populacional e H (gr,u) é um operador funcional que atua
sobre u por meio do kernel g,, sendo k = «, 8. Aqui a e b sdo constantes que representam
as taxas de crescimento e concorréncia, enquanto que « e (3 sao os comprimentos de
correlagao de crescimento e competicao respectivamente, parametros que caracterizam o
alcance das interagoes no sistema estudado. No caso em que g, = g3 a equagao (3.1)

apresenta um estado estacionario (du/dt = 0) com densidade

P (3.2)
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Precisamente esse estado no qual a densidade é a mesma para todos o pontos do espago
analisado serd considerado como o “estado sem formacao de padrao” (ESFP). Ou seja,
vamos interpretar a uniformidade na densidade como auséncia de padroes. Mais na frente
encontraremos outros estados que também serdao incluidos na categoria de ESFP.

Agora é possivel obter varias formulagoes para a dinamica de crescimento, como a

famosa equagao de Fisher [20]:

Ou(x,t)
ot

O*u(x,t)

2 bu*(x,t), (3.3)

= au(x,t)+ D

onde escolhemos H(gs, u(z,t)) = u(z,t) e H(ga, u(z,t)) = u(z,t) + %8275;’”, sendo D o

coeficiente de difusao.

O operador funcional pode ser expresso como

H(g.,u / Ge(z — 2" u(2!, t)de', (3.4)
que foi usado nas referéncias [48] e [49] para estudar o fendmeno da formacao de padroes.
Substituindo a equagao (3.4) em (3.1) obtém-se que

Ju(x,t)
ot

= a/an(:c — 2 u(a', t)dx" — bu(x, t)/ﬂgg(x — 2 u(x t)da', (3.5)

onde g,(x — 2’) e gg(x — 2’) sdo correlagdoes nao-locais para crescimento e competicao
que ponderam a interacao entre os individuos. Aqui vamos assumir que estes kernels sao
fungoes pares normalizadas a unidade no dominio 2.

As integrais na equagao (3.5) podem ser expandidas em série, no caso unidimensional,

como [48]

/g,ia:—m xtdx—/g,{ u(z + z,t)dz

= (@, ) + Loy on () ), (3.6)
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onde ¢, (k) = ﬁ Ja 9+(2)2*"dz. Introduzindo o primeiro termo na equagao (3.5) obtemos
a equacao de Verhulst. O segundo termo (n = 1) é a parte difusiva, enquanto que os
termos de ordem superior sao dispersivos. Observe que a equacao (3.3) pode ser facilmente
obtida a partir dessa expansao. Agora, se mantivéssemos a segunda integral na equacao
(3.5) e, expandissemos a primeira integral até a segunda ordem, obteriamos a equagao
generalizada de Fisher-Kolmogorov [21,23-26]. Assim, essas equagoes do tipo reagao-
difusdo sao casos particulares da equagao (3.5), que é um caso particular da equagao
(3.1).
Uma escolha simples para o kernel nao local é
= |z| < K,

ge(x) =1 > (3.7)
0, resto dos casos,

que no caso unidimensional permite escrever (3.5) como

STy u(z' t)dx' — u(x,t)% s u(x', t)dx'. (3.8)

ou(z,t) a /Ha b [zth

Esta equacao foi resolvida numericamente na Ref. [48], considerando condigoes de contorno

periédicas (CCP) [50]
u(z,t) =u(z £ L, 1), (3.9)

e a condi¢do inicial u(z, 0).
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Antes de continuar trabalhando, é conveniente expressar (3.8) em termos de grandezas

adimensionais [16], o que pode ser feito através das seguintes transformagoes:

a/L = a, (3.10)
BIL = B, (3.11)
at = 1, (3.12)
z/L = %, (3.13)
L/L = L=1, (3.14)
Zu(x,t) = a(z,1), (3.15)

onde L é o tamanho do sistema, enquanto que o acento circunflexo indica que a grandeza

¢ adimensional. Agora a equagao (3.8) toma a forma

1 e 1 z+p
@ug?t) = o[t e - uwt)yg [, ul' i, (3.16)

que sera a nossa equacao de trabalho neste capitulo. Aqui todas as grandezas envolvidas
sao adimensionais. O acento circunflexo foi descartado por uma questao de simplicidade
na notagao. Observe que (3.16) ndao depende de a ou b. Ao mesmo tempo, x,« e 3 sdo
fragoes de L = 1, portanto, seus valores vao ficar sempre na faixa [0, 1]. Desta forma,
podemos trabalhar com (3.16) e posteriormente obter os resultados correspondentes com
sistemas de dimensoes especificas através das transformagoes (3.10)-(3.15).

A primeira vista, parece que os parametros « e 3 podem assumir qualquer valor dentro
do intervalo (0,1). No entanto, o fato de usar CCP ird impor restrigoes significativas
sobre eles. Vamos analisar, por exemplo, o caso de uma certa populagdo localizada em
um espaco unidimensional de comprimento L = 1.

Se o valor do parametro que caracteriza o alcance da interacao entre os individuos
for Kk = L/2, entdo um membro A; da populagao localizado exatamente na metade do

espaco poderia interagir com todos os membros da populacao. No caso de um membro
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Ay localizado a direita de A; na posi¢do xo, o mesmo poderd interagir com os membros
da populagdo que se encontram na faixa o — L/2 < x < L, enquanto que uma parte do
seu alcance se estende além da fronteira x = L do sistema, especificamente o intervalo
L < x < x9+ L/2. Mas esta regiao, de acordo com as CCP, corresponde com a faixa
0 < x < xy— L/2. Com isso, obtemos que o membro localizado em A, também pode
interagir com todos os membros da populacdo. Esse mesmo resultado é alcancado ao
analisar pontos a esquerda de A;.

Fazendo uma andlise similar para x > L/2, observamos que parte da interagao é
contada de forma dupla, de modo que ao utilizar CCP os valores de a e 3 ficam restritos

a seguinte faixa:

1
0</{<§, k=a,f. (3.17)

Nos paragrafos seguintes veremos que existem restri¢goes que limitam ainda mais os valores
destes parametros, principalmente do a.

A relagao (3.17) é o resultado da aplicacao das CCP. Se fossem utilizadas outras condi-
¢oes de fronteira, os intervalos de variacao dos parametros que caracterizam as interacoes
poderiam ser diferentes [51,52]. O uso das CCP no presente trabalho se deve a que as
mesmas sao uma escolha bastante comum na literatura que estuda fendmenos como a
formagdo de padroes [23,48, 49, 52-54], permitindo uma descricdo bastante correta de
diferentes resultados experimentais. No entanto, no capitulo 5 sera feito um estudo no
qual serao utilizadas condi¢oes de contorno diferentes, o que permitira ter uma medida

da influéncia das condicoes de fronteira nos resultados finais.
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3.2 Solucao analitica para a equacao nao local

Agora vamos procurar a solucao de (3.16) na forma
u(x, )+ Z B, (t) cos (k,x), (3.18)

onde By(t) é a contribuigdo para a parte homogénea da densidade, enquanto que os
coeficientes B, (t), com n > 1, estdo associados ao comportamento espacial nao homogéneo
de u(z,t), sendo k,, = 2wn. Ao substituir (3.18) em (3.16) obtemos o seguinte sistema de

equagoes diferenciais:

dBy(1)

R — 53 B0 (05) + Bult) = B0 (3.19)
di"t( ) 4(8) + (D) B (8, (n>1), (3.20)
onde
f(knr) = W (3.21)
Y(t) = flkna) = Bo(t) [1+ f(k.B)] — an( )L (knB) + f(k2n3)] (3.22)
Unlt) =~ BL(0) (huyaP) (3.23)

1 o
- 52 Bm(f){Bmm(t) [f(kmB) + f(kngmB)] + B (t) [ (km3) + f(kn—mf)] }
m;n
com B,,/5(t) = 0 se n impar e B,,_,(t) = 0 se m > n/2.
Utilizando (3.18) obtemos que o tamanho da populagao em qualquer instante de tempo

sera

Np(t) = /0 " (e, )z = LBo(t), (3.24)

j& que a contribuicdo das fungdes periédicas é nula. De modo que o valor de By(t) é
diretamente proporcional ao tamanho da populac¢do. No entanto, By(t) depende de todos

os outros coeficientes, como mostrado pela equagao (3.19).

17



No estado estacionério (t.), as equagoes (3.19) e (3.20) tornam-se zero, o que permite

calcular os coeficientes como

Bo(te) = 5 1i\ll—2i33;(te)f(k‘n5) , (3.25)
ot i
Bulte) = =05 (n>1). (3.26)

Em auséncia de padroes, u(t.) = a/b, que em termos de grandezas adimensionais pode
ser escrito como u(t.) = 1. Isso implica que By(t.) = 1. Por outro lado, esperamos que
a presenca de padroes maximize o tamanho da populacdo quando o estado estacionario é
atingido. Entdo, para observar padrdes, é necessario que 1 < By(t.) < 0o, 0 que suprime

a solucao negativa em (3.25), obtendo que

Sp, = i B2(t.) f (ko) = 2Bo(t.) [1 — By(t.)] < 0. (3.27)

Dessa maneira, a série Sg, é (pelo menos condicionalmente) convergente. Entao sempre é

possivel encontrar um nimero real g > 1 de modo que o termo geral da série convergente

Sp = ni_ojl f (i’;ﬁ ) (3.28)
¢ proporcional ao termo geral de Sp,, ou seja:
T |20 78« T i B2 (1 = (3.20)
com 0 < A < co. Portanto, a forma assintética dos coeficientes B, (t.) é dada por
lim B2(t.) = . (3.30)
n—00 n
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Com base em (3.30), vamos supor que os coeficientes B,, sao “bem comportados” no

sentido de que

| Bu(te) [>[ Buga(te) | (n > 1), (3.31)

e que seus valores absolutos diminuem rapidamente com o aumento de n, de modo que o

sinal da soma

So= Y Bult.) (3.32)

é determinado pelo primeiro coeficiente diferente de zero da série.
Como Sp, < 0, o dito acima permite estabelecer que o primeiro termo nao nulo de
Sp, deve ser negativo. Considerando que 0 < § < 1/2; obtém-se que f(k1) > 0, sendo

necessario que

B(t.) = 0. (3.33)

Quando n = 1 a equagao (3.23) vira

77Z11(te> =75 Z Bm(tE)Bm+1(te) [f(kmﬁ) + f(km-i-lﬁ)] =0, (3'34)

2 m=2

o que implica que todos os termos da soma devem ser identicamente nulos. Como o
fator entre colchetes ¢, em geral, diferente de zero, conclui-se que pelo menos um dos
coeficientes, By, (t.) ou By, y1(t.), deve ser zero.

Se o indice do primeiro termo diferente de zero em Spg, for n = 2, entdo Ba(t.) # 0 e

Y (t.) teria a sequéncia

Un(te) = Balte)Bs(te) [f(-.) + f(-)] + Bs(te) Ba(te) [f () + ()] + (3.35)

o+ Bo(te)Bmai(te) [f(.)+ f(..)] =0,
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obtendo que Bs(t.) = 0,13(t.) = 0. A expressao para ¥s(t.) é semelhante com (3.34),

alterando 1 por 3, com p # 3, levando a sequéncia

Us(te) = Ba(te)Bs(te) [f(--) + f(-)] + Balte) Br(te) [f(-.) + f()]+ (3.36)
o+ Bin(te) Bys(te) [f () + f()] =

que mostra que Bs(t.) = 0,¢5(t.) = 0. Assim ¢é finalmente obtido que todos os termos

impares sao nulos, e Sp, assume a forma

Z B3 (te) f (Kasem3). (3.37)

Se o indice do primeiro termo nao nulo em Sp, for n = 3, entdo Bs(t.) # 0 e By(t.) =

By(t.) = 0, enquanto que

Ya(te) = Bs(te) Bs(te) [£() + F(.)] + oo+ Bunlte) Bmia(te) [F() + £(.)] = 0, (3.38)
Ua(te) = Bs(te) Br(te) [f () + f()] 4 - + Bu(te) Bsa(te) [f () + f(-.)] = 0, (3.39)

mostrando que Bs(t.) = B(t.) = 0. Entao seria possivel estabelecer que

s(te) = Bs(te) Bs(te) [f(-.) + f(-)] + o 4 Bm(te) By (te) [f (o) + f(..)] = 0, (3.40)
Yr(te) = Bs(te) Buo(te) [f () + f ()] + oo 4 Bp(te) Binya(te) [f () + f()] = 0, (341)

obtendo que Bsg(t.) = Big(t.) = 0. Ao continuar trabalhando dessa maneira, seréd final-
mente obtido que os termos diferentes de zero sao aqueles cujo indice é multiplo de p = 3,

e Sp, poderia ser expresso como

Z Biypn(te) f (Ksm ) (3.42)

20



f(knf3) f(knP) f(knP)

8=0,050 " B=0,200]" B=0,350
11 -0080 |3 -0,156 | 2  -0216
12 0,156 |4 0,189 |5  -0,001
13 -0,108 |8 -0059 |8  -0,054
14 0216 |9 -0084 |11  -0,033

15 -0,212 13 -0,036 13 -0,011
16 -0,189 14 -0,054 14 -0,019
17 -0,152 18 -0,026 16 -0,017
18 -0,104 19 -0,040 17 -0,008
19 -0,052 23 -0,020 19 -0,019

Tabela 3.1: Alguns valores de n para os quais a funcao f(k,/) toma valores negativos.

Generalizando o procedimento anterior é possivel estabelecer que, quando o indice do
primeiro termo nao nulo da série apresentada na equagao (3.27) é M, os tinicos coeficientes

diferentes de zero serdao aqueles cujo indice é multiplo de M, obtendo que

Z B2, (t) f (karsnfB). (3.43)

Como o primeiro termo de (3.43) deve ser negativo, podemos escrever que

f(kup) <0, (3.44)

de modo que 7 < k3 < 2w, o que também pode ser expresso como

0.5 <M < 1. (3.45)

A tabela 3.1 mostra valores de n em que a funcao f(k,[() se torna negativa. Esses sdo;
de fato, alguns dos valores possiveis de M.

Agora a equagao (3.18) toma a forma

u(w,t.) = Bo(te +ZBn><M ¢) €08 (kpx i), (3.46)

n=1

21



onde a soma é feita sobre um conjunto de func¢oes cosseno cujos nimeros de onda sao
multiplos de M. No caso da funcao cos (kysx), ela possui M picos (vales) na regido de

interesse (0 < x < 1), localizados nas posigoes

Mp,

T = (picos), (3.47)
2M 1
Ty, = 2‘/1]\/[+ (vales), (3.48)

com Mp, =1,2,..M, My, =0,1,...M — 1. Por outro lado, a fungao cos (kyxsx), (s > 1),

possui M X s picos (vales), localizados em

M .
Tp, = M:Ss (picos), (3.49)
2My, +1
= — 1 3.50
o= SREL ke, (3.50)

com Mp, =1,2,..M x s; My, =0,1,..M x s —1. Observe que os picos de cos (kyz)
sdo picos de cos (kyrxst), enquanto seus vales também coincidem com um valor extremo
de cos (kprxs).

Diferenciando (3.46) em relagdo a x e calculando é obtido:

du(z,t.)
dx

 du(a, te)

=0 3.01
- , (351)

prl (l'Vl

enquanto que, ao calcular a derivada nos picos (vales) da fungao cos (kyr«s2), o resultado
é diferente de zero, exceto nos pontos que coincidem com os picos (vales) de cos (kpx).
Somente os valores de x correspondentes aos picos e vales de cos (kpx) atendem a condigao
necessaria para a existéncia de um extremo. Portanto, o padrao de interferéncia fornecido
em (3.46) terd um maximo de 2M pontos extremos.

A segunda derivada de u(z) nos pontos citados acima assume os valores:

d*u(z,t.)

dr? = _BM@e)k%J - Z B(2n+1)><M(t€)k(22n+1)><M - Z BanM(te)kgMa (3-52)
n=1

Tp, n=1
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d*u(z,t.)

3 = Bu(te)kis + > Bontnyxu(te)k 2n+1 Z Bonscar(te) ki, (3.53)

Tyy n=1

cujo sinal depende do valor de Bj(t.). Dessa forma, se By, > 0, u"(zp,,t.) < 0 e
u"(zv,,te) > 0, os picos (vales) de cos (kyx) coincidem com os picos (vales) de u(x,t.).
Por outro lado, se By < 0, v’(xzp,,te) > 0 e u”"(zy,,t.) < 0, os picos (vales) de u(zx,t.)
coincidem com os vales (picos) de cos (kyx). Finalmente, é possivel estabelecer que o
padrao formado pela densidade terd M picos e M vales. Observe que, como B (t.) = 0,
entdao M > 2. Ou seja, os padroes vao ter sempre dois ou mais picos. Assim, aquelas
distribui¢oes da densidade que apresentem um pico s6 serao também consideradas como

ESFP. No caso de By(t.), a Eq. (3.23) assume a forma

Yu(te) = —5 Z B (te) Brr(nsr)(te) [f(anﬁ) + f(kpr(nsa 5)} (3.54)

que nos diz que, pelo menos, os coeficientes Bays(t.) € Bspr(te) precisam ser nao nulos,
garantindo assim que By (t.) também seja diferente de zero. Isso significa que a solugao
composta pelos trés primeiros termos da série em (3.46), sem contar o coeficiente By(t.),
representa a Configura¢ao Minima (CM) de coeficientes nao nulos que consegue descrever a,
formacao de padroes. Esta configuragao, assim como outras mais simples, serao estudadas

na préxima secao.

3.3 Estudando diferentes configuracoes

Agora vamos estudar as configuracoes obtidas ao considerar um nimero finito de ter-
mos da série dada em (3.46) (sem contar o coeficiente By). Analisaremos o comportamento
do sistema dado pelas equagoes (3.19) e (3.20) ao atingir o estado estacionario, obtendo
as condicoes que devem ser cumpridas para que se formem padroes. Deste modo nas
subsegoes seguintes estudaremos as solugoes para a densidade u(z,t), considerando uma

série minima com um, dois e trés termos respectivamente.
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3.3.1 Um coeficiente nao nulo

A densidade para este sistema estaria dada por

u(z,t) = By(t) + Bu(t) cos (kyx), (3.55)

sendo que Y (te) = 0, o que de acordo com (3.20) implica que vy (te) = 0, jA que

B (te) # 0. Entao podemos escrever que

Bult) = 5 [1+ VI = 2B P = (1) 0, (3.56)

sendo possivel determinar os valores permitidos de M, By(t.) e | B (t.)| para uma dada
combinac¢ao de « e [, como mostrado na tabela 3.2. Observe que a equagao (3.56)
nao oferece informacao sobre o sinal de By(t.), o qual poderia estar determinado pelas
condicoes iniciais do sistema.

Devemos lembrar que a densidade da populagao u(z,t) é uma grandeza real e positiva,
o qual vai impor restricoes adicionais ao comportamento dos coeficientes. Ja conhecemos
que By(t) estd diretamente relacionado com o tamanho da populacao, pelo que seu valor
¢ sempre nao negativo. No caso de Bj(t) temos que, para garantir que u(z,t) > 0, é

necessario que
By(t) = |Bu(t)]. (3.57)

Ao observar a tabela 3.2 notamos que a condigdo dada em (3.57) é frequentemente
descumprida, o que nos permite dizer que o sistema composto por um coeficiente nao nulo
nao é um bom candidato para descrever o fendomeno de formagao de padroes que estamos
estudando. No entanto, é possivel obter alguns resultados cuja validade vai se manter

em sistemas de maior complexidade (com maior nimero de termos nao nulos). Assim, a
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relagao (3.56) mostra que para garantir que By(t) > 0 é necessario que

f(karar) > 0. (3.58)

Com o aumento do nimero de termos nao nulos a forma explicita de By(t) vai mudar,
mas isso nao vai afetar a validade da condigao (3.58). De modo similar, outra relagao que

também permanecera valida é

f(kya)

T fd) 90

ja que nao depende dos coeficientes. FEsta condicao permite determinar as regides do
espago (a, #) em que acontece a formacao de padrao (By > 1), estabelecendo um diagrama,
de fases, como mostrado na figura 3.1. Os valores de M utilizados em (3.59) sao calculados

aplicando a condigao (3.44).

Diagrama de fases

0.10 T
. . Bo
Sem formacao de padrao 1.30
0.08 1.25
1.20
0.06 +
1.15
3
1.10
0.04 +
1.05
0.02k 1.00
0.95
0.00

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

8
Figura 3.1: Diagrama de fases obtido a partir de (3.59).

Expressoes muito similares a condigao (3.59) ja tinham sido obtidas em trabalhos an-
teriores do nosso grupo [48,49], utilizando a anélise perturbativa. De modo que o estudo

de sistemas com menos coeficientes nao nulos do que os requeridos pela configuragdo mi-
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a = 0,005 o =0,010
B = 0,050 £ =0,100

M BO(te) |Bﬂi(te)| M BO(te) ’BM(te)’
11 | 1,076 1,356 6 | 1,157 1,523
12 1,157 | 1,526 | 7 | 1,235 | 1,639
13 1213 | 1613 | 8 | 1,182 | 1,508
14 | 1,235 1,639 9 | 1,057 1,081
15 | 1,222 | 1,602
16 | 1,182 1,508
171 1,123 1,352
18 | 1,067 | 1,081
a = 0,020 a=0,030
B=0,110 B =0,300
M BO(te) |BM(te)| M BO(te) ’BM(te)’
5 | 1,027 0,793 2 | 1,157 1,527
6 | 1,140 | 1,252 | 3 | 1,057 | 1,081
7 | 1,102 1,046

Tabela 3.2: Valores de M, By(t.) e |Ba(te)| para algumas combinagoes de a e f.

nima é equivalente a realizagao da analise perturbativa da equacao de trabalho. Inclusive
os graficos do diagrama de fases sao muito parecidos, com a diferenca de que nas refe-
réncias citadas anteriormente os mesmos foram obtidos depois de fazer varias simulagoes
considerando diferentes pares de valores de oo e 5. O grafico da figura 3.1 constitui uma
primeira aproximagao, ja que com o aumento do ntimero de coeficientes nao nulos (até
atingir a configura¢do minima) é de se esperar um aumento do valor de B, para cada com-
binacao dos parametros que caracterizam a interagao, o que poderia modificar a forma do

diagrama.
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3.3.2 Dois coeficientes nao nulos

Agora a densidade é dada por

u(x,t) = Bo(t) + Ba(t) cos (k) + Bapg(t) cos (kaprz), (3.60)

com Yy(te) = 0, ya(te) = 0. Ao mesmo tempo temos que Yops(te) # 0, Yanr(te) =

Fanr(te) # 0, sendo

de modo que

COBLUfB) 27t
Baulle) = =5 )~ F0emB) 1+ cosCar B (3.62)
2 o 49 11 (te) Vans (te)
Bulte) = 0 3) [ + cos(kn )] (3.63)
f(karo) 1+ cos(kur )]
By(te) T4 F(hmB) _BQM(tE)f(kMﬁ)Z[l+f(k;Mﬁ)]' (3.64)

A partir de (3.63) obtemos que 7,,(t.) € Fo,(te) tém o mesmo sinal. No caso em que

Fu(te) > 0, o coeficiente By(t.) ficaria limitado a seguinte faixa:

k
1 < By(t.) < %, (3.65)
enquanto que se 7,,(t.) < 0, By(t.) teria que cumprir que
f(kua)
1< W < Bo(te). (366)

A condigao dada em (3.66) resulta menos restritiva, produzindo maiores valores de By(t.)
(tamanho da populac¢do) que no caso do sistema com um termo nao nulo. Entao podemos
estabelecer que, no caso da geracao de padroes, o sinal de 7,,(t.) e 795, (te) seria negativo,

o qual também traria como consequéncia que o sinal de Byy(t.) seja sempre positivo.
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Finalmente, através de (3.25) pode ser obtida uma equagao quadratica (veja o Apén-
dice B) que fornecera dois valores de By(t.). Por analogia com o caso anterior, escolhemos
a raiz positiva do discriminante. A tabela 3.3 mostra os valores dos coeficientes para as
mesmas combinacoes de M, « e [ da tabela 3.2. Observe que Bsgy/(t.) é sempre posi-
tivo. Entretanto, a figura 3.2 mostra o diagrama de fases para dois termos nao nulos. A

principal diferencia com respeito a figura 3.1 é o aumento nos valores de By(t.).

a = 0,005 a=0,01
B=0,05 B=0,1

M | Bo(te) | |[Bu(te)| | Ban(te) | M| Bo(te) | |[Bu(te)| | Ban(te)

11| 1,077 1,410 0,360 6 | 1,166 1,644 0,520

12| 1,166 | 1,644 | 0520 | 7 | 1,314 | 2,007 | 0,828

13 | 1,247 1,835 0,668 8 | 1,335 2,102 1,002

14 | 1,314 2,007 0,828 9 | 1,112 1,475 0,518

15| 1,353 2,121 0,965

16| 1,335 | 2,102 | 1,002

17| 1,246 | 1,000 | 0,868

18| 1,112 | 1475 | 0518

a=0,02 a=0,03
B=0,11 B=0,3

M | Bo(te) | |Bar(to)] | Baas(te) | M| Bo(te) | [Bas(to)] | Bonr(te)

5 | 1,028 0,799 0,080 2 | 1,166 1,644 0,520

6 | 1,158 1,358 0,302 3| 1,112 1,475 0,518

71,145 | 1,267 | 0,296

Tabela 3.3: Valores de M, By(t.), |Bu(te)| € Bap(te) para algumas combinagoes de « e
3.
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Diagrama de fases

0.10
Sem formacao de padrao L5
0.08
1.4
0.06 + 1.3
] 1.2
0.04
1.1
0.02 Lo
0.9
0.00 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
g

Figura 3.2: Diagrama de fases obtido a partir de (B.12).

3.3.3 Trés coeficientes ndo nulos (CM)

Com trés coeficientes nao nulos a densidade no estado estacionario estard dada por

u(z) = By + B cos (kyx) + Bapg cos (kaprz) + Bsag cos (ksarz), (3.67)

onde, para simplificar a notacao, tiramos o indice t., ja que todas as operagoes serao feitas
considerando o estado estacionario.

Como dito anteriormente, vamos supor o cumprimento de (3.31), assim como que o
valor absoluto dos coeficientes diminui rapidamente com o aumento do indice n x M, de

modo que

|Bu| > |Banr| > | Banl- (3.68)

Ao contrario dos sistemas anteriores, agora ¥,y (t.) # 0 para cada um dos coeficientes

nao nulos, pelo que cada um deles dependera explicitamente do produto dos outros dois.
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Trabalhando com (3.22), (3.23), (3.26) e (3.27) podemos escrever que:

Bu = ZPRB ph ) [1 4 cos(h) cos(huf) - 1] (3.69)
T™m 4
Bow — f(ifj) Bur {BM + ngM 142 cos2(k:M,8)]} , (3.70)
Vam
3
2By (1— Bo) = 3. B2 (hprsl). (3.72)
p=1
Substituindo agora (3.71) em (3.70) obtemos
_ 2vsar f (kar B) By
P = Avanrysn — Birhighas’ (3.73)

Utilizando a nova expressao para Bsy, junto com (3.71) em (3.69) obtemos a seguinte

relagao:

T2 (kaB)hashia By
[472M’Y3M - B]2\4h12h13

Y™ = V3M P (3.75)

que apés algumas operagoes é transformada na seguinte equagao quadrética para B3,

TonT 167 372072
Bi, — 4B, MQW (27 pihizhis + Fy) + VM;QM%M —0, (3.76)
F F

onde foi levado em conta que Yorr = Fops5 Yam = Yspr; COM

By = o f2(kuB) [1+ cos(ky )], (3.77)
¢p = Fahihls + Faliahis — Fi, (3.78)
Fy = Fap f2(karB)hashas. (3.79)
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Finalmente, o coeficiente B2, pode ser calculado como

B 3VamVsm {‘WM [1+2cos?(knB)] + 37spr + 3v Disc} 380
v P20 B) [1+ cos(as )] 2 / (3:50)

o = 29y {1 + 2(:052(I€Mﬁ)]2 + 331 {2 cos? (ks 3) — 2 cos(kpr3) + 3/2] , (3.81)

o1 1
Disc = %’TM {3731\4 + 167, {cos(k:Mﬁ) - 4]} > 0, (3.82)

onde volvemos a considerar somente a raiz positiva do discriminante.

Utilizando (3.80) podemos calcular B2, como funcdo de By para uma determinada
combinagao de «, 3 e M. Com isso ji é possivel calcular B3,, = B3,,(By) e B3, =
B2,;(By). Conhecidos estes valores, podemos utilizar (3.72) para calcular By em funcgio
de a, 3 e M.

Antes de calcular os valores dos coeficientes, vamos fazer algumas predicoes sobre os
sinais dos mesmos. Primeiramente podemos afirmar, com base nos resultados obtidos ao
estudar sistemas com menor nimero de coeficientes nao nulos, que 7,;, ¥o5s € Ysps tém sinal
negativo. Conhecendo isso (e levando em conta a hipdtese feita sobre o comportamento
do valor absoluto dos coeficientes com o aumento do indice n x M) obtemos, a partir de
(3.70), que o sinal de Bg); serd sempre positivo. Agora é possivel estabelecer, utilizando a
equagao (3.71), que By e By tém o mesmo sinal, o qual novamente fica indeterminado,
j4 que nos célculos s6 podemos obter B3,.

A equagao (3.69) também deve refletir o fato de que os coeficientes By e Bsy tém
o mesmo sinal, o qual implica que 7y, e a expressao 1 = [cos(knrB) — 1/4] tém sinais
opostos. A mesma conclusdo é obtida ao analisar a equacao (3.75), o que pode ser expresso

co1mo

ym >0 quando  cos(kyf) < 1/4, (3.83)

v <0 quando cos(kyfB) > 1/4,
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a qual constitui uma condi¢ao necessaria para que a CM consiga descrever corretamente
o padrao formado por certa combinagao (a, ). Assim, ao fazer uma simulagao, aqueles
padroes formados de modo que 1 /ym > 0, deveriam precisar de mais termos da série
dada em (3.46).

Anteriormente foi falado que iamos supor que o valor dos coeficientes caia rapidamente

com o aumento do indice n x M, isso significa que

By _ Tsu [ 1
= == |cos(kyf) — } > 1 (3.84
g = T feos(hagd) - ] > 1 )
que representa uma condicao suficiente para que a CM consiga descrever corretamente o
padrao formado por alguma combinacao (o, ). Ou seja, quando (3.84) é cumprida, os
resultados fornecidos pela CM vao se diferenciar muito pouco dos obtidos através de uma
simulagao que utilize os mesmos parametros e que considere muitos mais termos da série

dada em (3.46).

a = 0,005 a = 0,010

B = 0,050 B =0,100
M BU |BM| BZM ‘B:3M| (BM/BISM)Q M BU ‘BM| BQM |B3M| (BM/BJSM)Z
11 | 1,077 | 1,097 | 0,220 | 3,244-1073 | 1,144-10° | 6 | 1,166 | 1,640 | 0,542 | 4,938-10~2 | 1,103-10°
12 | 1,166 | 1,640 | 0,542 | 4,938-1072 | 1,103-10° | 7 | 1,316 | 2,037 | 0,922 | 2,190-10~' | 8,647-10"
13 | 1,247 | 1,850 | 0,729 | 1,230-107' | 2,262-10% | 8 | 1,687 | 4,440 | 3,214 1,620 7,514
14 | 1,316 | 2,037 | 0,922 | 2,190-107" | 8,647-10" | 9 | 1,132 | 1,574 | 0,649 | 1,986-10~' | 6,279-10"
15 | 1,368 | 2,223 | 1,137 | 3,500-10~" | 4,033-10"
16 | 1,687 | 4,440 | 3,214 1,620 7,514
17 | 1,293 | 2,050 | 1,096 | 4,196-10~" | 2,388-10"
18 | 1,132 | 1,574 | 0,649 | 1,986-10~! | 6,279-10"

a = 0,020 a = 0,030

£=0,110 £ =10,300

M BU |B\[| BZJ\I ‘B31W| (B]L[/BSJLI)2 M BO ‘B}\I| B2Al |BSZ\1| (BI\VI/BSI\VI)2

5 | 1,028 | 0.796 | 0.079 | 3,110-10~% | 6,546-10° | 2 | 1,166 | 1,640 | 0,542 | 4,938-102 | 1,103-10°

6 | 1,158 | 1,361 | 0,309 | 2,466-1072 | 3,048-10° 3 | 1,132 | 1,574 | 0,649 | 1,986-1071 | 6,279-10*

7 | 1,614 | 5,542 | 3,699 | 1,541 1,293.10!

Tabela 3.4: Resultados da CM para algumas combinacoes de « e 3.
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A tabela 3.4 mostra os valores dos coeficientes para algumas combinacoes de « e [3.
Veja que o coeficiente By € sempre positivo, enquanto que o sinal de By, e Bsy fica
indeterminado. Também sido apresentados os valores de (Bjs/Bsyr)?, mas para poder
utilizar a condigao (3.84), devemos primeiramente estabelecer um valor minimo a partir
do qual (Bys/Bsy)? > 1. Aqui vamos assumir que se (Bys/Bsa)? > 30, entdo (3.84)
é satisfeita e a CM oferecera resultados similares aos de uma simulagdo que utilize os
mesmos valores de o e 3.

Levando em conta o anterior na tabela 3.4, obtemos que existem vérias triades («; 5; M)
para as quais a CM nao daria bons resultados. Nesses casos seria necessario utilizar mais
termos da série dada em (3.46). Em principio, poderiamos calcular mais termos da sé-
rie utilizando uma operagao similar a empregada com a CM, mas o nimero de equagoes
aumentaria, bem como a complexidade das mesmas. De modo que seria muito mais pra-
tico desenvolver algum procedimento (que vamos chamar de “CM corrigida”) que consiga

modificar os resultados da CM que no cumprem a condicao (3.84).

3.3.4 CM corrigida

Ao fazer o grafico By vs. M com os dados da tabela 3.4 correspondentes ao par
(e = 0,005; 8 = 0,050), notamos que o ponto “fora da curva” é precisamente aquele que
nao cumpre com (3.84), como mostrado na figura 3.3, a qual nos sugere que quando o
nimero de possiveis valores de M que cumprem a condigao (3.84) (C283 cumprida) para
um par (o, 3) dado for suficientemente grande, entdo o valor de By correspondente aos
valores de M que nao satisfazem (3.84) (C283 descumprida) pode ser estimado através

da interpolagao.
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a=0.005 B=0.050

1.7F 2
—@— (283 cumprida

L W €283 descumprida

1.6 - A Valorinterpolado

1.5

1.4F

B, (u. a.)

1.2F

Figura 3.3: By em funcao do niimero de picos M no caso em que a = 0,005; 3 = 0, 050.

Quando o nimero de possiveis valores de M que cumprem a condi¢ao (3.84) para um

par (a, ) dado nao for suficiente, utilizaremos a seguinte propriedade dos coeficientes:

BiXM(a7ﬁ7M):BanXM (aaﬁanXM>7 Z:07172737 n:17273? (385)
n n

assim como o fato de que o nimero de possiveis valores de M aumenta com a dimi-
nuicdo dos valores dos parametros. De modo que seria possivel encontrar um “par
(Qteqs Beq) equivalente ao dado” com suficientes valores de M para fazer a interpola-
¢ao. Levando em conta o anterior encontramos que o valor de By obtido por inter-
polagdo para (o = 0,005;8 = 0,050; M = 16) é o mesmo correspondente a triade
(v = 0,010; 5 = 0,100; M = 8). Conhecido o valor corrigido de By podemos calcular
Bir, Bayr € By

Degenerescéncia dos estados

Um detalhe que tem sido utilizado, mas sobre o qual ainda nao comentamos, é que
nosso modelo prevé a formacao de padroes com diferente nimero de picos M. Ou seja,

cada combinagao («, ) apresenta um certo grau de degenerescéncia, determinado pelo
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numero de possiveis valores de M. De modo geral, este grau de degenerescéncia diminui

com o aumento do valor dos parametros, como mostrado na tabela 3.5.

; “ 0,005 | 0,010 | 0,020 | 0,030 | 0,040 | 0,050 | 0,060 | 0,070 | 0,080 | 0,090
0,050 8 6 - - - - - - - -
0,100 7 4 3 - - - - - - -
0,150 6 4 3 2 - - - - - -
0,200 6 4 2 2 2 1 - - - -
0,250 4 2 1 1 1 1 1 - - -
0,300 5 4 2 2 2 1 1 1 - -
0,350 4 3 2 1 1 1 1 1 1 1
0,400 5 3 2 1 1 1 1 1 1 -
0,450 4 3 2 1 1 1 1 - - -

Tabela 3.5: Degenerescéncia dos estados.

Imediatamente surge a questao de qual dos possiveis valores de M sera “o correto”, no
sentido de que um sistema real (ou uma simula¢do do mesmo) sé poderia apresentar um
numero fixo de picos na densidade ao atingir o estado estacionéario. Ao existir diferentes
estados finais, poderiamos assumir que o estabelecimento de um deles esta relacionado
com as condigbes iniciais do sistema. Ou seja, que mudando a distribuicao inicial da
populagao é possivel que a forma (nimero de picos) do estado final também mude, para
um par (a, 3) dado.

Se for comprovada, a degenerescéncia dos estados estabeleceria uma forte relagao entre
as condigoes iniciais e o estado estacionario. Mas no caso da formacao de padroes o que
se espera ¢ que o estado final seja relativamente independente das condigoes iniciais do
sistema [55,56] para um par («, ) dado. Entao a degenerescéncia deveria ser interpretada
como um fendémeno que limita os possiveis valores de o e 5. Ou seja, s6 aqueles pares
(e, B) que produzem estados nao degenerados (um unico valor possivel de M) serdo tteis

quando tentarmos descrever algum sistema real com nosso modelo.

35



3.4 Conclusao do capitulo

Ao contrario de trabalhos anteriores, aqui utilizamos uma expansao em série de Fourier
para expressar a densidade u(z,t), o que nos permitiu aproveitar melhor a simetria do
problema estudado, ja que a partir de supor que os coeficientes da expansao cumpriam
certas regras, conseguimos estabelecer as principais caracteristicas dos padroes formados
pelo sistema ao atingir o estado estacionario, como o nimero de picos M e os valores
dos coeficientes. Também foi possivel construir o diagrama de fases (determinacao das
regioes com e sem formagao de padrao), obtendo resultados muito parecidos com trabalhos
anteriores do nosso grupo, mas dessa vez sem precisar fazer simulagoes. Inclusive foi
possivel predizer a existéncia de estados degenerados, onde o sistema nao esquece das
condicoes inicias. Entao tem sido gerado um conjunto de resultados cuja validade pode

ser testada através da realizagao de simulagoes, o que sera feito no capitulo seguinte.
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Capitulo 4

Simulacoes

4.1 Introducao do capitulo

Aqui apresentaremos os resultados da implementacao computacional do sistema dado
pelas equagoes (3.19) e (3.20), o que permitird comprovar varias das predigoes feitas
anteriormente sobre o comportamento dos coeficientes que descrevem a densidade. Pri-
meiramente sera descrito o procedimento utilizado para obter as solu¢des numéricas das
equagoes e imediatamente depois mostraremos graficos e tabelas com os resultados das
simulagoes, alguns dos quais serdo comparados com os resultados tedricos do capitulo

anterior.

4.2 Implementacao computacional

A equagdo (3.19) é uma Equacao de Riccati (ER), a qual ndo tem solugdo analitica
exata, de modo que a mesma deve ser resolvida numericamente. No presente trabalho foi
desenvolvido um novo método para resolver esta equagao (veja o Apéndice A) que oferece
uma solucao iterativa muito facil de implementar. Com isso, se o valor do coeficiente no

instante to for By(ty), o valor dele no instante seguinte ¢ = ¢ty + At podera ser calculado
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utilizando a equagao (A.9):

By(to) + (t — to) [p(to) + Bo(to)]

By(t) = , 4.1
olf) 1+ (t —to)Bo(to) (4.)
a qual depende dos coeficientes da ER
dBy(t
50 o) + a()Bo(t) + r(0BD) (4.2)
avaliados no instante %, sendo
1 o0
Pt = =5 X BAOS(kS) (13)
n=1
q(t) = 1, (4.4)
r(t) = —L1. (4.5)

Por outro lado temos que a equagao (3.20) é linear, portanto, sua solucgao estd dada

por

B,(t) = exp (/t:’yn(t’)dt’> [Bn(to) - /t:wn(t') exp (—/t:,”yn(t”)dt”> dt’] , (4.6)

que para t — tg toma a forma

Bn<t) = Bn<t0) + (t - tO) [wn(t(J) + 7n(t)Bn(t0)] )
dB,

= By(to) + (t —to) 7

, (4.7)

to

a qual representa a solucao iterativa para os coeficientes com indice n > 1.
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De modo que para realizar as simulacoes devemos implementar computacionalmente

as equacoes (4.1) e (4.7), com as condigoes iniciais dadas por

By(0) = 2 /0 Culz, 0 da, (4.8)

B.(0) — i /OLu(x,O)cos(knm)dx, (n>1), (4.9)

escolhendo (salvo indicagao em contrario)

I\2
‘1:_7
\/23 exp —Q : (4.10)
VXen)

2
200

u(z,0) =

sendo 09 = 0.01L, enquanto que GG é uma constante arbitraria.

A equagao (4.1) s6 é valida se o valor de At =t — t, for suficientemente pequeno. No
método de resolucao da ER apresentado no Apéndice A também é feita uma estimativa
do valor de At a ser utilizado nas simulagoes, o qual representa uma fraccao do “tempo

caracteristico” da equagao, dado pelo valor inverso do coeficiente ¢(ty), ou seja:

0,3

At <
A< )

=0,3. (4.11)

Junto com a ER devemos resolver um conjunto de equagoes diferenciais lineares, cada
uma das quais também possui um tempo caracteristico, determinado pelo valor inverso

de v, (o), de modo que

0,3

|At] < :
7 (to)]

(4.12)

Com isso, o valor de At a ser utilizado em cada instante da simulacao estara determinado
pelo menor valor obtido ao utilizar as relagoes (4.11) e (4.12).

Em resumo, para obter a evolucao temporal dos coeficientes, usaremos as equagoes
(4.1) e (4.7), juntamente com as condigoes iniciais dadas por (4.8) e (4.9), enquanto que

At é determinado pelo menor dos valores obtidos de (4.11) e (4.12). A simulagao continua
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até que o estado estacionario seja alcangado, o qual é assumido como estabelecido quando

é cumprido que

N

ng = le i [Bn(to + At) — B, (to)]* < 10716, (4.13)

3

4.3 Resultados das simulacoes

A figura 4.1 mostra os resultados dos calculos dos coeficientes By(t), B;(t) e todos os
outros com um valor absoluto no estado estacionario superior a 0, 1. Estes valores foram
obtidos usando a equagao (4.1) para By(t) e a equagao (4.7) para os demais, considerando
os primeiros cem termos da série em (3.18), incluindo By(t).

Observe By (t.) = 0 para todas as combinagoes apresentadas. Como By(t)L representa
o numero total de individuos; o valor do coeficiente By(t) deve ser sempre positivo, o qual
é confirmado pelas simulagoes.

Na figura 4.1 (a) vemos que o primeiro termo nao nulo, excluindo By, é By4. Todos os
outros termos sao nulos, exceto seus multiplos com indices n x 14, n =1,2,3, ..., e eles se
tornam cada vez mais fracos, gerando uma figura com 14 picos, como mostrado na figura
4.2. O mesmo comportamento ¢ observado em (b), (c¢) e (d), mudando s6 o nimero de
picos. No total, temos os coeficientes n x M, n = 0,1,2,3,..., com M # 0, o qual se

corresponde completamente com os resultados obtidos no capitulo anterior.
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Figura 4.1: Valores de alguns coeficientes B, (t) para diferentes combinagoes de a e (3.
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Figura 4.2: Densidade u(z) para as mesmas combinagoes de « e (§ da figura 4.1.
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4.3.1 Influéncia das condicoes iniciais

Como dito anteriormente, a realizacao de simulag¢oes vai nos permitir comprovar varios
dos resultados obtidos no capitulo anterior. Esse é o caso, por exemplo, da degenerescéncia
dos estados. Para comprovar a mesma vamos fixar os valores de a e 3, variando s6 a
distribuicao inicial da populacao no inicio da simulacao.

A figura 4.3 mostra os resultados das simulacoes feitas considerando o = 0,010; § =
0,100. Ao todo foram utilizadas distribuigoes iniciais com 3, 4, 5 e 9 picos, a quais deram
como resultado estados finais com 6, 7, 8 e 9 picos respectivamente, o que coincide com
os valores de M reportados na tabela 3.4.

Também foram feitas simulagbes para os restantes pares («, 3) reportados na tabela
3.4, variando as condigoes iniciais. Em todos os casos a degenerescéncia foi comprovada.
Inclusive foi utilizada a condi¢ao dada em (4.10), mudando somente o valor de o, o qual
foi suficiente para que o niimero de picos do estado final fosse diferente.

De modo similar estudamos varios dos pares (o, f) reportados na tabela 3.5 como
nao degenerados, confirmando; para cada um dos casos analisados, que o estado final nao

mudava quando a distribuicao inicial era trocada.
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Figura 4.3: Resultados das simulagoes feitas considerando « = 0,010; S = 0,100 e

diferentes distribuigoes iniciais.

Assim, as simulag¢des confirmam os resultados do capitulo 3 sobre a degenerescéncia
dos estados. Existem pares (v, ) para os quais a forma do estado estacionario depende da
distribuicao inicial do sistema. Ao mesmo tempo, encontramos combinagcoes cujo estado
final é independente das condic¢oes iniciais. Este tltimo caso resulta mais compativel com
os principios da Termodinamica, ja que reflete o fato de que o sistema, durante a sua

evolugdo, eventualmente esquece as condigdes iniciais [55].
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4.3.2 Comparando as simulagoes com os modelos
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Figura 4.4: Densidade estaciondria para combinagdes («, 5) ndo degeneradas.

Conhecendo as combinagoes («, ) que produzem estados nao degenerados, podemos

comparar os resultados das simulagbes com os fornecidos pelos modelos do capitulo 3

(CM e CM corrigida). A figura 4.4 mostra a densidade estacionaria obtida ao final

das simulagoes, a qual é comparada com a densidade estacionaria calculada a partir dos

coeficientes fornecidos pela CM. Observamos que na maioria dos casos a CM oferece

resultados muito parecidos aos das simulagoes.
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Entretanto a tabela 4.1 contém os valores dos coeficientes utilizados para obter os
graficos da figura 4.4. Ao comparar notamos que precisamente aqueles jogos de coeficientes
que descumprem a condigao (Bys/Bsyr)? > 30 sdo os que geram padrdes que nio coincidem
com os fornecidos pelas simulagoes. De modo que a escolha feita no capitulo 3, embora

arbitraria, tem resultado ser bastante acertada.

a-f M| By |Bu| | Bom | Ba| (BM/BsM)2

0,030 - 0,250 | 3 | 1,575 | 4,325 | 3,065 1,277 1,147-10%

0,030 - 0,350 | 2 | 1,488 | 4,100 | 3,387 1,375 8,885

0,030 - 0,450 | 2 | 1,255 | 2,003 | 1,278 | 6,254-107%' | 1,025-10%

0,040 - 0,250 | 3 | 1,218 | 1,583 | 0,496 | 8,639-107%2 | 3,358-10%2

0,040 - 0,350 | 2 | 1,294 | 1,932 | 0,798 | 1,670-107% | 1,339-10%2

0,040 - 0,450 | 2 | 1,176 | 1,777 | 0,890 | 3,317-107%' | 2,868-10%

0,050 - 0,250 | 3 | 1,119 | 1,120 | 0,220 | 2,398-107%2 | 2,181-10%

0,050 - 0,350 | 2 | 1,247 | 1,723 | 0,584 | 9,425-107%2 | 3,343-10%2

0,050 - 0,450 | 2 | 1,090 | 1,316 | 0,415 | 9,798-107%2 | 1,803-10%2

0,060 - 0,250 | 3 | 1,512 | 6,167 | 4,025 1,556 1,570-10%

0,060 - 0,350 | 2 | 1,196 | 1,496 | 0,405 | 4,976-107°2 | 9,039-10%2

0,060 - 0,450 | 2 | 1,022 | 0,655 | 0,083 | 8,173-1079 | 6,420-10%

Tabela 4.1: Valores dos coeficientes fornecidos pela CM no caso de combinagoes («, f3)

nao degeneradas.

Finalmente a figura 4.5 mostra a densidade estacionaria obtida ao aplicar a CM corri-
gida quando a CM falha. No caso dos pares (0,030;0,250) e (0,030;0,350) os resultados
sdo bem melhores quando comparados com as simulagdes. O par (0, 040;0,450) também
apresenta certa melhoria, mas ainda persistem pequenas diferencas. Isso também acon-
tece, de modo mais evidente, quando («, ) = (0,030;0,450), indicando que para obter
melhores resultados seria estritamente necessario utilizar mais termos da série dada em
(3.46). Ja o par (0,060;0,250) mostra a maior diferenga entre a simula¢do e o modelo,
mas aqui a origem da discrepancia nao reside no nimero de coeficientes utilizados, senao
no processo de interpolacao, ja que nas diferentes tentativas realizadas, o valor a ser in-

terpolado sempre ficava fora da faixa de interpolacao. Ou seja, em lugar de interpolar,
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a gente sempre acabava extrapolando o valor de By, sem garantia nenhuma de que o

resultado obtido fosse o correto.
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Figura 4.5: Densidade estaciondria para combinagdes («, 5) ndo degeneradas.

4.4 Conclusao do capitulo

As simulagoes feitas tém nos permitido comprovar varios dos resultados obtidos no
capitulo 3. Primeiramente, os padroes formados estao compostos por M picos e M vales,
coincidindo M com o indice do primeiro coeficiente nao nulo da série dada em (3.46).
Ao mesmo tempo, os tnicos coeficientes ndo nulos nessa série sao precisamente aqueles
cujo indice é multiplo de M. Também confirmamos que existem combinagoes (a, f3)
degeneradas, no sentido de que a forma do padrao no estado estacionario depende do
estado inicial do sistema. Ja no caso dos pares nao degenerados os modelos do capitulo
anterior conseguem predizer com total exatidao o niimero de picos do estado estacionario,
e utilizando By mais os trés primeiros coeficientes nao nulos de (3.46) é possivel reproduzir

a maioria dos resultados das simula¢des, como mostrado nas figuras 4.4 e 4.5.
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Diferentemente dos modelos, o sinal de todos os coeficientes fornecidos pelas simulagoes
é conhecido, como mostrado na tabela 4.2, a qual inclui diferentes combinagoes de « e
8. Também confirmamos que By, e B3y, tém o mesmo sinal, e na figura 4.6 observamos
que ao trocar o sinal destes coeficientes, o que acontece é uma transformacao dos picos
em vales e vice-versa. Com isso, a indeterminagao observada nos modelos fica justificada,
devido a que uma mudanga do sinal dos coeficientes By e B3y nao altera a forma (nimero

de picos) do estado estacionério.

a-p3 M By By Bonr Bsm Byn Bsy
0,030-0,250 | 3 | 1,315 | 1,982 | 0,872 0,231 0,033 -4,007-1073
0,030 - 0,350 | 2 | 1,335 | 2,119 1,042 0,289 0,0224 -0,014
0,030 - 0,450 | 2 | 1,352 | 2,423 1,772 1,097 0,596 0,292
0,040 - 0,250 | 3 | 1,218 | -1,583 | 0,496 -0,088 8,333-1073 | 1,324-10~*
0,040 - 0,350 | 2 | 1,294 | 1,928 | 0,795 0,169 7,465-1073 | -5,463-1073
0,040 - 0,450 | 2 | 1,197 | 1,893 1,022 0,437 0,162 0,055
0,050 - 0,250 | 3 | 1,119 | -1,120 | 0,220 -0,024 1,502-1073 | 9,058-10~°
0,050 - 0,350 | 2 | 1,247 | 1,718 | 0,581 0,094 2,379-1073 | -2,051-1073
0,050 - 0,450 | 2 | 1,092 | 1,330 | 0,427 0,106 0,023 4,781-1073
0,060 - 0,250 | 3 | 1,019 | -0,433 | 0,029 |-1,157-107% | 2,865-107° | -1,050-10~7
0,060 - 0,350 | 2 | 1,196 | 1,488 | 0,400 0,049 7,474-107% | -7,104-1074
0,060 - 0,450 | 2 | 1,022 | 0,6527 | 0,08231 | 0,008145 | 0,747-107% | 6,692-107°

Tabela 4.2: Valores dos coeficientes fornecidos pelas simulagoes.
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Figura 4.6: Efeito da troca do sinal do coeficiente B);.
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Vamos finalizar este capitulo dizendo que as simulagoes realizadas, em conjunto com
os modelos desenvolvidos anteriormente, tém nos permitido fazer uma ampla avaliacao
dos resultados obtidos ao resolver a equacao (3.16). Portanto, estamos em uma posigao
imbativel para explicar alguns resultados experimentais, que serao essenciais para fornecer
uma interpretagao fisica do pardmetro [, que é o mais importante para a geracao de

padroes.
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Capitulo 5

Reacao as mudancas do ambiente

5.1 Introducao do capitulo

As atividades desenvolvidas anteriormente permitiram cumprir um dos nossos princi-
pais objetivos, ou seja, o estudo da formacao de padroes através da utilizagao de equagoes
de reagao-difusdao. Assim conseguimos revisitar varios dos resultados obtidos previamente
por nosso grupo, ao tempo que fizemos novas propostas. De modo que estao criadas as
condicoes para abordar o segundo objetivo: a utilizagao do modelo no estudo de sistemas
biolégicos, especialmente populagoes de bactérias.

Entre os diferentes experimentos realizados que encontramos na literatura, vamos des-
tacar o realizado por Anna L. Lin e colaboradores, publicado em 2004 no Biophysical
Journal sob o titulo “Localization and extinction of bacterial populations under inhomo-
geneous growth conditions”. Este trabalho (doravante referido como Ref. [42]), pelo arranjo
adotado, permite que o nosso modelo, expresso em diferentes variantes da equagao (3.1),
possa ser utilizado para descrever o comportamento das bactérias.

O experimento consiste de um canal retangular de comprimento L, altura h < L e
espessura F/ < L, que esta cheio de nutrientes que podem sustentar uma populacao de

bactérias por longo tempo. Este canal é quase totalmente iluminado com luz ultravioleta,
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com excepcao de uma regiao de comprimento W que esta coberta por uma placa protetora
(0dsis) que se move com velocidade v.

A espécie utilizada nos estudos foi a E. coli RW 120, ja que o resultado da exposi¢ao
da mesma a radiagao ultravioleta é a morte das bactérias e nao a sua mutacao. Com isso
a populacao localizada sob a placa pode crescer normalmente. Ja no restante do canal, o
crescimento € inibido pela acao da luz ultravioleta, que eventualmente mata as bactérias.

Cada uma das corridas experimentais foi iniciada com o oéasis localizado em um ex-
tremo do canal. Entao uma pequena quantidade de bactérias era inserida na regiao
protegida pelo odsis, onde podia crescer normalmente. Quando (depois de varias horas)
a concentracao de bactérias na regiao protegida atingia um valor de saturagdo, o odsis
comegava a se mover com velocidade constante v.

Entre uma execucao e outra o parametro que geralmente mudava era a velocidade de
oésis, cujos valores variaram entre 1,5-107° ecm/s e 3,6-107% ¢m/s, de modo que o oésis
podia demorar entre dezenove horas e vinte dias para atingir o extremo oposto do canal.
Outros pardmetros ficaram sempre os mesmos, como as dimensoes do canal (25 cm de
comprimento, 0,2 cm de espessura e 2,5 ¢m de altura), o comprimento do oésis (3 cm,
com espessura igual & do canal), e a intensidade da fonte de luz (10 Watt/m?), consistente
em uma lampada de mercirio de 120 ¢m localizada a 8,5 ¢m acima do canal.

A grande maioria das bactérias vivas permanecia perto da superficie canal, enquanto
que as bactérias mortas demoravam cerca de dois dias para se depositarem no fundo. O
canal tinha acoplado um sistema de medicao que permitia obter, cada sete minutos, o
valor da concentracao das bactérias localizadas perto da superficie ao longo de todo o
espaco analisado. Utilizando os dados fornecidos pelo sistema de medigao foram obtidos
graficos como o apresentado na figura 5.1, que mostra o comportamento da densidade da

populacao de bactérias com o passo do oasis ao longo do canal.
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u(x)

L

Figura 5.1: Perfil de crescimento da densidade ao longo do canal. No oasis a taxa de
crescimento é a, enquanto que no resto do canal, submetido a influéncia da luz ultravioleta,

a taxa de crescimento é —ea, com € > 0.

5.2 Trabalho numérico

5.2.1 A equagao de Fisher

Perfis parecidos ao da figura 5.1 foram obtidos experimentalmente na Ref. [42], onde
também foram feitas simulagoes do sistema utilizando uma generalizagdo da equacao de
Fisher na forma [43,46]

0*u(z,t)

ou(z,t)
O0x?

T — bu*(z,t), (5.1)

= eau(x,t) + Deyp

que basicamente é igual a (3.3), com a diferenga de que agora o termo de crescimento apre-
senta um coeficiente que varia em fung¢ao da posicao do oésis que se move com velocidade
v, de modo que

17 Tossis < T < Toisis + W7
€y = (5.2)

—E€, resto do canal,

sendo 4515 = To + vt a posicao do extremo esquerdo do oasis, enquanto que o valor de €

esta diretamente relacionado com a intensidade da luz.
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As simulagoes realizadas na Ref. [42] conseguiram descrever o comportamento qualita-
tivo geral observado da densidade da populagao de bactérias em fungao da velocidade do
odsis. Ou seja, para velocidades do oasis relativamente altas, a populagao ao longo de todo
o canal eventualmente morre, enquanto que a velocidades menores as bactérias localiza-
das no oasis conseguem sobreviver, e dependendo da intensidade da radiagao as bactérias
fora do oasis também sobrevivem por longo tempo, diminuindo a sua concentragao com
o aumento da distancia até o oasis.

Aqui o significado de velocidade alta ou baixa é definido a partir do valor da velocidade
média vr,,, da frente de uma populagao bacteriana que cresce, em condigoes favordveis,
sobre um disco de laboratério (petri dish). Assim, velocidades do odsis proximas de vp,,,
sao consideradas altas.

Com as simulacoes os experimentadores conseguiram fazer um estudo extensivo dos
diferentes parametros que caracterizam o comportamento da populagao, como a veloci-
dade do oasis, o seu comprimento W e a intensidade da radia¢do, o que nao aconteceu
nos experimentos devido & longa duracao dos mesmos (entre trés e dez dias, dependendo
da velocidade do odsis).

Os graficos da figura 5.2 confirmam vérias das ideias expostas anteriormente. A mesma
apresenta os resultados de quatro simulacgoes feitas no presente trabalho a diferentes velo-
cidades do oésis, utilizando como base a equacao (5.1) e alguns dos dados experimentais
reportados na Ref. [42]. Concretamente consideramos que a = 6-107* s b = 7,93-10711
cm/s, Degp =1,6-107* em?s™! e vp,,, = /2aDeyp = 4,4-107* em/s. Outros pardmetros,
no entanto, foram estabelecidos por nos, tal é o caso de ¢,, que fora do oasis é conside-
rado igual a zero, e o comprimento do oasis, fixado como Wy, = 0,3Leyp, sendo Legy, 0
comprimento do canal, igual a 25 cm.

De modo similar aos capitulos anteriores, aqui utilizamos variaveis e constantes adi-
mensionais, as quais sdo obtidas através das relagoes (3.10) - (3.15). No caso do coeficiente

de difusdo, o valor adimensional aparece ao dividir a quantidade experimental pela gran-
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deza al?

czp» €nquanto que a velocidade deve ser dividida por ale.,. Assim obtemos que

D = Degp/(aL?,,) =4,3-107% vy = vp,,, /(aLegp) = 0,029; W =0,3; ¢ L = 1.
Além dos dados apresentados na figura 5.2, como parte desta pesquisa foram realizadas
muitas outras simulagoes utilizando a equagao (5.1). Nas mesmas foi possivel testar
diferentes valores de €, e W, sendo sempre observado o mesmo comportamento qualitativo
descrito anteriormente.
Embora nao apareca explicitamente, é possivel associar um valor do parametro «

apresentado no capitulo 3 a equacao (5.1). Em trabalhos anteriores [48] foi demonstrado

que

6Dex
Qegp = ” b (5.3)

sendo entao Qreyp = 1,26 cm, enquanto que o = Qezp/ Leyp =~ 0, 05.

Nos célculos assumimos que [57]

Pu(z,t)  u(z+ Ax,t) — 2u(z,t) + u(zr — Az, t)

= 4
Ox? (Azx)? ’ (54)
o que nos permite reescrever (5.1) na forma
ou(z,t) [u(z + Az, t) + u(x — Az, t)]
= D .
ot (Az)? (5:5)
2D
+ €x — (A$)2 u(m,t)
— u?(x,t),

com Az =~ 0,01. Esta equagao estabelece que em cada ponto ao longo do canal a evolugao
temporal da densidade u(x,t) é descrita por uma ER, de modo que podemos utilizar o

método apresentado no Apéndice A para obter a solu¢do numérica da mesma.
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Figura 5.2: Resultados das simulagoes feitas sem considerar o parametro [3.

Agora cada ponto do espacgo tera associada uma ER. O niimero de equagoes a serem
resolvidas simultaneamente vai depender da forma em que o espago seja discretizado, ou
seja, do valor de Ax. Para Ax =~ 0,01 teremos um sistema de 100 ER. Este valor de Ax
estard muito relacionado com o valor de At utilizado para fazer a evolugdo temporal (veja
o Apéndice A.5). No presente capitulo, trabalhamos considerando At = 0, 01.

As simulagbes comegam com o extremo esquerdo do oasis localizado na posi¢ao x = 0.
Inicialmente s6 é permitido que a populacao possa crescer no trecho do canal protegido
pelo oésis, até que a densidade atinja um valor estacionario. O resultado anterior se con-
segue fazendo uma simulacao similar as descritas no capitulo 4, mas considerando L = W,

como a equagao (5.1) ndo depende de (3, nesta etapa trabalhamos com (3.16), utilizando
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qualquer valor de 3 na faixa a < 8 < W. Dessa forma podemos testar diferentes dis-
tribui¢oes ao inicio do movimento do odsis, mas os resultados (ndo apresentados aqui)
mostraram-se independentes das mesmas.

Quando a densidade da populacdo atinge um valor estacionario na regiao protegida
pelo odsis, comega o movimento do mesmo (de esquerda a direita) com velocidade v.
Durante esta etapa utilizamos condigbes de contorno abertas, ou seja, u(x,t) = 0 se z < 0
ou x > L. No momento em que o extremo direito do oasis atinge a posi¢do r = L a
simulagao termina. Entao o tempo que demora para o oasis chegar ao final do canal
é tmae = (L — W)/v. A figura 5.2 apresenta simulagdes feitas utilizando as seguintes
velocidades do oasis: 0,25v¢, 0,5v¢, vy e 3,4vy. Para cada uma destas velocidades ¢
mostrada a densidade em trés instantes de tempo diferentes: t = 0, t = 0, 5t0e € t = tinaz-

Um resultado significativo obtido na Ref. [42] e confirmado aqui foi que, embora os
parametros variaram amplamente, as simulagoes nao conseguiram reproduzir o pico duplo
observado na densidade das bactérias para velocidades do odsis menores que vr,,,. Essa
discrepancia levou os autores a sugerir que o modelo utilizado deveria ser modificado de
modo que o mesmo leve em conta a dinamica interna das diferentes redes de expressao
genética presentes dentro das bactérias. Dessa forma seriam reproduzidas as oscilagoes
observadas, as quais poderiam representar uma manifestacgdo da variacao que ocorre nos
niveis de certas proteinas presentes nas bactérias em resposta as mudangas ambientais [58].

Neste ponto, a estreita relagao existente entre o experimento descrito e o nosso modelo
fica bastante clara. Por um lado, a equagdo de Fisher utilizada na Ref. [42] é um caso
especial da equagao (3.1), como mostrado na se¢ao 3.1. Enquanto que por outro lado ja
sabemos, a partir dos resultados dos capitulos anteriores, que a solugao da equacao (3.16)
pode gerar padroes com diferente niimero de picos. Entdao podemos supor que ao realizar
simulagoes utilizando como base o nosso modelo conseguiremos descrever a formacao de
picos na densidade para certas combinacgoes de a, 5,v e W.

Na proxima se¢ao serao realizadas simulagoes utilizando como base a equagao (3.1).

Se a tentativa for bem sucedida, teriamos encontrado uma bela aplicagdo pratica para
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o nosso modelo, ao tempo que o significado fisico do pardmetro § (o mais importante
para a geragao de padrdes) poderia ser estabelecido no caso das populagoes bacterianas:
o mesmo representaria uma medida macroscépica das mudancas que a nivel individual

acontecem dentro das bactérias, produto de variagoes significativas do ambiente.

5.2.2 Considerando a nao localidade

Agora utilizaremos a equagao (3.1) para fazer simulagbes. Vamos assumir que

~ D &*u(x,t)

H (o, u(z, 1)) = euu(@, t) + ——— 5, 5.6
(g (e 1)) = e 1) + 270 (5:6)

. L
Algsu(e,t)) = [ gsla —aue! t)da', (5.7)

sendo possivel reescrever (3.1) como
Ou(x,t) _ 0*u(w,1) L N (ol Py ]!

e ezau(x,t) + DW — bu(z, zf)/0 gs(x — 2" )u(2', t)da, (5.8)

a qual difere de (5.1) devido a inclusao do kernel nao local dependente de 3, de modo que
este parametro sera responsavel por qualquer diferenca obtida nos resultados.
Levando em conta (5.4), o kernel dado em (3.7) e usando o método dos trapézios para

resolver a integral obtemos, apds agrupar convenientemente os termos:

ou(x,t D
f% ) - (B [u(z + Az, t) + u(x — Az, t)] (5.9)
2D Az | Y 1
€x — W - % ZO UzBn,t — B { z80,t T Ua:ﬂNﬁ,t} u(x,t)
i3
Az
- ﬁ“ (z,1),

onde também foram inseridas as varidveis e constantes adimensionais. Aqui uyp,: =
u(x — B + nAz,t), enquanto que Nz é o inteiro mais proximo de 28/Az. Novamente

temos uma ER, pelo que a solugao numérica serd obtida através da aplicacdo do método
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apresentado no Apéndice A, considerando as mesmas condic¢oes e valores dos parametros

utilizados na secao anterior.
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Figura 5.3: Resultados das simulagoes feitas considerando o parametro .

A informacao apresentada na figura 5.3 é similar a da figura 5.2, mas no caso da figura
5.3 as simulagoes usaram como base a equagao (5.9), considerando § = 0,2. Imediata-
mente observamos a presenca de picos duplos na densidade para velocidades menores do
que v¢, 0 que nao aconteceu na figura 5.2. Esses picos ficam melhor definidos para velo-
cidades do oasis proximas de 0, 25vy, o que esta em total correspondéncia com os valores
experimentais reportados na Ref. [42], onde a aparigdo de mais de um pico foi observada

para v/vy ~ 0, 23.
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Com o aumento da velocidade do odasis a intensidade de um dos picos vai diminuindo,
ficando apenas um quando v ~ v;. Poderiamos tentar explicar o resultado anterior
com base na distribuicao das velocidades das bactérias, lembrando que vg,,, representa a
velocidade média das mesmas.

Supondo que as baterias com v ~ vy sao as mais abundantes, teremos que a baixas
velocidades do oasis uma grande parte da populagao consegue acompanhar o movimento
do mesmo, de modo que em cada instante ha suficiente populagdo na regiao do oasis para
formar dois picos bem definidos, ficando as bactérias mais rapidas no pico direito. Quando
a velocidade do odsis aumenta, diminui a parte da populagdo que consegue seguir junto
com ele, causando a diminui¢do da intensidade do pico direito, o que eventualmente vai
provocar um refor¢o da intensidade do pico que contém as bactérias de menor velocidade
que ainda conseguem se mover com o oasis (veja a figura 5.3 para o caso em que v = vy).

Ja quando v > wv; existem pouquissimas bactérias que conseguem ficar na regiao
protegida pelo oasis, de modo que chega o momento em que toda a populacao fica exposta
a radiacao, acontecendo eventualmente a morte da mesma.

Na figura 5.4 é possivel apreciar com maior detalhe a evolu¢ao temporal do sistema
com velocidade do odsis v = 0,25v;. Inicialmente a populagao na regiao protegida pelo
oasis aumenta de modo que a distribui¢ao da mesma ¢ assimétrica, com o pico deslocado
em direcado ao extremo esquerdo do oasis. A amplitude desse pico vai diminuindo na
medida em que vai surgindo um outro pico perto do extremo direito do oasis. Quando
t = 0, 16t,,,. a amplitude dos dois picos é quase a mesma. A partir desse momento o
pico da direita tera maior amplitude, atingindo o méaximo para t =~ 0, 24t,,,., momento
em que o sistema atinge o estado estaciondrio, ja que a forma da onda que se move com

o oasis é conservada até o fim da simulacao.
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Figura 5.4: Evolucao temporal do sistema com velocidade do odsis v = 0,25v; e 8 =0, 2.

5.3 Entendendo o parametro (3

A partir da andlise das figuras 5.2-5.4 fica claro que o parametro 3, inserido nas
equagoes através do operador (5.7), é o principal responséavel pela aparigdo de um pico
duplo oscilante na densidade da populagao bacteriana durante o movimento do oasis pelo
canal. Mas ainda nao tem sido estabelecida uma relacao entre [ e alguma grandeza
experimental, como a que existe entre a e as grandezas a e D.

Com base na relacao a?a = 6D podemos pensar na grandeza aa como sendo o deslo-

camento quadrdtico médio realizado na unidade de tempo por qualquer uma das bactérias
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da populagdo analisada, sob “condicoes favordveis de crescimento”, onde o termo entre as-
pas faz referéncia a que a taxa de crescimento a é a mesma em todo o espago. A definicao
anterior tem carater estatistico (devido & dependéncia com respeito de D), e estabelece
a ligacao entre um dos parametros de nossa equacao e uma propriedade intrinseca do
sistema estudado, no caso, os deslocamentos das bactérias em condi¢oes homogéneas de
crescimento.

Entao podemos supor que 3 se relaciona de um modo similar com o sistema estudado,
mas dessa vez os deslocamentos estariam associados com condi¢coes nao homogéneas de
crescimento. Ou seja, todos aqueles fatores que propiciam o crescimento desigual vao
se combinar de modo que, além do movimento “normal”, exista uma componente de
movimento adicional como resposta as condigoes externas, cuja origem se localiza nos
processos internos que acontecem nas bactérias.

Procurando na literatura [58-60] encontramos que muitos organismos (incluindo as
bactérias) utilizam os chamados relogios circadianos como sensores da atividade ambien-
tal, o que permite que as bactérias possam reagir adequadamente aos estimulos externos.
A maioria destes reldgios utiliza redes de expressao genética intracelular compostas ba-
sicamente por elementos reguladores positivos e negativos cuja interacao da lugar ao
surgimento de oscilacoes da expressao genética. O elemento positivo ativa os genes as-
sociados ao relogio, ao tempo que também promove a expressao do elemento negativo,
cujo objetivo é diminuir a concentragdo do elemento positivo. O ciclo se fecha com a
degradagao do elemento negativo e a reapari¢ao do elemento positivo.

Uma caracteristica crucial dos relégios descritos acima é que os mesmos conseguem
manter um periodo constante [61], inclusive sob a influéncia de flutuagoes externas e
internas (variagoes de temperatura, reagdes quimicas que acontecem de modo aleatério
dentro das bactérias, concentragbes anormais de algumas espécies quimicas), permitindo
assim que um grande conjunto de processos seja sempre realizado na hora certa.

Isso implica que existe certo limite na amplitude das flutuagdes abaixo do qual os

relogios conseguem operar normalmente. Mas, o que acontece quando esse limite é ultra-
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passado? Neste ponto podemos retornar ao experimento realizado na Ref. [42], onde uma,
parte do espago foi submetida a uma radiacdo muito intensa. A radiacao pode ser vista
como uma modificagao do ambiente tao significativa que afeta de modo irreversivel o funci-
onamento dos diferentes reldgios dentro das bactérias, alterando o correto funcionamento
das mesmas e causando, eventualmente, a sua morte.

Também resulta légico supor que antes que acontega o colapso definitivo da bactéria,
na mesma se ativa um mecanismo que avisa sobre a impossibilidade de manter o correto
desempenho das fungoes vitais nas atuais condi¢oes ambientais. Ou seja, que é emitida
uma mensagem de alerta que pede para que a bactéria, literalmente, “corra pela sua vida”.
Com isso o surgimento de uma componente adicional no movimento das bactérias fica
explicado: o mesmo representa, no caso analisado, uma “resposta desesperada”, visando
encontrar melhores condigoes de vida. Observe que, por sua natureza, a nova componente
vai ser sempre maior do que a componente “normal”, o que estaria em correspondéncia
com o nosso modelo, onde os padroes surgem para valores de  maiores que «, sendo
necessario, de modo geral, que [ > 3a.

Finalmente poderfamos propor, por analogia com (5.3), a seguinte relacdo para o

parametro [3:

8= : (5.10)

sendo D, a “difusdo emergencial” desenvolvida pelas bactérias submetidas a condi¢oes
muito desfavoraveis. Esta relacao também teria um carater estatistico, ja que D, re-
presenta uma média dos deslocamentos quadraticos das bactérias. Mas a dependéncia
funcional de cada um destes deslocamentos é, em geral, bastante complicada, ja que
estard relacionada com fatores internos e externos que agem sobre cada bactéria.

Entre os fatores internos encontramos o “estado fisico-quimico” da bactéria, determi-
nado em grande medida pelo correto funcionamento dos relogios internos e pela quanti-

dade de energia acumulada (obtida a partir do consumo de nutrientes) no momento em
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que ela decide fugir do lugar em que esta. Assim, uma bactéria cujos sistemas estejam
funcionando corretamente no momento em que o ambiente se torna hostil deve percorrer
maiores distancias do que outra bactéria da mesma espécie previamente danificada. De
modo similar, quanto maior for a energia acumulada, maior sera a energia cinética no
momento do escape, o que vai se traduzir em uma maior distancia percorrida na unidade
de tempo.

Como fator externo temos a localizagao espacial, j& que uma bactéria que se encontra
em uma zona com densidade populacional relativamente baixa, vai colidir menos com as
suas vizinhas, sendo capaz de percorrer maiores distancias do que outra bactéria localizada
em uma zona de alta densidade. No entanto, em baixas densidades a bactéria poderia
escolher o caminho errado e acabar morrendo, devido a que mecanismos de comunicac¢ao
como o Quorum Sensing [62-68] resultam pouco estimulados.

Os elementos listados anteriormente foram analisados individualmente, mas em uma
situacao real os mesmos deveriam interferir, dando lugar a um movimento complicado
cujos resultados s6 poderiam ser conhecidos através da realizacao de simulagoes especial-

mente preparadas.

5.4 Conclusao do capitulo

Podemos destacar varios resultados neste capitulo. Primeiramente, o nosso modelo,
na forma dada pela equagao (5.8), consegue reproduzir resultados experimentais que em
trabalhos anteriores nao tinham sido reproduzidos. Concretamente nos referimos ao pico
duplo que aparece na densidade das bactérias que acompanham o odasis durante o seu
movimento pelo canal. De acordo com a hipétese feita na literatura consultada [42], a
origem dessas oscilagoes na densidade devia estar na dindmica das diferentes redes de
expressao genética presentes nas bactérias.

A ideia anterior foi confirmada na se¢ao 5.3 onde, analisando o funcionamento dos re-

l6gios circadianos, concluimos que, no caso de condi¢oes ambientais muito desfavoraveis,
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a bactéria deve responder com um deslocamento muito maior do que o normal. Assim
chegamos a um outro grande resultado: uma ligagdo entre o experimento e o parametro
B, j& que este ultimo pode ser visto como uma medida macroscopica das mudancas que a
nivel individual acontecem nas concentragoes de certas proteinas nas bactérias, produto
de variacoes significativas do ambiente. Entdo, por analogia, a grandeza [3%a representa-
ria “o deslocamento quadrdtico médio realizado na unidade de tempo pelas
bactérias sob condi¢cées muito desfavordveis de crescimento”.

A validade de alguns resultados dos capitulos 3 e 4 foi mantida, mesmo quando a
equacao e as condigoes de fronteira utilizadas nao foram exatamente as mesmas. Esse foi
o caso do valor de 3 a partir do qual comegou a ser observado o pico duplo. Para a = 0,05
o pico duplo aparece a partir de § = 0,20; o que esta em correspondéncia com a tabela
3.5, onde se observa que para a = 0,05 os padroes comegam a aparecer precisamente
quando (3 = 0,20. Isso confirma a generalidade do nosso modelo, assim como o fato de
que 3 é o parametro de mais peso na geracao de padroes.

Por ultimo, podemos estabelecer que para observar mais de um pico ao fazer simulagoes

utilizando a equagao (5.8), além da condigdo S > 3cr, também é necessario que

W >, (5.11)

j& que o tamanho a regido onde as condigoes de crescimento sdo favoraveis (similares as
utilizadas no capitulo 4) deve ser suficientemente grande. A condigao (5.11) foi compro-
vada nas simulagoes, justificando assim o valor do comprimento do oéasis das figuras 5.3 e

5.4 (W =0,3L), que é maior do que o utilizado no experimento da Ref. [42].
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Capitulo 6

Conclusoes

Levando em conta os objetivos inicialmente propostos, o trabalho realizado até aqui
pode ser dividido em dois grandes blocos. Por um lado, o estudo das ERD através do
enfoque tradicionalmente utilizado por nosso grupo, para determinar as condi¢es sob as
quais os padroes sao gerados. Por outro, as atividades dirigidas a estabelecer o significado
fisico de cada um dos parametros e resultados associados ao modelo desenvolvido no bloco
inicial.

Na primeira parte, uma das mudancgas inseridas a respeito de trabalhos anteriores
foi a utilizagdo de uma série de Fourier para expressar a densidade (equagao (3.18)),
que junto com as suposicoes iniciais feitas sobre o comportamento dos coeficientes B,
no estado estacionario permitiu estabelecer as principais caracteristicas dos padroes que
seriam obtidos nas simulagoes. Inclusive foi possivel predizer a existéncia de estados
degenerados, onde o sistema nao esquece das condigoes iniciais.

As simulagbes confirmaram os resultados dos modelos, permitindo determinar aquelas
combinagoes («a,3) que poderiam ser de utilidade para descrever padrdes no caso de
sistemas reais. Adicionalmente foi comprovada a efetividade do método apresentado no
Apéndice A para resolver numericamente a ER, que se mostrou muito estavel, oferecendo

bons resultados em todos os casos em que foi utilizado.
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O segundo bloco estava construido em boa parte, ji que em trabalhos prévios [48,49,69]
tinha sido estabelecida uma relagao entre o parametro « e o coeficiente de difusdo. Aqui
estendemos a ideia ao caso do pardmetro /3 e propusemos a relagao (5.10). Mas agora
os movimentos nao seriam totalmente cadticos, sendo que teriam o objetivo de fazer com
que a bactéria conseguisse deixar aquela regiao do espago que nao oferecia condigoes para
a manutenc¢ao da vida, motivo pelo qual era necessario que, de modo geral, 5 > 3a. Dito
de outro modo, estabelecemos que, além da componente aleatéria, as bactérias podem
desenvolver una segunda componente no seu movimento, mais organizada, em resposta a
condi¢oes ambientais muito desfavoraveis.

A interpretagao fisica do parametro § (uma tarefa que estava pendente desde trabalhos
anteriores, e que aqui teve uma primeira resposta) esté indissoluvelmente ligada ao sucesso
que tivemos ao adaptar nosso modelo as condi¢ées do experimento. Nesse processo foi
perdida a alta simetria presente nos capitulos 3 e 4, mas mesmo assim varios resultados
foram mantidos. Finalmente as simulagoes mostraram que com as adaptacoes realizadas
nosso modelo consegue reproduzir resultados experimentais que modelos anteriores nao
tinham conseguido reproduzir.

Este tltimo resultado é muito significativo, ja que demonstra a utilidade do nosso
modelo e deixa a porta aberta para futuras pesquisas. E existem varias atividades que
poderiam ser desenvolvidas. Primeiramente temos que o presente trabalho esteve enfocado
no estudo de uma populagao no caso unidimensional, o que ofereceu resultados muito
bons. De modo que uma extensao natural seria o estudo do modelo em duas dimensoes,
considerando uma especie s6 ou varias interagindo no mesmo espaco, de modo que possam
ser consideradas interacoes do tipo presa-predador.

Quando as ERD foram apresentadas, ficou claro que a forma do termo fonte teria
uma influéncia muito grande nos resultados obtidos, ja que o mesmo estava diretamente
relacionado com as caracteristicas do sistema estudado. No caso do nosso modelo, é a
forma dos kernels nao locais que tem um peso significativo. Aqui utilizamos o kernel dado

em (3.7) porque facilita o trabalho matematico a ser desenvolvido, mas ele cumpre as
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principais propriedades esperadas para uma distribui¢ao que caracteriza a interagao entre
os individuos de uma populagao [69]. De modo que seria interessante utilizar outra forma
funcional do kernel (por exemplo, o decaimento exponencial) e observar as mudangas que
podem acontecer. Claro que, levando em conta o presente trabalho, mudar o kernel seria
equivalente a escrever outra tese.

As simulagoes do capitulo 5 consideravam (de modo similar ao experimento) que os
nutrientes estavam igualmente distribuidos por todo o espaco, e que sua quantidade per-
manecia constante, sendo a radiacdo intensa o tnico fator que alterava o comportamento
das bactérias. Na realidade, resulta muito provavel que os nutrientes nao estejam igual-
mente distribuidos pelo espago, dando lugar a ocorréncia de fendémenos como a quimiotaxia
(movimento dos organismos em diregdo ou longe de um quimico) [70], que podem fazer
que o coeficiente de difusdao seja dependente da posi¢ao e do tempo [71]. Estas varia¢oes
do coeficiente de difusao poderiam provocar oscila¢oes adicionais na densidade, de modo
que as mesmas poderiam ser observadas para comprimentos do oasis menores do que os
previstos por nosso modelo, que é o que de fato acontece no experimento. Assim que a
incorporacao da quimiotaxia ao nosso modelo seria uma adi¢ao muito 1til e interessante.

Agora vamos nos referir a um resultado obtido nos capitulos 3 e 4, e que é, até certo
ponto, intrigante: a existéncia de estados degenerados para algumas combinagoes («, f3).
Devido a marcada dependéncia com respeito as condigoes iniciais, estes estados foram
descartados como candidatos viaveis para descrever os padroes formados pelo sistema ao
atingir o estado estacionario que tém relagdo com sistemas reais. Entao a tnica utilidade
que encontramos para eles foi a de servir de base para ajustar os valores dos coeficientes
fornecidos pela CM que nédo satisfaziam a condigdo (3.84). Mas sempre ficou no ar a
questao de se seria possivel associar estes estados com algum outro sistema ou processo
real.

Em termos gerais, o grau de degenerescéncia aumenta com a diminuicao do valor de
«. Ao mesmo tempo, este parametro esta estreitamente ligado ao coeficiente de difusao,

ou seja, se o valor de o diminui o mesmo acontece com D (algo similar acontece com
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e Dep). Uma diminui¢do do valor do coeficiente de difusdo traz como consequéncia um
aumento do tempo necessario para que o sistema estudado atinja o estado estacionério
(tempo de relaxacao). No caso dos padroes espaciais formados pelas populagoes para
maximizar seu tamanho e se adaptar as mudangas repentinas do ambiente, esperamos
que o passo até o estado estaciondrio seja relativamente rapido. De modo que poderiam
existir pares (a, ) cujos tempos de relaxagao sejam bem maiores do que os requeridos para,
descrever corretamente os padroes mencionados anteriormente, o que estaria de acordo
com os comentarios feitos ao final do capitulo 3.

Mas a escala temporal dos pares degenerados poderia ser compativel com os tempos
associados a processos como a mutacao, que sao, em geral mais demorados quando com-
parados com as redes de expressao genética. Essa suspeita é reforcada pela figura 6.1, que
mostra os resultados das simulagoes (feitas de acordo com as especificagdes do capitulo 4)
correspondentes a combinacao (a, ) = (0,01;0, 10), obtidos a partir de duas condig¢oes
iniciais diferentes. Para cada condicao inicial mostramos as distribuigoes inicial e final da
densidade, assim como a evolugao temporal do coeficiente By, cujo valor é diretamente

proporcional ao tamanho da populagao.

a=001 B=0.10
Estado Inicial Estado Final By vs. t
40F
£ 1.3
30
3 12k
R ERR &
1.9
T HUUUUUUL
J 1 1 1 1 Il 1 Il 1
O-() 02 04 06 08 1 0 0 02 04 06 08 1 0 200 400 600 800 1000
X X tempo
5_
L 1.3F
1.1 4
z ¢t I =12
=1 > m
& 11
0.9k 1_U
1 1 1 1 1 1 G 1 1 1- 1 1 1
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 {1 0 500 1000 1500
X X tempo

Figura 6.1: Influéncia das condicoes iniciais.
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Observamos que para uma das condigoes iniciais, o coeficiente By apresenta durante
sua evolugao temporal o que poderiamos chamar de “estado metaestavel”, durante o qual
o valor de By fica praticamente constante, acontecendo posteriormente a transicao para o
estado final. Nesse ponto, poderiamos associar as condigoes iniciais com diferentes agen-
tes mutagénicos que poderiam afetam a populagao. O estado metaestavel representaria o
intervalo de tempo em que toda a populagao é afetada de modo irreversivel pelo agente,
garantindo assim que as geracoes seguintes apresentem a mesma mutagao, que vai se ma-
nifestar através de uma resposta coletiva que varia de acordo com o agente (dependéncia
entre os estados inicial e final). Claro que, o dito anteriormente é uma especulagao. Ela
sO serve para estabelecer que, em efeito, seria muito interessante estudar essa “informacao
residual” fornecida por nosso modelo a partir de assumir que a mesma descreve outros
processos reais.

Entao podemos concluir afirmando que os objetivos inicialmente propostos foram cum-
pridos, ja que foi demonstrada a grande utilidade das equacgoes de reagao difusdo para
descrever fenomenos como a formacao de padroes, ao tempo que conseguimos adaptar
nosso modelo para descrever, de modo muito satisfatério, o comportamento de sistemas

reais.
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Apéndice A

A equacao de Riccati

A.1 Introducao

A Equagdo de Riccati (ER) é uma equagao diferencial ndo linear de primeira ordem que
aparece frequentemente em diferentes ramas das ciéncias aplicadas e da engenharia [72—
78]. Sua forma é dada por

dy

5 =P +al)y+ r(t)y?, (A1)

onde assumimos que todas as varidveis e fungoes sao reais. Esta equacgdo aparece, por
exemplo, durante o estudo da relaxacao linear de moléculas diatomicas em um gas sem
estrutura [79], em problemas relacionados com a relatividade geral [80], bem como na
teoria de controle [81-83]. Por outro lado, varias equagoes diferenciais de segunda ordem
pode ser reduzidas a uma ER. Esse ¢ o caso do oscilador harmonico amortecido dependente
do tempo [84], a equacdo de Schrédinger unidimensional [85] e a equacao do soliton [84,
86,87].

Solugoes analiticas da equacao (A.1) podem ser encontradas em alguns casos especi-
ais; a saber, quando uma solucao particular y, ¢ conhecida, ou quando existem certas
relagoes entre os coeficientes p(t), q(t) e r(t) [79,84,85,88-90]. Mas, na maioria das vezes,

a solugao particular é desconhecida e nao existe uma relagao conveniente entre os coe-
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ficientes. Portanto, é necessario usar métodos numéricos para resolver a equagao, como
Forward-Euler, Runge-Kutta, o método de decomposicao de Adomian, ou o variacional
iterativo [91-102].

No entanto, esses métodos geralmente apresentam um limitado intervalo de validade
ou a sua implementacao ¢ complicada. Por isso no presente capitulo serda desenvolvido um
novo método que, além de resolver os problemas anteriores, é capaz de oferecer informacao
adicional 1til tanto para otimizar o processo de solucao da ER, como para resolver outras

equacgoes que possam surgir junto com ela no contexto do problema em estudo.

A.2 Solucoes analiticas aproximadas da equacao de
Riccati

Quando p(t) = 0, a equagao (A.1) se torna uma equagao de Bernoulli, que pode ser
resolvida fazendo y = 27! e utilizando o método da variagao de parametros [103], obtendo

que

y(t) = oo (i, Q(t:/)dt/)
T — T(t’) exp (/to q(t//)dt//> at'

to

, (A.2)

sendo 7 uma constante de integracao.
Supondo agora que 7 = 7(t) e substituindo (A.2) em (A.1) se produz a seguinte

equacao para a funcao 7:

dr

- = —p(t) exp (— I q(t’)dt’) {7’2 — 27 [y r(t') exp (ftt(: q(t”)dt”)dt’

[ ey exp ()2 q(t”)dt”)dt’r} (A3
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que é outra ER, mas desta vez a dependéncia explicita de t leva a obter solugoes aproxi-

madas para 7 e y. Assim, quando t — tg, é possivel fazer

t t
exp <i/ q(t')dt’) ~1+ t q(t)dt’,
0

to

enquanto que o terceiro termo do lado direito de (A.3) é pequeno, resultando em

dr
dt to

onde

= L)t

to

A equagao (A.5) é uma equagao de Bernoulli, entdo sua solugao é

t t
1+2/ p(t/)[l—e(t’)]/ P (¢ [1ke(¢))de" b’
to to

= —p(0) [ e0)] 7 + 20() [1 — (O] 7 [ () [+ (2]

t t/ t/l
1/T(t0)+/t p(t’)[l—e(t/)]{1+2/t p(t")[1—e(t")] r(t”’)[1+e(t”’)]dt’”dt”}dt’
0 0

to
que, depois de algumas operagoes torna-se

1
17 (to) + plto)(t — to)”

De modo que a solugao aproximada de (A.1) estard dada por

(t — to)

y(t) = Y+ E=to) [pit )+ ylto)a(to)]

1 —y(to)r(to)(t — to) ’

com T(to) = 1/y(to).
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Por outro lado, quando t > ty, a equagao (A.3) toma a forma (considerando ¢(t) > 0):

CCZ; = p(t)exp (— /t:q(t’)dt’) (A.10)

{zT /t:r(t’) exp ( /tt q(t”)dt”) dr — [ /t:r(t') exp ( /tt q(t”)dt”) dt’r} |

Esta é uma equacao diferencial linear cuja solugao é

X

T = exp ( / tF(t’)dt’) P(to) + /tt G(t') exp <— / ﬂF(t”)dt”)dt’] , (A.11)

to to

onde as fungoes F'(t) e G(t) sao definidas como

G(t) = —p(t) exp (— /t: Q(t/>dt,> Vt: r(t') exp </t:

Além das solugoes aproximadas fornecidas acima, o novo método permite estimar o

F(t) = 2p(t) exp (— / tq(t’)dt’) / ") exp ( / ’ q(t”)dt“) it (A.12)

q(t”)dt”> dt’] 2 : (A.13)

tamanho da passo de integracao At = t — ty a ser usado nos célculos, ja que existe um
valor méaximo de €(t) para o qual a aproximagao feita em (A.4) permanece valida. Assim,
para €(t) < 0, 3; a diferenca relativa entre as fungdes exp [te(t)] e [1 £ €(t)] é inferior ao

cinco por cento, o que impoe a seguinte condicao ao passo

0,3
lq(to)|’

At < (A.14)

sendo possivel usar um passo de integracao variavel, o que pode diminuir significativa-
mente o nimero de iteragoes necessarias para encontrar a solu¢ao do problema em estudo.

De acordo com (A.14), quando ¢(ty) = 0, o valor de At poderia ser qualquer um. No
entanto, a equagao (A.9) é vélida apenas se At for pequeno o suficiente. Entao o tamanho

do passo de integracao deve ser estimado de uma maneira diferente. Isso pode ser feito
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por meio da substituicao

p(t)
y(t) =Y () + T(t)i (A.15)
que transforma (A.1) em outra ER; a saber,
Cg = P(t) + Q)Y + R(1)Y?, (A.16)
L ydr| {|p(@®)|  dlp| ||r(®) [P

PO = ) [dt ST o RRCR G e

Q) = 2y/|p)r@)l, (A.18)

R(t) = r(t), (A.19)

sendo possivel resolver (A.16) e logo depois encontrar a solugao para o problema original
usando (A.15).

Assim, o resultado mais importante desta segao estd dado pela equacao (A.9), a qual
oferece uma solugdo iterativa de (A.1) que depende apenas dos seus coeficientes avaliados
em um valor anterior ¢ty da varidvel independente, portanto, sua implementacao compu-

tacional é muito simples. Aqui a equacao (A.9) substitui a férmula correspondente ao

método FE:

d
ylto + At) = y(ty) + Atd—‘z . (A.20)
to

No caso do FE, o valor de At nao é conhecido a priori, portanto, ele deve ser arbitra-
riamente fixado no inicio do calculo ou estimado considerando termos de ordem superior
na expansao, o que leva a equagoes cuja implementacao computacional é frequentemente
inviavel, uma vez que o tempo de calculo aumentaria consideravelmente. No caso da

equagao (A.9), At vem de (A.14). Esse valor de At tera efeito ndo apenas na ER, mas
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também em qualquer outra equacgao diferencial que possa surgir junto com ela, uma vez
que o valor de At usado para obter a solu¢do deve ser o mesmo para cada uma delas.
Entao (A.9) parece ser uma boa opgao para obter a solugdo aproximada de (A.1), como

serd visto nas préximas segoes.

A.3 Algumas solugoes exatas

A.3.1 Exemplo 1

Temos que [91,95,97,104, 105]

dys
dt

yi(0) = 0,

= 1+2y(t) — yi (D), (A.21)

com p(t) =1, q(t) =2 e r(t) = —1. A solugao exata é

log (F5F°)
y1(t) = 1+ v/2tanh \/§t++ , (A.22)

que é comparada na figura A.1 com a equagdo (A.9). Os resultados sdo muito bons,
como também pode ser verificado na Tabela A.1. A figura A.1 também mostra a solugao
de (A.21) obtida pela aplicagdo do método RK de quarta ordem, que oferece resultados
similares ao nosso modelo.

As equagoes (A.11)-(A.13) permitem estudar o comportamento assintético de y; (t).

Para t > t; é obtido que

i) = -1, (A.23)
1
Gl(t) = —16%,
€2t
= 127
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25F Solugdo |  Solugio S, — S
t | exata |aproximada | ———"- (%)
’ R 5) | (5w |
ol = diorr g uta et 0101 048 0.718 0,709 1,26
S 00| 1691 | 1676 089
> e 2,00 | 2.358 2,355 0,13
300| 2411 | 2410 001
os} 00| 2414 | 2414 0,00
500| 2414 | 2414 0,00
A T A R A 6,00 2414 | 2414 0,00

Figura A.1: Solugoes exata e aproximada da Tabela A.1: Solugbes exata e aproxi-
equagao (A.21). mada da equagao (A.21).

de modo que

lim () =~ 2 _ 5 4o A.24
t;;%yl(>—w_€_u ; (A.24)
2 12
enquanto que(A.22) estabelece que
lim g, (1) = 1+ V2 ~ 2,41; (A.25)

t>10

observando que as solugoes aproximadas oferecem um bom estimado do valor assintético

da solucao exata.

A.3.2 Exemplo 2

— 11— 20, (A.26)
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com p(t) =1+t% q(t) =0 e r(t) = —1. A solugao exata é

42
et

) N —
ve(t) 1+ fye*dz

(A.27)

que é comparada com a solu¢ao aproximada na figura A.2 e a Tabela A.2, respectivamente;
obtendo, como no Exemplo 1, excelentes resultados. Novamente o RK fornece resultados

semelhantes aos obtidos usando o novo método.

Solucao Solucao
0l . . ‘Sc — Sapp| %
% Newmethod t exata | aproximada 7‘ S (%)
Exact analytical solution ( S)) ( Sapp)
= = = = 4ih-order Runge-Kutta method, dt = 0.0001
b5y 0,50 | 1,033 1,031 0,18
S 1,00 1,211 1,206 0,44
> 10f
3,00 3,003 2,993 0,33
5,00 5,005 4,995 0,20
5,
10,01 | 10,010 10,000 0,10
15,01 | 15,010 15,005 0,06
0
o 20,00 | 20,000 19,990 0,05

Figura A.2: Solugbes exata e aproximada da Tabela A.2: Solugoes exata e aproxi-

equagao (A.26). mada da equagao (A.26).

A.3.3 Exemplo 3

d
% =e' — ¥+ 2eMys(t) — e'y3 (1), (A.28)
y3(0) = 1,
com p(t) = e — 3t q(t) = 2e?* e r(t) = —e'. A solucio exata é
ys(t) = €. (A.29)
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A presenca do fator exponencial em ¢(t) impede o uso da solugdo aproximada dada
por (A.9), uma vez que o valor de At necessario para garantir sua eficdcia tende a zero
muito rapidamente. Para casos como esse, resulta melhor eliminar o termo linear em ys,

o que ¢é feito através da transformagao [106,107]

q(t
n(t) = )~ 0 (A30)
que no presente caso resulta em
dUg
T —e'vi(t), (A.31)
US<O) = 07

que, embora tenha uma solucao exata, também pode ser vista como uma equacao de
Riccati com p(t) = ¢(t) = 0.

Agora a equacao (A.9) pode ser usada para calcular v3(t), enquanto ys(t) é determinado
a partir de (A.30). Os resultados deste procedimento sdo mostrados na figura A.3 e na
Tabela A.3, juntamente com a solucao exata. Novamente, os resultados sao excelentes.
A figura A.3 também mostra a solugao correspondente ao RK, que é muito semelhante a

solugao exata.

Solugdo |  Solugao

T ‘Se - Sapp‘

X Newmeod t | exata |aproximada B (%)
€

Exact analytical solution ( S e) (Sapp)

5p 0 == 4th-order Runge-Kutta method, dt = 0.0001

s, 0,00 | 1,000 1,000 0,00
" | 050 | 1,649 1,649 0,00
| 1,00 | 2,716 2,716 0,00

| 150 | 4479 | 4479 0,00

0 03 1 15 2 2,00 7389 7,389 0,00

t

Figura A.3: Solugbes exata e aproximada da Tabela A.3: Solugoes exata e aproxi-

equagao (A.29). mada da equagao (A.29).
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A.3.4 Exemplo 4

Agora temos o sistema [108]

d 3cos’t —1 e
@Ya  _ 5CO8 valt) (A.32)
dt 2cost 2cost
y4(0) = —1.
A solugao exata é
(t) = sint ! (A.33)
=sgint — .
v 0.58int + cost’
que apresenta pontos singulares quando tant = —2. A tabela A.4 e a figura A.4 mostram

as solugoes exata e aproximada da equagao (A.32). Mais uma vez a equacao (A.9) da bons
resultados, exceto para os pontos proximos as singularidades. No caso da RK, oferece bons

resultados entre a condicao inicial e a primeira singularidade, quando comeca a divergir.

Solugao Solugao
r Se — S,
40 t exata aproximada % (%)
(Se) (Sapp)
ml 0,00 | -1,000 -1,000 0,00
! 1,00 | -0,199 -0,196 1,51
~ i 1,50 | -0,768 -0,758 1,33
- 0,
:v (" 2,03 | 268,210 426,160 58,89
3,00 | 1,229 1,229 0,00
200t 4,00 | 0,212 0,210 0,99
X Newnaid 500 | 4,152 4,096 1,36
Exact analytical solution
= horder Runge-Kutia method, dt = 00001 5,18 | -4447,300 823,680 118,52
-400r
. ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ . 6,00 | -1,498 1,498 0,00
0 | ) 3] 4 5 b
t 6,28 -1,000 -1,000 0,00

Figura A.4: Solucoes exata e aproximada da Tabela A.4: Solugoes exata e aproxi-

equagao (A.32). mada da equacao (A.32).
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A.4 Varios métodos de calculo

A partir dos resultados anteriores, obtemos que a densidade populacional u(zx,t) (so-
lugdo da equacdo (3.16)) pode ser calculada de duas maneiras:

i) através da equagao (3.18) (Riccati), que quando substituida em (3.16) produz um
sistema de n equagoes diferenciais para os coeficientes B,,(t) (n > 0), sendo que a equagao
de By(t) é uma ER, enquanto que as outras sdo lineares de primeira ordem; entao podemos
usar (4.1) para calcular By(t) e (4.7) para determinar os outros coeficientes B,,(t), junto
com um intervalo de tempo variavel determinado a partir de (4.11) e (4.12),

ii) integragao direta da condigao inicial u(zx,0) (DI), por meio da expansao

ou(z,t)

u(z, to + At) = u(z, to) + At 5

, (A.34)

to

com Ou(x,t)/0t dado por (3.16) e considerando At = 0, 1.

LA

AL

a.=0.005 B=0.050 mmnDl

@=0030 B=0.300

3E
JF
E
0 @

0 0.2 0.4 0.6 0.8
X

()
0 4 3 0.8 1
a=0010 B=0.100
s
ok
0 (b)
= 0 0.2 04 0.6 0.8 1
=1 =002 B=0.110
2F
Ir
ot ©
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1

Figura A.5: Valores estacionarios da densidade para diferentes valores de a e f3.

A figura A.5 mostra os valores estacionérios da densidade u(x) para os mesmos valores

de o e [ da figura 4.1. Também é possivel observar a formagao de padroes na densidade. A
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Iteragoes
a—f Passo (At) | necessarias para obter
a solugao estacionaria
0,1 39254
0,005-0,050
variable 8765
0,1 7790
0,010-0,100
variable 2551
0,1 3464
0,020-0,110
variable 1121
0,1 2267
0,030-0,300
variable 773

Tabela A.5: Numero de iteragoes necessarias para atingir o estado estaciondrio para
diferentes passos e combinagoes de av e (3 .
concordancia entre os resultados oferecidos por DI e Riccati é bastante boa, e as diferencas
podem estar relacionadas com erros sistematicos apresentados pelo método de integracao
utilizado em DI, que neste trabalho foi a regra trapezoidal.

Agora é possivel comparar os métodos para determinar u(z) (DI e Riccati), tomando
como referéncia o nimero de iteracoes necessarias para atingir o estado estacionario, que

é assumido como estabelecido quando as condicoes

L
o1 = / [u(z,t + At) — u(z, )] de < 107'%, (DI) (A.35)
0
1 N-1
M = O Balto + At) = By(to)] <107 (Riccati) (A.36)
n=0

se tornam verdadeiras. A este respeito, a tabela A.5 mostra o nimero de iteragoes neces-
sarias para atingir a densidade estacionaria u(x) para diferentes combinagoes o — 3. Para,
DI, foi utilizado At = 0,1, enquanto as Eqs. (4.11) e (4.12) serviram para determinar
o tamanho de At em cada iteracao feita usando Riccati. O ntimero de iteragoes para as
simulagoes executadas com um passo variavel é consideravelmente menor do que no caso

daquelas com At =0, 1.
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A.5 Relacao entre as discretizacoes espacial e tem-
poral

Como dito no capitulo 5, o valor de Az vai determinar o tamanho do passo At a
ser utilizado na evolugao temporal descrita pela equacgao (5.9). De acordo com (A.14),
At pode ser estimado a partir do coeficiente ¢(t) da ER, que no caso de (5.9) esta dado
pelo fator entre chaves no segundo termo do lado direito da mesma. Um dos termos
que compoe este fator depende dos valores da densidade em pontos diferentes daquele
que ¢ analisado; concretamente o termo representa uma integral da densidade em uma
B — vizinhanga do ponto x. Para fazer o estimado, vamos substituir essa integral por

2a/b (lembrando que ao trabalhar com grandezas adimensionais a/b = 1), de modo que

2D
N~ 6 2 A.
q(t) “ (Ar)? (A.37)
0,3(Az)?
At < ’ ) A.38
= AP (e —1)—2D] (4.38)
Assumindo que €, = 1 podemos escrever
A 2
INPOULICOM (A.39)

2D

Com os dados experimentais reportados na Ref. [42] podemos obter valores numéricos
de At. L4 foi estabelecido que para a = 6 - 107*s™! o coeficiente de difusdo é D.,, =
1.6-10"*em?s™!. Se o comprimento do canal for Leyp = 25cm entao o valor adimensional
do coeficiente de difusdo serd D = Deqp/(aL?,,) = 4,27 - 107*. Assim, para Az = 0,001
obtemos At = 0,35-1073, o qual é compativel com os resultados das simulacoes, onde foi
observado que quando Az = 0,001, se o valor de At utilizado era maior do que 1-1073
entao os valores da densidade divergiam a partir de certo valor de ¢, o que no aconteceu

para valores de At menores. Da mesma forma, se Az = 0,01, entdo At = 0,35-107!, que

é cem vezes maior do que o At obtido ao considerar Az = 0,001.
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De modo que o ntimero de iteragoes necessarias para completar uma simulacao que uti-
liza Az = 0,01 sera bem menor do que o numero de iteracoes necessarias para completar
uma simulagao que utiliza Ax = 0,001, supondo que o resto das condi¢oes sdo as mesmas
nos dois casos. As diferencas a respeito da duracgao das simulagoes sao ainda maiores se
levamos em conta que em cada iteracao, para cada valor de z, deve ser resolvida numeri-
camente uma integral, e o tempo de resolugao da mesma aumenta com a diminuicao do
valor de Az. Como resultado, a duracao das simulagoes feitas com Az = 0,01 ¢é signifi-
cativamente menor daquelas feitas com Az = 0,001. A titulo de exemplo, temos que em
simulagoes realizadas com velocidade do odsis v = 5v/2aD, aquela que utilizou Az = 0, 01
e At = 0,01 demorou 6, 12s (500 iteragdes), enquanto que aquela na que Az = 0,001 e
At = 0,001 demorou 389, 35s (5000 iteragoes). Com a diminuigao da velocidade do odsis

estas diferencas sao muito mais expressivas.

A.6 Comentarios finais

O método da variacao de parametros levou a obtencao de novas solugoes analiticas
aproximadas a Equagdo de Riccati (ER), que podem ser uteis em célculos numéricos. A
forma matemaética das novas solugoes é extremamente simples, portanto sua implementa-
¢do computacional é imediata, independentemente do problema estudado.

Varios exemplos correspondentes a ER com solugoes exatas conhecidas serviram para
testar a aplicabilidade das novas solugoes, obtendo excelentes resultados em todos os casos.
Como as condigbes impostas aos coeficientes da equagao (A.1) sdo poucas, podemos dizer
que a aplicabilidade dos resultados da secao A.2 é bastante grande.

Por outro lado, um exemplo pratico correspondente a dinamica populacional também
foi utilizado para verificar as novas solugoes aproximadas. Desta vez, as equagoes apre-
sentadas na Secao A.2 ajudaram a desenvolver outro método para determinar a densidade
populacional u(z, t), oferecendo resultados muito semelhantes aos obtidos pela integragao

direta da condicao inicial. Da mesma forma, o tempo de calculo foi consideravelmente
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reduzido, tanto pelo uso de um step variavel quanto pela eliminacao das integracoes es-
paciais.

O sistema formado pelas Eqgs. (3.19) e (3.20) é muito semelhante ao obtido na Ref. [25],
onde nao foi resolvido diretamente. Neste trabalho, os novos métodos apresentados na
secao A.2 permitiram a resolucao efetiva desse sistema de equagoes, levando a uma rela-
¢ao entre o coeficiente da expansao que gera o padrao e o niimero de picos observados no
padrao. Ao mesmo tempo, foi possivel determinar o tamanho da populagao (o valor esta-
ciondario de By) para cada par (o, ), o que poderia servir de base para o desenvolvimento
de um modelo evolutivo que explique o papel ainda pouco conhecido do parametro 3 na

geragao de padroes [49].
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Apéndice B

Calculo do coeficiente By(t.) para o

caso de dois termos nao nulos

A partir de (3.25) podemos estabelecer, para o caso do sistema com dois termos nao

nulos no estado estacionario, que

By (1 - B(z)) = Bif(kuB) + By f (kaneB), (B.1)
29 vVam n 277 cos(kurf3)
J(kaB) [1 4 cos(knB)]  f(kpB)[1+ (:0.'3(/’{:]\45)]27

onde levamos em conta as equagoes (3.62) e (3.63), tirando o indice (¢.) para simplificar
a notacao, ja que todas as operacoes serao realizadas considerando o estado estacionario.

Agora vamos definir as seguintes grandezas:

cg = cos(kup), (B.2)
Ve, = 1+ cos(kup), (B.3)
ns = f(kaB) [1+ cos(kuB)], (B.4)
fa = flkno), (B.5)
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fs = [(kuB), (B.6)

foa = f(kama), (B.7)
fos = f(kanP), (B.8)
Vi = 1+ f(kanB), (B.9)
vy, = 1+ f(kuB). (B.10)

Substituindo (B.2)-(B.10) em (B.1) obtemos, depois de algumas operacoes, a seguinte

equacao quadratica:

77,8 + 21/05 <f041/f25 _'_ f20¢yf5> + 4C,Bfal/f5

0=B; — By (B.11)
0 QVCBVfBVf2ﬁ + 205%2”[3 + g
4+ 9 chfaf2a+c,3f§
e, Vi, Vs + 2051/J2cﬁ + 15’
de modo que o coeficiente By pode ser calculado como
ng + 2, (fal/fzﬁ + fQQVfB) + 405fa7/fﬂ + v Disc (B.12)
0= ’ '
2 {QVcﬁVfﬁnyﬁ + 265V?ﬂ + 7}5}
onde o discriminante Disc estaria dado por
. 2
Disc = [775 + 2v,, (fanzﬁ + fgal/fﬁ) + 463fauf5} (B.13)

- 8 [l/cﬁfafm + Cﬂfﬂ {QVCﬁVfanza + 205”12”/3 + 776] ’
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Apéndice C

Trabalhos publicados ou submetidos

para publicacao durante o doutorado

1. Tumbarell, O. et al. Calculation of the Coulomb barrier and the level density
parameter at the fission saddle point in spallation nuclear reactions. Journal of

Physics G: Nuclear and Particle Physics, v. 45, n. 11, p. 115103, 2018.

2. Tumbarell, O., and Oliveira, F. A., Analytical and numerical solutions of the
Riccati equation using the method of variation of parameters. Application to popu-
lation dynamics. Submetido ao Journal of Computational and Nonlinear

Dynamics

3. Tumbarell, O., Penna, A.L.A., and Oliveira, F. A., Fvolutionary dynamics of
bacterial pattern formation driven by mutation and selective binary division. Sub-

metido a Physical Review Research
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