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Resumo

Seja G um grupo finito. Denote por ¢ (G) a soma das ordens de todos os elementos de G.
A funcao v foi considerada inicialmente por H. Amiri, S.M. Jafarian Amiri e I.M. Isaacs,
em [AAIO09], onde foi mostrado que o valor méximo de v, sobre os grupos de mesma
ordem n, ocorre no grupo ciclico C,,. Em [HLM18a], M. Herzog, P. Longobardi e M.
Maj deram uma cota superior exata para ¥ (G) sobre os grupos nao-ciclicos de mesma,
ordem. Em [AA11] e [AmiJ13], H. Amiri e S.M. Jafarian Amiri estudaram problema
de encontrar o valor minimo para 1(G) sobre todos os grupos de mesma ordem. Um dos
objetivos deste trabalho ¢é discorrer sobre estes resultados e problemas similares. Além
disso, dado um inteiro positivo k, defina ¢;(G) como sendo a soma das k-ésimas poténcias
das ordens de todos elementos de G. Mostraremos algumas propriedades bésicas sobre

1
Yr(G) e que, para G nao-ciclico, ¥, (G) é limitado superiormente por ————1x(C},) onde

(¢ —1)*

¢ ¢ o menor divisor primo de n = |G|.



Abstract

Let G be a finite group. Denote by ¢(G) the sum of all element orders of G. The function
Y was introduced by H. Amiri, S.M. Jafarian Amiri and .M. Isaacs, in [A AI09], where
the authors showed that the maximum value of ¢, on the set of groups of the same order
n, will occur at the cyclic group C,. In [HLM18a], M. Herzog, P. Longobardi e M. Maj
gave an exact upper bound for ¥(G) on the groups of the same order. In [AA11] and
[AmiJ13], H. Amiri e S.M. Jafarian Amiri studied the problem of finding the minimum
value for ¢/(G). One of the objectives of this text is to discuss these results and similar
problems. Finally, given a positive integer k, let ¢, (G) denote the sum of the k-th powers
of all element orders of G. We will show some basic properties about 1, and that, for

G non-cyclic, ¥ (G) is upper bounded by U(C) where ¢ is the smallest prime

1
(g —1)*

divisor of n = |G].
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Introducao

Seja G um grupo periddico, isto é, um grupo cujo todos os elementos de GG possuem ordem
finita. Um problema em Teoria dos Grupos é obter informacoes da estrutura de G através
de w(G) = {o(x) | x € G}, onde o(x) denota a ordem de x. Por exemplo, w(G) = {1,2}
se, e somente se, G ¢ um 2-grupo abeliano elementar. Um problema muito conhecido
nessa diregao é o Problema Restrito de Burnside: se w(G) é finito, entdo G é localmente
finito (i.e., todo subgrupo finitamente gerado de G é finito)? P.S. Novikov e S.I. Adjan,
em [NAG68], deram uma resposta negativa para tal problema.

Restringindo para o caso de G ser um grupo finito, podemos considerar a soma das
ordens dos elementos de GG, denotada por ¢(G). A fungao ¢ foi introduzida em 2009 por
H. Amiri, S.M. Jafarian Amiri e .M. Isaacs no artigo “Sums of Element Orders in Finite

Groups”, [AAI09].
Problema. O que podemos dizer sobre a estrutura de G através de ¥(G)?

No artigo [A AI09], os autores mostraram o seguinte resultado que é a base do estudo

da funcao 1.

Teorema 1. Seja C,, um grupo ciclico de ordem n. Entdao para todos grupos nao-ciclicos

G de ordem n, temos que

W(G) <Y(Cy).

Assim segue que para cada inteiro positivo n, o grupo ciclico C,, de ordem n é unica-
mente determinado, a menos de isomorfismo, pela sua ordem e soma das ordens de seus

elementos. Em geral, os invariantes |G| e ¢¥(G) nao determinam o grupo G, isto ¢, existem

grupos G e H tais que |G| = |H| e Y(G) = ¢ (H), mas G 2% H (veja Exemplo 2.1.2).



Pelo Teorema 1, temos que o grupo ciclico de ordem n tem o valor maximal de ¥ (G) so-
bre todos os grupos de ordem n. Uma pergunta natural que surge disso é: qual é uma cota
superior para 1(G) sobre todos os grupos nao-ciclicos de mesma ordem? Respondendo
essa questao, M. Herzog, P. Longobardi e M. Maj, em 2018, mostraram no artigo “An
exact upper bound for sums of element orders in non-cyclic finite groups”, [HLM18a], o

seguinte resultado:

Teorema A. Seja G um grupo ndo-ciclico de ordem n. Entdo

7
P(G) < ﬁw(0n>-

Podemos observar que tal cota é a melhor possivel. Por exemplo, temos que

P(Cy x Cy) =T e (Cy) = 11 e, portanto, 1(Cy x Cy) = . 11 ! ¥(Cy). No mesmo

11 11
artigo, os autores também mostraram o seguinte teorema.

Teorema B. Sejam G um grupo ndao-ciclico de ordem n e ¢ o menor divisor primo de n.

Entao
1
P(G) < F@D(Cn)-

Seja G um grupo nao-ciclico de ordem n. Se n é par, o Teorema B nos diz que
Y(G) < ¥(C,,) como no Teorema 1. Por outro lado se n é impar, entdo o Teorema B nos
diz que P(G) < ;@D(Cn)

Além disso, ao estudar o caso em que ¥(G) > ;w((}’n), M. Herzog, P. Longobardi e
M. Maj também obtiveram condigoes suficientes, baseadas em (&), para solubilidade de

grupos finitos.

Teorema 2. Seja G um grupo finito de ordem n e sejam q e p o menor e o maior divisores

primos de n, respectivamente. Se (G) > W(Cy), entao G € solivel e ou seus

~ 20g—1)
p-subgrupos de Sylow ou os seus q-subgrupos de Sylow sao ciclicos.

Outra condigao suficiente para solubilidade dada em [HLM18a] é o seguinte teorema.

3
Teorema 3. Seja G um grupo finito de ordem n. Se ¥(G) > 5714,0(71), entio G € solivel
e G" < Z(Q), onde ¢ denota a fungio de Euler.
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Os Teoremas A e B acima nos dao cotas superiores para ¢ (G). Alguns autores estu-
daram o problema de encontrar um valor minimo para (@) sobre os grupos de mesma
ordem. Em 2011, no artigo “Sum of element orders on finite groups of the same order”,
[AA11], H. Amiri, S.M. Jafarian Amiri mostraram que, sobre os grupos nilpotentes de
ordem n, ¢(G) assume valor minimo para G cujo todos os p-subgrupos de Sylow possuem

expoente p. Além disso, eles mostraram o seguinte resultado:

Teorema 4. Seja n um inteiro positivo tal que existe um grupo nao-nilpotente de ordem
n. Entao existe um grupo ndo-nilpotente K de ordem n tal que Y(K) < (H) para todo

grupo nilpotente de ordem H.

Em outras palavras, o Teorema 4 diz que, quando existe grupo nao-nilpotente de
ordem n, entdo ¥ (G) assume valor minimo sobre um grupo nao-nilpotente.

Por fim, neste trabalho apresentamos uma generalizacao da funcao ¢, denotada por
Yr, onde Yy (G) é definido como sendo a soma das k-ésimas poténcias das ordens dos
elementos de G, e obtemos alguns resultados relacionados. A fungao v foi considerada
inicialmente por S.M. Jafarian Amiri e M. Amiri, em [A A14b], onde ela é denotada por
¥*, onde os autores mostram que alguns resultados de 1 se estendem naturalmente para
Y. Além disso, de modo mais geral, temos que a fungao v, aparece como caso particular
da funcdo Rg(r, s) considerada por M. Garonzi e M. Patassini em [GP17]. A funcio ¢y
tem propriedades semelhantes a 1. Por exemplo, podemos generalizar o Teorema 1 para
Uk, ou seja, P (G) < Yi(C,) sempre que G é nao-ciclico de ordem n. Além disso, vale que
Yr(G x H) = i (G)Yr(H) sempre que mde(|G|, |H|) = 1. O objetivo final deste trabalho
é discorrer como alguns resultados se estendem para v, e apresentar uma generalizacao

inédita para o Teorema B da seguinte maneira:

Teorema 5. Seja G um grupo nao-ciclico de ordem n e seja q o menor divisor primo de

n. Entao

1
ka(C’n).

Este trabalho esta organizado de maneira que seja o mais autocontido possivel. Alguns

Ur(G) <

resultados cujas demonstragoes saem muito do nosso objetivo sdo apenas enunciados com

as suas respectivas referéncias.
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No Capitulo 1 temos as ferramentas basicas de Teoria de Grupos que serao necessarias
no decorrer do trabalho. Veremos as defini¢oes e propriedades de acao de grupos, grupos
soluveis, grupos nilpotentes e, por fim, o Teorema de Schur-Zassenhaus. As principais
referéncias para este capitulo sdo [Ser16] e, para a demonstra¢ido do Teorema de Schur-
Zassenhaus, [Isa08].

O Capitulo 2 discute as nocoes da funcao 1, suas propriedades basicas, os seus teo-
remas principais sobre o valor maximo e minimo para ¥(G) e resultados adicionais co-
mentados anteriormente. Neste capitulo, seguiremos principalmente os artigos [A AI09],
[HLM18a] e [AA11]. O leitor interessado em outros trabalhos (recentes) sobre soma de
ordens de elementos pode consultar [AK18], [AK19], [HLM19] e [Tar19].

No Capitulo 3 serd introduzido a fungao 1, e veremos alguns resultados apresentados
em [AA14b], no geral, sem seguir a mesma abordagem. Por fim, finalizaremos o capitulo
provando o Teorema 5.

No ultimo capitulo temos as conclusoes finais do trabalho juntamente a muitos resul-
tados adicionais que sdo, de certa forma, continuagdo dos temas tratados aqui e podem

servir como motivagao para trabalhos futuros para os leitores.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo inicial, apresentam-se algumas defini¢coes e resultados preliminares que
serao tteis ao longo do texto. Alguns teoremas bem conhecidos como Teoremas dos
Isomorfismos e o da Correspondéncia serao assumidos. As principais referéncias utilizadas
neste capitulo sdo os livros: Finite Groups: An introduction, J-P. Serre, [Ser16], e Finite

Group Theory, 1. M. Isaacs, [Isa08].

1.1 Acoes de Grupos
Seja G um grupo qualquer.

Definig¢ao 1.1.1. Uma agao de grupo a esquerda de G sobre um conjunto X ndo-vazio

¢ uma funcao

Gx X —X

(9,7) — gx

que satisfaz as sequintes condigoes:
1. g(hx) = (gh)x para todo x € X e quaisquer g,h € G

2. lx =z, para todo x € X onde 1 € o elemento identidade de G.

12
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Equivalentemente, podemos definir uma agdo de grupo de G sobre X como um homo-
morfismo ¢ : G — Sym(X), a saber ¢(g)(x) = gz para todo g € G e x € X, onde
Sym(X) € o grupo de simetrias de X.

Observacgao 1.1.1. Uma agdao de grupo a direita X x G — X, (z,g) — xg, € definida
de maneira similar. Note que toda acao a direita pode ser substituida por uma acdo a

esquerda via gr = xg .

Sejam G um grupo e X um conjunto. A acdo G x X — X dada por (g, z) — z é dita

acao trivial de GG sobre X. Neste caso dizemos que G age trivialmente sobre X.

Definicao 1.1.2. Suponha que G age sobre X. Dizemos que agio de G sobre X € livre
(ou livre de ponto fixo) se dados g,h € G, existe v € X tal que gx = hzx, entdo g = h.
Equivalentemente, se gr = x para algum x € X, entdo g = 1.

Por exemplo, G age livremente sobre si mesmo via multiplicacao.

Se temos uma agao de GG sobre X, entao GG particiona X em 6rbitas, da seguinte
maneira: dois elementos = e y de X estao na mesma Orbita se, e somente se, existe g € G
tal que gz = y. O quociente de X por G é o conjunto das érbitas. Assim, por definicao,

a 6rbita contendo zg é Gxg = {gx¢ | g € G}.

Definigao 1.1.3. Se G age sobre X, entao o estabilizador de x em G € definido por
G, ={9€G|gr =z}

Agora, seja G um grupo finito. Suponha que X é finito e que G age sobre X. Assim,
temos que X = Uie IGxi ¢ uma uniao disjunta de suas 6rbitas Gx;, onde x; é um repre-
sentante de cada érbita. Como temos uma bije¢ao G/G,, — Gx;, dada por ¢G,, — gz;,

= |G| - |G,,|"". Portanto,

segue que |Gz;| = |G : Gy,

1
X|= 316 Gl =161 S 1

icl i€l

A equacao acima é conhecida como equacao das Orbitas.
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Um caso especial de acao de grupo é a agdo via conjugagao sobre (G. Neste caso,

dado um grupo G, consideremos X = G (como conjunto) a agio é dada por

GxG—G

(9,2) — gzg™".

As oOrbitas desta acao sao chamadas de classes de conjugacao de GG. Os elementos da

! sdo chamados de conjugados de z, com g € G. O estabilizador de um

forma gxg~
elemento z € G é o conjunto dos elementos g em G que comutam com z, o chamado
centralizador de x, denotado por Cg(z). Ou seja, Co(z) ={g € G | grg ' =z} ={g €
G | gz = zg}.

Outro caso especial de agao é quando GG age sobre os seus subgrupos por conjugacao.
Inicialmente, dado um subgrupo H de G e um elemento g € G, temos que gHg ' =

{ghg™" | h € H} é um subgrupo de G. Considerando X := {H | H < G}, temos que

GxX —X

(9,H) — gHg™"

é uma acao de G sobre X. A 4rbita de tal agdo contendo um subgrupo H é o conjunto
dos conjugados de H, i.e., o conjunto {gHg ' | g € G}. O estabilizador de um subgrupo
H é o conjunto Ng(H) :={g € G| gHg ' = H}, o chamado normalizador de H em G.

Defini¢ao 1.1.4. O centralizador de um subgrupo H de G é definido como Cq(H) =
{9 € G| gh = hg para todo h € H}.

Observe que dado g € Cg(H), temos que ghg™' = h para todo h € H e, portanto,
gHg ' = H. Assim, Cq(H) < Ng(H). Além disso, dados 2 € Ng(H) e g € Cg(H),

1

temos (v 'gx)h(z  gx) ™t = 27 g(xha g e = 27 (xha ) g9 'x = h para cada h € H.

Logo Cg(H) é normal em Ng(H). Por fim, temos o seguinte resultado sobre o quociente

Ng(H)/C(;(H)

Teorema 1.1.1. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entio Ng(H)/Cq(H) é

isomorfo a um subgrupo de Aut(H), o grupo de automorfismos de H.
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Demonstragdo. Inicialmente note que, dado g € Ng(H) qualquer, i,(h) := ghg™' € H.
Assim, i, : H — H dado por i,(h) = ghg™" define uma aplicacdo de H em H a qual é um
automorfismo. De fato, iy(h1hy) = g(hiho)g™" = (gh1g™")(ghag™") = i,(h1)iys(hs) para

todos hi, hy € H. Agora podemos considerar a aplicacao

® : Ng(H) — Aut(H)

grrig: H — H,

a qual é um homomorfismo, pois

D(g192)(h) = i(g12) () = (9192)R(9192) " = g1(g2hgs g

= ig, (ig, (h)) = ®(91)(®(g2)(h))

para qualquer h € H e quaisquer g1, g2 € Ng(H). Veja também que

ker(®) ={g € N¢(H) | iy(h) = h para todo h € H}
={g € Ng(H) | ghg™" = h para todo h € H},

ou seja, ker(®) = Cg(H). Portanto, pelo Teorema do Isomorfismo, Ng(H)/Co(H) é
isomorfo a Im(®) < Aut(H). O

Por fim enunciaremos os famosos Teoremas de Sylow que tem um papel muito impor-
tante na teoria de grupos finitos. As suas demonstragoes podem ser vistas em [Serl16],

Capitulo 2.

Definicao 1.1.5. Sejam G um grupo finito e p um niumero primo. Dizemos que G é um

p-grupo se a sua ordem |G| é uma poténcia de p.

Definicao 1.1.6. Seja G um grupo de ordem n. Se p™ é a maior poténcia de p que divide

n, entdo um subgrupo de G de ordem p™ é dito um p-subgrupo de Sylow de G.
Teorema 1.1.2 (Teoremas de Sylow). Seja G um grupo finito.

1. (Primeiro Teorema de Sylow) O grupo G possui um p-subgrupo de Sylow.
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2. (Segundo Teorema de Sylow)
i) Todo p-subgrupo de G estd contido em p-subgrupo de Sylow de G.
i1) Os p-subgrupos de Sylow de G sdo conjugados entre si.

i11) O nimero de p-subgrupos de Sylow de G, denotado por n,, é congruente a
1 médulo p, i.e., n, =1 (mod p). Mais ainda, temos que n, = |G : Ng(P)| para
qualquer p-subgrupo de Sylow P de G.

1.2 Grupos Soluveis

Seja G um grupo. Dados x,y € G definimos o comutador de x e y como sendo o elemento
[z,y] := 'y *zy. Note que os elementos = e y comutam se, e somente se, [z,7] = 1.
Temos as seguintes propriedades bésicas que seguem diretamente da definicao de co-

mutador:
Proposigao 1.2.1. Seja G um grupo. Entdo:
i) [x,yz] =[x, 2] - [x,y)* = [z, 2] - [ [y, 2]] - [z, 9] para quaisquer z,y, z € G.
it) [z,yz] - [z, 2y] - [y, 2x] = 1.
ii) [2¥, [y, 2] - [y7 [z, 2] - 27, [, gl] = 1.

Defini¢ao 1.2.1. Seja G um grupo e sejam H e K subgrupos de G. Definimos [H, K|
como sendo o grupo gerado pelos comutadores [x,y] com © € H ey € K. Definimos

também o subgrupo derivado de G como sendo D(G) = [G,G]. Frequentemente,

D(G) ¢é denotado por G'.

Observe que D(G) = 1 se, e somente se, G é abeliano.
O seguinte teorema nos fornece uma condigao suficiente para a solubilidade de um

grupo em relacao aos subgrupos normais.

Proposigao 1.2.2 (Teorema 2.1 (vi), [Gor80]). Seja H um subgrupo de G. Entao as

sequintes afirmagoes sao equivalentes:
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i) H contém G'.
it) H é normal e G/H € abeliano.

Motivado pela definigao de D(G) podemos definir indutivamente uma sequéncia (D" (G)),>0

de subgrupos de GG, como a seguir:

Definicao 1.2.2. Seja G um grupo. Definimos
D°(G) =G, DY G)=D(G) e D" (G)=[D"(G),D"(G)] para todon > 1.

Além disso, dizemos que G € um grupo soldvel se existe n > 0 tal que D"(G) = 1. O
menor inteiro n tal que D"(G) = 1 é chamado de comprimento derivado de G (ou

classe de solubilidade de G), e é denotado por dI(G).

Note que dI(G) = 0 se, e somente se, G = 1. Ainda dI(G) < 1 é equivalente a G

abeliano.
Teorema 1.2.1. Seja G um grupo.

i) Se G € soluvel, entio subgrupos e quocientes de G sao soliveis.
i1) Seja N um subgrupo normal de G. Se N e G/N sdo soliveis, entio G € solivel.

Demonstragio. i) Note que se H é um subgrupo de G, entdo D(H) C D'(G) para
todo i > 0. Assim, se D"(G) = 1, entdao D"(H) = 1 e logo H ¢é solivel. De forma
analoga, por indugao, temos que se N é normal em G, entdo D'(G/N) = D'(G)N/N.
Logo, D"(G) = 1 implica que D"(G/N) = D"(G)N/N = N/N, e portanto G/N é

soluvel.

i1) Note que se D™(G/N) = N, entdao D(G)"N/N = N e portanto D™(G) C N. Por
outro lado, se D"(N) = 1, entdo D""™(G) = D*(D™(G)) € D"(N) = 1, e portanto
G ¢ soluvel.

]

Definicao 1.2.3. Seja G um grupo. Um subgrupo H de G € dito caracteristico se,

para todo automorfismo ¢ de G, temos que ¢p(H) C H. Em particular, um subgrupo
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caracteristico H de G é normal, pois, dado g € G fizado, ¢(xv) = grg™' define um
automorfismo de G, e portanto gHg™' = ¢(H) C H.

Veremos agora temos algumas equivaléncias de solubilidade.

Teorema 1.2.2. Sejam G um grupo e n > 1 um inteiro. Entdo as sequintes propriedades

sao equivalentes:
i) G € solivel com dI(G) < n.

i1) Existe uma sequéncia G =Gy 2 G1 D -+ O G, = 1 de subgrupos caracteristicos de

G tais que cada fator G;/Gi11 € abeliano para todo 0 < i <mn — 1.

iii) FEriste uma sequéncia G = Gy 2 G 2 -+ 2 G, = 1 de subgrupos de G tal que G; é

normal em G;_1 e G;_1/G; € abeliano para todo 1 < i < n.

iv) Existe um subgrupo abeliano caracteristico A de G tal que G/A € solivel com

di(G/A) <n —1.

Demonstragio. i) = ii): Suponha que G ¢é soluvel com di(G) < n. Agora, defina

G; := D'(G). Observe que, dado um homomorfismo ¢ de G em um grupo H,

$[z,y]) = dla™ 'y ay) = d(2) oy )d(2)(y) = [6(2), H(y)],

para quaisquer z,y € G. Em particular, para qualquer automorfismo ¢ € Aut(G), temos
que ¢(D(G)) € D(G) e, portanto , ¢(D*(G)) € D'(G) para todo i > 1. Assim, temos
que cada G; = D(G) é caracteristico em G. Além disso, pela Proposicao 1.2.2, segue que
cada G;/Giy 1 = D'(G)/D"™(G) é abeliano.

i1) = 1iii): Basta considerar a mesma sequéncia G =Gy 2 G122 G, =1eo
resultado segue imediatamente.

iii) = i): Mostremos, por inducdo sobre k, que D*(G) C G}, para k > 0. Para k =
0, o resultado é trivial. Suponha, por hipétese de inducio, que D*(G) C Gy para k > 0.
Como Gyyq é normal em Gy e Gy /Gyy1 pela Proposigao 1.2.2; segue que D(Gy) C G-
Logo,

DFY(@) = D(D*(@)) € D(G*) C Gyp1.
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Portanto, por indugao, temos o desejado. Por fim, segue que D"(G) C G,, = 1, ou seja,
D"(G) = 1. Sendo assim, G ¢ soluvel e di(G) < n.

i) = iv): Observe que basta tomar A := D" '(G) e o resultado segue imediata-
mente do Teorema 1.2.1.

iv) = 1): Como A é caracteristico, segue que A é normal em G. Sendo A abeliano,
A é soluvel. Por fim, pelo Teorema 1.2.1, como A e G/A sdo soliveis, segue que G é

soluvel e dI(G) <n—1+1=n. O

Temos dois teoremas importantes e bem conhecidos sobre solubilidade de grupos fini-

tos, 0s quais apenas enunciaremos.

Teorema 1.2.3 (Burnside). Todo grupo finito de ordem p°q®, onde p e q sdo nimeros

primos, é soluvel.
Teorema 1.2.4 (Feit-Thompson). Todo grupo finito de ordem impar é solivel.

Por fim, enunciaremos o préximo teorema devido a I. N. Herstein. A sua demonstracao

completa pode ser vista em [Mac12], Teorema 5.53.

Teorema 1.2.5 (Teorema de Herstein). Suponha que G é um grupo finito e que G possui

um subgrupo mazimal abeliano M. Entao G € solivel.

1.3 Grupos Nilpotentes

Definicao 1.3.1. A série central descendente de G ¢é a sequéncia de subgrupos

(C"H@))nxo definida indutivamente por
CYG):=G e C"G)=G,C"G)] paran>0.

Além disso, dizemos que um grupo G ¢ nilpotente se existe um n > 0 tal que C"(G) =

1, e 0 menor inteiro n > 1 tal que C"(G) = 1 é chamado de classe de nilpoténcia

de G.

Um propriedade importante de C*(G) é o seguinte teorema:
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Teorema 1.3.1 (Proposicio 3.6, [Ser16]). Dado um grupo G, temos que [C*(G), C?(G)] <
C"™(@G) para todoi >1ej > 1.

Com este teorema podemos mostrar que nilpoténcia implica solubilidade, a saber:
Proposicao 1.3.1. Um grupo nilpotente € soluvel.

Demonstragio. Primeiro mostremos, por indugdo sobre n que, para todon > 0, D"(G) C
C*"(@). Para n = 0, temos que G = D°(G) C C(G) = G e segue o desejado. Agora
suponha por hipétese de inducio que D*(G) C C’zi(G) para ¢ > 0. Assim, pelo Teorema
1.3.1,

D"(G) = D(D'(G)) € D(C*(G)) = [C*(G),C* (@) € C*7 (@),

e o resultado segue por inducdo. Logo, para n suficientemente grande D"(G) C C?"(G) =

1, ie., D"(G) = 1. Portanto, G é soltavel. O

Como no caso solivel, temos que subgrupos e quocientes de grupos nilpotentes também
sdao nilpotentes, porém a reciproca nao é verdadeira. Para isso, considerando G := Ss
temos que C*(G) = Az para i > 2, o qual ndo é trivial. Assim, G ndo é nilpotente, mas
os seus subgrupos e quocientes o sdo. Por outro lado, G = Sj solivel, pois D*(G) =
[As, A3] = 1, ou seja, S3 é também um exemplo de grupo soltvel que nao é nilpotente.

Observe que um grupo G ser nilpotente de classe de nilpoténcia < ¢ é equivalente a

[[7 [[91792]7g3]7 "'790]7gc+1] = 17

para todo gy, ..., ger1 € G. Agora, podemos ver que para N < Z(G), vale que N e G/N

nilpotentes implicam G nilpotente.

Teorema 1.3.2. Sejam G um grupo e N um subgrupo de G tal que N < Z(G). Se G/N

¢ nilpotente de classe < ¢, entdo G ¢é nilpotente de classe < ¢+ 1.

Demonstrag¢io. Considere m: G — G /N a proje¢ao natural. Entao

([ [[915 92, 93]s -9, Gera]) = [ [[7(91), w(g2)], w(g3)], -7 (ge)], T(geyr)] = 1
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em G /N para todo g1, ..., ger1 € G, pois G/N é nilpotente de classe < ¢. Logo, [[..., [[91, 92], 93], ---Gc], Ge1]
N < Z(G) e, assim, [[..., [[g1, 92], g3], ---get1]s Geyo] = 1 para todo g, ..., ger2 € G- Portanto
G é nilpotente de classe < ¢+ 1. O

Agora podemos mostrar que um p-grupo finito é nilpotente.
Corolario 1.3.1. Seja P um p-grupo finito. Entao P € nilpotente.

Demonstracao. Usemos inducao sobre a ordem de P. Inicialmente pela equacao das

classes, |[P| = |Z(P)|+ >_ |P : Cp(y)| e, como p divide |P| e cada |P : Cp(y),
yeP\Z(P)
segue que p divide |Z(P)|. Logo Z(P) é nao-trivial e, portanto, |P/Z(P)| < |P|. Agora,

por hipétese de indugdo, P/Z(P) e Z(P) sao nilpotentes. Portanto, pelo Teorema 1.3.2
P ¢ nilpotente. O

Uma importante propriedade de grupos nilpotentes é a seguinte:

Teorema 1.3.3. Seja G um grupo nilpotente nao-trivial. Entao Z(G) é nao-trivial.

Demonstrag¢io. Suponha que C,, = 1, mas C,,_1(G) # 1. Entao C,,(G) = [C,,_1(G),G] =1
se, e somente se, para todo z € C,,_1(G) e g € G, 7 g wg = 1, isto é, xg = gz. Logo,

Cr-1(G) < Z(@G) é nao-trivial pois C,,_1(G) # 1. O

Agora daremos uma caracterizacao de nilpoténcia de grupos finitos, a qual serd usada
adiante, por exemplo, para classificarmos os grupos com valor minimo de ¥ (G) sobre todos
os grupos nilpotentes de mesma ordem (veja Teorema 2.3.1). Para isso, comegaremos com

os seguintes dois lemas:

Lema 1.3.1. Sejam G um grupo finito e P um p-subgrupo de Sylow de G. Entdo para
cada subgrupo H contendo Ng(P), temos que No(H) = H.

Demonstragio. Seja g € Ng(H), e assim gHg ' = H. Logo, H O gPg~' = P, o qual
é p-subgrupo de Sylow de H. Pelo Teorema de Sylow, hPh™' = P para algum h € H,
e portanto hgPg 'h™* C P. Logo hg € Ng(P) C H, e sendo assim g € H. Portanto,
No(H)=H. O

Lema 1.3.2. Sejam G um grupo finito nilpotente e H um subgrupo préoprio de G. Entao
H # Ng(H).
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Demonstragdo. O resultado é claro para grupos abelianos. Suponha que G é nao-abeliano.
Usemos induc¢ao sobre a ordem de G. Como G é nilpotente, temos que Z(G) # 1. Observe
que Z(G) normaliza H. Agora se Z(G) € H, entao H C Z(G)H C Ng(H). Por outro
lado, suponha que Z(G) C H. Pelo Teorema da Correspondéncia, temos que Ng(H)
corresponde ao normalizador de H/Z(G) em G/Z(G), e assim por hipdtese de indugao,

H/Z(G) < Neyz(e)(H/2(G)) = No(H)/Z(G).

Portanto, H < Ng(H). O

Seja G = H x K. Entao

[(h1, k1), (ha, ko)) = (hay ka) ™" (o, ko)™ (o, k) (ha, o)
= (hl_lhglhlhg, kl_lkglk:lkrg) = ([h1, hal, [k1, k2)]).

Logo, [H x K,H x K| = [H,H] x [K, K]. Com essa observa¢ao podemos mostrar que
C'(G) = C""(H) x C""(K). De fato, o caso C'(G) = C'(H) x C'(K) segue da
observagdo feita. Agora, suponha por hipétese de inducio que C*(G) = C*(H) x C*(K)

para i > 1. Assim,

C (@) =[G, CY(Q)] =[H x K, C'(H x K)]
=[H x K, C'(H) x C"(K)]
= [H, C'(H)] x [K, C"(K)]
— C«H—l(H) % C«i-i—l(K)’

e segue por inducao o que queriamos. Em particular, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.3.2. Um produto direto finito de grupos nilpotentes é nilpotente.

Demonstracio. Seja G = H x K e suponha que H e K sao grupos nilpotentes. Assim,
existem inteiros positivos ¢; e ¢y tais que C* ™ (H) =1 e C*™(K) = 1. Logo, tomando

¢ = max{cy, ¢}, temos que C“M(G) = C“T(H) x C“t'(K) = 1. Portanto, G é nilpotente.
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Para G = H; x --- X H,, onde cada H; é um grupo nilpotente, o resultado segue por

inducao. O]
Uma importante caracterizacdo de grupos nilpotentes finitos é a seguinte:

Teorema 1.3.4. Um grupo finito G € nilpotente se, e somente se, G é o produto direto

de seus subgrupos de Sylow.

Demonstrac¢do. Seja G um grupo nilpotente. E suficiente mostrarmos que cada subgrupo
de Sylow de G é normal em G. Seja P um tal subgrupo, e considere N = Ng(P). Pelo
Lema 1.3.1, temos que Ng(N) = N. Agora, pelo Lema 1.3.2, N = G. Portanto, P ¢
normal em GG. Reciprocamente, como o produto direto de grupos nilpotentes ¢ nilpotente

e cada subgrupo de Sylow de G é nilpotente, segue que G é nilpotente. n

Por fim enunciaremos uma série de equivaléncias de nilpoténcia em grupos finitos. A

demonstragao completa dessas equivaléncias podem ser vistas em [Rose09].

Teorema 1.3.5 (Teorema 10.9, [Rose09]). Seja G um grupo finito. As sequintes afir-

magoes sao equivalentes:
i) G € nilpotente.
i1) Para algum inteiro positivo r, C"(G) = 1.

i11) Para algum inteiro positivo s, Zs(G) = G. Aqui Z;(G) denota o i-ésimo centro
superior de G definindo indutivamente como a sequir: Zo(G) = 1 e, para i > 1,

Z;(G) € definido por
g € Z;(G) se, e somente se, [g,x] € Z;_1(G) para todo x € G.
iv) Se H < G, entdo H < Ng(H).
v) Todos subgrupos mazimais de G sdo normais.

vi) Todos os subgrupos de Sylow de G sdo normais.

vii) G € o produto direto de seus subgrupos de Sylow.
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viii) Se a,b € G e mde(o(a),o(b)) =1, entdo a e b comutam em G.

iv) O subgrupo derivado D(G) = G’ de G € um subgrupo do subgrupo de Frattini ®(G)

de G, onde ®(G) € a intersecio de todos os subgrupos maximais de G.

1.4 O Teorema de Schur-Zassenhaus

Definigao 1.4.1. Dizemos que um grupo G € um produto semidireto (interno) de N
por H se N é um subgrupo normal de G, H um subgrupo, G = NH ¢ NN H = {1}.

Neste caso,

G/N =NH/N=H/(NNH)=H/{l1} ~H,

isto é, G/N = H. Dizemos que H é um complemento de N em G, e denotamos G por

G=NxH.

Seja N um subgrupo normal de G. Cada elemento g € G define um automorfismo de

N,igy: N =N dado por i4(n) = gng~'. Assim, temos um homomorfismo

0: G — Aut(N)
g'_”g\N: N —N

n— ig‘N(n) = gng .

Se existe um subgrupo H de G tal que a restrigdo de G — G/N por H é um isomor-
fismo, entao podemos reconstruir o grupo G a partir de N, H e a restricao de # a H. De
fato, cada elemento g € GG pode ser escrito unicamente na forma g = nh, com n € N e
h € H; neste caso, h é o tinico elemento de H cuja imagem é gN em G/N, e n é igual a
gh™'. Assim, temos uma correspondéncia 1-a-1 de conjuntos: G <+— N x H. Agora, se

=nhe ¢ =n'h, entdo
g9’ = (nh)(W'R') = n(hn'h " )hh' = n-0(h)(n')-hH/ .

Mais especificamente, podemos definir o produto semidireto da seguinte maneira.
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Definicao 1.4.2. Um grupo G € o produto semidireto de seus subgrupos N e H se
N é normal em G e o homomorfismo G — G/N induz um isomorfismo H — G/N.
FEquivalentemente, G € o produto semidireto de N por H se N IG,G=NH e NNH =
{1}.

Denotamos G = N xg H, onde 0 : H — Aut(N) nos dd a a¢io de H sobre N por

automorfismos internos.

Se N é um subgrupo normal de G nao-trivial, entao existe um complemento para N
em G7 Isto é, existe um subgrupo H de G tal que G = NH e NN H = {1}? Em geral, a
resposta ¢ nao! Por exemplo, o grupo ciclico C,2 possui apenas um subgrupo N de ordem
p e assim nao pode ser escrito com produto de N por outro subgrupo de C,2. Agora, se
impormos a condi¢ao de |N| e |G/N| serem coprimos, entdao temos que G é um produto

semidireto de N por G/N. Este é o resultado do seguinte Teorema de Schur-Zassenhaus.

Teorema 1.4.1 (Schur-Zassenhaus). Sejam G um grupo finito e N um subgrupo nor-
mal em G. Suponha que |N| e |G/N| sao relativamente primos. Entdao N possui um

complemento H em G.

O Teorema de Schur-Zassenhaus também garante que todos os complementos de N
sao conjugados entre si, mas nao iremos precisar de tal fato e demonstraremos apenas
que um complemento para N de fato existe. A existéncia de complementos serd muito
importante principalmente nas demonstragoes do Teorema A e do Teorema B do capitulo
seguinte.

Para demonstracao do Teorema de Schur-Zassenhaus seguiremos a abordagem dada em

[Isa08], Capitulo 3B. Para isto comegaremos definindo um novo tipo de “homomorfismo”.

Definicao 1.4.3. Seja G agindo via automorfismo sobre N. Dizemos que uma aplicagdo

¢ :G — N € um homomorfismo cruzado se

p(ry) = p(x)’p(y),

para quaisquer x,y € G (o expoente y na equag¢do acima refere a agao via automorfismo

de G sobre N ).
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Observacgao 1.4.1. Observe que se a agao de G sobre N € trivial (ou seja, n? = n para
todon € N e g € G), entao um homomorfismo cruzado com tal agao é justamente um
homomorfismo de grupos da maneira usual que conhecemos.

Note também que se N é um subgrupo normal de G, entao G age sobre N wvia con-
jugagao. Por exemplo, dado n € N fizado, defina ¢ : G — N por p(x) = [z,n] =
v 'nran = (n7Y)*n. Como N é normal em G, temos que (n"')* € N, e portanto

() = (n"")*n € N. Assim, @ estd bem definida. Além disso,

p(ry) = [zy,n] = (zy)~'n" (zy)n

= y_lx_ln_la:yn

1 1

=y Nz ' an)y(y !

n~'yn)
= o(x)"p(y),
para quaisquer x,y € G. Portanto, ¢ € um homomorfismo cruzado.
Como na maneira usual, podemos definir o “kernel” de um homomorfismo cruzado.

Definicao 1.4.4. Seja ¢ : G — N um homomorfismo cruzado. Entdo o kernel de ¢ é

subconjunto ker(p) == {x € G | p(z) = 1}.
Mostraremos agora algumas propriedades basicas de um homomorfismo cruzado.

Lema 1.4.1 (Propriedades bésicas). Sejam G agindo via automorfismo sobre N e ¢ :

G — N um homomorfismo cruzado com kernel K. Entao valem que:
i) o(1) =1.
it) K é um subgrupo de G.
iii) Se x,y € G, entdo p(x) = p(y) se, e somente se, Kz = Ky.
w) |G K| = [o(G)].

Demonstragio. 1) Veja que ¢(1) = ¢(1-1) = o(1)'p(1) = p(1)%. Portanto, p(1) = 1.
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i1) Se k € K, entao

Logo k™1 € K. Além disso, dados z,y € G, temos que

o(ry) = p(z)p(y) =1Y-1=1.

Portanto, segue que K é um subgrupo de G.

i) Sejam x,y € G e suponha que p(z) = ¢(y). Para que Kz = Ky basta mostrar que
zy ' € K. Mas

—1 -1

plxy™") = o)’ wly™) =) o) =eyy ') =1,

1

ou seja, vy = € K. Reciprocamente, suponha que Kx = Ky. Temos que existe

k € K tal que x = ky. Logo

p(r) = (ky) = p(k)?o(y) = 1Yp(y) = »(y).

iv) Como ¢(x) = ¢(y) se, e somente se, Kz = Ky, temos uma bijegao entre ¢(G) e as
classes laterais a direita de K em G. Portanto, segue que |¢(G)| = |G/K].
O]

Agora queremos construir um homomorfismo cruzado de um grupo finito G em um
subgrupo abeliano normal N de . Para isto, considere 7 o conjunto de todos os trans-
versais para N em G (lembre-se que um transversal 7" para N é um conjunto contendo
exatamente um elemento de cada classe lateral em G/N).

Vamos definir a seguinte relagdo (de equivaléncia) sobre G. Dados z,y € G, entdo
xr =y se, e somente se, Nx = Ny. Em outras palavras, x é equivalente a y se, e somente

se, ambos os dois elementos pertencem a mesma classe lateral.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 28

Se S,T € T, entao a relacdo s = t, para s € S et € T, define uma bijecao natural

entre S e T. Usemos essa bijecao para definir o elemento

d(S,T) =[] s™'t,
s=t

onde o produto acima percorre todo s € Set € T com s =t. Note que sN = tN implica
que s~'t € N e, portanto, d(S,T) = H st € N. Além disso, como N é abeliano, temos
que a ordem dos fatores do produto ézitrrelevante. Portanto, d(S,T) é um elemento de N
e esta bem definido.

Agora, temos algumas propriedades bésicas de d(S,T), cujas demonstragoes podem

ser vistas em [Isa08].

Lema 1.4.2 ( Lema 3.7, [Isa08]). Seja N um subgrupo abeliano normal de um grupo

finito G, e sejam S, T e U transversais para N. Entdo:
i) d(S,T)d(T,U) =d(S,U).
i1) d(Sg,Tg) = d(S,T)? para todo g € G.
i) d(S,Sn) = nl%N para todon € N.

Agora podemos demonstrar o Teorema de Schur-Zassenhaus para o caso em que N é

abeliano.

Teorema 1.4.2 (Schur-Zassenhaus, caso N abeliano). Sejam G um grupo finito e N um
subgrupo abeliano normal em G. Suponha que |N| e |G/N| sdo relativamente primos.

Entao N possui um complemento H em G.

Demonstragao. Fixe um transversal arbitrario 7' para N em G, e defina 6 : G — N dada
por 6(g) = d(T,Tg). Primeiro vamos mostrar que # é um homomorfismo cruzado com

respeito a acdo de conjugacao de G sobre N. Para isto, sejam x,y € G, temos, pelo Lema
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1.4.2, que

0(zy) = d(T, Txy) = d(T, Ty)d(Ty, Txy)

d
d
d

T,Tx)d(T, Ty) (pois N é abeliano)

(
(T, Ty)d(T, Tx)"
(
(

0(x)"0(y).

Assim, # é um homomorfismo cruzado de G em N. Agora, dado n € N, temos que
0(n) = n!“N pelo Lema 1.4.2, #44). Note que, por hipétese, |N| e |G : N|sio relativamente

&N & uma permutacio dos elementos de N. De fato, existe k € Z

primos, segue que T — T
tal que k|G : N| =1 (mod |NJ), e assim x — 2 é uma inversa para z — z/%V. Disto
temos que (N) = N e, em particular, §(G) = N. Considere H := ker(0) que, pelo Lema
1.4.1, ii), é um subgrupo de G. Também temos que |N| = |6(G)| = |G : H| pelo Lema

1.4.1, e portanto
INI-|H|=|G: H|-|H| =G| e [H]=][G:N]|.

Por fim, como |N| e |G : N| = |H| sao coprimos, temos que N N H = 1. Portanto, H ¢é
um complemento para N em G.

O

Provaremos agora o Teorema de Schur-Zassenhaus sem supor que N é um subgrupo

normal abeliano.

Teorema 1.4.3. Seja G um grupo finito e seja N um subgrupo normal de G. Suponha

que |N| e |G : N| sdo relativamente primos. Entdo N possui um complemento H em G.

Demonstragio. Usemos indugao sobre a ordem |G| de G. O caso |G| = 1 é trivial.
Inicialmente suponha que existe K < G tal que NK = G. Entao |K : KNN|=|G: N|é
coprimo a |N| e, portanto, também é coprimo a [NNK|. Como K NN < K, por hipdtese

de inducao, temos que K N N possui um complemento H em K. Assim,

\H|=|K:KNN|=|G:N|
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o que garante que H também é um complemento para N em G. Portanto, podemos supor
que nao existe um subgrupo proprio K de G tal que NK = (; assim, em particular,
N deve estar contido em todo subgrupo maximal de G, pois M = NM < G. Logo,
N C ®(G) = (1M, o subgrupo de Frattini de G, e assim N é nilpotente. Também
podemos supor que N > 1, caso contrario o préprio G é um complemento para N.
Agora seja Z = Z(N) e observe que 1 < Z < (G, pois o centro de grupo nilpotente é
nao-trivial. Considerando G = G/Z e N = N/Z, temos que |G : N| = |G : N| é coprimo
a |N|, por hipdtese, e portanto também é coprimo a |N|. Logo, por hipétese de indugao,

existe um complemento K de N em G. Entdo
G=NK=N/ZK/Z =NK/Z = NK,
e portanto G = NK. Por nossa suposi¢ao K nao ¢ um subgrupo préprio, logo segue que

K = @G. Como K é um complemento N, temos que K NN =1 = Z. Logo

Z=NNK=NnNnG=N,

e N =27 =Z(N) é abeliano. Portanto, o resultado segue pelo caso abeliano. ]

Agora ja temos uma base suficiente para entrar no assunto principal da dissertacgao.
No préximo capitulo introduziremos novos conceitos e aplicaremos tudo que vimos até

aqui.



Capitulo 2
A funcao

Neste capitulo, introduziremos a fungao v, definida em [AAI09], bem como as suas
propriedades bésicas. Além disso, veremos alguns resultados que nos darao critérios de
ciclicidade e nilpoténcia de grupos finitos, dados em [HLM18a] e [AA11]. Por ultimo

veremos algumas condigoes suficientes para solubilidade de grupos finitos.

2.1 Conceitos iniciais

Dado um grupo G, denote por o(x) a ordem do elemento x € G. Comecemos com a

seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1.1. Seja G um grupo finito. Definimos

z€G

O valor ¢(G) é definido como a soma das ordens de todos os elementos de um grupo
finito G. Uma pergunta natural é:
Podemos obter informagées de um grupo G a partir de ¢ (G) e |G|?

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.1.1. Seja C,, o grupo ciclico de ordem n. Temos que para cada divisor d

de n, existem ¢(d) elementos de ordem d em C,, onde ¢ é a fun¢io de Euler, i.e.,

31
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o(m) = | (Z/mZ)™ |. Sendo assim, temos que

Y(Cn) =3 d - o(d).

din

Em particular, se p € primo entdao

Por exemplo,

Temos ainda
P(Cr) =1+2+2-4 e P(C)=1+2+2-3+2-6=21.
Como (C5) = ¥(Cs) = 21, temos que o valor de 1(G) nao determina o grupo G. Além

disso, em geral o valor de ¢(G) e |G| também nao determinam G:

Exemplo 2.1.2. Considere os sequintes grupos G = Cy x Cy e H = (Cy X Qg, onde
Qs = {£1,+i,+7j,+k} € o grupo dos quatérnios de ordem 8 com i* = j* = k* = —1,
1) =k, jk =1 e ki =j. Ambos os grupos G e H tém ordem 16 e podemos verificar que

W(G) = (H) = 55. Por outro lado, G € abeliano enquanto H ndo o é. Portanto G % H.

Por outro lado, em alguns casos, 1(G) determina G (a menos de isomorfismo) mesmo

sem saber |G]|.

Observagao 2.1.1. Note que, para qualquer grupo finito G, todo elemento v € G ndo-
trivial tem ordem no minimo 2. Assim, v(G) > 1+ 2(|G| — 1), e portanto

1G] < S((G) +1).

Exemplo 2.1.3. Os 4nicos grupos G e H tais que ¥(G) = 13 e ¥(H) = 211 sdo os

grupos G = S3 e o alternado H = As.
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De fato, se ¥(G) = 13, temos |G| < =(13 + 1) = 7. Pelos exemplos feitos antes,

1

2

vemos que G = Sz é o unico grupo com ¥(G) = 13. Agora se y(H) = 211, entdo
1

|H| < 5(211 + 1) = 106. Usando o GAP, [GAP], podemos verificar que apenas o grupo

H = As satisfaz (H) = 211.

Mais a frente daremos uma caracterizacao, devida a S.M. Jafarian Amiri, de As com

a propriedade que Y (As) é o valor minimo para ¥ (G) sobre todos os grupos de ordem 60.
Agora, faremos um lema muito util que diz que a fungao ¢ é “multiplicativa”.

Lema 2.1.1 (Lema 2.1, [AA11]). Se G e H sao grupos finitos, entio

(G x H) < ¢(G)y(H).

Além disso, (G x H) = Y(G)Y(H) se, e somente se, mde(|G|, |H|) = 1.

Demonstragio. Como o((g,h)) < o(g)o(h) para todo (g,h) € G x H, temos que

V(G x H) =3 > ol(g,h))

g€G heH

<> > olg)o(h)

geG heH

_ (Z 0<g>) (Z o(h)> — (o).

geCG heH

Por outro lado note que mde(|G|, |H|) = 1 se, e somente se, mdc(o(g), o(h)) = 1 para todos
g € Geh € H, oqual é equivalente a o((g,h)) = o(g)o(h) para todos g € G e h € H.
Portanto, segue que (G x H) = ¢(G)(H) se, e somente se, mde(|G|, |H|) = 1. O

A fungao v foi introduzida por H. Amiri, S.M. Jafarian Amiri, I.M. Isaacs no artigo

[AAIO09] de 2009. Nesse artigo foi provado o seguinte teorema:

Teorema 1. Seja C,, o grupo ciclico de ordem n. Entao para todo grupo nao-ciclico G de

ordem n, temos que

W(G) < P(Ch).
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Desta forma, para cada inteiro positivo n, o grupo ciclico de ordem n fica unicamente
determinado (a menos de isomorfismo) pela sua ordem n e a soma das ordens de seus
elementos 1 (C,,). Como vimos nos exemplos e observacoes feitas anteriormente, esse
resultado nao vale em geral.

Podemos definir a funcao ¢ para qualquer subconjunto X de GG, de maneira natural:

Definicao 2.1.2. Seja X C G um subconjunto qualquer de um grupo G. Podemos esten-
der a funcdo 1 escrevendo (X) = > o(x).

zeX
A fim de provar o resultado principal desta subsec¢do, o Teorema I, comecemos com o

seguinte lema:

Lema 2.1.2 (Lema A, [AAIO09]). Seja P € Syl,(G) um p-subgrupo de Sylow de G.
Suponha que P é normal em G e que P € ciclico. Seja x € G e suponha que a classe
lateral Px tem ordem m, como um elemento de G/P. Entio ¢¥(Pz) < my(P), com a

tqualdade se, e somente se, x centraliza P.

Demonstragio. Temos que m divide o(x), e assim o(z) = mq para algum ¢ inteiro. Logo,
g = o(z™). Como 2™ € P (pois Pz tem ordem m), temos que ¢ é uma poténcia de
p. Além disso, como m divide |G/P| que nao é divisivel por p, segue que m e ¢ sao
relativamente primos entre si. Logo, existe n tal que gn =1 (mod m). Agora, o(z?) =m

e escrevendo y = (x7)", temos que o(y) = m, pois n é coprimo a m. Note que
Py = Pz® = (Px)™ = Pu,

e além disso, y centraliza P se, e somente se, x centraliza P. De fato, se y centraliza P e

g € P, entao por Pr = Py temos que x = hy para algum h € P, e portanto

zg = (hy)g = h(yg) = h(gy) = (hg)y = (gh)y = g(hy) = g.

Podemos entao substituir x por y e supor que o(x) = m. Agora todo elemento de Px tem
a forma ux para algum u € P. Mostremos que o(ux) < m - o(u) com a igualdade se, e

somente se, x centraliza wu.
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De fato, como P é ciclico, P possui apenas um tnico subgrupo de cada ordem dividindo
a ordem de P. Desta forma, para cada o € Aut(P), o subgrupo o((u)) de P tem a mesma
ordem que (u), e portanto o({u)) = (u), i.e., (u) é um subgrupo caracteristico de P. Note
também que dado g € G, iy, : P — P dado por i4(v) = ¢ 'ng é um automorfismo de P, e
portanto iy((u)) = (u), ou seja, (u) é normal em G. Logo (u)(z) é um subgrupo de G, e
portanto

o(uz) < |(u)(z)| = m - o{u).

Por outro lado, se a igualdade ocorre entdo (u)(z) é um subgrupo ciclico, gerado por ux,
e assim x centraliza u. Reciprocamente, se = centraliza u, entdo como o(z) e o(u) sado
coprimos, temos que o(ux) = o(x)o(u) = m - o(x).

Por fim,

Y(Px)=> olur) <> m-olu) =m>_ o(u) =my(P)

ueP ueP ueP

e a igualdade ocorre se, e somente se, = centraliza u para cada u € P, ou seja, se, e

somente se, x centraliza P. O

Agora temos um corolario, que serd uma ferramenta muito importante durante todo

o trabalho.
Corolario 2.1.1 (Corolario B, [AAI09]). Seja P um p-subgrupo de Sylow de G e suponha

que P seja ciclico e normal em G. Entdo

(@) < P(P)p(G/P)

com a iqualdade se, e somente se, P é central em G.

Demonstracdo. Aplicando o Lema 2.1.2 em cada classe lateral de P em G, obtemos

W(G) = > w(Pz)< Y o(Pr)p(P)=¢(P) }  o(Px)=uv(P)(G/P)

PzeG/P PzeG/P PzeG/P

e a igualdade ocorre se, e somente se, cada elemento z € GG centraliza P. O
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Também mostremos um resultado de teoria dos ntimeros elementar:

Lema 2.1.3 (Lema C, [AAI09]). Seja p o maior divisor primo de um inteiro n > 1.

Entio p(n) > n/p.

Demonstragio. Seja k o nimero de divisores primos distintos de n. Usemos indugao sobre
k. Se k =1, entdo n = p® para algum e > 1. Assim ¢(n) = p* *(p—1) = (p—1)n/p > n/p,
pois p — 1 > 1. Suponha que k£ > 1 e que o resultado é valido para nimeros com k — 1
divisores primos. Escrevendo n = p°®m, com e > 1 e p nao dividindo m, temos que m
possui k — 1 divisores primos e tomemos ¢ como sendo o maior deles. Assim pela hipétese

de indugado, ¢(m) > m/q e como ¢ < p, temos que ¢ < p — 1. Logo

e

p(n) = o(p°)p(m) > (p— 1>1;.”; — (p— 1>§q > n/p

]

Como consequéncia temos o seguinte corolario que limita inferiormente ¢(C,,) para

grupos ciclicos.

Corolario 2.1.2 (Coroléario D, [AAI09]). Seja C,, o grupo ciclico de ordemn > 1, e seja

p o maior divisor primo de n. Entdo,

P(Cy) > nQ/p.

Demonstragio. Temos que existem @(n) elementos de ordem n em C,,, e assim

Y(Ch) = 1+np(n) > np(n) > n*/p,

onde a ultima desigualdade segue pelo Lema 2.1.3. Portanto, temos o desejado. [

Agora podemos demonstrar o Teorema I, que caracteriza os grupos ciclicos pela soma

de suas ordens:
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Teorema I (Teorema, [AAI09]). Seja C,, um grupo ciclico de ordem n. Entdo para todo

grupo nao-ciclico G de ordem n, temos que

W(G) < p(Cr).

Demonstracao. Sejam G um grupo de ordem n e C), o ciclico de ordem n, e suponha que
»(G) > ¢P(C,). Devemos mostrar que G é ciclico. Como isso é trivial no caso n = 1,

podemos supor n > 1 e procedemos por inducao sobre n. Pelo Corolario 2.1.2, temos que

v(G) | WG n

|G| n np p

2
isto é, ¥(G) > —, onde p é o maior divisor primo de n.
p

Note que existe um elemento z € G tal que o(x) > —, caso contrario terfamos que
p
n n n? -
o(y) < — para todo y € G e, portanto, ¥(G) < n-— = —, uma contradi¢ao. Logo
p p p

|G : (z)] < p e assim (x) contém um p-subgrupo de Sylow P de G, e P ¢é ciclico por ser
um subgrupo de (z). Como (x) é abeliano, temos P < (z) e assim (x) C Ng(P). Logo
|G : Ng(P)| < p e, portanto, P < G. Assim, pelo Corolario 2.1.1, ¥(G) < ¢(P)y(G/P)
e a igualdade ocorre se, e somente se, P é central em G.

Seja Q o p-subgrupo de Sylow de C),, e note que () e P sao ciclicos de mesma ordem,

e portanto P = @ e ¥(P) = 1(Q). Usando o Corolario 2.1.1, obtemos

V(P)W(G/P) = (G) = (Cn) = (Q)Y(Cr/Q), (2.1)

onde a ultima igualdade ocorre pois @) é central em C,. Assim, temos que ¢(G/P) >
»(C,/Q). Como C,/Q é ciclico e |G/P| = |C,,/Q|, temos por hipdtese de indugao que
G/ P ¢ ciclico. Entao G/P = C,,/Q, e portanto ¥(G/P) = (C,,/Q). Segue que todas as
desigualdades em (2.1) sao igualdades, e assim P é central em G. Como P é central em
G e G/P é ciclico, segue que G é abeliano, pois G/Z(G) < G/P é ciclico. Além disso,
como P é um p-subgrupo de Sylow de G, temos G = P x B, onde B = GG/ P é ciclico de

ordem coprima com p. Logo, G é o produto direto dois grupos ciclicos de ordens coprimas
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e, portanto, GG é ciclico. O

2.2 Uma cota superior exata para ¢(G)

Como vimos na secao anterior, o grupo ciclico de ordem n tem a soma maxima sobre
todos os grupos de ordem n. Alguns autores estudaram o problema de determinar o
valor méaximo de ¢(G) para grupos nao-ciclicos. Esse problema inicialmente foi estudado
por S.M. Jafarian Amiri e M. Amiri em “Second maximum sum of element orders on
finite groups”, [AAl4a]. M.Herzog, P. Longobardi, e M. Maj em 2018, [HLM18a],
determinaram uma cota superior exata para 1)(G) para grupos nao-ciclicos de ordem n a

qual é a melhor possivel. Esse é o resultado do seguinte teorema:
Teorema A. Se G é um grupo finito nao-ciclico de ordem n, entdo

X

EEs

P(Cr).

Pela proposicao seguinte vemos que essa cota do Teorema A é a melhor possivel.

Proposigao 2.2.1. Seja k um inteiro positivo impar e seja n = 4k. Entdo

P(Cn) =119(Ck),  P(Car x Ca) = TYp(Cy)
e portanto
V(Cor x Ca) = 10(C).

Demonstra¢io. Como n = 4k e mde(4, k) = 1, temos que C,, = Cy x C e, portanto, pelo

Lema 2.1.1,
Y(Cr) = (Cy x Cr) = P(Cy)p(Cr) = 119(Cy)

P(Cor, x Ca) = (Cy, x Ca x Cz) = P(Cy)p(Cy x Ca) = T(Ch).

Logo,
Y(Cox x C3) = TH(Ci) = 120(Ca).
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]

Em particular, para n = 4k com k impar, obtemos que G = Cy x (3 tem a soma
maximal das ordens dos elementos sobre todos os grupos nao-ciclicos de ordem n.

Além disso, no mesmo artigo [HLM18a] foi provado o seguinte teorema.

Teorema B. Seja G um grupo finito ndao-ciclico de ordem n e seja q o menor divisor

primo de n. Entdo

1
P(G) < H@D(Cn)-

Como consequéncia direta deste teorema, temos:

Corolario 2.2.1. Seja G um grupo de ordem n impar. Entdo

(G) < SP(Ch).

Primeiramente, abordaremos o Teorema B e iremos utiliza-lo para demonstrar o Teo-
rema A. Iniciamos com alguns resultados preliminares que serao tteis para ambos teore-

mas.

Lema 2.2.1 (Lema 2.9, [HLM18a]). (1) Se P é um grupo ciclico de ordem p" para

algum primo p, entdo

2r+1
P +1
W(P) = ——F"
p+1
(2) Seja n > 1 um inteiro positivo e sejam p; < py < -++ < py = p 08 divisores primos
distintos de n, e denote por Py, Ps, ..., P, 0s respectivos subgrupos de Sylow de C,,.
Entao
t 2 )
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Demonstragio. 1. Note que o(p') = p' ' (p — 1) para cada i > 1. Assim,

=Y e(@)=14+>_p P p—1)
1=0

i=1

! (pg(p2r—1)>

pP—1
p(p2'r _ 1) _ p2'r+1 +1

=1+ —
p+1 p+1

2. Como C,, = P, X Py x --+ X P, temos que ¥(C, H@D . Além disso, como

pir1 > p; + 1 para todo i e p; > 2, segue, pelo item (]) que

t 2r;+1
pi 41
(Cn) l;[1 (F) l;[1 P
Lplp
> v
i:rllpi-i-l
:p%l...?”.@. p 1
! Yl g+l o pa+l optl
1
> 2
> (;m pt)pt+1
2 P1 2
p+1"p+1 "7

como desejado.

Mais um resultado de teoria dos nimeros elementar:

Lema 2.2.2 (Lema 2.1, [HLM18a)). Seja n um inteiro positivo maior do que 1, e sejam

p e q o maior e o menor divisor primo de n, respectivamente. Entao

Demonstragio. Sejan = pi'ph? - - p* onde os p;’s sdo primos distintos com p = p; > py >
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-+ > pp = q e cada r; € um inteiro positivo. Provaremos o resultado por inducao sobre k.

71

Se k=1 entaon =p™ e

e o resultado segue. Agora suponha k£ > 1 e que o lema é verdade para todos os inteiros

com menos que k divisores primos distintos. Seja m = pi? - - - p;*. Entao, por hip6tese de

-1
inducao, p(m) > P 2 Logo,
. p—1) . k-1 pi—1) (pp—1 q—1
o) = (@ )p(my > P g =D s o)) fem D) gl
P1 P2 b1 p—1 p
como desejado. O]

Agora estamos interessados em limitar o valor de ¥(G), onde G é um produto semi-
direto de um p-grupo ciclico por um p'-grupo F (ou seja, mdc(p, |F|) = 1). Precisaremos

do seguinte teorema que fala sobre a agdo de F' sobre P.

Teorema 2.2.1 ([Gor80], Teorema 5.2.4). Se A é um p'-grupo de automorfismos do
p-grupo abeliano P, o qual age trivialmente sobre Q1 (P) :={g € P | ¢* =1}, i.e., A age

trivialmente sobre o conjunto dos elementos de ordem p em P, entio A = 1.

Em geral, dado um p-grupo P, podemos definir os subgrupos Q;(P) := ({g € P | gpi =
1}). Observe que para o caso em que P é abeliano, como no teorema anterior, temos que
Q(P)={gecP|g" =1}.

Agora podemos enunciar e demonstrar o seguinte lema nos diz um pouco sobre o valor

¥(G) sendo G um produto semidireto especifico.

Lema 2.2.3. Seja G um grupo finito satisfazendo G = P x F, onde P € um p-grupo

ciclico finito para algum primo p, F é nao-trivial e (p,|F|) = 1. Entdo:
(i) Cada elemento de F' age sobre P ou trivialmente ou livre de ponto fizo.

(i7) Se x € F com o(x) = m e u € P, entdo m é o menor inteiro positivo tal que

(uz)™ € P.
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(i1i) Seuw € P e x € Cp(P), entdo o(uzr) = o(u)o(x).
(iv) Seue P exe F\Cr(P), entio o(ux) = o(x).

(v) Seja Z = Cr(P). Entao

W(G) = (P)p(Z) + |PlY(F\Z) < 9(P)Y(Z) + [Pl(F).

Demonstracao.

(i) Suponha que z € F age trivialmente sobre u € P\{1}. Entdo x age trivialmente sobre
o subgrupo (u). Como u # 1, temos p < [(u)| e, portanto, ;(P) < (u), ou seja, = age
trivialmente sobre todos os elementos de ordem p em P. Portanto, pelo Teorema 2.2.1, x

age trivialmente sobre P.

(#7) Inicialmente, mostraremos que se n é um inteiro positivo, entdo (uz)" = v,z" para
algum v, € P. Para isto, usaremos inducao sobre n. Para n =1, v,, = u e o resultado é
trivial. Agora, suponha que (uz)" ! = v,_12""" para algum v, _; € P. Como P é normal

1, ..—(n—1)

em G, temos que =" ux !

= o/ para algum u’' € P, ou seja, 2" 'u = u/2". Logo,

(ux)" = (uz)" tur = v, 12" tur = v, " e = v,a",

onde v, = v, 1u € P e segue o desejado. Agora se (uz)" € P, entdo 2" € P. Como

z" € FN P = {1}, temos que 2" = 1 e portanto m divide n.

(7i1) Segue diretamente do fato que u e z comutam e possuem ordens coprimas, e portanto

o(ux) = o(u)o(x).

iv) Suponha que o(x) = m. Pelo item (ii), (ux)™ € P. Assim,

1 = [(ux)™, uz] = (ux) "™ (ux) " (ur) ™ ur = (ux) "z u (ur) "uz
= (uz) "z (ux) ™y ur = (uz) " (ux) "

= [(ux)™, x].
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Como x € F\Cg(P), pelo item (i), segue que = age sobre P livre de ponto fixo e, portanto,
(ux)™ = 1. Logo, por (ii), o(uz) = m = o(x).

v) Temos que G = PZ U P(F\Z) é uma uniao disjunta, e assim ¢(G) = ¢(PZ) +
V(P(F\Z)). Agora por (iii), (PZ) = ¥(P)Y(Z), e por i), p(P(F\Z)) = |PlY(F\Z).
Portanto,

W(G) = P(P)P(Z) + [PIP(F\Z) < p(P)Y(Z) + [Pl (F).
O

Agora podemos enunciar e provar o nosso segundo resultado principal desta secao, o
Teorema B, o qual serd utilizado na demonstracao do nosso resultado principal. Aqui o

Teorema de Schur-Zassenhaus (Teorema 1.4.1) serd necessario.

Teorema B. Seja G um grupo finito ndao-ciclico de ordem n e seja q o menor divisor

primo de n. Entdo

1
P(G) < H@D(Cn)-

1
Demonstragio. Devemos mostrar que se (G) > 711?(071)7 entdo G = C,. Inicial-
q E—

mente, temos que Y (C,,) > 1+ np(n) > np(n). Assim, pelo Lema 2.2.2 |

RS (g=1n* _n?
6 2 (e > U 1

o que implica que existe z € G com o(x) > n/p. Logo |G : (z)| < p e (z) contém um

p-subgrupo de Sylow P de G. Como (z) < Ng(P), temos que
|G : No(P)| < |G : ()| < p.

Pelo Segundo Teorema de Sylow (veja Teorema 1.1.2), |G : Ng(P)| = 1 (mod p), e
portanto |G : Ng(P)| = 1. Assim, segue que P é um subgrupo normal ciclico de G e pelo

Corolario 2.1.2, temos

VPYH(G/P) 2 $(G) 2 = U(Ch) = (G ) (Crpr),
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onde p" = |P|. Como P é ciclico, P = C,r, temos que (P) = ¢(Cyr) e, assim,

W(G/P) = ——(Crppr)-

qg—1

Se n = p" com p primo, entdo a existéncia de 2 € G com o(x) > n/p = p"~! implica que
o(x) = n e, portanto, G é ciclico, como desejado. Assim, podemos supor que n é divisivel
por exatamente k primos distintos com k£ > 1. Aplicando inducao sobre k, podemos
supor que o resultado é verdadeiro para todo grupo de ordem com menos que k divisores
primos distintos. Como |G/ P| tem k — 1 divisores primos distintos e G/ P satisfaz a nossa
hipétese, segue que G/P ¢ ciclico. Agora, como (|P|,|G/P|) = 1, temos, pelo Teorema
de Schur-Zassenhaus, Teorema 1.4.1, que existe um subgrupo F' de G tal que F' = G/P,
F nao-trivial e G = P x F'. Note que n = |P||F| e P e F sao ciclicos de ordens coprimas,

e portanto

P(Cn) = P(P X F) = p(P)Y(F).

Se Cp(P) = {z € F | zx = xzz para todo x € P} = F, ou seja, todos os elementos de P
comutam com os elementos de F', entdo G = P x F. Neste caso, G é o produto direto
de dois grupos ciclicos de ordens coprimas, e portanto G ¢é ciclico, como desejado. Logo é
suficiente provar o teorema para o caso em que Z := Cp(P) < F é um subgrupo proprio
de F. Pelo Lema 2.2.3 (item (v)),

w(Z) P

B(G) < (PYOZ) + |PIO(F) = o(P)o(F) (W) ; W)) .

Logo,

Como P ¢ um p-grupo ciclico, temos que

Pl _Ple+1) _|Plp+1) _pt+l _ptl _p+l 1
oP) - plPP+1 PP P T2 =1 pd

<

|

Note que Z é um subgrupo proprio de F e F' é o produto direto de seus subgrupos

de Sylow. Temos também que Z é o produto direto de seus subgrupos de Sylow; em
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particular, existe um r-subgrupo de Sylow Ry de Z tal que Ry < Rp, digamos |Rp| = r°.

Note também que
k—1 k—1
v(Rp) = [[U(Rr) e ¥(Z2) =] ¥(Rz)

i=1 i=1

e além disso

Como 1 <s,qg<reRze Rp sao r-grupos ciclicos, pelo Lema 2.2.1, obtemos que

Rz|?r+1 _
U(Ry) MR |RpPre1 _pe0an
Y(Rp) Bl RpPr41 T 2t 4l (g - 1)

Portanto, temos que

H(G) < ¥(C) (%i " w’(PP’))

<o) (G +y) — e

o que é uma contradi¢do. Assim, concluimos o teorema. O

Observe que para grupos de ordem par, temos que ¢ = 2 e ¥(G) < ¥(C,), como
mostrado anteriormente no Teorema I. Agora para grupos de ordem impar, g > 3, e

podemos melhorar o resultado do Teorema I com o Teorema B.

Corolario 2.2.2. Seja G um grupo nao-ciclico de ordem impar n. FEntao

¥(G) < 4(C),

Demonstragao. De fato, como n é impar temos que o menor divisor primo ¢ de n é maior
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ou igual a 3. Assim 2 < ¢ — 1 e, portanto,

1 1
P(G) < Fw(cn) < §¢(Cn)~

Agora podemos demonstrar o Teorema A.

Teorema A. Se G é um grupo finito nao-ciclico de ordem n, entdo

Demonstragcio. Vamos demonstrar por contradigdo. Para isto suponha que G é um grupo

nao-ciclico de ordem n satisfazendo

7

Y(G) > 11

(Ch).

Sejam p; < py < --- < py = p os divisores primos de n e denote por Py, Ps, ..., P, 0s

2

respectivos subgrupos de Sylow de C,. Agora, pelo Lema 2.2.1, ¥(C,) > e

portanto, por hipétese de contradicao,

7 14

vG) “Tp+1)

Agora usaremos inducao sobre p a fim de chegar numa contradi¢ao. Note que existe x € G

tal que o(z) > n, caso contrario teriamos que

11(p+1)

14 14

G)<n- n = n?,
(@) < 11(p+1) 11(p+1)
uma contradi¢do. Desta forma, temos que

|G| n 11
G = < — 1
‘ <£E>‘ O(l’) 14 14(p+ )

33
Suponha, inicialmente, que p = 2. Entao G é um 2-grupo e |G : (x)| < 7R Como G é
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nao-ciclico, |G : (z)| # 1 e, portanto, |G : (z)| = 2. Note que (x) = C,,/5 e assim, pelo
2(n/2)* +1

Lema 2.2.1, ¥((z)) = ¢(Cyj2) = — Logo, como n > 4 e n® > 16, temos que
n\? 2(n/2)*+1 n®* 5 1
< ) == -
P(G) <Y n/2) <2> 3 + 1 12n +3
72n?+1 7
< D2 Ty,
1 7 2n% +1

5
onde a penultima desigualdade segue do fato que —n + = é equivalente a

3-11 3

7
165n% 4+ 132 < 168n® + 84 que é verdadeira pois 16 < n?. Assim, 1(G) < ﬁ¢(0n), uma
contradigdo. Agora, suponha que p = 3. Como p = 3 é maior divisor primo de n, temos
dois casos: n = 3, ie., G é um 3-grupo ou n = 2%3°. Se G é um 3-grupo, entdo, pelo

Teorema B, temos que
7

V(G) < U(C) < 170(C),

que é uma contradicdo. Entdo podemos supor que n = 2%3° para alguns a e b inteiros

positivos. Note que

11(3+1) 44
’G-<$>’<T—ﬁ>
donde |G : (z)| < 3. Assim, temos que ou |G : (z)| = 2 ou |G : (x)| = 3. Além disso,
22a+1 1
observe que, para n = 2%3%, temos C,, = Cya x Cy e, pelo Lema 2.2.1, Cya = 3+ e

w(c?)b) = 4

e, portanto, pelo Lema 2.1.1,

7 7
ﬁw(cn) = ﬁw(cw)wczab)

7 22a+1 4 1 32b+1 + 1
a5 ()

7 7 7 7
— 722(1 2b 722(1 ' 92b L
22 S 66 443 + 132°

Inicialmente, vamos supor que |G : (z)| = 2. Desta forma (z) contém um 3-subgrupo de
Sylow P de G, pois |(z)| = @ = 29713 Como (z) < Ng(P), e assim |G : Ng(P)| < 3,
logo, pelo Segundo Teorema de Sylow (veja Teorema 1.1.2), segue que P é normal em G.

Se existe y € G\(x) com |G : (y)| = 2, entdo (y) contém P. Logo y € Cg(P) e,
portanto, Co(P) = G, ou seja, P < Z(G). Assim, G = P x (), onde () é um 2-subgrupo
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de Sylow nao-ciclico de G. Pelo caso p = 2, temos que 1(Q) <

P(G) = P(P x Q) = »(P)Y(Q)

< (P (Cia) =

Cn)

hip6tese de contradi¢ao ¥ (G) >
todo y € G/(x).
|G : (x)] =2

pois P ¢é ciclico e ¢¥(C,) = ¢(P x Cq))

7

48

171 ¥(C)q)), e portanto

7
11/1(13 x Clq)) = 17¢(Cn),

= (P)¥(Ciq) pelo Lema 2.1.1, contrariando a,
Por fim, podemos supor que o(y) < g para

Como a > 1 e b > 1, obtemos a seguinte contradicdo com respeito a

2

n
9(G) < 6(Cu) + (5) (5 ) = ¥(Couni(Cy) + 5
B 22(1 1 _|_ 1 32b+1 + 1 N (2a3b)2
n 4 6
a b

_ 112 (22(1 132b+1 + 22a 1 + 32b+1 1) 4 22 633

7 1 1 1

22a Qb 22(1 2b

BE7o A AR YRR

7 7 7 7

722(1 2b 722a ' 92b v

522 % Tl Tt Tim

77 17 1 7 11 7
o 22a32b < o > 22a < ) 321) ( o )
* <24 22) o176 T\ ) Tl 1
7
(somando e subtraindo ﬁw(C’n))

7 7 17 3 4
- Cn _ 722(1321) 22a o 32b T

V() =~ 5 264 5% T 132

7 7 1 A 7 3 1

7 Cn 220,321) 321) o d _ 7220, _ 7321) 732b
< V) 5 + 11 t gy (wandoque — o 23 <18

7 7 4
< L 9292 Lg% s a>1
S VO — 5528 3 Tigg  (polsazl)

7 7 6 4
- Cn - 732b 732b R

) — 5637 563 T 13

Ty -t A Ty (pois — e A o paab s 1)
= —Y(Cp) — = — is — — r :

11 66 132 ~ 11 POIS =g T 3p = 7 PArd

Agora analisaremos o caso p =3 e |G : (x)| = 3.

Se existe y € G tal que o(y) = g, entdo |G: (y)

Sylow ciclico P de G. Além disso, |G: Ng(P)| < 2

| =2 e (y) contém um 3-subgrupo de

e, portanto, P é normal em G. Logo,
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pelo Corolario 2.1.1 e pelo Lema 2.1.1, temos a seguinte contradicao

7
V(@) < (PW(G/P) < ¥(P)(Clayp) = $(Cn).
Assim, como anteriormente, podemos supor que o(y) < g para todo y € G. Temos
G = (z) UG\(x), e assim (G) = v((x)) + ¥(G\(z)) < ¢¥(Cyy3) + 2;7; Assim, como

b > 1, obteremos a seguinte contradicao:

0(0) < w(Cr ) +2 (5)

B 22a+1 + 1 32b—1 + 1 N 2n2
B 3 4 9

1 1 1 1 2
— E22a32b + 6220L + %32b + E + 522(132},
1 1 1
— 158220'3217 + 622a + %3217 + E
7 7 7 7
— 722(1321) 722a 7321) R
2° % Tt Tmd T

5 7 1 7 1 7 11 7
o 92a52b ( B > 92a ( B > 32 ( B )
* (18 22) + 6 66 * 36 44 * 132 132

(somando e subtraindo 171¢(Cn))

7 4 2 13 1
- Cn o 722(13212 722(1 o 7321) =
17 ¢(Cn) 99 "33 99° "33
7 4 2 1 13
< ﬁz/z(Cn) — ®22“32b + %22“ +33 (pois — ®32b <0)
7 4 2 L, 1 ,
< ﬁw(cn) — ®22a32 + §22 + 33 (pois b > 1)
7 36 6 1

— 7w(Cn) - 72261 4 722(1 i

11 99 99 33
7 10 17 10 1

= —p(Cp) — =22+ — < —(C, is — 2% 4 — <0 > 1).
V() = 3327 4 g5 < ¥(Ca)  (pois — 532" + oy <Oparaa > 1)

Por fim, suponha que p > 3 e que o resultado é valido para os valores menores do que

p. Entao
11(p+1)
G: < —2<
G < =2 <,
onde a ultima desigualdade ¢ valida pois ela ¢ equivalente a 11p + 11 < 14p que ¢é valida
para qualquer p > 3. Assim, (x) contém um p-subgrupo de Sylow ciclico P de G. Como

(x) < Ng(P), temos que P é um subgrupo ciclico normal de G, e portanto pelo Corolério
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2.1.1

Y

7

Y(P)(G/P) 2 d(G) > 7U(Cor)¥(Cypr),

onde p" = |P|. Como P = C)r, temos que ¢(P) = ¢(C)r) e assim

V(G/P) 2 L(Cop).

Como o maior divisor primo de ﬁr ¢ menor que p, por hipétese de inducao, segue que
G/P é ciclico. Agora, pelo Teorfma de Schur-Zassenhaus, Teorema 1.4.1, G = P x F
com ' = G/P e F # 1. Note que |F||P| = n e sendo ambos P e F ciclicos com
mdc(|P|,|F|) = 1, temos que C,, = P x F' e, portanto, ¥(C,,) = ¥(P)Y(F).
Agora, se Cp(P) = F, entdao G = P x F e, portanto, G é ciclico, uma contradigao.
Assim, suponha que Cr(P) =: Z < F é um subgrupo préprio. Pelo Lema 2.2.3 item (v),
w(Z) P

(G) < B(PYU(F) (W) " W))

B v(Z) 1Pl
= ¥(Cn) (W) * w<P>>

Por outro lado, Z é um subgrupo préprio do grupo ciclico F' e ¥(F') é o produto de
1(S) onde S percorre os subgrupos de Sylow de F' e temos o mesmo para ¢(Z). Segue que
ao menos um subgrupo de Sylow de Z, digamos um r-subgrupo de Sylow R, esta contido

propriamente em um r-subgrupo de Sylow de F' de ordem 7*. Note que, |Rz| < r* ' e

assim
w(Z> < w(RZ) B 7"RTZ—~_‘21+1 B TlRZ|2 41 - 7,,2(5—1)4—1 +1
w<F) - w(RF> o M - T|RF‘2 +1 — T25+1 + 1

r4+1

Como r >2e s > 1, temos
7,,2(571)+1 41 1
<

r2tl4l T4l

pois essa desigualdade é equivalente a (r 4+ 1)(r*™' 4+ 1) < 7™ + 1, que por sua vez é
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equivalente a 1 < r**72(r* — r — 1), a qual é verdadeira. Logo

w(Z) 1 1

T(F) < - < 3
e assim

A P
w(@) <00 (53 + 50 )
1 1 7 7
<w(C) (5 +7) = 139(Ca) < 179(Cn),

uma contradi¢do. Portanto, a demonstracao esta completa. O

2.3 Cota inferior para (G)

Como vimos anteriormente, Teorema I, a fungdo v atinge o seu valor maximo, sobre os
grupos de mesma ordem, no grupo ciclico. De modo que os grupos ciclicos sao carac-
terizados pelo valor méximo de ¥(G) sobre os grupos de mesma ordem. Naturalmente
podemos ver o que ocorre para o valor minimo de 1 sobre os grupos de mesma ordem.
Os principais resultados desta subsec@o serdo baseados nos artigos [AA11] e [AmiJ13].

Comegaremos obtendo o valor minimo de 1(G) sobre os grupos nilpotentes de mesma

ordem. Primeiro vejamos a seguinte definicao.

Definicao 2.3.1. O expoente de um grupo finito G € o menor inteiro positivo n tal que
" = 1 para todo x € G. Neste caso, denotamos n por exp(G). FEquivalentemente,

exp(G) = mme(o(xy), ..., 0(xy,)) € o minimo miltiplo comum das ordens dos elementos de

G.

Agora podemos obter o valor minimo de ¥ (G) sobre os grupos nilpotentes de mesma

ordem.

Teorema 2.3.1 (Teorema A, [AA11]). Seja G um grupo nilpotente de ordem n. Entdo
Y(G) < Y(H) para todo grupo nilpotente H de ordem n se, e somente se, cada subgrupo

de Sylow de G tem expoente primo.
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Demonstragcio. A demonstragdo do Teorema 2.3.1 serd vista no capitulo seguinte de ma-

neira mais geral. O]
Como corolario direto do Teorema 2.3.1 temos o seguinte:
Corolario 2.3.1. Se G € um grupo finito de ordem n = pi*---pkr e

k

(G) < [Tpipi" — 1) + 1),

i=1
entdio G ¢ nao-nilpotente.
Outro teorema importante na direcao de encontrar o valor minimo de ¢ é o seguinte:

Teorema 2.3.2 (Teorema B, [AA11]). Seja n um inteiro positivo tal que existe um grupo
nao-nilpotente de ordem n. Entdo existe um grupo nao-nilpotente K de ordem n tal que

W(K) < (H) para todo grupo nilpotente H de ordem n.

Em outras palavras, o Teorema 2.3.2 diz que sobre os grupos de ordem n, tal que
existe grupo nao-nilpotente de ordem n, o valor minimo de v ¢ atingindo em algum grupo
nao-nilpotente.

Para mostrar o Teorema 2.3.2 usaremos o seguinte lema:

Lema 2.3.1 (Lema 2.4, [AA11]). Seja d um inteiro positivo com a propriedade que se
min{y(G) | |G| = d} = Y (K) para algum grupo K de ordem d, entdo K é ndo-nilpotente.
Entao n = ds tem a mesma propriedade do inteiro d para qualquer inteiro positivo s com

mdc(d, s) = 1.

Demonstragio. Seja G um grupo nilpotente de ordem n = ds tal que ¥(G) = min{y/(H) |
|H| =n}. Entdo G = H'xU, onde |H'| = d e ¢(H'") é minimo sobre o conjunto dos grupos
nilpotentes de ordem d. Por hipotese, existe um grupo nao-nilpotente K de ordem d tal
que Y(K) < ¢(H'). Agora, tome S = K x U, entao |S| = |G| = n e S é nao-nilpotente.

Como mdc(|H'|,|U|) = 1, pelo Lema 2.1.1 temos que

Y(S) = Y(K)(U) <yp(H)p(U) = p(H x U) = 4(G).
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Para demonstrarmos o Teorema 2.3.2 precisaremos também do seguinte resultado

devido a Jonathan Pakianathan e Krishnan Shankar:

Teorema 2.3.3. (Teorema 1, [PS00]) Seja n = p{* ---p* wum inteiro positivo, onde os
pis sdo primos distintos. Entdao todos os grupos de ordem n sdo nilpotentes se, e somente

se, p¥ # 1 (mod p;) para todos inteiros i,j e k com 1 < k < a;.

Um ndimero com tal propriedade é dito um ntimero nilpotente.

Agora podemos demonstrar o Teorema 2.3.2.

Demonstrag¢do do Teorema 2.3.2.

Primeiro, note que pelo Teorema 2.3.3, existe um grupo nao-nilpotente G de ordem n
e existem dois divisores primos distintos p e ¢ de n e um inteiro positivo ¢ tais que
p| (¢ —1), mas p{ (p’ — 1) para todo inteiro positivo j < i. Suponha que n = p"q"k,
onde mdc(pg, k) = 1. Como |Aut(Cé)| = (¢ = 1)(¢" —q)---(¢" — ¢""), entdo existe
o€ Aut(Cé) tal que o(¢) = p, pois p | (¢ — 1). Seja @ : C, — Aut(C;) 0 homomorfismo
de grupos dado por ®(a) = ¢, onde a é um gerador de C,. O produto semidireto de C,
e C’; com respeito ao homomorfismo ®, que sera denotado por C), x C’;, é um grupo nao-
nilpotente de ordem pq’. Note que, por hipétese, p | (¢ — 1) e pt ¢’, e portanto n, = ¢,
ou seja, C) X C’; possui ¢' p-subgrupos de Sylow. Portanto, o niimero de elementos de
ordens p e ¢ em C), X C’; sio ¢'(p — 1) e ¢" — 1, respectivamente, e portanto C, X C’é nao
possui outros elementos. Defina agora o grupo 1" := (C’p X C;) X C’;”_l X C’;_i. Temos,
entao, que 1" ¢ um grupo nao-nilpotente de ordem p™q", pois C), X Cé é isomorfo a um
subgrupo de T'. Além disso, como C), X C’é possui ¢'(p — 1) elementos de ordem p e ¢' — 1

elementos de ordem ¢, temos que:

o n° de elementos de ordem p em T é: ¢'(p — 1)p™ t +p™ 1 — 1,
o n° de elementos de ordem g em T é: (¢ —1)¢" " +q¢ " —1=¢"—1,

o 1n° de elementos de ordem pg em T é: p™q" — ¢'p™ + ¢'p" + ¢'p™  —p™ 41— ¢".
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Logo, como (C)" x Cp) = ¢(C")y(Cy) pelo Lema 2.1.1, temos que

V(G x Cg) = (1) = (Cy)e(Cq) — ¥(T)
(™ = Dp+1)((¢" = 1)g+1) —%(T)
= (" =Dp+1)((¢" =g +1)
—(I+p(@'(p—1)p" " +p" 1) +q(d" — 1)
+pa(p"q = g P+ g T 1= )

=p"(p—1D(g—- (¢ —1)>0.

Note que os subgrupos de Sylow de C}* x C} possuem expoentes primos e, portanto, pelo
Lema 2.3.1, tém o menor ¥ (G) sobre todos os grupos nilpotentes de ordem d = p™q".
Logo, o inteiro d = p™q" possui a propriedade que se min{y(M) | |M| = d} = ¢(K) para
algum grupo K de ordem n, entdao K é nao-nilpotente. Agora, aplicando o Lema 2.3.1,

concluimos a demonstragao. O]

O problema do valor minimo de ¢ (G) para grupos de ordem n também foi investigado
em relagao a grupos simples nao-abelianos. S.M. Jafarian Amiri, em [AmiJ13], deu uma
caracterizacao de As mostrando que ¢(As) é o tnico valor minimo sobre 1 (G) para grupos

de ordem 60, mais precisamente:

Teorema 2.3.4 ([AmiJ13], Teorema 2.1). Seja G um grupo de ordem 60. Entao (G) >
211 e Y(G) = 211 se, e somente se, G = As.

Demonstragdo. Inicialmente, podemos calcular ¥(A;) = 211; a saber, A possui 15 ele-
mentos de ordem 2, 20 elementos de ordem 3 e 24 elementos de ordem 5. Agora, seja G
um grupo de ordem 60. Pelo Teorema de Sylow (veja Teorema 1.1.2), temos que ng = 1
ou ng = 10 e n5 = 1 ou n5 = 6 onde n, denota o nimero de p-subgrupos de Sylow de G.
Se ng =1 ou n5 = 1, entdo G contém um subgrupo de ordem 15, o qual é ciclico. Assim,
G possui pelo menos ¢(15) = 8 elementos de ordem 15; ¢(5) = 4 elementos de ordem 5 e
©(3) = 2 elementos de ordem 3. Assim, G contém no maximo 45 elementos de ordem 2.
Portanto,

O(G) > 1+45(2) + 2(3) + 4(5) + 8(15) = 237.
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Assim podemos supor que ng = 6 e ny = 6. Logo G contém 20 elementos de ordem 3 e 24
elementos de ordem 5. Defina I := {z € G | o(z) = 3 ou o(x) = 5}, e temos que |I| = 44.

Note que se existe um elemento em G\ de ordem maior que 2, entao

W(G) > 14 20(3) + 24(5) + 15(2) = 211.

Assim, podemos supor que cada elemento nao-identidade x em G\ I tem ordem 2. Observe
que Cg(x) nao possui um elemento y de ordem 3 ou 5, caso contrario, como z e y comutam,
o(zy) = 6 ou o(zy) = 10, seria uma contradigao. Logo, |Cg(x)| = 2 ou 4. Por fim, como
x € Cg(x) < Py, para algum 2-subgrupo de Sylow P, de G, e P, é abeliano, segue que
Co(x) = Py = Cy x Cy para todo elemento = de ordem 2. Disto segue que a intersegao
de dois 2-subgrupos de Sylow distintos de G é trivial, e portanto ny = 5. Portanto, G é

isomorfo a um subgrupo de ordem 60 de S5 e segue que G = As. [

E como consequéncia direta do Teorema 2.3.4:
Corolario 2.3.2. Se G € um grupo nao-simples de ordem 60, entdo (G) > 1p(As).

No mesmo artigo [AmiJ13] S.M. Jafarian Amiri também mostrou que PSL(2,7), o
grupo linear projetivo especial, também é caracterizado pela soma das ordens de seus
elementos. Mais ainda, temos para os seis grupos simples nao-abelianos de menores

ordens:

As possui ordem 60 e (As) = 211;
PSL(2,7) possui ordem 168 e ¢ (PSL(2,7)) = 715;
PSL(2,8) possui ordem 504 e ¢ (PSL(2,8)) = 3319;

PSL(2,11) possui ordem 660 e

<

PSL(2,11)) = 3741;

<

(
(
Ag possui ordem 360 e (Ag) = 1411,
(
(
(

PSL(2,13) possui ordem 1092 ¢ PSL(2,7)) = 7281.

Utilizando o GAP, [GAP], podemos verificar que em todos esses casos, o valor ¢)(G) desses

grupos é o unico valor minimo de 1(G) sobre todos os grupos das ordens correspondentes.
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A partir dessas observagoes, naturalmente, tém-se algumas perguntas:

Pergunta 1. Se S é um grupo simples de ordem n, entdo (S) € o valor minimo de ¥(G)
para grupos de ordem n?

A resposta € “nao”. Por exemplo, existem dois grupos simples de ordem 20160: Ag
e PSL(3,4). Porém, ¢¥(As) = 137047 enquanto que ¥(PSL(3,4)) = 103111. Logo,
Y (Ag) = 137047 nao é minimo.

Podemos adaptar a pergunta anterior para a seguinte, como foi conjecturado em

[AmiJ13]:

Pergunta 2 (Conjectura 1.5, [AmiJ13]). Se S é um grupo simples finito e G é um grupo
nao-simples tal que |G| =|S|, entdo ¥(S) < Y(G)?

Neste caso, a resposta também é “nao”! Em 2013, Y. Marefat, A. Iranmanesh e A.
Tehranian, em [MIT18], deram o sequinte contraexemplo: Seja S,(8) o grupo de Suzuki,
o qual € um grupo simples de ordem 29120. Temos que o grupo linear especial projetivo
PSL(2,64) é um grupo simples de ordem 262080. Agora considere S = PSL(2,64) e
G = CF x S.(8). Temos que G é um grupo ndo-simples, S é simples e |G| = |S].
Por outro lado, ¥(G) = 5482775 e ¢(S) = 12106687, ou seja, ¥(G) < (S). Logo, a

conjectura € falsa.

Por fim, encerramos esta secao adaptando as perguntas anteriores como a seguinte que

foi conjecturada em [HLM18b].
Pergunta 3 (Conjectura 4.6.5, [HLM18b]). Sejam S um grupo simples e G um grupo
solivel tal que |G| = |S|. Entao

»(S) <(G)?

A resposta também é “nao”. M. Jahani, Y. Marefat, H. Refaghat e B. V. Fasaghan-
disi, em [Mar19], construiram alguns contraezemplos para tal conjectura. Por exem-
plo, usando a biblioteca do GAP, [GAP], consideremos H := SmallGroup(780,16) e
K := SmallGroup(336,218), temos que G = H X K é um grupo solivel de ordem 262080.

Além disso, S = PSL(2,64) é um grupo simples cuja ordem também é 262080, porém

O(H x K) = 11385563 e  ¢(PSL(2,64)) = 12106687,
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ou seja, Y(G) < Y(S), que nos dd um contraezemplo para a conjectura.

2.4 Alguns resultados sobre solubilidade

Vimos anteriormente que, M. Herzog, P. Longobardi e M. Maj, em [HLM18a], mostraram
que para grupos nao-ciclicos de ordem n vale que

1
v(G) < V(0.

onde ¢ é o menor divisor primo de n. Outro problema também abordado em [HLM18a]

foi o seguinte: o que podemos dizer sobre os grupos (nao-ciclicos) que satisfazem

Note que existem grupos nao-ciclicos satisfazendo tal propriedade. Por exemplo,

U(S5) =13 > u(Cy) = >

2

Em particular, para um inteiro positivo m tal que mde(6,m) = 1, temos que

1
W(S3 x Cp) > §¢(Cﬁm).
Veja, também, que como ¢ > 2, temos que 2q — 2 > ¢ e, portanto,

1

2(¢—1) =

1
q
Agora, podemos abordar um caso mais geral que é: quais sdo os grupos que satisfazem

1
(G) > ml/)(cn)?

Para isto comecemos com o seguinte resultado:

Proposigao 2.4.1 (Proposicao 2.4, [HLM18a]). Seja G um grupo finito com um sub-



CAPITULO 2. A FUNCAO v 58

grupo mazimal ciclico C. Entao G é solivel e G" < Z(G).

Demonstragdo. Pelo Teorema de Herstein, Teorema 1.2.5, temos que G é soltavel. Agora
se G’ < C, entdo G’ é abeliano e, portanto, G” =1 < Z(G). Assim podemos supor que
G’ nao esté contido em C. Logo G = G'C. Observe que G” < O, pois caso contrario
terfamos que G = G"'C e, assim, G’ < G”, contradizendo o fato de G ser soltvel e G # 1.
Logo G" é ciclico. Agora, pelo Teorema 1.1.1, G/Cg(G") é isomorfo a um subgrupo de
Aut(G") o qual é abeliano, e segue que G/Cq(G") é abeliano e, portanto pela Proposi¢ao
1.2.2, G' < Cg(G"). Além disso, temos que C' < Cg(G"). Por fim, G = G"C < Cg(G"),
ie., G" < Z(G). O

Outro resultado que sera 1til é o seguinte:

Proposigao 2.4.2 (Proposicao 2.5, [HLM18al). Seja G um grupo finito e suponha que

existe um elemento x € G tal que
|G = (x)| < 2p,

onde p € o maior divisor primo de |G|. Entdo uma das sequintes afirmagoes € satisfeita:

(1) G possui um p-subgrupo de Sylow ciclico normal.
(17) G € soluvel e (x) é um subgrupo mazimal de indice ou p ou p + 1.

Demonstrag¢io. Primeiro, suponha que p divide |G : (x)|. Como |G : (z)| divide |G| e
|G : (x)] < 2p, temos que |G : (z)| = p. Logo (x) é maximal em G e, pela Proposi¢ao
2.4.1, G é soluvel. Assim, G satisfaz i1).

Agora suponha que p nao divide |G : (x)|. Assim (z) contém um p-subgrupo de Sylow
ciclico P de G. Se P é normal em G, entdo ) é satisfeita. Suponha, entdo, que P nao é
normal em G. Como (x) < Ng(P), segue que |G : Ng(P)| < 2p. Assim, como P nao é
normal em G, pelo Teorema de Sylow (veja Teorema 1.1.2), temos que |G : Ng(P)| = p+1

e que Ng(P) é um subgrupo maximal de G. Mas

No(P): () = AS 2y

= <
|GNg<P)| p—i—l
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e assim Ng(P) = (x). Logo (z) é um subgrupo maximal ciclico de indice p+ 1. Portanto,

pela Proposigao 2.4.1, G é soluvel e ii) é satisfeita. O

Para darmos uma classificagao para os grupos satisfazendo

1

w(G) > m

(Ch),

daremos a seguinte definicao.

Definicao 2.4.1. Sejam G um grupo finito e P um p-subgrupo de Sylow de GG. Se existe
um subgrupo normal N de G tal que G = PN e PN N =1, entao dizemos que G € um

grupo p-nilpotente e, neste caso, N é dito um p-complemento de G.

Por exemplo, G = S5 é 2-nilpotente. De fato, ((1 2)) é um 2-subgrupo de Sylow de G
e ((123)) <G saotaisque (123)N{(12))=1eG=((12))((123)). Observe que
S35 nao é 3-nilpotente pois S3 ndo possui subgrupo normal de ordem 2.

Em geral, qualquer grupo nilpotente finito G é p-nilpotente para todo divisor primo
p de |G|. Reciprocamente, se um grupo finito G' é p-nilpotente para todo divisor primo p
de |G|, entdo G ¢ nilpotente.

Agora enunciaremos dois resultados cujas suas demonstragoes podem ser vistas em

[Rob93]. O primeiro é o seguinte teorema devido a Burnside:

Teorema 2.4.1 (Teorema 10.1.8, [Rob93]). Sejam G um grupo finito e P um p-subgrupo
de Sylow P de G. Se Ng(P) = Cg(P), entao G é p-nilpotente.

O segundo resultado é o seguinte teorema:

Teorema 2.4.2 (Teorema 10.1.9, [Rob93]). Sejam G um grupo finito e ¢ o menor divisor
primo de |G|. Suponha que G nao € g-nilpotente. Entdo os q-subgrupos de Sylow de G

nao sao ciclicos.
Agora podemos enunciar e demonstrar o teorema principal desta subsecao:

Teorema 2.4.3 (Teorema 6, [HLM18a]). Seja G um grupo finito de ordem n e sejam q

e p o menor e o maior divisores primos de n, respectivamente. Suponha que G satisfaz

1

TP

(Cn).
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Entao G € soluvel, os p-subgrupos de Sylow de G contém um subgrupo ciclico de indice p

e uma das sequintes afirmacoes é satisfeita:
(i) O p-subgrupo de Sylow P de G € ciclico e normal em G.
(it) Os q-subgrupos de Sylow de G sao ciclicos, G é g-nilpotente e G" < Z(G).

(i11) Os p-subgrupos de Sylow de G sdo ciclicos, G é p-nilpotente e G" < Z(Q).

-1
Demonstra¢io. Como ¢(C,,) > 1+ np(n) > np(n) e pelo Lema 2.2.2) p(n) > u,

p
segue, por hipétese, que

1 n_ (q—1)n _ nj
T > ,

ve) 2 20¢—=1) p 2p

2
isto é, Y(G) > Z— Logo, existe um elemento = € G tal que o(x) > 22 De fato, se
D
2

P
o(y) < 27;? para todo y € G, entdao ¥(G) < n - 27; = ;Lp, uma contradigdo. Assim, (x) é
tal que |G : (z)] < 2p.

Inicialmente mostraremos que G é soluvel. Seja k o nimero de divisores primos dis-
tintos de |G|. Mostraremos por indugao sobre k. Se k = 1, entdo G é um p-grupo e,
portanto, G é solivel. Assim, podemos supor que k > 1 e que o resultado é verdadeiro
para todos os grupos com ordem divisivel por menos que k£ primos.

Suponha que p divide |G : (z)|. Como |G : (z)| < 2p, temos que |G : (z)| =pe (z) é
um subgrupo maximal ciclico de G. Logo, pelo Teorema 1.2.5, G é solavel.

Suponha, agora, que p nao divide |G : (z)|. Neste caso, (z) contém um p-subgrupo de

Sylow ciclico P de G. Se P é normal em G, entao, pelo Corolario 2.1.1,

VP)HGP) 2 $(G) = Zs i Clr)(Ciym).
Como P ¢é ciclico, ¥(P) = 1(C)p) e, portanto,
1
Y(G/P) > m¢(C\G/PI)'

Logo, como |G/P| tem k — 1 divisores primos, segue, por hipdtese de indugao, que G/P
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é solivel. Sendo P e G/P soltaveis, temos que G é solivel. Por fim, suponha que P
nao ¢ normal em G. Como (x) < Ng(P), segue que |G : Ng(P)| < 2p e, portanto,
|G : Ng(P)| =p+ 1. Como

o G (@) 2p

<2,

temos que |Ng(P) : (z)| =1, ou seja, Ng(P) = (x) é um subgrupo maximal ciclico de G.
Portanto, G é soluvel.

Agora mostremos que os p-subgrupos de Sylow de G contém um subgrupo ciclico de
indice p. Como mostrado no inicio da demonstracao, existe um elemento x € G tal que
|G : (x)| < 2p. Pela Proposigao 2.4.2, temos que ou G possui um p-subgrupo de Sylow
ciclico normal, ou (x) é um subgrupo maximal de G de indice p ou p + 1. Em ambos os
casos os p-subgrupos de Sylow de G' contém um subgrupo ciclico de indice p.

Se G tem um p-subgrupo de Sylow ciclico normal, entdo a afirmagao i) é satisfeita.

Se () é um subgrupo maximal de G de indice p, entdo G contém um g-subgrupo de
Sylow @ de G. Como @ é ciclico e g é o menor divisor primo de n, segue, pelo Teorema
2.4.2, que G é g-nilpotente. Além disso como (x) é um subgrupo maximal de G, segue,
pela Proposigao 2.4.1, que G < Z(G). Neste caso, ii) é satisfeita.

Por fim, se (z) ¢ um subgrupo maximal de G de indice p + 1, entdo (z) contém
um p-subgrupo de Sylow P de G. Se P é normal em G, entdo i) é satisfeita. Assim,
suponha que P nao é normal em G. Como (x) < Ng(P) e |G : (z)| < 2p, temos que
|G : Ng(P)| = p+1. Como antes, (x) = Ng(P) e, por (z) < Cg(P) < Ng(P), temos que
Ng(P) = Cg(P). Assim, pelo Teorema 2.4.1, G é p-nilpotente e, como (x) é maximal,

G" < Z(G) e a afirmacao iii) é satisfeita, como desejado. O
O Teorema 2.4.3 implica nos seguintes corolarios:

Corolario 2.4.1. As conclusoes do Teorema 2.4.3 valem se G satisfaz
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Demonstragio. Como q > 2, segue que ¢ < 2(q — 1) e, portanto,

1

V)2 20— 1)

(Cn) = $(C)-

]

Corolario 2.4.2. Seja G um grupo de ordem impar. Entdo as conclusoes do Teorema
2.4.3 valem se G satisfaz

H(G) > —

Demonstragio. Como q > 3, segue que ¢ < 2(q — 1) e, portanto,

1 1
Y(G) > ﬁiﬁ(cn) > -1

(Cn).
O

Os resultados feitos nesta subse¢ao nos dao condigoes suficientes, baseadas em ¥(G),
para solubilidade de grupos finitos. Outra condicao suficiente para solubilidade de grupos

finitos dada por [HLM18a] é a seguinte:

Teorema 2.4.4 (Teorema 10, [HLM18a)). Seja G um grupo finito de ordem n tal que

¥(G) 2 Sng(n),

Entio G € solivel e G" < Z(G).

Vejamos que essa condi¢ao nao é necessaria. Por exemplo, considere o grupo G =

Cy x Cy x Cy de ordem n = 8. Temos que G é soltvel com ¢(G) =1+ 7-2 =15, porém

V(@) =15 < 2 -96 = 2&0(8).

Para demonstrar o Teorema 2.4.4 precisaremos do proximo resultado que classifica os
p-grupos finitos que possuem um subgrupo maximal ciclico, cuja demonstracao por ser

vista em [Rob93], Teorema 5.3.4.
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Teorema 2.4.5 (Teorema 5.3.4, [Rob93]). Seja G um p-grupo de ordem p". Entio G

possui um subgrupo mazximal ciclico se, e somente se, G € dos sequintes grupos:
(Z> G= CP" ’
i ~ '
(it) G = Cpn—1 x Cp,

(i) G = (x,y|a? =1 =y aya™" =y, paran > 3;

IS
<
S

1

(iv) G Dow = (r,s | ¥ =s=1, srs " =11, 0 grupo diedral de ordem 2";

(v) G = Qo = (1,s | =1, 2= sThrs = =YY, o grupo dos quatérnios

generalizado de ordem 2", n > 3;

(i) G (rs|rP=1=3s""5=s"""Y, o grupo semidiedral.

Com a classificagdo dada no Teorema 2.4.5 podemos mostrar o seguinte resultado, o

qual realmente serd utilizado no Teorema 2.4.4.
Proposigao 2.4.3. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
(i) Se G € um 2-grupo finito com um subgrupo ciclico de indice 4, entao G" < Z(G).

(i1) Se G ¢ um grupo finito de ordem |G| = 2% - 3% com um subgrupo ciclico de indice

menor que 6, entao G" < Z(G).

Demonstragio. (i) Seja (a) é um subgrupo ciclico de indice 4 em G, e seja M um
subgrupo maximal de G contendo (a). Se M = (a), entdo o resultado segue pela
Proposigao 2.4.1. Assim, suponha que (a) < M é um subgrupo préprio. Como
|G : M| = 2, temos que M ¢é normal em G e, portanto, pela Proposigao 1.2.2,
G' < MeG" <M. Além disso, {a) é um subgrupo maximal de M e, portanto,
pelo Teorema 2.4.5, ou M é abeliano, ou |M'| = 2 (M do tipo iii) do Teorema
2.4.5), ou M é diedral, semidiedral ou os quatérnios generalizados. Observe que
se |M'| < 2, temos que |G"| < |[M"] < 2 e, por G” ser normal em G, segue que
G" < Z(G).
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(i7)

Agora, suponha que M é ou diedral, ou semidiedral, ou quatérnios generalizado.
Entao, afirmamos que existe x € M tal que a* = a_lcﬂ?n_l, onde o(a) = 2",

v €{0,1}, o(z) € {2,4} e 2* € Z(M). De fato, basta considerar

a=rex=s para o caso de M ser diedral ou semidiedral e, assim,

a*=r"=r"'=a"' (neste caso vy = 0);

a = s ex =r para o caso de M ser o grupo dos quatérnios generalizado e, assim,

n—2__ _ n—1 _ n—1
ot =s" =5 Tt=s1"" =alta? (neste caso v = 1).

Agora, escreva G = M (y), para algum y € G\M. Se @’ € (a), entdo (a) é normal
em G. Logo, G’ < (a), pois |G : (a)| = 4 e assim G/{a) é abeliano. Portanto G’
é abeliano e G” < Z(G). Suponha, finalmente, que a¥ ¢ (a). Neste caso, como

a¥ € M, temos que a¥ = a’z para algum inteiro . Agora

0 0

(a®) = a’za’r = d’za(x ' a®

Z}) _ GJIQ(ax>6

6,.2

= d’2?(a ')

_ n—1
O 2q 02

= 227" pois 2% € Z(M),

(ay)4 _ (awn*l&wz)z B 1,

pois o(a) = 2" e 2° = 1. Logo, temos que o(a) = o(a¥) = 4, e portanto |M| = 8 e
M’ < {a*). Assim, G” < M’ tem ordem no méximo 2, e portanto G” < Z(G).
Seja (a) um subgrupo ciclico de G tal que |G : (a)| < 6.

Se |G : (a)] =2 ou |G : (a)| = 3, entdo (a) é¢ maximal em G e o resultado segue pela

Proposicao 2.4.1.

Suponha, finalmente, que |G : (a)| = 4. Se § = 0, temos que G é um 2-grupo e
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o resultado segue pelo item (i) e se (a) é maximal em G, o resultado segue pela
Proposigao 2.4.1. Assim, suponha 5 > 0 e (a) ndo é maximal em G. Entdo, pela
Proposicao 2.4.2, G possui um 3-subgrupo de Sylow ciclico normal P. Assim, pelo
Teorema de Schur-Zassenhaus (veja Teorema 1.4.1), G = P x D, onde D é um
2-grupo com |D| = 2%. Como |G : (a)| = 4, temos que P < (a) e D = G/P possui
um subgrupo ciclico (a)/P de indice 4. Portanto, pelo item (), D" < Z(D). Agora,
como G = PD, temos que G' = D'[P, D], e além disso como G’ < Cg(P), segue que

G"=D" < Z(D)nCq(P) = Z(G),
como queriamos.
]
Por ltimo precisaremos também do seguinte resultado devido a Srinivasa Ramanujan

Proposicao 2.4.4 (S. Ramanujan). Se ¢ = 2, ¢ = 3, ... € a sequéncia crescente de

todos os numeros primos, entao
&+ 1

2
i=1 4 —

_?
==

—_

Demonstragio. Inicialmente, temos que [] (1 — q;s) = ((s)"! para s > 1, onde ((s) =

i=1
o)

1
Z — denota a fungao zeta de Riemann. Tal igualdade pode ser vista [Ser73], Capitulo
nS

n=1

2 4
6, secao 3.2. Pelas Identidades de Euler, ((2) = % e((4) = % Agora, observe que
[ 1—g> 71— 1-¢°)14+4¢"°) 7 —s
e = = = )<_s >:H(1+qz- ).
2 1—q° i=1 1_q i—1 l—g i—=1
Logo,
ﬁ(l + qfs) _ H;.il 1— q;ZS _ C(zs)_l _ g(s) )
i=1 ' [ 1—¢q7° C(s)~* ¢(2s)
Fazendo s = 2, temos que
ad 6

[[O-¢?)=¢2)" ==

i=1
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2
Mo+g?=S2-5-0
i1 4) & =

Por fim, observe que

¢ +1 o
11%2_1:11_[1%21;1
a3

o lta
Cal-g?
_ I 144
IR g

L5
::,2:5.

¢+1 5
@1 2

o0
Portanto H

i=
Como consequéncia dessa proposi¢ao temos o seguinte lemas:

Lema 2.4.1. Seja ps, ps, ..., ps numeros primos tais que 3 < ps < p3 < ---

5 -1 5
pz > 2
11p1+1 6

Demonstragcio. Como ps > 3, temos que, pela Proposicao 2.4.4,

2241 3418 p3+1<5
22 -1 32—1i:1p§—1 2’
ou seja,
s 2
‘+1 6
<2
z:lpi_1 i)
Portanto,
s Z2 5
=R

Agora, ja temos todas as ferramentas para demonstrar o Teorema 2.4.4.

< ps, entao

66



CAPITULO 2. A FUNCAO v 67

Demonstracao do Teorema 2.4.4.
3
Suponha que ¥(G) > gngp(n), e seja p; 0 maior divisor primo de n. Pelo Lema 2.2.1,
n
temos que p(n) > — e, assim por hipdtese,
b1

3n
Logo, existe um elemento z € G tal que o(x) > . e, portanto,
P1

5
|G = (x)| < §p1 < 2p;.

Logo, pela Proposigao 2.4.2, ou G é soluvel ou G tem um p;-subgrupo de Sylow ciclico
normal P; de G.

Inicialmente, provaremos que G é soltivel. Se n = p¥ para algum inteiro positivo k,
entdo G é um p;-grupo e, portanto G é solivel. Se G = p'p¥, entdo, pelo Teorema de
Burnside (veja Teorema 1.2.3), G também é soltuvel. Logo, podemos supor que n é divisivel
por pelo menos trés nimeros primos distintos, e assim p; > 5. Também podemos supor
que GG possui um pi-subgrupo de Sylow ciclico normal. Logo, pelo Teorema de Schur-
Zassenhaus (veja Teorema 1.4.1), G = P; x H para algum subgrupo H de G. Como
H = G/P; e assim Y(H) = (G/P,), pelo Corolario 2.1.1 temos que

Y(G) < Y(POY(G/P) = (P)y(H),

(@)
e, portanto, ¢Y(H) > .
=)
Seja h := |H|. Entao n = h|Py| e, por mdc(h,|Pi|) = 1, temos, também, que p(n) =
P P?+1
eol1D) = () — DI Lembro aue pr 2 5 ¢ w(Py) = 2L oo que
1 1

V(H) >

5

(1| P>+ 1) 5 pi(p1|Pi|? + 1)
_ 3he(h)|P*(p? - 1)
5 PP+
3ho(h)|[P*(pf — 1)
5 pilPl?+ | P2

<3> npn)(pr+1) _ 3 (AP (pr = DIP])(pr + 1)




CAPITULO 2. A FUNCAO v 68

_ 3he(h)|P*(p} — 1)
5 (i + 1P

_ 3he(h)(p —1)

5

3

5

p?+1
24

o(h)= > ;hw(h),

>
- 26

1
ou seja, Y(H) > ihga(h). Agora, seja py o maior divisor primo de h. Pelo Lema 2.2.1,

2

h
W(H) > . de modo que existe um elemento y € H tal que o(y) > 2 © portanto,
P2 D2

[H = ()| < 2pa.

Pela Proposicao 2.4.2, ou H é solivel ou H possui um po-subgrupo de Sylow normal
ciclico P,. Se H é soluvel, entdo G também o é, pois H = G/P; e P, sao soluveis.
Assim, podemos supor que H possui um po-subgrupo de Sylow normal ciclico P,. Logo,

H = P, x V, para algum subgrupo V de H e, portanto,
G=P x(P,xV).
Agora, sejam p; > ps > - -+ > p; > 3 nimeros primos e suponha que
G=P x(Pox(-- (P xK).)),

onde P; sao p;-subgrupos de Sylow ciclicos de G e K é um subgrupo adequado de G.
Escreva k = |K| e suponha que ¢t é o maior inteiro positivo com essas condigoes. Pelo

Corolario 2.1.2, segue que

U(G) S Y(P)Y(R) - (P)Y(K),

e, portanto,
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| Pi|? 41
Como ¢(P;) = M, usando a nossa hipdtese inicial, temos que
pi
Y(G) 3 Lopi+1
Y(K) > > —np(n _
5= Smgatey o = 50 W pipp
3 LR (ps — DIP|(ps + 1
oy 7 PA2— DIPp+)
5 =1 B+

3 LR - 1)
kol A\ — )
5 ol )i:rllpi(pi|Pi|2+1)

3 Lpr—1

onde a ultima desigualdade segue pelo Lema 2.4.1.

Agora seja p;1 0 maior divisor primo de k. Assim, pelo Lema 2.2.2, temos que
2

k
(K) > = - —— e, portanto, existe um elemento v € K tal que o(v) >
2 pia Pr+1
|K : (v)| < 2pg41 e, pela Proposicao 2.4.2, ou K é solivel ou K tem um p;-subgrupo de

. Assim,

Sylow normal ciclico P, de K. No primeiro caso, se K é soltivel temos que GG também o
é. Assim, podemos supor que K possui um p;,i-subgrupo de Sylow normal ciclico P ;.
Dai K = P,y; x W para algum subgrupo W de K; e, pela maximalidade de ¢, temos que
pir1 < 3. Logo, K é um {2, 3}-grupo, i.e., |K| = 2°3° para alguns a, § € Z, e portanto
K é soluvel. Disto segue que G é soluvel, como queriamos.

Observe que foi provado que
G=Px(Pox (- (P xK).)),

onde P; sdo p;-subgrupos de Sylow ciclicos de GG, e ou K possui um subgrupo maximal
ciclico ou |K| = 2%3% e K tem um subgrupo ciclico (v) de indice menor que 6. Por fim,
mostraremos por indugao sobre ¢, que essas hipéteses implicam que G” < Z(G). Se t = 0,
entdo o resultado segue pela Proposicao 2.4.1 e pela Proposicao 2.4.3 item (7). Assim,
suponha que t > 0 e seja H = (P x -+ (P, x K)...). Por hipétese de indugao, temos que
H" < Z(H). Como G = P, x H e Py ciclico, temos que G' < Cg(P;) (pela Proposigao
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122) e G/ = [Pl,Pl][PhH][H, H] = Hl[Pl,H]. LOgO,
G"=H"<ZH)NCs(P) < Z(G)

o que completa a demonstracgao.

Por ultimo encerramos a secao com o seguinte resultado.

Teorema 2.4.6 (Teorema 11, [HLM18al). Seja G um grupo finito de ordem n e sejam

q e p o menor e o maior divisores primos de n, respectivamente. Suponha que G satisfaz

V(@) = _ng(n).

Entao ou G tem um p-subgrupo de Sylow ciclico normal ou G é um grupo soluvel com um

subgrupo maximal ciclico com indice p ou p + 1.

1
Demonstragio. Suponha que G é um grupo de ordem n com (G) > —nep(n). Pelo Lema
q

-1
2.2.2, o(n) > u, segue que
p

(g—1)n

qp

Assim, existe um elemento x € G tal que o(x) > e assim

q
G: < —— . p<2p.
Gl < p<

Logo, pela Proposicao 2.4.2, ou G tem p-subgrupo ciclico normal, ou G é soltvel com um

subgrupo maximal ciclico de indice ou p ou p 4+ 1, como queriamos. O]

No capitulo seguinte, generalizaremos a funcao v e veremos que muitos dos resultados

deste capitulo podem ser generalizados de maneira natural.



Capitulo 3

Uma generalizacao da funcao v

Neste capitulo, iremos introduzir a func¢ao 1, e bem como alguns resultados que servirao
de base para mostrarmos um analogo ao Teorema B do capitulo anterior. Vale ressaltar
que a funcdo ¢y ja foi considerada em [AA14b], por S.M. Jafarian Amiri e M. Amiri,
e ela também aparece como casos particulares de fungoes tratadas por M. Garonzi e M.
Patassini, em [GP17], e por M. Amiri, em [AmiM20]. Em [A A14b], os autores definem

Y* para tratar a funcio aqui definida como 1.

3.1 A funcao

Sejam G um grupo finito e £ > 1 um inteiro. Considere

zeG

onde o(z) denota a ordem do elemento = € G.
Iniciaremos mostrando, como no Lema 2.1.1, que a funcao 1, também ¢é uma funcao

multiplicativa.

Lema 3.1.1 (Lema 2.5, [AA14b]). Se G ¢ H sao grupos finitos, entdo

Up(G x H) < hp(G)Yr(H).

71
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Além disso, V(G x H) = (G (H) se, e somente se, mdc(|G|,|H|) = 1.

Demonstragio. Aqui basta observar que o((g,h))" < (o(g)o(h))* = o(g)*o(h)¥, para

quaisquer g € G e h € H, e proceder como na demonstracao do Lema 2.1.1. O

Vejamos agora, como no Lema 2.2.1, o valor de ¢;(P) para um p-grupo ciclico P e
assim, usando o fato que 1 é multiplicativa, podemos analisar 13 (C,,) do grupo ciclico

Chp.
Lema 3.1.2. 1) Se P é um grupo ciclico de ordem p" para algum primo p, entao

PP+ +ptl PPt +p A+l '

%(P) =

2) Sejam p; < py < --- < p = p os divisores primos de n e denote os correspondentes

subgrupos de Sylow de C,, por Py, Ps, ..., P;. Entao

t 2k
Cn — Pz > k+1
(G = [To(P) > g

Demonstragio. 1) Como no Exemplo 2.1.1, temos que ¢4(C,) = > d* - p(d). Em
din
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particular,
t
=0
t . .
=1+> p'p—1)p*
i=1
p -1 t (h+1) p -1 pk+1 - p(k-‘rl)(r—i-l)
Zp 1 — phtt
- ppk+1 Topphtl pp(k+1)(r+1) _ kil +p(k+1)(r+1)
p(1 — pk+1)
1— p(k-i-l)(r-l—l) - pk + p(k+1)r+k

1_pk+1
P —p) + (L —p)(@" T+ p+ 1)
Q=p)@+-+p+1)
pUHDrpk k=1 ]
PPt +ptl
_ |P|k+1pk+pk71+---—i—p+1
- PP +p+1

Y

isto é, Yy (P) = pht o +p+1

2) Como C,, = Py x Pyx---x Py, pelo Lema 3.1.1, temos que ¢ (C, H Yr(P;). Além
k k pkﬂ
disso, como p;,, > pi +---+p;+1,ie., ———— >1paracada 1l <i<t—1,
p+1 p p pf-f—pz—i-l p

e como 2 < py, segue, pelo item 1), que

t t|P|k+1l§+pk 1y +p;+1
C,) = P) = Z :
Ur(Cn) Z-:lek() Z:Hl Pt tptl
t |P|k+1k
> [] = (pois pf ™' + -+ +1>0)

bttt t+1

k
(|P1| |Pt k+1H k b;

et pi+1
— gkl pl H p?+1
pE+ - pe L\ pf i+
> kit p’f
T Pttt
>nk’+l 2k

B P4 Fp+ 1
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2k
Portanto, ¥4 (C,,) > s
UlC) >

O
Agora enunciaremos e demonstraremos o seguinte resultado que é similar ao Teorema

2.3.1.

Teorema 3.1.1. Seja G um grupo nilpotente de ordem n. Entio ¥y(G) < ¢¥y(H) para
todo grupo nilpotente H de ordem n se, e somente se, cada subgrupo de Sylow de G tem

expoente pPrimo.

Demonstrag¢io. Suponha que H é um grupo nilpotente de ordem n > 1 e seja n =
piipy?...pyt, onde pi,pa,....,pr sao primos distintos e todos r; > 1 sdo inteiros. Como
H ¢ nilpotente, temos que H é o produto direto de seus subgrupos de Sylow, i.e.,
H =P, x P, x---x P, onde P; é o p;-subgrupo de Sylow de H. Assim, pelo Lema
3.1.1,

Vr(H) = V(P (Py) - Y (P).

Como todo elemento diferente 1 em P; tem ordem maior ou igual a p;, temos que ¥y (P;) >
1+ pF(pl* — 1) para todo 1 < i < t, e a igualdade ocorre se, e somente se, exp(P;) = p;
para cada i. Portanto, segue que ¥, (G) < ¢, (H) para todo grupo nilpotente H de ordem

n se, e somente se, cada subgrupo de Sylow de G tem expoente primo. O]
Como corolario direto do Teorema 3.1.1 temos o seguinte:

Corolario 3.1.1. Se G € um grupo finito de ordem n = pi*---p;* e

t

Ue(G) < [I(i (07" = 1) + 1),

i=1
entdio G € nao-nilpotente.

Assim, quando n é um nuimero nilpotente (i.e., quando todos os grupos de ordem n
sdo nilpotentes), vemos que ¢ (G) assume valor minimo sobre o grupo G de ordem n
cujos subgrupos de Sylow tem expoente primos.

Agora, veremos um analogo para o item v) do Lema 2.2.3 para o caso 1;. Esse Lema

tera grande importancia na demonstracao do Teorema 3.1.3.
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Lema 3.1.3. Seja G um grupo finito satisfazendo G = P x F, onde P € um p-grupo
ciclico para algum primo p, |F| > 1 e (p,|F|) = 1. Considerando Z = Cp(P), temos que

Vi(G) = Yr(P)Yr(Z) + |PlYn(F\Z) < Yp(P)Yr(Z) + | Pl (F).

Demonstragio. Note que G = PF = P(ZU(F\Z)) = PZUP(F\Z) é uma uniao dis-

junta. Assim

Vr(G) = Yp(PZUP(F\Z)) = x(PZ) 4+ u(P(F\Z)),

e portanto por (3) temos que Yx(PZ) = ¢¥p(P)Ur(Z) e por (4) temos ¥ (G\(PZ)) =
| Pl (F\Z). Portanto,

Vi(G) = Yr(P)Yr(Z) + |PlYn(F\Z) < Yp(P)Yr(Z) + | Pl (F).

]

Como no caso da 1, o Corolario 2.1.1 tem uma grande importancia no estudo do

comportamento de ¢ (G). Para 1, também temos o mesmo resultado como a seguir:

Lema 3.1.4 (Lema 2.2, [AA14Db]). Seja P € Syl,(G) um p-subgrupo de Sylow de G.
Suponha que P é normal em G e que P € ciclico. Seja x € G e suponha que a classe
lateral Px tem ordem m, como um elemento de G/P. Entio vy(Px) < mFip(P), com a

tqualdade se, e somente se, x centraliza P.

Demonstragio. Temos que m divide o(z), e assim o(x) = mgq para algum ¢ inteiro. Logo,
g = o(z™). Como ™ € P (pois Pz tem ordem m), temos que ¢ é uma poténcia de
p. Além disso, como m divide |G/P| que nao é divisivel por p, segue que m e ¢ sao
relativamente primos entre si. Logo, existe n tal que gn =1 (mod m). Agora, o(z?) =m

e escrevendo y = (x?)", temos que o(y) = m, pois n é coprimo a m. Note que
Py = Pz® = (Px)™ = Pu,

e além disso, y centraliza P se, e somente se, x centraliza P. De fato, se y centraliza P e
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g € P, entao por Pr = Py temos que x = hy para algum h € P, e portanto

zg = (hy)g = h(yg) = h(gy) = (hg)y = (gh)y = g(hy) = g.

Podemos entao substituir z por y e supor que o(x) = m. Agora todo elemento de Px
tem a forma ux para algum u € P. Mostremos que o(uz) < m - o(u) com a igualdade
se, e somente se, x centraliza u. De fato, como P é ciclico, P possui apenas um nico
subgrupo de cada ordem dividindo a ordem de P. Desta forma, para cada o € Aut(P),
o subgrupo o({(u)) de P tem a mesma ordem que (u), e portanto o({u)) = (u), i.e., (u) é
um subgrupo caracteristico de P. Note também que dado g € G, iy : P — P dado por
iy(v) = g~ 'ng é um automorfismo de P, e portanto i,({u)) = (u), ou seja, (u) é normal

em G. Logo (u)(x) é um subgrupo de G, e portanto
o(uz) < [{u)(x)| =m - ofu).

Por outro lado, se a igualdade ocorre entao (u)(x) é um subgrupo ciclico, gerado por uz,
e assim x centraliza u. Reciprocamente, se x centraliza u, entdo como o(x) e o(u) sdo
coprimos, temos que o(uzx) = o(x)o(u) = m - o(x).

Por fim,

Ui (Px) = Z o(uz)* < Z mFo(u)" = m" Z o(u)® = m*y(P)

ueP ueP ueP

e a igualdade ocorre se, e somente se, x centraliza v para cada u € P, ou seja, se, e

somente se, x centraliza P. O

E como consequéncia, temos o importante resultado:

Corolario 3.1.2. Se P € um p-subgrupo Sylow normal ciclico de um grupo finito G, entdo

Vr(G) < Yp(P)Yr(G/P),

com a igualdade se, e somente se, P é central em G.

Demonstragio. Observe que G é uma unido disjunta de todas as classes laterais Px com
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Pz € G/P, de forma que ¢ (G) = Y_  y(Pz). Logo, pelo Lema 3.1.4, temos que
PzeG/P

e(G) = > w(Px) < 30 o(Pw)*n(P) =¢i(P) > oPx)*

PzeG/P PzeG/P PzeG/P

= Ve(P)r(G/P),

ou seja, Y(G) < ¥ (P)Yx(G/P). Por outro lado, a igualdade vale se, e somente se, cada,

x € (G centraliza P. O

Como visto no capitulo anterior, em geral, ¥4 (G) e |G| ndo determinam a estrutura
de G. Por outro lado, veremos que os grupos ciclicos sao completamente determinados

por ¥ (G) e |G|, uma generalizagao direta do Teorema I.

Teorema 3.1.2 (Teorema 2.6, [AA14b]). Seja G um grupo ndo-ciclico de ordem n.
Entao (G) < ¢p(Ch).

Demonstragio. Suponha que ¥ (G) > ¥ (C,,). Devemos mostrar que G = C,,. Mostra-
remos por inducao sobre n. O caso n = 1, é direto. Assim, suponha por hipdtese de
inducao, que o resultado ¢ verdadeiro para todos os grupos de ordem menor que n > 1.

n
Agora, pelo Lema 2.1.3, ¢(n) > —, onde p é o maior divisor primo de n, temos que
p

k1
Ye(G) = Ui(Cn) > n'p(n) = et
k+1 nk
e., Yp(G) > Logo, existe x € G tal que o(z)* > —, caso contrério teriamos
nk o pktl b n
que Yp(G) < n-— = , uma contradigdo. Assim, o(z) > 7 > — e, portanto,
p p p

|G : (x)| < p. Logo (z) contém um p-subgrupo de Sylow ciclico de G e, por |G : Ng(P)| <
|G : (z)| < p, P é normal em G. Assim, pelo Corolario 3.1.2,

k(@) < Pu(P)Yr(G/P),

112

com a igualdade se, e somente se, P ¢ central em G. Observe que P = C, e C,
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Cpr X Cypr, onde p" = |P|. Assim,

Up(P)Yr(G/P) > i(G) > Yr(Cr) = Yu(Cpr )b (Chypr) (3.1)

e, portanto,

Vi(G/P) > Yp(Crypr).

Como |G/P| = ;T, temos, por hip6tese de indugdo, que G/P é ciclico e, portanto,
Vp(G/P) = Yp(Cypjpr). Assim, todas as desigualdades em 3.1 sao igualdades, i.e., P é
central em GG. Como P é central em G, temos que G/Z(G) < G/P é ciclico e, assim, G é
abeliano. Logo, G = P x @, onde ) = G/ P é ciclico de ordem coprima com p. Portanto

G é o produto direto de dois grupos ciclicos de ordens coprimas, isto é, G € ciclico. O

Por fim, veremos o nosso resultado principal que generaliza o Teorema B visto no

Capitulo 2.

Teorema 3.1.3. Sejam G um grupo nao-ciclico de ordem n e q o menor divisor primo

de n. Entao
1

(q—1)k

Demonstracio. A ideia da demonstracao é seguir os mesmos passos do Teorema B e

Vr(G) < V1(Cr).

adaptando as desigualdades que aparecem de maneira apropriada.

1
Mostremos que se ¥y (G) > ———1x(C,), entdo G = C,,. Como o caso k = 1 ja foi

(g1

demonstrado no Teorema B, podemos supor que k& > 2. Essa hipotese serd necessaria no
final da demonstracao.
Inicialmente note que ¥x(C,) > 1+ n*p(n) > nfp(n). Pelo Lema 2.2.2, temos que

—1)n
o(n) > u, onde p é o maior divisor primo de n. Assim,
p

1 nk—l—l

s Uk(Cr) > T
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k

W7 isto é,

e portanto, existe z € G tal que o(x)* >

nk 1/k n n n
olz) > <p<q - 1>k—1> = Gl G

pois p > g — 1. Assim |G : (z)| = |G]/o(x) < 7} = p, e (z) contém um p-subgrupo de
n/p

Sylow P de G. Como (z) < Ng(P), temos que |G : Ng(P)| < p e portanto pelo Teorema

de Sylow, |G : Ng(P)| =1 (mod p) implica que |G : Ng(P)| = 1. Disto segue que P é

um p-subgrupo de Sylow normal ciclico de GG e pela Proposicao 3.1.4, obtemos que

1 1

Up(P)Yr(G/P) > i (G) > W¢k(cn) = ka<cpr)wk<cn/p’")>

onde |P| = p". Como P = C,r, fazendo os devidos cancelamentos temos que

(¢ —

Se n = p", entdo a existéncia de x com o(z) > n/p, garante que o(x) = n e, portanto,
G é ciclico. Podemos supor que n é divisivel por exatamente ¢ primos diferentes com
t > 1. Aplicando indugao sobre t, podemos supor que o resultado é verdadeiro para
todos os grupos de ordens com menos que t divisores primos distintos. Como |G/P| tem
t — 1 divisores primos distintos e G/ P satisfaz a nossa hipdtese, segue que G/P é ciclico.
Como (|P|,|G/P]|) = 1, temos, pelo Teorema de Schur-Zassenhaus, Teorema 1.4.1, que
G=PxFcomF=G/PelF #{1}. Note que n = |P||F|, P e F sao ciclicos de ordens
coprimas, logo

Ur(Cr) = V(P x F) = 9 (P)Yr(F).

Se Cp(P) = F, i.e., os elementos de P comutam com os elementos de F', entdo G = P x I,
e portanto G é ciclico, como desejado. Assim, é suficiente provar que se Cp(P) =: Z < F,
1
entao Yi(G) < W@%(C’n) Pelo Lema 3.1.3, segue que
q —

Vi(G) = Vp(P)Yr(Z) + |Ploe(F\Z) < u(P)Yr(Z) + | Plbw(F),
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logo

Ur(G) < Ye(P)Yr(F) (Z:E}Zw; + ¢,|ﬂ>)> '

Note que como P é um p-grupo ciclico, temos

Pl P+ ]
Uk(G)  pFIPM 4 pEt e p L
PI(P*+---+p+ 1)

pF[PIFH
P +p+1
pFIPI*
PP +p+1
prp*
P +p+1
p2k_1
Lot
(p—1F = ¢~

<

IN

onde a penultima desigualdade segue pelo fato que

-1 (p-DE* '+ 4p+1)

(p—1F (p—1)*
1 P p2k71
= + _|_ PN _|_ - -
RV TR VRS Vi
k—1 k=1 ko ok—1
S L LY AR i i
(p—1) (p—1) (p—1)
k—1
:<pf1> (I+p+-+p" ) =1+p+-+p",
2k k—1
. _ p—1 l+p+---+p 1
ouseja, Ll +p+--- +pk < e, portanto, < .
(p—1)F p* —1 (p—1)F

Como Z é um subgrupo préprio do grupo ciclico F' e que F é o produto de seus
subgrupos de Sylow, temos que ao menos um subgrupo de Sylow de Z, digamos um r-
subgrupo de Sylow Rz, estd contido propriamente no r-subgrupo de Sylow Rp de F' de
ordem 7°. Note que ¢y(F) = [[¥x(Rir), onde R;p percorre por todos os subgrupos de

R;
Sylow de F. Analogamente, ¢y(Z) = [[¢x(Riz). Note também que M <1, de
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forma que

Un(Z) _ M Ye(Rizg) < Vp(Rz)
U(F)  TIve(Rip) — r(Rp)

Logo, como r > ¢q, s > 1 e k > 2, usando o Lema 3.1.2,

B |RF|k+lrk+Tk*1_’_...+7’—|—]_
N rk4+ .. 4 r+1

I e S e R |
B k441

Up(Rp) Yr(Rz)

e assim obtemos que

¢k(Z> < ¢k(RZ> . |Rzlk+17’k —+ k-1 4+ r+1
wk<F) N wk(RF) |RF|k+1Tk+rk—1+...+r+1
IR A g
|Rp|FE e ]
=D+ k=1 4
stk k=l 4 ]
Pl D+ |k
rs(k+1)+1
,,,(s—l)(k-i-l) +1
TG
s—1)(k+1
SQiaL;) (pois 1 < (== D0+
2 k

= RS e (pois 2 < kegq<r).

< (pois |Rz| < r¥71)

< (pois 7" + o 4+ 1 < 0F)

Agora note que

k k k
q q—1+1> ( 1 ) k k
— ) = =(1+—] >1 4+ ——>1+ -,
(@-J < q—1 q—1 q—1 q

onde a penultima desigualdade segue pela Desigualdade de Bernoulli (lembre-se que a
Desigualdade de Bernoulli afirma que (1 + z)" > 1 4 na para n inteiro positivo e x > —1

um ntmero real qualquer). Portanto, pelo Lema 3.1.3 e usando que

< , <— e 14+-<
Ve(F) " (G) ¢ q

qg—1

v(Z) _ k Pl 1 k <q>’“
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obtemos

uma contradi¢ao. Logo temos o desejado. O
Para grupos de ordem impar, temos o seguinte:

Corolario 3.1.3. Seja G um grupo finito de ordem impar. Entdo

Uil(G) < (G

Demonstracao. Seja ¢ o menor divisor de n. Se n é impar, entao 3 < ¢ e, portanto,

2 < q—1. Logo, pelo Teorema 3.1.3,

1

1
m@bk(cn) < 7wk(Cn)

@Dk(G) < S ok

O

Uma tltima observagao: Para grupos nao-ciclicos de ordem n, o valor ¢ (G) provavel-

Y (Cy x C 1432k

€ X ) () = LB E e,
Pr(Cy) 1+2F4+2-2

que seria uma generalizacdo para v, do Teorema A.

mente pode ser limitado superiormente por

Finalizaremos a dissertacao com o préximo capitulo fazendo uma pequena conclusao
dos resultados trabalhados aqui e com indicagoes para estudos futuros que seguem na

mesma linha tratada aqui.



Capitulo 4

Consideracoes Finais

Seja G a classe de todos os grupos finitos. Vimos neste trabalho, através da fungao

¢: G = N, dada por ¥(G) = > o(z), e por algumas desigualdades envolvendo ¢(G) e
zeG
|G|, que é possivel obtermos propriedades da estrutura de G. A saber, conseguimos al-

guns critérios de ciclicidade, condi¢des necessarias para nilpoténcia e condi¢oes suficientes
para solubilidade de grupos finitos. Além disso, vimos que alguns resultados podem ser
generalizados através da func¢do ¢y,: G — N definida por ¢ (G) = > o(z)F.

zeG

Como resultado principal deste trabalho foi dada uma demonstracao para o seguinte

resultado, o qual generaliza o Teorema 3 em [HLM18a] para 1:

Teorema 4.0.1. Sejam G um grupo nao-ciclico de ordem n e g o menor divisor primo

de n. Entao

1
W%AG)'

Ha muitos outros estudos relacionadas ao tratado aqui. No Capitulo 2, foi mostrado

Ur(G) <

que para um grupo nao-ciclico G vale que (G) < 171@/)(Cn) e que G = Cyy, x Cy satisfaz
P(G) = 1711p(0n). A partir desse resultado temos o seguinte problema: determinar todos
os grupos que atingem tal cota. Resolvendo esse problema M. Herzog, P. Longobardi e
M. Maj, em [HLM19], mostraram que tal igualdade é satisfeita se, e somente se, n = 4k
com mdc(k,2) = 1 e G = Cy x Cy. Outros autores também estudaram o problema,

de determinar o valor maximal da soma das ordens de elementos sobre os grupos nao-

ciclicos de mesma ordem. Por exemplo, S.M. Jafarian Amiri e M. Amiri no artigo “Second
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maximum sum of element orders on finite groups”, [A Al4a]; e Shen, R., Chen, G., Wu,
C. no artigo “On groups with the second largest value of the sum of element orders”,
[SCW15].

Observe que o Teorema A, do Capitulo 2, nos da um critério de ciclicidade para grupos
finitos: Se ¥(G) > 171¢(C|G), entdo G é ciclico. Nesta direcao, hé outros resultados
relacionados que nao foram tratados no trabalho. Marius Tarnauceanu mostrou em seu
artigo “A criterion for nilpotency of a finite group by the sum of element orders”, [Tar19],
que se Y(G) > ;i)w(Cm), entao G ¢é nilpotente e a igualdade vale se, e somente se,
G = S3 x C,y, com mdc(6,m) = 1. M. Baniasad Azad e B. Khosravi mostraram no artigo
“A criterion for solvability of a finite group by the sum of element orders”, em [AK18],

211

P(G) > ﬁw((}m), entdo G é solivel. Além disso, os mesmos autores mostraram, em
31

[AK19], que se ¥(G) > ﬁw(Cn), entdo G é supersoluvel, i.e., G possui uma série normal

1=Go 246G, 9---4G, =G,

onde cada G; é normal em G e cujos fatores G;11/G; sdo grupos ciclicos para todo 0 <
1 <n-—1.

Resumindo todos os resultados em um unico teorema:
Teorema 4.0.2. Seja G um grupo finito de ordem n.

7 W(Cy), entao G € ciclico.

1) (Herzog-Longobardi-Maj)  Se ¢(G) > 1

1
2) (Tarnauceanu) Se Y(G) > £¢(Cn)7 entao G € nilpotente.
_ 211 o
3) (Azad-Krosravi) Se (G) > @1/)(0”), entao G € solivel.
' 31 L )
4) (Azad-Krosravi) Se Y(G) > 7—7¢(Cn), entdo G € supersolivel.
Uma observacao interessante é observar de onde vem as constantes do Teorema 4.0.2.
. (@)
Definindo ¢'(G) = , temos que
= e
7 13 211 31
/ _ / _ / _ / _ 2
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ou seja, as constantes do Teorema 4.0.2 sao os valores de v’ para o grupo de menor ordem
que é nao-ciclico, nao-nilpotente, nao-soliivel e nao-supersoltuvel, respectivamente.
Outras funcgoes relacionadas foram definidas por M. Garonzi e M. Patassini em “Ine-

qualities detecting structural properties of a finite group”, [GP17],

PE) = Tlo@) e Ralns) =Y

zeG zeG 90(0(':6))T ’

onde r, s sao numeros reais. Para tais fung¢oes temos o andlogo do Teorema I, isto é, vale

que P(G) < P(Cigy) e, parar < s —1e s > 1, entdo Rg(r,s) < Re, (1, s) em ambos a

igualdade ocorre se, e somente se, G é ciclico. Observe que R (0,5) = > o(z)° e, assim,
zeG

temos outra demonstracao para o Teorema 3.1.2. Além disso, note que dado um elemento

x € G, o subgrupo (z) tem (o(x)) geradores. Assim

Re(1,1) =Y ofx)

sec: plo(2))

¢ igual a soma dos tamanhos dos subgrupos ciclicos de G e

Fe(1,0) = éwwl(x»

é igual ao nimero de subgrupos ciclicos de GG. De forma que é possivel obtermos outras
informacoes, além das tratadas aqui no trabalho, do grupo G.
Por fim, encerramos sugerindo mais outro problema relacionado. No Kourovka Note-

book, [Koul8], temos a seguinte conjectura:

Problema (Problema 18.1, [Koul8]). Se G é um grupo finito de ordem n, entio existe

uma bijecao f: G — C,, tal que para cada elemento x € G vale que o(x) divide o( f(x)).

Mohsen Amiri, em [AmiM20], resolveu esse problema. Uma simples aplicagao desse
resultado é uma outra demonstracio para o fato de ¥i(G) < ¥i(C,). De fato, como

o(z) | o(f(z)) para todo x € G, temos que o(x) < o( f(x)) para cada = € G. Logo,

Ue(C) = 3 o(y)* =D (o(f (@) = D o(w)" = Ui(G).

yeChp zeG zeG
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Em [AmiM20] o autor denota ¢ (G) = ¥*(G), onde f(x) = z para todo = € R. No

artigo [AmiM20] tem outras implicagoes para existéncia de tal bijecao.
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