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Resumo

O objetivo deste trabalho é usar a revisao bibliografica sobre a Teoria das Particoes
para construir roteiros de atividades que, com o auxilio de materiais concretos ma-
nipulaveis, possam ser utilizados por professores dos ensinos fundamental IT e médio.
Esses roteiros foram construidos seguindo a cronologia do texto, que comeca pela de-
finicao de particao, que é a forma de escrever um nimero inteiro positivo n usando
adicoes com soma igual a n, na qual a ordem das parcelas nao é relevante. O texto
segue por algumas identidades em particoes que tém em comum o fato de suas demons-
tragoes serem feitas por provas bijetivas e termina em representagoes matriciais, que é
uma forma de representar uma particao irrestrita como uma matriz de duas linhas.

Para facilitar o uso das atividades pelos professores serd construida uma tabela
antes das atividades, na qual serao listados o publico-alvo, os roteiros, os objetos de
conhecimentos e as habilidades por eles abordados, utilizando como referéncia a Base
Nacional Comum Curricular de 2017. Alguns dos objetos de conhecimentos abordados
nas atividades sao: contagem, representacao binaria, potenciacao, funcao e matrizes.
Esses objetos de conhecimento serao trabalhados nos roteiros de forma construtiva por

meio de materiais concretos manipulaveis.

Palavras-chave: partigoes, provas bijetivas, grafico de Ferrers, representacoes ma-

triciais.



Abstract

The main goal of this work is to use bibliographic review on the Theory of Partitions
to build guides of activities that, with the help of concrete manipulable materials,
can be used by teachers of elementary school and high school. These guides were
constructed following the chronology of the text, which starts with the definition of
integer partition, which is the way of writing a positive integer n using additions and
such that the sum is equal to n, the order of the parcels does not matter. It goes through
some identities in partitions that have in common the fact that their demonstrations
are made by bijective proof and ends in matrix representations, which is a way of
representing an unrestricted partition as a two-line matrix.

In order to make the activities more clear for teachers, a table is built with the
target audience, the activities, the guides and objects of knowledge and skills they
cover, using the Common National Curriculum Base of 2017 as reference. Some of
the objects of knowledge covered in the activities are: counting, binary representation,
potentiation, function and matrices. These objects of knowledge will be worked on in

the guides in a constructive way by using manipulable concrete materials.

Keywords: partitions, bijective proofs, Ferrers graphs, matrix representations.
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Introducao

Este trabalho tem como tema principal particoes de um inteiro positivo. Uma
particao de um inteiro positivo n é uma maneira de representd-lo como adigoes de in-
teiros positivos, na qual a ordem das parcelas nao sao levadas em consideracao e sua
soma é n. O que se almeja com este trabalho é fazer uma revisao bibliografica sobre
producoes realizadas acerca da Teoria de Particoes, encontrando, assim, identidades e
resultados que possam ser utilizados nos ensinos fundamental IT e médio. Além disso,
pretende-se contribuir com a elaboragao de atividades fazendo uso de materiais concre-
tos manipuldveis com possiveis aplicagoes no cotidiano escolar, tanto em identidades
de particoes quanto em matrizes. Para tanto, faz-se necessario conhecer um pouco
da histéria das partigdes. Acerca do estudo das partices de ntmeros inteiros, nao
é possivel afirmar ao certo quando tiveram inicio os primeiros trabalhos nessa &rea.
Sabe-se, porém, que Leonhard Euler realizou as contribui¢oes mais significativas para
a area que hoje é conhecida como Teoria de Particoes, para mais detalhes, consulte
[1]. No ano de 1748, Euler provou uma grande diversidade de identidades de partigoes,
dentre as quais se destaca o Teorema de Euler, em que ele afirma que o numero de
particoes de n em partes distintas é igual ao ntimero de particoes de n em de partes
impares.

Nos dois séculos e meio que se seguiram, nomes como Gauss, Cauchy, Jacobi,
Weirstrass, Sylvester, Heine, Lebesgue, Schur, MacMahon e Ramanujan provaram uma
grande quantidade de identidades em parti¢oes [2]. Devido a sua natureza multidisci-
plinar, foi dificil encaixar a Teoria de Particoes em uma area especifica de pesquisa. Ela
se originou como uma area da Analise, logo depois se tornou uma parte da Teoria dos
Numeros. Mais tarde, passou a fazer parte da Anélise Combinatéria. Posteriormente,
foi considerada parte da Matematica Discreta e Combinatoria. Atualmente, parece ter
adquirido carater proprio.

Outro nome importante no ramo de Teoria de Parti¢oes foi Sylvester que, com a
colaboracao de seus alunos, dentre os quais se destaca Franklin, escreveu “A construc-
tive Theory of Partitions, Arranged in Three Acts, an Interact and Exodion”em 1882,
sendo este um longo estudo dos resultados do proprio Sylvester e seus colaboradores.
Foi Sylvester [3], quem propos uma representagao grafica para partigoes, os chamados

diagramas ou graficos de Ferrers. Baseando-se nestes diagramas, Franklin obteve a



demonstracao combinatéria do Teorema dos Numeros Pentagonais de Euler. Apéds a
publicacao da demonstragao de Franklin, o estudo da Teoria de Particoes entrou em
um periodo de ascensao conhecido como a ‘“era dourada”, em que varios trabalhos
importantes foram produzidos. Contudo, os resultados mais expressivos na area, nesse
periodo, foram obtidos por Hardy e Ramanujan [4]. Eles foram responséveis por encon-
trar uma formila que fornecia um valor aproximado para o nimero de particoes de n,
que algum tempo depois seria aperfeigoada por Rademacher [5], ficando conhecida como
a férmula de Hardy-Rademacher-Ramanujan. As descobertas de Ramanujan impacta-
ram fortemente o estudo da Teoria dos Niumeros. Ele foi responsavel por conjecturar
uma enorme quantidade de familias de congruéncias, como citado em [1] provadas pos-
teriormente por Atkin e Watson. A Teoria dos Numeros ainda é uma area repleta de
desafios e possibilidades.

Agora que tracamos este breve contexto histérico, veremos como esse trabalho foi
divido:

e Capitulo 1: Particoes. Neste capitulo sera introduzida a definicao de particao.
Em seguida, serao listados alguns valores da fungao p(n) para exemplificar seu
crescimento e, para finalizar, serd demonstrado que a funcao p(n) é limitada por

F,i1, em que (F,) é a sequéncia de Fibonacci.

e Capitulo 2: Provas Bijetivas de Identidades em Partigoes. Neste capitulo
serdao enunciadas e demonstradas algumas identidades em particoes. Além disso,
definiremos a representacao grafica de uma particao, conhecida como grafico de
Ferrers, e faremos algumas de suas aplicacoes nas provas bijetivas.

e Capitulo 3: Representacoes Matriciais em Particoes. Neste capitulo sera
definido o simbolo de Frobenius de uma particao. Em seguida, serao enuncia-
dos e demonstrados alguns teoremas, cujo foco principal serd a representacao de
particoes por matrizes de duas linhas.

e Capitulo 4: Atividades com Partigoes. Neste capitulo serao sugeridas ati-
vidades em partigoes, para que professores possam, em sala de aula, conduzir os
estudantes ao entendimento de resultados em particoes, mesmo sem o conheci-
mento da definicao de funcao ou bijecao. O foco principal das atividades estard

nas definicoes e teoremas dos Capitulos 1, 2 e 3.



Capitulo 1

Particoes

Neste capitulo, serd introduzida a definicao de particao de um inteiro positivo n. Em
seguida, serao listados alguns valores da fungao p(n) para exemplificar seu crescimento
e, para finalizar, serd demonstrado que a funcao p(n) é limitada pela sequéncia de
Fibonacci. Esse capitulo tem como base os trabalhos [1], [6], [7], [8] e [9].

1.1 Particoes de inteiros

Definicao 1.1 Uma particio de um nimero inteiro positivo n € a cole¢cao nao orde-
nada de niumeros inteiros positivos, tais que sua soma €n, ou seja, n = Ay + Ao + - -+ + A,
tal que os \;’s sao partes da particao de n, com Ay > Ao > --- > \.. Denotamos por

p(n) o numero de partigoes de n.

Exemplo 1.1 As particoes de 1,2,3,4,5 e 6 estao listadas abaixo:

1 2 3 4 ) 6
1+1 241 3+1 4+1 o+1
1+14+1 242 3+2 4+2
2+1+1 3+1+1 44+1+1
1+1+14+1 242+1 3+3
2+1+1+1 3+2+1
1+14+1+1+1 34+1+4+1+1
2+2+2
2+2+1+1

24+1+1+1+1
I1+1+14+1+1+1

Ao contar as partigoes do Exemplo 1.1, encontramos p(1) = 1, p(2) = 2, p(3) = 3,
p(4) =5, p(5) = 7 e p(6) = 11. Se continudssemos a listar as parti¢oes de 7, 8, 9 e
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assim por diante, irfamos perceber o quao trabalhoso seria, uma vez que p(n) cresce
expressivamente a medida que n cresce. Para ilustrar esse crescimento, temos a Tabela
1.1, obtida em [6].

n (1123456 | 7]8]9]10 200 5000
pn) | 1235|711 ]15]22] 30|42 | 3.972.999.029.388 | = 1,698 x 10™

Tabela 1.1: Alguns valores de p(n)

Na tentativa de encontrar uma férmula para a funcao p(n), vérios matemadticos
estudaram seu comportamento em busca de padroes. Como citado em [1], o primeiro
a conseguir um avanc¢o nesse sentido foi Euler no século XVIII, que, ao usar funcao
geradora, encontrou uma férmula recursiva para p(n), a qual, durante 150 anos, foi a
ferramenta mais utilizada para encontar p(n). Em 1919, Ramanujan e Hardy, criaram
uma férmula assintética para p(n). Nessa férmula, entramos com n e recebemos um
valor que se aproxima de p(n), mas nunca o valor real de p(n). Em 1937, Rademacher
convidou Hardy e Ramnujan para uma conferéncia na Universidade Estadual da Pen-
silvania. Rademacher, na preparagao da conferéncia, estudando a férmula assintética
de p(n), descobriu um padrao entre o valor assintético de p(n) e o valor real de p(n).
Usando esse padrao, Rademacher tornou possivel calcular p(n) de um inteiro positivo
n de forma exata. Porém, essa férmula nao era um dispositivo pratico, visto que,
para calcular um numero inteiro, era preciso determinar o valor de uma série. Mais
informagoes sobre essa formiila podem ser encontradas no capitilo 2 em [7].

Em setembro de 2010, Ono e Kent [8, 9], perceberam que as partigoes tinham um
comportamento fractal. Com base nessa ideia, Ono e Kent chegaram a uma férmula
exata finita para p(n). Apés a descoberta da férmula, Ken Ono afirmou: “Nunca mais
ninguém vai usar particoes em criptografia, porque sabemos agora que elas nao sao
aleatorias, mas sim completamente previsiveis. Nao podemos continuar a fingir que

sao misteriosas”

1.2 Cota superior para p(n)

Nesta se¢ao, demonstraremos que a fungao p(n) é mondtona crescente e, além disso,

que a fungao p(n) é limitada por F, .1, em que (F},) é a sequéncia de Fibonacci.

Notagao 1.1 Usaremos p(n|[condi¢ao]) para representar a quantidade de parti¢oes de

um inteiro n, que tenham como propriedade a “condicao”.
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Proposicao 1.1 Seja n um inteiro positivo. Entao,

p(n) > pn—1),Vn > 2.

Demonstragao: Seja A uma parti¢ao do inteiro (n—1), comn—1= A + Ag--- + \,..
Acrescentando uma parte \.;; de valor 1, temos uma particao A’ do inteiro n. Esse
processo transforma cada particao de (n — 1) em particao de n, tal que 1 é parte. Note
que a forma como a funcao foi construida garante a injetividade da funcao. Inversa-
mente, cada particao de n tal que 1 é parte, pode ser transformada em uma particao
de n — 1, basta retirar uma parte igual a 1. Portanto, a bijecao esta provada e

p(n —1) = p(n| 1 é parte). (1.1)

Note que p(n) = p(n| 1 é parte) + p(n| 1 nao é parte). Usando (1.1) e o fato de
p(n| 1 ndo é parte) > 0, temos, para todo n > 2:

p(n) = p(n|l é parte) + p(n|1 nao é parte)
= p(n —1) + p(n|1 ndo é parte) > p(n — 1).

Portanto, p(n) é estritamente crescente.

Precisamos de alguns resultados antes de mostrar que a sequéncia de Fibonacci con-
trola o crescimento de p(n). Vamos partir da equacao p(n) = p(n—1)+p(n|l nao é parte),
com n > 2, e verificar como p(n|l nao é parte) se compara com p(n — 2). Para fazer

essa comparagao, vamos provar a seguinte identidade:
Proposicao 1.2 Seja n um inteiro positivo. Entao,

p(n — 2) = p(n|existe ao menos uma parte 2).

Demonstragao: Seja A uma particao do inteiro (n —2), comn—2 = Ay + Ag--- + A,..
Acrescentando uma parte \,.y; de valor 2, temos uma particao X' do inteiro n. Esse
processo transforma cada particao de (n—2) em particao de n, tal que exista ao menos
um 2 como parte. Note que a forma como a funcgao foi construida garante a injetividade
da fungao. Inversamente, cada particao de n tal que 2 é parte, pode ser transformada
em uma particao de n — 2, basta retirar uma parte igual a 2. Portanto, a bijecao esta

provada.
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Utilizando a Proposigao 1.2, comparar p(n|1 nao é parte) com p(n — 2) é equiva-
lente a comparar p(n|l nao é parte) com p(n|existe ao menos uma parte 2). Assim,

provaremos a seguinte proposicao:

Proposicao 1.3 Seja n um inteiro positivo. Entao,

p(n|l nao € parte) < p(n|existe ao menos uma parte 2).

Demonstragao: Denotaremos por A e B, respectivamente, os conjuntos formados
pelas particoes de n tal que 1 nao é parte, e particoes de n que contenham ao menos
uma parte 2. Para provar a desigualdade, basta exibirmos uma funcdo de A em B que
seja injetiva. Se o elemento do conjunto A possuir ao menos uma parte de tamanho 2,
nao ha o que fazer, visto que esse elemento ja possui um correspondente no conjunto
B (via identidade). Caso o elemento do conjunto A ndo possua uma parte igual a
2, aplicaremos a operagao: transformar a menor parte em uma parte 2 e as demais
partes 1. Observe que, ao exibir a funcao, garantimos a correspondéncia de A em B.
Porém, para garantir a injetividade da funcao, é preciso que essas correspondéncias
sejam distintas. Para exibir a funcao, os elementos do conjunto A foram divididos em
dois subconjuntos: um em que 2 é parte da particao e outro em que o 2 nao ¢é parte
da particao. Note que duas particoes distintas em que 2 é parte da particao possuem
correspondentes distintos no conjunto B. Olhando agora para os elementos de A, em
que 2 nao é parte, ao aplicar a operacgao descrita na construcao da funcao, garantimos
que os correspondentes em B sejam distintos das correspondéncias do subconjunto
anterior, uma vez que todas as particoes possuem 1 como parte. Além disso, o fato
de particoes que terminam com a mesma parte possuir alguma parte distinta garante
que os correspondentes dos elementos de A em que 2 nao é parte em B sejam distintas

entre si. Logo, a injetividade de A em B esta provada.

[
Combinando a desigualdade da Proposicao 1.3 acima com a equagao
p(n) = p(n — 1) + p(n|1 nado é parte), temos:
p(n) <p(n—1)+pn—2),Vn > 2. (1.2)

Agora provaremos que p(n) é limitada pela sequéncia de Fibonacci.
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Defini¢ao 1.2 A sequéncia de Fibonacci (Fy, Fy, Fy,...) € definida recursivamente

por:

FOIO €F1:1
Fn:Fn—1+Fn—2>nZ2

Teorema 1.1 Para todo inteiro positivo n, temos p(n) < F,.1, em que F,11 € o

(n + 1)-ésimo nimero de Fibonacci.

Demonstragao: Vamos provar por indugao em n. Temos que p(1) = F, = 1. Logo,
o teorema é valido para n = 1. Seja k um inteiro maior que ou igual a 2 e suponha
que p(m) < F,,41 para todo m < k — 1. Por hip6tese de indugao, p(k — 1) < Fj e
p(k —2) < Fy_1. Por (1.2), temos p(k) < p(k — 1) + p(k — 2). Por transitividade,
p(k) < Fy + Fj_1. Pela definicdo da sequéncia de Fibonacci, concluimos que p(k) <

Fy 1, como queriamos provar.



Capitulo 2

Provas Bijetivas de Identidades em

Particoes

Neste capitulo, serao enunciadas e demonstradas algumas identidades em partigao.
Além disso, definiremos a representacao grafica de uma particao conhecida como grafico
de Ferrers e algumas de suas aplicacoes nas provas bijetivas. Este capitulo tem como
base os trabalhos [1], [10], [11] e [12].

2.1 Operacoes em particoes

Nesta secao, definiremos duas operacoes que serao utilizadas na demonstracao dos
proximos teoremas. A primeira operacao “adicionar”consiste em adicionar as partes
iguais aos pares, obtendo, assim, uma nova parti¢ao. Esse procedimento pode ser usado

um numero finito de vezes, visto que o ntimero de partes se reduz a cada operacao.

Exemplo 2.1 Usando a operacao “Adicionar”na particao 5+5+5+3+3+2+2+242,
temos:

545+5+34+34+24+2+2+2 — (B+5)+5+B+3)+(2+2)+(2+2)
= 10+6+5+4+4
= 10+6+5+(4+4)
= 104+8+6+5.

A segunda operacao “dividir” consiste em dividir por 2 as partes pares, uma a uma,
formando uma nova particao. Esse procedimento pode ser usado um numero finito de

vezes, até que a particao nao tenha partes pares.
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Exemplo 2.2 Usando a operacao “dividir’na particao 10 + 8 4+ 6 + 5, temos:

10+84+6+5 — (Bb+5)+(4+49)+B+3)+5
= 5+5+5+4+4+3+3
= 54+5+5+(2+2)+(2+2)+3+3
= 54+5+5+3+3+2+2+2+2.

Provar uma identidade em particoes consiste em mostrar a existéncia de uma cor-
respondéncia biunivoca entre dois conjuntos, os quais sao formados por partigoes, mos-
trando, assim, que a cardinalidade entre os dois conjuntos é igual. Vejamos algumas
identidades em que as operagoes “adicionar/dividir’sao usadas em suas demonstragoes,
denotando por A e B, respectivamente, os conjuntos formados pelas parti¢coes do pri-
meiro e segundo lado da igualdade e aplicando as operagoes para levar cada elemento
de Aem B e de B em A. Comecaremos com uma identidade que foi provada pela
primeira vez por Euler em 1748 [1].

Teorema 2.1 Seja n um inteiro positivo. Entao,

p(n|partes sao impares) = p(n|partes sao distintas).

Demonstragao: Denotaremos por A e B, respectivamente, os conjuntos formados
pelas particoes de n que possuem partes impares, e particoes de n que possuem partes
distintas. Para a prova do teorema, primeiro exibiremos uma funcao injetiva de A em
B. Se o elemento do conjunto A possuir apenas partes distintas, nao ha o que fazer,
visto que esse elemento ja possui um correspondente no conjunto B. Caso o elemento
do conjunto A possua ao menos um par de partes iguais, aplicaremos a operacao
“adicionar”. Se a nova particao ainda possuir partes iguais, repetiremos a operagao
até que a particao tenha apenas partes distintas. Como o nimero de partes se reduz a
cada operacgao, podemos fazer esse procedimento um ntimero finito de vezes, até restar
apenas partes distintas.

De forma reciproca, temos que exibir uma funcao injetiva que transforme cada
elemento do conjunto B em um elemento do conjunto A. Se o elemento do conjunto B
possuir apenas partes impares, nao ha o que fazer, visto que esse elemento ja possui um
correspondente no conjunto A. Caso o elemento de B tenha partes pares, aplicaremos
a operacgao “dividir”, repetindo a operacao até que a particao nao possua partes pares.
Como a cada divisao o valor das partes pares diminui, sempre é possivel obter uma
particao apenas com partes impares, uma vez que, ao dividir um numero natural par

por 2, obtemos um nimero menor, par ou impar.
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Exemplo 2.3 Seja n = 15.
Comecando com uma particao em partes impares, aplicando a operacdo “adicio-

nar”, temos:

34+34+3+14+14+14+14141 = (B+3)+3+(1+1)+1+1)+(14+1)
= 6+3+2+242
= 64+3+(242)+2
= 6+4+3+2.

De forma reciproca, aplicando a operacao “dividir’na particao obtida, temos:

6+4+3+2 — B+3)+(2+2)+3+(1+1)
= 3+34+3+2+2+1+1
= 34+34+3+(1+1)+(1+1)+1+1
= 3+4+34+3+1+14+1+1+1+1.

Note que no Exemplo 2.3 exibimos apenas uma correspondéncia entre elementos
dos dois lados da identidade. Para uma verificacao completa é necessario exibir todas
as correspondéncias entre os elementos dos dois lados da identidade para n = 15.

Continuaremos utilizando as operagoes “adicionar/dividir” para exibir uma fungao

bijetora na demonstracao da identidade do Teorema 2.2.
Teorema 2.2 Seja n um inteiro positivo. Entao,

p(n|partes sao pares) = p(n|cada parte aparece wm nimero par de vezes).

Demonstragao: Denotaremos por A e B, respectivamente, os conjuntos formados
pelas particoes de n que possuem partes pares e particoes de n que possuem partes
que aparecam um par de vezes. Tomando um elemento de A e aplicando a operacao
“dividir”em todas as partes, obtemos uma particao que tenha todas as partes aos pares,
uma vez que todos os termos foram divididos, resultando em duas partes iguais. Note
que a forma como a funcao foi construida garante a injetividade da fungao. De forma
reciproca, tomando um elemento de B e aplicando a operagao “adicionar”, obtemos
todos os termos pares, uma vez que, ao adicionar dois nimeros de mesma paridade,

teremos um nuimero par. Assim, a funcao de A em B é bijetiva.
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Exemplo 2.4 Verificaremos a identidade para n = 6.
As particoes de 6 que possuem todas as partes pares sao : 6,4+2,2+2+2. Aplicando

a operagao “dividir’em todas as particoes de 6 encontradas, temos:

6 — (3+3)
= 343
442 = 2+2)+(1+1)
= 2424141
24242 — (14+1)+(1+1)+(1+1)
= 14141414141

De forma reciproca, aplicando a operag¢ao “adicionar’nas particoes obtidas, temos:

3+3 — (3+3)
= 6.
2424141 — (242)+(1+1)
= 4+2.
I+14+1+14141 — (14+41)4+(14+1)+(1+1)
= 24242

Observe que, no Exemplo 2.4 todas as correspondéncias entre as particdes dos
dois lados da identidade foram exibidas, e ainda que, elementos distintos possuem
correspondeéncias distintas. Portanto, a identidade esta verificada para n = 6.

O teorema a seguir traz uma identidade que justifica o fato de um nimero inteiro
positivo ser representado de forma tunica no sistema bindario, esse sistema é de nu-
meracao posicional em que todas as quantidades sao representadas pelos niimeros zero
e um. Esse sistema é utilizado por maquinas com circuitos digitais para interpretar

informagoes e executar agoes.
Teorema 2.3 Seja n um inteiro positivo. Entao,
p(n|partes sao iguais a 1) = p(n|partes sao poténcias distintas de 2).

Demonstragao: Denotaremos por A e B, respectivamente, os conjuntos formados

pelas particoes de n que possuem todas as partes iguais a 1 e partigoes de n que possuem
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partes que sao poteéncias distintas de 2. Ha apenas uma maneira de representar uma
particao de m com partes iguais a 1, a saber: 14 ---+ 1. Assim, a cardinalidade do
————

n vezes
conjunto A é 1. Se o elemento de A possuir uma unica parte, ele serd um elemento do

conjunto B, visto que 1 = 2°. Caso a particao tenha mais que uma parte, aplicaremos a
operacao “adicionar”aos elementos do conjunto A, transformando pares de 1 em partes
2, pares de 2 em partes 4, pares de 4 em partes 8 e assim de forma sucessiva, até que
todas as partes sejam distintas. Como todas as partes sao poténcias de 2, somar aos
pares resulta em uma parte que é uma poténcia de 2, com uma unidade de poténcia
maior que o par anterior. Portanto, o nimero de partes decresce até que a particao
tenha apenas partes de poténcia de 2 distintas.

De forma reciproca, tomando um elemento do conjunto B e aplicando a operac¢ao
“dividir”, transformamos uma parte de poténcia 2¥, em duas partes de poténcias 271,
com k > 0. Repetimos a operacao k vezes, até que todas as partes sejam transformadas
em 2°. Assim, teremos transformado cada particao de B em particao de A. Como existe
um tnico elemento no conjunto A, concluimos que existe uma unica forma de escrever
um nudmero natural como potencia distinta de 2. Esse processo é conhecido como

representacao binaria.

Exemplo 2.5 Verificaremos a identidade para n = 9 e exibiremos sua representa¢ao
bindria.
Tomando n =9 e comegando com a particio em partes € {1}, aplicando a operagao

“adicionar”, temos:

1414141 +14+14+14+141 —» (1+D)4+Q+)+1+D)+(1+1)+1
= (24+2)+(24+2)+1
= (4+4)+1
= 84 1.

De forma reciproca, aplicando a operagao “dividir’na particao obtida, temos:

8+1 — (4+4)+1
= (242)+(2+2)+1
= I+ +0+D)+0+D)+(1+1)+1
= 1+1+1+1+1+1+1+1+1.
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A particao 1+1+1+14+14+ 1414 1+1 foi transformada na particao 8 + 1 que,
escrevendo como poténcia de 2 €1 x 23 +0x 2240 x 28 +1 x 2°. Portanto, o nimero

9 na representagdo bindria é (1001),.

Na prova das trés identidades acima, usamos as operagoes “adicionar/dividir” para
estabelecer uma relacao de bijecao entre os conjuntos. Porém, na tltima identidade,
todas as partes das particoes do primeiro lado pertencem a um conjunto N C N
enquanto as partes das particoes do segundo lado pertencem a outro conjunto M C N.
Sempre que for possivel através de tais operagOes construir uma bijecao em que as
partes pertencam a dois conjuntos, esses conjuntos receberao o nome de pares de
Euler.

Podemos obter novos pares de Euler usando pares ja conhecidos. Tomaremos como

exemplo a identidade:
p(n|partes sejam iguais a 1) = p(n| partes sdo poténcias distintas de 2).

Note que a primeira parte da igualdade possui as partes € {1}, e a segunda parte
da igualdade partes € {1,2,4,8,16,...}. Multiplicando cada parte da identidade por
uma constante ¢, obtemos novos pares de Euler. Esses novos pares terao no primeiro
lado da igualdade partes € {c} e no segundo lado, partes € {c, 2¢,4c, 8¢, 16¢, ...}. Note
que tal identidade é uma generalizacao do Teorema 2.3. Sua demonstracao segue de
forma andloga, uma vez que se pode colocar ¢ em evidéncia em todas as partes e aplicar

a técnica “adicionar/dividir” para provar a bijecao.
Exemplo 2.6 Seja ¢ = 5.

p(n|partes € {5}) = p(n|partes distintas € {5, 10, 20, 40.....})

Tomando n = 30 e comegando com a parti¢cio em partes € {5}, aplicando a operacao

“adicionar”, temos:

54545454545 — (5+5)+(5+5)+(5+5)
— (10 +10) + 10
— 20+ 10

De forma reciproca, aplicando a operacao “dividir’na parti¢cao obtida, temos:

20410 — (104 10)+ (5+5)
— 54+5+5+5+5+5
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2.2 Grafico de Ferrers

Nesta secao, apresentaremos as defini¢oes de gréafico de Ferrers, diagrama de Young
e quadrado de Durfee. Além disso, serao enunciadas e demonstradas algumas inden-
tidades em particao. Essas demonstracoes serao feitas por bijecoes com auxilio de
transformacoes no grafico de Ferrers.

Definicao 2.1 Considere uma particao de um inteiro positivo n = Ay + Ag + -+ - + A,
O rearranjo de n pontos no plano, distribuidos em r linhas em ordem nao crescente, tal
que a primeira linha tenha nimero de pontos igual a A1, a sequnda linha tenha niumero
de pontos iqual a Ay e assim sucessivamente até que a r-ésima linha tenha niumero de

pontos igual a \.. Essa representacao € conhecida como grdfico de Ferrers.

Exemplo 2.7 A representacdo dos grdficos de Ferrers das particoes 5+4+3+3+2+1
eb6+6+4+44+34+2+1 sao, respectivamente;

e o o o o e o o o o o
e o o o e o o o o o
e o o e o o o

e o o e e o o o

e o e o o

L] o o

Ao representar graficamente uma particao de n, podemos substituir pontos por
quadrados. Tal representacao é chamada de diagrama de Young.

Exemplo 2.8 Na Figura 4.12, temos o diagrama de Young da particao 5+ 3+ 2+ 1.

[ [ ]

Figura 2.1: Diagrama de Young

Observacao 2.1 Note que o quadrado em destaque na Figura 4.12, da particao 5 +
3+ 2+1, é o maitor quadrado possivel que podemos colocar dentro da representa¢ao
grafica. Este maior quadrado é chamado de quadrado de Durfee da particao. Assim,
a particao b+ 3 + 2 + 1 possui quadrado de lado 2.
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Nos teoremas desta secao trabalharemos com transformagcoes no grafico de Ferrers
da particao. Se essas transformacoes forem invertiveis, entao é possivel exibir uma

bijecao. Logo, pode ser usada para provar as identidades.
Teorema 2.4 Sejam n e r numeros inteiros positivos, com n > r. Entdo,

p(n|a maior parte € r) = p(n — r|cada parte é < r).
Demonstracao: Considere uma particao A de n, tal que a maior parte seja r. Ao
construir seu grafico de Ferrers e remover a primeira linha, obtemos um novo grafico
de Ferrers, que possui todas as linhas com quantidades de pontos menores ou iguais a

r. De forma inversa, podemos acrescentar uma linha r em qualquer grafico de Ferrers

com linhas menores ou iguais a r. Portanto, a correspondéncia biunivoca esta provada.

Exemplo 2.9 Usando a identidade acima para n =18 e r =5, temos:

5+4+4+3+2 44+44+34+2
L] [ [ ] [ [ [ ] [ ] [ ] [ ]
L] [ [ [ [ ] [ ] [ ] [ ]
[ [ [ [ = [ ] [ ] [ ]

[ [ [ [ ] [ ]

[ [

Teorema 2.5 Sejam n e m numeros inteiros positivos, com n = m. Entdo,

p(n|hd exatamente m partes) = p(n — m|hd no mdximo m partes).

Demonstracgao: Seja A uma partigao de n, com exatamente m partes. Ao construir
seu grafico de Ferrers e remover a primeira coluna, obtemos um novo grafico de Ferrers,
com n — m pontos, uma vez que a coluna removida possui exatamente m pontos. De
forma inversa, podemos acrescentar uma coluna com m pontos nesse novo grafico de
Ferrers para obter um grafico com n pontos. Portanto, a correspondéncia biunivoca
esta provada.
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Exemplo 2.10 Usando a identidade acima para n=13 e m=35, temos:

4434+34+2+1 3+2+2+1
e o o o e o o
e o o o o
<
e o o o o
o o °

No Exemplo 2.10, ao remover a primeira coluna do grafico da particao 4+3+3+2+1
obtemos o grafico da particao 3 + 2 + 2 4+ 1. Observe que, a particao obtida tem uma
parte a menos que a parti¢cao original, isso ocorre pois, a menor parte da particao que
perdeu a coluna, é 1. Portanto, as tnicas particoes em que, o procedimento remover
a primeira coluna resultara em uma particao com o mesmo nimero de partes serao

aquelas, cuja ultima parte é maior que ou igual a 2.

Definicao 2.2 Considere o grdfico de Ferrers de uma particio A de n. Trocando as li-
nhas pelas colunas, obtemos um grafico de Ferrers de uma nova particao. Essa operagao
¢ chamada de conjugacgao e a particao resultante de tal operacao de particao con-
jugada.

Exemplo 2.11 A representagao grifica da particao 6 +5+ 5+ 4 + 3 e sua parti¢cao
conjugada 5+ 5+ 5+ 4+ 3+ 1 sao, respectivamente:

6+5+5+4+3 5+5+5+4+3+1
e o o o o o e o o o o

e o o o o e o o o o

e o o o o —s e o o o o

e o o o e o o o

e o o e o o

Observagao 2.2 A partir de agora, vamos associar uma particao ao seu grdfico de
Ferrers de forma que falaremos em conjugacao de wma particao para nos referir a
conjugacgao do seu grdfico de Ferrers.
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Teorema 2.6 Sejam n e k numeros inteiros positivos. Entdo,

p(n|a maior parte € k) = p(n|hd exatamente k partes).

Demonstragao: Considere o gréfico de Ferrers de uma particao de n, cuja maior parte
é k. Aplicando a operacao conjugacao, teremos uma particao de n, tal que tenha k
partes. Inversamente, aplicando a operacao conjugacao em uma particao de n com k

partes, teremos uma particao de n, tal que a maior parte ¢é k.

Exemplo 2.12 Sejam n =7 e k = 4. As particoes de 7, tal que a maior parte € 4,
sao: 44+3,4+2+1ed+1+1+1. As particoes de 7, que tém exatamente 4 partes,
sao: 44+14+1+1,3424+1+1e242+2+1. Agora, vamos usar a operacao conjugacao
para estabelecer a bijecao entre as particoes.

443 2+2+2+1
e o o o e o
e o o o o

<

e o

[ ]
4+2+1 3+2+1+1
e o o o e o o
e o PN e o
([ ] [

[ ]
4+1+1+1 4+1+1+1
e o o o e o o o
[ ] [

<
[ ] [ ]
[ ] [ ]

Definicao 2.3 Uma particio A de n é chamada autoconjugada se o seu grdfico de

Ferrers ¢ iqual ao grdfico de Ferrers da particao conjugada.

No Exemplo 2.12, a particao conjugada de 4 + 1 + 1 + 1 foi ela mesma. Logo, a
particao 4 + 1 + 1 + 1 é autoconjugada.
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Exemplo 2.13 As particoes de 14 autoconjugadas sao:

T+24+1+14+1+14+1 6+3+2+1+1+41 5+44+2+2+1
o o o 0o 0 o o e o o o o o o o o o o

o o e o o e o o o

° o o o o

° ° o o

° ° °

° °

No Exemplo 2.13, temos 3 partigoes autoconjugadas de 14. Como saber se todas
as particoes conjugadas foram exibidas? Uma resposta para tal pergunta se encontra
na construcao simétrica do grafico de Ferrers da particao autoconjugada. De fato,
o numero de pontos em determinada linha precisa ser igual ao nimero de pontos na
coluna correspondente. Usando esse argumento, o maior niimero de pontos da primeira
linha na particao autoconjugada de 14 é 7 e o menor é 5. Portanto, todas as particoes

foram exibidas.
Teorema 2.7 Seja n um inteiro positivo. Entao,

p(n|autoconjugadas) = p(n|partes impares distintas).

Demonstragao: Considere uma particao autoconjugada de um inteiro n. Como uma
particao autoconjugada ¢ simétrica em relacao a diagonal principal, o nimero de pontos
da primeira linha é igual ao da primeira coluna, o da segunda linha igual ao da segunda
coluna e assim sucessivamente. Reagrupando os pontos da primeira linha com os da
primeira coluna em uma mesma linha, teremos duas vezes o ntmero de pontos da
primeira linha menos um ponto comum da diagonal principal. Logo, o nimero de
pontos dessa linha é impar. Esse procedimento se repete com os pontos que sobram
da segunda linha e da segunda coluna, que, de maneira analoga, exibe uma linha com
numero impar de pontos e distintos da primeira. O processo segue com todos os pontos
restantes até chegar a ultima linha e a iltima coluna.

Reciprocamente, considerando o grafico de Ferrers em partes impares distintas,
reagrupamos o ponto central de todas as linhas como a diagonal principal de um novo
grafico de Ferrers. Com os pontos que sobram na primeira linha do grafico, colocamos
metade na primeira linha e metade na primeira coluna desse novo grafico. Procedemos
de forma andloga com os pontos restantes de todas as linhas. Assim, o novo grafico é

simétrico em relagao a diagonal principal. Portanto, a particao é autoconjugada.
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Exemplo 2.14 Considere a particio autoconjugada 8 + 7+ 6 4+6 +6 + 6+ 2 + 1.
O reagrupamento de seus pontos fornece a particao com partes impares distintas 15 -+
11474543+ 1. De forma inversa, partimos da particio 15+ 114+ 7+5+ 3+ 1
e reagrupamos seus pontos para encontar a particio 8+7+6+6+6+6+2+1. A

representacao da bijecdo se encontra abaixo:

8+74+6+6+64+6+2+1 154+11+7+5+3+1
e o 06 06 06 06 06 O ¢ 0 0 0 o o o
e o o 06 ¢ O 0 0 o o o
e o ¢ O 0 o o
T—o—- PN e ¢ O o o
T—o e O o
(o] o

2.3 Identidades de Rogers-Ramanujan

Nesta se¢ao, enunciaremos a primeira e a segunda identidade de Rogers-Ramanujan.
As demonstragoes dessas identidades nao serao abordadas neste trabalho. Porém, uma
demonstragao analitica pode ser encontrada na segao 8.7 da referéncia [10]. Para melhor

compreender as identidades, precisaremos da definicao abaixo:

Definicao 2.4 As partes de uma particao sao d-distintas quando a diferenca entre
estas partes € de pelo menos d. Em particular, as partes de uma particao de n sao

2-distintas quando a diferenca entre quaisquer duas partes € de pelo menos 2.

Exemplo 2.15 As partes das particoes 15+10+6+3+1€30+254+15+10+8+6
sao 2-distintas, uma vez que a diferenca entre suas partes € maior que ou igual a 2.

Teorema 2.8 (Primeira identidade de Rogers-Ramanujan). Sejan um inteiro
positivo. Entao,

p(n|partes sejam 2-distintas) = p(n|partes sio =1 ou 4 (mod 5)).

A primeira identidade de Rogers-Ramanujan afirma que o ntimero de particoes de um
inteiro positivo n com partes 2-distintas é igual ao nimero de partigoes de um inteiro
positivo n, com todas as partes pertencentes ao conjunto M = {1,4,6,9,11, 14,16, ...},

ou seja, um conjunto em que suas partes deixam restos 1 ou 4 quando divididos por 5.
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Exemplo 2.16 Verificaremos a identidade para n = 8 e n = 10.

As particoes de n = 8 em partes 2-distintas sao 8,7+ 1,6+ 2,5+ 3. Portanto, um
total de 3 particoes.

Parti¢oes de n = 8 em que as suas partes pertencam ao conjunto M = {1,4,6} sao
6+1+1,44+1+1+14+1,1+41+14+14+1+1+141. Portanto, um total de 3
particoes. Verificamos a identidade para n = 8.

As partigoes de n = 10 em partes 2-distintas sao 10,9+1,8+2,7+3,6+4,6+3+1.
Portanto, um total de 6 particoes.

Parti¢oes de n = 10 em que as suas partes pertencam ao conjunto M = {1,4,6,9}
sao 9+1,64+4,6+14+14+14+1,44+44+14+1,4+14+14+14+1+1+1,14+14+1+
1+14+14+1+1+1+1. Portanto, um total de 6 particoes. Verificamos a identidade

para n = 10.

Iremos exemplificar com mais detalhes a segunda identidade de Rogers-Ramanujan.
Uma exemplificacao andloga a primeira identidade pode ser encontrada na secao 1.1.4
da referéncia [1].

Teorema 2.9 (Segunda Identidade de Rogers-Ramanujan). Sejan um inteiro
positivo. Entao,

p(n|partes sejam 2-distintas e > 2) = p(n|partes sao = 2 ou3  (mod 5)).

Investigaremos brevemente a segunda identidade de Rogers-Ramanujan.
Para comecar, construimos uma tabela com todas as parti¢coes 2-distintas e > 2
paran =1,2,...12.

n | Particoes de n em partes 2-distintas e > 2 | Total
1 0
2 |2 1
313 1
4 |4 1
515 1
6 | 6,4+2 2
717, 542 2
8 | 8, 6+2, 5+3 3
9 19, 7+2, 6+3 3
10 | 10, 842, 7+3, 6+4 4
11| 11, 942, 8+3, 7+4 4
12 | 12, 10+2, 9+3, 8+4, 745, 6+4+2 6

Tabela 2.1: Particoes em partes 2-distintas e > 2



2.3 Identidades de Rogers-Ramanujan 21

Utilizando os dados da Tabela 2.1, vamos procurar um conjunto M tal que as partes

das particoes de n pertencam a M e satisfacam a seguinte identidade:

p(n|partes sejam 2-distintas e > 2) = p(n|partes em M).

Inicialmente consideramos o conjunto () e vamos construindo o conjunto M:

1.

10.

Paran = 1, ndo hé particao em partes 2-distintas e > 2. Assim, p(1|partes em M)
deve ser zero. Portanto, o niimero 1 nao pertence a M.

. Paran = 2, hd uma parti¢ao em partes 2-distintas e > 2. Assim, p(2|partes em M)

deve ser um. Portanto, o niimero 2 pertence a M. Agora M DO {2}.

. Paran = 3, hd uma partigdo em partes 2-distintas e > 2. Assim, p(3|partes em M)

deve ser um. Portanto, o nimero 3 pertence a M. Agora M D {2,3}.

. Paran = 4, hd uma partigao em partes 2-distintas e > 2. Assim, p(4|partes em M)

deve ser um. Como M 2O {2,3}, temos a partigao 2 + 2. Portanto, o nimero 4

nao pertence a M.

. Paran = 5, hd uma partigao em partes 2-distintas e > 2. Assim, p(5|partes em M)

deve ser um. Como M 2O {2,3}, temos a particao 2 + 3. Portanto, o nimero 5

nao pertence a M.

. Paran = 6, hd duas parti¢oes em partes 2-distintas e > 2. Assim, p(6|partes em M)

deve ser dois. Como M D {2, 3}, temos as parti¢oes 3 + 3 e 2+ 2 + 2. Portanto,

o numero 6 nao pertence a M.

. Paran = 7, hd duas parti¢oes em partes 2-distintas e > 2. Assim, p(7|partes em M)

deve ser dois. Como M D {2,3}, temos a parti¢do 3+ 2+ 2. Logo, precisamos de

mais uma partigdo. Portanto, o nimero 7 pertence a M. Agora M D {2,3,7}.

. Paran = 8, hé trés parti¢oes em partes 2-distintas e > 2. Assim, p(8|partes em M)

deve ser trés. Como M D {2,3,7}, temos as partigdes 3+3+2e 2+ 2+ 2+ 2.
Logo, precisamos de mais uma particao. Portanto, o nimero 8 pertence a M.
Agora M D {2,3,7,8}.

. Paran =9, hé trés parti¢oes em partes 2-distintas e > 2. Assim, p(9|partes em M)

deve ser trés. Como M D {2,3,7,8}, temos as parti¢oes 7+2, 34343 e 3+2+2+2.
Portanto, o niimero 9 nao pertence a M.

Para n = 10, ha quatro particoes em partes 2-distintas e > 2. Assim,
p(10|partes em M) deve ser quatro. Como M 2 {2,3,7,8}, temos as partigoes
8+2,74+3,3+3+2+2e2+2+2+4+242. Portanto, o nimero 10 nao pertence
a M.
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11. Para n = 11, ha quatro particoes em partes 2-distintas e > 2. Assim,
p(11|partes em M) deve ser quatro. Como M 2 {2,3,7,8}, temos as partigoes
8+3,7+2+2,34+3+3+2e3+2+2+ 2+ 2. Portanto, o nimero 11 nao
pertence a M.

12. Para n = 12, ha seis particoes em partes 2-distintas e > 2.  Assim,
p(12|partes em M) deve ser seis. Como M D {2,3,7,8}, temos as partigoes
84+2+2,7+3+2,3+3+34+3,3+3+2+2+2e2+24+2+2+242. Logo,
precisamos de mais uma particao. Portanto, o nimero 12 pertence a M. Agora
M 2{2,3,7,8,12}.

Assim, a sequéncia de nimeros do conjunto M D {2,3,7,8, 12}. Se continuarmos
com o mesmo argumento, podemos verificar que M contém {13,17,18,22,23,27,28, ... }.
Note que obtemos os dois proximos ntmeros do conjunto M adicionando 5 nos dois
ultimos numeros da sequéncia. Este conjunto de nimeros pode ser descrito como o
conjunto dos inteiros positivos que, quando divididos por 5, deixam restos iguais a 2

ou 3. Portanto
p(n|partes sejam 2-distintas e > 2) = p(n|partes sdo = 2 ou 3 (mod5)).

Esta é a segunda Identidade de Rogers-Ramanujan. O argumento acima nao prova
a identidade para todo n, apenas verifica que é verdadeira para alguns valores de n e
encaminha a construgao de M.



Capitulo 3

Representacoes Matriciais em

Particoes

Neste capitulo, sera definido o simbolo de Frobenius de uma particao. Em seguida,
serao enunciados e demonstrados alguns teoremas, cujo foco principal serd a repre-
sentacao de partigoes por matrizes de duas linhas. Este capitulo tem como base os
trabalhos [1] e [13].

3.1 Simbolo de Frobenius de uma particao

Considerando o diagrama de Young de uma particao de n, pode-se obter uma repre-
sentacao matricial de duas linhas. Essa representacao é conhecida como Simbolo de

Frobenius da particao. Vejamos como pode ser construido esse simbolo.

Exemplo 3.1 Considere o diagrama de Young da particao 6 +5+ 4 + 3 + 2 com sua

“diagonal principal”destacada.

O simbolo de Frobenius da particio é uma matriz de duas linhas com entradas
inteiras nao negativas em ordem decrescente em cada linha. A quantidade de colunas
coincide com a medida do lado do quadrado de Durfee. Por exemplo, na particao
6+5+44+3+2, o quadrado de Durfee possui lado 3. Portanto, a matriz serd do tipo
2 x 3. A construcdo da matriz esta dada a sequir como um exemplo: se retirarmos
do diagrama de Young da particao 6 + 5+ 4 4+ 3 + 2, os quadrados da sua “diagonal
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principal”’sobrarao os quadrados das linhas a direita da diagonal e os quadrados das
colunas abaizo da diagonal. Os elementos da forma ayg, com k € {1,2,3}, serao a
quantidade de quadrados na k-ésima linha a direita da diagonal e os elemetos da forma
ask serao a quantidade de quadrados na k-ésima coluna abaixo da diagonal. Portanto,
o simbolo de Frobenius da particao 6 +5+ 4+ 3+ 2 € a matriz 2 X 3;

5 3 1
4 3 1

O simbolo de Frobenius mostra de forma rédpida qual é o lado do quadrado de
Durfee da particao. Podemos usar a matriz que representa o simbolo para reconstruir
a particao, em que o procedimento de reconstrucao é exatamente o processo inverso do
Exemplo 3.1, o qual consiste em desenhar a diagonal principal do quadrado de Durfee
e completar o diagrama de Young. Os quadrados das linhas a direita da diagonal
serao completados usando os elementos da primeira linha da matriz e os quadrados das
colunas abaixo da diagonal usando os elementos da segunda linha da matriz.

3.2 QOutras representacoes de particoes por matri-

zes de duas linhas

Nesta secao, serao enunciados e demonstrados teoremas sobre particoes irrestritas,
isto é, partigoes cujas partes nao possuem propriedades especificas. Esses teoremas
introduzirao interpretacoes de como representar particoes como matrizes de duas linhas

satisfazendo certas condigoes.

Teorema 3.1 O numero de particoes de n € igual ao numero de matrizes de duas

Ci Cp C3 --- Cr (31)
di dy dy - d, ) |

T T
sendo ¢, =0,¢, =cCrp1 +dipr e >, i+ . di =n.

linhas da forma:

Demonstragao: Seja n um inteiro positivo e n = A\;+ Ao+ A3+ - -+ .. Precisamos as-
sociar a essa particao uma matriz de duas linhas que possua as caracteristicas explicitas
no teorema. A ideia é transformar cada parte \; da particao em duas partes, formando
a j-ésima coluna da matriz. Como ¢, = 0, escolhemos d, = A,. Assim, a ultima coluna
da matriz fica determinada. Sendo ¢,_; = ¢, +d, = \,, temos d,_1 = A\,_1 — A\,. Assim,
a penultima coluna da matriz fica determinada. Como ¢,_o = ¢,_1 + d,_1 = \._1, te-

mos d,_o = A\._o — A\._1. Desse modo, a antepentultima coluna fica determinada. Essa
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construcao segue de forma analoga até obter os elementos da primeira coluna que serao
Clegedlz/\l—/\g.

De forma reciproca, dada uma matriz da forma do Teorema 3.1, somando os ele-
mentos da ultima coluna, encontramos a parte A, da particao inicial. Somando os
elementos da pentltima coluna, encontramos a parte A\,._; da particao inicial. Segui-
mos o procedimento de forma andloga, somando os elementos das colunas restantes
e formando as demais partes da particao inicial. Dessa forma, teremos a particao
n:)\1+)\2+)\3+"'+)\7« inicial.

Exemplo 3.2 Para n = 5, a tabela a sequir mostra todas as particoes representadas

por matrizes dadas pelo Teorema 3.1. Assim, como as particoes conjugadas.

Particao Representagao Matricial | Particao Conjugada
0

5 5) 1+14+1+1+1
10

4+1 24+1+1+1
3 1
2 0

3+2 2+2+1
1 2
110

3+1+4+1 3+1+4+1
2 01
210

2+24+1 3+2
011
1110

24+1+1+1 4+1
1 001
11110

1+141+1+1 5
00001

Tabela 3.1: Representacao matricial, Teorema 3.1.

Analisando a Tabela 3.1, pode-se observar um padrao importante entre a ultima
linha da representacao matricial de uma particao e sua particao conjugada. A ultima
linha da representagao matricial fornece uma descri¢ao completa da particao conjugada.
De fato ela nos diz o nimero de partes de valorers 1,2,3..., na particao conjugada.
Para exemplificar, considere a particao 2414141, que possui representacao matricial:

1110
100 1)
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Note que a segunda linha possui os valores (1 00 1). Dessa forma, a particao
conjugada terda uma parte de valor 1, zero partes de valor 2, zero partes de valor 3 e
uma parte de valor 4. Portanto, a particao conjugada é 4 + 1. De forma reciproca, a
segunda linha da representacao matricial da particao 4 + 1, que é (3 1), nos diz que
a particao conjugada possui trés partes de valor 1 e uma parte de valor 2. Portanto, a
particao conjugada sera 2+ 1+ 1+ 1.

Os dois exemplos a seguir terao como objetivos facilitar a compreensao do Teorema
3.2, que vira em seguida.

Exemplo 3.3 Vamos transformar a particio 7+ 5+44+3+3+2+ 1+ 1 em uma
matriz de duas linhas, que tenha o numero de colunas igual ao lado do seu quadrado
de Durfee e a soma de seus elementos igual a 26.

Primeiro, representamos o grdfico de Ferrers da particio com seu quadrado de

Durfee destacado.

Como representado no grafico de Ferrers, o lado do quadrado de Durfee é 3. Assim,
a matriz procurada terd duas linhas e trés colunas. Portanto, uma matriz da forma

2 X 3, que vamos representar como:

Ci C2 (3
di dy ds '

Chamaremos de dy o numero de partes da particao iguais a 1, de dy o niumero de
partes da particao iguais a 2 e de d3 o numero de partes da particao iguais a 3. Todas
essas partes sao contadas excluido o quadrado de Durfee. Logo, substituindo os valores

dos d;’s teremos a sequinte matriz:

C1 Cy C3
2 1 2/

O que precisamos, agora, € encontrar os valores de ci, co € c3. Para tanto, utili-
zaremos o grafico de Ferrers da particao, com os pontos das linhas e colunas ligados

formando arcos.



3.2 Outras representagoes de particoes por matrizes de duas linhas 27

3

O primeiro arco liga os pontos da primeira linha e os pontos da primeira coluna,
somando 14 pontos. O sequndo arco liga os pontos restantes da sequnda linha e os
pontos restantes da sequnda coluna, somando 8 pontos. O terceiro arco liga os pontos
restantes da terceira linha e os pontos restantes da terceira coluna, somando 4 pontos.
Dessa forma, usaremos os resultados desses arcos para encontrar os valores dos ¢;’s do
sequinte modo: ¢y serd o valor do primeiro arco menos o valor de dy, co serd o valor
do sequndo arco menos dy e c3 serd o valor do terceiro arco menos dz. Portanto, a

matriz final substituindo os valores dos ¢;’s é:
12 7 2
2 1 2

12 7 2
Exemplo 3.4 Mostraremos como a matriz 5 1 9 ) fornece uma representacao

completa da particao 7T+5+4+3+3+2+1+1.

Comecamos a constru¢ao do grifico de Ferrers usando os valores dos elementos da
sequnda linha da matriz (2 1 2), 0s quais representam as quantidades de partes de
valores 1,2 e 3 na particao, excluidas as partes que pertecam ao quadrado de Durfee.

Assim, a base do grdfico de Ferrers é:

Em sequida, como a matriz possui 3 colunas, o lado do quadrado de Durfee € 3.

Dessa forma, acrescentando o quadrado de Durfee ao grifico de Ferrers, temos:
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Para concluir, é preciso completar os pontos que faltam nas 3 primeiras linhas do
grdfico de Ferrers. Utilizaremos para isso os arcos formados pelos pontos das linhas
e colunas. O primeiro arco precisa ter valor igual a soma dos elementos da primeira
coluna da matriz, que é 14; o sequndo arco precisa ter valor igual a soma dos elemntos
da sequnda coluna, que € 8; e o terceiro arco precisa ter valor igual a soma dos elementos

da terceira coluna, que é 4. Portanto, o diagrama de Ferrers serd:

e Qe Q00
e Q- O

A particao encontrada é 7T+5+4+3+3+2+1+1.

Analisando os dois exemplos acima, concluimos que uma particao é totalmente
caracterizada se conhecemos o lado s do quadrado de Durfee, a quatindade de partes
de valor menor ou igual a s que nao pertencam ao quadrado de Durfee e o tamanho de
cada um dos s arcos formados pelos pontos das linhas e colunas do grafico de Ferrers.
Além disso, todas essas informagoes se encontram na matriz de duas linhas e s colunas.

Agora, enunciaremos o Teorema 3.2.

Teorema 3.2 O numero de particoes de n € igual ao numero de matrizes de duas

Ci Cp C3 -+ Cg (32)
dy dy ds - dg ) '

sendo cs > 0,¢ 22+ ¢y +dppr €Y s G+ > di =n.

linhas da forma:
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A demonstracao do Teorema 3.2 nao sera exibida neste trabalho, uma vez que
uma bijecao é obtida pela generalizacao dos Exemplos 3.3 e 3.4. Uma demonstracao
detalhada pode ser encontrada em [1].

O Teorema 3.2 traz algumas condicOes nessesarias para que as matrizes possam
exibir partigoes. Portanto, alguns questionamentos a respeito de tais condigoes se
fazem necessarios.

Comecamos com a condigao ¢ > 0. Essa condigao é necessaria para fornecer o
quadrado de Durfee de lado s. Como os d;’s formam a base do diagrama de Ferrers,
se algum ¢; for igual a zero, nao teremos pontos suficientes para formar o quadrado de

Durfee. Vamos exemplificar um caso em que temos algum ¢; = 0.

Exemplo 3.5 Utilizando o Fxemplo 3.3, construa o grdfico de Ferrers associado a

10 6 0
matriz ( 5 1 9 > . Em sequida, conclua se a particao pode ser exibida.

Note que o ponto destacado no grdafico de Ferrers ndao pode existir, uma vez que o
ultimo arco possui apenas 2 pontos. Assim, o quadrado de Durfee nao terd lado 3 e a

particao nao poderd ser exibida.

Agora, analisamos a condi¢ao ¢; = 2 + ¢;4q + dyi 1.

Para facilitar as notagoes, chamaremos de arco(t) o nimero de pontos no gréfico
de Ferrers, correspondente a soma dos pontos da linha de posigao t e coluna de posicao
t. Observe que, ao partir de um arco no gréafico de Ferrers para o proximo, perdemos
a0 menos um ponto na linha e um ponto na coluna. Portanto, temos a seguinte
desigualdade: arco(t) é maior que ou igual ao arco(t + 1) + 2. Dessa forma, usando
essa desigualdade e a equagao arco(t) = ¢; + d;, a condigao é verificada.

Vamos exemplificar um caso em que a matriz nao satisfaz a condicao ¢; > 2+cp1 +

di1.

Exemplo 3.6 Utilizando os procedimentos do Exemplo 3.3, construa o grdfico de Fer-
8 5 3

L1 ) . Em sequida, conclua se a matriz exibe uma

rers associado a matriz: (

parti¢ao.
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—

O grdfico de Ferrers construido usando a matriz nao € vdlido, uma vez que a
condicao ¢; = 2+ ¢i1q + dyy1 nao € satisfeita na ultima coluna. Assim, o ultimo arco
possui um ponto deslocado que precisa ser retirado do grafico. Portanto, a parti¢cao nao

poderd ser exibida.



Capitulo 4

Atividades com Particoes

Utilizando Materiais Manipulaveis

O objetivo deste capitulo é sugerir atividades utilizando particoes de um inteiro
positivo n, para que professores possam, em sala de aula, conduzir os estudantes de
ensinos fundamental II e médio a entenderem resultados de identidades em particoes,
mesmo sem o conhecimento da definicao de funcao ou bijecao. O foco principal das
atividades estara nas defini¢oes e teoremas dos Capitulos 1, 2 e 3. Para facilitar o
uso das atividades pelos professores sera construida uma tabela, na qual serao listados
o publico-alvo junto aos roteiros correspondentes, os objetos de conhecimentos e as
habilidades por eles abordados, utilizando como referéncia a Base Nacional Comum
Curricular de 2017. Usaremos materiais concretos manipulaveis, com a finalidade de
facilitar a compreensao da representacao grafica de uma particao, assim como, orientar
o estudante na verificacao das identidades de forma construtiva. Algumas sugestoes de
materiais sao: graos, moedas, tampas de garrafas, anéis de latinhas, entre outros.

4.1 Materiais manipulaveis no ensino da matematica

Nesta secao falaremos sobre o lidico no processo de ensino da matematica e a
definicao de materiais concretos manipulaveis. Além disso, justificaremos a proposta
do uso desses materiais na criagao das atividades em partigoes.

A matematica é considerada uma das disciplinas que desempenha papel decisivo
na formacao do estudante, haja visto que “o conhecimento matematico é necessario
para todos os estudantes da educacao basica, seja por sua grande aplicagao na socie-
dade contemporanea, seja pelas suas potencialidades na formacao de cidadaos criticos,
cientes de suas responsabilidades sociais” [14].

Contudo, ¢ sabido ser uma &area que apresenta grandes desafios no que tange ao

ensino-aprendizagem. Existe uma dificuldade em tornar o ensino da matematica sig-
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nificativo e atrativo para o estudante. O professor enfrenta inimeras dificuldades, tais
como a resisténcia dos estudantes a disciplina, falta de pré-requisitos e incapacidade
de relacionar os conteuidos ensinados na escola com a vida pratica.

Assim, faz-se necessario buscar meios que promovam o interesse dos estudantes
e facilitem a compreensao dos conteidos dessa disciplina. Acerca disso, Eva Maria
Siqueira Alves [15] fala sobre sua experiéncia no ensino da matemética fazendo uso de
atividades lidicas. Ela discorre sobre a importancia do convivio dos estudantes em um
ambiente rico de materiais e oportunidades, que possibilite a construgao e elaboracao de
seus conhecimentos. Ela fala também, sobre a necessidade de uma maior atuacao dos
estudantes no processo de aprendizagem, assim como a relevancia do uso de materiais
concretos neste processo.

Discorrendo sobre essa temaética, Isabel Vale [16] nos diz que é possivel dividir os
materiais didaticos em trés tipos: concretos, pictoriais e abstratos/simbdlicos. Segundo
ela, “os materiais concretos permitem que os estudantes trabalhem em contato direto
com eles: permitem uma representacao de uma ideia matematica através de objetos a
trées dimensoes”. Vale afirma que é mais facil para os estudantes falarem de modelos
fisicos ou pictoriais do que de ideias abstratas.

Vale divide os materiais concretos em dois tipos: materiais comuns e materiais edu-
cacionais. Segundo sua definicao, os materiais comuns sao os materiais que usamos com
diversas finalidades na vida cotidiana, por exemplo, palitos de picolé, feijoes, espelhos,
folhas de papel, dinheiro, etc. Os materiais educacionais sao materiais especificamente
construidos para serem usados na sala de aula com fins educativos, tais como, o abaco,
geoplano, mira, livros de texto, fichas, etc.

Com esta definicao em mente, os materiais utilizados nas propostas de atividades
presentes nesse trabalho serao materiais comuns, haja visto que nao apresentam cus-
tos ao docente e sao de facil acesso a qualquer um que deseje coloca-las em pratica.
Além do conceito de material concreto, faz-se necessario uma breve definicao do que
é ludico. Luckesi [17] define ludicidade como “uma estado de consciéncia, em que se
da uma experiéncia em estado de plenitude”. Ele ressalta que na vivéncia de uma
atividade ludica, cada um de nds estamos plenos, inteiros nesse momento, utilizamos
atencao total. Assim, neste trabalho pensa-se a ludicidade sob essa perspectiva, em
que na execucao das atividades propostas os estudantes vivenciem um momento de
aprendizagem plena, experimentando um estado de atengao e envolvimento total.

Desta forma, o que se almeja com a proposta dessas atividades, é que com o auxilio
de materiais concretos manipuldveis os estudantes consigam, de forma lidica, com-
preender o conceito de particdo de um inteiro positivo n e realizar verificacoes de
identidades em partigoes de maneira construtiva, promovendo assim um momento de
reflexao, em que os estudantes possam repensar a aprendizagem da matematica, como

um processo significativo e interessante.
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4.2 Atividades com particoes

Nesta secao exibiremos atividades em particoes em formato de roteiros. A proposta

¢é auxiliar os professores dos ensinos fundamental II e médio a trabalharem o contetdo

de partigoes através do uso de materiais manipuldveis.

Para facilitar o uso das atividades, comecaremos construindo a Tabela 4.1, na qual

serao listados o ptblico-alvo, os roteiros, os objetos de conhecimentos e as habilidades

abordados conforme a Base Nacional Comum Curricular de 2017.

Publico| Roteiros Conhecimento Habilidades
6° ano | Todos Adigao Resolver problemas que envolvam
calculos mentais.
6° ano | 4.10 Subtracao Resolver problemas que envolvam
calculos mentais.
6° ano | 4.4 ; 4.5 Divisao Resolver problemas que envolvam
calculos mentais.
6° ano | Todos Contagem Resolver e elaborar problemas de
contagem.
6° ano | Todos Organizacao e registro | Fazer uso de planilhas para regis-
tro, representacao e interpretacao
das informacoes.
7° ano | 4.6; 4.8 Linguagem algébrica | Compreender a ideia de variavel,
representada por letra ou simbolo.
79 ano | 4.5 Representagao binaria | Compreender o uso da base 2.
8% ano | 4.5 Potenciagao Resolver e elaborar problemas
usando a relagao entre potenciagao.
9% ano | 4.4; 4.5; 4.6; | Funcoes Compreender as fungoes como
4.8; 4.10; 4.13; relagcoes de dependéncia univoca
4.14 entre duas variaveis.
12e2° | 4.4; 4.5; 4.6; | Funcoes Compreender a existéncia de
anos 4.8; 4.10; 4.13; funcoes injetivas,  sobrejetivas,
4.14 inversas e bijetivas.
2%mno | 4.12; 4.13; | Matrizes Reconhecer uma estrutura, em que
4.14 um numero ¢é associado a elementos

distribuidos em linhas e colunas.

Tabela 4.1: Conhecimentos e habilidades trabalhados em cada roteiro.
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4.3 Atividade: Reconhecendo particoes

Antes de pensarmos em atividades que representem identidades, precisamos que o
estudante tenha o entendimento do conceito de particdo. Assim, essa primeira atividade
traz exemplos em forma de roteiros, ao usar situagoes que possam ser reproduzidas em
sala de aula com os estudantes, buscando o entendimento da definicao de particao de

um inteiro positivo n.
Roteiro 4.1 .

1. Forme uma pilha com todos os livros de matemdtica da turma e anote o total.

2. Peca para os estudantes organizarem os livros em prateleiras, de forma que ne-

nhuma prateleira de baizo tenha mais livros que a de cima.

3. Pergunte aos estudantes se existem outras formas de organizar os livros nas pra-
teleiras.

4. Ezxplique que cada uma das maneiras de organizar os livros € uma particao da
quantidade de livros. Em sequida, explique que podemos escrever a quantidade de

livros como a soma dos livros contidos em cada uma das prateleiras.

Roteiro 4.2 .

1. Entregue aos estudantes n objetos indistinguiveis, como canudos, palitos, graos,
tampas de garrafas, etc. Sugerimos que o valor de n seja menor que ou igual a
7.

2. Solicite que os estudantes distribuam os objetos em grupos, de forma que possa
ser formado um unico grupo com todos os objetos ou n grupos com 1 objeto cada,
respeitando a sequinte condicao: o primeiro grupo nunca tenha menos objetos
que o sequndo; o sequndo nunca tenha menos objetos que o terceiro e assim por

diante.

3. Peca aos estudantes que anotem todos os resultados possiveis, da sequinte ma-
neira: utilizem os numeros de objetos em cada grupo como parcelas para escrever

adigoes, comegando com o numero de objetos do maior grupo e indo até o menor.

4. Fxplique aos estudantes que cada formacao do item anterior é uma particao de

n e que cada parcela é uma parte da particao.
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4.4 Atividade: Grafico de Ferrers

A representacao grafica das partigoes de um inteiro positivo n, por meio do seu
grafico de Ferrers, é uma ferramenta poderosa no entendimento de algumas identidades
em particao. Nesse roteiro, sugerimos uma forma de trabalhar com tampas no lugar

de pontos para fazer a representacao grafica.

Observacao 4.1 Nos roteiros em que algum item solicite representar todas as particoes,
sugere-se que a escolha de n seja menor que ou igual a 7. Cason seja um nimero maior

que 7 a atividade se tornard extensa, devido a quantidade de particoes existentes.

Roteiro 4.3 .

1. Distribua n tampas de garrafas aos estudantes e explique que cada tampa repre-

senta uma unidade. Fxemplo: 10 tampas representam o niumero inteiro 10.

2. Peca aos estudantes que reagrupem as tampas em linhas horizontais uma embaizxo
da outra com a sequinte condi¢ao: a quantidade de tampas em uma linha inferior
nunca supera a quantidade de tampas de uma linha superior. Em sequida, anote

todas as particoes encontradas.

3. Forneca todas as particoes de n. Em sequida, solicite aos estudantes que verifi-

quem se todas as parti¢oes foram encontradas com o reagrupamento de pontos.

4. Ezxplique que existe um procedimento recorrente para encontrar todas as particoes
de n por meio da representacao grdfica. Realize 0s prorimos passos com os estu-

dantes para facilitar a compreensao.

5. Peca aos estudantes que coloquem todas as tampas em uma fila no sentido hori-
zontal. Em sequida, explique que essa forma de organizar as tampas representa o
valor maximo da primeira linha do grdfico e que, a quantidade de tampas dessa
primeira linha representa o valor da primeira parte da particao. Assim, a particao

serd n.

6. Oriente os estudantes a transferir a ultima tampa da direita, para baizo da
primeira tampa da esquerda, formando, assim, um novo grdfico com duas li-

nhas. Portanto, a particao desse grafico terd duas partes. Logo, a particao serd
(n—1)+1.

7. Oriente os estudantes a formarem a primeira linha com as n tampas. Em sequida,
devem reagrupar as duas ultimas tampas da direita da sequinte forma: coloque o
maior numero de tampas possiveis na sequnda linha; caso sobre alguma tampa,
coloque a maior quantidade possivel na terceira linha e asstm por diante, respei-

tando sempre a condicao de que a linha debaizo nao tenha mais tampas que a
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linha de cima, anotando a particao encontrada. Em sequida, peca aos estudantes
que, se possivel, movam a ultima tampa da direita da sequnda linha para a linha
abairo, anotando a particao encontrada. O procedimento de descer uma tampa
por vez € feito em todas as linhas a partir da sequnda, até que as linhas fiquem
com apenas uma tampa. Em cada movimento, a particao encontrada deve ser

anotada.

8. Peca aos estudantes que repitam o mesmo procedimento anterior reagrupando
trés tampas. Em sequida, quatro tampas, até chegar a (n — 1) tampas. Explique
que sempre fitamos a quantidade de tampas na primeira linha e reagrupamos as

demasis.

9. Ezplique para os estudantes que cada uma das configuracoes encontradas com o

reagrupamento das tampas fornece um grafico diferente.

Exemplo 4.1 Passos de 5 a 9 do Roteiro 4.3 utilizando 5 tampas.

00000

0000
o

00O
oo

(eJoJo)
o
o

oo

00000 0000 00O
o

Figura 4.1: Roteiro 4.3.

4.5 Atividade: Teorema 2.1

O objetivo deste roteiro é usar as operagoes “dividir/adicionar” que foram definidas
no Capitulo 2, para conduzir o estudante ao entendimento da seguinte identidade: seja

n um inteiro positivo. Entao,
p(n|partes sdo impares) = p(n|partes sao distintas).

Roteiro 4.4 .

1. Usando tampas de garrafas, oriente os estudantes a representarem os grdficos e

anotarem todas as particoes do numero n.
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2. Peca para que os estudantes usem as particoes encontradas e formem os conjuntos

A e B, de modo que o primeiro tenha partes impares e o sequndo partes distintas.

3. Solicite aos estudantes que transformem as particoes do conjunto A da sequinte
forma: adicione as partes iguais duas a duas, até que todas as partes da particao

sejam distintas; se a particao possuir apenas partes distintas, deize como estd.

4. Peca aos estudantes que comparem as particoes encontradas apos realizarem as
transformacoes com as particoes do conjunto B. Em sequida, perqunte: Qual

relacdo existe entre eles?

5. Oriente os estudantes que transformem as parti¢oes do conjunto B da segquinte
forma: caso a particao tenha partes pares, divida por 2 até que ndo seja possivel

obter uma parte inteira. A divisao pode ser aplicada mais de uma vez.

6. Solicite que os estudantes reescrevam as particoes apos as transformagoes do
item anterior. Oriente que comparem essas parti¢coes com as do conjunto A. Em

sequida, pergunte: Qual a conclusao quando comparados os dois conjuntos?

Exemplo 4.2 Passos de 1 a 6 do Roteiro 4.4 utilizando 5 tampas.

A = {partigOes em partes impares} B = {parti¢oes em partes distintas}

5 5

© 0 0 0 O PN © 0 0 0 O
34+1+1 342

o o o o o o

o i o o

o

1+1+1+1+41 441

o o 0o 0o O
o N o

o

o

o

Figura 4.2: Roteiro 4.4.
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4.6 Atividade: Teorema 2.3

O objetivo deste roteiro é introduzir o conceito de representacao binaria. Usaremos
operacoes como dividir e adicionar, para conduzir o estudante ao entendimento da
seguinte identidade: seja n um inteiro positivo. Entao,

p(n|partes sao iguais a 1) = p(n|partes sao poténcias distintas de 2).

Roteiro 4.5 .

1. Distribua aos estudantes n tampas de garrafas. Em sequida, solicite que organi-
zem as tampas em uma fila. Ezplique que cada uma dessas tampas representa o
valor unitdrio e, dessa forma, cada tampa é uma parte da particao do niumero

mnteiro n.

2. Ezplique aos estudantes o que significa p(n|partes sejam iguais a 1). Explique

também que seu valor € 1.

3. Oriente os estudantes a juntarem as tampas da fila formando pares, deizando
uma sozinha se for o caso. Por exemplo, em uma fila com 11 tampas, teremos
5 pares de tampas e uma tampa sozinha. Fxplique que essa nova configuracdao €
uma nova particao com b partes 2 e uma parte 1. Em sequida, peca que adicionem
as partes com mesmo numero aos pares novamente, repetindo o procedimento até

que nao seja mais possivel.

4. Peca aos estudantes que anotem a particao de n final. Em sequida, pergunte se
existe alguma caracteristica em comum entre as partes dessa particao. Ao final
das respostas, explique que as partes sao poténcias de 2 distintas.

5. Ezplique o que significa p(n|partes sao poténcias distintas de 2). Ezplique também

que seu valor € 1.

6. Peca aos estudantes que usem a organizacao atual das tampas e proceda da se-
guinte forma: se possivel, divida os montes de tampas por 2, formando novos

montes de tampas, sequindo o procedimento até que nao seja mais possivel.

7. Pergunte aos estudantes se existe uma relacao com a organiza¢ao das tampas e
a da primeira fila feita com as n tampas. Explique aos estudantes que o processo

feito € o inverso e, portanto, voltamos a configuracao inicial.
8. Realize os procedimentos para valores de n diferentes.

9. Ezplique aos estudantes que essa forma de representar o numero como soma de

poténcias de 2 € conhecida como representacao bindria.
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Exemplo 4.3 Passos de 1 a 4 do Roteiro 4.5 utilizando 13 tampas.

(o] o o o o o o o o o] o o o
00 00 00 00 oo 00 o
0000 0000 0000 o
00000000 0000 o

Figura 4.3: Roteiro 4.5.

4.7 Atividade: Teorema 2.4

O objetivo deste roteiro é mostrar que o processo de retirar a primeira linha em
uma representacao grafica construindo um novo grafico e depois acrescentando essa
linha novamente ao grafico novo, fornece uma bijecao. Assim, conduzir o estudante
no entendimento da seguinte identidade: sejam n e r niimeros inteiros positivos, com

n > r. Entao,
p(n]a maior parte é ) = p(n — r|cada parte é < 7).
Roteiro 4.6 .

1. Distribua aos estudantes n tampas de garrafa. Em sequida, solicite que, usando
a representacdao grdfica, encontrem todas as particoes de n com a sequinte ob-
servacao: a primeira linha do grdfico tenha exatamente r tampas. Em sequida,
anote todas as particoes encontradas.

2. Peca que os estudantes construam um conjunto A, tal que seus elementos sejam

as particoes encontradas.

3. Explique aos estudantes o que significa p(n|a maior parte € r). Em sequida, en-

contre seu valor.

4. Solicite aos estudantes que refacam a representacdo grifica de cada elemento do
conjunto A com a sequinte observagao: remova a primeira linha do grdfico e

anote a particao encontrada.

d. Peca aos estudantes que construam um conjunto B, tal que seus elementos sejam

as particoes encontradas no passo anterior.

6. Explique aos estudantes o que significa p(n — r|cada parte é < r). Em sequida,
encontre seu valor.
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7. Pergunte aos estudantes o que pode ser feito aos elementos do conjunto B para

que cada um forneca um elemento do conjunto A.

8. FExplique que o procedimento do item anterior € uma operagao inversa, que trans-

forma cada elemento de B em um elemento de A.

9. Explique que os procedimentos acima mos permitem afirmar que o niumero de
elementos do conjunto A € igual ao do conjunto B. Caso os estudantes tenham

o conhecimento de funcao, explique que isso ¢ uma bijecao.

Exemplo 4.4 Passos de 1 a9 do Roteiro 4.6 de uwma particao utilizando 16 tampas e
a maior parte da particao igual a 5.

5+4+4+3 44+4+3
O 00O0O O 00O
O 00O — 0o0oo0oo
O 00O 0O o0O
O 0O

Figura 4.4: Roteiro 4.6.

4.8 Atividade: Particao conjugada
Neste roteiro, sera trabalhada a definicao de particao conjugada.

Roteiro 4.7 .

1. Distribua aos estudantes n tampas de garrafas. Em sequida, solicite que repre-

sentem o grafico de cada particao de n e anotem as particoes encontradas.

2. Peca aos estudantes que procedam em cada uma das representagoes grdficas do
item anterior da sequinte forma: a primeira linha se transforma na primeira
coluna, a sequnda linha na sequnda coluna e assim sucessivamente, até a ultima

linha.
3. Solicite aos estudantes que anotem as particoes encontradas no item anterior.

4. Explique aos estudantes que cada particao encontrada através do procedimento de

trocar linhas pelas colunas é chamada de particao conjugada.
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Exemplo 4.5 Passos de 1 a 4 do Roteiro 4.7 de uma parti¢ao utilizando 16 tampas.

54+5+2+2+1 B+4+2+4242
0 0o0O00O0 00000
©0o0O00O0 0 00O
o o — o o
o o o o
o o o

Figura 4.5: Roteiro 4.7.

4.9 Atividade: Teorema 2.6

O objetivo deste roteiro é utilizar a operacao conjugagao para construir particoes

conjugadas. Assim, conduzir o estudante no entendimento da seguinte identidade:

sejam n e k nuimeros inteiros positivos, com n > k. Entao,

p(n]a maior parte é k) = p(n|hd exatamente k partes).

Roteiro 4.8 .

1.

Distribua aos estudantes n tampas de garrafas. Em sequida, solicite que, usando
a representacdo grdfica, encontre todas as particoes de n, com a sequinte ob-
servacao: que a primeira linha do grdfico tenha exatamente k tampas, comn > k.

Em sequida, anote todas as particoes encontradas.

Peca que os estudantes construam o conjunto A, tal que, seus elementos sejam

as particoes encontradas no item anterior.

Ezxplique aos estudantes o que significa p(n|a maior parte € k). Em sequida, en-

contre seu valor.

Solicite aos estudantes que, usando a operagao conjugacao, escrevam a parti¢ao

conjugada de cada elemento do conjunto A.

Peca aos estudantes que construam o conjunto B, tal que seus elementos sejam
as particoes encontradas no passo anterior. Em sequida, pergunte se existe uma
relacao entre a maior parte da particao de cada elemento do conjunto A com o

numero de partes da particao do elemento correspondente no conjunto B.
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6. Explique aos estudantes o que significa p(n|tenham exatamente k partes). Em

sequida, encontre seu valor.

7. Solicite aos estudantes que usem a operacao conjugacao em cada elemento do
conjunto B. Em sequida, peca que comparem as novas parti¢coes com as parti¢oes

do conjunto A.

8. Explique que os procedimentos acima mos permitem afirmar que o numero de
elementos do conjunto A € igual ao do conjunto B. Caso os estudantes tenham

o conhecimento de fungao, explique que isso € uma bijecao.

Exemplo 4.6 Passos de 1 a 7 do Roteiro 4.8 utilizando 6 tampas e a maior parte da

parti¢ao igual a 3.

3+ 3 2+2+2

0o0O 0O

00O PN 0O
0O

3+2+1 34+2+4+1

00O 00O

(o}e] PN 0O

o o

3+1+1+1 44+1+1

00O O00O0O

o PN o

o o

o

Figura 4.6: Roteiro 4.8.

4.10 Atividade: Particao autoconjugada
Neste roteiro, sera trabalhada a definicao de particao autoconjugada

Roteiro 4.9 .

1. Distribua aos estudantes n tampas de garrafas. Em sequida, solicite que, usando

a representacao grdfica, encontrem e anotem todas as particoes de 1,2,3,...,n
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em que a primeira linha do grdfico tenha exatamente o mesmo niumero de tampas
que a primeira coluna, que a sequnda linha tenha o mesmo niumero de tampas

que a sequnda coluna e assim sucessivamente.

2. Solicite aos estudantes que utilizem cada uma das particoes encontradas e repre-
sentem sua particao conjugada, ou seja, que troquem as linhas pelas colunas no

grafico das particoes, anotando todas as particoes encontradas.

3. Pec¢a aos estudantes que comparem as parti¢oes encontradas nos dois passos an-
teriores. Em sequida, pergunte qual o motivo do resultado encontrado e se existe

alguma simetria nos graficos de cada uma das particoes.

4. Explique aos estudantes que os grdficos das particoes sao simétricos em relacdo a
diagonal principal e, sempre que a particao conjugada € iqual a particao original,

ela € chamada de particao autoconjugada.

Exemplo 4.7 Passos de 1 a 4 do Roteiro 4.9 de uma particao utilizando 17 tampas.

4+3+1 5+4+4+3+1
0O

o —

o

+4

O00O0 +

!
oo
oo
(o o)
(o o)
o

Figura 4.7: Roteiro 4.9.

4.11 Atividade: Teorema 2.7

O objetivo deste roteiro é utilizar particoes autoconjugadas, para conduzir o estu-
dante ao entendimento da seguinte identidade: seja n um inteiro positivo. Entao,

p(n|sdo autoconjugadas) = p(n|partes impares distintas).
Roteiro 4.10 .

1. Distribua aos estudantes n tampas de garrafas. Em sequida, peca os estudan-
tes que construam um conjunto A, tal que seus elementos sejam as parti¢oes

autoconjugadas encontradas na atividade anterior.

2. Ezplique aos estudantes o que significa p(n| autoconjugadas). Em seguida, en-

contre seu valor.
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3. Solicite aos estudantes que, usando as particoes autoconjugadas do conjunto A,
procedam em suas representacoes grdficas da sequinte forma: reagrupe todas as
tampas da primeira linha com as tampas da primeira coluna e forme a primeira
linha de um novo grafico. Em sequida, reagrupe as tampas restantes da sequnda
linha com as tampas restantes da sequnda coluna e forme a sequnda linha do novo
grafico. Prossiga com o processo com todas as tampas restantes; ao final, anote

todas as particoes encontradas.

4. Peca os estudantes que construam um conjunto B, tal que seus elementos sejam

as particoes encontradas no passo anterior.

5. Ezplique aos estudantes o que significa p(n|partes impares distintas). Em se-

gquida, encontre seu valor.

6. Solicite aos estudantes que refacam a representacdao grafica de cada elemento do
conjunto B da sequinte forma: distribua a quantidade de tampas da primeira
parte da particao, colocando uma tampa na diagonal principal e metade do res-
tante na primeira linha e metade na primeira coluna. Distribua a quantidade de
tampas da sequnda parte da parti¢ao, colocando uma tampa na diagonal principal
e metade do restante na sequnda linha e metade na sequnda coluna, assim suces-
stvamente com todas as partes da particio. Ao final, anote o resultado de cada

particao encontrada.

7. Ezplique que o procedimento do item anterior € uma operacao inversa, que trans-

forma cada elemento de B em um elemento de A.

8. Ezplique que os procedimentos acima nos permitem afirmar que o numero de
elementos do conjunto A € igual ao do conjunto B. Caso os estudantes tenham

o conhecimento de funcao, explique que isso € uma bijecao.

Exemplo 4.8 Passos de 1 a 6 do Roteiro 4.10 de uma particao utilizando 20 tampas.

54+5+4+4+2 I+7+3+1

O00O0O@000O00O
OO0OO0O@e0O00O0

g—é.) O:O

Figura 4.8: Roteiro 4.10.
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4.12 Atividade: Particoes com partes d-distintas

O objetivo deste roteiro é introduzir a definicao de particoes em partes d-distintas.
Esta definicao ¢ necessaria para o entendimento das identidades de Roger-Ramanujan
que aparecem no Capitulo 2.

Roteiro 4.11 .

1. Distribua aos estudantes n tampas de garrafas. Em sequida, solicite que, usando

a representacao grdfica, encontrem todas as particoes de n.

2. Peca aos estudantes que formem conjuntos usando as particoes encontras do se-
guinte modo: no primeiro conjunto, escreva todas as particoes em que a diferenca
entre as partes seja de pelo menos 1; no sequndo conjunto, todas as particoes em

que a diferenca entre as partes seja de pelo menos 2, assim sucessivamente.

3. Explique aos estudantes que as particoes do primeiro conjunto sao chamadas 1-

distintas, a do sequndo conjunto 2-distintas e assim sucessivamente.

Exemplo 4.9 Passos de 1 a 3 do Roteiro 4.11 para particoes com partes 2-distintas
utilizando 6 tampas.

5+1 4+2
O 0O 0O 0O O O O O O
o O O

Figura 4.9: Roteiro 4.11.

4.13 Atividade: Simbolo de Frobenius da particao

O objetivo deste roteiro é utilizar a definicao do quadrado de Durfee e o gréfico
de Ferrers, para representar uma particao como uma matriz que tenha duas linhas e
o numero de colunas iguais ao lado do quadrado de Durfee. Além disso, conduzir o

estudante ao entendimento de que o processo é invertivel.
Roteiro 4.12 .

1. Distribua aos estudantes n tampas de garrafas. Em sequida, peca os estudantes

que construam a representacao grafica de qualquer uma das particoes de n.
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2. Solicite aos estudantes que, usando a representacao graifica da parti¢ao escolhida,
destaquem o maior quadrado que contenha a primeira tampa do grdfico de Ferrers.

Explique que esse quadrado é conhecido como quadrado de Durfee da particao.

3. Fxplique aos estudantes que, usando a informacao do lado do quadrado de Durfee,
ja € possivel saber o tipo da matriz que ele deve construir. Assim, a matriz terd

duas linhas e numero de colunas iguais ao lado do quadrado de Durfee.

4. Peca aos estudantes que destaquem a diagonal principal no grdfico da particdo
escolhida. Em sequida, proceda com as demais tampas da sequinte forma: agrupe
as tampas que estao a direita da diagonal principal em grupos, o primeiro grupo
com as tampas da primeira linha, o sequndo grupo com as tampas da sequnda linha
e assim sucessivamente. Caso alguma linha nao possua tampas sua representa¢ao
na matriz serd o elemento zero. Oriente os estudantes que procedam de forma
semelhante com as tampas que estao abaixo da diagonal principal, formando novos
grupos, o primeiro com as tampas da primeira coluna o sequndo com as tampas da
sequnda coluna e assim sucessivamente. Caso alguma coluna nao possua tampas

sua representacao na matriz serd o elemento zero.

5. Fxplique aos estudantes que cada um dos grupos formados pelas tampas das linhas
a direita da diagonal principal serao os elementos da primeira linha da matriz,
enquanto os grupos formados pelas tampas das colunas abaixo da diagonal prin-

cipal serao os elementos da sequnda linha da matriz

6. Solicite aos estudantes que alinhem os grupos formados pelas tampas das linhas e
logo abaizo alinhem os grupos formados pelas tampas das colunas. Fxplique que
essa representacdao € uma matriz de duas linhas e com numero de colunas iguais
ao lado do quadrado de Durfee.

7. Peca aos estudantes que usem a diagonal principal que restou no grdfico e retorne
as tampas da matriz do sequinte modo: o0s grupos da primeira linha da matriz
formarao os pontos das linhas a direita da diagonal principal, sendo o primeiro
grupo, a primeira linha; o sequndo grupo, a sequnda linha e assim sucessivamente.
De forma semelhante, use 0s grupos da sequnda linha da matriz para retornar as
tampas as colunas abairzo da diagonal principal: o primeiro grupo na primeira

coluna, o sequndo grupo na sequnda coluna e assim sucessivamente.

8. FExplique aos estudantes que, usando os procedimentos dos itens anteriores, sem-
pre € possivel representar uma particao como uma matriz de duas linhas. Porém,
nem toda matriz de duas linhas representa uma particao. Fxemplifique tal res-
tricao usando uma matriz em que seus elementos nao estejam em ordem decres-

cente.
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Exemplo 4.10 Passos de 1 a 7 do Roteiro 4.12 utilizando 15 tampas.
e—0—O
e—©O

>
l o

Figura 4.10: Roteiro 4.12.

~
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4.14 Atividade: Teorema 3.1

O objetivo deste roteiro é representar uma particao de n como uma matriz que
tenha duas linhas e o niimero de colunas iguais ao niimero de partes da particao. Essa

Cci Co C3 - Cr (41)
di dy ds -+ d. )’ '

' T
sendo ¢, =0,¢, =1+ depr ey i+ di=n.

matriz sera da forma:

Roteiro 4.13 .

1. Distribua aos estudantes n tampas de garrafas. Em sequida, peca os estudantes

que construam a representacao grafica de qualquer uma das particoes de n.

2. Explique aos estudantes que, usando a informacao do nimero de partes da parti¢ao,
ja € possivel saber o tipo da matriz que ele deve construir. Assim, a matriz terd

duas linhas e numero de colunas iguais ao numero de partes.

3. Fxplique aos estudantes que o ultimo elemento da primeira linha na matriz é
sempre zero e o ultimo elemento da sequnda linha € igual ao nimero de tampas da
ultima linha do grdfico. Assim, peca aos estudantes que transporte essas tampas

da ultima linha do grdfico de Ferrers formando o ultimo elemento da matriz.

4. Fxplique aos estudantes que a soma das tampas da ultima coluna € igual ao ante-
pentltimo elemento da primeira linha da matriz. Dessa forma, peca aos estudan-
tes que transportem da antepeniltima linha do grafico as tampas correspondentes
a essa soma e depois as tampas que sobraram nesta linha para o elemento cor-

respondente na sequnda linha na mesma coluna.
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5. Peca aos estudantes que, completem os valores dos elementos da matriz, usando

as informacoes do item anterior nas demais linhas do grdfico de Ferrers.

6. Ezxplique aos estudantes que, a sequnda linha da matriz fornece uma representacao
completa da particao conjugada, uma vez que, o primeiro elemento da sequnda
linha informa quantas partes de valor 1, o sequndo elemento quantas partes de

valor 2 e assim sucessivamente existem na parti¢ao conjugada.

7. Ezxplique aos estudantes que, usando a matriz construida, pode-se retornar a re-
presentacao grafica do sequinte modo: todas as tampas da primeira coluna for-
mam a primeira linha do grdafico de Ferrers, as tampas da sequnda coluna a

sequnda linha e assim sucessivamente.

8. Ezplique aos estudantes que, usando os procedimentos dos itens anteriores, sem-
pre € possivel representar uma particao como uma matriz de duas linhas. Porém,
nem toda matriz de duas linhas representa uma particao. FExemplifique tal res-
tricao usando uma matriz em que o ultimo elemento da primeira linha seja dife-
rente de zero.

Exemplo 4.11 Passos de 1 a 7 do Roteiro 4.13 utilizando 9 tampas.

o (31 0) _
2 2 1

O o0O0Oo
oo

O oo
00 00O
O oo

Figura 4.11: Roteiro 4.13.

4.15 Atividade: Teorema 3.2

O objetivo deste roteiro é representar uma particao de n como uma matriz que
tenha duas linhas e o nimero de colunas iguais ao lado do quadrado de Durfee. Essa

Ci Cyp C3 -+ Cg (42)
dy dy ds .- dy ) '

sendo ¢s > 0,¢, =2+ 1 +dpr e Yo+ di =n.

matriz serd da forma:
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Roteiro 4.14 .

1. Distribua aos estudantes n tampas de garrafas. Em sequida, peca os estudantes

que construam a representacao griafica de qualquer uma das particoes de n.

2. Solicite aos estudantes que, usando a representacao grafica da particdo escolhida,
destaquem o maior quadrado que contenha a primeira tampa do grdfico de Ferrers.

Explique que esse quadrado é conhecido como quadrado de Durfee da parti¢do.

3. Fxplique aos estudantes que, usando a informacao do lado do quadrado de Durfee,
ja € possivel saber o tipo da matriz que ele deve construir. Assim, a matriz terd

duas linhas e nimero de colunas iguais ao lado do quadrado de Durfee.

4. Fxplique aos estudantes que o primeiro elemento da sequnda linha da matriz
representa o numero de partes de valor 1, o sequndo elemento o numero de partes
de valor 2 e assim sucessiwamente, excluidas as partes do quadrado de Durfee.
Pecga os estudantes que completem a sequnda linha da matriz do sequinte modo:

use tampas sobrepostas para representar o valor de cada um desses elementos.

5. Ezplique aos estudantes que o numero de tampas que formam a primeira linha e
primeira coluna no grdfico de Ferrers representa a soma dos elementos da pri-
meira coluna da matriz, o numero de tampas restantes que formam a sequnda
linha e a sequnda coluna representa a soma dos elementos da sequnda coluna da

malriz e assim sucessivamnete.

6. Peca aos estudantes que, usando as informacoes do item anterior, completem os
valores dos elementos da primeira linha da matriz do sequinte modo: use tampas

sobrepostas para representar a quantidade de cada um desses elementos.

7. Explique aos estudantes que, usando a matriz construida, pode-se retornar a re-
presentacao grdfica do sequinte modo: use as informacoes da sequnda linha da
matriz e represente as partes de valor 1, de valor 2 e assim sucessivamente. Em
sequida, represente o quadrado de Durfee. Para finalizar, complete as tampas
que faltam nas linhas do quadrado de Durfee, de modo que o nimero de tampas
que formam a primeira linha e primeira coluna no grdfico sejam iguais 4 soma
dos elementos da primeira coluna da matriz, o numero de tampas restantes que
formam a sequnda linha e seqgunda coluna sejam iguais a soma dos elementos da

sequnda coluna da matriz e assim sucessivamente.

8. Explique aos estudantes que, usando os procedimentos dos itens anteriores, sem-
pre € possivel representar uma particao como uma matriz de duas linhas. Porém,
nem toda matriz de duas linhas representa uma particdo. Fxemplifique tal res-

tricao usando uma matriz em que algum elemento da primeira linha seja zero.
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Exemplo 4.12 Passos de 1 a 7 do Roteiro 4.14 utilizando 25 tampas.

Figura 4.12: Roteiro 4.14.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, com objetivo de ser o mais didatico possivel, procuramos exibir as
funcoes bijetivas que demonstraram as identidades em particoes de uma forma simples e
detalhada. Encontrar essas bijecoes nem sempre é algo simples. Porém, quando elas sao
encontradas, o processo de entender as identidades se torna mais claro e sua utilizacao
na criacao de atividades construtivas mais naturais, principalmente em atividades nas
quais ¢ exibida a relacao entre elementos dos conjuntos representados dos dois lados
da igualdade. A representacao grafica de uma particao conhecida como gréafico de
Ferrers se mostrou muito 1til na exibicao das bijecoes, principalmente na verificacao
das identidades e na transformacao de particoes em matrizes de duas linhas por meio
de processos construtivos com o uso do material concreto manipulavel proposto nos
roteiros.

Mais que propor atividades que possam ser utilizadas por professores dos ensinos
fundamental II e médio, esperamos que professores e estudantes interessados no assunto
possam continuar o trabalho, acrescentando novas atividades, adaptando as existentes
e fazendo relatos de como essas atividades contribuiram com o processo de ensino-

aprendizagem da matematica.
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