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Resumo

Baseado em [15]16}17], consideramos duas classes de equagdes diferenciais parciais

que descrevem superficies pseudoesféricas, a saber, a classe de equagdes evolutivas de

(o P
ot “ox’ T axk |7

classificada por Chern e Tenenblat [11], e a classe de equacdes hiperboélicas de ordem

021 _r a_u
oxot - \Max )

estudada por Rabelo e Tenenblat [21], onde u(x,t) é uma fungdo real e diferenciavel.

ordem k > 2, dada por

2, dada por

Em seguida, fazemos uma abordagem sistemadtica de imersdes isométricas locais em
IR? de superficies pseudoesféricas sob a perspectiva das equagdes diferenciais que déo

origem as métricas.

Palavras-chave: imersao, superficie, pseudoesférica, evolutiva, hiperbdlica.
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Abstract

Based on [15, 16, 17], we consider two classes of partial differential equations which
describe pseudo-spherical surfaces, namely, the class of k-th order evolution equations

given by
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classified by Chern and Tenenblat [11] and the class of second order hyperbolic equa-
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studied by Rabelo and Tenenblat [21], where u(x, t) is a real and differentiable function.

tions given by

In the next, we consider a systematic approach to local isometric immersions into IR® of
pseudo-spherical surfaces from the perspective of the differential equations that give

rise to the metrics.

Keywords: immersion, surface, pseudo-spherical, evolution, hyperbolic.



Sumario

Introducio 3
i Prelimi l ”
1.1 Formasdiferenciaisem R . . . . .. ..................... 7
(1.2__Meétodo do referencial mévell . . . ... ... oo o000 12
(1.3 Classes de equagdes diferenciais parciais que descrevem superficies pseu- |
| doesféricas| . . . . . ... ... 15
2 Imersoes isométricas locais de métricas associadas as solucdes de equacoes |
L__evolutivasl 19
2.1 Imersoes isométricas locais de superficies pseudoestéricas e equacoes |
| evolutivasdeordem 2| . . . . ... .. .. L L Lo L 20
2.2 Imersdes isométricas locais de superficies pseudoestéricas e equacoes |
| evolutivasdeordem k, k> 2. . . . . . . . . ... . .. . .. 37

3 Imersoes isométricas locais de métricas associadas as solucdes de equacoes |

[ hiperbélicas| 68
B.1 Classe de equagdes hiperbolicas que descrevem superticies pseudoesté- |
I ricasl. . ... e 69
B.2 Imersdes isométricas locais e equagdes hiperbolicas de orem 2[ . . . . . . 72

4 Conclusaol 95



Introducao

As equagdes diferenciais parciais que descrevem superficies pseudoesféricas apre-
sentam suma importancia na descri¢do de fendmenos fisicos ndo-lineares e na resolu-
¢do de problemas de natureza matemadtica pura ou aplicada. A esséncia geométrica
destas equacdes reside sobretudo no fato de que suas solucdes genéricas fornecem

métrica em subconjuntos abertos de R?, com curvatura gaussiana K = —1. Um dos

o2u

exemplos mais famosos de tal equagdo é a equagdo de Sine-Gordon FreTi sin(u).
Esse exemplo foi descoberto por Edmond Bour [1]. Ele percebera que em termos de
coordenadas assintéticas de Darboux, as equagdes de Gauss-Codazzi-Mainardi para
superficies pseudoesféricas em R> se reduzem a equacio de Sine-Gordon. Com isso,
a descoberta das transformagdes de Backlund e a férmula de superposi¢do para so-
lugdes de equagdes construida por Bianchi focaram sobretudo énfase na equacdo de
Sine-Gordon que em sua culminancia acabou sendo um modelo importante na descri-
¢do de varios fendmenos nao-lineares.

Uma equagdo diferencial parcial

Ju Ju oku
’ <t§a_ W) - v

descreve superficies pseudoesféricas (s.p.e.) ou é dita equacgdo PS se existe um sistema de

1-formas {w1, wy, w3}, dado por

w1 = fridx + frpdt, wy = fordx + fodt, w3z = fa1dx + fadt, (2)

onde f;;, (i,7) € {1,2,3} x {1,2}, sdo fungdes de x, t, u(x,t) e derivadas parciais de

u(x,t) com respeito a x e t, tal que as equagdes de estrutura

dwg = w3 Awy, dwy=wi ANws, dws= w1/ wy, (3)
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de uma superficie com curvatura gaussiana K = —1 sdo satisfeitas se, e somente se,
u é uma solucao de (1)) satisfazendo wq A wy # 0, com w3 := wyy sendo a conexdo de
Levi-Civita da correspondente métrica pseudoesférica, a qual estd definida no dominio
da solucgdo u de (1)) por

I =w}+ i 4)

Além da equacdo de Sine-Gordon, outra equacgdo de interesse é a Korteweg—de

Vries (KdV),

ot  9x3 ox’

com 1-formas associadas

o%u %u
o= e (55 i

wy = ndx + (173 + 25u —23—2) dt,

—1%u —2u® +n? + 2u) dt,

B Pu  ou S
w3 =—(14u)dx+ (—w—i—ng—n u—2u—my —Zu) dt.

As equagdes que descrevem superficies pseudoesféricas também podem ser carac-

terizadas de outras maneiras alternativas. Por exemplo, o sistema de equacdes (3) é
equivalente a condicdo de integracdo do sistema linear

do' \ 1 Wy W] —ws ol )
d? ) 2\ wi4+w; —ws v ]’

Nos anos derradeiros muitas tentativas tém sido feitas no sentido de caracterizar

onde v’ = v’ (x, ).

e classificar equacdo PS, por exemplo, em [11] Chern e Tenenblat deram uma carac-

d d ok
terizacdo para equagdes evolutivas da forma a—Ltl =F (u, %,..., a—);) sob as hipo-
d _ ou  ou B q . ) L
teses de que f;; = fij | u, 57 9k | € fo1 = 1, onde n é um parametro real; no

artigo [8], Catalano-Silva obtiveram uma classificacdo completa e explicita de equa-
2

_ ou o“u ou .
¢Oes da forma 5 A (x,t,u) 2 + B (x, t,u, g) sob as hip6teses de que A # 0

e fo1 = 1, Gomes [13] e Catalano-Tenenblat [10] classificaram equagdes evolutivas da

forma u Pu cly ou *u u o*u o ou 9*u cly ou d%u u res
ot  oxd "ox” 9x2’ 9x3" Jx4 ot  oxt "ox’ 9x2" 9x3 )’

pectivamente, sob hipé6teses auxiliares que f; e f31 sdo combinagdes lineares de f1;.
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Esses constituem alguns dos resultados obtidos até o presente momento.

Uma observagdo importante a ser feita é que a classificagdo apresenta-se como
sendo mais forte que a caracterizacdo. Enquanto esta impde restri¢des fortes sob as
funcdes f;; sem explicitd-las, aquela d4 uma expressdo explicita para as fungdes f;;.
Ainda é importante ressaltar que ha uma série de equagdes PS que ndo foram carac-
terizadas, bem como classificadas e é nesta direcdo que surge a necessidade de dar
prosseguimento ao estudo, porquanto as supracitadas equagdes apresentam suma im-
portancia para a fisica e para a propria matematica.

Um cléssico resultado em geometria afirma que qualquer superficie pseudoesférica
pode ser local isometricamente imersa em [E3. Por conseguinte, qualquer superficie
pseudoesférica descrita por uma equacdo PS & admite uma imersdo isométrica local
em [E3.

De outro modo, pelo teorema de Bonnet, a toda solucdo genérica u de & esta asso-
ciado um par (I[u], II[u]) de primeira e segunda formas fundamentais, as quais satis-
fazem as equagdes de Gauss-Codazzi.

Portanto segue-se da teoria basica que as componentes 4, b, ¢ da segunda forma
fundamental de qualquer imersao isométrica local em [E> de uma métrica de curvatura
constante —1 estdo definidas por 1-formas

w13 = awq + bwz, W3 = bw1 + cwy,
que satisfazem as equagdes de estrutura (Codazzi)
dwiz = wip Awrs, dwyz = woy A wis,

e a equacdo de Gauss
ac —b* = —1.

Para a equagdo de Sine-Gordon, 1 = sinu, com a escolha de 1-formas w; , wy e

w3 = wyy, dadas por
1 . 1
w1 = —sinudt, wy)=ndx+ —cosudt, ws=u,dx,
podemos facilmente verificar que as 1-formas wi3 e w3 sdo dadas por
u u
w13z = tan Ewl, wp3 = — cot sz,

donde a = tan(u/2),b = 0ec = —cot(u/2), isto é, para a equagdo de Sine-Gordon, as
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componentes 4, b, c da segunda forma fundamental da imersdo isométrica local depen-
dem de um jato de ordem finita de u. Uma questdo natural é saber se esta propriedade
se estende para outras equagdes, além da equagdo de Sine-Gordon, dentro da classe de
equagOes diferenciais que descrevem superficies pseudoesféricas.

No Capitulo 2, consideraremos a classe de equagdes evolutivas classificadas por
Chern e Tenenblat [11] e, no Capitulo 3, a classe de equagdes hiperbdlicas de ordem 2,

021 _r a_u
oxot - \Mox )

estudada por Rabelo e Tenenblat [21], onde u(x,t) é uma fungdo real e diferenciavel.

dada por

Em ambos os casos, veremos que as componentes a,b e ¢ de qualquer imersao isomé-
trica local em IR® de superficies pseudoesféricas associadas as solugdes de tais equagdes
sdo independentes da solu¢do u da equacao, isto é, dependem apenas de x e t e, por-
tanto, sdo ditos universais.



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo, trataremos de alguns conceitos e notagdes que serdo utilizados no
decorrer deste trabalho.

Na Secao introduziremos a nocdo de formas diferenciais e, na Secao aplica-
remos a teoria descrita na se¢do anterior ao estudo do método do referencial mével as
superficies de IR>.

Tendo em vista 0 nosso propésito de estudar as imersdes isométricas locais de mé-
tricas associadas as solu¢des de equagdes diferenciais parciais, destinamos a Segao
ao estudo de alguns exemplos de classes de equagdes diferenciais que descrevem su-
perficies pseudoesféricas. Por conseguinte, o leitor, ja familiarizado com a linguagem
de formas diferenciais, poderd, em uma primeira leitura, omitir as Se¢des e e

analisar diretamente a Se¢ado|(1.3

1.1 Formas diferenciais em R?

Dado um ponto p € R?, indicaremos o espago tangente a R?> em p por sz. Diremos

que um campo de vetores em R? ¢ uma aplicacdo

v:R? = Ry?
pr— o(p)

isto é, uma aplicagdo que para cada ponto p € IR? associa um vetor v(p) € sz.

Uma vez que sz, com a adicdo e a multiplicagdo usuais de seus elementos por
escalar, é um espaco vetorial de dimensdo 2 no corpo R, faz sentido falar em base
atrelada a esse conjunto. Com isso, dado p € IR?, obtemos, pela definicdo da aplicacio
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v, um vetor v(p) € R,?, o qual pode ser escrito como

v(p) = a1(p)or(p) +az2(p)va(p), (1.1)

em que {v1(p),v2(p)} é para cada p, uma base, ou seja, a medida que p varia em
IR?, varia-se R, e {v1(p),v2(p)} é a sua correspondente base. Além disso, a; e a, sdo
funcdes reais, isto é,

aj: R* - R

p—ai(p)
j € {1,2}, é funcdo real, e como podemos ver, fixado j € {1,2}, obtemos, para cada
p e R?, um escalar aj(p) € R. Além disso, se as fungdes a1 e ap sdao diferenciaveis, o
campo v é dito diferencidvel.

Para cada espago vetorial sz, podemos associar um conjunto indicado por (RPZ)*.
Tal conjunto é definido por (R,%)* = {L: R,*> — R; T é uma aplicacéo linear}.

Com as operagdes usuais de adi¢do e multiplicacdo de aplica¢des lineares de (sz)*
por escalares de RR, (sz)* é evidentemente um espaco vetorial. Tal espago recebe o
nome de espaco dual do espago R,?.

Se considerarmos {e;(p),e2(p)} a base candnica de R,?, entdo a base de (R,%)* ¢
dada por {(dx)p, (dt)p}, onde (dx), : R,> — Re (dt), : R,* — Rserdo aplicagdes defi-
nidas por (dx), (a1 (p), a2(p)) = a1 (p) e (@) (a1 (p), a>(p)) = a2(p), com (a1(p), az(p))
sendo um vetor de R,” na base {e1(p), e2(p)}. A base {(dx), (dt),} de (R,*)* é abase
dual da base {e1(p), e2(p)} de R,

Definicio 1.1.1. Uma 1-forma ou forma diferencial de grau 1 em um conjunto aberto U C IR?
é uma aplicagio w : U — (Ry?)* que para cada p € U associa um vetor w(p) € (R,%)*.

Note que consoante a Definigdo e as observagdes precedentes, podemos, para
cada p € U, escrever

w(p) = a1(p)(dx)p +az(p)(dt)p,

em que aj,a; 1 U C R? — R sdo fungdes reais, isto é, para cada p € U, tem-se
a1(p),a2(p) € R.

Agora, a fim de introduzir a definicdo de 2-formas ou forma diferencial de grau 2,

considere o conjunto
V2[(Ry%)*] := {M: R,* x Rp? — R; M é uma aplicagao bilinear e alternada}.

Esse conjunto, com a adi¢do usual de aplicag¢des bilineares e a multiplicagdo de apli-

cagdo bilinear por um escalar de IR, constitui um espago vetorial. Dizer que M é uma
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aplicacdo alternada significa que tal aplicacdo muda de sinal na medida em que se
permuta dois de seus argumentos consecutivamente, ou seja, M (v1,v3) = —M(v,v1)
para quaisquer v1, Uy € R%.

Sejam M; e M, 1-formas definidas num subconjunto aberto U de R?>. Dai, con-
siderando p € U, denominamos a aplicagao (M;M;), : R]g2 X sz — R, dada por
(M1M2)p(v1,v2) = (M1)p(v1)(M3)p(v2), como sendo o produto tensorial de My e My.
E evidente que tal aplicagio é bilinear, pois M; e M, sio aplicagdes lineares.

Dadas 1-formas 67 e 6, em U C R?, define-se, para cada p € U, a soma delas como
(01 +62)(p) = 61(p) + 62(p) enquanto que o produto de uma 1-forma 6, definida
em U C RR?, por uma funcdo real f, também definida em U C RR?, é definido por
(f0)(p) = f(p)6(p), seja qual for p € U. Consequentemente, pondo 6, = ajdx + bydt,
0, = axdx + bydt e 0 = adx + bdt, temos 01 + 6, = (a1 + ap)dx + (b1 + bp)dt enquanto
que f0 = afdx + bfdt.

Para 1-formas M;, M, e M3 quaisquer e uma fungdo real f, definidas em um aberto
U C R?, é vélido que

(M1 + M) Mz = MiMs + MaMs,
M1 (Mz + M3) = MM, + MMy, (1.2)
(fM1)Mz = My (fMz) = fMi M.

Uma demonstracao dos fatos evidenciados em pode ser encontrada em [24].

Ainda supondo que M; e M; sdo 1-formas definidas num subconjunto aberto U de
IR?, obtemos um elemento M; A My € V5[(R,?)*], definido como segue:

(M1 A My)(01,v2) = det(M;(v))), i,j € {1,2}. (1.3)

Mais precisamente,
(M1 A Mp)(01,02) = My (01)Ma(v2) — Ma(v1) M1 (02),

e, claramente, trata-se de uma expressdo bilinear alternada. De acordo com o exposto
anteriormente, podemos, de maneira mais simples, escrever My A My = MM, —
MpM;.

A operagcao, introduzida em (1.3), recebe 0 nome de produto exterior de 1-formas.
Note que, em particular, (dx), A (dt), € Va[(R,?)*]. Essa expressao serd denotada
simplesmente por (dx A dt), no que segue.
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E importante ainda mencionar que, como consequéncia de (1.1), decorre-se que
dx Ndx =0, dt Ndt =0, dx Ndt = —dt \dx.

Proposicdo 1.1.2. O conjunto {(dx A dt),} é uma base para Va[(R,%)*].

Demonstragio. Devemos mostrar que o conjunto {(dx A dt),}, mencionado acima, é

linearmente independente e que ele gera V5[(R,?)*]. Com efeito, supondo
ﬂlz(dx A dt) = 6,

em que 0 é o vetor nulo do espaco vetorial V5[(R,?)*], temos

arp(dx A dt)(er,en) = 0(ey, e2),

o que implica aj;p = 0. Isso mostra que o conjunto {(dx A dt),} é linearmente inde-
pendente. Agora, a fim de mostrar que o mesmo conjunto gera V>[(R,%)*], devemos

provar que dado f € V5[(R,?)*], podemos escrever
f = alz(dx A dt)

Com efeito, uma vez que f € V5[(R,?)*], segue-se que f(e1,e2) € Recomo (dx Adt) €
V2[(Ry?)*], temos f(e1, e2) (dx A dt) € V5[(R,?)*]. Dai, definindo g = f(ey, ) (dx A dt)
e aplicando g a (e1,e2), obtemos f(e1,e2) = g(e1,€2), donde f = g. O

A definicdo a seguir se refere a 2-formas.

Definigdo 1.1.3. Uma 2-forma ou forma diferencial de grau 2 em um conjunto aberto U C R?
é uma aplicagiio w : U — Va[(Rp?)*], isto é, w é uma aplicagdo que para cada p € U associa
um vetor w(p) € Vo[(Rp?)*].

Pela Definigao segue-se que para cada p € U,
w(p) = app(dx Adt)y,

em que a1y é uma fungdo de um conjunto aberto U de R? em R. Além disso, juntando
a Definigdo com Proposicao m temos, para cada p € U C R?,

w(p) = ana(p)(dx)p A (dt), = ma(dx A ).
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E importante destacar que o produto exterior de 1-formas introduzido em (1.3)

cumpre as propriedades listadas na proposi¢do que segue:
Proposicio 1.1.4. Sejam w, 0 e x 1-formas diferenciais definidas num aberto U de R?, entio

1. wAN(0+x)=wA0+wAk.
2. 0+x)Nw=0ANw+KAw.
3. (fw)NO=wA(f0)=fwANb.

Ao leitor interessado na demonstracdo dessa proposigdo, sugerimos uma rapida
consulta em [24]].

Para enfatizar tudo que foi visto até o presente momento, veremos alguns exem-
plos.
Exemplo 1.1. Seja f : U C R?> — R uma funcdo diferencidvel de classe C* e seja
p € U comp = (x,t). Aaplicacio df : U C R*> — (R?)* que para cada p € U
associa a diferencial de f em p, dfy, € uma forma diferencial de grau 1, com df, =
fx(p)dx + fi(p)dt, em que fy e f; sdo, respectivamente, as derivadas parciais de f em
relacio a x e a t e, além disso, dx,dt : R> — R sdo aplicagdes lineares definidas por
dx(v1,v;) = v1 e dx(v1,v2) = v, para cada (vq,v;) € R2.

Exemplo 1.2. Considere as expressdes
u
w1 =udx+ (W_HP) dt,
u
Wy = <H2u —2mgy/1+ y%) dx + [ﬂz <$ +<P) +504/1+ y%] dt,

u
w3 = <,/1—|—y%u—2m0y2> dx + [,/1—1—;1% ($+¢) —|—y250} dt,

q _ d%u ou  u? s q
onde ¢ = (mq + 2my) 2 + Bg —5 + 2myBu, com B = 4mg + 2momy + my, sendo
que mo, my,my, Uy € R, myg # 0,s9 = —4dmpBeu : U C R? — R é uma funcao

diferencidvel que depende de x e t. As expressdes w1, w; e w3 sdo 1-formas diferenciais.
Exemplo 1.3. Se considerarmos 4; e a;; fungdes de R* em IR, temos o seguinte:

1. Toda funcéo diferenciavel f : R* — R é uma 0-forma (por convengao).

2. A expressdo
a1dxy + ardx, + azdxz + asdxy

é uma 1-forma.
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3. A expressdo

arpdxq N dxy + a13dxy A dxs 4 aygdxq A dxg + arzdxy A dxs
+ap4dxy A\ dxy + azadxz N dxy

é uma 2-forma.

Quando estudamos fungdes diferencidveis, existe uma transformacao linear corres-
pondente a cada fungdo diferencidvel em questdo, a qual recebe o nome de diferencial.
Por conseguinte, ao estudar formas diferenciais uma pergunta natural seria: dada uma
1-forma diferencidvel, pode-se definir diferencial de uma 1-forma? A definicdo que

segue sistematiza essa pergunta.

Definic¢ao 1.1.5. Seja w = aydx + axdt uma 1-forma diferencial. A diferencial exterior de w,
indicada por dw, é definida por

dw = day Ndx + dap A dt.

Observe que a diferencial de uma 1-forma resulta numa 2-forma.
Para finalizar esta se¢do, apresentaremos uma proposi¢do que trata sobre a diferen-
cial de 1-formas que é a que segue.

Proposicio 1.1.6. Sejam w e 0 1-formas diferenciais definidas num aberto Ude R?e f : U —
R uma fungdo diferencidvel. Entdo:

1. d(df) = 0.
2. d(w+0) = dw + db.
3. d(fw) =df Nw + fdw.

Queremos enfatizar que o nosso principal objetivo nesta secdo foi apresentar os
resultados que justificam os tépicos que serdo apresentados nos préximos capitulos.
Por isso, omitimos detalhes dessa tltima proposicdo. Contudo, ao leitor interessado
na demonstracado, sugerimos [24].

1.2 Método do referencial movel

Seja S C R3 uma superficie regular. Daf se considerarmos uma parametrizacéo
X : U CR?*— S, em que U é um conjunto aberto, segue-se que, dado g € U, a
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diferencial de X em ¢, dX,; : R> — R3, ¢ injetiva, donde o conjunto dX,(IR?) é um
subespago vetorial de IR?> de dimensdo 2, mais que isso, tal conjunto é o préprio plano
tangente a S em X(q), isto ¢, dX;(R*) = Tx(,)S. Uma prova dessa afirmacéo pode ser
vista em [3].

Um triedro mével associado a parametrizacdo X : U C R? — S de uma superficie
S é um terno de funcdes diferencidveis e, eo,e3 : U — R3 tal que para todo g € U, o
conjunto {e1(q),e2(q),e3(q)} seja uma base ortonormal de IR? e os vetores e;(q) e ex(q)
sdo tangentes a S em X(gq). Uma vez que o conjunto {e1(q),e2(q),e3(q)} é ortonormal
e e1(q) e e2(q) sdo os geradores do espago tangente a S em X(g), segue-se que e3(q) é
um vetor normal a superficie S no ponto X(g).

Observacao. Sempre que uma superficie é parametrizada, existe um triedro mével.
Com efeito,se X : U C R? — S é uma superficie parametrizada, defina ey, e, e3 : U —
R3 por
ald) = 7 el = gy e el =al) xal).
Retomando a informagao de que dX;(R?) = Tx,)S, segue-se que dado v € IR, te-
mos dX;(v) € Tx(,)S e, sendo {e1(q), e2(q) } uma base de Tx(,)S, segue-se que existem
escalares (w1)4(v), (w2)q(v) € R tais que

dXg(v) = (w1)q(v) e1(q) + (w2)q(v) e2(q), (1.4)
onde (w1)4(v) = (dXy(v),e1(q)) e (w2)4(v) = (dX4(v),e2(q)). Fazendo g variar em U,

segue-se que (w1)g, (w2)g : R?* — R sdo funcionais lineares (e, portanto, sdo 1-formas
diferenciais em U).

Analogamente, sejam eq,e,e3 : U — R3 fungdes diferencidveis. Dai, para cada
q € U, considere as diferenciais d(eq),d(e2)g,d(e3)q : R> — R> de e1,e; € e3 em g,
respectivamente. Como o conjunto {e1(q),e2(q),e3(q)} é uma base de R3, segue-se que

dado v € RR?, podemos escrever d(e;),(v), i € {1,2,3}, como combinagdo linear de
e1(4), e2(q) e e3(q), isto &,

d(ei)q(0) = (wi)g(v)e1(q) + (wiz)q(v)ea(q) + (wiz)q(0)es(q), (15)

em que (wjj)g R? - R, i,j € {1,2,3}, sdo funcionais lineares.
Por simplicidade, as expressoes (1.4) e (1.5) podem ser escritas como

dX = wie1 + wrey, (1.6)
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de; = wjre1 + wipes + wizes, (1.7)

comi € {1,2,3}, respectivamente, em que wjj = (de;, ej>, i,j€{1,2,3} ewr = (dX,e),
ke {1,2}.

As 1-formas w; e wy, aqui mencionadas, recebe o nome de correferencial mével as-
sociado a superficie e as formas wjj, 1,j € {1,2,3}, sdo denominadas formas de conexao
do triedro.

E importante frisar que se e, e, e3 é um referencial mével associado a uma superfi-
cie parametrizada, entdo o correferencial e as formas de conexdo satisfazem as seguin-

tes relagdes (equagdes de estrutura)

dwr = wy A wyy,

d(L)Q = W1 AN w12,

w1 N\ wi3z + wy A wrz = 0, (18)
dwip = w1z A\ w3,

dwiz = w12 A w3,

dwrz = wo A wys.

Uma demonstracdo do fato acima é encontrada em [24]. Além disso, segundo [24],
toda forma diferencial, definida num aberto U C R?, pode ser escrita como combina-
¢do linear das 1-formas linearmente independentes w; e wy. Com isso, segue-se que,

uma vez que wi3 € w3 sdo 1-formas, existem fungdes reais a, b, c e d tais que

w13 = awq + bwz, (1 9)
wo3z = dwq + cwy. '

Se substituirmos as duas equagdes de (1.9) na quarta expressdo de (1.8), obteremos

(b—d)wi ANwy =0,donde b = d, ja que w; e w, sdo linearmente independentes. Com
isso, as expressoes de (1.9) passam a ser

w13 = aw1 + bw,, (1 10)
wo3 = bwi + cwy. '

Seja S uma variedade riemanniana 2-dimensional e seja U C S um aberto onde
um referencial moével {e, e} esteja definido. Se o conjunto {w1, w,} é o correferencial
associado ao referencial em questdo, entdo segundo o teorema de Levi-Civita, existe

uma tnica 1-forma wip, = —wy; = w3 tal que
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dwi = wip ANwy, dwy = wy N wi.

Uma prova do fato mencionado anteriormente pode ser encontra em [2].

Substituindo (1.10) na quinta expressdo de (1.8), obtemos
dwz = —Kwq A wo,

onde K = ac — b? é a curvatura de Gauss de S.

Vimos inicialmente que dada uma superficie parametrizada X : U C R?> — S, com
um referecial mével dado e um correferencial correspondente, valem e . Ora,
segundo a geometria diferencial cldssica a primeira e segunda formas fundamentais
sdo dadas, respectivamente, por

1(0) = (dX,(0),dX,(v)), 11(0) = (dX,(0),dN,(0)), (1.11)

comqg € U, v € R?
Dai, considerando o vetor normal & superficie parametrizada como sendo N = ez e
levando conta a veracidade de (1.6) e (1.7), podemos reescrever (1.11) como

I = w% + w%, Il = wywiz + wrwys.

Na segdo a seguir, daremos alguns exemplos de equagdes diferenciais que descre-

vem superficies pseudoesféricas.

1.3 Classes de equacdes diferenciais parciais que descre-

vem superficies pseudoesféricas

Recordemos que uma equagéo diferencial parcial

ou du oku
A (t’x’u’g’g’.”’m> —0 (112)

descreve superficies pseudoesféricas (s.p.e.) ou é dita equagdo PS se existe um sistema de
1-formas {w1, wy, w3} dado por

w1 = fridx + frpdt, wy = fordx + fodt, w3z = fa1dx + fadt,
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onde f;, (i,j) € {1,2,3} x {1,2}, sdo funcdes de x, t, u(x,t) e derivadas parciais de
u(x,t) com respeito a x e t, tal que as equagdes de estrutura

dwg = w3 Awy, dwy=wi ANws, dws= w1/ wy,

de uma superficie com curvatura gaussiana K = —1 sdo satisfeitas se, e somente se, u
é uma solucdo de (1.12)) satisfazendo wy A wy # 0.
A seguir, apresentaremos alguns exemplos de classes de equagdes diferenciais par-

ciais PS.

Exemplo 1.4. A classe de equacgdes diferenciais parciais hiperbélicas, dada por

Pu el ou
oxot "ox )’
foi considerada por Rabelo e Tenenblat em 1989 (veja [21]). Um exemplo particular de

tal classe é a equacdo de Sine-Gordon

cujas 1-formas associadas sdao

ou

gdx,

wy = lsin (u) dt, wy=mndx+ %COS (u) dt, w3 =

com 17 € R — {0}. E facil ver que a equacéo de Sine-Gordon descreve s.p.e., tendo em

vista que
1 ou ou 1
_ — = - _ - t =
dwi — w3 A wy ” {cos(u)ax] dx A dt axclx/\ L?cos (u)d ] 0,
1 ou 1 ou
dwy — w1 ANws = ) {—sen(u)adx] Ndt — [Esen(u)dt} A adx =0,
e
dws — w1 A w —az—u—i—sin(u) dx Ndt =0
SR 9xot -

se, e somente se, u € uma soluc¢do ndo nula da equagdo de Sine-Gordon.

Equacdes que descrevem superficies pseudoesféricas considerando fy; = # sdo
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também chamadas de equagdes que descrevem 7-superficie pseudoesférica. A equagdo
de Sine-Gordon do Exemplo|1.4|ilustra uma equacao desse tipo.

Exemplo 1.5. Em [11], Chern e Tenenblat obtiveram resultados associando uma familia

a 1-parametro de problemas lineares com a classe de equagdes evolutivas da forma

(o o
ot “ox’ T oxk |

Uma ocorréncia particular da equagdo acima é dada por

ou du ou
g = w + 61/15 (KdV),

que descreve s.p.e., com 1-formas associadas

92 ou

u
wy = (1—u)dx+ (—W+qﬁ—n2u—2u2+n2+2u) dt,

wy =ndx+ (173 + 2nu —Za—u) dt,

ox
02 d
w3 =—(1+u)dx+ (—8—3:2[%-77%—772”—2”2—’72—2”) dt.

Trata-se de um célculo simples verificar que as 1-formas wy; acima satisfazem (1.3),
com a condigdo de que wy A wy # 0.

Outros exemplos de classes de equagdes que descrevem s.p.e. podem ser encontra-
dos na literatura. Ao leitor interessado, sugerimos [5} 8,7, 10, 12} 14, 19| 20, 21} 22]. As
classes mencionadas nos Exemplos e serdo objetos de estudo nos capitulos
subsequentes.

Finalizamos esta segdo preliminar observando que, em termos dos coeficientes f;;
das 1-formas w; = fj1dx + fipdt, 1 < i < 3, as componentes 4,b e ¢ da segunda forma
fundamental sdo dadas por

w13 = awq + bwy,  wy3 = bwy + cwy, (1.13)
onde as 1-formas wq3 e wy3 satisfazem as equagdes de estrutura

dwiz = wip Awas, dwiz = wo N wis, (1.14)
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as quais sdo equivalentes as equagdes de Codazzi-Mainardi
f11Dta + fo1Dib — f1oDxa — f2oDyxb — 2bAq3 + (Cl — C)A23 =0, (1.15)

fllDtb + leDtC — leDxb — fzszC + (a — C)A13 + ZbAzg =0, (116)

com
Mo = fi1for — fafizs Dis = firfao — farfior Bos = farfao — farfaa (1.17)
sendo que D; e Dy representam os operadores derivada total. Além disso, segue-se de
dws = —wi3 A\ wy3 (1.18)

que a equagdo de Gauss é dada por

K=ac—-1t*=—-1. (1.19)



Capitulo

2

Imersoes isométricas locais de métricas
associadas as solucoes de equacdes

evolutivas

Em [11], Chern e Tenenblat consideraram uma classe de equagdes evolutivas da

ou ou oku
E_F<u’$,.“’ﬁ> (21)

e obtiveram resultados sob certa hipdtese técnica, associando cada solugdo de (2.1) a

forma

uma métrica riemanniana de dimensado 2 com curvatura gaussiana constante e igual a
—1.

Neste capitulo, seguiremos os passos de [15] e [16], isto é, investigaremos a existén-
cia de uma imersao isométrica local em R?® de uma métrica associada a uma solucio u
de @.1), para a qual as componentes 4, b e ¢ da segunda forma fundamental da super-
ficie imersa dependem de um jato de ordem finita de u, ou seja, de x, t, u e derivadas
parciais de u com respeito a x e t.

Para facilitar o entendimento do leitor quanto a nossa exposi¢do, na Se¢do[2.1} consi-
deraremos equagdes do tipo para k = 2 e, posteriormente, na Secao trataremos
de equacdes evolutivas de ordem k > 2.
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2.1 Imersoes isométricas locais de superficies pseudoesfé-

ricas e equacoes evolutivas de ordem 2

Consideremos uma classe de equagdes diferenciais parciais evolutivas de ordem 2
dada por
up = F(1, Uy, Uxy). (2.2)

Nosso principal objetivo nesta se¢do resume-se em provar o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Exceto para equagdes de evolugdo de sequnda ordem da forma

ou . flz,ux

o fiiu

fio,u "y T Af11 — 77f12, 23)
f11,u fiiu

em que f11,, 7 0e fiou, # 0, ndo existe nenhuma equagio evolutiva do tipo de ordem 2

Uxy +

que descreve superficie pseudoesférica, com fr1 = 1 e com a propriedade de que os coeficientes
da segunda forma fundamental de imersoes isométricas locais de superficies associadas a solugio
u da equagdo dependem de um jato de ordem finita de u. Além disso, os coeficientes da segunda
forma fundamental das imersoes isométricas locais das superficies determinadas pela solugdo u
de sdo universais, isto é, sdo fungoes de x e t e, portanto, independem de u.

Para demonstrarmos o Teorema [2.1, é necessério considerarmos os resultados de
classificacdo de equagdes do tipo (2.1), obtidos por Chern e Tenenblat [11], para o caso
em que k = 2.

Tendo em vista que o nosso propoésito nesta disserta¢do consiste no estudo de imer-
soes isométricas locais em IR? de métricas associadas as solucdes de equagdes diferenci-
ais, a seguir apresentaremos, sem demonstrar, o resultado de caracterizacdo (Lema
e os resultados de classificacdo (Lemas[2.2|e ver [16] para k = 2), pois dessa forma
prezaremos pela objetividade no estudo proposto e, por conseguinte, ndo tornaremos
a leitura enfadonha. O leitor interessado em detalhes sobre a classificacdo mencionada
podera consultar [11].

O seguinte lema caracteriza equacdes do tipo (2.2). Serd conveniente introduzirmos

a seguinte notacdo para as derivadas de u com respeito a x (usadas inicialmente em

[110) ,
1

n=" o<i<k

axi

Consideraremos (x, t,zg, z1, - . ., zx) como coordenadas locais de um subconjunto aberto
U de uma subvariedade M do espago de jato J¥(IR?, R) definido pela equacéo diferen-

cial (2.2).
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Sucintamente, a linguagem de jatos representa um caminho conciso de descrever
fendmenos que estdo associados com derivadas de aplicagdes. Recomendamos a lei-

tura de [23], o qual introduz alguns aspectos da teoria de jatos.

Lema 2.1. ([11]) Considere uma equagio de evolugio de sequnda ordem da forma
zo = F (20,21,22), (2.4)

que descreve n-superficie pseudoesférica, com 1-formas associadas . Se fij, (i,j) € {1,2,3} x
{1, 2} sido fungdes diferencidveis de zy, z1 e zp, entdo

ﬁjlzz =0, f11,21 = f31,21 = f22,21 =0; (25)

f121,z0 +f321,zo # 0. (2.6)

Observe que a primeira relagdo em (2.5) nos da a informagdo que as fungoes f;;
independem de z; e, além disso, segue-se também de que f11, f31 e f22 sdo in-
dependentes de z;. A condig¢do em é importante, tendo em vista que a equagdo
diferencial deve ser a condigdo de integrabilidade para o problema linear associado.

No que segue, apresentaremos os lemas de classificacdo e, além disso, utilizaremos
as seguintes notagdes H = f11f11,2, — f31/31,2, € L = f11f31,20 — f31f11,%-
Lema 2.2. ([16]) Sejam fij, (i,j) € {1,2,3} x {1,2}, fungdes diferencidveis de zo, z1 e z5 tais
que e sejam vdlidas, com fy1 = 1y um pardmetro nio nulo e suponha que HL # 0.
Entdo zo; = F(zo,21,22) descreve uma y-superficie pseudoesférica, com 1-formas associadas
se, e somente se,

P {17[( (1* + fiy = f3) ooz @} o 3 12272 fro2020%1 2.7)

+ ,
1—a?)fiu Fanvl—a?|fi1z 1 V1 —a?fi1,z

fai =afi1 £7vV1—a?,
_ fufe f22,2
fi2 v F i
_afnEnvl-—a? af22 2,
= foo F ——=1z1,
Ui V1 —a?

Z1,

f32

onde fzz/ZO 75 0, f11,20 7'é Oea? < 1.

Lema 2.3. ([16]) Sejam fij, (i,j) € {1,2,3} x {1,2}, funcdes diferencidveis de zo, z1 e z3
tais que e sejam vdlidas, com fy1 = n um pardmetro nio nulo e suponha que f3; =
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+f11 # 0. Entdo zo; = F(zg,z1,22) descreve uma n-superficie pseudoesférica, com 1-formas
associadas (2) se, e somente se, fop = A, onde A é constante, f3p = £ fip e

A _
~ fioz 2+ f12,zOZ - f11 77f12.

F(zy,21,22) =
(20,21, 22) f11, 20 fi,20 f11, 20

(2.8)

A seguir, apresentaremos um lema que trata a respeito de quais implicagdes a exis-
téncia de uma imersdo isométrica local de uma 5-superficie pseudoesférica cuja mé-
trica esta associada a solugdo de uma equagdo do tipo (2.2) pode ter com relagdo aos

coeficientes da segunda forma fundamental se a equacdo diferencial em questao satis-

faz as hipéteses dos Lemas (2.2)) e (2.3).

Lema 2.4. Seja zo;y = F(zo,21,22) uma equagio evolutiva de segunda ordem que descreve
n-superficie pseudoesférica como no Lema ou no Lema Se existe imersdo isométrica
local de uma superficie, determinada por uma solugio u, para a qual os coeficientes da segunda
forma fundamental a, b e c dependem de x, t, zo, z1,..., z;, com | finito, entdo tais coeficientes
sdo universais, isto é, a, b e c dependem somente de x e t.

Demonstragido. Suponha a existéncia de uma imersdo isométrica local de uma super-
ficie, determinada por uma solugdo u, para a qual os coeficientes da segunda forma
fundamental a, b e c dependam de x, t, zg, z1,..., z;, com [ finito. Com isso, a, b e ¢ sdo
fun¢des que dependem de x, t, zg, z1,..., Z; €, consequentemente, temos as seguintes
identidades:

) ) l
Dxa =ax+ Z Az, Zi+1, Dta =ar+ Z Az;Zit, Dxb = bx + Z bZ,'Zi-‘rl/
i=0 i=0 i=0

l (2.9)

) )
Dib = by + Z bzizi,t/ Dyc = cx + Z Cz;Zi+1, Dic=c+ Z Cz;Zit-
i=0 =0 1=0
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Dai, substituindo as expressoes de (2.9) em (1.15) e (1.16), obtemos:

I
fu1ar +nby — fioax — farbx — 2bA13 + (a — ¢) Aoz — Y _(fi28z, — faobz,;)Zisn

i=0
I
+ ) (fuaz +nbz)ziy = 0;
llzo (2.10)
fuabe +mce — frabx — faocx + (4 — ) A1z 4+ 20Ap3 — Y (frobz, — farcz,)zisa
i=0
I
+ E(fllbzi +1¢z;)zi41 = 0.
i=0

Como f2 ., # 0e fi1,, # 0 para equagdes de evolugao (2.7); fi1,,, # 0e fio. # 0
para equagdes do tipo (2.8), diferenciando as equagdes de (2.10) com relagdo a z;,,,
obtemos

fllaZ[ + 771921 - 0/ flle] + NeCz = O/ (211)

e, sendo 17 # 0, podemos reescrever as expressdes de (2.11) como

— —f1b
bzl — M, €z = ﬂ (2.12)

U U

Ora, a fim de explicitar c;, em termos de 4, basta substituir a primeira expressao

de (2.12) na segunda, obtendo-se

Cz = fila (2.13)
zZ] — 2 *z. .
n
Diferenciando a equagdo de Gauss em relagao a z;, obtemos
caz, + acy — 2bb,, = 0. (2.14)
Substituindo (2.13)) e a primeira expressao de (2.12) em (2.14), obtemos

2
caz, + afizlazl + ZbEazl =0,
i Ui

c+ (%)2 +2 (%)] az = 0. (2.15)

que é equivalente a
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Caso seja ¢ + <f v > (f 1 > = 0, substituindo ¢ na equagdo de Gauss, temos

i
2
(Hﬁ) +2 <”fi> b+ =1,
U n
que equivale a
2
(am + b) =1. (2.16)
n
Como consequéncia de (2.16), obtemos
b=+1— “f 1
Dai segue-se que
2
= (&> aT ZE.
n i

Agora, calcularemos as derivadas totais Dy e D; de b e c. Durante o processo de de-
rivagdo, consideraremos, mediante o Lema que fi1 independe de z; e zp, isto €,

fi1,2, = 0 e f11,z, = 0. Com isso, segue-se que:

Dyb = Dy (il - @) = _le(flla) = _f_11,z021 fu —D.a;
Ui n Ui n

F
Db = D, <i1 ”f”) - —@a _ %Dta - —fll%a _ %Dta;

Dyc = Dy ((%) a:FZ%) - (%)ZDJC ; (fnuﬂFl) fizz (217)

2

2a 2

Dic = Dy (m) aTF Zm fllfll 2020, + (fll) Dia F _fll,ZOZO,t
i n " i Ul

2(1f11

2
fi1,2F + (f11> Dia ¥ ﬁfn,zoF

(Y 0w ()



2.1 Imersdes isométricas locais de superficies pseudoestéricas e equagdes evolutivas

de ordem 2

25

Usando as equagdes de (2.17), segue-se que

fllDta + ﬂDtb

fllDtb + 1’]DtC

f12Dxa + frDyb

F
fiiDwa+1 (—fu%a — %Dtu) = —afi1,F;
(o) () s ()

) o
—%Dtﬂ - %fllfll,zOF + %Dtﬂ +2 (% F 1) fir,zF

( fn 452) fi1,2,F;

= fi2Dxa+ f { anxﬂ f11,z021]

1 a
—— [f11f22 — 11 f12] Dxa — %fll,zozl

A
g af

; == f11,2021;

com Ay = frifn —1fie

f12Dxb + f2oDxc

2 Z

(3 22 ()

a];ufn 2071 — flzflle f2127f11 D.a+ 2f»n (f“ ¥ 1) fi1,2021

n
%(fnfzz —11f12)Dxa + { —Sfif2TF 2{722 aflz] fi1,2,21
%AlZDx” + [%(fllfﬂ —1f12) + Ffllfzz F %] fi1,2071

a a 2
fll —5A12Dya + {?Au + anfzz F %} f11,2%1

a
fHAlszﬂ + " — A1 f11,2021 + % (fnﬂ F 2) f11,271-

Substituindo as expressdes acima nas equagdes de Codazzi-Mainardi (1.15)) e (1.16),

obtemos
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A
_afll,zoF + %Dx {722f11 2041 — 2bA13 + (a — C)A23 = O,

(fll aF 2) fll 20 ]:7121 A1pDya — 17 A12f11 Z0%1 — f;Z (fll a4 2) fll 2021
—|—(ﬂ — C)A13 +2bAy3 =0,

que equivalem, respectivamente, a

—afi1,z,F + —= Zazl Zit1 + {7 f11,2071 — 2bA13 + (a — ¢c)Axs =0,

z
a
(fna + 2) fi1zF {7121 Aia ) azzi11 — ?Aufll,zozl - % (fna + 2) fi1z71

i=0
+(IZ — C)Alg + 2bAy3 = 0.

(2.18)

Portanto se I > 2, entdo derivando a primeira expressdo de (2.18) com relacdo a

Z111, teremos —fizlAlzazl = 0, donde a,, = 0. Substituindo essa tltima informacao em

U
(2.12) e (2.13), obtemos b,, = 0 e c;, = 0.

Se | = 1, entdo diferenciando as expressoes de (2.18) com relacdo a z, temos

A
_afll,ZOPZ2 + #

A .
(f;a ;2) Fit,0Fey — f11721za21 =0

a;, =0
(2.19)

Multlphcando a primeira equacgao de (2.19) por f11/1 e somando com a segunda equa-
cdo de (2.19), obtemos fi1,,F., = 0. Contudo, fi1,20Fz, = 0 conduz-nos a uma contra-
dicdo. De fato, tendo em vista que fi1,, # 0, nos Lemas e resulta que F,, = 0,
0 que também ndo pode ocorrer, pois a equagao é de segunda ordem.

Se | = 0, entdo diferenciando as expressoes de com relagdo a z, temos

—af11,z20Fz, = 0
. (2.20)
(fi;la :':2) fllZOFZZ - 0

As equagdes de (2.20) implicam em fq1,,F;, = 0, 0 que é uma contradigdo pelo que foi
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exposto acima. Portanto, para todo /, as equagdes de Codazzi-Mainardi e a equagdo de
Gauss formam um sistema inconsistente.

Para finalizarmos, se a expressdo entre colchetes em nao é nula, entdoa,, =0
e segue-se de e que b;, = ¢;, = 0, donde derivadas sucessivas nos conduz
aa, = b, =c; =0paratodoi = 0,...,I. Em outras palavras, 4, b e c sdo fun¢oes

somente de x e t. O]

Na Proposicao a seguir, consideraremos as equagdes evolutivas (2.4) classifi-
cadas no Lema

Proposicao 2.1.1. Para as equagdes de evolugdo de sequnda ordem que descrevem n-superficie
pseudoesférica como no Lema nio existe imersio isométrica local em R3, determinada por
uma solugdo u, para a qual os coeficientes da sequnda forma fundamental a, b e ¢ dependem

somente de um jato de ordem finita de u.

Demonstragido. Suponha que para as equagdes evolutivas, dadas no Lema exista
uma imersao isométrica local em R® de uma superficie pseudoesférica, determinada
por uma solugdo u, para a qual os coeficientes da segunda forma fundamental depen-
dam de um jato de ordem finita de u. Dai, pelo Lema segue-se que os coeficientes
a,b e c sdo universais, isto ¢, dependem apenas de x e t. Além disso, tais coeficientes
satisfazem a equagao de Gauss (1.19).

Usando o Lema calcularemos A1z e Aps. Com efeito,

Az = fufz — fizfa
— f [“fn +7A

= f20.221,

- Otfzz,zozl] B [fnfzz - fzz,zoz1

f2 A " A } [af11 £nA]

com A = V1 — a?. Ademais,

Ay = 1fs2— fof;
_ (afu0VT=a) o2 apyy,,
= 7 7 + Um21
& f22 7,

F——0 2
nv1—a? '

Consequentemente, temos

— fo(afin +£7v1—a?)

A1z = f0z,21, A =F—F—L=—1z. (2.21)
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Dai segue-se que substituindo as expressdes de (2.21) nas equagdes de Codazzi-
Mainard (1.15) e (1.16), temos

fuae +nby — {fllnfzz — 5f727220 Zl} Ay — foby —2bf2.,z1 — 6(a —c) OLJ;ZZZO Z1

I !
— Y (fioaz — faobz)zig1 + Y (fraaz, +ybz;)zip = 0,
i=0 i=0

(2.22)

(44
funbr + e — {fnﬂfn - 5{2722021] by — focx + (a4 — ) farzy21 — 25b—{721247‘° z1

l l

— Y (fioaz — faobz)zig1 + Y (fraaz, +1bz;)zip =0,

i=0 i=0

com = +1.
Ora, mas como por hipétese a, b e c sdo universais, isto é, tais coeficientes dependem
tdo somente de x e t, segue-se que as equagoes de (2.22) reduzir-se-do a

fuar + b — {fnﬂfzz + Gf;ﬁo Zl] ax — foobx — 2bf20 221 + €(a — C)%Zl =0,
fi1by + ner — {fllﬂfzz + €f127220 zl} by — fooCx + (a —C) f22,2021 + 2619%21 =0.
(2.23)
Derivando-se (2.23) com relagdo a z1, obtemos
(5%% —6(a— c)% —2bf»., =0,
74 74 ' (2.24)
620, a5 B 4 (a—c)fnsy =0

nA

De (2.24), obtemos
ay =20nAb+an(a—c),

by = 2nab — énA(a —c),

donde, em termos matriciais,

ax|  |20pAb+an(a—c)| |nA apn 2b
ar|  |2ayb—onAa—c)| | na  —onA| la—c|
Dai como
det oA | —n%> #0,
ne  —onA
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segue-se que dy e 4; ndo podem ser concomitantemente nulos, porquanto se isso ocor-

resse, ter-se-famos 2b = a — ¢ = 0, donde seriaa = ce b = 0. Com isso, a equagdo de

2

Gauss reduzir-se-ia a #° = —1 e, por conseguinte, uma contradigao.

As equagdes de (2.23) podem ser reescritas como

: 1} f’?A ! (2.25)
Xf22 7
fubeer = 2Ry~ fer + {5 ya b 2005 (e =) fzz,zo} 2 =0.
Substituindo as equagdes de (2.24) nas equagdes de (2.25), obtemos
fuar +nby — %ax — faoby =0,
fuibs + e — fnﬂfzz by — faocx =0,
que sdo, respectivamente, equivalentes a
nfiar + 177by — fi1fnax — 1 f2by =0, (2.26)
1 f11be + 17%ce — fi1faobx — 11 faocx = 0.
Derivando-se as expressoes de (2.26) com relagdo a zp, temos
111,200t — (f11.22)208x — 1 f22,20bx = 0, (2.27)
111,200t — (f11.f22)20bx — 11 f22,20€x = 0.
Como 11 f11., 7# 0, segue-se de (2.27) que
711,z & q
_ (furf2)z - f22,2 by,
1111,z 11,2 (2.28)

by — (f11f22)z b+ fzz,zocx.
1£11,2 f11,2

Derivando-se as expressdes de (2.28) com relagdo a zg, temos

[(fnfzz)zo] b+ {fzz,zol e =0,
Nfilzy s izl s,

] e e
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(fif22)z  f22,2
e
fiiz fiiz

(fllfzz)zﬂ _ {Jﬂ

Observe que se {—
fi1,2

fi1,z

} = 0, entdo
Zp

o que implica f2;,, = 0 e, portanto, uma contradi¢do. Além disso, segue-se que

sao constantes,

(2.29)

Multiplicando-se a primeira equagdo de (2.28) por by e a segunda por a,, obtemos

(f11./22)z f22,2
apby = L5200, p 4 22202
o Mz 0 filz
aoby — (f11f22)z0axbx . fzz,zoaxcx.
1f11,2 fiiz

Dai, usando (2.29),

aiby — ayby = @(bi — aycy) = 0.

f 11,29
Observe que podemos reescrever a primeira equagao de (2.26) como

fir(nae — frax) +1%be — 11 fraby = 0.
Afirmamos que
nar — f22”x # 0.

De fato, se fosse
na; — faax =0,

(2.30)

(2.31)

(2.32)

entdo, derivando essa tiltima expressdo com relagdo zg, obteriamos fy , ax = 0, o que

implicaria ay = 0, pois f2» ., # 0, e entdo a equagdo (2.32) reduzir-se-ia a na; = 0,
donde a; = 0, porquanto 7 # 0. De a, = 0, a; = 0 e (2.29), teriamos b, = 0, o que é
um absurdo. Consequentemente, a afirmacéo estipulada em (2.31) é verdadeira. Com

isso, a igualdade

fir = 1 f22(f22bx — 11bt)
nay — f2ax
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faz sentido. Por conseguinte, temos

1f22(f22bx — 1bt)
nar — foax |,
1f22,20bx(nar — fooax) — n(faobx — nby) (= f2,2,0x)
(nar — frnax)?
Uszﬂtfzo - beaxfzzfzz,zo + Uaxbxf22f22,zo - Wszatfzo
(na; — f2ax)?

fiz, =

= 0,

donde f11,, = 0, 0 que é absurdo. Consequente, ndo existe uma imersdo isométrica lo-
cal em IR® de uma superficie pseudoesférica, associada a uma solugdo u de uma equa-
¢do pertencente a classe dada no Lema para a qual os coeficientes da segunda

forma fundamental dependam de um jato de ordem finita de u.
O

A seguinte proposi¢do considera a classe de equagdes evolutivas (2.4) que descre-

vem s.p.e. como no Lema 2.3

Proposic¢ao 2.1.2. Seja uma equagdo diferencial de sequnda ordem que descreve superficie
pseudoesférica como no Lema Existe uma imersdo isométrica local em R® de uma superficie
pseudoesférica, determinada por uma solugdo u, para a qual os coeficientes da sequnda forma
fundamental dependem de um jato de ordem finita de u se, e somente se, os coeficientes sio
universais e sio dados por

= i\/leiz(ner/\t) _ ,),Zei4(17x+)\t) —1, (2.33)

b= ,)/e:tZ(iyx-‘r)Lt), (234)
j:,.)/Ze:I:4(77x+)\t) -1

B \/lej:Z(ryx—H\t) o 2pAAL)

c

, (2.35)

L,y ER,1>0el?> 42 As 1-formas sio definidas em uma faixa de R? onde

— 2 _ 2 2 _ 2
log\/l VI~ 4y <i(17x+)\t)<log\/l+vzl,yz Ly (2.36)

2A2

Além disso, as constantes 1 e vy devem ser escolhidas de tal modo que a faixa dada por (2.36)
intersecte o dominio da solugdo da equagdo de evolugao.

Demonstragio. Suponha que a equacao evolutiva (2.4) seja dada como no Lema Se
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a,b e c dependem de um jato de ordem finita, entdo pelo Lema a,b e c dependem
de x e t. Além disso, f12,, # 0, pois caso contrério, a equacao evolutiva estipulada no
Lema [2.4Indo seria de ordem 2.

Como a equagdo evolutiva, aqui estipulada, descreve 7-superficie pseudoestérica,
segue-se que as equagdes de Codazzi-Mainardi e valem e, como estamos
supondo as hipéteses do Lema temos f31 = 6f11, foo = A, f30 = 6f1p, com b =
+1. Dai, substituindo esses tltimos dados nas equacdes de Codazzi-Mainardi (1.15) e

(1.16), obtemos

fu1a +nbr — froax — Aby +6(a —c)(nfi2 — Af11) =0,

(2.37)
frbe +17¢r — frabx — Acx +26b(n fro — A f11) = 0.
Derivando-se as expressoes de (2.37) com relagdo a z;, obtemos
—f12,2,8x +0(a — )1 fi2z, =0,  —fioz,bx +20b1 f12., = 0. (2.38)

Como f1p,, # 0, temos, dividindo as expressdes de (2.38), membro a membro por
— f12,2,, as seguintes expressdes

ay—o6(a—c)p =0, by—2by =0. (2.39)
As expressoes de (2.37) podem ser reescritas como

—fllat — 1’][71} + /\bx —+ 5(5[ — C)/\fll + [ax — (S(LZ — C)T]]flz =0,

(2.40)
_fllbt — et + Acy + 2b)\§f11 + [bx — 25b17]f12 = 0.
Substituindo as expressdes de (2.39) em (2.40), obtemos
_fllﬂt — 1’]bt + Aby + (5(61 — C))\fll =0,
— f11bs — nee + Acx +2bAS f11 = 0,
que equivalem, respectivamente, a
fuat + 17bt — Aby — (5(61 — C))\fll =0, (2.41)

f11br + nce — Acx — 2bA6f11 = 0.

Derivando-se as expressoes de (2.41) com relagao a zp, ficamos com

fll,zoat — 5(11 — C))\fll,zo = 0, fll,zobt — Zb)\(sfll,zo =0. (2.42)
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Uma vez que f11,, # 0, segue-se que, dividindo ambas as equagdes de (2.42) por fi1,,,
membro a membro, obtemos

ar—o6(a—c)A =0, by —2bAé =0. (2.43)
Podemos reescrever as expressoes de (2.41) como
[at — 5(61 — C)/\]fll + ﬂbt — Aby =0, [bt — 2b/\5]f11 + ey — Acy = 0. (2.44)

Por conseguinte, substituindo as expressdes de (2.43) nas expressoes de (2.44), ob-
temos
nby — Aby =0, #ncy—Acy =0. (2.45)

Com base nas equagdes supracitadas, iremos explicitar os valores dos coeficientes

da segunda forma fundamental a,b e c. Com efeito, pela segunda equacio de (2.39),
temos

by = 2bné. (2.46)

Integrando (2.46) com relacdo a x, obtemos
b = c(t)e¥7, (2.47)
em que c¢(t) é uma fungao real diferencidvel. Derivando (2.47) com relagéo , obtemos
by = bc'(t). (2.48)
Ora, tendo em vista que a segunda equacao de pode ser reescrita como

by = 2bAS, (2.49)

segue-se da comparagao de (2.47), (2.48) e (2.49) que

c'(t) = 2Adc(t). (2.50)
Integrando (2.50) com relacdo a t, temos

c(t) = ye*, (2.51)
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em que y é uma constante real. Por fim, substituindo (2.51) em (2.47), obtemos

b =yl A, (2.52)

Além do exposto anteriormente, 2 # 0, do contrdrio, a equacdo de Gauss (1.19),
reduzir-se-ia a
b= =1,

donde por (2.46)), teriamos # = 0, uma contradi¢do. Portanto a # 0 e isso permite-nos
expressar a equagao de Gauss (1.19) por
b -1

c=——. (2.53)

Substituindo (2.52) em (2.53), ficamos com

45(nx+At) _
= %1 (2.54)

Substituindo (2.54) nas equagdes (2.39) e (2.43), obtemos, respectivamente,

2,40(nx+At) _
ax—dla—rye . 1]17:0,

2,46(nx+At) _
at—dla—lye 1 A =0,
a
que equivalem a
aay — o [az _ ,)/264(5(11x+/\t) +1] =0, (2.55)
aay — SA[a? — P 4] = 0. (2.56)

Agora, considere uma fungdo real y : A C R? — (0, o), definida por y(x,t) = a(x,t)>.
Por simplicidade, temos
y = a%. (2.57)

Dai, derivando (2.57) com relagdo a x, temos y, = 2aay, isto €,

_Yx
any = - (2.58)
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Substituindo (2.57) e (2.58) na equacao (2.55), obtemos a seguinte equagao

]/z_x — oy — el HAD 1) = 0, (2.59)
Podemos reescrever como
Y — 260y = —26n9 20 4oy (2.60)
Um fator de integragdo para a equagao é dado por u(x) =e~ J2omdx sto 6,

pu(x) = e 2%, (2.61)

Multiplicando-se (2.60) pelo fator de integracado (2.61), obtemos

e—2(517xyx o 26—2511x(5;7y _ e—2517x<_2517,)/2645(17x+)\t) + 2517), (2.62)
donde (2.62) implica em
%(e—mmxy) — e—2517x(_2(517,),2645(17x+)\t) + 2517). (2.63)

Integrando a equacao (2.63) com relagdo a x, membro a membro, obtemos
e—2(51yxy — _72645/\t—|—2(517x _ 6—2(5119( —|—f(t), (2.64)

com f = f(t) uma fungédo de .
Multiplicando (2.64) por ¢2°7*, membro a membro, obtemos

Y = 2RI | p ()20 (2.65)
Assim, de e de (2.65), resulta que
a2 = o2l _q F(1)e27, (2.66)
Derivando (2.66)) em relacado ¢, ficamos com
2aa; = —45)\’)/264(5(;7x+/\t) + 625’7xf'(t),
isto é,

eZzSiyxf/ (t)

aa; = _252\,)/2845(172(—&-)#) + 5

(2.67)
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Além disso, podemos reescrever como

aay = SA[a% — MUY 4 g, (2.68)
Como a? = y, a equacdo se reduz a

aay = Ay — 2e* AN 4], (2.69)

Por fim, comparando-se (2.67) e (2.69), obteremos f'(t) = 20Af(t), donde Inf = 26\t +
k, com k constante real, donde f = el'f = eke20At Dai, fazendo I = eF, obtemos

f(t) = 1e2M, (2.70)

Portanto substituindo (2.70) em (2.65)), obtemos

Y = — R AAdx g [p20(px+AE), (2.71)

Consequentemente, segue-se de (2.57) e de (2.71) que

a= \/_,),264(5/\t+4(5;7x 14+ le2(5(;7x+)\t)’

onde —q2etAM+4x _ 1 4 [g20(1x+A1) 0, Por conseguinte, [ > 0 e

[ — V 12 — 4’)’2 < e:|:2(17x+/\t) < I+ V 12 — 4’)’2

2A2 22 ’

donde a estd definido na faixa descrita em (2.36). Substituindo (2.1) em (2.54), obtemos

. 74(5(7796-1—)\1‘) -1 .
\/ _2eAMHATx _ ] 4 [20(13-+A1)

Tendo em vista a simplicidade na reciproca, omitiremos a mesma a fim de nao
tornarmos a leitura enfadonha. Assim, dada uma solucdo da equagdo de evolugdo
classificada no Lema a fim de que tenhamos uma imersio em R® da s.p.e. associ-
ada, temos que escolher as constantes ! e v de tal modo que a faixa descrita em (2.36)

intersecte o dominio da solucio em R?. O

Uma vez que as proposi¢des anteriores foram provadas, um argumento simples
prova a veracidade do Teorema
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Demonstragao do Teorema De acordo com a classificacdo de Chern e Tenenblat
feita em [11]], as equagdes evolutivas de ordem 2 podem ser tal como no Lema
ouno Lema Assim, se a equacao é dada por (2.3), entdo ela satisfaz as hipéte-
ses do Lema Dai segue-se da Proposigao que existe uma imersado isométrica
local em R® de uma superficie pseudoesférica, determinada por uma solugio u, para
a qual os coeficientes da segunda forma fundamental dependem de um jato de ordem
finita de u (nesse caso, os coeficientes sdo universais).

Por outro lado, caso a equacdo seja aquela tratada no Lema pela Proposicao
néo existe imersdo isométrica local em R3, determinada por uma solucdo u, para
a qual os coeficientes da segunda forma fundamental 4, b e ¢ dependem de um jato de
ordem finita de u. Essas observagdes provam o teorema. [

Na proxima secdo, generalizaremos os resultados anteriores para equagdes evolu-
tivas de ordem k > 2.

2.2 Imersoes isométricas locais de superficies pseudoesfé-

ricas e equacgoes evolutivas de ordem k, k > 2

Nesta secdo, consideraremos o estudo das imersdes isométricas locais de superfi-
cies pseudoesféricas cuja métrica estd associada a solu¢des de equagdes evolutivas de

ordem k, k > 2, isto é, consideraremos equagdes do tipo
up = F(u, Uy, - ,aﬁ;u), (2.72)

descrevendo #-superficies pseudoesféricas cuja classifica¢do foi obtida por Chern e Te-
nenblat [11].
Em outras palavras, seguindo os passos apresentados em [17], nosso objetivo na

presente se¢do é provar o seguinte resultado:

Teorema 2.2. ([17]) Exceto para equagdes de evolucio de k-ésima ordem da forma

ou 1 k-1 aH_lI/l
* " Fin ( frogusaxi 5 ¥ (Bfu = Wflz)) k=2, (2.73)
w\i=0

em que fi1, # 0e fi, 1, # 0, ndo existe nenhuma equagio evolutiva do tipo de
ordem k > 2 que descreve superficie pseudoesférica, com fy1 = 1 e com a propriedade de que

os coeficientes da segqunda forma fundamental das imersoes isométricas locais das superficies
associadas a solugdo u da equagdo dependem de um jato de ordem finita de u. Além disso,
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os coeficientes da segunda forma fundamental das imersoes isométricas locais das superficies
determinadas pela solugdo u de sdo universais, isto é, eles sdo fungoes de x e t, os quais
independem de u.

A fim de tornar a demonstracdo do Teorema 2.2 mais concisa, apresentaremos al-
guns resultados importantes, dos quais provaremos eventualmente aqueles que tive-
rem mais relevancia para os nossos propdsitos.

Inicialmente, queremos frisar que S.S. Chern e K. Tenenblat em [11] deram uma
importante contribui¢do no ano de 1986. Eles deram uma classificacdo completa para
equagdes evolutivas (2.72).

De acordo com a classificagdo de equagdes do tipo (2.72), Chern e Tenenblat mos-
traram que existem cinco grandes grupos, os quais se encontram resumidos a seguir,

de acordo com as propriedades das seguintes fungdes:

H = fi1fi1,2y — f31/31,2ys L = fi1f31,2 — f31.f11,2-

Tipol. L = 0com f31 = Af;1 # 0, A2 —1 = 0. Neste caso, f22 ndo depende de z;,
e {0, 1,...k— 1,k} e fgz = )\fu;

Tipo IL. L = 0 com f31 = Af11 # 0, A% — 1 # 0. Neste caso, f»y,, , = 0 ndo depende
de Zi, i€ {O, 1, ,k —1, k} e f32 = /\flz,'

TipoIll. L=0e H # 0, isto é, f11 = Oef31,ZO # 0 ou f31 = Oefn,ZO =0
TipoIV.L #0e H =0, isto ¢, f2; — f4 =C #0;

Tipo V. HL # 0.

A seguir apresentaremos um lema que fornece uma caracteriza¢do para equagdes
evolutivas de ordem k do tipo (2.72). Embora nado apresentemos uma demonstragao
desse lema, apds o seu enunciado, abordaremos observagdes importantes inerentes a
ele. Ressaltamos, no entanto, que o leitor, mais comumente interessado, podera encon-
trar a demonstracdo em [11].

Consideraremos (x, t,zg,z1,...,2x) como coordenadas locais de um subconjunto
aberto U de uma subvariedade M do espaco de jato J(IR?,R) definido pela equacéo

diferencial (2.72)).

Lema 2.5. Seja uma equagdo evolutiva de ordem k, a qual descreva n-superficie pseudo-
esférica, com 1-formas associadas dadas por (2). Entdo, condigdes necessdrias e suficientes para
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que as equagoes de estruturas (3) sejam vdlidas sdo dada por

iz, =w=fuiy, =0 fa =1 fai, = .= f312, =0; (2.74)
f122, =0, f222, = f2,2, , =0, f32,,, = 0; (2.75)
flizg + fo1z # 0 (2.76)
k-1
fiiz0F = Y fioz,Ziv1 + 1 f32 — faf2 (2.77)
i=0
k-2
Y farzziv = fiifase — fafio (2.78)
i=0
k-1
fa120F = Y farzzivn + 112 — fiifaz (2.79)
i=0
firfrr —1f12 #0. (2.80)

De acordo com o Lema 2.5/se as fungoes diferencidveis f;; estdo definidas num con-
junto aberto e conexo, entdo a equagdo nos da a informacao que as fungdes f1; e
f31 independem de zy, - - -, zx e, além disso, as equagdes significam que f1, inde-
pende de zj, f2; independe de z; e zx_1 e f3; independe de z;. A expressdo asse-
gura que a equacao diferencial seja a condicdo de integrabilidade do problema
linear associado e a tltima expressdo é importante para que ndo haja degeneracdo da
métrica.

No que segue, apresentaremos uma proposi¢ao que fornece um critério sistemédtico
quanto a universalidade dos coeficientes da segunda forma fundamental.

Proposicao 2.2.1. Seja uma equagdo evolutiva de ordem k, descrevendo n-superficie
pseudoesférica. Se existe uma imersdo isométrica local de uma superficie, determinada por uma
solugdo u, para qual os coeficientes da segunda forma fundamental dependem de um jato de
ordem finita de u, isto é, a, b e c dependem de x,t,zg,z1 - - - ,z; , com [ finito, entdo a, b e ¢ sdo
universais, isto é, eles dependem de x e t, 0 que equivale dizer que | = 0.

Demonstragido. Como a equagdo descreve r-superficie pseudoesférica, segue-se
que existem 1-formas (2) satisfazendo (3). Pelo Lema [2.5isso implica na validade de
@.74), @.75), 2.76) 2.77), 2.78), 2.79) e (2.80). Além disso, como (2.72) é uma s.p.e.,
temos como consequéncia a validade das equacdes de Codazzi-Mainardi (I.15),
e a equagao de Gauss (1.19). Dai supondo que exista uma imersao isométrica local

de uma superficie, determinada por uma solugdo u, para qual os coeficientes da se-
gunda forma fundamental dependem de um jato de ordem finita de u, isto é, a,b e
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c dependem de x,t,zp,z1-- -,z , com [ finito, segue-se que a = a(x,t,zo,z1,- - ,21),

b=>b(x,tz0,21,--,21)ec=c(x,tz0,21, - ,2) € por conseguinte, vale as equagdes

de (2.9). Substituindo elas em (1.15) e (1.16), obtemos as expressdes de (2.10). Deri-

vando elas em relagdo a zy;, temos, respectivamente,

(fllﬂzl + szl)FZk =0, (fllbzz + UCZI)FZk =0.

Como F,, # 0, temos

fllﬂzl + 77bzl - 0/ fllbzl + Nez = 0. (281)

Note que as equagdes de sdo exatamente as mesmas obtidas em (2.11)). Dai,
repetindo exatamente os mesmos cédlculos da Se¢do chega-se na validade de (2.18).

Sel > k, entdao derivando a primeira equagdo em com respeito a z; 1 e usando
o fato de que A1y # 0, obtemos a,, = 0 e, por (2.81), b,, = c;, = 0, pois 7 # 0.

Se | = k — 1, entdo diferenciando as equagdes de em relacdo a z;, temos

A
—afi1,zF;, + %azk—l =0

. 2.82)
A (
(f_;” + 2) fir,z0F — f1172 2 z_, =0

. A o o
Em (2.82), isolando a expressao ﬁazkf1 na primeira equagdo e substituindo na
n

segunda equagdo, obtemos

0= (ma + 2— ﬂ—> fll,ZOFZk - :szll,ZOFZk/
n U
A
isto &, f11,;,Fz;, = 0 e, pela primeira equacdo em (2.82), ﬁazk_l = 0. Isso tem como

consequéncia a;,_, = 0, acarretando b, | = c;,_, = 0, mediante os usos de (2.13) e da
primeira expressdo de (2.12).

Se | <k — 2, entdo diferenciando as equagdes de (2.18) com relagdo a zj, temos
—af11,z0Fz;, =0

, (2.83)
(%a :F 2) fll,ZOPZk - 0
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que implica em fq1 5, = 0 que, por integra¢do, com relacdo a zo, resulta em

fii=u, com pel (2.84)

Substituindo as expressdes de (2.83) e (2.84) em (2.18), teremos

!
_ Aqpay — 2bA13 + (a — ) A3 + & 2 azzi4+1 =0,
1 T iZo
!
_—yA122ax_ + (a—c)A13 +2bAy — % Y azzis1 =0,
i=0
ou seja,
_@a,{ —2b(pfz2 — farfrz) + (a —c)(11f32 = fa1f22)
B !
i=0
(2.85)
_y(yfzznz 1f12) ay + (a—c)(ufsz — fa1fiz) +2b(11f32 — f31f22)
B !
et —nfe) 2o
n i=0
Supondo que
FitzoFs =0 (2.86)

e tendo em vista que D;f1y — Dyxfip = Ags, fi1 = p e que fio,, = 0, pelo Lema
segue-se que (2.86) pode ser reescrito como

f12,2021 + + fiog 2k = — Do,
ou equivalentemente
f12,2021 + -+ f12,2,_, 2k = f22f31 — 11 f30. (2.87)

Diferenciando (2.87) com relagdo a zj, temos fi2z, , = 0. Sel = k — 2, entdo pode-
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mos reescrever as expressoes de (2.85) como

_ o k—3
_HWfn : '7f12axJr 122 : 1f12 Y
=0

—2b(puf32 — farfiz) + (@ —c)(nfs2 — farf2) =0,

Az:Zi11 + ﬂzk_zzk—l]

(2.88)
k—
_#fa—nfn), P2 —1fi) i az,Zi1 + az,_y2k1]

7 /a i=0
+(a —c)(pfs2 — farfrz) +2b(nf32 — fa1f22) = 0.

Dai, derivando as expressdes de (2.88) com relagdo a zx_1, teremos

(@) Az, — 2bufaz  +(a—c)faz , =0,
(2.89)

 W(pf2 —nf12)
,72

Ay ,+(a—c)ufsz, , +2byfs, , =0.

2
Afirmamos que f1; = u # 0. Caso fosse f11 = u = 0, entdo como ¢ = — <%> —

2b (%) , por hipétese, segue-se que ¢ = 0, donde pela equagao de Gauss (1.19), ter-se-

famos b = +1. Daf a segunda expressdo de (2.89) reduzir-se-iaa 2 £1#f3, , = 0,0
que é uma contradigdo. Logo f1; = 4 # 0.
Tendo em vista que Dy f31 — Dy f320 = 1 f12 — fi11f22 se, e somente se,

f31,20F — f32,2021 =+ f32,2,_12k = N f12 — fi1f22,

segue-se que diferenciando essa tltima expressao com relagdo a zy, obteremos f31 ., F;, —
f32,2, , = 0,ist0 &, f31.,F = f32,2, ;-

Afirmamos que f3,, , # 0. De fato, se fosse f35,, , = 0, como F, # 0, teriamos
forcosamente f31,, = 0 e como ja se tem f17,, = 0 a equagao do Lema 2.5 seria
infringida. Logo f37,, , # 0.

Por fim, multiplicando (2.89) por %, teremos

w(pfa2 — 1f12) D1 fz

Azp_p —

"> ]

+ (a —c)ufaz , = 0. (2.90)
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Somando a segunda expressao de (2.89) e (2.90), obtemos
u2b
<y(a —c)— 27 +u(a—c)+ 217b> f32,2, =0. (2.91)

Como f3z, , # 0, (2.91) se reduz a

2
b
y(a—c)—2L+y(a—c)+2qb:O.

Essa ultima equagdo implica em

nu(a—c) = (u*> — n°)b. (2.92)

2
Se ;42 = 172, entdo teremos a — ¢ = 0. Ora, mas como ¢ = <%> aF 2% e fi1 = H,

teremos a —c = j:Z% # 0. Portanto u? # 52, donde u?> — > # 0. Além disso,
b=+1-LEa

Ul
Substituindo os valores de b e ¢ em (2.92), teremos como equacdo culminante

(1> = n*)ua

2 2
+rr=F
ueA v

Caso u? — % = 0, teremos u? + > = 0, o que serd uma contradicdo. Por fim, se
| < k—2,comk > 3, entdo diferenciando as expressoes de (2.85) em relagdo a z;_1,
teremos

(a - C)i’]fgz/zk_l - 2b,”f32,zk_1 = O, (El - C)"I/lf32,2k_l - Zbﬂfgzlzk_l =0. (2.93)
Como f3z, , # 0, as equagdes de (2.93) implicam no sistema

(a—c)y —2bpu=0
. 2.94
(a—c)u+2bnp =0 (254

O sistema de equagoes (2.94) pode ser reescrito como

n 2] - ] oo
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Como o determinante da primeira matriz de (2.95) é ndo nulo, isto é, —2(n? + u?) #
0, segue-se que a — c = 0 e b = 0, o que contradiz a equagdo de Gauss.
Portanto, uma vez que todos os casos foram esgotados, segue-se que 4,b e c sdo

coeficientes universais, conforme queriamos. O

Uma das consequéncias cruciais da Proposigao é que as equagOes de Codazzi-
Mainardi que sdo dadas por

fr1ar + nby — froax — fooby —2bA13 + (a — ) Ag3
I

I
— Y (fioaz — faobz)zig1 + Y (fraaz, +nbz;)zip =0,

i=0 i=0
(2.96)
fr1be 411 — fioby — forcx + (a — ) Az + 2bAg3
I I

- Z(flzbzi — f20z,)zi41 + Z(fllbzi +1¢z)ziy1 =0,

i=0 i=0

se reduzem a tdo somente a

fi1ae + by — froax — faoby — 2bA13 + (a —¢)Ay3 = 0, 2.97)

f11be + e — frobx — foacx + (a — ¢) A1z + 2bAy3 = 0.

A Proposigao a seguir ilustra o que acontece com equagdes evolutivas (2.72)
do tipo I quanto a existéncia de uma imersao isométrica local em R® de uma superficie
pseudoesférica determinada por uma solugdo u para a qual os coeficientes a,b e c da

segunda forma fundamental dependem de um jato de ordem finita de u.

Proposicao 2.2.2. ([17]) Seja

k-1
Z0 = ! (Z f12,2,ziv1 F (Bfi1 — 77f12)> , k>2, (2.98)

firzo \ &
em que fi1,z0 # 0 e fioz,_, # 0, uma equagio evolutiva do tipo de ordem k > 2
que descreve 1j-superficie pseudoesférica, com 1-formas w; como em (2). Entdo existe imersio
isométrica local em R de uma superficie pseudoesférica, determinada por uma solucio u, para
a qual os coeficientes a,b e c da sequnda forma fundamental dependem de um jato de ordem

finita de u se, e somente se, 0s coeficientes sdo universais e sio dados por

a= \/leiZ(UX-i—ﬁt) _ ,),Ze:t4(17x+,3t) -1,
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b= ,Yei(r]er‘Bt)’

) PReAx B _ 1

4

= \/lei2(;7x+,8t) _ ,),Zei4(17x+ﬁt) -1

L,y ER,1>0el?>4A% As 1-formas sio definidas em uma faixa de R? onde

I — V12 —4A2 I+ V12 —4A2
log\/T < £(nx + Bt) <log \/T

Além disso, as constantes | e A devem ser escolhidas de tal modo que a faixa intersecte o dominio
da solugio da equagdo de evolugio.

Demonstragio. Para as equagdes de evolucdo do tipo I, temos f31 = éf11, fao = df12,
fi1,20 # 0, fi2,2,_, # 0,com f» = B independente de zg, z1, - - -, z-

Supondo que existe imersdo isométrica local em R de uma superficie pseudoes-
férica determinada por uma solugdo u para a qual os coeficientes 4,b e ¢ da segunda
forma fundamental dependem de um jato de ordem finita de u, segue-se da Proposi¢do
que os coeficientes da segunda forma fundamental 4, b e c sdo universais e, como
consequéncia disso, as equagdes de Codazzi-Mainardi (2.96) se reduzem a (2.97). Note
que

Az = fufs— fsfiz =90fuifio —6fifiz =0

Az = faifso — faifoo = 1o fi2 — 6fu P = 0(nfi2 — Bfi1),
donde
A3 =0, Apy=06(nfi2—Bfi) (2.99)

Dai, substituindo as fungdes f;; expressas no tipo I e (2.99) nas equacdes (2.97),
ficamos com

fu1ae +nby — fr2ax — Bbx +0(a—c)(nfiz—B) =0,

(2.100)
fr1bs +nci — frabx — Bex +25b(1 f12 — B) = 0.

Como k > 2, segue-se que derivando as expressdes de (2.100) com relagdo a zj_1,
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temos, mediante a utilizacdo do Lema

_f12,zk_1ax + 5({’2 - C)Wflz,zk_l = O/

(2.101)
—f12,2,_,bx +28bn f12,, = 0.
Ambas as equagdes de podem ser reescritas como
[—ax+6(a—c)ylfizzg, =0, (=bx+25bn)fi2z , =0,
mas, por hipétese, f15,, , # 0 eisso culmina em
ay—o6(a—c)p =0, by—26by=0. (2.102)
As expressoes de podem ser reescritas, respectivamente, como
—lax = 6(a =)yl fiz + fraae + b — Pbx — 6(a — c)Bfu =0, (2.103)
—(bx —26by) fi2 + f11bs + 17cy — Bex — 20bBf11 = 0.
Substituindo (2.102) em (2.103), obtemos
fuaas + by — pby — 6(a — c)Bf11 =0, 2100

fribe + 17 — Bex — 20bBf11 = 0.

Diferenciando-se as expressdes de (2.104) em relagdo a zp, obtemos, com o uso do
Lemal[2.5] o seguinte:

fi1,208t — 0(a —c)Bfi1,z, = 0,
f11,20bt — 26bBf11,2, = 0,

que equivalem a

[at — 5(61 — C),B]fll,zo =0, (bt — 2(5bﬁ)f11,20 = 0. (2105)

Uma vez que fi1,, 7 0, segue-se que as expressdes de (2.105) podem ser reescritas
como
ar—d(a—c)p=0, by—25bp=0. (2.106)
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Reescreva (2.104) como segue:

[ar — d(a — c)B] f11 + nbr — Bbx = 0,

(2.107)
(bt — 2(5b‘3)f11 + ney — ,BCx =0.
Substitua (2.106) em (2.107)), a fim de obter
nby — Bby =0, ncr — Pcx = 0. (2.108)

Note que a equacdo (2.102) é a mesma obtida em (2.39) e que a equacgao (2.106),
salvo pela troca de B por A, é a mesma obtida em (2.43)). Dai, repetindo exatamente os
mesmos argumentos da Se¢ao[2.1], obtemos

a= \/leiZ(Ux—l—ﬁt) _ ,),Zeﬁ:4(17x+[5t) -1,

h— ,Yei(iyx+/3t)’
,Yzei4(17x+/3t) -1

Cc =
\/leiZ(fyx+ﬁt) _ ,),Zei4(17x+ﬁt) -1

4

I,y €R,1>0el? > 4A% As 1-formas sio definidas em faixas de R onde

[ — V12 —4)2 [+ V12— 4A2
log\/T < £(nx + pt) <log\/T.

Além disso, as constantes [ e A devem ser escolhidas numa faixa que intersecte o do-
minio da solug¢do da equacdo de evolugéo.

A reciproca é um célculo facil. O

A Proposicao a seguir ilustra o que acontece com equagdes evolutivas
do tipo IT quanto a existéncia de uma imersao isométrica local em IR?> de uma superficie
pseudoesférica determinada por uma solugdo u para a qual os coeficientes a,b e ¢ da
segunda forma fundamental dependem de um jato de ordem finita de u.

Proposicdo 2.2.3. ([17]) Para equagdes evolutivas de ordem k, com k > 2, que descrevem
n-superficies pseudoesféricas do tipo 2.72), com 1-formas w; = fpdx + fpdt, i € {1,2,3},
onde f31 = Af11 # 0e A% # 1, o sistema, formado pelas equacdes de Codazzi-Mainardi ,

e a equagdo de Gauss , é inconsistente.

Demonstragio. Seja (2.72) uma equagdo evolutiva descrevendo 1-superficie pseudoes-
térica. Com isso, as equacgdes de estruturas dadas por (2) sdo satisfeitas, o que segundo
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o Lema 2.5/implica na validade de (2.77), 2.78) e (2.79).

Tendo em vista que o estipulado nesta proposi¢do contempla a classificagdo do tipo
I, segue-se que f3; = Afy1, com A2 # 1. Com isso, (2.77), (2.78) e (2.79) podem ser

reescritos como

k-1
finaF = Y fozzivn +1f3 — Afufa, (2.109)
i=0
k=2
Y fozzivr = fu(fs2 — Af12), (2.110)
i=0
k-1
AiiF = Y fozziv + 1fiz — firfo. (2.111)
i=0

Derivando (2.109) com relagédo a zj, temos

firz0Fz = fizz - (2.112)

Além disso, fi1,, # 0, do contrério, a equagdo do Lema 2.5 seria infringida.
Paralelamente a isso, F,, # 0, pois se fosse F,, = 0, a equacio nao seria de ordem
k. Como consequéncia de ser f11,, # 0 e F,, # 0, segue-se que fio,, , # 0. Agora se
multiplicarmos a expressao por A, ficaremos com

k-1
MizE = Y AMfiozzin + Afae — A2 fifoo. (2.113)
i=0
Dai, subtraindo-se a expressdo (2.113) da expressdo (2.111), resulta que
k-1 )
Y (fa22 — Af12z)ziv1 + 1 (fi2 — Afsz) + (A* = 1) firfor = 0. (2.114)
i=0

Diferenciando a expressao (2.114) com relagdo a z;, obtemos

f32,2 4 — A2z, = 0. (2.115)

Como k > 2, segue-se que, diferenciando (2.110) com relacdo a zx_1 e utilizando-se

(2.115), temos
f22,2, ., = 0. (2.116)

Diferenciando a expressao (2.114) com relagdo a z;_1, obtemos

32 5 — M2z, T 11(f12z, — Af32z, ) = 0. (2.117)
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Substituindo f3p;, , por Af12,, , na equacdo (2.117), obtemos
f32/Zk72 - Af12/Zk_2 = 17()\2 - 1)f12,2k_1' (2.118)

Comon #0,A>—1#0e fioz, , # 0, segue-se que

fa22 — AMf12,2, 7 0. (2.119)
Note que
Az = f11(fao — Af12), Doz =1fao — Afi1fo. (2.120)

Pela Proposigdo as expressoes de (2.96)) passam a ser como em (2.97)). Portanto
substituindo os dados da classificagdo do tipo II e as expressdes de (2.120) em (2.97),

obtemos

fuiar + by — froax — foobx —2bf11(fzo — Afi2) + (a —c)(nfz2 — Afinfe) =0,

(2.121)
fuibe 4 11ce — fiabx — forcx + (a —c) fi1(fz2 — Afi2) +2b(1f32 — Afi1f2) = 0.
Diferenciando as expressoes de (2.121) com relagdo a zx_1, temos
—f12z40x = 20f11(fa2zy — A2z ) + (@ =) faz, =0, 2122)
—froz  bx + (@ =) fi(foozy — Af12z,) + 201 f322, , = 0.
Substituindo (2.115) nas expressdes de (2.122), obtemos
—fiz 0x+ (@ —c)fsz , =0, —fioz bx+2byfs,, , =0. (2.123)
Levando-se em conta que f37,, , = Af12,, ,, podemos reescrever (2.123) como
[—ax+ (a = c)yA]fioz , =0, (=bx +2b7A) fi2z, , = 0. (2.124)

Como fi2,, , # 0, as expressdes de (2.124) reduzir-se-do a
ay—(@a—c)pA =0, by —2byA =0,

donde
ay = (a—c)yA, by =2byA. (2.125)
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Substituindo as expressdes de (2.125) nas expressdes de (2.121)), obtemos

fuae +nbe — fra(a — c)nA — 2fonAb — 2bf11(fso — Af12) + (a — ¢)(nfa2 — Af11f2) =0,

fuibe + e — 2f1onAb — farex + (a — ) f11(fs2 — Af12) +2b(n f32 — Afi1f2) = 0.

(2.126)
Se k > 3, entdo derivando as expressoes de (2.126)) com relagdo a z;_p, temos
—fr2z (@ =)A= 2fmz ,yAb —2bf11(fa2z, , — /\f12,2k—2> + (a— C>’7f32,2k72 =0,
(2.127)
—2f125 AL = foz y0x + (@ — ) fr(farz, — Af12z ) + 201 f325, = 0.
Substituindo (2.116)) nas expressdes de (2.127), obtemos
—fi2z,(8 = A = 2bfu(faoz , = Afi2z,) + (8 =) faz, =0,
—2f122,MAb + (@ = ¢) fu(fa2z, = Afi2z,) + 200 fa25., =0,
0 que pode ser reescrito como
(fa25, — M2z ) (@ — )y = 2bfun] =0,
(f32,5, — Afr2z,)[(a — ) fr1 4 2by] = 0.
Como f3,, , — Af12,, # 0, segue-se que
(a—c)p—2bf11 =0
(2.128)

(a—c)fin+2by=0 "

O sistema de equacdes (2.128)) pode ser reescrito como
n —fn a—~c¢C _ 0
f11 17 217 0

gt |1~ /
et [fn ; ] #0

Como fi1,, # 0,

pois caso contrério, > + f3 = 0, donde diferenciando essa tltima expressdo em relagdo a zo,
terfamos fi1,, = 0, um absurdo. Por conseguinte, 2 — c = 0 e b = 0, o que contradiz a equagdo
de Gauss.

Se k = 2, a prova da proposicao é como na Secao O

A Proposicao a seguir ilustra o que acontece com equagdes evolutivas (2.72) do
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tipo Il quanto a existéncia de uma imerséo isométrica local em IR® de uma 7-superficie
pseudoesférica determinada por uma solugdo u para a qual os coeficientes a,b e c da

segunda forma fundamental dependem de um jato de ordem finita de u.

Proposicao 2.2.4. ([17]) Para equagdes evolutivas de ordem k, com k > 2 que descrevem 1-
superficies pseudoesféricas do tipo (2.72), com 1-formas w; = fpdx + fipdt, i € {1,2,3}, onde
fi1 = 0ou f31 = 0, o sistema, formado pelas equagdes de Codazzi-Mainardi (1.15), ea
equagio de Gauss (1.19), é inconsistente.

Demonstragio. Como valem as equagdes de estrutura (2), segue-se do Lema que

valem (2.77)), (2.78) e (2.79).
Se f11 = 0, entdo 2.77), 2.78) e (2.79) serdo reescritos como

k-1
Z frozziv1 = =1 fa2 + fuifo, (2.129)
i=0
k=2
Y fozzie = —fafiz, (2.130)
i=0
k-1
far,20F = Y, farzziva + 11 f12- (2.131)
i=0

Diferenciando (2.129) com relagéo a z, temos

le,Zkfl = 0.

Uma vez que k > 2, faz sentido diferenciar com relac¢do a z;_. Dai, diferenciando-se
(2.130) com relacdo a z;_1, obtemos

f2,2, = 0.

Por fim, diferenciando-se (2.131) com relacdo a z;, obtemos

f32,Zk,1 - f31/ZOFZk'

Com isso, observe que F,, # 0, uma vez que a equagdo (2.72) é de ordem k e, além
disso, f31,,, # 0, do contrario, a equagdo (2.76) do Lema [2.5] seria infringida. Con-
sequentemente, f3, , 7 0 e analogamente ao que foi feito nas outras proposicoes,

encontramos
A3 = —fa1f12, D3 =1f32 — fa1f20. (2.132)



2.2 Imersdes isométricas locais de superficies pseudoesféricas e equagdes evolutivas
de ordem k, k > 2 52

Pela proposicdo as expressoes de (2.96) passam a ser como em (2.97). Portanto
substituindo os dados da classificagdo do tipo III e as expressoes de (2.132) em (2.97),

obtemos

fi1ae + by — froax — faobx +2bf31f12 4+ (a —¢)(fz2 — f22) =0,

(2.133)
fr1be 4+ 1c — fioby — foocx — (a — ) farfi2 +2b(17f2 — Afoafa1) = 0.

Diferenciando as expressdes de (2.133) com relagdo a z;_; (isso faz sentido, pois
k > 2), temos

(@—c)nfaz ., =0,
2b7 f3.2, , = 0. (2.134)

Como f3, , #0en # 0, segue-se quea —c = 0 e b = 0, o que contradiz a equagdo

de Gauss (1.19). Portanto se f1; = 0, o sistema de equagdes (1.1511.19) é inconsistente.
Se, por outro lado, for f31 = 0, 2.77), 2.78) e (2.79) se reduzem a

k-1
firF = Y fiozziv1 +11f3,
i—0
k—2
Y. fozzita = fiifa (2.135)
i=0
k-1
Z fa2zzi41 = —1f12 + frif, (2.136)
i=0

Diferenciando (2.134) e (2.135) com relagdo a z;, obtemos, respectivamente,

firz0Fz = fi2z, (2.137)

f32,2,, = 0. (2.138)

Uma vez que k > 2, faz sentido diferenciar com rela¢do a z_1. Dai, diferenciando-
se (2.135) com relagdo a z;_1, obtemos

f22,Zk—2 = 0.

Como F é uma equagdo evolutiva de ordem k, segue-se dai que F;, # 0 e, além disso,

fi1,2y # 0, donde por 2.137), f12, , # 0.
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Analogamente como foi feito nas outras proposi¢des, encontramos
Mz = fuifse, Doz =1fa. (2.139)

Pela proposigdo as expressdes de (2.96) passam a ser como em (2.97). Portanto
substituindo os dados da classificagdo do tipo III e as expressdes de (2.139) em (2.97),

obtemos

f11ae + by — froax — fooby —2bf11fa2 + (a— )y fz =0,
f11bs + nce — fiobx — forex + (a — c) f11f32 + 2by f32 = 0.

Diferenciando as expressdes de (2.140) com relagdo a z;_; (isso faz sentido, pois
k > 2), temos

(2.140)

—f12,2_18x — 2bf11f30,2 , +(a—C)nfz2z, , =0,
—f12,2_bx + (@ —c) firfaoz , +2b1f3,, , =0.

Mas por conta de (2.138), as equagdes de (2.141) se tornam

(2.141)

—f124,0x =0, —fioz_,bx =0.

Como fi2,, , # 0, segue-se que ay = by = 0. Com isso, as equagdes de (2.140) se

reduzem a
fuar+nbr —2bf11fn+ (a—c)yfp =0,

f11be + et — farex + (a —c) fr1f32 +2by f32 = 0.
Diferenciando (2.136) com relacdo a z;_1, temos

(2.142)

f32,Zk,2 = _ﬂflzzzk—l'

Comon #0e fo,,_, # 0, segue-se que f3p, , # 0.
Se k > 3, entdo diferenciando as expressoes de (2.142) com relacdo a zx_,, temos

- be11f32/2k—2 + (‘1 - C)Wf32/2k—2 =0, (a - C)f11f32/2k—2 + 2b77f32,2k—2 = 0. (2.143)

Como f37,, , # 0, segue-se que (2.143) reduzir-se-4 ao sistema

(a — C)17 - 2bf11 =0

(a—c)fin+2byp =0~ (2.144)
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O sistema de equagdes (2.144) pode ser reescrito como
N —fulla—c _ |0
fino7 2b 0

det[77 _fH]#O,
11 n

Como fi1,7, # 0,

pois caso contrério, 172 + flz1 = 0, donde diferenciando essa tltima expressdo em rela-
cdo a zq, terfamos f11,, = 0, um absurdo. Por conseguinte, a —c = 0e b = 0, o que
contradiz a equacdo de Gauss. Portanto se f3; = 0, o sistema de equagdes é
inconsistente.

O caso k = 2 foi tratado na Secao 2.1 O

A Proposicao a seguir ilustra o que acontece com equagdes evolutivas (2.72) do
tipo IV quanto a existéncia de uma imersao isométrica local em R® de uma 7-superficie
pseudoesférica determinada por uma solugdo u para a qual os coeficientes a,b e c da

segunda forma fundamental dependem de um jato de ordem finita de u.

Proposicao 2.2.5. Para equagdes evolutivas de ordem k, com k > 2, que descrevem n-superficies
pseudoesféricas do tipo , com 1-formas w; = fpdx + fpdt, i € {1,2,3}, onde f3, —
2 = C # 0, o sistema, formado pelas equagoes de Codazzi-Mainardi , e a equa-

¢do de Gauss (1.19), é inconsistente.

Demonstragio. Se f3 — f2; = C # 0, entdo H = 0 e L # 0. Como valem as equagdes de

estrutura (2), segue do Lema 2.5 que valem 2.77), (2.78) e (2.79).

Tendo em vista que o estipulado nesta proposi¢do contempla a classificagdo do tipo

IV, segue-se que f31 = Afi, com A% # 1. Com isso, valem as equacdes (2.77), (2.78) e
(2.79).

Multiplicando (2.77) por f11 e (2.79) por f31, obtemos a seguinte configuragéo:

k-1
fiifinzF = Y fitfzzia + 1fufs — fufsife (2.145)
i=0

k-1
faifs1,2F = Y, fo1faz2ii1 + 1fsfiz — fnfafa (2.146)
i=0
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Subtraindo (2.146) de (2.145)), obtemos

k-1
(Arfirz — foufsiz)F = Y (fitfizz — foifaz)zivr + 1(finfse — faifiz),
i=0
que equivale a
k-1
HF =Y (fuifioz — faifaez)zivn + 1(fiifse — f31f12)- (2.147)
i=0

Ora, mas H = 0, por hipétese, e isso implica HF = 0. Consequentemente, (2.147)

se reduz a
k—1

Y (frfizz — farfa,z)zie + 1(finfse — faifiz) = 0. (2.148)

i=0
Diferenciando a expressao (2.148) com relagdo a z;, obtemos

fufizz, — f3ifszz , = 0. (2.149)

Multiplicando (2.77) por f31 e (2.79) por fi1, temos

k-1

fafiisF =Y faufiozzien +nfafe — fafe, (2.150)
i=0
k-1 ,

firfsizoF = Y fiifszzivr + 1 f11fiz — fiif. (2.151)
i=0

Subtraindo (2.150) de (2.151)), obtemos

k—1
(fi1f31,2y — f31f11,2,)F = Z':Z(:)(fnfm,zi — f31f12,2,)Zit1 (2.152)

+(finfiz — farfia) + (f5 — fa) fz
que equivale a
k—1
LF =Y (furfaoz — forfizz)zien + 1(finfiz — fafiz) + Cha. (2.153)

i=0

Como L # 0e F # 0, temos HF # 0, donde a expressao (2.153) é diferente de zero.
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Dai, diferenciando-a com relagéo a zj, ficamos com

LE, = fuifa2z — f31f122 ;-

Como L # 0e F,, # 0, pois F depende de z, segue-se que

funfsozy — farfizz ., # 0. (2.154)

Como C # 0, segue-se que fi1 # 0 e f31 # 0, do contrdrio, se fi; = 0, C = f2,,
donde diferenciando essa tltima expressdo com relacdo a zy, obteriamos 231 f31,,, =
0 e, por conseguinte, f31,, = 0. Juntando essas informagdes, teriamos fi1,, = O e
f31,2, = 0, contradizendo a expressdo (2.76) do Lema Analogamente, mostramos
que f31 # 0.

De (2.149), temos

2z, = ffsz, (2.155)

Note que fip,, , # 0e f3., , # 0. De fato, se fosse fio,, , = 0, entdo por ,
terfamos f31f32,, , = 0, e como f3; # 0, teriamos f3,, , = 0, mas substituindo isso
em , obterifamos uma contradi¢do. Se, por outro lado, fosse f3212k—1 = 0, entdo
por , teriamos fi1fi22, , = 0, e como f11 # 0, teriamos fi5 ., = 0. Substituindo
esses dados em (2.154), obteriamos uma contradigdo. Assim, f1»,, , #0e faz, , # 0
conforme o afirmado. Podemos reescrever como

@ _ f32,2k71
f31 fio

Pela Proposigao as expressoes de (2.96) passam a ser como em (2.97). Diferenciando-
as em relagdo a z;_1, temos

(2.156)

—f12,2_,0x — 2b(f11f322, | — f31f122,) + (@a—C)nf322, , =0,

(2.157)
—f12,2,_,bx + (a—c)(fi1fs2z_, — f31fi2z, ) +2b1f30,, , = 0.

Dividindo as expressdes de (2.157) membro a membro por —f1,, ,, ficamos com

ay +2b ( 11f32’zk71 — f31) + (a— C)ﬂjf(—gjz'zk’l =0,

fizz 1224

(2.158)

fioz 4 1224

by — (a—c) ( A f31) - 217’7;—32'21(71 =0.
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Substituindo (2.156) nas expressdes de (2.158)), obtemos

ay + 2b (fil —f31) —(a— c)q@ =0,
f31

by — (a—c¢) (i—f )—Zb @—0
X f31 31 n — U

Assim, ficamos com

ax:2b<f31 f11>+(a C)ﬂjﬁ
f31

fs1’
fa— fi fu
by=—(a—c + 2by—.
r=-a=o) ( fa1 "
Como C = f2, — f?, segue-se que as duas ultimas equagdes podem ser reescritas
como
ay (a—c)ﬂf11+2b—— 0,
fa o fa 2.159
E (2159)
b a—c)— +2bp— =0.
e == )f31 T
Note que diferenciando as equagdes de (2.159)) com relacdo a zg, obtemos
a—c
=it~ fufnss) f 2 o - i) =0,
(a—c) 31 31 (2.160)
———(Csyf31 — Cfa1,5,) + (f31f11 20 — f11f31,2) = 0.
fi f 31
Uma vez que Cy, = —2(f11f11,2, — f13/31,2,) = —2H, com H = 0, temos
Cy = 0. (2.161)

Substituindo (2.161) nas equagdes de (2.160) e tendo em vista que L = f11f31,,, —
f31f11,2,, ficamos com

(a—onL C _
A RO
(a—¢)

2by
Cfsrzy — 5 L =0,
fi Y
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que equivalem ao sistema

—nL(a—c) —2Cf31,,,b =0

Cfs1,z,(a—c) —2nLb =0 (2.162)
O sistema de equagdes (2.162) pode ser reescrito como
—17L _Cf31,zo a—=c¢ _ 0
Cf31,20 —17L 2b 0
Como#n #0,L #0, f31,, # 0e C # 0, segue-se que
—fL  —=Cf31z, 272 | 242
det =n°L 4+ C°f3,, #0.
[Cf 3,50 L e
Isso implicaema —c = 0 e b = 0, o que contradiz a equagdo de Gauss. O

A Proposicao a seguir ilustra o que acontece com equagdes evolutivas (2.72) do
tipo V quanto a existéncia de uma imersao isométrica local em IR? de uma 5-superficie
pseudoesférica determinada por uma solucgdo u para a qual os coeficientes a,b e ¢ da

segunda forma fundamental dependem de um jato de ordem finita de u.

Proposic¢ao 2.2.6. Para equagdes evolutivas de ordem k, com k > 2, que descrevem n-superficies
pseudoesféricas do tipo (2.72), com 1-formas w; = fadx + fpdt, i € {1,2,3}, onde HL # 0,
o sistema, formado pelas equagdes de Codazzi-Mainardi (1.15), e a equagdo de Gauss
(1.19), ¢é inconsistente.

Demonstragdo. Suponha que HL # 0, com H = fi1fi12, — f31f312 € L = fi1f31,20 —
f31f11,2,- Assim, temos f11 # 0 e f31 # 0, do contrério, se fosse fi1 = 0 ou f31 = 0,
terfamos L = 0, donde HL = 0. Como valem as equagdes de estrutura (2), segue-se do

Lema 2.5/ que valem (2.77), (2.78) e (2.79).
Multiplicando (2.77) por f11 e (2.79) f31, obtemos

k-1
fitfiiF = Y fitfiozzicn + 1finfse — fiifsifo, (2.163)
i=0

k-1
fa1fa10F = Y, farfszzie1 + 1 f31f12 — finfsifa. (2.164)
i=0
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Subtraindo (2.164) de (2.163), obtemos
k—1
(Arfirz — foufsiz)F = Y (fitfizz — foifaz)zivr + 1(finfse — faifiz),
i=0
que equivale a
k-1
HF =Y (fuifioz — faifaez)zivn + 1(fiifse — f31f12)- (2.165)
i=0
Multiplicando (2.77) por f31 e (2.78) por f11, obtemos
k—1 )
fa1firF = Y farfiozzivn + 1fs1f — f51f22, (2.166)
i=0
k-1 )
fuifaizF = Y fitfazzivn + 1finfiz — fiifoe. (2.167)
i=0
Subtraindo (2.166) de (2.167)), obtemos
k-1
(A1fsrz — farfinz)F = Y (Anfaez — faufioz)zier +1(finfiz — farf) — f2(f5 — f4),
i—0
que equivale a
k—1
LF =Y (fufsoz — fa1fizz)zi + 1(finfiz — faifz) + f22C. (2.168)
i=0
Tendo em vista que L,, = 0 e H,, = 0, segue-se que (LF),, = LF,, e (HF),, = HF,,.
Assim, diferenciando-se (2.165) e (2.168) com relagado a zj, obtemos
fufizz,, — fafsez , = HE,,
fifs2z , — f31fizz , = LE;.
Como H # 0, L # 0 e F; # 0, segue-se que
fiifizz = fifzg , 70 e fiifsz , — faifizz , # 0. (2.169)

Diferenciando (2.78) com relagdo a z;_1, obtemos

22,2 5 = fi1f322, , — f31f122 4
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donde fy», , # 0.
Como HL # 0, temos H # 0 e L # 0 e, assim, podemos reescrever (2.165) e (2.168)

como

Fo k_zl fi1fiaz _f31f32,ziz_ . 1(f11f3 —f31f12),

— 1 - (2.170)

i=0

F:k_zlfnfsz,zl f31f1221 + f n (f11f12—f31f32)' (2.171)

i=0 L

Subtraindo (2.171) de (2.170), temos

= - ; z z
y [f11f12,zi faifsoz  fufaz — f31f12 l}
C

=0 H 2.172)
n fuufse — faufiz - fuifie —f31f32 ~Sh=0
1 H L L '
Derivando a expressdo (2.172) com relagdo a z
H(fiifizz , — f31f32,2 1) — Hz, (firfioz, — f31f12,20 1) 2k
H?2
(2.173)
L(finfazy — f31fiz ) — Ly (finfaz e, — fa1fioz )ze 0
_ — —0
Como H;, =0e L, =0, aexpressdo (2.173) se reduz a
Sufioz , — fafes, fufag, — faufe o (2.174)
H L
Dai, multiplicando (2.174) por HL, ficamos com
L(firfizz , — f3ifszz ) — H(firfa2, e — f31fizz ) = 0. (2.175)

Substituindo as expressdes de H e L em (2.175)), obtemos

(f31 — fi) (finzo fazk—1 — f31,20f12,5,) =0,

sendo que C = f321 — flz1 ndo é constante, pois se fosse, entdo C,;, = 0, donde f31f31,7, —
f11f31,2, = 0, 0 que nos levarfamos a concluir que H = 0. Por conseguinte,

fi1,z0f324-1 — f31,20/122, = 0 (2.176)

Como ndo pode ocorrer f11,, = 0 e f31,, = 0, pois nesse caso a expressdo (2.76)
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do Lema [2.5seria infringida, segue-se que fi1,;, # 0 ou f312, # 0. Também f15, , e
f32,k—1 ndo zeram simultaneamente, pois se isso ocorresse a equacao (2.72) ndo seria de
ordem k.

Diferenciando (2.77) e (2.79) do Lema[2.5 com relagdo a zj, temos
firzoFz = froz 1 (2.177)

f31,20Fz = f32,2 4 (2.178)

Note que F,, # 0, do contrério, a equagao ndo seria de ordem k.

Portanto pela expressao (2.177), segue-se que f11z, # 0 se, e somente se, fi2,, | # 0
e pela expressao , f31,2, 7 0 se, e somente se, f3,, , # 0. Daise f11,, = 0, entdo
f122., =0, f31,20 # 0 f32,,, , # 0 (lembre-se que ndo pode ser fi1,, = 0e f31,, = 0).

Por outro lado, se f31,, = 0, entdo f32,, , = 0, f11,2, # 0 € f31,,_, # 0 (lembre-se
que ndo pode ser f11,, = 0 e f31,,, = 0).

Derivando as equacdes de Codazzi-Mainardi e com relagdo a z;_1, ob-
teremos, com o auxilio do Lema

f12z 40x = (@—c)faz | —2b(fi1fa2z, , — f31fi2z ),

(2.179)
fr2z bx = (a—=c)(fiifsoz_, — f31fizz_ ) +2b1f30, .

Pelo que vimos anteriormente, a ndo concomitancia de fi1,, = 0 e f31,, = 0 im-
plica na ndo concomitancia de f12,, , = 0 e f32,, , = 0 e reciprocamente. Como con-

sequéncia disso, resulta que se f1p,,_, = 0, entdo f3;,, , # 0 e as equagoes de (2.179)
reduzir-se-ao a
(a—c)fsz  —2bf11f322,, =0,

(a—c)firfsoz_, +2bnfsz, , =0.
Como f3,, , # 0, segue-se que as expressdes de (2.180) podem ser reescritas como

(2.180)

(a—c)y—2bf11=0, (a—c)fi1+2by=0,

k)

det| 1IN Z 2y 20,
fu n |

que equivale a

Como
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segue-se que 2 — ¢ = 0 e 2b = 0, o que contradiz a equagdo de Gauss (1.19).
Se f12,,, , # 0, entdo as equagdes de (2.179) podem ser reescritas como

(a _C)ﬂfe:z,zk,1 f11f32zk L~ ffizz 3

ay = —
i f12 Zk—1 f12 Zk—1 (2.181)
fifs2z , — f3ifizzg f32,2 "
by = (a—c) + 2by
fr2z4 fi2z 4
De (2.176) e da hipé6tese que f15, , # 0, decorre-se que
Sz _ foa (2.182)
fi2z,  fiiz
Substituindo (2.182) em nas expressdes de (2.181), obtemos
2y = (a— C)ﬂf31 %0 2bf11f31 2 — f3fn 2
fi1,z f11,2 (2.183)
by = (a— )f11f31 20 — f31./11,2 + 2y f31 fa1z
fll /Z0 fll 420
Tendo em vista que L = ; , segue-se que as equagdes de (2.183)) podem ser reescritas
11
como 0 .
ay = (a— c)n;‘glzo —2bf ,
11 Z0 f11 ) (2184:)
by = (a—c) + 2by 3Lz

f11,zO f11 2

Diferenciando as expressoes de (2.184) com relacdo a zg, ficamos com

(), 2 (), =
9 (mz), (), =

(7).~ (h)
(o) o(5=).

0 que implica em
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2 2
. . . L L
O determinante da matriz anterior é igual a zero, isto ¢, 172 (@) + ( ) =
Sz /., \fiiz
0, do contrério, seriaa —c = 0 e b = 0, contradizendo (1.19). Por conseguinte, o

determinante supracitado é zero e isso culmina em

L . f31,Zo _
(m) =0 e <f11’ZO)ZO =0. (2185)

Integrando a segunda expressdo de (2.185) com relagédo a zo, obtemos

. A, (2.186)
fi1,2
onde A é uma constante.
De (2.186), temos f31,, = Afi1,z,- Apés integrar essa expressdo com relagdo a zo,
obtemos

far =Afiit+u, (2.187)

onde y é uma constante.

Por outro lado, segue de (2.182) e de (2.186) que

132,24 A
f1212k71
donde
f32 = )&flz +v, (2.188)

em que v é uma funcdo de zg, - - - , zx_5. Pela segunda expressado de (2.169) e tendo em

vista que f12,, |, # 0, segue-se que p # 0, pois caso fosse p = 0, (2.187) se reduziria
a f3; = Afy1. Substituindo essa tdltima informagdo na segunda expressdo de (2.169),

ter-se-famos uma contradi¢do. Note ainda que

L = fi1f31,2) — f31f11,2 = M11f11,20 — (Af11 + 1) fi1z0 = —Hf11,2-

Por conseguinte,
L

fiiz, K
Substituindo (2.186)) e (2.189) nas expressoes de (2.184), obtemos

(2.189)

ay = (a—c)ypA —2byu, by = —(a—c)u+2byA. (2.190)
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Analogamente ao que foi feito em outras proposi¢des, chegamos por redugdes al-
gébricas simples que

Az =vfi1 —ufia, Doz =nAfio +1nv — Afi1fr — ufa. (2.191)

Substituindo as expressoes de (2.190) e as expressdes de (2.191) nas equagdes (1.15) e
(1.16) de Codazzi-Mainardi, obteremos

fuar+nbe — (a —c)(Afirfor —nv) —2b(qA fo2 +vf11) =0,

(2.192)
fi1be + e+ (a — c)vfi1 +2b(yv — Af11fao — pfa2) — farcx = 0.

Se k > 3, entdo diferenciando as equagdes de (2.192) com relagdo a zx_p, obtemos

_(‘1 - C)AflleZ,Zkfz - 2b’7)\f22/2k72 = _(a - C)’7V2k72 + belll/zk,z/

(2.193)
—2b(Afi1+ 1) foz , — Cxf22z , = —(a—c)f11v, , +2byv,, ,.

Dividindo as expressdes de (2.193), membro a membro por —f2;,, , # 0, obtemos

[(a— c) fi1 — 2by]A f"z [(a— c)n — 2bf],
22k2

f - ———[(a —¢) f11 +2by].

Observe que (a — ¢)y —2bf11 e (a — ¢) f11 — 2by ndo podem ser nulos simultanea-
mente, pois fi1,, # 0 e (a —c)? + b? # 0. Assim, podemos reescrever (2.194) como

(2.194)
2b(Af11+p) +cx =

Vo, [(a—c)fin —2by]A
f22,2,  (a-— o)y —2bfy (2.195)

Vi, 2b(Afu1+p) +cx

— . 2.196
f22,2 5 (a—c)fi1+2by ( :
Comparando (2.195) e (2.196)), temos
[(a—c)fin —2by]A _ 2b(Afu1+p) + ¢
(a—c)y—2bfy (a—c)fi1 +2by "’
donde
AM(a—c)? + 40| f4 + [2byA(a — ¢) + 4b%p + 2bey| f1 (2.197)

+4b%72A — (a — ) (2by + cx) = 0.
Diferenciando (2.197) com relagdo a zg, ficamos com A = 0 e ¢y = —2bu. Substi-
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tuindo isso nas expressodes de (2.192), obteremos

fllat + 1’]bt + [(ll — C)17 — 2bf11]v =0,

(2.198)
fllbt + /1Y + [(a — C)fll + 2b1’]]1/ =0.
As equagoes de (2.198) se reduzem a
y— __ Juartnb
(a—c)n —2bf11’
y - Subttna
(a—c)fi1+2by’
Comparando as duas equagdes acima, chegamos a
[2bb; + (a — c)as| f4 + 2bn(a; + ct) fi1 + n*[2bbs — (a — c)ci] = 0. (2.199)

De (2.199) resulta que
[2bb; + (a — c)as|f4, =0, 2by(as+ci)fi1 =0, [2bby — (a —c)cs]p? = 0. (2.200)

Como 17 # 0 e f11 # 0, segue-se que 1> # 0 e f4 # 0. Com isso, as expressdes de
(2.200) se reduzem a

2bby+ (a—c)a; =0, b(ar+c:)=0, 2bby— (a—c)c =0. (2.201)

Dai se b = 0, entdo a; = 0, donde ¢; = 0 pela terceira expressdo de ; seb # 0,
entdo a; + ¢; = 0. Dai, mediante o uso da derivada de , concluimos que a;(a —
c) = 0. Assim, a; = 0 oua — ¢ = 0. Em quaisquer dos casos, obtemos a; = ¢; = 0.
Por conseguinte, a,b e c ndo dependem de t. Dai segue-se que as equacgdes de

se reduzem a

[(a—c)p—=2bfulv=0, [(a—c)fun+2bnjv=0,

— - 0
v —fuvija—cp 101 (2.202)
fiiv nqu 2b 0
Como ndo ocorre a — ¢ = 0 e 2b = 0, por hipoétese, segue-se que que o determinante
da primeira matriz de (2.202) é igual zero, isto é, v?(y? + f4) = 0. Ora, como 7% +

f4 # 0, segue-se que v = 0. Com isso, podemos reescrever a expressdo (2.188) como
f32 = Afi2, donde sempre que f3; = 0, teremos f31 = p # 0 e, portanto, H = f11f11,7, €

0 que equivale a
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L = —pufi1,,,- Por conseguinte, a expressao (2.172) se reduz a

(> = fi) (1 fi2 — faafu1) = 0. (2.203)

Diferenciando (2.203) com respeito a z;_1, obtemos um contradicdo, pois (u? —
f121)f12,zk,1 # 0

Se k = 2, entdo a prova desta proposicdo é dada como na segdo anterior. Se k > 2,

entdo sempre que HL # 0, o sistema, formado pelas equagdes (1.15), (1.16) e (1.19), é

inconsistente.
O

Uma vez que as proposi¢des anteriores foram provadas, um argumento simples
prova a veracidade do Teorema

Demonstragao do Teorema De acordo com a classificacdo de Chern e Tenenblat
feita em [11], as equagdes evolutivas podem ser de um dos tipos mencionados no
inicio desta se¢do, e as Proposicoes englobam todos casos possiveis, sendo
que, como pudemos ver, hd apenas um caso que existe uma imersdo isométrica local
em R3 de uma 5-superficie pseudoesférica, determinada por uma solugdo u, para a
qual os coeficientes da segunda forma fundamental dependem de um jato de ordem
finita de u. Esse caso trata-se justamente de equagdes evolutivas do tipo (2.73). Para
os outros casos, o sistema, formado pelas equagdes de Gauss e Codazzi-Mainardi, é
inconsistente. Essas observagdes provam o teorema. 0

No que segue, para finalizar a se¢do, apresentamos um coroldrio do Teorema

Coroldrio 2.1. Para cada solugdo u de uma equagio do tipo existe uma folheagdo do
dominio de u por retas com a propriedade de que quando a métrica de curvatura gaussiana
negativa constante K = —1, associada a u por meio de , é local isometricamente imersa como
uma superficie S C B3, a curvatura média de S é constante ao longo das curvas definidas pelas
imagens sob a imersio das retas dessa folheagio.

Demonstragio. Para cada solugdo u de qualquer equagéo do tipo (2.73), as 1-formas as-
sociadas (2) definem uma métrica de curvatura gaussiana K = —1. Com isso, segue do
Teorema 2.2|que uma imersao isométrica local de uma tal métrica em IE3 é determinada
pelos coeficientes da segunda forma fundamental, os quais sdo fung¢des de nx + ft.
Considere (x,t) € R? tal que a reta 7x + Bt = J, 5 € R, esteja contida no dominio
de defini¢do da imersdo. O dominio é folheado por tais retas. Para cada J, a imagem
da reta é uma curva da superficie, sendo que, ao londo dessa curva, os coeficientes

da segunda forma fundamental sdo constantes determinadas por §. Como a curvatura
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média da superficie é dada pelo traco da segunda forma fundamental, segue-se que H
é constante ao longo de tal curva. O



Capitulo

3

Imersoes isométricas locais de métricas
associadas as solucoes de equacdes
hiperbdlicas

Neste capitulo, consideraremos a classe de equagdes diferenciais parciais hiperbo-

licas de segunda ordem dada por
Uyt = F(u,uy), (3.1)

que descrevem y-superficies pseudoestéricas (s.p.e.) (veja [21]) e, seguindo os passos
descritos em [16], concluiremos que, exceto para a equagdo de Sine-Gordon, sempre
que uma tal imersdo isométrica local existe, os coeficientes sdo fung¢des que dependem
somente de x e t e, portanto, sdo universais.

Dada uma funcéo diferencidvel u(x,t), ao longo deste capitulo, usaremos as se-

guintes notagdes

du du
zi:?, wizﬁ, onde zg=wy=u. (3.2)
X
Consequentemente,
ai—luxt ai—luxt
Zix = Zi+1, Zit = —axi_l ;o Wix = ofi—1 7 Wi = Wiy1 (33)

e as derivadas totais de uma fungéo diferenciavel ¢ = ¢(x,t,zo,21, w1, - - - ,2;, W;) serdao

dadas por
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I !
D-qu = q)x + Z q)Zl’ZZ'—Fl + Z q’w,-wi,x/ (34)
=0 i=1
I I
Dip =i+ Y 922ip + ) PuWis1- (3.5)
i=1 i=0

Para além disso, introduziremos a notacdo

Aij = fufp — finfi: (3.6)

Antes de prosseguirmos, note que w; A wy # 0 equivale a

App #0

e que w1 A w3 = Aqzdx A dt e wy A\ w3 = Axzdx A dt. Consequentemente,
Ay + A3 #0, (3.7)

pois, caso contrario, terifamos A1z = 0 e Ay3 = 0, donde w1 Aw3z = 0e wy Aws =0,
acarretando, respectivamente, dwp, = 0 e dw; = 0. Portanto obteriamos ws(e1) =
ws(e2) = 0, 0 que seria uma contradi¢do com dws = wq A wy.

Na Secao apresentaremos os resultados de caracteriza¢do e classificagdo de
equacdes hiperbdlicas do tipo que descrevem s.p.e. e, na Secao analisaremos
as imersdes isométricas locais de métricas associadas as solugdes de tais equagdes.

3.1 Classe de equacdes hiperbdlicas que descrevem super-

ficies pseudoesféricas

Em 1990, M. Rabelo e K. Tenenblat [21] obtiveram uma classificacdo completa e
explicita para equagdes hiperbélicas do tipo (8.1)), sob a condicdo a priori de que f =
1 (nesse caso dizemos também que a equagdo descreve uma 7-s.p.e.). Nesta secdo,
apresentaremos esses resultados de forma breve, pois faremos uso deles na Se¢do

A seguir apresentaremos um lema que caracteriza equagdes hiperbélicas do tipo

BD.

Lema 3.1. [21] Seja uma equagdo hiperbolica descrevendo n-superficie pseudoesférica,
com 1-formas associadas . Se fij, (i,j) € {1,2,3} x {1,2} e F sdo fungdes diferencidveis em

um conjunto aberto e conexo U, entdo
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fi1z, = f31,20 =0, (3.8)
f12,2, = f22,2, = f32,2, = 0, (3.9)
fliz + foz, #0 (3.10)

em U.

Em sintese, como U é aberto e conexo, segue-se de que f11 e f31 sdo fungdes
apenas de z; enquanto que implica no fato de que fi3, f22 e f3» dependem apenas
da variavel z,. A expressdo, dada em (3.10), garante que a equacdo (3.1) é a condigdo
de integrabilidade do problema linear associado.

Utilizando-se do lema de caracteriza¢do, Rabelo e Tenenblat mostraram que todas
as equagoes do tipo que descrevem 77-s.p.e. sdo aquelas cujas formas estdo apre-
sentadas no préximo teorema.

Teorema 3.1. Seja F uma funcio diferencidvel, definida em um subconjunto aberto U C R?.
Uma equagdo ug, = F(u, uy) descreve superficie pseudoesférica paran € P C R, onde P é um
subconjunto denso de R e F independente de 11 se, e somente se, F satisfaz uma das sequintes
opgoes:

1. F é independente de uy e F"(u) + aF(u) = 0, U = R?, P = R* e a é uma constante
ndo nula.

2. F = ve\/B+u2, onde U = {(u,z) € R®>: B+2z%> > 0}, P =R, 5,7, B, u sito
constantes reais, com J,y, u ndo nulos e p = 0, em que y = 1.

3. F=Au+Cuy+71,0onde U =R?> P=R*eA,G, U sio constantes reais.

A demonstracao do teorema de classificacdo (Teorema faz-se uso de alguns
lemas. Esses lemas fornecem os coeficientes f;; das 1-formas w; = fiydx + fpdt, 1 <
i < 3, para cada equacdo apresentada no Teorema

Tendo em vista a importancia desses coeficientes f;; para o estudo que serd tratado
na proxima sec¢do, a seguir apresentaremos esses lemas cujas demonstragdes serdo omi-
tidas.

Lema 3.2. [21] Os coeficientes f;j das 1-formas @) para a equagio
Uy = F(u), onde F”(u) +aF(u) =0, (3.11)

« € IR* sdo dadas por
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fu fi —a(Bz1 — AQ) Aw(QF —nF)/(Q*a +1?)
fo1 fo| = 1 (nF' +aQF)/(Q*x+14?) |, (3.12)
31 f3 —a(Az — BQ) Ba(QF —nF)/(Q*a +1?)
onde z1 = uy, A,B,Q € R sdo tais que & = ﬁ, A2 —-B2 #£0eQ%+n>#0e
n € R*. Em particular, se B = 0 e, consequentemente, A # 0, tem-se & = ¥ >0e
fin fi2 «AQ  Aa(QF —nF)/(Q*a+1?)
1 fol =1 71 (nF' +aQF)/(Q*a+17?) | . (3.13)
31 f3 —aAzy 0
Lema 3.3. [21] Os coeficientes f;j das 1-formas pam a equagdo
Uyt = ve®\/B+qyu2, onde 8,v,vER* e B=0, (3.14)
sdo dados como segue:
1. Se vy # 1, entido
i fi2 7AS — (Bzy F AVA)S?/ (v —1) +Adve’
fo1 fo| = 1 +1e%%0 (3.15)

31 f3 nBé — (Azy F BVA)S?/(y—1) +Béved®
ondezo =1u,z1 =uy, A=B+7vz3 >0,A2—B>=(y—1)/6’en € R*

2. Se vy =1, entio

fu fi2 % (% + 521“) 71 +170A  E£Abve’™
fa fo| = n fyet | (3.16)
31 fx % (_% +52A> £ GA Adves

onde A,n € R*.

Lema 3.4. [21] Os coeficientes f;j das 1-formas @) para a equagio
Uy = Au+Cuy +7, A, ¢, T ER, (3.17)

sdo dados como segue:
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1. SeA =¢ =1 =0, entdo
fin fi2 z1 0

fa fo| =1y €|, (3.18)
31 f32 n e
ondezy = u,z1 = uyen # 0.
2. Se A # 0, entdo
fir fi2 +nTz1 /A Tzg+7TT/A
fa fo| = 1 AnpFE |, (3.19)
31 f32 nTzy /A £Tzog£TT/A

onde T, € R*

3. Se A =0¢e& 4 12 # 0, entio

fin fi2 [dz1/F(z1) 1/
fo1 fo| = 1 0|, (3.20)
31 f3 [dz1/F(z1) 1/

onden € R*.

Trata-se de um calculo simples verificar que, em cada um dos Lemas as
equacgdes de estrutura (3) valem se, e somente se, a correspondente equagao hiperbdlica
estd satisfeita.

Concentraremos nossos esforgos na préxima se¢do por se tratar do tema central do

presente capitulo.

3.2 Imersoes isométricas locais e equacdes hiperbdlicas de

orem 2

Nesta secdo, consideraremos os lemas de classificagdo apresentados na se¢do ante-

rior e, como objetivo principal, demonstraremos o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Considere uma equagio uy, = F(u, uy), descrevendo n-superficie pseudoesférica
como no Teorema[3.1, Assim, ocorre uma das possibilidades:

1. Se F é independente de uy e satisfaz F"' (u) + aF (u) = 0, em que « é uma constante real
positiva, entdo existe uma imersdo isométrica local em R> de uma superficie pseudoesfé-

rica, determinada por uma solugdo u(x, t), para a qual os coeficientes da sequnda forma
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fundamental dependem de um jato de ordem finita de u se, e somente se, eles dependem

de um jato de ordem zero.

2. Se F = Au+ Cuy + T, entido existe uma imersdo isométrica local em R® de uma super-
ficie pseudoesférica, determinada por uma solugio u(x,t), para a qual os coeficientes da
segunda forma fundamental dependem de um jato de ordem finita de u se, e somente se,
A, ¢ e T ndo se anulam simultaneamente e os coeficientes sio independentes de u, isto é,

eles sdo fungdes universais de x e t.

3. Para as equagdes restantes, isto é, se F é independente de uy e satisfaz F” (u) + aF (u) =
0, em que « é uma constante real negativa, F = vedt \/W F = 0, entdo ndo existe
uma imersio isométrica local em R3 de uma superficie pseudoesférica, determinada por
uma solugio u(x, t), para a qual os coeficientes da sequnda forma fundamental dependem

de um jato de ordem finita de u.

A prova do Teorema 3.2/ requer como sustentdculo o Lema 3.1| e, além disso, é im-
portante conhecer os coeficientes f;; das 1-formas (2) explicitamente. E nesse quesito
que os Lemas e[3.4/adquirem importancia.

A seguir, apresentaremos um lema que nos informa como séo as restricdes impostas
aos coeficientes da segunda forma fundamental quando existe uma imersdo isométrica
local de qualquer superficie pseudoesférica, determinada por uma solucdo u(x, t) das
equagdes hiperbolicas mencionadas nos Lemas e

Lema 3.5. Considere uma equagio uyy = F(u,uy), descrevendo n-superficie pseudoesférica,
com 1-formas ([2), onde as fungoes fi; sdo dadas pelas equagdes dos Lemas e Se
existe uma imersdo isométrica local de qualquer superficie pseudoesférica, determinada por uma
solugdo u(x, t), para a qual os coeficientes a, b e ¢ das 1-formas wy3 e wo3 dependem de um jato
de ordem finita de u, entdo:

1. a # 0 em qualquer conjunto aberto;

2. ¢ = 0 em um conjunto aberto se, e somente se, f11 = 0 em U, isto é, F satisfaz uy, =
F(u), onde F”(u) + aF(u) = 0 e f;; sdo dadas por , com Q = 0. Nesse caso,
1

lX:ﬁ>O,
2F
a_j:—AucF' b=4+1 e c¢c=0.

Demonstracao.
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1. Suponha que 4 = 0, em um conjunto aberto. Dai, pela equagdo de Gauss, ficamos
com b = +1. Substituindo essas informagdes nas equag¢des de Codazzi-Mainardi (1.15)

e (1.16), obtemos

F2A13 — cAy3 =0

nDsc — froDxc — cA3 =203 =0 (3.21)
Como Af; + AZ; # 0, segue-se que o sistema (B.21) reduzir-se-a a
- (3.22)

17DtC — fzszC - CA13 + 2A23 =0 -

Como Aq3 e Ay; séo fungdes dadas em termos de fungoes f;; e elas sdo fungdes que
dependem de zj e z1, segue-se que A3 e A3 sdo fungdes de z e z;, donde c é uma
funcdo que depende de zg e z3, isto é, ¢ = c(2p,¢z,). Assim, Dic = cz,wy + Cz,21+ €
Dyc = czyz1 + ¢z,z2. Substituindo essas tltimas expressdes na segunda equagao de

(3.22)), temos
NCzoW1 + 1Cz 21t — f22C20Z1 — fzzczlzz —cA3 = Ay3 = 0. (3.23)

Derivando em relacdo a zp, temos fyc;; = 0; derivando a mesma expressdo
com relagdo a wy, temos yc;, = 0. Como 1 # 0, obtemos c;, = 0. Por conseguinte,
analisaremos dois casos, a saber:

Casol.c,y, =0e fo #0.

Se f2» # 0, entdo ¢z, = 0. Ora, como ¢z, = 0 e ¢c;; = 0, segue-se que c é constante,
donde o sistema torna-se

2A
C:3F 13

Ao3 ) (3.24)
—CA13 + 2A23 =0

que equivale a

—CA13 + 2A23 =0

A — A =0 - (3.25)
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_ [g]

+2
] =c*+4#£0,

Note que (3.25) pode ser reescrito como

—c £2
F2 —c

AVE]
Ar3

Uma vez que

det —¢
F2 —c

segue-se que A3 = Ay3 = 0, 0 que é uma contradicdo.

CasoIl.c;; =0e fo = 0.

Se f» = 0 em um conjunto aberto, entdo implica que A3 = 0e Aypz =1,
donde o sistema fornece uma contradicao.

Pelos casos I e II, vemos que a ndo pode ser zero. Consequentemente, 2 # 0, como
queriamos.
2. Suponha que f;; = 0 em um conjunto aberto. Note que isso s6 é possivel se F

satistaz (3.11) e f;; sdo dadas por (3.13), com Q = 0. Consequentemente, (3.13) se reduz
isfaz (3.11 j dadas p Q=0.C q 3.13 d

a

fin fi2 0 —aAF/7
fo1 fof| = Ui F'/y |. (3.26)
31 f32 —aAzy 0

Ao substituirmos as expressdes de (3.26) nas equagdes de Codazzi-Mainardi, obte-

remos )
7D+ S4EDa — £D.b — 2bAss + (a — ¢) Az =0,

§Dic+ *4ED b — IDyct (a— ) A + 2002 = 0, (3.27)

onde 4, b e ¢ sdo fungdes de x,t,zg,21,...,z;,w;. Suponhamos ¢ # 0. Dai, pela equa-
b2 —

cdo de Gauss, podemos escrever a =

. Como 4,b e c dependem de um jato de
ordem finita, se | > 1 é a ordem do jato, gntao as derivadas de ambas as equagdes em
(3.27) com respeito a w41 fornecem by, = cy, = 0 e, portanto, a,, = 0. Derivando
sucessivamente com respeito a wy, . .., wy, concluimos que 4, b e c ndo dependem
de w;_1,...,wy (= zp). Paralelamente a isso, derivando-se sucessivamente com

respeito a z,1,...,22, concluimos que a, b e c ndo dependem de zj, ..., z;. Portanto g,
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b e c dependem somente de x e t. Logo o sistema (3.27) se reduz a

AF F’
nb + & Ay — ;bx +2bA13+ (a—c)Ay3 =0
xAF F' . (3.28)

ner + Tbx — ch + (a—c)A13+2bA3 =0

Substituindo as fungdes f;; de (3.26) nas expressdes que regem A13 e Aps (vide (3.6)),
ficamos com

z1. (3.29)

Substituindo as expressdes de (3.29) em (3.28), obtemos

AF F' ZA%F AF'
17bt+a—ax——bx+2b“ zl+(a—c){x z1=0
n U n n 330
xAFF a2 AT x AF’ - (3.30)
ner + bx—;cx—{—(a—c) z1+2b z1=0
Derivando (3.30) com relagdo a z1, obtemos
242 /
2p” A P+(a—c)0u?7P =0
2A2F AF' . (3.31)
(a—c) £ +2p” =0
n n
Multiplicando as equagdes do sistema (3.31), membro a membro por zxiA' obtemos
2baAF+ (a—c)F' =0
(a— c)aAF +2bF =0 * (3.32)
0 que equivale a
2b a—c| |aAF| |0
a—c 2b F' 0|
AF 0
Ora, como aF ) # [0] , temos, forcosamente 4b* — (a— c)2 = 0, donde
a—c = +£2b. (3.33)

Dai podemos reescrever (3.32) como
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2ba AF + 2bAF =

+20AF + 2ba AF' =0 - (3.34)

Por fim, substituindo &« = em (3.34), concluimos que

A?

b(F+ AF') =0
b(+F + AF') =0 ’

donde F = —6AF/, com 6 = Floub = 0. Caso b = 0, a equacdo de Gauss (1.19)
implica em
ac = —1, (3.35)

e (3.33) se reduz a a = ¢, donde por (3.35), concluimos que a> = —1, o que é uma
contradicao.

Por outro lado, se
F = —S6AF/, (3.36)

entdo, derivando essa tltima expressdo com respeito a zp, temos

F' = —6AF". (3.37)

De (3.36)), temos F/ = 54 Substituindo essa tltima expressdo em (3.37)), obtemos
F”—iF—O (3.38)

nE=0 .

Comprando (3.38) e (3.11), chegamos aa A2 = —1, 0 que é novamente uma contradicéo,
1

pois & = E
Reciprocamente, se c = 0 em um conjunto aberto, entdo segue da equacdo de Gauss

(1.19) que b = +1 e, por conseguinte, as equagdes de Codazzi-Mainardi (1.15) e (1.16)

se reduzem ao sistema

f11Dea — f12Dxa F 2013 + aly3 = 0
A3 + 2003 = 0 : (3.39)
Como A%, + A%, # 0, segue-se que a segunda equagdo de (3.39) se reduz a a =

A
:FZA—B. Assim, a depende de zj e z1, pois Aq3 e A3 dependem das fungdes f;;, que por
13
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sua vez, dependem de zp e z;. Como consequéncia, temos D:a = a,,zo ¢ + 45,21+, que

pelo uso de (3.1), (3.2) e (3.3), torna-se Dya = a,,wq + a,, F e, por outro lado, Dya =
,21 + az,z2. Substituindo as expressdes de D;a e Dya na primeira equacdo do sistema

(3.39), obtemos
fr1(azywy + az, F) — fia(azz1 + az,z2) F 2813 + a3 = 0. (3.40)

Se derivarmos a expressao com relacdo a wy, obtemos f114;, = 0; se derivarmos
em relagdo a wp, obtemos fipa,, = 0.

Uma vez que Ajp # 0 ndo se pode ter f11 = 0e fip = 0. Se fi1 # 0e fip # 0,
entdo como fi1a;, = 0 e fipa,, = 0, concluimos que a é constante, e a expressao (3.40)
se torna apenas

F2M13+aly3 = 0.

Por conseguinte, o sistema (3.39) se torna

F2A13+al3 =0
IZA13 — 2A23 =0 ’

_ [g]

Como o determinante da primeira matriz é diferente de zero, segue-se que A3 = Ay3 =

0 que equivale a
F2 a
Fa =2

Aq3
ADX)

0. Mas isso é uma contradi¢dao com A%_o, + A3, £ 0.
Se fi = 0 em um conjunto aberto, entdo as fung¢des fij sdo dadas por 1} com

A=0B#0o0u(.15, comA =0,B # 0ou (3.18. Como f;; # 0, segue-se de
fi1az, = 0 que a,, = 0 e, portanto, (3.40) se torna

fllale + 2A13 + LIA23 =0. (341)
Se as fungdes f;; sdo dadas por lb com A =0, B # 0, entdo

—a*B*(QF — yfF)
QZ“ + 172

A13 = 21, A23 = —aBF. (342)

Substituindo as expressdes de (3.42) em (3.41), obtemos

a(QF — 1F)

fllale +2 QZlX T 172

z1 —axBF = 0. (3.43)
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Diferenciando (3.43) com respeito a z; duas vezes, chegamos a uma contradicao.
Se as funcoes ﬂj sdo dadas por 1b com A = 0, B # 0, obtemos analogamente

2
Az = $By52216520, Nz = :|:‘Ll521€520 e a = +—. Substituindo essas informacdes em

Bé
(3.41), obtemos
F2M13 4+ aly3 =0,

o que é uma contradicdo com a segunda equacdo de (3.39).
Por fim, se as funcoes f,-j sdo dadas por 1} entdo Ay = 0 e, consequentemente,
segue-se do fato de que Ay # 0 e A3, + A2, # 0 que a = 0, 0 que é uma contradicéo.

Concluimos que, se ¢ = 0 em um conjunto aberto, entdo f11 = 0, ou seja, f;; sdo

A?a’F AaF'
dados por (3.13), com Q = 0. Portanto A3 = —M e Ay3 = M e,
/
consequentemente, a segunda equacdo do sistema (3.39) implica a = £2 AaE" Além
disso, (3.40) é uma identidade, pois A%x = 1.
O

Agora, no que segue, faremos algumas consideragdes a respeito de equagdes hiper-
bolicas dada como em (B.1)), descrevendo uma superficie pseudoesférica e satisfazendo
os Lemas . Com efeito, existe uma imersdo isométrica local em R® de qualquer
superficie pseudoesférica, determinada por uma solugdo u, para a qual os coeficientes
da segunda forma fundamental a,b e c dependem de x,t,zg,z1, wy - - - ,z;, Wy se, e so-
mente se, valem (1.15), (1.16) e (1.19). Por conseguinte, ao substituirmos as equagdes

(3.4) e (3.5) nas equagdes de Codazzi-Mainardi (1.15) e (1.16), obtemos

I I 5i-1F
fuar+ b+ Y (finaw, + bw, ) wita + Y (frnaz + ﬂbzi)ﬁ — (f124x + f22bx)
i=0 i=1

l i—1

! o'~1F
=Y (fiadz, + faobz)zi1 — ) (froaw, +f22bw,~)ﬁ —2bA13+(a—c)B3 =0,  (3.44)
i=0 i=1

i—1

1 1 ) )a
fuabe + e+ Y (fiiba, + ncw,)wigr + Y (fubs, + N6z ) 51 — (frabx + fa2cx)
i=0 i=

= =1
1 1 i—1

0 'F
— Z(flzbzi + fZZCZi)Zi+1 — Z(flzbwi +f22Cw,.)axﬁ + (lZ — C)A13 + ZbAzg =0. (345)
i=0 i=1

Diferenciando (3.44) e (3.45) com respeito a wy 1, ficamos com

fllawl + wal = 01 fllbwl + 77ch = 0 (3'46)
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Além disso, desde que b # 0, decorre-se de

CAy, + acy, — 2bby, =0,

que
Cly, + ac
by, = % (3.47)
Substituindo (3.47) nas equagdes de (3.45), obtemos
i)’ fub
+ (ﬂ) o+ 2222 0y, 0. (3.48)

b
No Lema e no Lema consideramos os casos em que ¢ + (f 11) a—+ 2f1171 =0e

2
+ ({;1) a4+ 2]6117117 # 0, respectivamente.

Lema 3.6. Considere uma equagio uy; = F(u,uy), descrevendo n-superficie pseudoesférica, com 1-
formas (2), onde as fungbes fij sdo dadas por . Suponha que exista uma imersdo isométrica

local de uma superficie pseudoesférica, determinada por uma solugdo u(x, t), para a qual 0s coeficientes
b
da sequnda forma fundamental dependam de um jato de ordem finita de u. Se c + <f11 ) a+ ZfL =0

em um conjunto aberto nio vazio, entio:

1. Para toda equagio com as fungdes f;j dadas como em , 0s coeficientes da segunda forma

fundamental sdo dados por

/ /
a::|32”<77F+Q>’ P 1 (217§F —|—Q20€—772> p

A(Q*«+1n?) \ aF Q%w + 12
;QA ) - 1 (3.49)
x
— o= I
Q%a? + 12 (Q F W) '
1 ) !
comu = - Em particular, quando Q = 0, a, b e c sdo dados por a = im, b==+1lec=0.

2. Para todas equagdes, exceto aquelas consideradas em (3.6), as equagdes de Codazzi-Mainardi e

Gauss formam um sistema inconsistente.

Demonstracao.

b
Supondo que ¢ + (f 1 ) a+ Zﬁ—l = 0 em um conjunto aberto ndo vazio, temos
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Substituindo essa informacdo na equagao de Gauss (1.19), obtemos

2
n

donde

b= +1— fli;“ (3.50)

2
c= <f11> a:FZE. (3.51)
U U

Consequentemente, temos

fuuDia +nDib = —afi1 ., F,
f11Dtb + yDyc = ( fu :F2> fi1,z, F,

i 3.52
f12Dxa + f2oDyxb = —%Dxa — %Zz, (3:52)

A
f12Dxb + f22Dxc = f—fﬁ” D.a+ " 1127];11’Z1 z3 + f 22{; éf N = ZLZJ;“’“ 2.

Substituindo as expressdes de (3.52) nas equagdes de Codazzi-Mainardi (1.15) e (1.16)), ob-

temos, respectivamente,

f116Z

A
12 ﬂfzzij;uzlz A 42810 .

- ﬂfllle“‘ 7Dx

2
1-— <f11> ClAzg + ZEAB = O,
U U
(3.53)

7

J1fiz ¢ 2 fi F - fliﬁu Dua— aAlzj;n,zl 2 llfﬂfl;fll,zl 2+ 2f22]:711,zl .

_|_

2
1-— (fH) LZA23 + ZEAB + ZmAzg, - Z@AB = O,
n U U Ul
(3.54)

que equivalem, respectivamente, a

f22f11 =S F 203+ 2A13f1}71a +

2
(J:;l> ] LZA23 :|:2J:;1A23 = 0,
(3.55)

afllle‘f’ 7 Z:ﬂzZ i1+
=0
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A ¢ A
afll];ll,le T2 E— fn 212 Y sz a 1127j2f11,z1 _ af22f112f11,21 2 j:21’221;11,21 2
i=0

2
1- (fll> a3 + ZEAB + 2&A23 - Z@AB =0.
7 7 7 7

+

(3.56)
Portanto se ! > 2, entdo derivando (3.55) com relacdo a z;, 1, teremos — f—lgAuuzl =0, donde

a,, = 0. Dai concluimos que fazendo-se a derivacao sucessiva de (3.55) com relacdoa z, - - - , z3,
ficamos coma, =a; , =---=a, =0.
Se | > 1, entdo ap6s multiplicar (3.55) e (3.56) por 7 e 7%, respectivamente, ficaremos com a

seguinte configuragéo:

I o
—anfi F+ M2 Y azzie1 + afofiiz,20 F 2003 + 2013 f11a + [77 - f;] alx3 £ 2f11A23 =0,
i=0
(3.57)

I
anfiifua F 7207 fiio F — fuibin ) azzi — abipfinzze — afanfinfinz2 £ 20 fo fiiz, 22
i=0

2
+ |:77 — f’;l] alys £+ 277f11A13 + zﬂfllAZS - 217€lf11A23 =0.
(3.58)

Diferenciando (3.57) e (3.58) em relacdo a z, obtemos

Arpaz, +afanfilz, =0

. (3.59)
—fli1diaz, — Apafiiz, —afnfiifinz, £20f2f11,, =0
A segunda equacao de (3.59) pode ser reescrita como
— fu1(Digaz, +afnfirz,) + (—A2a £ 24 f2) fi1,, = 0. (3.60)

Substituindo a primeira equagao do sistema (3.59) em (3.60), ficamos com (A1pa F 21 f22) f11,2, =
0. Com isso, o sistema (3.59) pode ser reescrito como
Apaz, +afrnfirz =0

. (3.61)
(A12a F211f0) fi1,, =0

Com essas observagdes precedentes, estamos aptos a demonstrar, de fato, o estipulado nos

dois itens do Lema A seguir, apresentamos os argumentos que validam a veracidade dos
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itens supracitados:

1. Se considerarmos uma equacéo do tipo (3.11), com f;; dadas por (3.13), temos fi1,,, = 0.
Consequentemente, a equagdo (3.61) é satisfeita e, portanto, por (3.59), temos a,, = 0. Assim,

(3.55) e (3.56) se reduzem a

2
Aﬂ“Danrz(f“ >A —|—[<1—];121>ai2{171}A23:0, (3.62)

—fllA” Dya + [( f“) izfﬂ A — (f“ ) Ay = 0. (3.63)

Multiplicando a equagéo (3.62) por j:;l, obtemos

3 2
fl;A12D +2( fll:Ff;;l>A13+|:<f;;l_f;;§)ai2’;121:| A23:0 (364)

Somando (3.63) com (3.64), temos

() o (5 )]

2
Como 1+ J;lzl # 0, segue-se que a3 — <f11 F 2> Ay3 = 0, ou seja,

—2(517A23

=+ =  com O0—=—=+l. 3.65
nA13 — f11A23 (3.65)

Dat se considerarmos as fungdes f;; como em (3.13), entdo apds substitui-las nas expressoes
que regem A1y, Aqz e Az (vide (3.6)), teremos

a(QF —yF xA(nF' 4+ aQF
12 = aAF, A13=(QQQ“+:772)21 e Ay = (QUZDH_UZQ )z

Além disso, observando-se que 7A13 — f11A23 = f31A12, podemos reescrever (3.65) simples-
mente como

—2517A23
== 6 ==+l 3.66
f31812 (3.66)
Por conseguinte, substituindo as expressoes que regem A1, e Axz em (3.66), obtemos
27 F' Q
=t—— |1A=-+> ). 3.67
g xQ? + 12 (17 FT A) (3.67)

Por fim, substituindo (3.67) em (3.50) e (3.51), obtemos

1 27QF’ 2QAu F'
g (A ver) « -t (0 -0)
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2. Para toda equagéo, salvo aquelas consideradas em (3.2), temos fi1,, # 0. Daicaso! =0,

entdo diferenciando (3.53) e (3.54), com respeito a z,, teremos

R

Uma vez que 17 # 0, podemos reescrever essas tltimas equagdes como simplesmente

afnfuz _ o, - Beafun _ Afefufna o fafua

afnfiiy =0, afnfiiz + M2afinz F 20 f2fi1z, = 0. (3.68)

Se existe uma imersado isométrica local de qualquer superficie pseudoesférica, determinada
por uma solugdo u(x, t), para a qual os coeficientes a, b e ¢ das 1-formas w3 e wy3 dependem
de um jato de ordem finita de u, segue do Lema que a # 0, donde a primeira equagao
de se reduz a f»fi1,, = 0. Dai, substituindo essa expressdo na segunda equagdo de
, obtemos Ajpafii,, = 0, mas como ja vimos, a # 0. Como consequéncia disso, temos
A12f11,2, = 0. Por conseguinte, teremos f11,, = 0, 0 que é uma contradigdo. Logo [ > 1.

Se f» = 0, entdo vale a equacdo (3.17) com as fungdes f;; dadas por . Substituindo
essas fungoes f;; no sistema 1} obteremos a = 0, contradizendo o Lema Com isso, as
equagdes de Codazzi-Mainardi e e Gauss formam um sistema inconsistente.

Se f» # 0, entdo todas as equagdes, excetuando-se as de , comA=0ef+12#£0,
sdo satisfeitas. Com isso, dividindo a segunda equagdo do sistema por fi1,z,, obtemos
A1pa F 217 fn = 0. Ao derivarmos essa tltima expressao com relagdo a z1, obteremos Aqpa;, +
al1p,, = 0 e, além disso, segue de que A12., = ffi1z. Pondo essas considera¢des no
sistema (3.61)), obtemos

0= 4222 fz
A’
o que significa dizer que a,, = a, = a; = 0, ou seja, a é uma fungdo de z( e z; apenas. Com

isso, as equagdes (3.53) e (3.54) equivalem as equagdes
2
- (3)
n

2
1— (%) ] a3 j:ZJ;Alg 42Ny — ”f;“ Mgz =0,

A
_uf11,21F n #a2021 i ﬂf221]7(ll ZlZ :F2A13 + 2A13f11a

ElA23 + Zf;;lAB = 0,

fllj;llzlp¢2f11 »F— f11 2 az021 +

que sdo equivalentes a
A a A
afi1,, F — #QZOZl A13f;71 +2A13 —alxs = fq ( f31# + 2A23> (3.69)

AT

A
+ 2f11,le = f];l Elfll,le —0z21 — félaAB + 2A13 — ﬂA23:| + 61]%1# + 2A23. (370)
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2 2
Substituindo (3.69) em (3.70), obtemos F = M, o que contradiz a equagao (3.11),

N1,z
com funcdes f;j e B # 0, dadas por (3.12) e contradiz as equacdes (3.14) e (3.17), com fungdes
fij, dadas por (3.15)-(3.20). Com isso, concluimos a prova do lema.

0

Daqui em diante, a fim de tornar o texto menos saturado, omitiremos alguns passos rela-
tivos a contas, principalmente contas andlogas as que ja foram feitas anteriormente. No que
segue, apresentaremos um lema que estabelece de um certo modo um critério de universali-
dade para os coeficientes da segunda forma fundamental sempre que existe uma imersao iso-
métrica local de uma superficie pseudoesférica, determinada por uma solucao de uma equacao
do tipo , para a qual os coeficientes da segunda forma fundamental dependem de um jato

de ordem finita.

Lema 3.7. Considere uma equagio uyy = F(u,uy), descrevendo n-superficie pseudoesférica, com 1-
formas (@), onde as fungdes fi; sdo dadas por (3.12}f3.20). Suponha que exista uma imersdo isométrica
local de uma superficie pseudoesférica, determinada por uma solugdo u(x, t), para a qual os coeficientes
da segunda forma fundamental dependam de um jato de ordem finita de u. Se

2
c+ ({;1) a+2flﬂlb £0 (3.71)

vale, entdo a, b e ¢ sdo fungdes universais de x e t.

Demonstracao.

Suponha a validade de (3.7I). Se existe uma imersdo isométrica local de uma superficie
pseudoesférica, determinada por uma solucdo u(x, t), para a qual os coeficientes da segunda
forma fundamental dependem de um jato de ordem finita de u, por hipétese, vale o Lema
Consequentemente, devemos ter obrigatoriamente ¢ # 0, pois se fosse ¢ = 0, terfamos, pelo
Lema[3.5, fi1 = 0 e, por conseguinte, a expressao (3.71) seria infringida. Portanto como ¢ # 0,
segue do Lema 3.5|que f11 # 0. Em sintese, c e f1; devem ser simultaneamente distintos de
zero. Além disso, de , temos a,, = 0, donde por , temos by, = 0ecy, = 0.

Sel = 0, entdo a,b e c sdo fungdes de x e t e, portanto, universal. Se | > 1, entdo
diferenciando-se (3.44), (3.45) e (1.19) sucessivamente com respeito a wy, - - - , wy, teremos a,, =
by, = cw, =0,1=0,1,---,1. Comisso a,b e c sdo fun¢des que ndo dependem de z;. Portanto
a,b e csdo fungdes de x,t,z1,- - -, z;. Diferenciando e com relagdo a z;,;, obtemos

f12az, + fobs, =0,  fioby, + frc,, =0. (3.72)
Portanto diferenciando a equagdo de Gauss (1.19), com respeito a z;, temos
caz, + acy, — 2bb,, = 0. (3.73)

Se f»» = 0, entdo vale a equacao 1} com as func¢oes ﬁ]- dadas por 1' Como f1» # 0,
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(3.72) implica a,, = b, = 0. Substituindo essas informagdes em (3.73), obtemos ac,, = 0.
Dai, usando o Lema temos a # 0, donde c;, = 0. Diferenciando-se (3.44), (3.45) e (1.19)

sucessivamente com respeito a zj, - - - , zp, teremos a,, = b,, = 0 e, consequentemente, c,, = 0,

i=1,---,l. Assim, a,b e c sdo func¢des de x e t.

Se f» # 0, entdo (3.72) implica em
2
b, = —@azl, €z = ﬁazl. (3.74)

Dai, substituindo as expressdes de (3.74) em (3.73), obteremos

e (f2) av2lt] a0

Se

c+<2§) ﬁib#o
entdo a,, = 0, donde por (8.74), b, = 0 e c;, = 0. Diferenciando-se e sucessivamente
com respeito a z;,- - - , 2, teremos a,, = b,, = 0 e, consequentemente, c;, = 0,i = 1,---,1.

Assim, a, b e ¢ sdo fungdes de x e t apenas.

Agora, se

fi2 fi2
c+<f22> a+242r =0, (3.75)

em um conjunto aberto ndo vazio, entdo segue do Lema3.5/e de (3.71) que c # 0 e, consequen-
temente, fi» # 0. Além disso, segue-se de (3.75) e da equacdo de Gauss (1.19) que

_ _@ _ (S f12
b=1-7 o= < f22> T2 (3.76)

Por conseguinte,

Aqp
fllDtﬂ+77Dtb—f Dta— <f1> w1,

f22
fllDtb+i7DtC = ( 77flz&l—fllﬂ:FZﬁ) <f12> w1 — fZAtha
f22 f22 ) fzz (3.77)
f12Dxa + foDyb = —afxn (fu) z1,
f22 20
f12Dxb + fooDxc = (afia F 2f) (f12> 2.
f22 20

Substituindo as expressdes de (3.77) nas equagdes de Codazzi-Mainardi (1.15) e (1.16)), ob-
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temos A
iDta —1na <f12> w1y + afxn <f > —2bA13+ (a —c)Ay =0, (3.78)
f2 f2 f

2 A
|:<17f12[l — f11a + 217) (ﬂflz F 2f22 :| ( ) El — C)A13 + 2bA23 — ]“127212Dta =0.

f2 fn
(3.79)
Diferenciando (3.78) com relagdo a wq, teremos ya (?2) = 0. Como na # 0, segue-se

22

que (f 12) = 0. Substituindo essa informagdo nas equagoes (3.78) e (3.79), obtemos

f2

A
S2Dua — 20A15 + (4 — ¢)Ays = 0, (3.80)
f2
_febeg (a — ¢)A3 4 2bAs3 = 0. (3.81)
5
Ao multiplicar (3.80) p f 2, obtemos
f22
A 2bfio A — A
fi2 fobopg f12h13 L+ (@ —c)fi2los _ 0. (3.82)
f5 fo fo
Somando (3.81) com (3.82), obtemos
[a—c—belz} Ars + {Zb—{—(a—c)fz] Ay = 0. (3.83)
f2 f2

Por outro lado, segue de (3.76) que

wf2 =i (2)],

fiz _ a&
2b+ (a— c)f22 <:|:2 fzz)

a—c—

1 <.f12 )
_f22
Substltulndo essas duas ultlmas eXpreSSOGS em Obtemos

e () o (ﬂ—”f”> ()
f12

Ay = 0.
o 23
Ora, mas como evidentemente 1 + < = > # 0, segue-se que

a3 + <:f:2 — aﬁi) Ay3 =0,
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isto é,

Az — f12A
a (fzz 13f f12 23) +2Ay = 0. (3.84)
22

Como f2A13 — f12A23 = f32A12, podemos reescrever a expressao (3.84) como tdo somente

S22 5 a4 2005 = 0. (3.85)
f2

Note que f»» #0, fi #0e (fﬁ) = 0. A tinica equacao que satisfaz essas condigdes é a
2/,
mencionada em (3.14) do Lema 3.3 '
Se v = 1, segue-se de (3.16) que f3, # 0 e (3.85) implica que a é constante, donde D;a = 0.

Com isso, (3.80) e (3.81) se reduzem a

—2bAq3 + (El - C)Azg, =0,
(Cl - C)A13 +2bAx; =0,

que em termos matriciais é equivalente a

—2b a-c A13 . -O
a—=c¢ 2b A23 B _0 .

A 0 [ 2b a-—
Segue-se de (3.7) que Bl . Por conseguinte, det E 0, donde 4b* + (a —
A23 0 _LZ —C 2b

c)2 = 0. Assim, b = 0 e a2 = ¢, 0 que contradiz a equagdo de Gauss.

Se vy # 1, as fungdes f;; sdo dadas por (3.19). Se f3» = 0, entdo B = 0 e (3.85) implica A3 = 0.
Assim, segue da expressdo de Ay que A = 0, o que contradiz o fato de que A? — B2 # 0. Se
fa2 # 0, isto é, B # 0, entdo (3.85) pode ser reescrita como

(3.86)

Substituindo as expressdes de b e ¢, as quais sdo dadas por (3.76), em (3.80) e (3.81)), obtemos

a— <f12>2uj:2flz

A
ﬁDta +2 <;12 F 1> A3+ > o

= o Ay = 0. (3.87)

Calculando a derivada total de a com respeito a t e usando a expressdo de 2 como em (3.86), a

equagdo (3.87) se torna

F(A237,M10 — D1p 7y A23) = — . 2(A; + A33),
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que em decorréncia de (3.14) e (3.15) se reduz a
(B? — A%y)z; — A’B =0,

que é uma contradi¢do. Portanto concluimos que que as equagdes de Codazzi-Mainardi e a
equacdo de Gauss formam um sistema inconsistente.
0
O lema a seguir estabelece sob quais hip6teses o sistema, formado pelas equac¢oes de Codazzi-

Mainardi e Gauss, é inconsistente.

Lema 3.8. Considere uma equagio uyy = F(u,uy), descrevendo n-superficie pseudoesférica, com 1-
formas ([2), onde F é dada como no Lema(3.2]e as fungdes fi; como em (3.12). Se os coeficientes da segunda
forma fundamental da imersio em R da superficie pseudoesférica, determinada por uma solugio u(x, t),
sdo universais, entdo o sistema, formado pelas equagdes de Codazzi-Mainardi e Gauss, é inconsistente.

Demonstracao.

Se os coeficientes da segunda forma fundamental da imersdo isométrica da y-superficie
pseudoesférica, descrita pela equacdo diferencial, sdo universais, entdo as equagdes e
reduzir-se-do as seguintes

fi1ar + by — froay — fooby —2bA13+ (a — ) A2z = 0,
f11be + ncr — fioby — foocx + (a — ¢) A1z + 2bAx3 = 0,

(3.88)

onde as fungdes f;; sdo dadas por (3.12).
Substituindo as fungdes f;; de (3.12) nas expressdes de (3.88), teremos a seguinte configura-

cao:

—a(Bzy — AQ)a; + nby + (nF — QF') / (Q*x + n*)ay — (F' + aQF) /(Q*« + %) by

oba (QQFz’a—jgz)zl +(a—o) nBa(QF' — yF) +52(;‘1er117—2 BQ)(nF' +aQF) _ 0,
(3.89)
—a(Bz1 — AQ)bt + ¢t + (F — QF') /(Q*a + 1?)bx — (nF' + aQF) / (Q*a + %) cx
o c)zx(QP, —1F)z +Zbinzx(QF’ — F) + a(Az1 — BQ)(nF' + «QF) _ 0.

Q% + 12 Q% + 12

(3.90)
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Diferenciando-se (3.89) e (3.90) com relacdo a z1, obtemos

QF — yF A(yF' + «QF)
R g T gy =0 61
. (QF' —yF) A(nF +aQF) _ '
aBb; + (a —c)a Qa1 2 + 2bu Qar 0

Multiplicando as equagdes de (3.91) por Q%« + 72, ficamos com
—(Q*w +n*)aBa; — 2ba(QF' — yF) + (a — c)a A(yF' + aQF) = 0,

—(Q* + y*)aBb; + (a — ¢)a(QF' — yF) + 2ba A(yF' + aQF) = 0.

Dai, diferenciando as duas tltimas equagdes com respeito a zp e levando em conta que
F"" = —aF, obtemos
aQF +nF’

o
QF —yF | |o|

Como aQF + nF’ e QF' — yF sao diferentes de zero, concluimos que
n U q

2b aA(a—c)
—(a—c) 2aAb

et 2b aA(a—c)|
—(a—c) 2aAb

4

ou seja, que aA[4b? + (a —¢)?] = 0.Se b = 0 e a = ¢, entdo e equacdo de Gauss ser infringida;
se A = 0, entdo as equacdes de (3.91) se reduzem a

/_
P VLA C Ll L Y
Q%a +1
«(QF' — yF) o

Como 4, b e c sdo universais, segue-se que derivando as equacdes de (3.92) com relagdo a zo,

e X(QF" — yF X(QF" ~ yF')
ZbQsz——i—nZ:O e (a—c)W:O,
que com o uso de (3.11)) equivale a
a(aQF +yF') _ \a(aQF +yF')
2b—Q2¢x T 0 e (a C)—onc T 0.
a(aQF +nF')

Portanto como 0, segue-se que b = a — ¢ = 0, o que contradiz a equacdo
Qat 7 g q q quag

de Gauss. Por conseguinte, o sistema de equagdes formado pelas equacdes (1.15)), (1.16) e (1.19)

¢é inconsistente.

O



3.2 Imersodes isométricas locais e equagdes hiperbdlicas de orem 2 91

Para facilitar o entendimento da demonstragdo do Teorema demonstraremos primeiro

as seguintes proposigoes.

Proposigdo 3.2.1. Considere uma equagio uy = F(u,uy), com F”(u) + «F(u) = 0, & # 0, descre-
vendo uma 1j-superficie pseudoesférica, com fungdes f;; dadas por . Existe uma imersdo isométrica
local em R® de uma superficie pseudoesférica, determinada por uma solucio u(x, t), para a qual os coefi-
cientes da segunda forma fundamental dependem de um jato de ordem finita de u, isto é, a, b e c dependem
de x,t,u,wy --- ,wy,ondel é finito se, e somente se, x > Qe ﬁj sdo dados por , a,b e c dependem
de um jato de ordem zero de u e sido dadas por do Lema

Demonstracao.
Suponha que exista uma imersao isométrica local em IR de uma superficie pseudoesférica,
determinada por uma solugdo u(x, t), para a qual os coeficientes da segunda forma fundamen-

tal dependam de um jato de ordem finita de u, isto é, a,b e c dependem de x,t,u, wy --- ,w;,

fi 2

onde [ ¢ finito. Se ¢ + <> a + 2f11— = 0 em um conjunto aberto ndo vazio, entdo segue do

U
Lema 3.6 que B = 0, isto , a > 0 e f;j sdo dadas por (3.13). Além disso, a,b e c dependem de

2
b
um jato de ordem zero de u e sdo dadas por (3.49) do Lema Se c + <f;> a+ 2f11g #0,
entdo o Lema [3.7]implica na universalidade de 4, b e c. Contudo, segue-se do Lema 3.8/ que tal

imersao nao existe.

Reciprocamente, um calculo direto mostra que se as fungdes f;; sao dadas como em e
a,b e c sdo dadas por do Lema entdo as formas de conexdes w13 e wo3 sdo dados por
, satisfazem as equagdes de uma imersdao em R e a equagdo de Gauss .

Il

Proposicio 3.2.2. Considere uma equagio do tipo uy = ve®*\/B+ yu2, descrevendo n-superficie
pseudoesférica, com fungdes f;; dadas pelo Lema Nio existe imersio isométrica local em R de uma
n-superficie pseudoesférica, determinada por uma solugdo u(x, t) da equagio, para a qual os coeficientes
da segunda forma fundamental dependem de um jato de ordem finita de u.

Demonstracao.
Suponha, por absurdo, a existéncia de uma imersdo isométrica local em R® de uma 7-
superficie pseudoesférica, determinada por uma solugdo u(x,t) da equacdo, para a qual os

coeficientes da segunda forma fundamental dependam de um jato de ordem finita de u. Dai o

2
item do Lemaimplica c+ <]:;1> a—+ 2f112 # 0.

2
A . < e 11
Uma vez que estamos supondo a existéncia da imersdo isométrica local e ¢ + <f> a—+

U
b
2 fllﬁ # 0, segue do Lema que a,b e ¢ sdo universais. Com isso as equagdes de Codazzi-
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Mainardi se reduzem a tdo somente a

fuar + by — fioay — fooby —2bA13+ (a —¢)A3 =0,
fllbt + yey — lebx — fzzcx + (a — C)A13 + 2bAy; = 0.

(3.93)

Ora, se v # 1, entdo as fungdes f;; sdo dadas por (3.15); se v = 1, entdo elas sdo dadas por

(3.16). Derivando as equagdes de (3.93) com respeito a z; e depois com respeito a z, ficaremos

—Zb a—=c¢C A13,2120 - 0
a—=c 2b A23,2120 0 ‘

Como Ai3,2,A23,2,z, 7 0, é decorrente que se v = louy # 1, teremos b = 0ea = ¢,

com

contradizendo assim a equacdo de Gauss (1.19).
O

Proposicao 3.2.3. Considere uma equagio uy; = Au + Guy + 7, descrevendo n-superficie pseudoes-
férica. Existe uma imersio isométrica local em R3, definida por uma solugio u(x,t), para a qual os
coeficientes da sequnda forma fundamental a,b e ¢ dependem de um jato de ordem finita de u se, e
somente se, A, ¢ e T ndo sio nulos simultaneamente e a, b e c sido universais e dados por:

1. Quando A #0

2 _
a= \/lL(x,t) —¥2L(x,t)2—1, b=+L(x,t), c= b . 1, (3.94)

A
onde L(x,t) = o2 [WH("ﬁ) t} ,LyeRel? > 49%eas 1-formas sdo definidas em uma faixa de

R?2, onde
I — /12 —4~2 A 14+ +/12 — 442
log T,Y < =+ [17x+ (17 Tr§> t} < log +2727 (3.95)

2. QuandoA =0e& 4+ 12 #0

2
-1
a= \/162'7" — 24X — 1, b=, = b P (3.96)

coml,7y € Rel? > 4y?* e as 1-formas siio definidas em uma faixa de R?, onde

[l — /1?7 — 492 1+ /17 =492
log 2—,)/27<;7x<10g —’—2,)/27 (3.97)

Além disso, as constantes | e -y devem ser escolhidas de tal modo que a faixa onde as 1-formas estdo

definidas intersecte a solugdo da equagio hiperbdlica.
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Demonstracao.

Supondo que os coeficientes da segunda forma fundamental da imersdo isométrica da 7-
superficie pseudoesférica, descrita pelas equacdes do tipo (3.2.3), dependam de um jato de
ordem zero de u, garantimos, mediante os Lemas e que eles sdo universais. A universa-
lidade dos coeficientes da segunda forma fundamental permite-nos concluir que as equagdes

de Codazzi-Mainardi podem ser escritas como

fr1ar + by — froax — faoby —2bA13 + (a —¢) Ay =0,
fllbt + yey — lebx — fzzcx + (a — C)A13 +2bAyx; = 0.

(3.98)

Se A = ¢ = T = 0 e as fungdes f;; sdo dadas por (3.18), entdo derivando as equacdes de

(3.98) com relacado a zp e usando o fato que Az = e*z; e Ayz = 0, obtemos
by —2bzy =0, c¢x+(a—c)z3 =0.

Como a,b e c sdo universais, concluimos que b = 0 e a = ¢, contradizendo a equagdo de Gauss
(1.19). Portanto a imersao nao existe.

Se A # 0 eas fungdes f;; sao como em (3.19), entdo A3 = 0. Dai, diferenciando as expressdes
de (3.98) com relagdo a z1, ficamos com

fiizma F fiin(@—c) =0, fiiz0e F20f11z fo = 0. (3.99)
Dividindo as expressoes de por fi1,z,, membro a membro, obtemos, apds ajustes,
ap=t(a—c)frn, b= =E2bfr0. (3.100)
Diferenciando as expressoes de com relagdo a zp, temos
f12,200x F 11 f12,20(a —¢) =0,  fiozbx F27b = 0. (3.101)
Dividindo as expressoes de por fi2,z,, membro a membro, obtemos, apds ajustes,
ay =+n(a—c), by==E2yb. (3.102)
Consequentemente as equagdes de se reduzem a
by — faoby =0, ncy — focx =0. (3.103)

As equacoes (3.100), (F§.102) e (3.103) sdo, respectivamente, as mesmas que (2.43), (2.39) e
(2.45), desde que fy seja constante. Por conseguinte, 2 como em (2.33), b como em (2.34) e
c como em (2.35) estdo sujeitas a (2.36), onde A é substituido por f»» = A/y F (. Portanto
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obtemos 4, b e ¢ como em (3.94) na faixa (3.95).
Se A =0, + 1% # 0 e as funcdes fij sdo como em (3.20), entdo A;3 = 0 e Az = 1. Com
isso, as expressoes de (3.98) se reduzem a

fllat + ijbt — flzax + (ﬂ — C) =0, fllbt + ey — flsz +2b=0. (3.104)

Diferenciando as expressdes de (3.104) com respeito a z;, obtemos a; = by = 0. Além disso,

diferenciando a equacgédo de Gauss (1.19), com relagdo a ¢, temos
agc +acy — 2bb; = 0. (3.105)

Por causa do Lema 3.5 temos a # 0. Isso permite-nos reescrever (3.105) como

—a;c + 2bbt

= 3.106
Ct a ( )
Dai, uma vez que a; = b; = 0, segue-se de (3.106) que ¢; = 0.
As informacdes anteriores permite-nos reescrever as expressdes de (3.104) como
a—c 2b
ay = , by=—. 3.107
= BT (3.107)

1 .
Como f1p = " ; as expressoes de (3.107) podem ser reescritas como

ay =1n(a—c), by=2nyb,

b? —1
sendo ¢ = .

Seguindo?a mesma linha de raciocinio usada na prova da Proposi¢do2.1.2lcom A = 0 e &
substituido por +, obteremos que 4, b e ¢ sdo dados por na faixa (3.97).
As consideragdes feitas acima demonstram os dois itens desta proposi¢do. A reciproca
trata-se de um célculo f4cil, que omitiremos para nado tornar a leitura enfadonha.
O
Como as Proposicdes (3.2.1}3.2.3) tratam-se dos itens do Teorema[3.2} seque-se que 0 mesmo

estd demonstrado.



Capitulo

4

Conclusao

Nesta dissertacdo, estudamos o problema das imersdes isométricas locais em R* de super-
ficies pseudoesféricas da perspectiva das equagdes diferenciais que ddo origem as métricas.

Além dos trabalhos aqui apresentados, a existéncia de imersdes isométricas locais de ordem
finita foi investigada em [4} 9] para as familias de equac¢des que descrevem s.p.e., anteriormente
estudadas em [5, 8].

Em todos estes trabalhos observa-se que, exceto para a equagdo de Sine-Gordon, tais imer-
sOes isométricas locais tém coeficientes universais. Em outras palavras, as curvaturas princi-
pais (e, portanto, a curvatura média) da imersdo ndo dependem da solugao genérica da equagao
diferencial. Consequentemente, a equacdo de Sine-Gordon parecia ocupar um lugar especial
dentro da classe de equagdes diferenciais que descrevem s.p.e., introduzida por [11].

A procura por novos exemplos de equagdes com tal propriedade encerrou-se em [6]. Em
verdade, os autores obtiveram uma familia de equacgdes (ver [6]) da qual foi extraida a equacao

short pulse

Uyt = U+ 8 (”3),xx/

também conhecida como equagao ctbica de Rabelo [19], para a qual
w1 = Auydx + %uxuz dt, wy = Adx + <;u2 + /1\> dt, w3 = udt,

onde A # 0 é uma constante real e

Wiz = —— W1+ wy, w23 = wy,
Uy
isto é, dada uma solugao u para a equagdo short pulse, as componentes a, b e ¢ da segunda forma
fundamental da imersado isométrica local da métrica determinada por u ndo sdo universais, ou

seja, dependem de um jato de ordem finita de u.
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