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Resumo

Nesta tese queremos analisar o processo difusivo, ou de maneira mais ampla, o processo
estocastico de uma particula (chamada de particula teste) que estd em interacdo como N
particulas (chamadas de Gas de Particulas ou simplesmente Gas). A interagdo entre cada
particula do gis e a particula teste tem a mesma natureza e serd descrita por uma forca
central cuja intensidade depende do inverso de alguma poténcia positiva da distancia entre
as particulas. De fato queremos estudar o processo estocéstico da particula teste na condicao
em que o nimero de particulas do géas tende ao infinito, o que necessariamente implicara em
algum tipo de renormalizacao na constante ou no tamanho do sistema. O foco da analise
tese sera entender os efeitos das diferentes renormalizacoes possiveis sobre as propriedades

da dinamica estocastica da particula teste.

Palavras-chave: Processos Estocasticos; Funcao Caracteristica; Difusao.



Abstract

In this thesis we want to analyze the diffusive process, or more broadly, the stochastic
process of a particle (called a test particle) that is in interaction with N particles (called
Particle Gas or simply Gas). The interaction between each particle of the gas and the test
particle has the same nature and will be described by a central force whose intensity depends
on the inverse of some positive power in the distance between the particles. In fact, we want
to study the stochastic process of the test particle under the condition that the number of
particles in the gas tends to infinity, which necessarily implies some kind of renormalization in
the constant or the size of the system. The focus of the thesis analysis will be to understand
the effects of the different possible renormalizations on the properties of the test particle’s

stochastic dynamics.

Keywords: Stochastic Processes; Characteristic Function; Diffusion.
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1 Introducao

O movimento Browniano é o movimento de uma particula pequena macroscopica imersa
em um fluido e descrito inicialmente por Robert Brown em 1827 [1]. Os choques sucessivos
da particula com as moléculas do fluido levam-na a descrever um movimento flutuativo
imprevisivel, como observado na Figura 1. Devido a tais flutuacdes nao conhecemos nem
a posicao, nem a velocidade exata da particula ao longo do tempo. A méxima informacao
que pode ser obtida é a probabilidade de encontrar a particula em uma determinada regiao

e com uma certa velocidade.

20 -

-10 4 -

T T T T T T
=50 -40 -30 =20 -10 0 10 20
X

Figure 1: Movimento aleatério de duas particulas em um plano. As particulas foram sub-
metidas a uma forca flutuante com meédia nula e variancia constante.

Dentre as varias maneiras que podemos tratar esse tipo de movimento podemos destacar:
o tratamento difusivo de Einstein [2], as caminhadas aleatorias de Karl Pearson [3], uma
abordagem via equagao de Fokker-Planck [4] e a variante estocastica ou de for¢a flutuante
proposta por Paul Langevin |5|. Tais abordagens podem ser tratadas como processos estocas-
ticos que representam sistemas nos quais o estado muda ao longo do tempo. Estas mudancas

nao sao totalmente previsiveis, mas elas estao associadas a distribuicoes de probabilidade.
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Elementos tais como energia, momento linear, atomos, moléculas, produtos quimicos,
células, animais e outros, realizam trajetoria randémica e como resultado desse movimento
individual altamente irregular o conjunto apresenta certo comportamento coletivo descrito
por leis dinamicas bem definidas, denominada de difusao. A difusao ocorre, em geral, quando
um sistema encaminha-se para um estado de equilibrio e é caracterizada por um dependéncia
linear do crescimento temporal no deslocamento quadratico médio. No movimento Brown-
iano a difusao usual é uma consequéncia direta do teorema do limite central e da natureza

markoviana do processo estocéstico [6].

O teorema do limite central é de grande importancia no estudo de processos estocastico.
Ele enuncia que a soma, igualmente normalizada, de N varidveis aleatorias independentes
e indenticamente distribuidas, todas com média e variancia finita ird convergir para uma
distribuicao normal quando N tende ao infinito. Em 1924, Paul Lévy demostrou no trabalho
entitulado Sur la loi de Gauss uma versao do teorema do limite central em que se utiliza do
conceito de funcao caracteristica [7]. A partir do trabalho de Lévy surgiram intiimeros outros

estudos sobre processos de convergéncia no contexto da fungao caracteristica [8, 9, 10].

Por muito tempo somente os processos difusivos que podiam ser descritos usando o
Teorema do Limite Central foram estudados, até a observacao da necessidade de outras dis-
tribuigoes para a descricao de processos de difusao com comportamento diferente do enunci-
ado anteriormente (difusdo normal). A descrigao deste tipo de processo se apoia na validade
do teorema do limite central generalizado de Lévy-Gnedenko, em que nem todos os momen-
tos relacionados existem e a respectiva distribuicao recai numa que tem como forma estavel

as distribuigoes de Lévy [11].

Regimes anormais foram identificados e estudados em sistemas fisicos {12, 13|, quimico
[14] e biologicos [15, 16, bem como no deslocamentos de humanos e animais [17], na difusao
de atomos frios [18] e em alguns sistemas fora do equilibrio [19]. O crescente interesse no
desenvolvimento de técnicas para os casos em que a variancia da posi¢ao diverge rapidamente,
remete-nos aos estudos de processos estocasticos com interagao de Longo alcance - Um
sistema ¢é dito possuir interacoes de longo alcance quando seu potencial de interagao decresce
com r~" em que v < d, onde d é a dimensao do espaco [20] - dos quais podemos destacar
[21, 22].

1.1 Objetivos da Tese

Nesta tese queremos analisar o processo difusivo, ou de maneira mais ampla, o processo

estocastico de uma particula (chamada de particula teste) que estd em interagdo como N
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particulas (chamadas de Gas de Particulas ou simplesmente Gas). A interagdo entre cada
particula do gas e a particula teste tem a mesma natureza e serd descrita por uma forca
central cuja intensidade depende do inverso de alguma poténcia positiva da distancia entre
as particulas. Matematicamente, este modelo de interagao sera descrito pelo seguinte sistema

de equagoes diferenciais resultantes da aplicacao das Leis de Newton:

. N L
d*r Z T — 7
_— = K/N _—

i—1

dt? |7 — 7t
&7, PR
Bz HNW, 1=1,...,N, (1.1)

onde 7" e 7; representam respectivamente a posicao da particula teste e das particula do gés

em um espaco de dimensao d (d = 1,2, 3).

Vemos que o somatério que aparece na equacao para a particula teste nada mais é
que a forca resultante sobre a mesma. De fato queremos estudar o processo estocastico
da particula teste na condi¢do em que o nimero de particulas do gas tende ao infinito, o
que necessariamente implicard em algum tipo de renormalizacao na constante xy ou no
tamanho do sistema, pois do contrario esta forca resultante ira divergir. O foco da analise
desta tese é entender os efeitos das diferentes renormalizacoes possiveis sobre as propriedades

da dinamica estocastica da particula teste.

A fonte béasica de estocasticidade aqui é o fato das particulas do gas estarem iniciamente
distribuidas randomicamente de acordo com alguma densidade de probabilidade. Em partic-
ular, nos interessa entender em profundidade a questao de como a particula teste converge
para um regime assintotico e qual o seu respectivo regime difusivo. Nos interessa tam-
bém entender se este regime assintotico corresponde a situacao de equilibrio térmico entre a

particula teste e o gas de N particulas.

Portanto, a primeira grande questao a ser enfrentada diz respeito as condigoes de renor-

malizagao possiveis da forca resultante sobre a particula teste.

De acordo com os trabalhos de Lévy sobre leis de probabilidade estaveis nao gaussianas
[23], a soma de N varidveis randémicas reais pode ser interpretada como a forga resultante de
N particulas sobre uma particula teste, onde as particulas estao distribuidas uniformemente
em uma linha finita, e a intensidade da forca é dada por uma lei de poténcia com relacao a

distancia entre a particula randomica e a particula teste.

Posteriromente este resultado foi generalizado [24] e pode ser interpetrado como a forga

resultante devido a uma distribuicao arbitraria de particulas em uma linha infinita.

A extensao do Teorema Central do Limite para vetores randdémicos foi proposta por Levy
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em |[25]-|26] e, posteriromente, utilizando-se do famoso esquema triangular de Kolmogorov
[27], foi desenvolvida por Rvaceva in [28]. Este ultimo trabalho constituindo-se no funda-
mento bésico para todos os posteriores desenvolvimentos no estudo de Teoremas de Limites

para soma de vetores rand6micos.

A determinacdo de qual lei de distribuicao estavel é um limite para uma soma de vetores
aleatorios implica em conhecer o comportamemto assintotico no infinito das densidades de
probalidade destes vetores. De acordo com Lévy (veja [25]) é necessario que estas densidades
de probabilidade tenham caudas descritas por leis de poténcia ou, pelo menos, limitadas por

leis de poténcia.

Recentemente, utilizando-se da nogao de fungdes com variacao regular [29], foi intro-
duzida uma caracterizacao geral das propriedades assimptoéticas de uma densidade de prob-

abilidade que implicam em uma convergéncia para leis estaveis [30]-[35].

No contexto da fisica, devido a necessidade de entender as propriedades estatisticas da
for¢a gravitacional, os trabalhos pioneiros de Antonov [36|, Lynden Bell and Wood [37]
and Chandrasekhar [38] sobre termodinamica e dinamica de galaxias e estrela levaram ao
desenvolvimento de um conjunto de métodos muito similares aqueles desenvolvidos para o
Teorema Central do Limite, embora com escopo e alcance menores. Modernamente, um

trabalho importante e contendo resultados mais gerais foi desenvolvido por Chavanis [39].

Recentemente, foi publicado por nosso grupo de pesquisa um trabalho que abordou
e discutiu em bases mateméticas rigorosas a aplicacao do Teorema Central do Limite ao
problema do calculo da forca resultante devido a N particulas randomicamente distribuidas
sobre uma particula teste [40]. De fato, unicamente com a hipotese de que a forca de interagao
entre as N particulas randomicas e a particula teste é descrita por uma forca central cuja
intensidade varia com o inverso de uma poténcia positiva da distancia entre as particulas,
caracterizou-se de maneira completa e exaustiva as condigoes que implicam em um limite
bem definido para a forca resultante. Mais ainda, foi obtida um classificacao completa das

renormalizacoes possiveis para garantir a existéncia deste limite.

Discutiu-se neste trabalho a relagao entre estas renormalizacdes e as conhecidas renor-
malizagoes Termodinamica e de Vlasov. Mostrou-se que além destas é possivel uma terceiro

tipo de renormalizacao, que foi denominada de renormalizacao flutuativa.

Neste tese iremos analisar as consequéncias destas renormalizacoes sobre a dinamica
estocastica da particula teste. Por uma questao de simplicidade iremos analisar apenas os
casos unidimensionais (d = 1), sendo os casos bi e tridimensionais postergardos para um

trabalho futuro.
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1.2 Organizacao da Tese

Esta tese estd dividida como segue: No capitulo 2, estudamos algumas ferramentas
necessarias ao desenvolvimento deste trabalho. Na secao 2.1 apresentamos o conceito de
varidvel aleatoria e de processo estocastico. Na secao 2.2 mostramos os momentos estatis-
ticos de uma varidvel estocéstica. Na secao 2.3 enuciamos a funcao caracteristica e suas
propriedades. Na se¢do 2.4 exibimos a funcao de Lévy. Na secdo 2.5 discutimos os regimes
de difusao. capitulo 3, apresentamos o teorema central do limite, baseado no formalismo
de funcao caracteristica, onde mostraremos que a funcao caracteristica da forca resultante e
seu limite quando N — oo é bem determinado e, consequentemente, sua densidade de prob-
abilidade bem definida. Esse estudo é baseado na referéncia [40], onde se definiu dois tipos
de limites, denominados de Limites de Vlasov, secao 3.1, e Limite de forca puramente flutua-
tivo, secao 3.2, bem como as possiveis renormalizacoes na constante da forca que corresponde
a uma mudanca nos parametros fisicos do sistema. No capitulo 4, Definimos um modelo
dinamico de interacao de uma particula teste com N particulas, chamadas neste contexto de
Gas de N particulas. Essa particula ao mesmo tempo que sofre interacao das N particulas
que compoOe o gas, também contribui com interagdo (agao e reacado), ja as particulas do gas
nao interagem entre si. No capitulo 5, O primeiro objetivo desta capitulo é testar se a
distribuicao de probabilidade da forca resultante das N particulas de gés sobre a particula
teste satisfaz os resultados obtidos no capitulo 2. O segundo objetivo é discutir a dindmica
da particula teste, entendendo principalmente a questao de seu equilibrio térmico com o gas
e caracterizando o tipo de processo difusivo que ela satisfaz. No capitulo 6, analisaremos
as consequéncias na estatistica de evolucao temporal da particula teste em funcao do cresci-
mento do nimero de particulas do gas, onde impomos no processo de limite N — oo nos
limites de Vlasov e limite Flutuativo. A andlise ird4 se concentrar sobre as caracteristicas
mais importantes da evolugao temporal da velocidade quadratica média (v%(¢)) e da posigao
quadratica média (z%(t)). Finalmente, no capitulo 6, concluimos nosso trabalho e falamos

da continuidade da pesquisas.
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2 Processo FEstocdstico

Neste capitulo, discutiremos alguns tépicos conhecidos da literatura a respeito de pro-

cessos estocasticos.

2.1 Variaveis Aleatorias

Variavel aleatoria é um objeto X definido por um conjunto de possiveis realizacoes
w, chamado de espaco de fases, cuja evolugao é governada por leis de probabilidade [41].
Quando as variaveis aleatérias associadas a um evento dependem do tempo é dito que esta
varidvel é estocastica. Um processo estocéastico ¢ um modelo matematico definido como uma
colecdo indexada de variaveis estocasticas { X (t,w), t € T, w € W}, definidas em um espago
de probabilidade W, indexado pelo parametro ¢, que varia no conjunto de indices T' [41].
O parametro t, interpretado como o tempo, pode ser continuo ou discreto. Para facilitar a

notagao, usaremos X (¢) para denotar um processo estocastico.

Para que um processo estocastico seja bem definido ele tem que satisfazer as condigoes
de compatibilidade de Chapman [42]. Uma dessas condigbes permite estabelecer a seguinte
relagdo entre a probabilidade condicional f(xgi1,txr1|Tk, tx) de uma varidvel assumir um
valor 11 em um tempo txy1, uma vez que a variavel tinha um valor z; no tempo tx, e as

probabilidades de tempo tnico f(zxi1,tkr1) € f(xk, tr):

f(@ps1, teyr) = /OO f(@rpn, gt |z, te) f (2, G ) de. (2.1)

Esta equacao é denominada de 1° condicao de compatibilidade de Chapman e implica em

uma equacao de difusao fundamental na descricao de processos estocasticos.

Se 0 processo estocastico satisfaz simultaneamente a equacdo (2.1) e a equacdo de
Chapman-Kolmogorov, entao ele ¢ um processo de Markov em que a probabilidade de um
estado em um certo instante de tempo depende apenas do estado do sistema em um instante

de tempo anterior [43|. Neste caso podemos escrever:

X(t+ At) — X(t) = 0, ¢, Ab). (2.2)
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De um ponto de vista probabilistico a equagdo (2.2) descreve uma transformagao probabilis-
tica que relaciona a varidvel X no tempo t a variavel X no tempo t+ At. Esta transformacao
é feita através da variavel aleatoria 6 que possui dF'[6(z,t, At)] como probabilidade condi-
cionada ao valor de X no tempo ¢ e ao intervalo de tempo At. Esta variavel 6 serd chamada

de varidvel de retorno.

2.2 Valor Esperado e Momento

Considere uma funcdo ¢(Xy, -+, X,) e seja f(xy,t1; - ; 2, t,) a densidade de prob-
abilidade associada a X (t;) (kK = 1,2,3---n). O valor esperado, também denominado de

média, é definido por [44]

+o00 —+o0
<¢<X1,--~,Xn>>=/ / Sler,- e an) fonst - sam b)dan - den. (2.3)

O valor
400

(X (1) — By = / (Xe — B)" (0, t) i, (2.4)

—0o0
é denominada de n-ésimo momento de X(#;) em torno de b , para b real e k inteiro nao-

negativo. Se b =0, entdo M, = (X"(t;)) é chamado de n-ésimo momento de X (¢).

O valor esperado p = (X(#x)) ¢ denominado média de X(¢x). O segundo momento

central

VarlX ()] = (X(0) — ml") = [ (on = pe S o), 25)

[e.o]
é denominado de variancia. O desvio-padrao or = /Var[X (txk)] ¢ a medida mais comum da
dispersao estatistica. E definido desta forma de maneira a dar-nos uma medida da dispersio

que seja um nimero nao-negativo e que use a mesma unidade de medida dos dados fornecidos.

A assimetria ¢ o grau de desvio ou afastamento da simetria de uma distribuicao [45]. Ou
seja, a assimetria ocorre devido a extensao de uma das caudas da distribuicao. Os valores
da cauda afetam o valor da média, pois a média sempre acompanha o lado da cauda da

distribuicao com extensao. A medida de assimetria de uma distribuicao é dada por

Skew[X ()] = <(M) > (2.6)

Ok

A curtose é o grau de achatamento de uma distribuicao, considerado usualmente em relacao

a uma distribuicao normal, e é dada por

Kur[X(t)] = <<M)4> . (2.7)

Ok
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2.3 Funcao Caracteristica

No estudo da teoria de probabilidade o valor esperado pode ser ultilizado para car-
acterizar, parcialmente ou completamente, uma determinada variavel aleatéria. A funcao
caracteristica é um tipo de valor esperado que sempre existe e caracteriza uma distribuicao
de probabilidade de forma completa e univoca, sendo uma ferramenta de grande utilidade
para o estudo do conceito de convergéncia em distribuigoes de variaveis aleatorias e na

demonstragao de alguns teoremas de extrema relevancia.

2.3.1 Propriedades da Funcao Caracteristica

A fungao caracteristica ¥y (z,t), associada a variavel aleatoria X, é definida como a

transformada de Fourier da densidade de probabilidade, isto é:

o0

U (2,1) = (€75) = (cos]2X]) + ilsin[2X]) = / ¢ f, #)d, (2.8)

—0o0
onde a densidade de probabilidade ¢é a transformada inversa de Fourier da fungao caracteris-

tica. A funcao caracteristica possui as seguintes propriedades [46]:

L. |[¥x(z,t)] <1
3. Se X e X’ sdo independentes, entdo ¥pxi x| = Vx (2, 1)x/ (2, 1);

4. Se X = aY + b, em que a e b sao reais e Y uma outra variavel aleatoria, entao
wX(Zv t) = eiway((lZ, t))

5. Se a funcao caracteristica associada a X é analitica, todos os momentos estatisticos de
X serao finitos, ou seja, (| X|") < oo, Vne N. Entdo, ¥x(z,t) possui infinitas derivadas

continuas e

——¥x(z,t) = /(z’x)"eizxf(x,t)dx, n=123,-,00. (2.9)

A partir de (2.9), se |¢x(0,t)| < 0o, entdo o n-ésimo momento de X existe e pode ser obtido

por
i 0"¢X (Z, t)

i oz"

|z:0 = <Xn>7 (210)
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desta forma, a existéncia de todos os momentos permite o desenvolvimento de ¥x(z,t) em

uma série de Taylor:
n

Ux(zt) =1+ (izl) (X", (2.11)

n

O resultado (2.11) é bastante importante pois estabelece uma relacao entre a fungao
caracteristica e os momentos da distribuicao. Enquanto a densidade de probabilidade define
a forma da distribuicao de seus possiveis valores, a funcao caracteristica permite descrever
0 processo no espaco dos momentos estatisticos. Por isso, as propriedades estatisticas do
processo podem ser estudadas tanto da perspectiva da densidade de probabilidade como da
funcao caracteristica. Ela pode também ser utilizada para medir e caracterizar de modo

preciso o afastamento de uma distribuicao em relagao a distribuicao normal.

2.4 Funcao de Lévy

O matematico francés Paul Lévy no seu trabalho intitulado “Sur la loi de Gauss’ |7]
apresentou uma versao do Teorema do Limite Central totalmente baseada no conceito de
funcao caracteritica. Lévy demostrou que para qualquer variavel aleatoria com desvio padrao
finito a funcio caracteristica associada a sua variavel reduzida! X pode ser escrita como:

2

ux(e) = en (-5 0+ 90 ). (212)

A funcao €2(z) é denominada de func¢ao de Lévy. Ela é uma funcio complexa e continua em

um intervalo real aberto —e < z < ¢, podendo ser escrita da seguinte forma:
Q(2) = wgr(z) + iwr(2) (2.13)

onde wgr(z) é uma fungao par, wy(z) uma fungio impar e Q(0) = 0.

A funcdo de Lévy pode ser calculada a partir da fungao caracteristica ¥ x(z,t), definida

em (2.8). Em termos da variavel reuzida X, podemos reescrevé-la como

Vs (2,t) = Yr(z,t) +ir(z,1), (2.14)

em que

Yr(z,t) = (cos[zX])

Yr(z,t) = (sen[zX]).

X —p
—

IEste tipo de variavel é também conhecida como padronizacio: X =
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Com isso, obtemos a parte real de Q(z) através da formula

_22 +2In <\/¢12%(z, t) + 13 (=, t)>

wr(z) = = (2.15)
e sua parte imaginaria
1 @D[(Z, t)
= — arct 2.16
wr(z) — arctan [?/JR(Z,t) (2.16)

A funcao arco-tangente fornece o valor principal do argumento 6 do nimero complexo x+1iy =
re?, o que significa —7 < 6 < 7. Quando Q(z) = 0, a funcdo caracteristica associada a

varidvel reduzida X sera dada por:

Vg(z,t) =e

=
2 (2.17)

que é a funcao caracteristica associada a uma distribuicao normal.

2.5 Processo de Difusao

A difusao pode ser encontrada pelo estudo da varidncia associada ao processo estocastico.
Uma forma usual de caracterizar o tipo de difusao é através do expoente de Hurst (5) [47] que
foi introduzido por Harold Hurst quando o mesmo estudava o fluxo de agua no rio Nilo. Um
processo estocastico X (t) possui difusdo normal se sua variancia Var[ X (t+At)— X (¢)] o< At.
Entretanto, outros tipos de regimes difusivos nao se manifestam de forma linear em relacao
ao intervalo de tempo At, ocorrendo de forma mais rapido ou mais lenta, denominados de

difusdes anomalas.

De um modo geral, podemos expressar o tipo de difusao através da seguinte lei de

poténcia,

Var[X(t+ At) — X(1)] o< (At)? (2.18)

em que [ é denominado de expoente de Hurst (ou expoente de difusao). O expoente de Hurst
nao pode ser negativo porque nao haveria um processo de difusao mas sim uma contracao, e
quando o tempo tende-se ao infinito ocorreria um colapso em uma singularidade. Da equacgao
(2.18), construimos o grafico log < x? > versus log t onde é possivel determinar o tipo de

difusao que ocorre.
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Figure 2: Difusao

A difusao normal (5 = 1) consiste em uma variancia dos incrementos X (t+At)— X (t) que
possui uma evolucao temporal linear. Isto indica um processo estocastico sem memoria longa,
e que os incrementos X (t + At) — X (t) sao independentes. Este tipo de difusdo é condigao

necessaria para a obtencao de equacoes de difusdo na descricao de processos estocasticos.

Caso o expoente de Hurst seja diferente de um temos difusao anémala. Isto é indicativo
de que os incrementos X (¢ + At) — X (¢) ndo sao independentes e contém uma memoria
dos eventos que os procederam. Para valores entre 1 < § < 2 (superdifusao) ocorre um
crescimento superlinear no tempo do deslocamento quadratico médio indicando dependéncia
longa positiva (persisténcia), ou seja, se o valor do processo X (t) foi aumentando em um
periodo passado h& uma maior chance de que continue aumentando no préximo periodo.
Valores entre 0 < § < 1 (subdifusao) caracterizada por um crescimento sublinear indicam
dependéncia longa negativa (antipersisténcia), ou seja, tendéncias passadas tendem a se
reverter no futuro. Este é um tipo de memoria de longo prazo nos quais eventos presentes
influenciam eventos futuros distantes, ou seja, o processo estocastico possui correlacao de

longo alcance.

Temos dois casos extremos: O caso subdifusivo extremo 8 = 0 e o caso balistico § = 2.
Para sistemas com memoria, 5 = 0 esta relacionada a caracteristica especiais de localizacgao.

Ja em [48, 49| verificamos alguns experimentos com difusdo balistica.
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2.5.1 Runge-Kutta-Fehlberg

O Método de Runge-Kutta-Fehlberg para o problema de valor inicial

y =fty), yla)=ec, a<t<bh, (2.19)

utiliza um método de Runge-Kutta de quinta ordem para obter uma estimativa do erro de

aproximacao em um método de Runge-Kutta de quarta ordem, com

wy = Eo,
ki = hf(t,w),
h 1
/{32 = hf(tz + Z,wi + Zkl),
3h 3 9
kg = hf(tl + g, W; + 3—2]€1 + 3—2k2),
12h 1932 7200 7296
ky = hf(ti+ 13 , Wi + 21971 T 51972 + 2197k3)7 (2.20)
439 3680 845
ks = hf(t;+ h,w; + %kl — ko + 13 ks — 4104k4),
h 8 3544 1859 11
Ko = hfltit gowi = ool 42k = Sk & ks = 45ks),
25 1408 2197 1
Wir = g1gh T gngs e T ros ™ T 5
- B - 16k+6656k+28561k: 9 +2k:
Wiet = T e T 10805 T 56430 500 T 550"
Para cada i =0,1,2,--- N — 1, onde N ¢ o ntumero de passos desejados na simulacao, w;

e w; sao respectivamente as aproximacoes de quinta e quarta ordem da solucao da equacao
[b—a]

N
do dominio da equacao e ky, ko, k3, k4, k5 € kg sao chamados de coeficientes de Runge-Kutta.

no i-ésimo ponto discreto, h = =|tit1 —t; |, ou seja, h & a medida da discretizagao

Um valor € ¢ dado ao método como sendo um valor de medida de erro entre as aproxi-
macoes, ou seja, apos caluladas as aproximagoes de quinta e quarta ordem, calcula-se uma

medida de erro entre elas, e tal aproximacao so é aceita caso essa medida seja menor que e.

I 1/4
Além disso, um valor especial é calculado oy = 0, 84 (%) .
W; — W;

e Caso &y < 0,1 entao o préoximo passo de tempo h recebe o valor 0,1 h.

e Caso 0,1 < dp < 4 entdo o proximo passo de tempo h recebe o valor dy h.

e Caso dy > 4 entao o proximo passo de tempo h recebe o valor 4 h.
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Sao informados ao método o valor maximo e o valor minimo que o passo de tempo pode
atingir. Caso o novo passo de tempo seja maior do que o tempo maximo o método impoe
que o novo passo de tempo serd o tempo méaximo. Caso o novo passo de tempo seja menor
do que o minimo esperado o método para informando que a simulacao nao pode ser feita.
Para o caso de um sistema de equacoes todas elas tem que apresentar o mesmo valor de €.
Ainda no caso de varias equacoes é calculado um valor de dy para cada uma das equacoes e

o menor deles é escolhido como o valor que medira o proximo passo de tempo [51].
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3 O Teorema do Limite Central a os
Limzites da Forca Resultante

3.1 Forca Resultante para uma soma de Forcas Centrais
descritas por uma Lei de Poténcia - Caso d-dimensional

No trabalho [40] generalizou-se 0 método empregado por Lévy para soma de variaveis
rendomicas reais para o caso de uma soma de variaveis randémicas vetoriais [31]. Calculou-
se a distribuicao da forca resultante sobre a particula teste devido a forca de N particulas

distribuidas aleatoriamente no espaco de acordo com uma certa densidade de probabilidade.

O método baseia-se em associar um vetor randémico R para descrever a posicao relativa
das N particulas com relacdo a particula teste. Este vetor randdémico é caracterizado por
uma densidade de probabilidade denotada como pz(7), onde ¥ € e d = 1,2,3 designa a

dimensao espacial.

A forca F;N da particula ¢ (i = 1,..., N) pode ser representada como uma transformagao

de vetores aleatorios:
EN = FN(R), (3.1)

onde assumimos que estas N forcas aleatorias sao idénticas estatisticamente.

A forca resultante £V, é obtida pela soma vetorial das N forcas FN, i =1,..., N:
N
EN,=> EN. (3.2)
=1

Consideramos que para N muito grande, as forcas ]i-N podem ser renormalizadas como
FN(R) = an U(R), (3.3)
onde ay é uma constante positiva.

Assumindo que as posicoes espaciais das particulas sao descorrelacionadas, isto é, o

vetor da posicao relativa das particulas sao estatisticamente independentes, entao podemos



31

escrever a funcao caracteristica da forca resultante em termos das funcoes caracteristicas das

N forgas sobre a particula teste, obtendo a seguinte expressao:
Yy (2) = [ [¥ev () = Yy (DY = vpland)™, (3.4)

Se o limite (3.4) para N — oo existe, entao ele corresponde a uma funcio caracteristica
bem definida, que é denotada por ®(2) e pode ser calculado como:
2\ . . — — . . —\ N
®(2) = lim ¢y (2) = lim yg(an?)”. (3.5)
Para prosseguirmos no calculo supomos que a forga F¥ (é) é uma forca central, com
intensidade descrita por uma lei de poténcia, isto é, assumimos que a forca FZN(ﬁ) pode ser
escrita da seguinte maneira:
~ R A R
N _ AN, R=—, (3.6)
|R| |R|

onde kx e § sao constantes reais com ¢ > 0.

7

Definimos o vetor de renormalizcdo U = R/|R|® com densidade de probabilidade dada
por pg(w0), onde @ = 7/|r°. Se definimos pz(7) como a densidade de probabilidade do vetor

R, teremos que

]_. (0 = — ]_ =(7 . .
A, pol) = Sgasas 1, PR (3.)

Portanto, podemos ver que o comportamento assintético no infinito de pg (i) é determinado

pelo comportamento de pz(7) para pequenas distancias.

Supomos que existe uma distancia r. > 0 (possivelmente r. << 1) tal que densidade de

probabilidade pz(r) par |7] < 7. pode ser aproximada como

pp (1) =g (M) v>—d (3-8)

Logo, para |7] < r. ou equivalentemente || > u, = 1/r?, a densidade de probabilidade py(@)

pode ser escrita como:

f@), i @l < u, (d+v)
o =
=\ (5 ’
pp () = ) ; (3.9)
C(u) if 17 > C(a) = M
|ﬁ|d+0¢7 (3] 6

Para que o limite da distribuicao de probabilidade da forca resultante seja bem definido
quando N — oo, ou de modo equivalente o limite mostrado em (3.5), temos que renormalizar

as forcas F;N por uma escolha adequada de ky ou/e de um tamanho caracteristico Ly > 0,
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ou seja,

~ ~

— R KNR

FN = ky——g = 5 —5 =ayU, ay=—%. (3.10)
LyE INIRS

As possiveis renormalizagoes de ay (obtidas em [40]) estao sintetizadas na Tabela 1. Em
todos os casos temos que ]\}im ay = 0. Os respectivos possiveis limites da forca resultante,
—00

dependendo dos valores do expoente de levy «, sdo dados por (onde ¢ = ay/|an| = sgn(kn)):
onSy oy =KY* (0<a<1)

¢Ki+onS? on = NW(K/N) (a=1)

lim FY = lim (qKﬁ> +onS, oy = KNU-a)/e (1<a<?2) (3.11)

N—o0 N—oo

(qKT) + oxS; oy = K (N"'InN)? (a0 =2)

\<qK(7>—|—O'N§2 ON:KN_1/2 (2 <Oé<OO),

Table 1: Renormalizagoes de ay. K € uma constante positiva - veja ref. [40]

Flutuativo (0 < @ < 1)  Singular (a« =1)  Vlasov (1 < a < 00)

Nlay|* =K —Nlay|Injay| = K Nlay| =K
K\ K
vl = (%) Jan] = h(E/N) x| = 5
2
N >0 N>—K N >0
In 2

Observamos que para N — oo o vetor F'¥_ converge para um vetor aleatorio denotado por

—

S, com densidade de probabilidade dada por uma distribuicao estavel de Lévy-Khintchine

cuja funcdo carcateristica para 0 < a < 2 (« # 1) é dada por:

~AL(2)]F]"

Ty (L i) tan (%)D , (3.12)

O(2) = exp (

onde 5,(2) = Ba(2)/Aa(2), com A(Z) e B(2) definidos a partir da fungao C(a) em (3.9) e a

constante A sendo um nimero positivo (ver referéncia [40]).

A funcao caracteristica escrita na forma dada na equagdo (3.12) esta diretamente rela-
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cionada a funcao caracteristica padrao de um vetor aleatério estavel apresentada por Samorodt-

sky e Taqqu na referéncia [52].

Para a = 1 a funcao caracteristica nao representa uma verdadeira distribuicao de prob-
abilidade estéavel, desde que a fun¢do C(4) definida em (3.9) nao seja simétrica. Neste caso,
a respectiva distribuicao de probabilidade é chamada de semi-estavel. As distribuicoes semi-
estaveis de uma variavel aleatoria real foram introduzidas por Levy [26]. Quando a funcao
C'(u) é simétrica, a fun¢do caracteristica representa uma distribuigdo de probabilidade estavel

que corresponde a generalizacao da distribuicao de Cauchy para um vetor aleatério.

Para @ > 2 a soma renormalizada dos vetores aleatérios idénticos U converge para
uma distribuicao gaussiana, independentemente das propriedades estatisticas especificas da
densidade de probabilidade pg(@). Mais ainda, a tnica propriedade de U relevante para o

limite N — oo é a sua matriz de covariancia.

E importante destacar que os vetores aleatorios g;‘ e S, sao definidos por uma distribuicao
gaussiana, mas somente para S, a distribuicao gaussiana ¢ determinada pela matriz de
covariancia do vetor aleatério U. De fato, a matriz de covariancia do vetor U néo pode ser
definida para a = 2 e a distribuicao limite gaussiana neste caso é definida por uma outra

matriz (veja referéncia [40]).

3.2 Forca Resultante para uma soma de Forcas Centrais
descritas por uma Lei de Poténcia - Caso unidimen-
sional

Considere que x € R denota a posicao de uma particula teste. Suponha um conjunto
de N particulas, denominado de gas de IV particulas, com posicoes designadas por z; € R,
1=1,...,N, e que estao distribuidas em um intervalo de tamanho 1 centrado na particula

teste, isto é, para cada x; temos que x; € [x — 1/2,x 4+ 1/2].

Cada uma das particulas do gas tem sua posicao relativa a particula teste x; — x gerada
por uma mesma distribuicao de probabilidades. Em outras palavras, as variaveis x; — x sao
estatisticamente indénticas e correspondem a uma mesma variavel aleatéria designada por
X. Defimos a variavel relativa aleatoria R = —X. Esta variavel designa a posicao aleatoria
da particula teste em relacao a uma das particulas do gas, ou seja, R é a variavel aletoria

que representa a distribuicao de probabilidades da variavel x — z; .

Impomos também que cada particula do gas exerce uma forca repulsiva f; sobre a
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particula teste dada por:
_ sign (z — ;)

fi=

Em termos de uma transformacao de variaveis aleatorias teremos que a forga aleatoria F; da

, =1...N. 3.13
Tl (31

particula ¢ do gas sobre a particula teste serd escrita como

_ - _ sign(R)

. i=1...N. (3.14)

Evidenciado que as variaveis aleatorias F; sao identicas a uma mesma variavel aleatoria

designada por F' .

Consideremos agora que a variavel R tenha uma distribuicao uniforme em cada um dos

lados da particula teste, isto é, uma densidade de probabilidade definida como

1
. ——<r<o0
2 C_+0C,

pr(r) = R e 1, (3.15)
C+ O<r S

N | —

onde C_ and C sao constantes positivas.

Considerando a transformacao de varidveis aleatorias na equagao (3.14), teremos que a

densidade de probabilidade da forca aletoria F' serd dada por:

aC_ 1
= < __
|f|1+a f - 2
1 1 1
pF(f): 0 —§<f<§ s Oé:g, (316)
aly 1
Bt sl >
SR

onde o parametro a é chamado de expoente de Levy.

A fungao caracteristica da variavel aleatoria F' é definida como

oo

Vr(z) = (exp(iF'z)) =/ exp(izf)pr(f)df, zeR. (3.17)

—0o0

O logaritimo da fungdo caracteristica, denotado por Vr(z) = log(¢r(2)), pode ser escrito
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em uma forma canoénica que depende do valor do expoente de Levy a:

O<a<l
—% (1 - 7;% tan (?)) (1+Q(2))
l<a<?2
= . % (1 —i% tan (%)) (1+ Q(2)) (318)
a > 2
i<F>z—¥(1+Q(z)),

\

com os parametros D, 8 and o sao definidos como

7TO[(C+ + C,)

b= 2sin(ar/2) ’ b= n

onde o operador colchete <> significa fazer a média da variavel aleatoria no sentido usual.

As expressao (3.18) podem ser obtidas nas formas canonicas relacionadas a forgas aletorias
vetoriais em espacos de dimensao arbitraria [40]. Por economia de espago nao colocamos as
formulas respectivas para os casos singulares &« = 1 and o = 2, que tem expressoes mais

complicadas. Uma andlise completa destes casos ¢ feita na referéncia [40].

Se quisermos definir uma nova forga de interacao sobre a particula teste com intensidade
proporcional a F' em um sistema com tamanho Ly, entao devemos multiplicar as varidveis
aleatorias F' e R por ky e Ly respectivamente. Isto corresponde a definir uma nova variavel
aleatoria para a forca devido a uma particula do gas sobre a particula teste dada por

sign(f) _ kn (3.19)

F = K =
YN (INRY LS

Vemos entao que a varidvel aletoria Fy é uma renormalizacao multiplicativa da variavel F'.
Explicitamos claramente que o tamanho do sistema e a intensidade da forca de interacao po-
dem depender do ntimero de particulas do géas. Isto serd de extrema importancia nos limites
que definiremos na sequéncia deste trabalho. O parametro xy é chamado simplesmente de

constante da forca.

Portanto, a forca resultante sobre a particula teste pode ser definida como a soma de
N variaveis aleatorias que representam a forca aleatoria de cada particula do gas sobre

a particula teste. Matematicamente escrevemos esta variavel aleatoria da forca resultante
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como

N
Fis=>"F, F;=Fy. (3.20)
=1

Considerando que as forcas F; sao estatisticamente independentes, entao podemos aplicar as
propriedades de convolugao da funcgao caracteristica para obtermos a func¢ao caracteristica

da forca resultante, que serd dada por

KN

I/JFJQES (Z) = IZJF((INZ)N, any = L_(S (321)
N

A partir das equagoes (3.18) e (3.21) obtemos a seguinte expressao para o logaritimo da

fungdo caracteristica ¢pres(2), denotado por Wig*(2):

(

O<axl

Na$D|z|* Bz am

NDIE () ey g
Tt a) ( Z|z] an ( (1+Q(anz))
l<a<?2
U(z) = Na§,D|z|* (3.22)
N iNay < F > 2 — —F‘(‘]L'Z') (1 - Z|5_2| tan (?)) (1+ Q(an2))
a z
a > 2
2 2.2
iNay < F >z — a]\;s : (14 Q(anz))
\

Para que a funcao caracteristica da forca resultante tenha um limite bem determinado
para N — oo e, consequentemente, defina uma densidade de probabilidade bem definida,
temos que impor restricoes sobre a maneira como os parametros ky e Ly dependem de N.
Isto foi feito na referéncia [40], onde se definiu dois tipos de limites: o limite Flutuativo e
o limite de Vlasov. Descrevemos estes dois tipos de limites nas préximas duas subsecoes

respectivamente.

3.2.1 Limite Flutuativo

O limite flutuativo é sempre bem definido para a < 1 e pode ser utilizado para o caso
a > 1 desde que a média da forca F seja nula, isto é, < F' >= 0. O intrincado caso singular
a =1e a =2, ndo serd tratado nesta tese. Indicamos a referéncia [40], onde este caso é

tratado em detalhe.

O limite flutuativo é obtido impondo-se que Na$%, = K (para 0 < a < 2) ou Na% = K
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(para o > 2) sejam constantes quando N — oo, onde K > 0. Esta imposi¢do implicara que

e =0, i flavz) =0,

onde ©(0) = 0 (ver referéncia [40]).

Portanto, a fungao caracteristica em (3.22) tera a seguinte expressio assintotica no limite

N — oo:
0<a<?2
——KDMQ 1—- z@ tan (a_7r> Ny =K
N1+ a) || 2 Ly
Uhes(z) = (3.23)
a>2
K% Nk _
2 L2/o¢ ’

\ N

onde utilizamos a expressao de ay em (3.19) e a defini¢do do expoente de levy a = 1/9.

Iremos definir dois tipos de limites flutuativos. O primeiro limite que definimos é o limite
Flutuativo - L. Neste tipo de limite mantemos a constante da forca Ky = k > 0 constante
e o tamanho do sistema Ly deve depender do niimero de particulas N do gas. A relagao

entre Ly e N , obtida a partir de (3.23), sera dada por

(%) N 0<a<?2
Ly = Limite Flutuativo—L (3.24)
K ¢ /2
<K1/2) N a > 2.

Observamos que para 0 < a < 2 o limite acima definido corresponde ao conhecido Limite
Termodinamico, onde o tamanho do sistema cresce linearmente com o nimero de particulas
do gés. De fato, se definirmos a densidade de particulas do gas n = N/L como sendo

constante, entao teremos que K serd definido como K = nk®.

O segundo limite a ser definido é o que chamaremos de limite Flutuativo - x. Neste tipo
de limite consideramos o tamanho Ly = L constante e obtemos a partir de (3.23) a seguinte

relacao entre Ky e INV:

LK)V
(N% 0<a<?2
KN = Fluctuation Limit—x (3.25)
K1/2L1/a
W a > 2.

Observamos que neste tipo de limite a constante da forca deve diminuir a medida que o

numero de particulas do gas N aumenta.
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3.2.2 Limite de Vlasov

O limite de Vlasov tem por objetivo obter um limite finito e bem definido para a média
da forca resultante quando N — oo, portanto ele s6 pode ser definido para os casos em que
a forca resultante tem uma média. Isto corresponde a considerar o expoente de Levy o > 1.

Lembrando que o caso singular o = 1 é tratado na referéncia [40].

No limite de Vlasov impomos que Na, = K ¢é constante para N — oco. Isto implicara,

de modo andalogo ao limite flutuativo, que

lim ay =0, lim Q(anz)=0.
N—o00 N—00

Logo, obtemos a seguinte expressao assintotica no limite N — oo para a funcao caracteristica
em (3.22):

'1<a<2
. K*D|z|* Bz am
K<F>z— 1— %%y (—)
! “ T NeII(1 + ) ( HE )

W (2) = (3.26)

a> 2
. K?s%22 Nkn

\2K<F>z— N L}\{QZK

Neste trabalho iremos apenas considerar limites de Vlasov onde Ly = L. é fixado como

uma constante. Portanto, teremos que xy teré a seguinte relagao com N:

KLY
RN = N

Limite de Vlasov. (3.27)

Nos proximos capitulos iremos definir um modelo dinamico de interacao entre as particu-
las dos géas e particula teste de tal modo que as hipoteses feitas para a forca resultante sejam
satisfeitas, possibilitando uma anélise das consequéncias dos limites aqui apresentados na
determinacao das caracteristicas de evolucao temporal da dinamica estocastica da particula

teste.
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4 Modelo

Neste capitulo, apresentamos o modelo teorico de comportamento estocéstico para uma
particula em que sua dinamica esta restrita a interacoes de curto ou longo alcance. Es-
tudamos o comportamento assintético baseados nos limites de Vlasov e Limite de Forca

Puramente Flutuativo propostos na referéncia [40].

4.1 Modelo Dinamico de Interacao entre uma Particula
Teste e um Gas de N particulas

Definimos um modelo dinamico de interacao de uma particula teste com N particulas,
chamadas neste contexto de Gds de N particulas. Essa particula ao mesmo tempo que sofre
interagdo das N particulas que compoe o gas, também contribui com intera¢do (agao e

reagdo), ja as particulas do gés ndo interagem entre si, como ilustra a Figura 3.

. . v,‘

Figure 3: Ilustracao do modelo em 2D.

Este modelo é definido em trés etapas

1. Um sistema de equagoes diferenciais baseadas nas segunda e terceira leis de Newton,
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tal que exista uma forca de interacao entre a particula teste e cada particula do gas.

Lembrando que particulas do gas nao interagem entre si.

Esta forca de interacdo é repulsiva, equagao (3.13), com intensidade dependente do

inverso da distancia entre as particulas elevada a uma certa poténcia § > 0.

2. Condicoes iniciais aleatorias para a posicao e velocidade das particulas do gas. De
fato, as posicoes das particulas do gas serao geradas de acordo com uma distribuicao
uniforme num intervalo de tamanho L, e suas velociades inicais serao geradas de cordo

com uma distribui¢ao gaussiana com média zero e desvio padrao o.

A particula teste terd posicao inicial centrada no meio do intervalo de tamanho L ,

onde foram inicializadas as particulas do gés, e sua velocidade inicial sera nula.

3. Um processo de integracao submetido a algum tipo de condicao perioédica nas posicoes

relativas das particulas do gas com a particula teste.

Na sequéncia detalhamos matematicamente as trés partes acima descritas na montagem

de nosso modelo dinamico
1. O sistema dindmico
Considerando que z,z; € ® (i = 1,...,N) denotam respectivamente as posi¢oes da

particula teste e das particulas do gas em uma linha representada pela reta real R, entao

definimos o seguinte sistema de 2N + 2 Equagoes Diferénciais Ordinarias (EDO’s)

dr dv l T, — T
E = % —;HN—_ x\1+57

|z
dzx; dv; Tr—x;
= =KN———, t=1,...,N. 4.1
dt ) dt N|$i—$‘1+6 ) ) ( )
Aqui, v ewv; (i =1,...,N) denotam respectivamente as velocidades da particula teste e das

particulas do gas. Observe que o sistema EDO’s (4.1) definido acima representa um modelo

dinamico que satisfaz a segunda e terceira leis de Newton.
2. A Condicao Inicial

As posicoes z;(0) e velocidades v;(0) das particulas i = 1,..., N do gas no instante inicial

t = 0 sao geradas respectivamente de tal modo que:

L L . L L
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—o00 < v;(0) < 00 | v;(0) € gauss [0, o], (4.3)

onde unifa, b] representa um gerador aleatorio de ntimeros distribuidos uniformemente no
intervalo aberto [a, b] e gauss[u, o] representa um gerador aleatorio de nimeros distribuidos

na reta real de acordo com uma distribui¢ao gaussiana com média p e desvio padrao o.

A posicao e velocidade iniciais da particula teste sao dadas por

2(0) = 0, v(0) = 0. (4.4)

3. A Condi¢ao Periddica

No processo de integragao do sistema de EDO’s (4.1), devemos impor a seguinte condigao

periddica sobre a variavel z;(t) (i =1,...,N):
L L
xi(t) = x(t) — ei(t)a + (xl(t) —z(t) + ei(t)g mod L) , (4.5)

onde ¢;(t) é a fungao sinal de x;(t) — z(t), isto &,

+1 x(t) > x(t)
ei(t) = i=1,...,N. (4.6)
-1 x;i(t) < z(t)

Esta condicao periddica assegura que sempre todas a particulas do gas estarao dentro de
um intervalo de tamanho L centrado na particula teste. Toda vez que uma das particulas do
gas chega a uma distancia de L/2 da particula teste, ela muda para uma posigao simétrica
do outro lado da particula teste, mantendo a distancia de L/2 e sua velocidade. Observe

que nenhuma condicao periddica ¢ estabelecida sobre a particula teste.

Este tipo de condicao periddica serd chamado neste trabalho de Condi¢ao Periddica
Relativa (CPR). A idéia principal deste tipo de condigdo ¢ manter as particulas do gas
sempre distribuidas simetricamente em torno de uma distancia maxima de L/2 da particula

teste.

4.2 Algoritimo de Integracao

Nesta secao analisamos dois pontos importantes para que as trajetoérias da particula
teste, obtidas por integracao do sistema de EDO’s satisfacam do ponto de vista estocastico

uma condigao de Flutuagao-Dissipacao.
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O primeiro ponto tem haver com o tipo de implementacao numérica que fazemos da
Condicao Periodica Relativa. O segundo ponto diz respeito a importancia da presenca da
forca de reacao da particula teste sobre as particulas dos gas. Analisaremos estes dois pontos

nas proximas duas subsecoes.

4.2.1 Implementacao da CPR

O grande problema do ponto de vista algoritmico é implementar a CPR no processo de
integracao do sistema de EDO’s em (4.1). Uma metodologia tradicional para fazer isto é
definir um certo passo de tempo fixo At de integracao, de tal modo a implementar a CPR
ao final de cada passo. A integracao do sistema entao é feita até um tempo final tp = nAt,

onde n define o niimero total de passos de integracao.

Em cada passo, correspondente ao intervalo de integracao mAt < t < (m + 1)At com
m = 0,...,n — 1, o sistema de EDO’s (4.1) é integrado utilizando-se um método Runge-
Kutta de quarta-quinta ordem com controle de tolerancia e interpolacao de quarta ordem.
As condigoes iniciais em ty = 0 sdo geradas de acordo com as equagoes em (4.2)-(4.4). As
condicoes iniciais ao final de cada passo sao redefinidas de acordo com o tipo implementacao
numérica feita para a CPR. O resultado deste processo de integracao é a obtencao de uma

trajetoria do sistema de particulas considerado.

Para qualquer grandeza de interesse G(t), que possa ser calculada a partir da posicao e
velocidade das particulas no tempo t, definimos da maneira usual a média < G(t) > sobre
um conjunto de trajetorias: calcula-se a média da grandeza com relacao a todas trajetorias

obtidas no instante ¢.

Neste trabalho calcularemos as grandezas promediadas sobre um certo nimero de tra-
jetorias e denotaremos este ntimero sempre por Ng . Todas estas Ng trajetorias serao in-
tegradas sob as mesmas condicoes, exceto para a condicao inicial, que serd obtida mediante a
geracao aleatoria de Ng diferentes condigoes iniciais de acordo com as distribuigoes descritas

nas equagoes (4.2) and (4.3).

A implantacao da CPR é feita final de cada passo de integragao At, de tal modo que as

posicoes das particulas do gas sao redefinidas de acordo com regra descrita a seguir.

Considere as posicoes das particulas do gas e da particula teste ao final de tempo ¢, =

mAt, apés m < n passos de integracio, denotadas respectivamente por x%4(t,,) and z(t,,).
new

As novas posigoes das particulas do gas, denotados como [V (t,,), sdo redefinidas da seguinte
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maneira:

A regra descrita acima implica em uma implementagao aproximada da CPR, no sentido
em que durante o passo At algumas particulas saem do intervalo de tamanho L centrado
na particula teste. A regra recoloca a particula do gis para dentro do intervalo, s6 que pelo
lado oposto daquele pela qual a particula do gas saiu. A distancia relativa percorrida fora
do intervalo é compensada, fazendo-se com que a particula do gas seja reposicionada a esta
mesma distancia do outro extremo do intervalo. Rigorosamete falando, a condigao CPR
exata s serd satisfeita no limite At — 0. Esta implementacdo da CPR sera batizada de
CPT (Condicao Periodica Tradicional)

O problema com esta implementacao aproximada é que a energia potencial de interacao
repulsiva entre a particula do gis que saiu e a particula teste aumenta com o reposiciona-
mento da particula do gas ap6s sair do intervalo de tamanho L, como a particula do gés
continua aumentando sua energia cinética enquanto esta fora do intervalo, ao ser recolo-
cado para dentro haverd um aumento efetivo da energia mecanica total desta particula e
da particula teste. Mesmo para um passo At pequeno, o efeito acumulativo deste efeito
implicard num crescimento exponencial da energia cinética média das particulas do gas e
da particula teste. Implicando que esta nao satisfard um teorema de flutuacao-dissipacao.

[lustramos este fenomeno de nao conservacao da energia cinética média na figura 4.

Para superar as dificuldades analisadas acima implementaremos um outro tipo de aprox-
imacao para a CPR, que descrevemos através da seguinte regra de redefinicao das posicoes

das particulas do gés:

!x‘?ld(tm) — x(tm)} <

)

| o

‘qud(tm) — x(tm)| >

1

?ew(tm) = x(tm) - (xgld(tm) - x(tm)) . (4~7)

Vale observar que estamos simplesmente invertendo a posicao relativa da particula do gas
em relacao a posicao da particula teste. Esta inversao garante a conservagao da energia total
do sistema, pois a energia potencial de interagao depende apenas da distancia relativa entre
a particula teste e a particula do gas. Esta implementacao da CPR sera batizada de CPS

(Condigao Periodica Simetrizada).

Nesta nova regra, a redefinicao das posicoes x; garante que todas as particulas do gas

estarao sempre em torno da particula teste, ainda que possam estar a uma distancia maior do
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que L/2 da particula teste. De fato, a distancia méxima que as particulas do gas podem ficar
da particula teste sera sempre menor que um certo valor Ly,,, > L/2. Este valor L,,,, sera
tao mais proximo de L/2, quanto menor for o passo de integracao At. Em outras palavras,
quandoAt — 0 convergiremos para a CPR exata. A vantagem aqui é que para cada passo
de integracao At escolhido, o sistema conservard a energia total. Este fato implicara que a
energia cinética média da particula teste vai satisfazer um teorema de flutuagao-dissipagao

para cada passo de integracao At escolhido. Ilustramos este ponto também na figura 4.

(a) (b)

| / 2.5 /

e

Mean Square Velocity
~
~
Mean Square Velocity
\
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Figure 4: Condicao Periodica e FEvolucao Temporal da Velocidade Quadrada Média.
Condi¢ao Periodica: CPT (linhas de trago), CPS (linha solida). Passo de integragao:
At = 0.01 (linha vermelha), At = 0.005 (linha azul). (a): Velocidade quadratica média
da particula de teste. (b): Velocidade quadrada média das particulas de gas. Pardmetros de

stmulacao: a« =00, N =50, ky =1, Ly =1,0 =1, tp =10 e Ng = 500.

Na figura 5 mostramos a evolucao da posicao e velocidade de algumas trajetorias da
particula teste com suas respectivas médias e variancia, para um sistema com mesmo paramet-
ros do mostrado na figura 4 e com CPS. Fica claro através da andlise das figuras 4 e 5 que a
a velocidade quadratica média, que define a temperatura da particula teste, converge para
um regime de equilibrio estacionario no caso em que utilizamos CPS, ou seja,

lim (v*(t)) = C (C >0) (4.8)

t—o00

Esta convergéncia da variancia da velocidade da particula teste para um equilibrio, ap6s um

regime transiente, ¢ que nos autotiza a dizer que a dinamica estocastica da particula teste
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satisfaz uma condicao anédloga ao do teorema de flutuacao-dissipagao.

(a) (b)
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Figure 5: Fvolugao temporal da velocidade e posi¢io da particula de teste. (a): Velocidade
para dez trajetorias (linhas cinzas), Velocidade Média < v(t) > (linha preta) Intervalo de
variagio ++/< v2(t) > (linha vermelha). (b): Posicio para dez trajetorias (linhas cinzas),
Posigio Média < 2(t) > (linha preta) e Intervalo de variagao ++/< x2(t) > (linha vermelha).
Pardimetros de simulagcao: o« = oo, N =50, ky =1, Ly =1, 0 =1, At = 0.01 and tr = 10.

As meédias sao calculadas sobre Ng = 500 trajetorias e a condicao peridédica usada é CPS.

Na figura 6, mostramos a evolucao temporal da variacao da posicao de uma particula
teste. Podemos ver claramente que a particula teste, ap6s um regime transiente difunde
1 - . ~ d U ;d. 2 . d.
anomalamente, ou seja, sua posicao quadratica média (z*(t)) converge para um regime di-
fusivo assintotico caracterizado por

lim (2%(t)) = Dt’ (D >0, B#1). (4.9)

t—o0
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log(Var(x))
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log(t)

Figure 6: Difusao da particula de teste. Etapa de integracao: At = 0.01 (linha vermelha)
e At = 0.005 (linha azul). As linhas tracejadas pretas sdo obtidas a partir do ajuste linear
para o regime de difusdo assintotica. Os valores de ajuste obtidos para 3 (ver equagao 4.9)
sdo respectivamente § = 1.32 (At = 0.01) and § = 1.26 (At = 0.005). Pardmetros de
stmulagao: o« = oo, N =50, ky =1, Ly =1, 0 =1, tp = 10 e Ng = 500. A condicao
periddica usada é CPS.

4.2.2 A Importancia da Forca de Reacao

O objetivo desta subsecao é mostrar a importancia da presenca da forca de reagao da
particula teste sobre a particula do gas na dinamica do sistema (4.1), ainda que as particulas
do gas nao interagam entre si. Esta forca de reacao é definida pela terceira lei de Newton
e sua presenga ¢ fundamental para que a velocidade quadratica média (v?(t)) convirja para

um valor constante de equilibrio.

[ustraremos este ponto comparando a dinamica do sistema (4.1) com o sistema que é
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obtido eliminando a forca de reacao, isto é, um sistema de EDO’s definido como

dx dv Ti— T
a " —ZH N — [
dz; dv; )
= =0i=1,...,N. 4.1
dt U’L dt O ? Y Y ( O)

Em ambos os casos integraremos os sistemas de EDQO’s utilizando CPS.

Na figura 7 comparamos a evolucao da velocidade quadratica média da particula teste do
sistema com forca de reacao (4.1) com a sua evolugao obtida no sistema sem forga de reagao
(4.10). Podemos obervar claramente que sem a forca de reacdo a velocidade quadratica
média nao converge para um valor constante de equilibrio. De fato, podemos constatar
que na auséncia de forca de reacao a velocidade quadratica média tende a um expressao

assintotica dada por
lim (v*(t)) = Ct* (C > 0). (4.11)

t—o0
Na legenda da figura 7, mostramos os valores de p obtidos através de um ajuste linear.
Podemos concluir que, em um sistema em que a forca de reacao esta ausente, a variacao de
velocidade de uma particula teste, em vez de convergir para um valor de equilibrio, difunde-se

anomolamente.
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(a) @ =0.25 (b) a =0.75

log <V2(t)
1
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—4b

Figure 7: Importancia da for¢a de reacio - Grdficos de log < v*(t) > x log(t) para diferentes
expoentes de Levy. Curvas obtidas no sistema dinémico (4.1) com forga de reac¢ao (linhas
vermelhas). Curvas obtidas do sistema dinamico (4.10) sem forca de reagdo (linhas azuis).
(a): Expoente de Levy a = 0.25 (u = 1.31). it (b): Expoente de Levy a = 0,75 (u = 1, 51).
Panel (c): Expoente de Levy o = 1.5 (u = 1.50). (d): Expoente de Levy a = 3.0 (= 1.44).
Pardametros de Simulacao: N = 500, ky = 1, Ly = 2, 0 = 1, At = 1074, tp = 100 e
Ng = 1000. A condigdo periddica usada é CPS. Os valores de u na equagao (4.11) sdo
obtidos pelo ajuste linear da parte difusiva das curvas azuis.
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5 FEstatistica de Forca Resultante e
Caracterizacao da Dindmica da
Particulas teste

O primeiro objetivo desta capitulo é testar se a distribuicao de probabilidade da forca
resultante das N particulas de gas sobre a particula teste satisfaz os resultados obtidos
no capitulo 3. O segundo objetivo é discutir a dinamica da particula teste, entendendo
principalmente a questao de seu equilibrio térmico com o gés e caracterizando o tipo de

processo difusivo que ela satisfaz.

5.1 Estatistica da Forca Resultante

Nosso objetivo aqui é comparar a distribuicao de probabilidade da forca resultante,
obtida a partir de simulac¢oes do sistema de EDO’s em (4.1), com as distribui¢tes tedricas
obtidas no capitulo 3. Uma vez que obtivemos as expressoes para a Func¢ao Caracteristica
das distribuigcoes de probabilidades da forca resultante é mais facil comparar estas expressoes
com as Fungoes Caracteristicas Empiricas, calculadas a partir das trajetérias simuladas para

o sistema dinamico Newtoniano em (4.1).

Na figura 8 mostramos a evolucao temporal da forca resultante sobre a particula teste
para um sistema com um gis de N = 500 particulas e diferentes valores para o expoente de
Levy a. O tamanho do sistema é L = 2, o que significa que as particulas do gas foram ini-
cialmente uniformemente distribuidas num intevalo [1, 1], com a particula teste posicionada
na posicao x = 0. As velocidades iniciais das particulas do gas é dada por uma distribuicao

gaussiana de média zero e desvio padrao o = 1.

O passo de integracao utilizado foi At = 1074 com tempo final de integracio tp = 100.
Ao final de cada passo calculamos a forca sobre a particula teste, o que implica 10° valores
calculados para a forca resultante. O que observamos na figura 8 é um claro perfil de processo

estocéstico estacionério para a forca resultante.
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Figure 8: Fvolucao temporal da forca resultante. As figuras mostram a for¢a resultante na
particula teste para uma trajetoria e valores diferentes do expoente de Levy. Pardmetros de
Simulacio: N =500, ky =1, Ly =2, 0 = 1, At = 1074, tp = 100, Ng = 1.

A partir desses valores para a forca resultante, obtemos sua Funcao Caracteristica Em-
pirica. Essas funcoes caracteristicas sao mostradas na figura 9 para os diferentes valores do
expoente de Levy usado nas simulacdes. Nesta mesma figura, plotamos as Fungoes Car-
acteristicas Teoricas, onde o expoente Levy correspondente é obtido através de um ajuste

linear.
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Figure 9: A funcdo caracteristica da for¢a resultante. Os graficos mostram a fungao car-
acteristica Empirica (linhas de ponto) e Tedrica (linhas solidas) para diferentes valores do
expoente de Levy. A funcao caracteristica tedrica é obtida ajustando a expressao dada em
(5.1). Pardametros de Simulagdo: N = 500, ky = 1, Ly =2, 0 = 1, At = 1074, tp = 100,
Ng =1.

Vale ressaltar que nao fizemos um ajuste funcional entre a funcao caracteristica teodrica
e a empirica, apenas tentamos estimar o expoente de Levy por um método muito simples
de ajuste linear da maneira que é explicada a seguir: tomamos o dobro do logaritmo da

expressao em (3.21) e obtemos

log(A) + alog (|z]) a<2
log (—1log (¢(2))) = (5.1)
log(A) +2log (|z]) a=>2,

que mostra uma relagao linear entre log(—log(w(z))) and log(|z]). Como supomos uma
distribuicao simétrica espacial do gas, assumimos ay = 0, 8 = 0 e < F' >= 0 na equacao
(3.22)

Na figura 10, mostramos o ajuste linear para a Funcao Caracteristica Empirica. Os
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valores de ajuste obtidos para os expoentes de Levy estao de acordo com seus respectivos

valores teoricos dados por v = 1/0.

— adjustment o =1.5381; A = 0.013|

— adjustment a = 2.0156; A = 0.00185 | — adjustment a = 2.053; A = 0.000243 |

-9.0
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-10.0

-10.5

-11.0

25 -2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 =25 -2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0
log(2) log(2)

Figure 10: Ajuste linear da funcao caracteristica empirica. Os painéis mostram o ajuste
linear da expressao fornecida em (5.1) (linhas solidas) com a Funcao Caracteristica Empirica
(linhas de ponto) para diferentes valores do expoente de Levy. Os valores de ajuste para A
e « sao mostrados nos respectivos painéis. Pardmetros de Simulacao: N = 500, ky = 1,

Ly=20=1 At=10"% tp = 100, Ng = 1.

Estes resultados para a estatistica da forca resultante indicam que o modelo dinamico
definido pelo sistema de EDO’s, junto com condigoes periodicas do tipo CPS, satisfaz, ao
menos aproximadamente, a hipotese de independéncia estatistica entre as N forcas que atuam
na particula teste devido a particulas do gas. Lembremos que esta é a hipotese fundamental

do Teorema do Limite Central e que foi utilizada em nossas demosntracoes na Capitulo 3.
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5.2 Caracterizacao da Dinamica da Particula Teste

Iremos estudar a dinamica da particula teste através da caracterizacao da evolucao tem-

poral das seguintes grandezas:

(x2(t))  Posicdo quadrdtica média .

(v3(t))  Velocidade quadrdtica média.

promediadas sobre Ng trajetorias integradas a partir do sistema de EDO’s definido em (4.1),

onde fixamos os valores dos parametros que o caracterizam:

As médias sao calculadas sobre um conjunto de trajetorias simuladas no sistema de
EDO’s (4.1) e usando CPS. Devemos definir os seguintes parametros que caracterizam a

simulacao do modelo dinamico:

N Nimero de particulas do gds

d (e =1/0) Ezxpoente da forca de intera¢io (Ezpoente de Levy)

KN Constante da forca de interacao

Ly Tamanho do sistema

o Desvio padrao da distribuicao inicial da velocidade do gds
Ng Numero de trajetorias na simulagao

At Passo de integracao

tp Tempo total de integracao

Outra quantidade de interesse é a energia cinética média do gas, definida como:

Konslt) = 550 Y- (02(0).

Definimos a temperatura assintética para a particula teste e para as particulas do gas,

respectivamente, como
L., 9 .
Theste = 5 tlilgo <U (t)> ) Tgas = tlilgo Kgas(t)' (52)

Podemos estimar os limites acima através das seguintes médias temporais

lim (o2(t)) = — / ) dt,

t—o00 o tF — t[ tr
(5.3)
. 1 tr
Jim Kost) = — /tI Bogos(t)d,
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onde t; deve ser escolhido para garantir que < v(t) > e K,4(t) estejam estacionéarios no

intervalo [t,t;].

A energia cinética média inicial do gas (ou sua temperatura inicial), de acordo com o
gerador aleatorio de velocidade inicial em (4.3), é dada por

0.2

Ty = Ko = Kgus(0) = ER (5.4)

A figura 11 mostra a velocidade quadratica média da particula teste para dois valores
diferentes da constante de forca xy e tamanho do sistema Ly. O nimero de particulas no
gas ¢ N = 10 e sua energia cinética média inicial ¢ Ky = 1/2. Podemos ver pela figura que

a evolugio temporal e o valor assintotico de < v%(t) > dependem de ky e Ly.

Observe que em todos os casos o valor assintotico de (v2(¢)) ¢ diferente de 1. Isso mostra
que a energia cinética média da particula teste nao converge para a energia cinética média
inicial Ky do gas. Nesse caso, nao ha transmissao completa de energia cinética inicial do gas

para a particula teste.

(a) (b)

Mean Square Velocity
Mean Square Velocity

Figure 11: Velocidade quadrada média da particula de teste. Os painéis mostram a evolugao
temporal de < v?(t) > para sistema dinamico com « = 0.5, N = 10 e valores diferentes de
Ky € Ly. (a): ky =1 e Ly =1 (linha vermelha); ky = 1 ¢ Ly = 50 (linha azul). (b):
ky = 1 e Ly =1 (linha vermelha); ky = 0,5 ¢ Ly = 1 (linha azul). Valores assintoticos
de < v*(t) > (linhas tracejadas). Pardmetros de Simula¢io: N = 10, « = 0.5, ¢ = 1,
At =1072, tp = 10, Ng = 1000.
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Vejamos agora como o limite assintotico de (v?(¢)) depende da energia cinética média
inicial K. Estudamos essa questao analisando a velocidade quadrada média da particula de

teste em interacao com um gas constituido por particulas N = 50.

A figura 12 mostra a evolugao temporal de < v?(t) > para diferentes valores da energia
do gas Ky. Na figura 12 (a), observamos que < v?(t) > converge para valores assintoticos
mais altos quanto mais altos for os valores de K,. Esse é um comportamento esperado,
porque parte da energia cinética do gas é transmitida devido as forgas de interacao entre o

gas e a particula teste.

A questao importante é quanto da energia cinética inicial é transmitida para a particula
de teste. A figura 12 (b) ilustra este ponto mostrando uma transmissdo nao completa de
energia cinética. De fato, para valores mais baixos de K, a energia cinética média da
particula teste tende a ser maior que K\, enquanto para valores mais altos de K, energia

cinética média da particula teste tende a ser menor que K.
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Figure 12: (a): Velocidade quadrada média da particula teste. Evolucao temporal de
< v*(t) > (linhas vermelhas) e seus respectivos valores assintoticos (linhas tracejadas) para
diferentes valores de K. De baixo para cima, mostramos as curvas correspondentes respec-
tivamente a Ko =0, Ko =1, Ko = 2,5, Ky = 5,0, Ko = 7,5 e Ky = 10. (b): Temperatura
Assintotica. Tieste (pontos vermelhos), Ty, (pontos pretos), Ty (linha de trago). Pardmetros

de Simulacio: N =50, a =05, ky =1, Ly =1, At =102, tp = 1, t; = 0.5, Ng = 1000.

Esses resultados parecem contradizer a idéia de que a particula teste tenderia a alcancar

um equilibrio térmico com o gis de particulas de N, onde é fornecida uma transmissao
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perfeita da energia cinética inicial K, para a particula teste. Essa transmissao completa
nao parece ser conseqiiéncia da energia potencial de interagao que nao pode ser considerada
pequena em relacao a energia do gas. Uma maneira de verificar esse problema é aumentar o
tamanho do sistema Ly ou diminuir a constante de forca xy, conforme ilustrado na figura

13.

Observamos que a diminui¢ao da constante de forga ry, figura 13 (a), ou o aumento do
tamanho do sistema, figura 13 (b), implicam numa transmissao mais completa da energia
inicial Ky do gas e, consequentemente, a particula teste fica mais préoxima de uma situagao

de esquilibrio térmico com as particulas do gés.
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Figure 13: Temperatura assintdtica para sistemas com menor forca constante ou maior
tamanho. Os painéis mostram a temperatura assintOtica para diferentes valores de Kj:
Tieste (pontos vermelhos), T, (pontos pretos), Tp (linhas tracejadas). O Sistema Dianamico
tem os mesmos parametros de simulagao mostrados na figura 12, exceto que em (a) temos
ky = 107* e em (b) temos Ly = 50. Pardmetros de Simulagios: N = 50, a = 0.5,

At = 1072, tp = 1, t; = 0.5, Ng = 1000.
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Figure 14: Difusao da particula teste para diferentes valores do erpoente de Levy. o = 0,5
(linha vermelha), o = 1,5 (linha verde), @ = oo (linha azul), ajuste linear (linhas de trago
) O expoente de difusdo assintotica 5 obtido por ajuste linear é mostrado na tabela 1.
Parametro de Simulacao: N = 50, ky = 1, Ly = 1, 0 = 1, At = 1072, Ng = 1000. Os

valores de ¢t sdo respectivamente tp = 1 (a = 0.5), tp = 2.5 (a = 1.5), tp = 10 (o = 0).

Em relacao a difusao de particulas teste, mostramos a evolucao da variagao de posicao
na figura 14 para sistemas com diferentes expoentes de Levy. O padrao de evolucao temporal
é caracterizado por uma fase transitéria e uma difusao anomala assintética. Em todas as
simulagdes que fizemos para um pequeno nimero de particulas de gas (N < 50), observamos
o mesmo padrao exibido na figura 14, com o expoente de difusao dependendo de maneira

muito sensivel e complicada nos parametros o, ky, L e K.

Nao apresentamos todos esses resultados porque o foco deste trabalho é entender o que
acontece quando N — oo no contexto dos limites discutidos no capitulo 3. No entanto, para
ter uma idéia dessa dependéncia complicada, mostramos na tabela 1 os expoentes de difusao

S obtido (por ajuste linear) a partir das simulagbes usadas nas figuras 12, 13 e 14.



o8

Table 1

Expoente de Difusao o = 0.5, N = 50 e diferentes valores de xy and L

ky =10L =10 ky=10L=500 ky=0.0001L=1.0

Ko = 0.0
Ko =10
Ky =5.0
Ky = 10.0
Ko = 15.0
Ko = 20.0

B =165 B =0.37 B=0.76
B=1.8 B =0.86 B=1.35
B=1.97 B=1.05 B =1.64
B =1.98 B=1.24 B=1.76
B =1.96 B =141 B =181
B=1.97 B =147 =185

Expoente de difusao para diferentes valores de & com N =50, ky =1 and L =1

a=20.5 a=1.5 a =00

Ky=10|8=18 B=159 B=132

A importancia de analisar sistemas com N pequenos reside no fato de que podemos

definir um gas que interagi com a particula teste e implicando uma condicao de Flutuacao-

Dissipagao com um regime assintotico caracterizado por difusao anémala.
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6 Andlise das Consequéncias
Dindmaicas das Renormalizacoes da
Forca Resultante

Neste capitulo analisaremos as consequéncias na estatistica de evolugao temporal da
particula teste em funcao do crescimento do ntimero de particulas do gas, onde impomos no
processo de limite N — oo as condic¢oes discutidas no capitulo 3 deste trabalho. A anélise ira
se concentrar sobre as caracteristicas mais importantes da evolucao temporal da velocidade

quadratica média (v?(t)) e da posi¢ao quadratica média (z2(¢)).

Com relacao a velocidade quadratica média estamos interessados em caracterizar o seu
valor assintético e o tempo transiente de convergéncia para este valor assintotico. Interessa-
nos verificar se a transmissacao de energia cinética do gas para a particula teste é completa.
Com relacao a posicao quadratica média estamos interessados em identificar o tipo de difusao
assintotica da particula teste e o tempo transiente de convergéncia para este regime assin-

totico. Particularmente queremos identificar o valor do expoente de difusao correspondente.

Relembrando, no capitulo 2 discutimos trés tipos de limites: 1) o Limite Flutuativo-L,
2) o Limite Flutuativo-x e 3) o Limite de Vlasov. Abordaremos cada um desses limites nas

subsecoes seguintes.

6.1 Limite Flutuativo-L

O limite Flutuativo-L. é obtido fazendo-se N — oo e Ly — oo de tal modo que a
condigdo dada em (3.24) é satisfeita. Todas as simulagoes apresentadas nesta subsegao

foram realizadas com os seguintes parametros:

K=10, ky=10, 0 =10, At=10"% Ng=1000.

Na figura 15 apresentamos a evolucao temporal da velocidade quadratica média da

particula teste para quatro valores do expoente de Levy. A seguir analisamos as princi-
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pais caracteristicas observadas.

e Para a = 0.25 - figura 15 (a) - e « = 0.75 - figura 15 (b)- vemos a coicindéncia das
quatro curvas relativas aos diferentes niimero de particulas NV dos géas. Isto mostra que

o tempo transiente para (v?(t)) convergir nao depende de n

e Para o = 1.5 - figura 15 (¢) - e @« = 3.0 - figura 15 (d), vemos que os valores assintoticos
de equilibrio < v%(t) > sao os mesmos para as curvas correspondentes aos diferentes
valores de N, porém as partes transientes nao mais coincidem. De fato, observando as
figuras 15 (¢) and 15 (d), vemos que o tempo transiente parece diminuir a medida que

N aumenta.

e O valor assintotico da velocidade quadratica média da particula teste é aproximada-
mente 1 para o = 0.25 - figura 15 (a) - e menor do que 1 para os outros valores de

expoentes de Levy apresentados nas figuras 15 (b), 15 (c) e 15 (d).
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Figure 15: Evolugao temporal de < v*(t) > - Limite Flutuativo-L. A figura mostra a evolugao
temporal de < v?(t) > para a = 0.25,0.75,1.5,3.0 e N = 10,102, 103,10%. Os valores de N
e Ly satisfem a condicao (3.24). Os graficos pequenos mostram essa evolugao temporal na

escala log — log.

Na figura 16 apresentamos a evolucao temporal da posicao quadratica média da particula
teste para as mesmas simulacoes apresentadas na figura 15. A seguir listamos e analisamos

as principais caracteristicas observadas.
e Em cada um dos paineis da figura 16 observamos que as curvas correspondentes aos
diferentes valores de N convergem para o mesmo regime difusivo.

e O tempo transiente para convergir ao regime difusivo diminui com o aumento do

nimero de particulas V.

e Para a = 0.25 e a = 0.75, a particula teste converge para um regime difusivo normal,

isto é, expoente de difusao g = 1.
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e Para a = 1.5 e a = 3.0 a particula teste converge para um regime difusivo balistico,
isto &, § = 2.
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Figure 16: FEwvolugao temporal < x*(t) > - Limite flutuativo-L. Os graficos mostram a
evolugao temporal de < z%(t) > para a = 0.25,0.75,1.5,3.0 e N = 10, 10%, 103, 10" na escala
log —log. Os valores de N e Ly satisfazem a condi¢ao(3.24).

Na figura 17 mostramos o expoente de difusdo 3 e o valor assintético de < v?(t) > em
fungao do expoente de Levy a. Na figura 17 (a), concluimos a existéncia de dois regimes
difusivos assintoticos: uma difusdo normal (5 = 1) por 0 < a < 1 e uma difusdo balistica
(B = 2) para a > 1. A transi¢do de um regime para outro ocorre em o = 1 (expoente
de forca 6 = 1). Observamos também que em « = 1 corresponde a uma transi¢ao entre a

condi¢ao de existéncia de uma forga resultante média (o > 1) e sua inexisténcia (o < 1).

A anélise da figura 17 (b) permite-nos concluir que a transmissao de energia cinética
para a particula de teste estd completa quando 0 < « leql/2, ou seja, a energia cinética

assintotica da particula de teste é igual a energia cinética média inicial Ky do gas. Por outro
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lado, para o > 1/2, essa transmissao nao esta completa, significando uma energia cinética

média assintotica da particula teste menor que K|

Esse resultado esté relacionado ao fato de que a energia potencial média da particula teste
existe para o > 1/2 (§ < 2), enquanto para a < 1/2 (§ > 2) ndo existe. Esta transmissdo
incompleta de energia cinética deve-se a uma variacao da energia potencial média assintotica

em relacao ao seu valor inicial.

(a) (b)

1 IEPYPPPYY Y

Diffusion Exponent
&
|
< V2> Equilibrium Value
|
>
'
.

o4+—+——+—+7r—+—r 7T ot+r+——r—r—1 " rr 7T T

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
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Figure 17: Valores Assintdticos - Limite Flutuativo - L. (a): Expoente de difusao assintotica
em func¢ao do expoente de Levy. (b): tlim < v%(t) > como funcio do expoente Levy. Os
—00

valores assintoticos sao calculados a partir das simulacoes com N = 10* e usando t; = tp /2
na equacao (5.3). O expoente de difusao ¢ obtido por ajuste linear no intervalo [t;, tx|.

6.2 Limite Flutuativo - &

O limite Flutuativo-x é obtido fazendo-se N — oo and ky — 0 de tal modo que a
condigdo dada na equagao (3.25). Todas as simulac¢oes apresentadas nesta se¢ao foram

realizadas com os seguintes parametros:

K=10, Ly=20, c=10, At=10"% Ng=1000.

Na figura 18, apresentamos a evolugiao temporal de < v?(t) > para diferentes valores do

expoente de Levy. Listamos abaixo as principais caracteristicas observadas.

e Para a = 0,25 e a = 0,75, as curvas correspondentes a diferentes valores de N tém

tempos transitorios diferentes. Esses tempos diminuem a medida que N aumenta.
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e Para a = 1.5 e a = 3.0, as curvas coincidem, mostrando um tempo transitério que é

independente de V.

e O valo de equilibrio de < v%(t) > é 1 para @ = 0,25 e menos que 1 para os outros

valores de a.
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Figure 18: Ewvolugdo temporal de < v*(t) > - Limite Flutuativo-x. O grafico mostra a
evolugao temporal de < v*(t) > para a = 0.25,0.75,1.5,3.0 e N = 10,102,103,10*. O valor
de N e ky satisfazem a condi¢ao (3.25). O grafico pequeno mostra a evolugao temporal na

escala log —log.

Na figura 19, mostramos a evolugao temporal de < z2(t) >. Podemos tirar as seguintes

conclusoes.

e Em cada figura, observamos uma quase coincidéncia entre as curvas, indicando que
a evolugao temporal de (z%(t) right > ¢é independente de N. Como conseqiiéncia, o

tempo transitério nao depende de V.
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e Para a = 0,25 e = 0,75, a particula de teste converge para um regime difusivo

normal.

e Paraa =1,5ea = 3,0, a particula de teste converge para um regime difusivo balistico.

Na figura 20, plotamos o expoente de difusdao 8 e o valor de equilibrio de < v*(t) >

em funcdo do expoente de Levy. Observamos na figura 20 (a) a existéncia de dois regimes

difusivos: uma difusao normal para a < 1 e uma difusao balistica para o > 1. A transicao

no expoente de difusao acontece em o = 1. Ja na figura 20 (b), vemos que o valor assintotico

de (v3(t)) é igual a 1 por 0 < o < 1/2, enquanto que para « > 1/2 é menor que 1. Esse fato

deve ser interpretado exatamente da mesma maneira que quando analisamos esta questao

no Limite de flutuacao - L.

(a) . =0.25

15

log < x*(t) >

— N=10

— N=100

— N =1000
N = 10000

log < x*(t) >

Figure 19: Ewvolu¢do temporal de < x*(t) > - Limite Flutuativo -x. O grafico mostra a
evolugao temporal de < z%(t) > for a = 0.25,0.75,1.5,3.0 e N = 10,10%, 103, 10* na escala

log —log . Os valores de N e ky satisfazem a condi¢ao (3.25).
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Figure 20: Valores Assintdticos - Limite Flutuativo - k. It (a): Expoente de difusdo
assintotica em func¢ao do expoente de Levy. it (b): tliglo < v*(t) > como funcdo do expoente
Levy. Os valores assintoticos sdo calculados a partir das simulacoes com N = 10* e usando
t;r = tr/2 na equagao (5.3). O expoente de difusdo é obtido por ajuste linear no intervalo
[tr,tF).

6.3 Limite de Vlasov

O limite de Vlasov é estabelecido assumindo o limite N — oo e Ky — 0, mantendo
o tamanho do sistema Ly constante, de modo que a condigao (3.27) seja preenchida. As

simulagoes sao feitas fixando os seguintes parametros:

K=10, Ly=20, 0 =10, At=10"* Ng= 1000.

A figura 21 mostra a evolugao temporal de < v?(t) > para diferentes nimeros de particu-
las N do gés. Em cada figura, h4 uma convergéncia para o mesmo valor assintético, porém
o tempo transitério cresce com N. Isso parece mostrar que o tempo transitério tende ao
infinito quando N — oo. Portanto, a particula teste tende a permanecer mais desequilibrada
a medida que o nimero de particulas de gds N aumenta. Tecnicamente, para N = o0, a
flutuacao sobre a forca resultante média na particula teste é nula, o que faria com que ela

permanecesse em repouso indefinidamente.
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Figure 21: Evolug¢io Temporal de < v*(t) > - Limite de Vlasov. O grafico mostra a evolugao
temporal de < v%(t) > para o = 1.5,3.0,00 ¢ N = 10,102,103,10*. O valor de N e ry

satisfazem a condicdo (3.27).

A figura 22 ilustra o efeito do limite de Vlasov na difusao da particula teste. Vemos
que, em todos os casos, a particula teste tende a um estado assintético de difusao balistica,
equivalente ao que foi mostrado para nos limites flutuativos. A diferenca com o limite de
Vlasov é que o tempo transitério para atingir o regime de difusao balistica parece aumentar

com o aumento de N.

Na figura 22 temos o grafico log < z2(t) > x log(t), entao podemos escrever

(z*(t)) = Dnfn(t), lim f(t) = t2. (6.1)

Para periodos curtos, a fungao fx(t) parece ser independente de N (as curvas para N = 103
e N = 10* sdo paralelas), entdao Dy deve diminuir como Aumento de N. Esperamos que, no

limite de N — oo, tenhamos Dy — 0.

Vemos que, para o limite de Vlasov, o tempo transitério de < x?(t) > para atingir o
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regime de difusao balistica, se comporta de maneira diferente dos limites flutuativos, onde o

tempo transitorio é claramente finito.

10 T T T T T 10 T T

log < z*(t

cusion
) DIffusi2t -
Norme: ='—

log < z*(t) >

Figure 22: Ewvolug¢do temporal de < 2*(t) > - Viasov Limit. O grafico mostra a evolugio
temporal de < x2(t) > para a = 1.5,3.0,00 ¢ N = 10,102,103, 10* na escala log —log. O

valor de N e ky satisfazem a condicdo (3.27).

A discussao acima é consistente com o fato de que o Limite de Vlasov esta configurado
para estabilizar a forca resultante, fazendo com que a flutuagao ao redor diminua indefinida-
mente a medida que o N aumenta. Portanto, é razoavel esperar que a particula teste tenda
a permanecer cada vez mais em seu estado inicial & medida que N cresce, uma vez que a
média da forca resultante é nula. Em outras palavras, temos uma forca resultante nula que

flutua cada vez menos & medida que N cresce.

Esses resultados parecem condenar o limite de Vlasov como uma curiosidade matemaética
sem importancia fisica, uma vez que nao define uma dinamica estocastica da particulas teste
que tende a ser independente do processo de renormalizacao realizado. No entanto, devemos

ter cuidado com esta conclusao, porque foi obtida em uma situagao muito particular: a forca
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Figure 23: Limite de Vlasov para uma distribuicao inicial nao uniforme de particulas do gds.
(a): A evolugdo temporal de < v(t) > para gases com nimero crescente de particulas N.
(b): A evolugao temporal de Var(v(t)) para os respectivos valores de N. Os valores de N e
kn atendem & condigdo (3.27). Pardmetros de Simula¢io: o = o0, K =1, Ly =1, 0 =1,
At = 1072, tr = 10, Ng = 1000. A variancia da velocidade da particula teste é dada por
Var(v(t)) =< v*(t) > — < v(t) >2

resultante ¢ nula. Se a forca resulante ndo for nula (por exemplo: distribuigao inicial nao
uniforme do gés), os limites flutuativo para a > 1 ndo renormalizardo a forca resulante,
fazendo com que ela cresga indefinidamente com o aumento de N . Isso implicaria em

aceleracao da particulas teste que também aumentariam indefinidamente.

Por outro lado, o limite de Vlasov tenderia a estabilizar a for¢a resultante na particula
teste, o que implica que nao sofreria um crescimento indefinido de sua aceleracdo. A conse-
qliéncia seria a estabilizacao da velocidade média da particula teste, que nos limites flutua-

tivos tenderia a crescer indefinidamente.

Mostramos, na figura 23 (a), a evoluc¢do temporal da velocidade média < v(t) > de uma
particula teste em interagao com um gés, cujo nimero de particulas aumenta de N = 2
a N = 128 e com uma distribui¢ao inicial nao uniforme. Na figura 23 (b), mostramos a

respectiva evolucao temporal da variagao da velocidade.

Para ter uma idéia aproximada de como esse tempo transitorio cresce com N, tentamos

ajustar a evolucao temporal da variacao de velocidade por uma curva dada por
Var(v(t)) = (v*(t)) — (v(t))* = A(1 — exp(—Bt)). (6.2)

O valor de A & obtido a partir do valor assintético de var(v(t)) a N = 2. O valor de B
é obtido ajustando a expressiao dada em (6.2). O resultado dessa conexdo é mostrado na

figura 24 (a). Nos estimamos o tempo transitorio como sendo t5%"* = 1/By, onde By é o
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valor ajustado de B para a respectiva curva correspondente a um determinado valor de N.

Os valores de By e seus tempos transitorios sao mostrados na tabela 2.

Table 2

t
BN t]\r[ans

0.6807 1.4691
0.2809 3.5605
16 | 0.1528 6.5432
32 1 0.0643 15.543
64 | 0.0396 25.219
128 | 0.0192 52.089

N
2 | 1.5770 0.6341
4
8

Na figura 24 (b), plotamos o tempo transitorio em fun¢ao do nimero de particulas N.
E bastante interessante notar que o tempo transitorio estimado depende aproximadamente
linearmente do niimero de particulas. Observamos que nossa intenc¢ao com o modelo simples
e aproximado (6.2) ndo é usado o modelo correto para descrever a evolu¢do da variacdo de
velocidade, mas apenas ter uma estimativa basica de como o tempo transitorio varia com o

niumero de particulas N.

(2) (b)

[—n=2 N=4 .
——N=8 N=16| 50 m  Points of Table 2
—N=32 N=64) Linear Fit = 0.4083 N
[——N=128 ——Fit

0,16 4

log(Var(v(t)))

Figure 24: O tempo transitorio no limite de Viasov. It (a) Curvas dadas pelo modelo (6.2)
ajustadas as curvas mostradas na figura 23 (a) (linhas pretas). it (b): Os tempos transitorios
(tabela 2) em fungao de N (pontos pretos) e o ajuste linear desses pontos (linha preta). A

expressao do ajuste linear mostrado na figura (b) é t§* = 0,4083N.
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7 Conclusoes e Perspectivas

7.1 Conclusoes

Neste trabalho analisamos e verificamos o significado dos Limites Flutuativos e de Vlasov
para determinar a dindmica de uma particula teste submetida a uma interacao com N
particulas. Mostramos que os limites decorrentes da renormalizacao da Forca Resultante
via Teorema do Limite Central, conforme proposto na referéncia [40] e especificados para o
caso unidimensional no capitulo 3 deste trabalho, sao os guias naturais para definir as classes

de universalidades dos possiveis comportamentos dinamicos da particula teste

De maneira geral, em todas as simulagoes realizadas, o comportamento dinamico da
particula teste, visto como um processo estocastico, pode ser sumarizado como sendo consti-
tuido de duas fases: uma fase transiente, onde a particula teste partindo do repouso aumenta
sua energia cinética média e uma fase assintotica, onde sua energia cinética média atinge um

patamar estacionario e sua posicao possui uma difusao andmala.

Com relagao a primeira fase o que temos é a transmissao da energia cinética das particulas
do géas para a particula teste. Vimos que esta transmissao ¢ em geral imcompleta, devido
a presenca da energia de interacao com as particulas do gés. Mostramos que quando esta
energia de interacao fica pequena em relagdo a energia cinética do gas, entao ocorre uma
transmissao mais completa de energia cinética. Porém este processo de transmissao completa

depende claramente do expoente de Levy «, ou equivalentemente do expoente da forca 9.

O que os limites flutuativo implicam é reduzir fortemente os tipos de possibilidades
dindmicas para a particula teste. Este limites implicam em um tempo transiente finito, onde
por isto queremos entender que este tempo é finito no limite N — oco. Eles implicam também

em um valor assintético bem definido para a energia cinética média da particula teste.

Quando a < 1/2 este valor assintotico corresponde extamante a energia cinética média
do gis, mostrando que existe um equilibrio térmico com o gés de N particulas. Quando
a > 1/2 este patamar assintotico de energia cinética média é menor que a energia cinética

média do gés, revelando um transmissao imcompleta de energia cinética.
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O valor de transicao desta propriedade de transmissao de energia cinética é dado por
a =1/2 6 = 2), que é exatamente o valor de transicdo entre a existéncia de uma energia

potencial média (6 < 2) e a sua nao existéncia (6 > 2).

Portanto, esta transicao pode ser entendida como a capacidade da particula teste ar-
mazenar (ou nao) parte da energia cinética transferida pelo gas na forma de energia po-
tencial. Vale observar que, nos dois limites flutuativos analisados para o valor de transicao
a = 1/2, a particula teste se comporta de maneira equivalente aos casos em que a < 1/2,

isto é, existe uma transmissao completa de energia cinética média.

Com relacao a difusao assintotica da particula teste vimos que os limites flutuativos
implicam em apenas dois regimes difusivos possiveis. Para o < 1 a particula teste possui

difusao assintotica normal e para o > 1 ela possui difusao assintotica balistica.

O valor de transicao entre estes dois regimes difusivos possiveis acontece em o = 1
(6 = 1). Este valor corresponde exatamente a transicao entre a situacdo em que a forca
resultante sobre a particula teste nao tem média 0 > 1 para a situagao em que esta média
existe 0 < 1. Para a = 1 temos um comportamento que depende claramente do tipo de
limite flutuativo que é feito: para o limite Flutuativo-L a particula teste se comporta como

no caso « > 1; para o limite Flutuativo-x a particula teste se comporta como no caso a < 1.

Concluimos com relacao aos limites flutuativos que a fator relevante na defini¢ao do tipo
e de dinaAmica da particula teste, ao menos para as variaveis (v3(t)) e (z2(t)), é a existéncia
ou nao de forca resultante média e energia potencial média. Respectivamente, os valores de
transigio na existéncia (ou ndo) destas médias ¢ a = 1 e @ = 1/2. E interessante notar
que o fato da distribuicao da forca resultante ser gaussiana « > 2 nao parece ter nenhuma

importancia para determinar o comportamento das variaveis analisadas.

Antes de passarmos a analise final do limite de Vlasov é fundamental relembrar que os
limites flutuativos s6 podem ser aplicados para o caso a > 1 quando a forca resultante sobre
a particula teste possui média nula. Esta é uma situagao particular que foi garantida pelo
fato de termos imposto as particulas do gas uma distribui¢ao inicial espacial uniforme, com
a condicao periodica relativa garantindo que a distribuicao destas particulas permanecesse

uniforme ao longo do tempo.

O limite de Vlasov aplicado ao caso em que a média da for¢a resultante é nula tem um
problema bésico: o tempo de transiéncia para o regime assintético cresce indefinidamente
quando N — oo, em que pese os estados assintoticos estejam bem definidos e coorespondam,
como no caso flutuativo, a uma transmissao incompleta de energia cinética e difusao balis-

tica. Esta situacao nao deveria nos surpreender, pois o limite de Vlasov tem como objetivo
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estabilizar a média da forca resultante e isto implicard em uma estabilizacao da média da

velocidade da particula teste.

Como o valor desta forca resultante média é zero, entao a velocidade média se estabilizara
em zero com a flutuagao em torno da mesma sendo cada vez menor a medida que o nimero
de particulas N do gas aumenta. A diferenca com relacao ao limite flutuativo é que para
N — o0, a variancia da velocidade da particula teste convegird para uma funcao temporal

que tem um tempo transiente cada vez maior.

Tecnicamente, podemos afirmar que o limite deste processo é

lim (v(t)) =0, lim (v*(t)) =0, Vt.

N—oo N—oo

Em outros termos, se fizessemos rigorosamente N = oo a particula teste permaneceria em
repouso, mantendo seu estado inicial. Como sempre temos que ter um N finito, entao

lentamente - tao mais lentamente quanto maior N - a particula teste sai do repouso e

difunde.

O que tudo isto quer nos dizer é que o limite de Vlasov é importante para situacoes em
que a dinamica da particula teste é determinada por variacoes na média da forca resultante.
Isto acontecera quando tivermos variacoes globais na distribuicao espacial das particulas do
gas. Isto foi ilustrado neste trabalho impondo-se uma distribuicao inicial ndo uniforme as
particulas do gas, o que implicou em uma forca resultante nao nula sobre a particula teste.
Neste caso apenas o limite de Vlasov pode estabilizar a evolucao temporal da média da

velocidade da particula teste.

7.2 Perspectivas de Trabalho

Para trabalhos futuros, sera investigado a questao da ergoticidade, a equacao de difusao

da particula teste (Fokker-Planck ou Kramers-Moyal) bem como um andlise em 2D e 3D.
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Apéndice A - Método de Funcao

Caracteristica

Nesse apéndice serd mostrado o teorema central do limite, baseado no formalismo de
funcao caracteristica, para processos estocasticos. O intuito serd apresentar o comporta-
mento assintotico da variancia média da velocidade para uma particula em que sua dinamica

é estudada pela equagao de Langevin.
Soma de Variaveis aleatérias

Para um processo estdcastico, como o da equacao de Langevin, temos que
v(t+ At) —o(t) = —(vAt)v(t) + E[AL], (7.1)
sendo & continuo, ()a; = 0 e (£2)a; = T'At. Escrevendo a seguinte indentificagao,
v(t) =v; e v(t + At) = v;4. (7.2)
Obtem-se para a equacdo (4.1) o mapa:
Vip1 = Av; + &1 [At]. SooA=1—~At (7.3)

Adotando (vg) = 0, (vg) = mZ, (&41) = 0, e (§11) = m?, podemos iterar o mapa da

seguinte maneira:

v = )\UO + £1
vy = Avy + & = Nug + A& + &
v3 = Avg + &3 = N + A2 + Ao + &

Up = A" F NI N o N+ & (7.4)

Assim, a funcao caracteristica associada a variavel v, é:

() = 001,2) = oo (-4 0,00, ) (75)
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onde

M? = (©2) = A"m2 4+ N2 Um? e PP e

M2 = A2 m? (14 A2+ (A2 + (2 4+ (A1) |

M? = N"m2 4+ m? ‘T_fj : (7.6)
e
0, (Mpz) = %mgwo (&—me) + Ai(\;r;tl)mzwm ( AT;: mz) + /\2;:[;) m2way ()\AZsz)

+ o4 %mem (Minmz) + %;wm (%z) ) (7.7)
Para yAt < 1, temos:
A=1— At~ e 78 (7.8)

Tomando o limite em que At e muito pequeno (nAt =t — ty), a equagao (A.7) e (A.8) sera

reescrita da seguinte maneira,

1— e27nAt

L+ NI —N)

1 — e2(t=to)

(2 + At (vAL)

M?(t;At) = e 2"3m2 + TAt

M*(t;At) = e 2t 0)m2 L DAt

Logo,

r
<U721> — MQ(t) - e—2v(t—to)m§ + 2_(1 _ e—2v(t—to)) (7.9)

Y

e

e—2’ynAt e—wnAt 6—27(n—1)At e—'y(n—l)At\/f
Qt, 22 At) = ———m? _— T'At v AL
(¢, 2 At) M2(t; Ay 00 (M(t; At)moz) + MR A A\ M A :

e—21(n—2)At e—v(n—Q)At\/f e—2VAt e—'yAt\/f
VA VA
M2(t; At) wm( MEan) V) Tt apg A \ e an VR

1 VT
T 0 an (M(t; At) @z)

(7.11)
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Apéndice B - Métodos Computacionais

Para o desenvolvimento desta tese, construimos um programa em linguagem C que nos
informa as posicoes e velocidades de uma dada particula quando colocada sob interacao com
um gas de particulas langevanianas. Entre os possiveis médodos numéricos, o escolhedo foi
o Rung-Kutta de 4°. Para o caso unidimensional a interacio entre as particulas do gas e a

particula teste é dada por uma forca do tipo:

sgn(x; — Tp)

N —
N |z —xpt|5

2

(7.1)

onde ay é uma constante, z; é a posi¢ao das particulas do gas de langevin (i = 1,2,3,..., N)

e T, ¢ a posicao da particula teste.

Na figura 25 plotamos a série temporal da velocidade, onde observamos a existéncia de
saltos, provocados pela proximidade das particulas do gas com a particula teste. Quanto
mais proximo x,,; estiver de x; maior serd a for¢a de intera¢ao. Uma explicagao fisica para
esse efeito seria que, como usamos um passo de tempo fixo, é impossivel observar as colisao
( momento em que as particulas invertem o sentido da velocidade ), pois as mesmas ocorrem

tao rapido, que s6 conseguimos registrar a proxima velocidade muito tempo depois.

100

50

=50

3 -150

—200

-250

-300

—-350

Figure 25: Série temporal da velocidade, Limite Flutuativo- Renormalizacao K para a = 1,5

Uma maneira de contornar esse problema seria modificar o passo do integrador médiante

a intensidade da forca interagao, no intuito de observamos a colisao. Fizemos isso de duas
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maneira : i) Usando um Rung-Kutta com tolerancia de erro (Runge-Kutta-Fehlberg) i7)
Propomos uma adaptagao no Rung-Kutta de 4°. Nossa modificacio consite em, para um

dado valor inicial de Aty, verificamos a seguinte condicao:

1.0

< Aty. 7.2
P =5 72

Caso seja verdade, entao

1.0
Aty = . 7.3
| l:;hf ’ ( )
Caso contrario

Aty = Aty. (7.4)

Na figura 26 mostramos a série temporal da velocidade para os dois casos apresentados,
Runge-Kutta-Fehlberg (Linha Azul) e Rung-Kutta de 4° adaptado (Linha vermelha). Ob-
servamos que os dois métodos apresentam resultados satifatérios e que podem ser ultilizados

no nosso estudo.

15

— RK4 - dt = 1/|F|
— RK45

10+

Velocidade
o

—10}

=15
0

10 20 30 40 50
Tempo

Figure 26: Série temporal da velocidade: Runge-Kutta-Fehlberg (Linha Azul) e Rung-Kutta
de 4° adaptado (Linha vermelha)



Apéndice C - Programa C
(Runge- Kutta-Fehlberg)

Etapas do Programa:

1) Pagina 82 : Rotina Principal.
2) Pagina 86 : Sub-Rotina - Célculo dos Momentos Estatisticos.
3) Pagina 87: Sub-Rotina - Gerador Gaussiano.
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Rotina Principal

#include <stdio.h>

#include<stdlib.h>

#include<math.h>

#include
#include
#include
#include

#include

<stdlib.h>

<time

.h>

double fx(double t, double x, double y)

{

double fy(double t, double x, double y, double m, int i, double FF, double Fr)

{

}
int main

{

return y;

if (i==0)
{

return 1.0xFF;
}
if (i'=0)
{

return - 2.0xy + 2.0%(1.0/(sqrt(0.0001)))*m - 1.0%Fr;
}
O
int i, j, k,1, N = 100000, Npar=32, Nteste=10;
double m, mi, L=1, ss, Tol = 2%x1E-08;
double delta = 1.0/3.0,AA,FF,Fr;
double *Kix = (doublex*)malloc(Npar*sizeof(double));
double *Kly = (double*)malloc(Npar*sizeof(double));
double *K2x = (doublex*)malloc(Npar*sizeof(double));
double *K2y = (doublex*)malloc(Npar*sizeof (double));
double *K3x = (doublex*)malloc(Npar*sizeof(double));
double *K3y = (double*)malloc(Npar*sizeof(double));
double *K4x = (doublex*)malloc(Npar*sizeof(double));
double *K4y = (doublex*)malloc(Npar*sizeof(double));
double *K5x = (doublex*)malloc(Npar*sizeof(double));
double *K5y = (doublex)malloc(Npar*sizeof (double));
double *K6x = (double*)malloc(Npar*sizeof(double));
double *K6y = (doublex*)malloc(Npar*sizeof(double));
double *t = (doublex)malloc(Npar*sizeof (double));
double *x = (double*)malloc(Npar*sizeof (double));
double *y = (double*)malloc(Npar*sizeof (double));
double *H = (double*)malloc(Npar*sizeof (double));
double *Hmin = (double*)malloc(Nparxsizeof (double));
double *Hmax = (double*)malloc(Nparx*sizeof (double));
double *rx = (doublex)malloc(Npar*sizeof (double));
double *ry = (doublex)malloc(Npar*sizeof (double));
double *Err = (doublex*)malloc(Npar*sizeof(double));
double *S = (doublex)malloc(Npar*sizeof (double));
double #**mm = (double**)malloc(Nteste*sizeof (double*));

for(i=0;i<Nteste;i++)

{

double

mm[i] = (double*)malloc (N*sizeof (double));

**mmm = (double**)malloc(Ntestexsizeof (doublex));

for(i=0;i<Nteste;i++)

{

mmm[i] = (double*)malloc(N*sizeof (double));

79



71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145

//FILE *outputX = fopen("posi o.dat", "u");
//FILE *outputV = fopen("velocidade.dat", "w");

for (1=0;1<Nteste;l++)

{

//L = pow(Npar,3.0/2.0);
//L = pow(Npar,3.0);

srand (time (NULL));
progress_bar ((double)1/Nteste) ;
for(i = 1; i< Npar;i++)

{

ml = (float)rand()/RAND_MAX;

t+[0] = 0.0;
x[0] = 0.0;
y[0l = 0.0;

H[0] = 0.001;
Hmin[0] = H[i]/64.0;
Hmax [0] = H[i]*64.0;

t[i]l = 0.0;
x[i] = 1.0%(2.0*m1 - 1.0);

y[il = 1.0xrandom_gaussian();
H[i]l = 0.001;

Hmin[i] = H[i1/64.0;

Hmax[i] = H[i]1%64.0;

for(j=0;j<N;j++)
{

progress_bar ((double)j/N);

FF=0.0;
double ss = 1.0*sqrt (1.0/Npar);

for( k = 1 ; k < Npar; k++)

{
if (x[k] - x[01< 0)
{
AL = -1.0*ss;
}
if (x[x] - x[0]l>= 0)
{
AA = 1.0x%xss;
}
FF += (double) (1.0%AA/(double) (pow(fabs(x[k]l - x[01),1.0/3.0)));
}
for(i = 0; i< Npar;i++)
{

if (x[i] - x[01< 0)

{

AA = -1.0%ss;
}
if (x[i] - x[0]>= 0)
{

AA = 1.0%ss;
}

Fr = (double) (1.0xAA/(double)pow(fabs (x[i]

- x[0]),1.0/3.0));
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m = 1.0*xrandom_gaussian();

Kix[i] = H[il * £x(t[il,=x[i]l,y[i1);
Kiy[il = H[il * fy(+[il,=x[i],y[il,m,i,FF,Fr);

K2x[i]l = H[i] * £x(t[i] + 0.25 = H[il, x[i]l + 0.25 = Kix[il, y[il + 0.25 * Kiy[il);
K2y [il = H[i]l * £y (t[i]l + 0.25 = H[il, x[i]l + 0.25 = Kix[il, y[il + 0.25 * Kiy[il,m,i,FF,
Fr);

K3x[il = H[i] * £x(t[i] + 3.0*H[il/8.0, x[i]l + 3.0*K1x[i]/32.0 + 9.0*K2x[il/32.0, y[i]l +
3.0%xK1y[i1/32.0 + 9.0xK2y[i1/32.0);

K3y[il = H[il * fy(t[i]l + 3.0%H[i1/8.0, x[il + 3.0*K1x[i]1/32.0 + 9.0%K2x[i]/32.0, y[il +
3.0%K1y[il/32.0 + 9.0*K2y[il/32.0,m,i,FF,Fr);

K4x[i] = H[i] * £x(¢[i] + 12.0%H[i]/13.0, x[i] + 1932.0%K1x[i]1/2197.0 - 7200.0*K2x[i
1/2197.0 + 7296.0%K3x[i1/2197.0, y[il + 1932.0%Kiy[i]1/2197.0 - 7200.0%K2y[i]1/2197.0 +
7296.0%K3y[11/2197.0) ;

Kay[i] = H[i] * £y(t[i] + 12.0%H[i1/13.0, x[i] + 1932.0%K1x[i1/2197.0 - 7200.0%K2x[i
1/2197.0 + 7296.0%K3x[i1/2197.0, y[il + 1932.0xK1y[i]1/2197.0 - 7200.0%K2y[i]1/2197.0 +
7296.0%k3y[1]1/2197.0,m,i,FF,Fr);

K6x[i]l = H[il * £x(t[i]l + H[il, x[i] + 439.0%K1x[il/216.0 - 8.0%K2x[i] + 3680.0%K3x[i

1/513.0 - 845.0%K4x[i1/4104.0,y[i] + 439.0%K1y[i]/216.0 - 8.0%K2y[i]l + 3680.0%K3yl[i
1/513.0 - 845.0%K4y[i]/4104.0);

K6y[il = H[i]l » £y(t[i]l + H[il, =[i] + 439.0%K1x[i]/216.0 - 8.0xK2x[i] + 3680.0%K3x[i
1/513.0 - 845.0%xK4x[i1/4104.0,y[i] + 439.0%K1y[il/216.0 - 8.0%K2y[il + 3680.0*K3yl[i
1/513.0 - 845.0%K4y[i1/4104.0,m,i,FF,Fr);

K6x[i]l = H[i] = £x(¢[i] + 0.5xH[i], x[i]l - 8.0%K1x[i1/27.0 + 2.0%xK2x[i] - 3544.0%K3x[i
1/2565.0 + 1859.0%K4x[i]1/4104.0 - 11.0%Kb6x[i1/40.0, y[il - 8.0%K1y[il/27.0 + 2.0%K2y[
il - 3544.0%K3y[i]/2565.0 + 1859.0%K4y[i]1/4104.0 - 11.0%K5y[i]1/40.0);

K6y [il = H[i]l = £y(¢[i] + 0.5xH[il, x[i]l - 8.0*K1x[i1/27.0 + 2.0%xK2x[i] - 3544.0*K3x[i
1/2565.0 + 1859.0%K4x[i]1/4104.0 - 11.0%K5x[i]1/40.0, y[i]l - 8.0%Kiy[i]/27.0 + 2.0%K2y[
i] - 3544.0%K3y[i]/2565.0 + 1859.0%K4y[il/4104.0 - 11.0%K5y[i1/40.0,m,i,FF, Fr);

rx[i] = fabs( K1x[11/360.0 - 128.0%K3x[i]/4275.0 - 2197.0%*K4x[i]1/75240.0 + K5x[i]/50.0 +
2.0%xK6x[i1/55.0 );
ry[i]l = fabs( Kiy[i1/360.0 - 128.0%K3y[i]/4275.0 - 2197.0%K4y[i]1/75240.0 + K5y[i]/60.0 +

2.0%K6y[i]/55.0 );

Err[i] = sqrt(pow(rx[il],2) + pow(ry[il,2));

if ( Err[i] == 0 )
{
s[i]l = 0;
}
else
{
S[il = 0.84 * sqrt( sqrt(Tol * H[il / Err[il) );
}
if ( (Err[i] < Tol) || (H[il <= 2.0*Hmin[il) )
{
x[i] += 25.0%K1x[i]1/216.0 + 1408.0%K3x[i]/2565.0 + 2197.0%K4x[i1/4104.0 - K5x[i
1/5.0;
if(i'=0 && (x[il - x[0]) > 1.0%L/1.0)
{
x[i] = (x[il- x[0]) - 2.0%L;
}
if ( i1=0 && (x[i]l - x[0]) <= -1.0%L/1.0)
{
x[i]l = (x[i]l - x[0]) + 2.0xL;
}
y[il += 25.0%K1y[i]/216.0 + 1408.0*K3y[i]/2565.0 + 2197.0%*K4y[il/4104.0 - K5y[i
1/5.0;
t[i] += H[il;
}

else
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//fprintf (outputX, "%1f
//fprintf (outputV, "%1f

mm[1]1[j] =

mmm[1][j] =

printf ("/1f\n"

momentos (N, Nteste,

//fclose (outputX);
//fclose (outputV);

free (t);
free (x);
free (y);
free (H);
free (Hmin) ;
free (Hmax) ;
free (rx);
free(ry);
free (Err);
free (S);
free (Kix);
free (Kiy);
free (K2x);
free (K2y);
free (K3x);
free (K3y);
free (K4x);
free (K4y);
free (K5x);
free (K5y) ;
free (K6x);
free (K6y) ;

return 0;

y[ol;

x[0];

mm,

sL)

mmm) ;

if ( (s[il < 0.75) && (H[il > 2.0xHmin[il) )

H[il /=

2.

0;

else if ( (S[il > 1.50) && (2.0 * H[il < Hmax[il) ) H[il x=

goto vaij;

%1f\n",
%1f\n",

t[0],
t[0],

x[0]1);
y[01);

2

.03
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Sub-Rotina - Calculo dos Momentos Estatisticos

// momentos estatisticos

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

void momentos( int n, int Nteste, double **mm, double **mmm)

{
int i,1;
double *mediax = (double*)malloc(n*sizeof(double));
double *mediav = (double*)malloc(n*sizeof (double));
double *var = (double*)malloc(n*sizeof (double));

double *dif = (doublex)malloc(n*sizeof (double));

FILE *curt = fopen( s )
FILE *vari = fopen( B )

for(i=0;i<n;i++)

{
mediax[i] = 0.0;
mediav[i]l = 0.0;
var[i] = 0.0;
dif[i] = 0.0;

}

for(i=1;i<n;i++)

{
for(1=0;1<Nteste;l++)
{
mediax[i] += (double) (mmm[1]1[i]/Nteste);
mediav[i] += (double) (mm[1][i]/Nteste);
¥
for(l=1;1<Nteste;l++)
{
var[i] += (double) (pow(mm[1]1[il- mediav[il],2)/Nteste);
dif [i] += (double) (pow(mmm[1][il- mediax[il],2)/Nteste);
}
fprintf (curt, , ix0.0001, dif[il);
fprintf (vari, , 1ix0.0001, var[il);
¥

fclose (curt);

fclose (vari);

free (mediax);
free (mediav);
free (dif);
free (var);

}
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Sub-Rotina - Gerador Gaussiano

#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <stdio.h>

#include <time.h>

double random_gaussian() {
long £1=0;
double R1, R2, x, y, T;

while (f1 == 0) {
R1 = (double)rand()/RAND_MAX;

R2 = (double)rand()/RAND_MAX;

x = 2.0%R1-1.0;
y = 2.0%R2-1.0;

T = x*¥X+yXy;
if(r > 0.0 && r < 1.0) {

r = x*sqrt(-2.0%log(r)/r);
fl=1;

return r;
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Apéndice D - Programa CUDA-C (RK

Adaptado)

Etapas do Programa:

1) Pagina 89:
2) Pagina 91:
3) Pagina 93:
4) Pagina 94:
5) Pagina 95:
6) Pagina 96:

dades.

Rotina Principal.

Sub-Rotina - Integrador.

Sub-Rotina - Calculo da Forca Resultante.

Sub-Rotina - Célculo da Forca Reacao.

Sub-Rotina - Redugao; Para o calculo das médias das velocidades.

Sub-Rotina - Produto interno; Para o calculo da variancia média das veloci-
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Rotina Principal

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <time.h>
#include <math.h>
#include <iostream>
#include '"cuda-reduce.cu'
#include '"cuda-scalar-product.cu"
#include "
#include
#include

#include

#include
#include <getopt.h>
#include <unistd.h>
#include <curand.h>

#include <curand_kernel.h>

int main(void)
{
long int i,j,tempo=100000, Nteste = 100, part = 20000, blocos = 1000, threads = 512, L=100;
double *dev_x, *dev_v, *dev_v_teste, *dev_med,*dev_var;
double var ,med,m,ml;
double *x = (doublex)malloc(part*Nteste*sizeof (double));
double *v = (double*)malloc(part*Ntestexsizeof (double));
double *v_teste = (doublex)malloc(Ntestexsizeof (double));

FILE *posi= fopen("vla-variancia.dat", "w");

cudaMalloc ((void**) &dev_x, part*Ntestexsizeof (double));
cudaError () ;

cudaMalloc ((void**) &dev_v, part*Nteste*sizeof (double));
cudaError () ;

cudaMalloc ((void**) &dev_v_teste, Nteste*sizeof (double));
cudaError () ;

cudaMalloc ((void**) &dev_med, blocos*sizeof (double));
cudaError () ;

cudaMalloc ((voidx**) &dev_var, sizeof (double));
cudaError () ;

cudaMem () ;
srand (time (NULL));
for(i = 0 ; i < Nteste; i++)
{

x[i*part]l = 0.0;

v[i*part] = 0.0;

for(j = 1 ; j < part; j++)

{
m = (double)rand()/RAND_MAX;
mi = (double)rand()/RAND_MAX;
v[i*part + j] = 1.0*random_gaussian();
x[i*part + jl = 2.0*%m1 - 1.0;
}

cudaMemcpy (dev_x, x, part*Nteste*sizeof (double), cudaMemcpyHostToDevice);
cudaError () ;
cudaMemcpy (dev_v, v, part*Ntestexsizeof (double), cudaMemcpyHostToDevice);

cudaError () ;

for (j = 0 ; j < tempo; j++)

progress_bar ((double) j/tempo);
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advanceSystem<<<blocos,threads,threads*sizeof (double)>>>( L, Nteste, part, dev_x, dev_v, dev_v_teste);

cudaError () ;
cudaMemcpy(v_teste, dev_v_teste, Ntestexsizeof (double), cudaMemcpyDeviceToHost);

cuda_reduce <<<blocos ,threads,threads*sizeof (double)>>>(Nteste, dev_v_teste, dev_med);
cudaError () ;

cudaMemcpy (&med, dev_med, sizeof (double), cudaMemcpyDeviceToHost);

cudaError () ;

med /= Nteste;

cuda_scalar_product<<<blocos,threads,threads*sizeof(double)>>>(Nteste, dev_v_teste, dev_v_teste, dev_var);
cudaError () ;

cudaMemcpy (&var, dev_var, sizeof(double), cudaMemcpyDeviceToHost);

cudaError () ;

var /= Nteste;

var -= med*med;

fprintf (posi,"%f %f\n", j*1.0,var);

progress_bar(1.0);

fclose (posi);

free(x);

free(v);

free(v_teste);

cudaFree (dev_x);

cudaFree (dev_v);

cudaFree (dev_med);

cudaFree (dev_var);

cudaFree (dev_v_teste);

return 0;
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Sub-rotina - Integrador

#include
#include
#include
#include
#include
#include
#include
#include
#include
#include

#include

__device

<stdio.h>
<assert.h>

<cuda.h>

<getopt.h>
<unistd.h>
<time.h>
<curand.h>
<curand_kernel.h>

<iostream>

__ double fx(double v)

return v;

double *v_teste)

}
__device__ double fv(int j, double m, double dt, double v, double FR, double Fr)
if(j==0)
{
return 1.0%(FR);
}
else
{
return -2.0%v + sqrt(4.0)*(sqrt(dt)/dt)*m - 1.0x(Fr);
}
}
__global__ void advanceSystem( int L, int Nteste, int N, double *x, double *v,
{
extern __shared__ double shMem[];

int j=threadIdx.x, tid = blockIdx.x;
double kix,kilv,k2x,k2v,k3x,k3v,ké4x,kd4v ,m,m1,FR,Fr;
double dt = 0.0001;

curandState state;

curand_init (clock64(), j+tid*blockDim.x, 0, &state);

while (tid<Nteste)

{

fresult ( Nteste, N, &FR, &x[tid*N], shMem);

if (threadIdx.x == 0)
{
v_teste[tid] = x[tidxN];
}
__syncthreads ();

while (j<N)

{
i£(j t= 0)
{
fre(N, Nteste, &Fr, x[tid*N+jl, x[tid*N]1);
¥
__syncthreads () ;
ml = curand_uniform(&state);

if( m1 <= 0.5)

{

m = -1.0;
¥
if( m1 > 0.5)
{

m=1.0;
T
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kix=dt*fx (v[tid*N+jl);
kiv=dt*fv(j,m,dt,v[tid*N+j]l,FR,Fr);

k2x=dt*fx (v[tid*N+jl+kiv/2.0);
k2v=dt*fv(j,m,dt,v[tid*N+j]+k1v/2.0,FR,Fr);

k3x=dt*fx (v[tid*N+j1+k2v/2.0);
k3v=dt*fv(j,m,dt,v[tid*N+j]+k2v/2.0,FR,Fr);

k4x=dt*fx (v[tid*xN+j1+k3v);
k4v=dt*fv(j,m,dt,v[tid*N+j]1+k3v,FR,Fr);

x[tid*N+j1+=(1.0/6.0) *x(kix + 2.0%k2x + 2.0%k3x + kéx);

if(i'=0 && ((x[tid*N+j] - (x[tid*N+0]) > 1.0%L/1.0)

{

(x[tid*N+j] = ((x[tid*N+jl- (x[tid*N+0]) - 2.0xL;
}
if( i1=0 && ((x[tid*N+j] - (x[tid*N+0]) <= -1.0%L/1.0)
{

(x[tid*N+j] = ((x[tid*N+j] - (x[tid*N+0]) + 2.0xL;
}

vItid*N+j1+=(1.0/6.0) *(kilv + 2.0*k2v + 2.0%k3v + k4v);

j += blockDim.x;
}
syncthreads () ;

tid += gridDim.x;
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Calculo da Forca Resultante

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
__device__ void fresult( int Nteste, int N, double *F,
int i, I;
double AA,ss;
shMem[threadIdx.x] = 0.0;
//ss = pow(1.0/N, 1.0/2.0); Flutuativo
ss = 1.0/N; // Vlasov

i=threadIdx.x;

while (i<N && i!'=0)

double x[],

double shMeml[])

shMem[threadIdx.x] += (double) (AA/pow(fabs(x[i]l - x[0]),1.0/3.0));

{
if (x[i] - x[0]< 0)
{
AA = -ss;
}
if (x[i] - x[0]>= 0)
{
AA = ss;
}
i += blockDim.x;
}

__syncthreads () ;

i = threadIdx.x;
I = blockDim.x/2;

while (I !'= 0)
{
if (i < I)
{

shMem[i] += shMem[I + il;
i
syncthreads () ;

*F = shMem[0];
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Calculo da Forga Reacao

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

__device__ void fre(int N, int Nteste, double *Fr, double x, double
double AA,ss;

//ss = sqrt(1.0/N); Flutuativo
ss = 1.0/N; // Vlasov

if(x - x0 < 0)

{
AA = - ss3;
}
if(x - x0 >= 0)
{
AA = ss;
}

*Fr = (double) (AA/pow(fabs(x - x0),1.0/3.0));

x0)
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Reducao; Para o calculo da médias das velocidades.

1 #include <stdio.h>

2 #include <stdlib.h>

3 #include <math.h>

4 #include <time.h>

5 #include <curand.h>

6 #include <curand_kernel.h>

7 #include <iostream>

8

9 __device__ void cuda_atomicAdd_reduce (double *address, double val) {
10 double assumed,old=*address;

11

12 do {

13 assumed=old;

14 old= __longlong_as_double(atomicCAS ((unsigned long long intx)address,
15 __double_as_longlong(assumed),
16 __double_as_longlong (val+assumed)));
17 }while (assumed != o0ld);

18 3

19

20 __global__ void cuda_reduce(long N, double x[], double *out) {

21 extern __shared__ double sdatall;

22 long int I, index;

23

24 sdata[threadIdx.x] = 0.0;

25

26 index = threadIdx.x + blockIdx.x*blockDim.x;

27 if (index == 0)

28 *out = 0.0;

29 while (index < N) {

30 sdatal[threadIdx.x] += x[index];

31 index += blockDim.x * gridDim.x;

32 }

33 __syncthreads();

34

35 for (I=blockDim.x/2;I>0;I>>=1) {

36 if (threadIdx.x < I)

37 sdata[threadIdx.x] += sdatal[threadIdx.x + I];
38 __syncthreads();

39 ¥

40 __syncthreads ();

41 if (threadIdx.x == 0)

42 cuda_atomicAdd_reduce (out,sdatal[0]);

43 )
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Produto interno; Para o cilculo da varidncia média das velocidades

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include <time.h>

#include <curand.h>
#include <curand_kernel.h>

#include <iostream>

__device__ void cuda_atomicAdd_scalar (double *address, double val) {

double assumed,old=*address;

do {
assumed=o0ld;
old= __longlong_as_double(atomicCAS ((unsigned long long intx)address,
__double_as_longlong(assumed),
__double_as_longlong (val+assumed)));
}while (assumed != o0ld);

__global__ void cuda_scalar_product(long N, double x[], double y[], double *out) {

extern __shared__ double sdatall;

long int I, index;

sdata[threadIdx.x] = 0.0;

index = threadIdx.x + blockIdx.x*blockDim.x;

if (index == 0)
*out = 0.0;

while (index < N) {
sdatalthreadIdx.x] += x[index]*y[index];
index += blockDim.x * gridDim.x;

}

__syncthreads();

for (I=blockDim.x/2;I>0;I>>=1) {
if (threadIdx.x < I)
sdata[threadIdx.x] += sdatal[threadIdx.x + I];
__syncthreads();
¥
__syncthreads ();
if (threadIdx.x == 0)

cuda_atomicAdd_scalar (out,sdatal[0]);
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Apéndice E - Limites de Viasov e

Flutuativo e a Funcao Caracteristica

7.1 Sem Renormalizacao

Para uma primeira analise, consideramos o caso sem renormalizacao na constante da
forca, ou seja, ay = 1,0. Quando alteramos o ntmero de particula no gas de Langevin
a distribuicdo associada a série temporal da forca resultante preserva o perfil gaussiano,
independente do niimero de particula, mas o desvio padrao da funcao caracteristica diminui
quanto maior for o nimero de particula no gas, como observado na figura 27, onde plotamos
as respectivas funcoes caracteriticas para um gés com N = 500, 1000 e 5000 particulas para

diferente valores de a.
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Figure 27: Funcao caracteristica para um gas com N = 500, 1000 e 5000 particulas. Observa-
se que quanto maior o nimero de particulas no gis, menor o desvio padrdao da funcao

caracteristica.

A seguir mostramos as simulacdes computacionais da funcao caracteristica usando o
Limite de Vlasov - Renormalizacao K, Limite Flutuativo - Renormalizacao K, Limite de

Vlasov.

7.2 Limite de Vlasov

No limite de Vlasov em que consideramos o tamanho do sistema fixa a funcao carac-
teristica preserva o perfil gaussiano para os casos em que o > 2,0. J& quando alteramos o
numero de particula no gas de Langevin o desvio padrao da funcao caracteristica aumenta
quanto maior for o nimero de particula no gas, como observado na figura 28 (a) o = oo e
figura 28 (b) a = 3,0, onde plotamos as respectivas fungoes caracteriticas para um gas com
N = 500, 1000 e 5000 particulas.
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Figure 28: (a) o = 0o (b) o = 3.0; Fungdo caracteristica para um gas com N = 500, 1000 e
5000 particulas. Observa-se que quanto maior o nimero de particulas no gas maior o desvio

padrao da funcao caracteristica

Para o = 1,5 a funcao caracteristica associada a série temporal da forca resultante é
dada por uma distribuigao Lévy-estavel, como observado na figura 29. J4 o desvio padrao

da funcao caracteristica aumenta com o nimero de particula no gés.
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-0.2 L L L L L
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Figure 29: (a) a = 1.5; Funcao caracteristica para um gas com N = 500, 1000 e 5000

particulas.

7.3 Limite de Forca Flutuativa - Renormalizacao K

No Limite de For¢a Flutuativa - Renormalizacao K a funcao caracteristica preserva o

perfil gaussiano para o > 2,0, figura 30. Ja quando alteramos o niimero de particula no gés
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de Langevin o desvio padrao da funcao caracteristica se mantém constante, como observado

na figura 30 (a) «

oo e figura 30 (b) o = 3,0, onde plotamos as respectivas fungoes

caracteriticas para um gas com N = 500, 1000 e 5000 particulas.
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Figure 30: (a) a = oo (b) a = 3,0; Fungao caracteristica para um gas com N = 500, 1000 e

5000 particulas.

Quando o < 2,0 a funcao caracteristica associada a série temporal da forca resultante
é dada por uma distribuicao Lévy-estavel. J& o desvio padrao da funcao caracteristica se

mantém constante, como observado na figura 31 (a) o = 1,5 e figura 31 (b) a =0, 5.
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Figure 31: (a) a = 1,5 (b) a = 0.5; Funcao caracteristica para um gas com N = 500, 1000
e 5000 particulas. Observa-se que quanto maior o nimero de particulas no gas mantem-se o

desvio padrao da funcao caracteristica
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7.4 Limite de Forca Flutuativa - Renormalizacao L

No Limite de For¢a Flutuativa - Renormalizacao L, equacao (?7), quando alteramos o
nimero de particula no gas de Langevin o desvio padrao da funcao caracteristica se mantém
constante, como observado na figura 32, onde plotamos a fun¢oes caracteriticas para um gas
com N = 500, 1000 e 5000 particulas.
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Figure 32: a = 3.0; Funcao caracteristica para um gas com N = 500, 1000 e 5000 particulas.

O Limite Flutuativo - Renormalizagdo L compreendido entre 0 < o < 2, equagao (?7),
implica exatamente no limite termodinamico onde Ly — oo quando N — oo e arazao Ly /N
se mantém constante. A funcao caracteristica associada a série temporal da forca resultante
é dada por uma distribuicao Lévy-estavel. J& o desvio padrao da funcao caracteristica se

mantém constante, como observado na figura 33 (a) o = 1,5 e figura 33 (b) a =0, 5.
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Figure 33: (a) a = 1,5 (b) a = 0.5; Funcao caracteristica para um gas com N = 500, 1000

e 5000 particulas.



1]

2]

3]
4]
[5]

[6]
17l

18]

19]

[10]

[11]

[12]

99

Referéncias

R. BROWN. A brief account of microscopical observations made in the months on
June, july and august, 1827, on the particles contained in the pollen of plants; and on

the general existence of active molecules in organic and inorganic bodies. Phil. Mag.,

4:161, 1828.

A. EINSTEIN. Investigations on the Theory of the Brownian Movement. New York:
Dover Publications Inc., 1985.

KARL PEARSON, The problem of the random walk, Nature, 72, 294, (1905)
H. RISKEN, The Fokker-Planck Equations, (Springer, 1996)

P. LANGEVIN. Sur la théorie du mouvement brownien, Comptes Rendues Acad. Sci.
Paris, 146:530, 1908.

S.K. Ma, World Scientific, Singapore, Statistical Mechanics, 1985.

P. LEVY. Théorie des erreurs. la loi de Gauss et les lois excepctionnelles. Bulletin de

la Société Mathématique de France, 52:49—85, 1924.

A. FIGUEIREDO, I. GLERIA, R. MATSUSHITA, and S. SILVA. Autocorrelation as a
source of truncated lévy flights in foreign exchange rates. Physica A, 323:601-625, 2003.

A. FIGUEIREDO , A. POLITO, L. SILVA , F. PRUDENTE, T. MARCIANO. The
characteristic function method applied to molecular dynamics of inelastic granular gases.

Physica. A (Print), Artigo Publicado - JCR v. 373, p. 392-416, n. 2007.

A. FIGUEIREDO, M. T. CASTRO, R. C. B. DA FONSECA, and I. GLERIA. Diffu-
sion Equations and the Time Evolution of Foreign Exchange Rates. Physics Letters A,
377:1571-1581, 2013.

J.P. BOUCHAD e A. GEORGES, Phys. Rep. 195, 127 (1990)

S.C. VENKATARAMANI, T.M. ANTONSER Jr. Lévy flights in fluid flows with no
Kolmogorov—-Arnold—Moser surfaces Phys. Rev. Lett., 78 (20) (1997), p. 3864



[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

20]

21

22]

23]

[24]

100

T. SOLOMON, E.R. WEEKS. Observation of anomalous diffusion and Lévy flights in
a two-dimensional rotating flow Phys. Rev. Lett., 71 (24) (1993), p. 3975

M. SCMIDT, F. SAGUES, 1. SOKOLOV. Mesoscopic description of reactions for
anomalous diffusion: a case study J. Phys.: Condens. Matter., 19 (6) (2007), Arti-
cle 065118

I. GOLDING, E.C. COX. Physical nature of bacterial cytoplasm Phys. Rev. Lett., 96
(9) (2006), Article 098102

A. GRANELI, C.C. YEYKAL, R.B. ROBERTSON, E.C. GREENE. Long-distance lat-
eral diffusion of human Rad51 on double-stranded DNA Proc. Natl. Acad. Sci. USA,
103 (5) (2006), pp. 1221-1226.

J. H. JEON and R. METZLER. Environmental context explains lévy and brownian

movement patterns of marine predators. Nature, 465, 2010.

Y. SAGI, M. BROOK, I. ALMOG, and N. DAVIDSON. Observation of anomalous
diffusion and fractional self-similarity in one dimension. Phys. Rev. Lett., 108(093002),
2012.

F. BARDOU, J. BOUCHAUD, A. ASPECT. Lévy statistics and laser cooling. Phys.
Rev. Lett., 108 (093002), 2002.

A. CAMPA, T. DAUXOIS, S. RUFFO. Statistical mechanics and dynamics of solvable
models with long-range interactions. Physics Reports 480, 57-159, 2009.

S. GENNADY. Long range dependence in hevy tailed stochastic processes. Stochastic
Systems Vol. 1, No. 3 (2006) 163-257.

MOLINA-GARCIA. Crossover from anomalous to normal diffusion: truncated power-

law noise correlations and applications to dynamics in lipid bilayers. 2018 New J. Phys.

P. Lévy, Théorie des erreurs. La loi de Gauss et les lois exceptionalles, Bull. Soc. Math.
France, t. LII, 49-85 (1922). In: D. Dugué, Oeuvres de Paul Lévy, Eléments Aléatoires,
Vol. 3, Gauthiers-Villars (Paris, 1976).

P. Lévy, Sur les lois stables em calcul des probabilités, C. Acad.R. Sc. 176, 1284-1286
(1923). In: D. Dugué, Qeuvres de Paul Lévy, Eléments Aléatoires, Vol. 3, Gauthiers-
Villars (Paris, 1976).



[25]

[26]

27]

28]

[29]

[30]

[31]

32]

33]

[34]

[35]

[36]
37]
38

[39]

101

P. Lévy, Integrales a eléments aléatoires indépendants et lois stables d n variables, C.
R. Acad. Sc. 202, 543-545 (1936). In: D. Dugué, Oeuvres de Paul Lévy, Eléments
Aléatoires, Vol. 3, Gauthiers-Villars (Paris, 1976).

P. Lévy, Théorie de I’Addition des Variables Aléatoires, 2nd Ed., Gauthiers-Villars
(Paris, 1954).

B. Gnedenko and A. Kolmogorov, Limit Distributions for Sums of Independent Random
Variables, Revised Edition, Addison-Wesley (1968).

E. Rvaceva, On domains of attraction of multidimensional distributions, Select. Transl.

Math. Stat. Prob. 2, American Math. Soc., 183-205 (Rhode Island, 1962).

W. Feller, An introduction to Probability Theory and Its Applications, Vol. 2, 2nd Ed.,
Wiley (New York, 1971).

A. Balkema, Monotone transformations and limit laws, Mathematical Centre Tracts 45,

Mathematisch Centrum (Amsterdam, 1973).

A generalizacao deste formalismo de varidveis aleatorias reais para vetores aleatorios foi

sugerido por Lévy em uma pequena carta em 1936 (veja [25]).

M. Hahn and M. Klass, The generalized domain of attraction of spherically symmetric
stable laws on ¢, Probability theory on vector spaces, Lecture Notes in Math. 828, 52-81,
Springer (Berlin, 1980).

M. Meerschaert, Regular Variation and domains of attraction in *, Stat. Probab. Lett.
4, 43-45 (1986).

M. Meerschaert, Regular Variation in * | Proc. Amer. Math. Soc. 102, 341-348 (1988).

M. Meerschaert, Norming operators for generalized domains of atrraction, J. Theoret.

Probab. 7, 793-798 (1994).

A. A. Antonov, Vest. Leningr. Gos. Univ. 7, 135 (1962).
D. Lynden-Bell, R. Wood, MNRAS 138, 495 (1969).

S. Chandrasekhar, Rev. Mod. Phys. 15, 1 (1943).

P.H. Chavanis, Statistics of the gravitational force in various dimensions of space: from

Gaussian to Lévy laws, Eur. Phys. J. B 70, 413-433 (2009).



[40]

[41]

[42]

[43]

[44]
[45]
[46]

[47]

48]

[49]
[50]

[51]

[52]

102

A. Figueiredo; T. M. da Rocka Filho, T. M. ; M. A. Amato. Distribution probability
of force for a physical system of random particles. Journal of Mathematical Physics, v.
60, p. 073301, 2019.

N. G. VAN KAMPEN. Stochastic processes in physics and chemistry. North-Holland,
Amsterdan, 1990.

J. MOYAL. Stochastic processes and statistical physics. Journal of Royal Statistical
Society. Series B (Methodological), 11:150-210, 1949.

N. VAN KAMPEN. Stochastic processes in physics and chemistry. North-Holland, Am-
sterdan, 1990.

H. RISKEN. The Fokker-Planck Equation. Springer-Verlag, 1984.
B. V. GNEDENKO. A Teoria da Probabilidade. Ciéncia Moderna, 2008.
B. JAMES. Probabilidade: um curso em nivel intermediario. impa, 1981.

H. E. HURST, R. P. BLACK e Y. M. SIMAIKA, Long-Term Storage: An Experimental
Study, (Constable, London, 1965)

R. PICCIOTTO, H. L. STORMER, K. W. BALDWIN, K. W. WEST, Four- terminal

resistance of a ballistic quantum wire, Nature, 411, 51 (2001).
C. T. WHITE, R. N. TODOROV, Nanotubes go ballistic, 411, 649 (2001).
WILLIAM H. PRESS; Numerical recipes in C: the art of scientific computing — 2nd ed.

A. ISAMIC A, B. SHAHRE-REY; Step variable numerical orbit integration of a low
earth orbiting satellite; Journal of the Farth Space Physics. Vol. 31, No. 1, 2005, P.
1-12.

G. Samorodnitsky and M. Taqqu, Stable non-gaussian random process, Chapman &
Hall (New York, 1994).



