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Resumo

O uso de distribui¢des de probabilidade continuas tem sido difundido em problemas com na-
tureza puramente discreta. Em geral, essas distribuicdes nido sdo apropriadas nesse cendrio.
Neste trabalho, € introduzida uma classe de distribui¢cdes de probabilidade discretas baseada
na familia de distribui¢des log-simétricas continuas, incluindo como casos especiais as seguin-
tes as distribui¢des discretas: log-normal, log-t-Student, log-exponencial-poténcia, log-normal-
contaminada, Birnbaum-Saunders e Birnbaum-Saunders-¢ estendidas, entre outras. Algumas
propriedades sdo discutidas, assim como a estimagao pelo método da maxima verossimilhanca.
No contexto de modelos regressdo, as varidveis explicativas sdo incluidas no parametro de es-
cala )\, interpretado diretamente como a mediana no caso continuo. Estudos de simulacdo de
Monte Carlo sdo realizados para avaliar o desempenho dos estimadores dos modelos propostos
com e sem covaridveis, e na auséncia e na presenca de censura (10% e 30%). Trés conjuntos de
dados reais, incluindo um com observagdes censuradas, sdo usados para ilustrar a metodologia
proposta. Em geral, as distribui¢cdes log-simétricas discretas propostas mostraram-se capazes

de ajustar bem os conjuntos de dados considerados.

Palavras-chave: Distribui¢cdes discretas, andlise de sobrevivéncia, método da maxima verossi-

milhanca, simulacdes de Monte Carlo, software R.
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Abstract

The use of continuous probability distributions has been widespread in problems with a pu-
rely discrete nature. In general, these distributions are not appropriate in this scenario. In
this paper, a class of discrete probability distributions based on continuous log-symmetric dis-
tributions is introduced, including as special cases the following discrete distributions: log-
normal, log-Student-¢, log-power-exponential, log-contaminated-normal, extended Birnbaum-
Saunders, and extended Birnbaum-Saunders-¢, among others. Some properties are discussed,
as well as the estimation by the maximum likelihood method. In the context of regression mo-
dels, covariates are included in the scale parameter )\, interpreted directly as the median in the
continuous case. Monte Carlo simulation studies are carried out to evaluate the performance of
the estimators of the proposed models both with and without covariates, and in both the absence
and presence of censoring (10% and 30%). Three real-world data sets, including one with cen-
sored observations, are used to illustrate the proposed methodology. In general, the proposed

discrete log-symmetric distributions provided good adjustments to the data sets considered.

Keywords: Discrete distributions, survival analysis, maximum likelithood method, Monte Carlo

simulations, R software.
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Capitulo 1

Introducao

As distribui¢des discretas sdo caracterizadas por assumirem valores em conjunto enumera-
vel, mas nao necessariamente finito. Formalmente, diz-se que X tem uma distribui¢do discreta
ou que X € uma varidvel aleatéria discreta se X pode assumir um nimero £ finito de dife-
rentes valores x1, ..., £x ou, no maximo, uma sequéncia infinita de diferentes valores z1, zo, ...
(DEGROOT e SCHERVISH, 2012).

As distribuicdes de probabilidade mais conhecidas que sdo utilizadas para modelar dados
discretos sdo Bernoulli, binomial, hipergeométrica, Poisson, geométrica, binomial negativa,
entre outras. Seguindo Bakouch et al. (2014), essas distribui¢des discretas tradicionais t€m
aplicabilidade limitada. A vista disso, foram desenvolvidas outras distribuicdes baseadas em
distribui¢des continuas utilizando alguma metodologia de discretizagdo. Dentre essas distri-
bui¢cdes pode-se destacar a distribui¢cdo normal discreta (Lisman e Van Zuylen (1972); Kemp
(1997); Liang (1999); e Szablowski (2001)); a distribui¢do exponencial discreta (Sato et al.,
1999); a distribuicdo gama discreta (Sato et al., 1999) e varias outras distribui¢cdes (ver CHA-
KRABORTY, 2015).

Por outro lado, quando uma varidvel aleatéria X pode receber qualquer valor dentro de um
determinado intervalo, diz-se que essa varidvel é continua. Na defini¢do de Meyer (2015), X

¢ uma varidvel aleatdria continua se existir uma fun¢do f, denominada funcido densidade de

1



cap. 1. Introdugdo

probabilidade (FDP), tal que f(z) > 0 para todo z; a integral em todo o espaco dessa fungdo
é 1, isto é, ffooo f(z)dz = 1; e para a e b pertencentes aos reais (a < b), P(a < X < b) =
I f(@)da.

A distribui¢do normal € uma das distribui¢des mais importantes dentre as distribuicdes con-
tinuas por ser capaz de modelar muitos fendmenos aleatorios. Pode ser usada para aproximar
probabilidades de outras distribui¢des, inclusive de distribuicdes discretas, por exemplo, a dis-
tribuicdo binomial. Outras distribui¢des continuas de destaque sdo a exponencial, beta, beta
generalizada, gama, gama-inversa, exponencial poténcia, ¢t de Student, etc. As distribui¢des
normal, ¢ de Student e exponencial poténcia pertencem a classe de distribui¢des simétricas.

A classe de distribui¢des simétricas se caracteriza pela simetria em torno do parametro de
posicao no gréafico da funcdo densidade de probabilidade. Essa classe contém distribuicdes com
caudas mais leves e mais pesadas em comparagdo com a distribuicdo normal. Para dados sime-
tricamente distribuidos e com observagdes atipicas a distribuido ¢ de Student é mais indicada do
que a normal, porque apresenta caudas mais pesadas. Aplicacdes de distribui¢des simétricas em
diversas areas sao encontradas em Chmielewski (1981). Pode-se destacar outra classe de distri-
buigdes presente na literatura cujo suporte varia no intervalo (0, 00) e deriva das distribui¢des
simétricas, a classe de distribui¢des log-simétricas.

A classe de distribui¢des log-simétricas continuas € caracterizada por distribui¢des assi-
métricas e estritamente positivas, sendo obtida de distribui¢des simétricas por meio de uma
transformacao exponencial. Distribui¢Oes pertencentes a essa classe sio comumente utilizadas
para modelar dados de sobrevivéncia (ou confiabilidade). As principais distribui¢des que per-
tencem a essa classe sdo a log-normal, log-¢-Student, log-hiperbdlica, log-slash, log-normal-
contaminada, log-exponencial-poténcia, Birnbaum-Saunders estendida, Birnbaum-Saunders-¢
estendida, entre outras. Uma distribuicao log-simétrica apresenta duas propriedades interessan-
tes: € fechada sob mudanga de escala e também sob reciprocidade (PUIG, 2008). Isso quer dizer
que, se uma varidvel aleatéria Y segue uma distribui¢do pertencente a classe de distribuicdes

log-simétricas, entdo, para qualquer constante ¢ > 0, ¢Y e 1/Y seguirdo a mesma distribui¢do

2
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de Y (VANEGAS e PAULA, 2017).

Em geral, o uso de distribuicdes de probabilidade continuas, e aqui sdo inseridas as dis-
tribuicdes log-simétricas continuas, tem sido difundido em problemas com natureza discreta.
Além disso, em muitas situagdes reais a obten¢do de dados de uma distribui¢do continua nao
€ apropriada. Seguindo Chakraborty (2015), quase sempre os dados observados sdo de natu-
reza discreta e, mesmo em casos em que as medicdes forem feitas em uma escala continua, o
registro das observacgdes pode ser feito de maneira a tornar o modelo discreto mais apropriado.
Em anélise de confiabilidade, por exemplo, a utilizacdo da distribui¢do Birnbaum-Saunders es-
tendida para modelar o nimero de ciclos que um equipamento leva para falhar pode ndo ser
adequado, porque o nimero de ciclos resulta de uma contagem. Além disso, o suporte das
distribui¢cdes log-simétricas continuas ndo contém o zero. Com a finalidade de tornar o modelo
mais adequado para a modelagem de dados com essa natureza, foram propostos alguns métodos
de discretizacdo de distribuicdes continuas.

Muitas metodologias para a obtencdo de uma distribuicao discreta a partir de uma distribui-
¢do continua foram propostas na literatura. Stein e Dattero (1984) propuseram a discretizagao
usando a funcdo de risco. Nakagawa e Osaki (1975) propuseram um método de discretizagao
que se baseia na fun¢do de sobrevivéncia. Roy e Dasgupta (2001) se basearam na funcao de dis-
tribuicdo acumulada para obtencao de distribuicdes discretas. Esses métodos de discretizagao,
e outros mais, foram recetemente abordados por Chakraborty (2015).

A distribuicdo Weibull foi uma das primeiras no rol de distribui¢des continuas a passar por
um processo de discretizacdo. Nakagawa e Osaki (1975) propuseram a distribuicdo Weibull
discreta para modelagem de tempos de falha. Posteriormente, alguns autores estudaram as
propridedades dessa distribuicdo, tais como Roy (2002), Murthy, Xie e Jiang (2004), Almalki
e Nadarajah (2014), Brunello e Nakano (2015) e, mais recentemente, Vila, Nakano e Saulo
(2019).

Nesse contexto, apesar da extensa aplicabilidade dos modelos log-simétricos continuos, o

uso deles em dados de natureza discreta pode nao ser adequado. Partindo desse pressuposto, o

3
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objetivo deste trabalho € apresentar uma classe de distribui¢cdes log-simétricas discretas, abor-
dando algumas de suas propriedades, bem como sua aplicacdo a dados reais. As distribui-
¢oes log-simétricas discretas consideradas neste trabalho sdo: log-normal, log-t-Student, log-
normal-contaminada, log-exponencial-poténcia, Birnbaum-Saunders-¢ estendida e Birnbaum-
Saunders estendida.

A relevancia dessa classe discreta de distribuides se da para evitar que as distribui¢des log-
simétricas continuas sejam utilizadas em dados discretos ou discretizados. A discretizacao de
distribui¢des € interessante, porque preserva uma mais caracteristicas importantes presentes
nas distribui¢des continuas. Além disso, em um processo de contagem, comumente o zero estd
presente no conjunto de dados e o uso de distribui¢cdes da classe log-simétrica continua pode ndao
ser adequado por excluir o zero do seu suporte. Portanto, este trabalho contribui para aplica¢des
em dados discretos preservando pelo menos um atributo da classe continua e inserindo o zero
no suporte.

Este trabalho estd segmentado em cinco capitulos, iniciados por esta introdugdo. No Ca-
pitulo 2 sdo introduzidos alguns conceitos em andlise de sobrevivéncia, além da apresenta-
¢do das distribui¢des simétricas continuas estudadas por Cysneiros, Paula e Galea (2005) e
log-simétricas continuas abordadas recentemente por Vanegas e Paula (2016). O Capitulo 3
¢ referente as distribui¢des log-simétricas discretas, onde sao apresentados alguns conceitos,
propriedades e relagdes com as distribuicdes log-simétricas continuas. Nesse capitulo também
¢ feito um estudo de simulacdo para avaliar os estimadores de verossimilhanga dos modelos e
aplicacdes com dados reais. No Capitulo 4, sdo estudados os modelos de regressao baseados
nas distribugdes discretas propostas, e sdo avaliados seus respectivos estimadores de maxima
verossimilhanca para os parametros, além de aplicacdes a dados reais. No Capitulo 5 estdao

dispostas as consideracdes finais, além de sugestdes para pesquisas futuras.




Capitulo 2

Conceitos e definicoes basicas

Este capitulo trata de algumas definicdes em andlise de sobrevivéncia, traz a defini¢do de
distribui¢do log-simétrica continua e algumas de suas propriedades. Além disso, sdo apresenta-

dos os critérios adotados para escolha dos modelos.

2.1 Analise de Sobrevivéncia

A andlise de sobrevivéncia € definida por um conjunto de técnicas que tem como intuito
analisar o tempo até a ocorréncia de determinado evento, definido como falha. Essa falha pode
ser, por exemplo, o tempo decorrido entre o diagndstico de uma doenga e a morte do paciente,
o nimero de semanas que um equipamento leva até apresentar um defeito, etc. Conforme Colo-
simo e Giolo (2006), os elementos compostos pelo tempo inicial, escala de medida e evento de
interesse integram o tempo de falha e devem ser nitidamente definidos. Para o tempo de inicio
do estudo deve ser utilizado o mesmo critério para todas as observacdes e 0 acompanhamento
dessas observagdes pode ser iniciado em tempos distintos. A escala de medida frequentemente
utilizada é o tempo cronolégico, mas hd outras alternativas como, por exemplo, em testes de
engenharia em que as escalas de medida sdo definidas como o nimero de ciclos até falha de

um equipamento, o nimero de quildmetros que um automdvel percorreu ou outra medida se-
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melhante. O evento de interesse (falha) é bem compreensivel em certas situagdes, por exemplo,
a morte de um paciente apos o diagnostico de um cancer. Porém, em alguns casos, a falha deve
ser expressamente definida, por exemplo, se o evento de interesse € o tempo até a falha de um
computador, € necessdrio explicitar o que serd considerado como falha, se € a queima de algum

equipamento, um defeito em algum software, etc.

2.1.1 Funcao de sobrevivéncia

Uma fung@o de sobrevivéncia, S(x), é definida como a probabilidade de ndo ocorrer falha
até o tempo x. Essa funcdo € mondtona ndo crescente e, quando a varidvel X € continua,
S(0) = 1elim, , S(z) = 0, ou seja, € certo que ndo ird ocorrer falha no tempo X = 0 e que a
probabilidade de sobreviver por um periodo muito longo de tempo € 0. A equagdo que descreve

a fun¢do de sobrevivéncia é dada por:

Sx)=P(X>z)=1—F(z), ©>0. (2.1)

Quando X ¢ uma varidvel aleatéria discreta, assumindo os valores x;,7 = 1,2,3, ..., com
func¢do massa de probabilidade p(z;) = P(X = z;), onde 1 < x5 - - -, a fun¢do de sobrevivén-

cia é dada por (KLEIN e MOESCHBERGER, 1997):

S(z)=P(X >12) =Y pla:). (2.2)

xTi>T

2.1.2 Funcao de risco

A funcio de risco, ou funcdo taxa de falha condicional, representa o risco instantaneo de
uma observagdo experimentar o evento de interesse num intervalo entre x e = 4 € (¢ — 0),
x > 0, considerando que essa observacdo sobreviveu até esse instante. Se X € uma varidvel

aleatdria continua, a funcao de risco € expressa por:

6
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Plx < X X >
hz) = lim LEEX <zreX=2)  Jl@) 2.3)
e—0 € S(m)
onde f(z)e S(x) representam a fungdo densidade de probabilidade e a fungao de sobrevivéncia

de X, respectivamente.

A funcio de risco, quando X € uma varidvel aleatora discreta, € dada por (KLEIN e MO-

ESCHBERGER, 1997):

h(z;) = P(X = 2 X > 2;) = % i=1,2 .. (2.4)

em que S(z9) = 1. Como P(X = z;) = S(x;—1) — S(x;), a equagdo 2.4 pode ser reescrita

como:

h(z;) = L =12, (2.5)

2.1.3 Vida média residual

Outra fun¢do de grande interesse na andlise de sobrevivéncia € a vida média residual, que
representa o tempo restante que uma observagao pode viver, em média, sabendo que essa ob-
servagdo sobreviveu até o tempo x. Matematicamente, a vida média residual € expressa pela

férmula:

Lo =EX —z|X > 1), 2 >0, (2.6)

onde percebe-se que, quando x assume o valor 0, a vida residual média € a esperanca de X, ou

seja, Ly = F(X).
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2.1.4 Censura

Em andlise de sobrevivéncia sdo frequentes os casos em que o tempo € observado parci-
almente, isto é, o evento de interesse ndo ocorre durante o estudo. Essa intermissdo no mo-
nitoramento do tempo até a falha é denominada censura. De acordo com Colosimo e Giolo
(2006), as observagdes censuradas fornecem informagdes tteis para o estudo e ndo devem ser
omitidas, pois isso pode gerar conclusdes viciadas no cédlculo das estatisticas. Portanto, as téc-
nicas de andlise de sobrevivéncia sdo recomendadas por incorporarem as censuras as analises
estatisticas. Os tipos de censura mais usuais sdo: censura a direita, censura a esquerda, censura
intervalar e censura ndo informativa. Censura a direita, que serd considerada neste trabalho,
ocorre quando € possivel apenas saber o tempo de vida que determinada observagao excede, ou
seja, a falha ndo ocorre até o ultimo instante de acompanhamento da observagdo. A censura a

direita € dividida em outros trés tipos: censura tipo I, censura tipo II e censura aleatdria.

e Censura tipo I: Ocorre quando o estudo tem um periodo predeterminado para o seu tér-
mino (xy). Assim, um par de varidveis (Y, d) € associado a cada observacio do estudo,
em que ¢ € 0 se o tempo de vida X for superior a 2 e 1 caso a falha ocorra antes de x.

Desse modo, Y = min(X, z) e a quantidade de falhas observadas é aleatéria.

e Censura tipo II: Nesse tipo de censura € fixada uma quantidade m de falhas em um estudo
com n observagodes (m < n), onde as n —m observacdes sao censuradas. O tempo inicial

para todas as observagdes é 0 mesmo e o tempo de duracio do estudo € aleatorio.

e Censura aleatdria: Nesse caso, os tempos de censura sdo varidveis aleatérias independen-
tes entre si e independentes dos tempos de sobrevivéncia. Esse tipo de censura acontece
nos casos em que uma observagao € removida por um motivo impertinente ao estudo, sem
ter ocorrido a falha. Por exemplo, quando a causa da falha € diferente da considerada no

estudo.
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2.1.5 Estimador de Kaplan-Meier

O estimador de Kaplan-Meier (KAPLAN e MEIER, 1958), ou estimador produto-limite,
¢ um estimador ndo paramétrico utilizado para estimar a fung¢do de sobrevivéncia quando ha
observacdes censuradas na amostra. Para a construcado desse estimador, o nimero de intervalos
de tempo considerado € equivalente ao nimero de falhas distintas.

Considerando os seguintes pontos:
o 11 < 1y < --- < Ty, 0s tempos distintos e ordenados de falha,
e d; onumero de falhasem z;, j =1,2,--- |k, e

e n; o numero de individuos sob risco em x;, ou seja, as observagdes que ndo falharam e

ndo foram censuradas até o instante imediatamente anterior a x;,
o estimador de Kaplan-Meier é dado por:

O D I

Jizj<z jizj<z
De acordo com Colosimo e Giolo (2006), as principais propriedades do estimador de Kaplan-

Meier sdo:
e ¢ ndo viciado para amostras grandes;
e ¢ fracamente consistente;
e converge assintoticamente para um processo gaussiano e
e ¢ estimador de méaxima verossimilhanga de S(z).

Os dados de sobrevivéncia podem ser modelados por qualquer distribui¢do probabilistica
que apresente suporte positivo. Portanto, as distribui¢cdes pertencentes a classe log-simétrica,
cujo suporte pertence ao intervalo (0, +00), podem ser utilizadas para estudos com dados dessa

natureza. As distribui¢des log-simétricas derivam das distribui¢des simétricas.
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2.2 Distribuicoes simétricas continuas

Seja Y uma varidvel aleatdria continua com parametro de localizacdo —oco < pu < oo e
parametro de escala ¢ > 0. Y pertence a classe de distribui¢des simétricas (CYSNEIROS;

PAULA; GALEA, 2005) se sua FDP ¢ dada por:

L (y=nY
fy(y)—\/g—bg[(\/a)lvyER, (2.8)

em que ¢(-) € a func@o geradora de densidade, sendo as condigdes g(u) > 0, comu > 0 e
Jo T u?g(u)du = 1 necessérias e suficientes para que fy(y) seja uma FDP. A fungdo g(-)
pode envolver um ou mais parametros extras que, neste trabalho, serdo definidos por &, ou um

vetor de pardmetros £. Uma varidvel aleatdria simétrica Y é representada por Y ~ S(u, ¢, g(+)).

2.2.1 Distribuicao normal

Uma das distribui¢des simétricas mais conhecidas e importantes € a distribuicdo normal.
A principal razdo para a vasta utilizagdo dessa distribuicdo € decorrente do Teorema Central
do Limite que demonstra que, satisfazendo determinadas condi¢des de regularidade, a soma de
quaisquer n varidveis aleatdrias independentes terd distribuicdo aproximadamente normal para

n suficientemente grande.

A FDP da distribui¢do normal Y ~ N (u, ¢) é dada por:

1 1 (y—p\
fr(y) = \/2—?¢GXP [—5 (W) ] , y R, (2.9

e sua func¢do geradora de densidade g(-) é representada como:

g(u) o exp [—%u] , u > 0. (2.10)

A distribui¢dao normal € dita normal padrdo quando u =0e ¢ = 1.

10
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A Figura 2.1 apresenta as curvas de densidade da distribuicdo normal com mesma média

(u=0) e variancias ¢=1 e ¢ = 1.5%.

p=0,0=1 u=0,0=1.52

0.4+

0.34

f(y)

0.14

0.04

Figura 2.1: Densidades de uma distribuicao normal.

2.2.2 Distribuicao ¢ de Student

A distribuicdo ¢ de Student tem maior variabilidade em relacdo a distribui¢do normal, pos-
suindo caudas mais pesadas. Portanto, a distribuicao ¢ € mais indicada para modelar dados com
observacdes extremas.

Uma varidvel aleatéria Y que segue uma distribuicao ¢ de Student € denotada por ¥V ~
t(p, 0, &), em que £ sdo os graus de liberdade. Quando £ — oo essa distribuicdo se aproxima
de uma distribuicdo normal com média —oco < p < 400 e varidncia ¢ > 0. AFDP de Y é da

seguinte forma:
E+1

L)
¢ ,E>0ey eR, (2.11)

fr(y) i <n;rl> 1+

ROl

em que I'(-) representa a fun¢éio gama, calculada como I'(k) = [~ uF~te"du.

11
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A funcdo geradora de densidade da distribui¢do ¢ de Student pode ser escrita como:

_ &+l

g(u) o {1+ %] w0 2.12)

A Figura 2.2 representa as densidades das distribui¢des ¢ de Student e normal (linha sélida).

H=0,0=1,¢=4 H=0,¢=1,=12

0.44

0.31

0.1+

0.04

Figura 2.2: Densidades das distribui¢des ¢ de Student (linha tracejada), com { = 4e £ = 12
graus de liberdade, e normal padrio (linha sélida).

2.2.3 Distribuicao exponencial poténcia

Outra distribuicdo com vasta aplicacdo € a distribuicdo exponencial poténcia, conhecida
também como normal generalizada. Essa distribui¢do € uma generalizac¢do da distribuicao nor-
mal e foi proposta inicialmente por Subbotin (1923), sendo reintroduzida por Nadarajah (2005)
como uma generalizag¢do das distribuicdes normal e Laplace (exponencial dupla). A FDP dessa

distribuicdo € da forma:

fr(y)

1 1‘3/-#

S (1) [‘2 Vo

A FDP da exponencial poténcia descrita na equacao (2.13) é apresentada com outra para-

2
],§>Oey€R (2.13)

12
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metrizacdo em Box e Tiao (1973), p. 157, equacdo (3.2.3), sendo escrita da seguinte forma:

_ _Ly e
emque k1 =T <1 + 1—?) 21+(1+T£), —1< €<,

Quando £ = 0 e & = 1 a densidade (2.14) se reduz as distribui¢des normal e exponencial
dupla, respectivamente.

A funcdo geradora de densidade da distribuicdo exponencial poténcia é:

g(u) o< exp {—%u(lif)} , 1< &< 1. (2.15)

A Figura 2.3 ilustra as densidades da distribui¢do exponencial poténcia para os valores £ =
—1/2e ¢ = 1 e danormal padrio (equivalente a exponencial poténcia quando £ = 0 na equagdo

(2.14)).

u=0,0=18&=-0.5 p=0,0=18&=1

0.4+

0.39

f(y)

0.24

0.1+

0.0+

Figura 2.3: Densidades das distribui¢des exponencial poténcia (linha tracejada), com £=-0.5 e
&=1, e normal padrao (linha sélida).

Mais detalhes dessas e de outras distribui¢des simétricas podem ser consultados em Cysnei-

ros, Paula e Galea (2005).

13
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2.3 Distribuicoes log-simétricas continuas

Distribui¢des log-simétricas continuas sao de particular interesse para descrever dados estri-
tamente positivos e assimétricos, com a possibilidade de observacdes discrepantes. Na literatura
existem algumas discussdes e aplicacdes que consideram os modelos log-simétricos continuos;
ver, por exemplo, Jones (2008), Vanegas e Paula (2016a,b), Saulo e Leao (2017), Medeiros e
Ferrari (2017) e Ventura et al. (2019). Uma varidvel aleatéria continua Y segue uma distribui-

cdo log-simétrica se sua funcio de densidade de probabilidade (FDP) for dada por:

Iv(018) = g(a3(w), aoly) =log(3) ",y >0 2.16)

onde @ = (\, @), A > 0,¢ > 0, e a constante de proporcionalidade é exatamente a fungio de

parti¢do (ou inversa) [ g(w?) dw.

A fungdo g é uma geradora de densidade, de modo que g(u) > 0 para u > 0. Essa fung@o

estd associada a um parametro extra ¢ (ou vetor de parametros &).

Os parametros A e ¢ sdo os parametros de escala e forma e representam, respectivamente,
a mediana e a assimetria (ou dispersao relativa) da distribuicdo de Y. Neste trabalho € usada a
notacdio Y ~ LS(8, g). Nota-se que, se g(u) em (2.16) é exp(—u/2); [1+4 (u/€)]~E+D/2 ¢ > 0;
exp(—ut/ (149 /2), —1 < € < 13 VG exp(—Eu/2) + [(1 - &)/ exp(—u/2), 0 < &,& <
1; cosh(u'/?) exp(—(2/€%) sinh®(u'/?)), £ > 0; ou cosh(u'/?) [£&&F 4 4 sinh?(u'/?)] ez
&1, & > 0; tem-se, respectivamente, as distribui¢des log-normal, log-t-Student, log-exponencial-
poténcia, log-normal-contaminada, Birnbaum-Saunders estendida ou Birnbaum-Saunders-¢ es-
tendida; ver Vanegas e Paula (2016) e Ventura et al. (2019). Se Y ~ LS(8,g), a funcdo de

distribuicdo acumulada associada (FDA) é dada por Fy(y|@) = (G o ag)(y), onde a fungdo

14
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G : R — [0, 1] é definida como:

G(r) = (Zg)l/r g(2*)dz, reR, (2.17)

onde Z, = [ g(w?)dw. Nota-se que G(0) = 1/2, G(+00) = 1, G(—o0) = 0, de modo
que G(-) é uma fungdo continua, estrita e monotonicamente crescente. Portanto, G(-) tem uma
fungdo inversa indicada por G~1(-). Além disso, nota-se que G(-) é uma FDA e G™(1 — p) =
—G~Y(p) parap € (0,1).

Algumas propriedades dessa classe de distribuicdes foram exploradas no trabalho de Vane-

gas e Paula (2016). Considerando X ~ LS(, ¢, g(+)), esses autores verificaram que:

(a) A fung@o de distribuicdo acumulada (FDA) de X pode ser escrita como F'x(x) = Fz(%),

emque Fz(-) éaFDAde Z = (Y — u)/v/é ~ S(0,1,9(-)).

(b) X* = (X/)) 7~ LS5(1,1,9()), isto é, X* segue uma distribui¢ao log-simétrica padrao.

(c) ¢X ~ LS(cA, ¢, g(+)) para todo ¢ > 0.

(d) X¢~ LS(N, 2, g(-)) para todo ¢ # 0.

(e) (X/A)e (A\/X) sdo varidveis aleatérias identicamente distribuidas.

(f) A fungdo quantil de X € dada por Q(p) = )\exp(\/aZg(p ), onde Zg(p ) ¢ 0 quantil 100(p)%
de Z = (Y — p)/vo ~ S(0,1,9()).

2.3.1 Distribuicao log-normal

Se X tem distribui¢do log-normal, entdo uma varidvel aleatéria Y'=log(.X) é normalmente
distribuida. Essa distribui¢do também € referida na literatura como distribui¢do de Galton, em
referéncia ao estatistico inglés Francis Galton.

Uma varidvel aleatéria X, denotada por X ~LN(\ ,¢), com A\ > 0e ¢ > 0, é log-

normalmente distibuida se sua FDP € definida como:

15
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/27 2 Vo
A Figura 2.4 apresenta as curvas de densidade da distribui¢do log-normal com A = 1 e

¢ = (1,1.5%).

Fela) = — exp{—1 {log(x) _logw} } z> 0. (2.18)

A=1,0=1 A=1, @=152

0.84

0.6

f(x)

0.24

0.0+

Figura 2.4: Densidades de uma distribuicao log-normal.

2.3.2 Distribuicao log-t-Student

A distribui¢@o log-t-Student pode ser considerada uma extensao da distribui¢dao log-normal.

A FDP da distribui¢do log-t-Student € escrita da seguinte forma:

fela) = ﬁ [1 1 (log(x) log(>\))2]g1 L6550 (2.19)
X iy (g) : v: ,2,&> 0. .

Na forma mais simples, quando A = 1 e ¢ = 1, sua densidade € dada por:

-1

(€+1)/2
VEB (% g) (1 + M) x] .z, >0, (2.20)

fx(z) = ¢
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[(a)(b)
['(a+b)
Student se aproxima de uma distribui¢ao log-normal.

em que B(a,b) é a fungdo beta dada por . Quando £ — oo, a distribuicdo log-t-

A Figura 2.5 apresenta as curvas de densidade da distribui¢do log-t-Student (£,=6) e da

distribui¢do log-normal.

A=1,¢=18=4 A=1,¢=18=12

0.6

0.4+

f(x)

0.2

0.04

Figura 2.5: Densidades das distribui¢des log-¢-Student (linha tracejada), com £ =4 e & = 12,
e log-normal (linha sélida).

2.3.3 Distribuicao log-exponencial-poténcia

A distribui¢do log-exponencial-poténcia tem a FDP (ver LINDSEY, 2001, p. 201), conside-

rando p=log(\), escrita como:

1 1

_ xp [__ log() — log(\)
xv@F(L+§)2“i 2

Vo

fx(z)

2¢
],§>0 2.21)

Considerando k e a reparametrizacdo da equacio (2.14), a FDP da log-exponencial-poténcia

é expressa da seguinte forma:

1

k ox [__ log(x) — log(\)
/P P73

Vo

fx(z) =

T4e
L —l<e<1. (2.22)
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Quando £=1 e £=0 a FDP dada na equacgdo (2.22) € equivalente as distribuicdes log-Laplace
e log-normal, respectivamente. A Figura 2.6 apresenta as curvas de densidade da distribui¢cao

log-exponencial-poténcia (£=-0.5, £ = 1) e da distribui¢do log-normal.

A=1,9=1E=-05 A=1,9=18=1

0.75-
050
X

0.25-

0.00-

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
X

Figura 2.6: Densidades das distribuicdes log-exponencial-poténcia (linha tracejada), com {=-
0.5e ¢ =1, e log-normal (linha sélida).

A Tabela 2.1 resume as fun¢des geradoras de densidade e seus respectivos parametros ex-
tras para as distribuicdes log-normal-contaminada, Birnbaum-Saunders estendida e Birnbaum-

Saunders-t estendida.

Tabela 2.1: Distribui¢des log-simétricas com suas respectivas fungdes geradoras de densidade.

Distribuicio g(u) Parametro extra (£)
Log-normal-contaminada(}, ¢, &1, £2) o« V&exp [—1&u] + %exp [—iu] 0<&<1,0<&<1
Birnbaum-Saunders estendida (A, ¢, &)  cosh(u? )exp [—E%sinhz(u%)] £€>0

€a+1
2

Birnbaum-Saunders-t estendida (p, ¢, &1, £2) o cosh(u%)[fgff + 4sinh2(u%)]_ £1>0,6>0

18
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2.4 Critérios para selecao o modelo

Ao utilizar o mesmo conjunto de dados para ajusta-lo a diferentes modelos € preciso definir
segundo algum critério qual desses modelos é o melhor. Na literatura existem diversas metodo-
logias que auxiliam nas escolha desses modelos, dentre as quais pode-se destacar o Critério de

Informacgao Akaike (AIC) e o Critério de Informac¢ao Bayesiano (BIC).

2.4.1 Critério de Informacao Akaike (AIC)

Esse critério foi desenvolvido por Akaike (1974) e admite que existe um modelo verdadeiro
e desconhecido que descreve os dados. Baseado na informagao de Kullback-Leiber (K-L), esse
critério seleciona dentre os modelos avaliados aquele que minimiza a informacgao de K-L. A

estimativa de AIC para um determinado modelo é dada por:

AIC = —2((0) + 2k,

~

em que /(@) é o valor da fungdo de log-verossimilhanca do modelo baseado nas estimativas de
maxima verossimilhanca () e k é o niimero de parametros que compdem o modelo. O modelo

com menor medida de AIC sera selecionado.

2.4.2 Critério de Informacao Bayesiano (BIC)

O Critério de Informac¢do Bayesiano foi proposto Schwartz (1978) e seleciona os modelos
considerando a probabilidade a posteriori. Esse critério pressupde que exista um modelo ver-
dadeiro que melhor descreve os dados, entre os modelos considerados. Desse modo, o critério
¢ definido como a estatistica que maximiza a probabilidade de detectar o modelo verdadeiro

dentre os modelos propostos. O valor desse critério para um modelo qualquer € expresso por:

BIC = —2((0) + 2kIn(n),
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~

em que /(@) é o valor da fungdo de log-verossimilhanca do modelo baseado nas estimativas
de méxima verossimilhanga (), k£ é o nimero de pardmetros que compdem o modelo e n €
o tamanho da amostra. Assim como no critério AIC, o modelo selecionado € o que apresenta

menor valor de BIC.

2.5 Testes da qualidade do ajuste

2.5.1 Teste qui-quadrado

O teste mais usual para verificar a adequabilidade dos dados a uma determinada distribui¢ao
€ o teste qui-quadrado de Pearson (PEARSON, 1900). Considerando uma amostra aleatoria de

tamanho 7, as hipéteses nula e alternativa desse teste sdo escritas da seguinte forma:

Hj : Os dados amostrais seguem a distribui¢c@o hipotética.

H; : Os dados amostrais ndo seguem a distribui¢c@o hipotética.

A estatistica utilizada para testar a qualidade do ajuste é dada por:

k

. 2
Q = Z M7 (2.23)

i=1 nhe

em que k representa o nimero de classes, f,, e P, representam a frequéncia observada e a
probabilidade relacionada a distribui¢do hipotética na classe ¢, respectivamente. A estatistica
@ segue, sob H, uma distribui¢ido qui-quadrado com k£ — p — 1 graus de liberdade, sendo p o
nimero de parametros estimados no modelo. Assim, consderando um nivel de significancia « a
regido de rejeicdo € definida comparando a estatistica () com uma qui-quadrado com k —p — 1

graus de liberdade (X2 ;_,_1)-

20



§2.5. Testes da qualidade do ajuste

2.5.2 Teste de Cramér-von Mises

Originalmente o teste de Cramér-von Mises foi desenvolvido por Harald Cramér e Richard
von Mises (CRAMER, 1928; von MISES, 1928) apenas para dados continuos e ndo contem-
plava dados de natureza discreta. Porém, Choulakian et al. (1994) generalizaram os testes de
Cramér-von Mises para distribuicdes discretas. Analiticamente, € dificil obter o valor critico
desse teste. Entretanto, pode ser obtido no software R por meio da fun¢do cmv.test do pa-
cote dgof (ARNOLD e EMERSON, 2012). As hipoteses desse teste sdo similares as hipoteses
do teste qui-quadrado de aderéncia, isto €, hipdtese nula € que os dados da amostra seguem a
distribui¢do hipotética. Portanto, nos testes qui-quadrado e Cramér-von Mises, a ndo rejeicao

da hipétese nula indica uma boa aderéncia do modelo aos dados.
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Capitulo 3

Distribuicoes log-simétricas discretas

Neste capitulo é estudada uma classe de distribui¢des log-simétricas discretas obtidas a
partir das distribui¢des log-simétricas continuas, estudadas por Vanegas e Paula (2016), por

meio de um processo de discretizacdo. Algumas propriedades dessa classe sdo obtidas.

3.1 Distribuicoes log-simétricas discretas

Na defini¢do de Kemp (2004), se X é uma varidvel aleatdria continua e ndo negativa com
funcdo de sobrevivéncia Sx(x) = p(X > z), entdo a varidvel aleatéria Y'=| X | tem fungdo

massa de probabilidade (FMP) dada por:

p(Y =) = pk<X <k+1) G.1)
= Fx(k+1)— Fx(k)

= Sx(k)—Sx(k+1), k=0,1,2, ...,

em que | X | representa o maior inteiro menor ou igual a X. Uma varidvel aleatoria discreta
X, tomando valores no conjunto {0, 1, ...}, segue uma distribui¢ao log-simétrica discreta com

vetor de parAmetros 6 = (), ¢), onde A > 0, ¢ > 0, denotado por X ~ LS4(8, g), se sua fungdo
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de massa de probabilidade (FMP) for dada por:
p(x]0) = G(ag(x + 1)) — G(ag(z)), z=0,1,..., (3.2)

onde ag(-) e G(-) sdo como em (2.16) e (2.17), respectivamente. Note que G(ag(0)) =
G(—o0) = 0. Dada a fungdo geradora de densidade g, definida no Item (2.16), os parime-
tros A e ¢ determinam completamente a FMP (3.2) em = 0. Como as fungdes G(-) e ag(+)

sdo estritamente crescentes, €
limy, o0 Yo p(#]6) = limy, 00 G(ag(n + 1)) = G(+00) =1,

fica claro que p(x|@) é uma FMP.
A funcgdo de distribui¢do acumulada (FDA), fung@o de sobrevivéncia ou confiabilidade (.S)

e a taxa de risco (h) da distribuicdo LS, s@o dados, respectivamete, por:

F(z]0) =1— S(z|0) = G(ag(|z] + 1)), x>0,

o8 Claslr 1) - Glaslw)
MO = e S T 1 Glagta) 0 T

O comportamento das distribui¢cdes log-simétricas discretas e das suas respectivas fungdes
de risco pode ser observado nas Figuras (3.1-3.6). Observando o comportamento da fungdo de
probabilidade nas Figuras 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4, nota-se que, a medida que o parimetro ¢ diminui,
a distribui¢do vai tornando simétrica em torno do parimetro . As distribui¢des Birnbaum-
Saunders e Birnbaum-Saunders-¢ estendidas, como se observa nas Figuras 3.5 e 3.6, respectiva-
mente, apresentam casos unimodais € bimodais em suas densidades. Quanto a funcdo de risco,

todos os modelos apresentam fungdo de risco crescente e descrescente.
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Figura 3.5: Comportamento da distribuicao Birnbaum-Saunders estendida discreta e fungdo de
risco para A\=20, £=6 e ¢.
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Figura 3.6: Comportamento da distribuicao Birnbaum-Saunders estendida discreta e fungao de
risco para A\=20, £1=7, £,=9 e ¢.

3.2 Propriedades Matematicas

Esta secdo, se ndo mencionada explicitamente, consiste em propriedades matemdticas vali-

das para qualquer varidvel aleatdria discreta X com suporte {0, 1,...}.
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Seja (b,) uma sequéncia de nimeros reais. Por razdes técnicas, no préximo resultado, é

~ —1 . ~
usada a convencdo Hy:() b, = 1. Esse resultado fornece uma caracterizagio da FMP e da
fun¢do de sobrevivéncia (confiabilidade) de uma distribui¢io discreta em termos da taxa de

risco.

Proposicao 1. Se X € uma varidvel aleatdria discreta, entdo, paracadax = 0,1,2, ...,

o p(x|0) = %0 TIZ5[1 — h(y|0)],

o S(x|0) =T,Zo[L — n(yl6)].

onde h(-|0) é a taxa de risco.

Demonstragdo. Usando aidentidade p(z|0) = S(z|0)—S(z+1|0) = [p(z|0)+S(x|0)|h(z|0), z =
0,1,..., tem-se

S(x|@)h(x|0
1= h(x|0) + SL00E0 2 =0,1,2,....

Desde que p(z|0)/h(x|0) = p(z|0) + S(x|@) = S(x — 1|0), segue que

S(x|0
5(5_'1\1;) =1-h(z|0), =0,1,2,....

Trocando x por y na identidade acima e multiplicando de y = 0 para y = x — 1, obtem-se

S(10) = [1;2) 5oty = [[Zoll — h(yl@)], ==0,1,2,...,

y=0 5(y—1|6) y=0

verificando a identidade para S(x|@). Por outro lado, combinando a identidade acima com a
defini¢do de taxa de risco, a identidade para p(z|@) segue. O
3.2.1 Momentos e variancia

Proposicao 2. Se X é uma varidvel aleatdria discreta tal que EX"™ < oo, r € N, entao

e EX" =5 [(z+1)" —2"]S5(x|0),

=0
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o EX" =320 30 Xino (71) 24 5(216),

o Var(X) =237 xS(x|0) + >, S(x|0) [1 — >0 S($|9)}7
onde S(-|0) é a func¢do de sobrevivéncia (confiabilidade).

- . . . L. L. i—1
Demonstragdo. Para provar o primeiro item, usando a série telescopica > . _[(z+1)" — "] =

1", segue que

EX" = Zioio Z;ozo ]l{w<i}[(x + 1)T - xT] p(i|9)

= Z;O:O[(z +1)" — a'] Z?io ]l{i>x}p(i|9)a

onde na segunda igualdade foram trocadas as ordens das somas porque

S o Lipen| (m 4+ 1) — 27| p(i]0) = S50 Lyuciy - [(x + 1) — 27] p(i]0)

=i"p(i|@) = M; <oco, 1=0,1,...,

ey oo M; =EX" < oo (por hipétese). Isso prova o primeiro item.

O segundo item segue combinando a expressdo para EX" dado no primeiro item com a
identidade polinomial a™ — b = (a — b) ", _, a" *b* e com a expansdo binomial.

A prova do terceiro item segue imediatamente do segundo item. Assim, a prova estd com-

pleta [

Seja X uma varidvel aleatdria discreta com suporte {0,1,...}. Seguindo Gupta e Gupta

(1983), a fun¢do de vida média residual associada é dada por:
L, =EX —z|X>z], z=0,1,....

Proposicdo 3. Se X ¢ uma varidvel aleatdria discreta tal que > °  S(y[@) < oo para cada =,
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entao

2y=25(y10)
LJ?Z;(THG)’ 1'20,1,..., (33)

onde S(-|@) é a fun¢do de sobrevivéncia (confiabilidade).

Demonstracdo. A prova segue combinando as identidades

E[lfx>q)(X—1)] 00
L, = Bl gl (X - a)) = S, S0l6), x =01

y=a

porque X — x é uma varidvel aleatdria discreta ndo-negativa. [

A Figura 3.7 a seguir mostra a razdo entre a variancia e a esperanca dos modelos log-
simétricos discretos para diversos valores de A e ¢. Nota-se que esses modelos podem envolver

dados com superdispersao e subdispersao.
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Figura 3.7: Razdo entre variancia e esperanca dos modelos log-simétricos discretos.

3.2.2 O p-Quantil

Proposicao 4. Seja X = |Y'| uma varidvel aleatéria discreta obtida de uma varidvel aleatdria
continua positiva Y com p-quantil Q(p) = F; *(p|6), p € (0,1), onde Fy(-|6)

¢ a FDA de Y que € estritamente crescente.

(@) Se 0 < Q(p) < 1, entdo 0 é um p-quantil de X.

(b) Se Q(p) > 1eQ(p) ¢ N, entdo [Q(p)] — 1 € um p-quantil de X.
(¢) Se Q(p) = 1, entdo todo y € [0, 1] é um p-quantil de X.

(d) Se Q(p) >1eQ(p) € N, entdo todo y € [Q(p) — 1,Q(p)] é um p-quantil de X.
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Demonstra¢do. Desde que X = |Y |, tem-se que P(X = z|0) = Fy(x + 1|0) — Fy(x|0),
r=0,1,...,com Fy(0|@) = 0. Entdo Fx(z|0) = Fy(|z| + 1]0).

(@) Se 0 < Q(p) < lentdo Fx(0|0) = Fy(1|0) > p. Isto &, 0 é um p-quantil de X.

(b) Desde que Q(p) > 1e Q(p) ¢ N, tem-se que Q(p) —2 < [Q(p)] — 1 < Q(p) — 1. Isso
implica que Fy (|Q(p)]|0) < p < Fy(|Q(p)]+1|0) ou equivalentemente F'y (| Q(p)| —1|0) <
p < Fx(|Q(p)]]0). Entdo o resultado segue.

(c) A identidade Q(p) = 1 implica que Fx(0]@) = Fy(1|60) = p. Consequentemente, todo
y € [0, 1] representa um p-quantil de X.

(d) Se Q(p) > 1eQ(p) € N, Fx(Q(p) — 1|0) = Fy(Q(p)|6) = p. Entdo todo y €

[Q(p) — 1, Q(p)] representa um p-quantil de X. ]
Os dois resultados a seguir sdo aplicados exclusivamente a varidveis aleatérias com distri-
bui¢do log-simétrica discreta.
Proposicao 5. Seja X uma varidvel aleatéria seguindo uma distribui¢do log-simétrica discreta
LS4(6.9).

(a) Se A < 1, entdo 0 € uma mediana de X.

(b) Se A >1e ) ¢ N,entdo |\ — 1 é uma mediana de X.

(¢) Se A = 1, entdo todo y € [0, 1] € uma mediana de X.

(d) SeA>1e\ e N, entdotodoy € [A — 1, \] ¢ uma mediana de X.

Demonstragdo. Seja X ~ LS4(0, g). Desde que G(-) e ag(-) sejam funcgdes estritamente cres-
centes, s fungdo (G o ag)(-) € uma FDA estritamente crescente de alguma varidvel aleatdria
continua Y com distribui¢do log-simétrica LS(8, g) definida em (2.16). Além disso, observa-se

que a mediana ()(1/2) para Y pode ser escrita como:
Q(1/2) = (Goag) 1 (1/2) = ag ' (G71(1/2)) = Aexp (VO GT1(1/2)) = A,

porque G~1(1/2) = 0. Entdo, pela Proposi¢do 4, a prova segue. O
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Seja X ~ LS4(0,9) e Qa(p), p € (0,1), seja o p-quantil de X. As seguintes quantidades

sao definidas:

Dispersdo: ¢ = Qq(0.75) — Q4(0.25), 0 < { < oc;
¢

Dispersao relativa: w = W, 0<w<1;
Qa(p) + Qa(1 —p) —2Qa(1/2)
Qa(1 —p) + Qalp)
Qa(7/8) — Qa(5/8) + Qa(3/8) — Qa(1/8)
Qa(6/8) — Qa(2/8)

Assimetria:  »(p) = , 0<3(p) <1,0<p<1/2;

Curtose: ¢ =

, 0< ¢ < o0

A dispersao relativa, assimetria e curtose apareceram em Zwillinger e Kokoska (2000), Hin-

kley (1975) e Moors (1988), respectivamente.

Proposic¢io 6. Se X ~ LS4(0,9), Q(p) > 1e Q(p) € N, p € (0,1), onde Q(p) é o p-quantil

de uma distribui¢ao log-simétrica continua, entao

¢ = 2Asinh(v/¢d G=1(0.75));

w = [cotanh(y/¢ G(0.75)) — cosech(y/¢ G71(0.75))] -

e (p) = cosech(v/¢ G~1(p)) — cotanh(v/¢ G~ 1(p));

__ sinh(V/¢G1(7/8)) —sinh(vV/6 G—1(5/8)) .
sinh(v/6 G—1(6/8)) ’

onde G(-) foi definido em (2.17).

Demonstragdo. Para Q(p) > 1 e Q(p) € N, pela Proposi¢do 4, todo y € [Q(p) — 1,Q(p)] é o

p-quantil de X, onde Q(p) = Aexp (/@ G~*(p)). Considerando Q4(p) € {Q(p) — 1,Q(p)},

usando a identidade G=*(1 — p) = —G~*(p) e a Proposi¢do 5, um simples célculo algébrico

completa a prova. [
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3.3 Estimadores de Maxima Verossimilhanca

3.3.1 Dados nao censurados

Seja (X7, ..., X,) uma amostra aleatéria do tamanho n de uma varidvel aleatéria X com
FDA dado por (3.2) e = (x1,...,x,) suas observagdes (dados). Entdo, a funcdo de log-

verossimilhanga para o vetor de pardmetros 8 = (), ¢) € dado por

00) =1((0|x) = Zlogp z;|0) = Zlog{G(ag(xi +1)) — G(ag(z:)) }- (3.4)

i=1
As raizes do sistema formado pelas derivadas parciais da fungdo de log-verossimilhanca
¢(0) em relagdo a A e ¢ sdo as estimativas desses pardmetros, respectivamente. Portanto, deve-

se resolver o seguinte sistema de equagdes:

0(0) ey g(ad(zi + 7)) dag(z; + j)
— = (Z) Y > (- =0, fe{\
89 ( 9) plr ($1|0) 89 0, S { 7925}7
onde Z, = [7_g(w?)dw e
TR = ()T 2 =log(5)VN, w0, (3.5)

Observa-se que eles devem ser resolvidos por um procedimento iterativo para otimiza¢ao nao
linear, como o método quase-Newton de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) (ver MIT-
TELHAMMER et al., 2000, p. 199).

A inferéncia para @ do modelo LS, pode ser baseada na distribui¢@o assintdtica do estimador
de maxima verossimilhanca 8. Sob condicdes classicas de regularidade, esse estimador tem

distribuicdo normal bivariada com média @ e matriz de covaridncia 34, ou seja,
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DL . A e, . . .
como n — oo, onde — significa “convergéncia em distribui¢do”, Z(0) é a matriz de informa-
¢des Fisher esperada, e J(0) = lim,_,o(1/n)[Z(8)]. Observe que [Z(6)]~! é um estimador
consistente da matriz de covariancia assintética de 6. Observa-se também que € possivel usar a

matriz Hessiana para obter a versdo observada da matriz de informacado de Fisher esperada.

820(9)

A matriz Hessiana de £(8) é dada por (%5557 )6).0’6{>\ o)

onde seus elementos sd@o dados por

0°(6) 1 1)i+t g *(xi + J)) *ag(w; +7)
= () — Yo
9606" z} Jz; p(2:]0) sgog T Oilwi) = Tilxi)]|,

paracada 6,0 € {\, ¢}. Aqui,

O;(x) = 2aq(x + j) g'(a*(x + j)) 2ol Cealti), (3.6)
Tj(gg) = (Zg) 10ag( 96+J Zk 0( )k+1 g(a ((ﬂﬁ‘;)k)) aaea(g’/-%k)’ (3.7)

sempre que a funcdo geradora de densidade g € diferencidvel. Aqui, as derivadas parciais de

segunda ordem de ag(+), com relagdo aos pardmetros, sdo dadas por

Pao(r) _ (\2gp1/2)-1) Laola) _ 1og(u)=3/(467%)  Onels) _ Onelr) _ (9)3/2)-1 4 (),

N2 D2 RV R KT

(3.8)

9% log p(X0)

A matriz de informacdo de Fisher (E[ — —%e507 ]) b.0eir g}

sob certas condi¢des de

regularidade, onde X ~ LS4(0, g), possui elementos da seguinte forma

B[ = 55 = ()7 Eine(-1) T (@@ + ) [Figr + 65(w) = Ts(w)],

para cada 6,6 € {\ ¢}, onde O;(-) e T;(-) sdo como em (3.6) e (3.7), respectivamente, e
sempre que a série acima convergir absolutamente.
O parametro extra ¢ (ou vetor de parametro &) associado a g € selecionado usando a fungao

log-verossimilhanca perfilada. Por exemplo, no caso da distribuicao discreta log-¢-Student, sao
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necessdrias duas etapas:

i) Seja & = ke paracada k = 1,..,100 é calculada a k-ésima estimativa de médxima
verossimilhanga de 6, = (\g, ¢x)7, §k = (/):k, g/gk)T E calculado também o valor da

k-ésima estimativa de log-verossimilhanga ﬁk(gk);

ii) A estimativa final de &, E = &, € aquela que maximiza a fun¢do de log-verossimilhanga,

isto é, £ € {argmaxgkék(é\k)}, e a estimativa de 6 é 6, = (/)\\k, g/b\k)T

3.3.2 Dados censurados

Seja Y; ~ LS(6, g) o tempo de falha do i-ésimo individuo e §; o indicador de censura ou
ndo censura para o ¢-ésimo individuo.

Define-se d;, = “nimero de falhas no tempo t;”, ¢, = “nimero de censuras no tempo
ty” e N, = > 2, (d; + ¢;). Note que N;, — dj, representa o representa o niimero sobrevivido
imediatamente antes do tempo ¢, + 1. Ou seja, em cada tempo especificado t;, tem-se dj, falhas
e N, — dj, sobrevivéncias.

Como os dados sdo discretos, observando {(Y;, §;)} equivale a observar {(dx, gx) }, a fungdo

de probabilidade para a censura aleatéria € dada por

n o0

L5(0) = [ [1fv (wil @))% [1 — Fy( v:10)]" = [ [Ip(xc16))% [p(x4]6) + S(x1|6)]".

i=1 k=1

Esse tipo de censura tem como caso especial os tipos I e II. A correspondente funcio de log-

verossimilhanga é

05(8) =Y _[dilog p(4|0) + i log{p(x+|0) + S(wx|6)}] (3.9)
k=1

I
WE

[di 1og{G (ag(z), + 1)) — G(ag(xk))} + qilog{l — G(as(zx))}]-

i

1
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Observacao 1. Pela Proposicao 1, a log-verossimilhanca (3.9) pode ser reescrito em termos da

taxa de risco como

£5(6) = 3202 (ditan) [ %5 Jog (i |0) —log (1—h(24]6))+ 3%, log(1-h(y16))]

sempre que a série acima convergir absolutamente.

Para cada 0 € {\, ¢}, derivado de (3.9), um célculo direto mostra que

o056 S : i1 9(ap (xkﬂ)) dag(xy, + j)

s g(ae(xk)) 3%(%)]
“o(ae]0) + S(zel0) 00 |’

onde Z, = [ g(w?)dw. As derivadas parciais mistas de ¢°(6) sdo dadas por

8255(0) B . o0 1 " g(a ($k+])) 52a (ZB +])
aoor (%) ;{dk jo(_1> p(xx|6) [ s T O = ()

g(ap(zy)) [32%(1‘1@)
p(zk|0) + S(zx]|0) L 0000

~a + Bufan) + T(ar)] |

paracada 6,0 € {\, ¢}, onde

Y _ -1 (a*(z))  Dag(x) Dag(x)
Y(x) = (Zy) ' saierrsame o6 o> * >0,

e ©;(-),YT;(-) sdo com em (3.6) e (3.7), respectivamente. As primeira e segunda derivadas da

fung@o ag(-) sdo dadas em (3.5) e (3.8), respectivamente.

3.4 Simulacoes

Um estudo de simulacdo de Monte Carlo foi realizado para avaliar o desempenho dos es-

timadores de maxima verossimilhanca para os modelos LS, particularmente os casos da log-
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normal, log-t-Student, log-normal-contaminada, log-exponencial-poténcia, Birnbaum-Saunders

estendida e Birnbaum-Saunders-t estendida. As estimativas de méxima verossimilhanga foram

obtidas por meio da funcdo opt im aplicando o método de otimizagdo BFGS. Todas as avalia-

¢oes numéricas foram feitas no software R; ver R Core Team (2016).

O cendrio de simulagdo considera: tamanho da amostra n € {40, 120,400}, valores ver-

dadeiros dos pardmetros ¢ € {1,4,8} e A € {2}, e 1000 réplicas de Monte Carlo para cada

tamanho de amostra. Os valores reais dos pardmetros extras sdo apresentados na legenda de

cada tabela.

Para a obtencdo dos valores da média, do viés e o do erro quadritico médio (EQM), os

seguintes passos foram seguidos:

(D

2)

3)

Foram geradas 1000 amostras de tamanho n de cada distribui¢do considerada, com os per-
centuais de censura de 0%, 10% e 30%. Para gerar as amostras censuradas, considerou-se
que a distribui¢ao do tempo do evento segue uma LS, e a distribui¢dao do tempo de censura
segue uma cLS4, em que ¢ € uma constante positiva. Assim, foram geradas n observacoes
para os tempos do evento e n observagdes para os tempos de censura. Para cada uma das
n observagdes o minimo desses tempos € observado (Y') e entdo sdo gerados n pares de
observagdes (Y, §), em que = 1 se Y € igual ao tempo do evento e § = 0 se YV € igual
ao tempo de censura. Os percentuais de censura desejados foram obtidos modificando o

valor da constante ¢ da distribuicao dos tempos de censura.

Foram calculadas as estimativas de maxima verossimilhanca para as 1000 amostras gera-

das no passo (1), para cada distribuicao.

Foram calculadas, para cada tamanho de amostra (n), as seguintes medidas: média, viés

e EQM. Essas medidas sao obtidas conforme as seguintes equagdes:

. 1 1000 .
i=1
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1000

L1 A
viés = 755 2 (6; —0)
e
1000
EQM = L (6; — 6)?
1000 &=

com 6 representando os parametros \ e ¢.

Esses passos foram repetidos para cada tamanho de amostra n € {40, 120,400} combinado
com cada ¢ € {1,4,8}.

Os resultados da estimativa de maxima verossimilhanca estdo apresentados nas Tabelas
3.1-3.6. As seguintes estatisticas da amostra para as estimativas de maxima verossimilhanca
sdo relatadas: média empirica, viés e EQM. Observando os resultados nas Tabelas 3.1—-3.6, é
possivel concluir que, a medida que o tamanho da amostra aumenta, o viés e o EQM de todos
os estimadores diminuem, indicando que eles sdo assintoticamente nao-viesados, como espe-
rado. Além disso, pelas Figuras 3.8-3.11, nota-se que 0 EQM aumenta quando o percentual de
censura na amostra aumenta. Em geral, todos esses resultados mostram um bom desempenho

dos modelos propostos.

39



cap. 3. Distribuicoes log-simétricas discretas

Tabela 3.1: Valores de média, viés e EQM para dados simulados da distribui¢ao log-normal
discreta considerando os estimadores de mdxima verossimilhanca e \ = 2.

n Cen ¢=1 $=1 $=8
’ Média Viés EQM Média Viés EQM Média Viés EQM
40 qb 1.0119 0.0119 0.0851 4.0752 0.0752 1.7247 8.1388 0.1388  7.5728
A 20262 0.0262 0.1166 2.1126 0.1126 0.5629 2.2586 0.2586  1.4043
120 0% ¢ 1.0059 0.0059 0.0260 4.0413 0.0413 0.5237 8.0768 0.0768  2.1683
X 2.0086 0.0086 0.0394 2.0317 0.0317 0.1759 2.0750 0.0750  0.3897
400 d) 1.0041 0.0041 0.0077 4.0184 0.0184 0.1522 8.0404 0.0404 0.6641
X 2.0021 0.0021 0.0110 2.0086 0.0086 0.0464 2.0198 0.0198  0.1020
40 ¢ 1.0189 0.0189 0.0998 4.1507 0.1507 2.2755 8.3002 0.3002 10.0324
A 20301 0.0301 0.1198 2.1154 0.1154 0.5850 2.2528 0.2528  1.4323
120 10% d) 1.0114 0.0114 0.0290 4.0519 0.0519 0.5978 8.1162 0.1162  2.5822
X 2.0099 0.0099 0.0396 2.0416 0.0416 0.1795 2.0842 0.0842  0.4037
400 <z§ 1.0015 0.0015 0.0090 4.0262 0.0262 0.1817 8.0675 0.0675 0.8152
X 2.0012 0.0012 0.0109 2.0014 0.0014 0.0466 2.0073 0.0073  0.0984
40 ¢ 1.0562 0.0562 0.1839 44113 04113 5.7506 8.9965 0.9965 28.9825
X 2.0435 0.0435 0.1407 2.1396 0.1396 0.6858 22925 0.2925 1.7228
120 30% ¢ 1.0218 0.0218 0.0458 4.1116 0.1116  1.1065 8.2539 0.2539 5.0762
X 20124 0.0124 0.0438 2.0450 0.0450 0.1915 2.0868 0.0868  0.4270
400 ¢ 1.0093 0.0093 0.0133 4.0840 0.0840 0.3158 8.1961 0.1961 1.5102
X 2.0046 0.0046 0.0119 2.0076  0.0076  0.0501 2.0131 0.0131 0.1043

Tabela 3.2: Valores de média, viés e EQM para dados simulados da distribui¢do log-t-Student
discreta considerando os estimadores de mdxima verossimilhanga, £ =4e A = 2.

n Cen =1 ¢ =4 ¢ =8
’ Média Viés EQM Média Viés EQM Média Viés EQM
40 qb 1.0250 0.0250 0.1313 4.1432  0.1432  2.6039 8.3035 03035 14.7992
A 20351 0.0351 0.1589 2.1416 0.1416  0.7463 2.3098  0.3098 1.9332
120 0% qu 1.0093  0.0093  0.0408 4.0316 0.0316 0.8793 79743  -0.0257 4.0502
X 20179 0.0179  0.0497 2.0657 0.0657 0.2195 2.1694  0.1694 0.7087
400 qﬁ 0.9974 -0.0026 0.0123 3.9778 -0.0222 0.4006 7.9731 -0.0269 2.8371
A 1.9986 -0.0014 0.0137 2.0148 0.0148 0.0684 2.0657  0.0657 0.2455
40 ¢ 1.0332 0.0332 0.1499 42117 0.2117  3.2204 8.5131 0.5131 14.0700
A 20318 0.0318 0.1692 2.1338 0.1338 0.8105 2.2965  0.2965 2.1397
120 10% qu 1.0149 0.0149 0.0466 4.0564 0.0564 0.9162 8.1134 0.1134  4.0340
X 2.0068 0.0068 0.0510 2.0434  0.0434  0.2086 2.0916 0.0916 0.4621
400 qﬁ 1.0026  0.0026 0.0126 4.0285 0.0285 0.2729 8.0335 0.0335 1.1661
X 1.9987 -0.0013 0.0146 2.0000 0.0000 0.0598 2.0137 0.0137 0.1208
40 ¢ 1.0772 0.0772 0.2681 4.5456 0.5456  8.5155 93122 1.3122 41.0324
A 2.0430 0.0430 0.2007 2.1605 0.1605 1.0059 2.3570  0.3570 3.1707
120 30% qu 1.0148 0.0148 0.0666 4.0801 0.0801 1.4871 8.1426  0.1426 6.8379
X 2.0032  0.0032 0.0534 2.0429  0.0429 0.2210 2.0866  0.0866 0.4900
400 ¢ 1.0129 0.0129 0.0168 4.0890 0.0890 0.4097 8.1679  0.1679 1.8873
X 2.0021 0.0021 0.0160 2.0040 0.0040 0.0645 2.0179  0.0179 0.1297
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Tabela 3.3: Valores de média, viés e EQM para dados simulados da distribui¢ao log-normal-
contaminada discreta considerando os estimadores de maxima verossimilhanga, A = 2 e & =
(0.5,0.5)T.

n Cen. - ¢.:1 - ¢).:4 - ¢.:8
Média Viés EQM Média Viés EQM Média Viés EQM
40 <g> 1.0057 0.0057 0.0947 4.0459 0.0459 1.8954 8.0944 0.0944  7.9832
A 2.0437 0.0437 0.1706 2.1750 0.1750 0.8474 2.3687 03687  2.1616
120 0% ?? 1.0024  0.0024  0.0300 4.0207 0.0207 0.6042 8.0165 0.0165 2.5295
A 20161 0.0161 0.0545 2.0589 0.0589 0.2503 2.1297  0.1297  0.5661
400 <g> 1.0020  0.0020  0.0085 4.0061 0.0061 0.1779 7.9912  -0.0088  0.8225
A 2.0024 0.0024 0.0165 2.0161 0.0161 0.0745 2.0410 0.0410 0.1751
40 ‘? 1.0336  0.0336  0.1484 41971 0.1971  3.1525 8.4153 04153 12.8221
A 20562 0.0562 0.1819 2.1952  0.1952 0.9257 2.3944 03944  2.3858
120 10% ?? 1.0154 0.0154 0.0396 4.0676  0.0676  0.7806 8.1552  0.1552  3.3793
A 20182 0.0182 0.0588 2.0688 0.0688 0.2649 2.1338  0.1338  0.5975
400 <g> 1.0067 0.0067 0.0103 4.0278 0.0278 0.2113 8.0581  0.0581 0.9135
A 19988 -0.0012 0.0163 2.0077 0.0077 0.0735 2.0222 0.0222  0.1586
40 ‘? 1.0644  0.0644  0.2448 4.4774 04774 74371 9.1280  1.1280  33.9336
A 2.0635 0.0635 0.2088 2.2106 0.2106 1.0845 24422 04422  3.1094
120 30% ?? 1.0310 0.0310 0.0591 4.1681 0.1681 1.3522 8.4147 0.4147 6.3718
A 2.0237  0.0237  0.0635 2.0767 0.0767 0.2895 2.1436  0.1436  0.6536
400 <g> 1.0126  0.0126  0.0161 4.0609 0.0609 0.3648 8.1301  0.1301 1.6252
A 2.0005 0.0005 0.0176 2.0102 0.0102 0.0771 2.0237 0.0237  0.1628

Tabela 3.4: Valores de média, viés e EQM para dados simulados da distribuicdo log-
exponencial-poténcia discreta considerando os estimadores de maxima verossimilhanga, A = 2
e& = —0.5.

n Cen. ¢ = $—4 $—8
Média Viés EQM Média Viés EQM Média Viés EQM
40 <£5 0.9783 -0.0217 0.0470 3.9497 -0.0503 1.1520 7.9186 -0.0814  5.6648
A 2.0072  0.0072  0.0481 2.0493  0.0493  0.2856 21332 0.1332 0.6806
120 0% r? 0.9970 -0.0030 0.0134 4.0014 0.0014  0.3399 7.9966 -0.0034  1.5695
A 2.0032  0.0032 0.0153 2.0185 0.0185 0.0863 2.0482  0.0482 0.1996
400 ng 0.9969 -0.0031 0.0042 3.9906 -0.0094 0.1019 7.9864 -0.0136 0.4742
A 19998  -0.0002 0.0047 2.0036  0.0036  0.0282 2.0098  0.0098 0.0640
40 <£§ 0.9941 -0.0059 0.0612 4.0123  0.0123  1.5967 8.0169 0.0169 8.0172
A 20046 0.0046 0.0510 2.0472  0.0472  0.2900 2.1398  0.1398 0.6989
120 10% g? 0.9999 -0,0001 0.0167 4.0151 0.0151 0.4585 8.0260  0.0260 2.0633
A 2.0010 0.0010 0.0165 2.0099 0.0099 0.0866 2.0349  0.0349 0.1968
400 ng 1.0020 0.0020  0.0053 4.0178 0.0178 0.1283 8.0441 0.0441 0.6083
A 2.0010 0.0010 0.0050 2.0044 0.0044  0.0298 2.0084  0.0084 0.0661
40 <£§ 1.0093  0.0093  0.0890 41602 0.1602  3.3402 8.2982 0.2982  15.8037
A 20111  0.0111  0.0646 2.0512 0.0512 0.3185 2.1408  0.1408 0.7509
120 30% g? 1.0040  0.0040 0.0250 4.0485 0.0485 0.7736 8.1109  0.1109 3.7337
A 2.0019 0.0019 0.0191 2.0104 0.0104 0.0927 2.0350 0.0350 0.2090
400 ng 1.0026  0.0026  0.0079 4.0215 0.0215 0.1934 8.0665  0.0665 0.9711
A 2.0010 0.0010 0.0056 2.0045 0.0045 0.0318 2.0093  0.0093 0.0694
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Tabela 3.5: Valores de média, viés e EQM para dados simulados da distribui¢do Birnbaum-
Saunders estendida discreta considerando os estimadores de maxima verossimilhanga, A = 2 e

£ =0.5.

n Cen. - ¢ — ! - ¢ — 4 - ¢ — 8
Média Viés EQM Média Viés EQM Média Viés EQM
40 éﬁ 0.8741 -0.1259 0.1721 39719 -0.0281 0.9531 7.9871 -0.0129 4.3427
A 20126 0.0126  0.0075 2.0117 0.0117 0.0275 2.0152  0.0152 0.0542
120 0% q:ﬁ 0.9747 -0.0253 0.0353 4.0090 0.0090 0.3178 8.0289 0.0289  1.3258
A 2.0049 0.0049 0.0029 2.0032  0.0032  0.0090 2.0037 0.0037 0.0185
400 {5 0.9913 -0.0087 0.0117 4.0042 0.0042  0.0978 8.0266 0.0266  0.4048
A 2.0020 0.0020 0.0009 2.0011  0.0011  0.0026 2.0004 0.0004 0.0051
40 ? 0.8825 -0.1175 0.1945 4.0107 0.0107 1.2217 8.1117 0.1117 53717
A 2.0128 0.0128 0.0076 2.0120 0.0120 0.0289 2.0172 0.0172  0.0565
120 10% q:ﬁ 0.9699 -0.0301 0.0460 4.0048 0.0048  0.3449 8.0872 0.0872 1.6128
A 2.0047 0.0047 0.0028 2.0043  0.0043  0.0096 2.0031 0.0031 0.0187
400 {5 0.9907 -0.0093 0.0134 4.0000 0.0000 0.1167 8.0092 0.0092 0.4932
A 2.0005 0.0005 0.0009 1.9997 -0,0003 0.0026 2.0005 0.0005 0.0050
40 ? 0.7674 -0.2326  0.3577 4.0841 0.0841 2.0748 8.3517 0.3517 8.9625
A 20152 0.0152  0.0067 2.0178 0.0178 0.0343 2.0280 0.0280 0.0692
120 30% q:ﬁ 0.9263 -0.0737 0.0967 4.0323  0.0323  0.5129 8.1723  0.1723  2.5286
A 2.0052 0.0052 0.0028 2.0057 0.0057 0.0106 2.0055 0.0055 0.0210
400 {5 0.9852 -0.0148 0.0212 4.0188 0.0188  0.1660 8.0638  0.0638  0.7290
A 2.0009 0.0009 0.0009 2.0011  0.0011  0.0028 2.0028  0.0028  0.0056

Tabela 3.6: Valores de média, viés e EQM para dados simulados da distribuicio Birnbaum-

Saunders-t discreta considerando os estimadores de médxima verossimilhanca, A = 2 and § =
(0.5,4)T.

n Cen. ¢ = $—4 $—8
Média Viés EQM Média Viés EQM Média Viés EQM
40 (% 0.9871 -0.0129 0.1511 3.9863 -0.0137 1.4404 8.0258 0.0258  6.0994
A 20028 0.0028 0.0114 2.0100 0.0100 0.0387 2.0167 0.0167 0.0756
120 0% {) 0.9998 -0.0002 0.0457 4.0319 0.0319 04972 8.0689 0.0689  2.1333
A 2.0026 0.0026 0.0037 2.0061 0.0061 0.0128 2.0086 0.0086  0.0248
400 d} 0.9984 -0.0016 0.0141 3.9996 -0.0004 0.1569 8.0282 0.0282  0.6348
A 20018 0.0018 0.0010 2.0031 0.0031 0.0038 2.0035 0.0035 0.0074
40 ? 1.0002  0.0002 0.1663 4.1093  0.1093  1.8263 8.2395 0.2395  7.9333
A 2.0009 0.0009 0.0109 2.0029  0.0029  0.0387 2.0095 0.0095 0.0760
120 10% {) 1.0055 0.0055 0.0512 4.0492  0.0492 0.5522 8.1287 0.1287  2.3725
A 2.0027  0.0027  0.0037 2.0044  0.0044 0.0129 2.0080 0.0080  0.0245
400 d} 1.0003  0.0003 0.0157 3.9944 -0.0056 0.1649 8.0085 0.0085 0.6848
A 20011 0.0011 0.0012 2.0020  0.0020  0.0042 2.0028 0.0028 0.0078
40 ? 0.9829 -0.0171 0.2728 4.1695 0.1695 2.7474 8.4158 0.4158 12.0941
A 2.0027  0.0027 0.0114 2.0055 0.0055 0.0438 2.0151 0.0151  0.0882
120 30% <g> 1.0115 0.0115 0.0708 4.1024  0.1024  0.7985 8.2566 0.2566  3.5320
A 2.0029  0.0029  0.0038 2.0065 0.0065 0.0140 2.0119 0.0119 0.0273
400 d} 1.0009  0.0009 0.0238 4.0094 0.0094 0.2337 8.0494 0.0494  0.9990
A 2.0014 0.0014 0.0012 2.0037 0.0037  0.0047 2.0049 0.0049  0.0087
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Figura 3.8: Comportamento do erro quadratico médio para as estimativas ¢ segundo a censura,
valores verdadeiros do parametro ¢ e tamanho da amostra.
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Figura 3.9: Comportamento do erro quadratico médio para as estimativas A\ segundo a censura,
valores verdadeiros do parametro ¢ e tamanho da amostra.
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Figura 3.10: Comportamento do viés para as estimativas ¢ segundo a censura, valores verda-
deiros do parametro ¢ e tamanho da amostra.
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Figura 3.11: Comportamento do viés para as estimativas A segundo a censura, valores verda-
deiros do parametro ¢ e tamanho da amostra.

3.5 Aplicacoes

Os modelos LS, estudados na se¢do de simulagdo agora sao usados para analisar conjuntos

de dados do mundo real, com e sem observacdes censuradas.

3.5.1 Dados nao censurados

O conjunto de dados considerado corresponde ao numero de vezes que um computador

DEC-20 falhou em cada uma das 128 semanas consecutivas de operacdo. Tal computador ope-

rou na Open University durante os anos 80; veja Tabela 3.7 e Trenkler (1995). As estatisticas
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descritivas para esse conjunto de dados sdo as seguintes: 128 (tamanho da amostra), 0 (mi-
nimo), 22 (maximo), 3 (mediana), 4.016 (média), 3.808 (desvio padrdo), 94.839 (coeficiente
de variacdo), 1.732 (coeficiente de assimetria) e 3.995 (coeficiente de curtose). A partir desses
resultados, observa-se que esses dados tém um comportamento assimétrico e curtose elevada. A
Figura 3.12 refere-se ao plot dos dados de falha de computador (a) e ao box-plot desses dados

(b), de onde se confirma uma assimetria a direita.

Tabela 3.7: Dados de falha de um computador.

X (ndmero de falhas) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 16 17 22
frequéncia 15 19 23 14 15 10 8 4 6 2 3 32 1 1 1 1
Y [ ]
E 20
0.15+ . E
U g5 !
S £
g0 o1 £ 1
A 3 I
R R
i I8 T T O T I £
i i i ] ] ] 3
om g
T T T i 5
IR EER
0,000 .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 16 17 22
Numero de falhas
(a) Distribuicdo dos dados. (b) Boxplot para o nimero de falhas.

Figura 3.12: Distribuic¢do e boxplot dos dados de falha de um computador.

A Tabela 3.8 mostra as estimativas de mdxima verossimilhanca, calculadas pelo método
BFGS, ¢ os p-valores das estatisticas X2 e CVM. Também sio considerados os critérios AIC e
BIC. Aqui, todos os modelos LS4 fornecem ajustes adequados com base nos p-valores de x* e
CVM .. Levando em consideracao os valores de AIC e BIC, os melhores ajustes sao dos modelos

Birnbaum-Saunders estendido e log-exponencial-poténcia.
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Tabela 3.8: Estimativas de maxima verossimilhanca e medidas de selecdo de modelo para
ajuste dos dados de falhas de computador.

Estimativas p-valor

bui¢des log-simétricas discretas. Em geral, os pontos estimados ficaram préximos dos pontos

Modelo AIC BIC
A (EP) ¢ (EP) 363 X2 CMV

Ln 3.2280 (0.2526) 0.7541 (0.1048) — 0.7841 0.6959 643.5141 652.0702
Lt 3.2653 (0.2574)  0.7065 (0.1026) 20.0 0.8306 0.7762 644.2248  652.7809
Lnc 3.2283 (0.2526) 0.6858 (0.0953) (0.9, 0.9) 0.7996 0.6967 645.5205 656.9287
Lep 3.1624 (0.2770)  1.0176 (0.0555) -0.2 0.7096 0.5151 642.8785 651.4346
BS 3.1704 (0.0589) * 0.9 0.6007 0.5283 640.6061 646.3102
BSe 3.1436 (0.2090)  2.9392 (0.0438) 1.1 0.6517 04700 642.4045 650.9605
BSt 3.1803 (0.3008) ok (0.9, 20.0) 0.7966 0.5799 642.9026 651.4587
BSte 3.1406 (0.2193)  2.0820 (0.0818) (1.3, 20.0) 0.6492 0.4364 644.5534 655.9615

EP: erro padrio; * corresponde a BS estendida com ¢ = 4; *x corresponde a BS-t estendida com ¢ = 4.

Na Figura 3.13 estdo configurados a distribui¢do empirica dos dados e o ajuste das distri-

observados em todos os modelos considerados no estudo.
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Figura 3.13: Distribuicao empirica (.) versus distribuicdes log-simétricas discretas ajustadas
para os dados de falha de computador (.).

3.5.2 Dados censurados

Para a segunda aplicacdo serdo considerados os dados sobre evasdo de alunos que ingres-

saram no curso de Estatistica da Universidade Federal do Piaui (UFPI), campus de Teresina,

do primeiro semestre de 2010 ao primeiro semestre de 2019. Esse banco é composto por 470

observagdes, tendo aproximadamante 40% de censura.

Neste trabalho, o tempo falha foi definido como o tempo (em semestres) até o aluno evadir

(cancelamento ou trancamento). Se esse evento ndo foi observado (aluno ativo ao final do

acompanhamento ou tendo concluido o curso), entdo € caracterizada a presenga de censura.

Na Figura 3.14 estdo as curvas de sobrevivéncia de Kaplan-Meier (a) e os boxplots para
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os tempos de falha e censura (b). Pela Figura 3.14 (a), observa-se que o tempo mediano esta
proximo de 2.5 semestres. Além disso, com o aumento do tempo a curva de sobrevivéncia tende
a se estabilizar em torno de 20%. Quanto aos tempos de falha e censura, nota-se, pela Figura
3.14 (b), que a mediana dos tempos de censura € de 5 semestres e a mediana dos tempos de

falha é préxima de 1 semestre.

0.8 ]

15

o
=}
.

=
o
e o o o o

Probabilidade de sobrevivéncia
. 2
Semestres

0.0 0

0 5 10 15 Cen'sura Faiha
Semestres

(a) (b)

Figura 3.14: Curva de sobrevivéncia (com itervalo de confianca) estimada pelo método Kaplan-
Meier (a) e boxplot para os tempos de falha e censura (b).

As estimativas de maxima verossimilhanca calculadas pelo método BFGS e os valores de
AIC e BIC para os dados de tempo de até a evasao sdo mostrados na Tabela 3.9. Levando em
consideracdo os valores de AIC e BIC, os modelos que melhor se ajustaram aos dados foram os

modelos log-t-Student e log-exponencial-poténcia.
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Tabela 3.9: Estimativas de maxima verossimilhanca e medidas de selecdo de modelo para
ajuste dos dados de evasdo no curso de Estatistica.

Distribuicao discreta Estimativas AIC BIC
A (EP) ¢ (EP) £©

Ln 3.7039 (0.3577)  3.4309 (0.4355) — 1591.294  1603.752
Lt 3.8761 (0.3593)  1.7887 (0.4228) 1.2 1585.895  1598.353
Lnc 3.8593 (0.3577)  0.6724 (0.3962)  (0.74,0.10) 1588.580 1605.190
Lep 3.7723 (0.3347)  1.1552(0.1691) 0.8 1586.022  1598.480
BS 3.5753 (0.4812) * 2.0 1593.202 1601.508
BSe 3.7001 (0.3227) 153.0782 (0.2981) 0.3 1591.389 1603.847
BSt 3.7104 (0.4977) *ok (1.6, 2.0) 1590.891 1603.350
BSte 3.8253(0.3249) 103.7957 (0.2906)  (0.3,2.0) 1589.999  1606.610

EP: erro padrdo; * corresponde a BS estendida com ¢ = 4; sx corresponde a BS-t estendida com ¢ = 4.

Conforme Tabela 3.10 e Figura 3.15, verifica-se que as estimativas das sobrevivéncias dos
modelos log-simétricos discretos ficaram bem préximas das estimativas de Kaplan-Meier, o que

indica um bom ajuste desses modelos aos dados.

Tabela 3.10: Estimativas da funcdo de sobrevivéncia via Kaplan-Meier e via distribui¢des log-
simétricas discretas.

Modelo
Lep BS
0.7595 0.7521
0.6446 0.6158
0.5569 0.5350
0.4849 0.4776
0.4307 0.4331
0.3902  0.3968
0.3586 0.3661
0.3330 0.3396
0.3118 0.3163
0.2939 0.2956
0.2785 0.2769
0.2651 0.2601
0.2533  0.2447
0.2428 0.2306
0.2334 0.2177
0.2249  0.2057
0.2172 0.1946
0.1977 0.1657

KM

0.7511
0.6594
0.5630
0.4807
0.4300
0.3906
0.3522
0.3327
0.3101
0.2880
0.2754
0.2430
0.2228
0.2228
0.1910
0.1910
0.1910
0.1910

>

IC 95% (KM)

0.7130—-0.7912
0.6177—0.7038
0.5185-0.6114
0.4354—-0.5307
0.3843—-0.4811
0.3451-0.4421
0.3068—0.4044
0.2872—-0.3853
0.2637—0.3647
0.2399-0.3457
0.2250—-0.3372
0.1862—-0.3173
0.1623—-0.3057
0.1623—0.3057
0.1233-0.2958
0.1233—-0.2958
0.1233—-0.2958
0.1233—-0.2958

Ln Lt
0.7602 0.7638
0.6303 0.6520
0.5453 0.5623
0.4834 0.4923
0.4357 0.4380
0.3973  0.3958
0.3656 0.3625
0.3388 0.3356
0.3159 0.3137
0.2959 0.2954
0.2784 0.2799
0.2628 0.2667
0.2489 0.2553
0.2364 0.2453
0.2251 0.2364
0.2148 0.2286
0.2053 0.2215
0.1813 0.2041

Lnc
0.7641
0.6491
0.5600
0.4914
0.4383
0.3968
0.3636
0.3367
0.3145
0.2959
0.2801
0.2665
0.2546
0.2442
0.2349
0.2266
0.2191
0.2004

BSe
0.7600
0.6299
0.5450
0.4833
0.4356
0.3972
0.3655
0.3388
0.3158
0.2959
0.2783
0.2627
0.2488
0.2363
0.2249
0.2145
0.2050
0.1809

BSt
0.7640
0.6337
0.5468
0.4834
0.4344
0.3952
0.3628
0.3357
0.3125
0.2924
0.2749
0.2594
0.2456
0.2332
0.2220
0.2119
0.2027
0.1794

BSte
0.7643
0.6438
0.5559
0.4897
0.4385
0.3980
0.3653
0.3383
0.3158
0.2966
0.2801
0.2658
0.2533
0.2421
0.2322
0.2233
0.2153
0.1953

0NN B W= O

e e T e =)
O NN B~ W= O
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Figura 3.15: Curvas de sobrevivéncia estimadas por Kaplan-Meier (—) e pelos modelos log-
simétricos discretos (- - -).

52



Capitulo 4

Modelos de regressao log-simétricos

discretos

4.1 Modelos de regressao log-simétricos discretos

Na maioria dos estudos estatisticos e, sobretudo, em estudos de andlise de sobrevivéncia
¢ interessante estudar a influéncia que algumas covaridveis exercem sobre a varidvel resposta.
Para Lawless (2011), a inclusdo de covaridveis nos modelos é importante porque pode revelar a

heterogeneidade de uma populagdo.

Seja X1,...,X, varidveis aleatérias independentes, em que X; ~ LSq(\;, ¢, 9(-)), para
i=1,...,n,ex = (z1,... ,xn)T as correspondentes observacdes. O modelo de regressao
log-simétrico discreto € definido pela seguinte relacao

hN)=ni=w/B, i=1,...n, (4.1)

7

em que w; = (1,wy, ..., w;) representa os valores das covaridveis, 3 = (8o, 81, ..., Bi)T é
um vetor de parAmetros desconhecidos, € h : R — R™ é uma fungéo de liga¢do invertivel,

estritamente monétona, positiva e pelo menos duas vezes diferencidvel. Neste trabalho, h(\) =
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log(A).

Os parametros do modelo de regressao log-simétrico discreto sao estimados usando o mé-
todo da médxima verossimilhanca. As fun¢des de verossimilhanca e log-verossimilhanca do
modelo, considerando dados censurados a direita e uma amostra de tamanho 7, sdo definidas,

respectivamente, como:

n

L(6) oc [ [Ipwilw)) 1S (aifw)] '~ 4.2)

=1

(8) = >_ {ioglp(wifw)] + (1 = d)log[S (wifw)]} + C (4.3)

sendo C' uma constante nio dependente de 6.
em que O = (3, @) e J; é o indicador de censura. As estimativas de maxima verossimilhanga de

¢ e 3 sdo obtidas por meio da maximizacao de ¢(8).

4.2 Analise de residuos

A andlise dos residuos € util para avaliar a adequacdo do modelo e detectar a presenca de
pontos extremos. Em virtude da diversidade dos modelos log-simétricos discretos, os residuos
utilizados para os modelos lineares ndao sdo adequados para esses modelos, pois, frequente-
mente, os residuos podem ndo apresentar distribuicdo normal, embora o modelo esteja bem
ajustado aos dados. Essa peculiaridade € inerente aos modelos com a varidavel resposta discreta,
especialmente quando os dados assumem valores pequenos. Portanto, neste trabalho, serd utili-
zado o residuo quantilico aleatorizado proposto por Dunn e Smyth (1996). Esse tipo de residuo
¢ obtido da seguinte maneira:

A

rei = O N F(z;6)), i=1,2,..,n, 4.4)

em que ®(-) é a FDA da normal padriio; z; é a i-ésima observagio da varidvel resposta; F(z;; 6;)
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é a FDA do modelo e 6; é o vetor de parametros estimados. Para modelos de distribui¢des

discretas, 1, ; € expresso como:

roi = ®7 1 (uy), (4.5)

em que u; é uma varidvel aleatéria uniformente distribuida no intervalo (a;, b;], a; e b; definidos

da seguinte forma:

Para os modelos log-simétricos discretos, as funcdes a; e b; sdo escritas de acordo com a
fun¢do de sobrevivéncia, usando a relagdo F'(x; — 1;6;) = 1 — S(z; — 1;6;). Portanto, a; e b,

sao EXpressos como:

ai = G|z — 1] + D) Ine, b = G(b([i] + 1), @.7)

onde

_ log(x) ~ loglexp(w)) _ log(x) — w3
Vo Ve

b(z) (4.8)

O residuo quantilico aleatorizado, r,;, € distribuido segundo uma normal padrdo caso o
modelo esteja bem ajustado aos dados. Portanto, fazendo o QQplot dos residuos em funcao de
uma distribui¢do normal padrdo, € possivel constatar a normalidade desses residuos, além de

identificar discrepancias entre as estimativas e os valores observados.
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4.3 Simulacoes

Para a obtencdo dos dados simulados da regressdo, considerou-se apenas uma covaridvel
para cada individuo da amostra. Os tamanhos amostrais foram fixados em n € {40, 120,400}
e a covaridvel foi obtida a partir de uma distribui¢do Bernoulli com probabilidade de sucesso
p = 0.5. Os percentuais de censura foram obtidos usando o mesmo procedimento adotado para
os modelos sem covaridveis (ver Sec¢ao 3.4). Os valores reais considerados para os parametros
foram: By = 1, /1 = 2.5e ¢ € {1,4,8}. Nesse cendrio, os modelos foram avaliados por meio
de simulagdes de Monte Carlo (1000 réplicas). Assim como na Se¢do 3.4, as estimativas dos
parametros foram obtidas por mixima verossimilhanca por meio da fun¢cdo optim (método
BFGS).

Os resultados das simulacdes estdo denotados nas Tabelas 4.1—4.6 e ilustrados nas Figuras
4.1,4.2 e 4.3. Em geral, os resultados obtidos na simulag¢do foram como esperados: viés diminui
conforme aumenta o tamanho da amostra e o erro quadratico médio aumenta conforme aumenta

o percentual de censura.
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Tabela 4.1: Valores de média, viés e EQM para dados simulados da distribui¢ao log-normal
discreta considerando os estimadores de maxima verossimilhanca do modelo de regessao ( Sy =

1,e 31 = 2.5).

n Cen. : ¢ — 1 - ¢ — 4 - ¢ — 8
Média Viés EQM Média Viés EQM Média Viés EQM
é 09662 -0.0338 0.0617 3.8973 -0.1027 1.0548 7.8430 -0.1570 4.7602
40 Bo 1.0007 0.0007 0.0410 1.0118  0.0118  0.3446 1.0096  0.0096  0.7066
B1 25091  0.0091 0.1221 24875 -0.0125 05118 24837 -0.0163 1.0467
é 0.9935 -0.0065 0.0194 3.9813  -0.0187 0.3414 7.9973  -0.0027 1.4937
120 0% 3, 09987 -0.0013 0.0140 0.9979 -0.0021 0.1108 0.9927 -0.0073 0.2268
B1 25024  0.0024  0.0396 25017 0.0017 0.1615 25032 0.0032  0.3322
¢ 0.9996 -0.0004 0.0062 4.0075 0.0075 0.1022 8.0172 0.0172  0.4435
400 Bo  0.9994 -0.0006 0.0039 0.9963 -0.0037 0.0342 0.9956 -0.0044  0.0698
Bi 25012 0.0012 0.0117 25031  0.0031  0.0502 25029  0.0029  0.1018
é 09755 -0.0245 0.0640 3.9292  -0.0708 1.2240 79272 -0.0728 5.7356
40 Bo  1.0092 0.0092 0.0859 1.0225  0.0225  0.3551 1.0223  0.0223  0.7286
B1 24905 -0.0095 0.1233 24739 -0.0261 0.5094 2.4685 -0.0315 1.0565
é 09935 -0.0065 0.0198 3.9985 -0.0015 0.3589 8.0143 0.0143  1.6294
120 10% 3, 1.0059 0.0059 0.0293 1.0085 0.0085 0.1241 1.0158  0.0158 0.2501
Bi 24927 -0.0073 0.0428 24867 -0.0133  0.1807 24753 -0.0247 03648
é 09972 -0.0028 0.0067 4.0001 0.0001 0.1244 8.0061  0.0061  0.5485
400 Bo  0.9966 -0.0034 0.0077 0.9931 -0.0069 0.0333 0.9893 -0.0107 0.0686
B1 25036  0.0036 0.0115 25063  0.0063  0.0483 2.5097  0.0097  0.0984
é 0.9852 -0.0148 0.0943 4.0006 0.0006 1.9467 8.1342  0.1342  9.7994
40 Bo 1.0131 0.0131 0.0967 1.0304  0.0304 0.3929 1.0300  0.0300  0.8084
Bi 24916 -0.0084 0.1398 24771 -0.0229 0.5765 24754 -0.0246  1.2095
é  0.9940 -0.0060 0.0267 40106 0.0106 0.5171 8.0639  0.0639  2.5059
120 30% B, 1.0048 0.0048 0.0323 1.0061 0.0061 0.1377 1.0138  0.0138  0.2751
B1 24948 -0.0052 0.0484 24922 -0.0078 0.2064 24824  -0.0176 0.4155
é 1.0008 0.0008 0.0091 40190 0.0190 0.1717 8.0557 0.0557 0.7819
400 Bo 0.9977 -0.0023  0.0083 0.9923  -0.0077 0.0356 0.9914 -0.0086 0.0740
B1 25040  0.0040 0.0128 25106  0.0106  0.0540 25125 0.0125  0.1100
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Tabela 4.2: Valores de média, viés e EQM para dados simulados da distribuicao log-¢-Student
discreta considerando os estimadores de maxima verossimilhanca do modelo de regessdo ( Sy =
1, By =25e&=4).

n Cen. - ¢ — ! - ¢ — 4 - ¢ — 8
Média Viés EQM Média Viés EQM Média Viés EQM
¢ 09735 -0.0265 0.0904 39013 -0.0987 1.5487 7.8770  -0.1230  7.0533
40 Bo 09955 -0.0045 0.1090 0.9882 -0.0118 0.4418 1.0150  0.0150 1.0758

B1 25030 0.0030 0.1768 2.5082 0.0082 0.7032 24517 -0.0483  1.4709
¢ 09916 -0.0084 0.0316 3.9568 -0.0432 0.5491 7.8748 -0.1252  2.2273
120 0% 3y, 09995 -0.0005 0.0378 1.0021  0.0021  0.1491 1.0079  0.0079  0.2971
B1 25047 0.0047 0.0576 2.5055 0.0055 0.2286 24988 -0.0012  0.4579
¢ 09942 -0.0058 0.0096 39706 -0.0294 0.1572 79123 -0.0877  0.6245
400 Bo 09946 -0.0054 0.0108 0.9873 -0.0127 0.0419 0.9833 0.0167  0.0854
f1 25046 0.0046 0.0163 2.5109 0.0109 0.0641 25095 0.0095  0.1381
¢ 09800 -0.0200 0.1026 3.9559 -0.0441 1.7840 7.9800 -0.0200 8.1794
40 Bo 0.9955 -0.0045 0.1100 0.9812 -0.0188 0.4738 0.9572 -0.0428  1.0059
B1 24985 -0.0015 0.1797 2.5082 0.0082  0.7560 25274 0.0274  1.5607
¢ 09933 -0.0067 0.0323 3.9789 -0.0211 0.5758 79678 -0.0322  2.5767
120 10% By 09951 -0.0049 0.0394 0.9921 -0.0079  0.1583 0.9847 -0.0153  0.3199
B1 25040 0.0040 0.0586 2.5064 0.0064 0.2356 25132 0.0132  0.4765
¢ 09968 -0.0032 0.0097 3.9909 -0.0091 0.1726 7.9819 -0.0181 0.7554
400 Bo 0.9960 -0.0040 0.0114 0.9904 -0.0096 0.0456 0.9863 -0.0137  0.0923
B 25025 0.0025 0.0168 2.5068 0.0068 0.0679 2.5098 0.0098  0.1377
¢ 09948 -0.0052 0.1455 4.0459  0.0459  2.7599 82371 0.2371  13.2247
40 Bo 09999 -0.0001 0.1233 0.9863 -0.0137 0.5261 0.9648 -0.0352 1.1184
B1 24954 -0.0046 0.2006 2.5086 0.0086  0.8500 2.5291 0.0291 1.7631
¢ 09867 -0.0133 0.0406 3.9604 -0.0396 0.7475 7.9368 -0.0632  3.5671
120 30% 3, 09934 -0.0066 0.0413 0.9923 -0.0077 0.1629 0.9855 -0.0145 0.3309
B 25029 0.0029 0.0615 2.5004 0.0004 0.2439 2.5044 0.0044  0.4988
¢ 1.0015 0.0015 0.0119 4.0136  0.0136  0.2166 8.0324  0.0324  0.9932
400 Bo 0.9964 -0.0036 0.0118 0.9909 -0.0091 0.0480 0.9859 -0.0141  0.0958
B1 25034 0.0034 0.0182 2.5095 0.0095 0.0752 2.5150 0.0150  0.1493
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Tabela 4.3: Valores de média, viés e EQM para dados simulados da distribui¢ao log-normal-
contaminada discreta considerando os estimadores de mdxima verossimilhanca do modelo de
regessdo (fo =1, f1 =2.5e& = (0.5,0.5)7).

n Cen. - ¢ — ! - ¢ — 4 - ¢ — 8
Média Viés EQM Média Viés EQM Média Viés EQM
& 09673 -0.0327 0.0651 3.8956 -0.1044 1.1743 7.8287 -0.1713  5.3106
40 Bo 1.0143 0.0143 0.1277 1.0254  0.0254 0.5352 1.0325 0.0325 1.0775

B1 24801 -0.0199 0.1916 2.4608 -0.0392  0.8083 24430 -0.0570  1.6381
é 09931 -0.0069 0.0199 3.9755 -0.0245 03771 7.9604 -0.0396  1.6600
120 0% By, 0998 -0.0014 0.0391 1.0008  0.0008  0.1623 1.0000  0.0000  0.3267
B1 25031  0.0031  0.0568 25014 0.0014  0.2337 25023 0.0023  0.4724
¢ 09976 -0.0024 0.0064 3.9996  -0.0004 0.1178 7.9985 -0.0015  0.5074
400 Bo 10043  0.0043 0.0111 1.0058  0.0058  0.0460 1.0101  0.0101  0.0952
B1 24930 -0.0070 0.0170 2.4880 -0.0120 0.0686 2.4805 -0.0195  0.1402
¢ 09795 -0.0205 0.0818 3.9481 -0.0519 15214 79792 -0.0208  7.3393
40 Bo  1.0192  0.0192 0.1180 1.0334  0.0334  0.5046 1.0373  0.0373  1.0258
B 24832 -0.0168 0.1835 24689 -0.0311 0.7764 24625 -0.0375  1.5665
¢ 09971 -0.0029 0.0237 3.9995  -0.0005 0.4473 7.9990 -0.0010  2.0590
120 10% B, 1.0032 0.0032 0.0422 1.0049  0.0049  0.1800 1.0131  0.0131  0.3636
B1 25002  0.0002 0.0585 25005 0.0005  0.2467 2.4938 -0.0062  0.4971
¢ 0.9990 -0.0010 0.0069 4.0050  0.0050  0.1285 8.0279  0.0279  0.5742
400 Bo 10026 0.0026 0.0112 1.0032  0.0032  0.0466 1.0036  0.0036  0.0990
B1 24934 -0.0066 0.0170 24881 -0.0119 0.0698 24823 -0.0177  0.1446
¢ 09813 -0.0187 0.1083 3.9969 -0.0031 22990 8.1638  0.1638 12,6151
40 Bo 10188 0.0188 0.1264 1.0355  0.0355 0.5419 1.0392  0.0392  1.0991
B1 24834 -0.0166 0.2012 2.4680 -0.0320 0.8623 24655 -0.0345  1.7373
¢ 1.0009 0.0009 0.0302 4.0265 0.0265 0.5935 8.0789  0.0789  2.9376
120 30% By 1.0037 0.0037 0.0459 1.0066  0.0066  0.1960 1.0171  0.0171  0.3907
B1 235014 0.0014  0.0647 25028 0.0028  0.2740 24964 -0.0036  0.5492
¢ 09997 -0.0003 0.0097 40140  0.0140 0.1854 8.0604 0.0604  0.8748
400 Bo  1.0029 0.0029 0.0125 1.0046  0.0046  0.0513 1.0055  0.0055  0.1088
B1 24929 -0.0071 0.0193 24870  -0.0130 0.0793 24817 -0.0183  0.1637
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Tabela 4.4: Valores de média, viés e EQM para dados simulados da distribuicdo log-
exponencial-poténcia discreta considerando os estimadores de médxima verossimilhanga do mo-
delo de regessdo ( 5y = 1, f; = 2.5e & = —0.5).

n Cen. - ¢ — L - ¢ — 4 . ¢ — 8
Média Viés EQM Média Viés EQM Média Viés EQM
é 09335 -0.0665 0.0339 3.7510 -0.2490 0.5575 7.5486 -0.4514 2.4972
40 Bo 1.0024 0.0024 0.0164 0.9931 -0.0069 0.1600 0.9830 -0.0170 0.3403

B1 25060 0.0060 0.0451 2.5090 0.0090 0.2168 25130 0.0130 0.4523
¢ 09834 -0.0166 0.0096 39512 -0.0488 0.1616 79173 -0.0827 0.7284
120 0% Bo 1.0045 0.0045 0.0051 0.9790 -0.0210 0.0499 0.9680 -0.0320 0.1063
B1 2.4933  -0.0067 0.0146 2.5301 0.0301 0.0693 2.5424  0.0424  0.1440
¢ 09919 -0.0081 0.0030 3.9723  -0.0277 0.0488 7.9456 -0.0544 0.2145
400 Bo 09994 -0.0006 0.0015 0.9998 -0.0002 0.0156 1.0006  0.0006  0.0339
B1 25024  0.0024  0.0043 24988 -0.0012 0.0220 24971 -0.0029 0.0461
¢ 09431 -0.0569 0.0369 37771 -0.2229  0.6802 7.6080 -0.3920 3.0023
40 Bo 1.0046 0.0046 0.0342 0.9958 -0.0042 0.1719 0.9912  -0.0088 0.3691
B1 24973  -0.0027 0.0482 2.5060 0.0060 0.2297 2.5058 0.0058  0.4846
¢ 09831 -0.0169 0.0112 3.9458 -0.0542 0.2057 7.8949 -0.1051 09115
120 10% B, 1.0019 0.0019 0.0110 0.9921 -0.0079  0.0536 0.9904 -0.0096 0.1154
B1 24984 -0.0016 0.0162 2.5084 0.0084 0.0767 2.5084 0.0084 0.1619
¢ 09962 -0.0038 0.0033 3.9885 -0.0115 0.0571 7.9801 -0.0199 0.2540
400 Bo 1.0002 0.0002 0.0032 0.9976  -0.0024 0.0166 0.9977 -0.0023 0.0364
B1 2.5009 0.0009 0.0049 2.5046  0.0046  0.0235 2.5047  0.0047  0.0502
¢ 09432 -0.0568 0.0515 37876  -0.2124  1.0016 7.6435 -0.3565 4.6024
40 Bo 1.0114 0.0114 0.0392 1.0076 ~ 0.0076  0.1928 1.0068  0.0068  0.4179
B1 24882 -0.0118 0.0552 24903 -0.0097 0.2645 2.4846 -0.0154 0.5663
¢ 09823 -0.0177 0.0159 3.9491 -0.0509 0.2982 7.9088 -0.0912 1.3537
120 30% B, 1.0034 0.0034 0.0132 0.9942  -0.0058 0.0667 0.9927 -0.0073 0.1432
B 24956 -0.0044 0.0195 2.5055 0.0055 0.0976 25052  0.0052 0.2078
6 09963 -0.0037 0.0047 3.9894 -0.0106 0.0830 7.9838 -0.0162 0.3745
400 Bo 1.0011 0.0011 0.0038 0.9987 -0.0013 0.0194 0.9991 -0.0009 0.0422
B1 2.4998 -0.0002 0.0056 2.5033 0.0033  0.0278 2.5029  0.0029 0.0596
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Tabela 4.5: Valores de média, viés e EQM para dados simulados da distribui¢do Birnbaum-
Saunders estendida discreta considerando os estimadores de maxima verossimilhanga do mo-
delo de regessdo ( 5y = 1, f; = 2.5e £ = 0.5).

n Cen. - ¢ — L - ¢ — 4 . ¢ — 8
Média Viés EQM Média Viés EQM Média Viés EQM
6 09622 -0.0378 0.0514 3.8305 -0.1695 0.7996 7.6936 -0.3064 3.1667
40 Bo  1.0001  0.0001  0.0053 1.0045 0.0045 0.0192 1.0045 0.0045 0.0377

B 25002 0.0002 0.0079 2.4961 -0.0039 0.0289 2.4964 -0.0036 0.0573
¢ 09903 -0.0097 0.0167 3.9535 -0.0465 0.2534 79214 -0.0786 1.0272
120 0% Bo 09997 -0.0003 0.0018 1.0002  0.0002  0.0062 1.0006  0.0006 0.0122
B1 25006 0.0006 0.0026 2.5002  0.0002  0.0091 24999 -0.0001 0.0180
¢ 09974 -0.0026 0,005 39882 -0.0118 0.0772 7.9807 -0.0193 0.3098
400 Bo 09998 -0.0002 0.0005 1.0002  0.0002 0.0019 0.9999 -0.0001 0.0038
B1 25003  0.0003  0.0007 2.5000  0.0000 0.0028 2.5003  0.0003 0.0056
¢ 09670 -0.0330 0.0618 3.8460 -0.1540 0.9225 7.7258  -0.2742  3.7201
40 Bo 1.0017 0.0017  0.0057 1.0069  0.0069 0.0203 1.0091  0.0091  0.0395
B1 2.4985 -0.0015 0.0080 24933  -0.0067 0.0294 24912  -0.0088 0.0570
¢ 09894 -0.0106 0.0179 3.9524 -0.0476 0.2777 7.9074 -0.0926 1.1073
120 10% B, 1.0023 0.0023 0.0019 1.0035  0.0035  0.0070 1.0054 0.0054 0.0137
B1 24975 -0.0025 0.0027 24962 -0.0038 0.0102 2.4939  -0.0061 0.0201
¢ 09944 -0.0056 0.0063 3.9800 -0.0200 0.0958 7.9663 -0.0337 0.3848
400 Bo 0.9995 -0.0005 0.0005 0.9995 -0.0005 0.0019 0.9989 -0.0011 0.0037
B1 25006 0.0006 0.0007 2.5007  0.0007 0.0028 25013  0.0013  0.0055
¢ 09740 -0.0260 0.0897 3.8667 -0.1333  1.3096 7.7840 -0.2160  5.3092
40 Bo 1.0025 0.0025 0.0061 1.0101  0.0101 0.0224 1.0136  0.0136  0.0439
B1 24985 -0.0015 0.0087 24911 -0.0089 0.0330 2.4887 -0.0113 0.0646
¢ 09878 -0.0122 0.0238 3.9480 -0.0520 0.3812 7.9023 -0.0977 1.4965
120 30% By 1.0022 0.0022 0.0020 1.0031 0.0031 0.0076 1.0046  0.0046 0.0149
B 24975 -0.0025 0.0030 2.4965 -0.0035 0.0114 2.4950 -0.0050 0.0225
é 09973 -0.0027 0.0081 3.9886 -0.0114 0.1285 7.9953 -0.0047 0.5119
400 Bo 0.9996 -0.0004 0.0005 0.9994 -0.0006 0.0020 0.9996  -0.0004  0.0040
B1 2.5009 0.0009 0.0008 2.5013  0.0013  0.0030 2.5017  0.0017  0.0062
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Tabela 4.6: Valores de média, viés e EQM para dados simulados da distribui¢do Birnbaum-
Saunders-t estendida discreta considerando os estimadores de médxima verossimilhanca do mo-
delo de regessdo ( Sp =1, 1 =2.5e & = (0.5,4)7).

n Cen. - ¢ — L - ¢ — 4 . ¢ — 8
Média Viés EQM Média Viés EQM Média Viés EQM
6 09716 -0.0284 0.0812 3.8890 -0.1110 1.2447 7.7889 -0.2111 5.1651
40 Bo 1.0013 0.0013  0.0078 1.0045 0.0045 0.0262 1.0058 0.0058  0.0528

B 24969 -0.0031 0.0115 24918 -0.0082 0.0413 24890 -0.0110 0.0822
é 1.0015 0.0015 0.0294 4.0035 0.0035 0.4419 8.0026  0.0026 1.8024
120 0% 3, 1.0009 0.0009 0.0024 1.0027  0.0027  0.0081 1.0057  0.0057 0.0163
B 2.4985 -0.0015 0.0035 24960 -0.0040 0.0123 24925 -0.0075 0.0249
¢ 1.0006 0.0006 0.0085 3.9995  -0.0005 0.1365 7.9946 -0.0054 0.5438
400 Bo 09991 -0.0009 0.0007 0.9979  -0.0021  0.0028 0.9976 -0.0024  0.0053
B 25015 0.0015 0.0011 2.5033  0.0033  0.0043 2.5041  0.0041  0.0082
6 09878 -0.0122 0.0924 3.9628 -0.0372 1.4762 7.9412  -0.0588 5.9928
40 Bo  0.9966 -0.0034 0.0082 0.9968 -0.0032  0.0279 0.9942  -0.0058  0.0549
B 25017  0.0017 0.0121 24997  -0.0003  0.0431 2.5006  0.0006  0.0851
¢ 1.0032 0.0032 0.0311 40185 0.0185 0.4730 8.0396  0.0396 1.9264
120 10% 3, 1.0021 0.0021 0.0026 1.0037  0.0037  0.0086 1.0058  0.0058 0.0170
B 24968 -0.0032  0.0035 24941 -0.0059 0.0123 24912 -0.0088  0.0248
é 0.9974 -0.0026 0.0091 3.9940  -0,006  0.1445 7.9759 -0.0241 0.5798
400 Bo 0.9998 -0.0002 0.0008 1.0002  0.0002  0.0029 1.0014  0.0014  0.0056
B1 25000  0.0000 0.0012 24995  -0.0005 0.0043 24982  -0.0018 0.0085
é 09855 -0.0145 0.1294 3.9710  -0.0290 2.0250 79753  -0.0247 8.5906
40 Bo 09962 -0.0038 0.0085 0.9984 -0.0016 0.0301 0.9955 -0.0045  0.0600
B 25024 0.0024 0.0129 24987 -0.0013  0.0467 2.5001  0.0001  0.0931
é 1.0086 0.0086  0.0405 40467 0.0467  0.6430 8.0944  0.0944 2.6162
120 30% 3, 1.0031 0.0031 0.0028 1.0051  0.0051  0.0095 1.0079  0.0079  0.0189
B1 24956 -0.0044 0.0039 24922  -0.0078 0.0139 24884 -0.0116 0.0275
é 09985 -0.0015 0.0119 3.9980 -0.0020 0.1906 7.9885 -0.0115 0.7710
400 Bo  1.0002 0.0002  0.0008 1.0010  0.0010  0.0031 1.0033  0.0033  0.0060
B 24997 -0.0003 0.0012 2.4985 -0.0015 0.0045 24957 -0.0043  0.0089
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Figura 4.1: Comportamento do erro quadratico médio para as estimativas ¢ segundo a censura,

valores verdadeiros do parametro ¢ e tamanho da amostra.
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Figura 4.2: Comportamento do erro quadritico médio para as estimativas do intercepto [y
segundo a censura, valores verdadeiros do parametro ¢ e tamanho da amostra.
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Figura 4.3: Comportamento do erro quadritico médio para as estimativas 3; segundo a censura,
valores verdadeiros do parametro ¢ e tamanho da amostra.
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Figura 4.4: Comportamento do viés para as estimativas ¢ segundo a censura, valores verdadei-
ros do parametro ¢ e tamanho da amostra.
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Figura 4.6: Comportamento do viés para as estimativas (3; segundo a censura, valores verda-
deiros do parametro ¢ e tamanho da amostra.

4.4 Aplicacoes

Nesta secao serdo estudadas aplicagoes dos modelos de regressao log-simétricos discretos a
dados reais ndo censurados e censurados. Os dados sem censura sdo referentes ao niimero de
projetos de infraestrutura em contratos de concessdes (concessdes e parcerias publico privadas)
realizados em todos os estados brasileiros entre 2000 e 2017 (Banco Mundial). Esses dados
foram estudados por Fernandez (2019) em aplicacdes do modelo de Poisson inflado de zeros
(Z1IP) na estrutura de dados de painel. Neste trabalho, ndo hé controle para grupos de indivi-

duos em cada ano, caracterizando o conjunto de dados como uma sec¢ao transversal agrupada
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(pooled cross-section). Os dados censurados sdo referentes a evasao no curso de Estatistica da

Universidade Federal do Piaui, ja descritos na Secao 3.5.2.

4.4.1 Dados nao censurados

A varidvel resposta correspondente ao nimero de projetos em contratos de concessdes apre-
senta as seguintes medidas descritivas: 459 (tamanho da amostra), 0 (minimo), 22 (mdximo),
1 (mediana), 1.6122 (média), 2.6337 (desvio padrao), 3.2039 (coeficiente de assimetria) e
14.8155 (coeficiente de curtose). Essas medidas sugerem assimetria a direita (média > me-

diana), confirmada pela Figura 4.7, e uma elevada curtose.
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Figura 4.7: Distribuicao do nimero de projetos (a) e boxplot (b).

Na Tabela 4.7 estdo descritas as varidveis explicativas que podem estar relacionadas com
o nimero de projetos em contratos e concessdes. O resultado primdrio € a diferenca entre as
receitas e as despesas do estado e serd considerado, neste trabalho, como um percentual do
PIB (Produto Interno Bruto). O servico da divida publica (% PIB) refere-se a totalidade dos
pagamentos que os estados realizaram para fins de custeio com juros e amortiza¢des de dividas

contraidas por meio de empréstimos. As demais covaridveis sdo a razdo entre as despesas com
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pessoal e a receita corrente do estado e o logaritmo do tamanho da populacdo do estado.

Tabela 4.7: Descricao das varidveis explicativas.

Tipo Definigdo Legenda Fonte
Resultado Primdrio (% do PIB) respripib
Restri¢do orcamentdria ~ Servico da Divida Publica (% do PIB)  servdivtotpib  Secretaria do Tesouro Nacional
Despesas com Pessoal/Receita Corrente desprec
Variavel de controle Numero de habitantes pop IBGE

Fonte: Fernandez (2019)

O resumo descritivo com medidas de tendéncia central e dispersdo das covaridveis estd

denotado na Tabela 4.8.

Tabela 4.8: Estatisticas descritivas para as varidveis explicativas do ndmero de projetos.

Variaveis Média  Desvio Padrio Mediana Minimo Madaximo
Ipop 15.2323 1.0764 15.1028 12.5099 17.6166
respripib 0.0168 0.0427 0.0077  -0.1522 0.2519
servdivtotpib  0.0411 0.0695 0.0165 0.0011 0.7570
desprec 55.4763 19.7065 542600 29.7900 445.6200

A Figura 4.8 apresenta o cruzamento entre as varidveis explicativas e a varidvel resposta.
Nota-se que parece haver correlagdo positiva entre o nimero de projetos e as covaridveis ta-
manho da populacio (em logaritmo), resultado primério e servigo da divida publica. Assim,
um aumento nessas varidveis pode representar um aumento no nimero de projetos. A varidvel
desprec apresenta um valor discrepante e ndo ha relacdo aparente com o nimero de projetos, ou

seja, ndo € observada nenhuma tendéncia.
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Figura 4.8: Varidveis explicativas versus varidveis respostas.

A Tabela 4.9 denota os ajustes dos modelos log-simétricos discretos aos dados referentes
ao numero de projetos. Foram considerados os modelos discretos log-normal, log-¢-Student,

log-normal-contaminado, log-exponencial-poténcia, BS estendido e BS-¢ estendido.
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Tabela 4.9: Modelos de regressao log-simétricos discretos para o niimero de projetos.

Modelo  Parimetros Estimativas EP z P IC (95%) p-valor
Bo -7.7517 1.0414  -7.4435 0.0004  0.0001—0.0033  0.0000
51 (Ipop) 0.5198 0.0693  7.5007 1.6817 1.4681—1.9264  0.0000
Ln B2 (respripib) -0.7783 1.5249 -0.5104 0.4592  0.0231-9.1203  0.6098
B3 (servdivtotpib) 0.9810 1.0474 09366 2.6671 0.3424—20.7782  0.3490
[4 (desprec) -0.0011 0.0029 -0.3793 0.9989  0.9932—1.0046  0.7045
10} 0.9495 0.0930
Bo -7.6975 1.0313  -7.4639 0.0005  0.0001—0.0034  0.0000
51 (Ipop) 0.5164 0.0686  7.5277 1.6760  1.4651—1.9172  0.0000
(2 (respripib) -0.7796 1.5124 -0.5155 0.4586  0.0237—8.8880  0.6062
Lt (3 (servdivtotpib) 1.0487 1.0211  1.0270  2.8539 0.3857—21.1165 0.3044
(4 (desprec) -0.0012 0.0029 -0.4138 0.9988 0.9931—1.0045  0.6790
1) 0.8762 0.0894
13 20.0
Bo -7.7510 1.0413  -7.4436 0.0004  0.0001—0.0033  0.0000
51 (Ipop) 0.5195 0.0693  7.4964 1.6812  1.4677—1.9258  0.0000
B2 (respripib) -0.7784 1.5248 -0.5105 0.4591 0.0231-9.1176  0.6097
Lnc B3 (servdivtotpib) 0.9818 1.0471 09376  2.6693 0.3428—20.7826  0.3485
(4 (desprec) -0.0010 0.0029 -0.3448 0.9990 0.9933—1.0047  0.7302
10} 0.8634 0.0847
13 (0.90, 0.90)
Bo -7.8366 1.1376  -6.8887 0.0004  0.0000—0.0037  0.0000
(1 (Ipop) 0.5254 0.0751  6.9960 1.6911 1.4597—1.9593  0.0000
(2 (respripib) -0.7335 1.4380 -0.5101 0.4802  0.0287—8.0444  0.6100
Lep B3 (servdivtotpib) 0.8531 0.9603 0.8884 2.3469 0.3573—15.4142 0.3743
(B4 (desprec) -0.0010 0.0027 -0.3704 0.9990 0.9937—1.0043  0.7111
1) 1.1188 0.0454
I3 -0.10
Bo -8.3549 1.2344  -6.7684 0.0002  0.0000—0.0026  0.0000
51 (Ipop) 0.5607 0.0798  7.0263 1.7519  1.4982—2.0485  0.0000
[2 (respripib) -0.7984 1.5353  -0.5200 0.4500  0.0222—9.1229  0.6031
BSe (3 (servdivtotpib) 0.3192 0.9949 03208 1.3760 0.1958—9.6717  0.7484
(4 (desprec) -0.0009 0.0046 -0.1957 0.9991 0.9901—1.0081  0.8448
1) 1.8279 0.1259
13 1.9
Bo -7.8390 1.1129 -7.0438 0.0004  0.0000—0.0035  0.0000
51 (Ipop) 0.5255 0.0744  7.0632 1.6913  1.4618—1.9568  0.0000
B2 (respripib) -0.7618 1.5348 -0.4964 0.4668 0.0231—9.4537  0.6196
BSte B3 (servdivtotpib) 0.8652 0.9621 0.8993  2.3755 0.3604—15.6570  0.3685
(4 (desprec) -0.0010 0.0031 -0.3226  0.9990  0.9929—1.0051  0.7470
10} 5.0153 0.0995
I3 (0.9, 20.0)

EP: Erro-Padrio

Dentre os modelos estudados, se forem considerados os critérios AIC e BIC para selecao,
os modelos log-exponencial-poténcia e log-normal seriam os escolhidos, pois apresentam as

menores medidas (Tabela 4.10).
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Tabela 4.10: Critérios AIC e BIC para selecao dos modelos.

Medida Ln Lt Lnc Lep BSe BSte
AIC 1470.765 1472711  1472.779  1470.195 1485.569  1472.045
BIC 1499.669  1501.615 1505.811 1499.098 1514.472  1505.077

4.4.2 Analise do ajuste dos modelos

Para mensurar o afastamento das estimativas dos modelos em relag@o aos valores observados
do nimero de contratos levou-se em consideracdo o Erro Absoluto Médio (EAM) dado pela
seguinte equacaio:

n

g |valor observado; — valor estimado;|

EAM = = . 4.9
nimero de observagdes(n) 49)

Desse modo, o ideal seria um valor bem pequeno para o EAM, indicando que os valores
estimados se distanciam pouco dos valores observados, em média. Observando a Tabela 4.11,
nota-se que os valores estimados para o nimero de contratos diferiram dos valores observados
em 1.4 contrato, em média. O menor EAM foi observado no modelo log-¢-Student (1.4452) e o

maior no modelo Birnbaum-Saunders estendido (1.4550).

Tabela 4.11: Erro absoluto médio para os valores estimados do nimero de projetos.

Modelo
Ln Lt Lnc Lep BSe BSte
Erro absoluto médio (EAM) 1.4461 1.4452 1.4464 1.4478 1.4550 1.4476

Erro

As Figuras 4.9—4.14 representam os residuos quantilicos aleatorizados para os modelos
estudados. Nota-se que, em geral, os modelos parecem estar bem ajustados, pois os residuos

apresentam boa aderéncia a distribui¢do normal padrao.
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Figura 4.9: Gréfico quantil-quantil (a) e histograma (b) para os residuos do modelo log-normal
discreto.
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Figura 4.10: Grafico quantil-quantil (a) e histograma (b) para os residuos do modelo log-t-
Student discreto.
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Figura 4.11: Gréfico quantil-quantil (a) e histograma (b) para os residuos do modelo log-

normal-contaminado discreto.
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Figura 4.12: Gréfico quantil-quantil (a) e histograma (b) para os residuos do modelo log-

exponencial-poténcia discreto.
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Figura 4.13: Grafico quantil-quantil (a) e histograma (b) para os residuos do modelo Birnbaum-
Saunders estendido discreto.
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Figura 4.14: Gréfico quantil-quantil (a) e histograma (b) para os residuos do modelo Birnbaum-
Saunders-t estendido discreto.
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4.4.3 Dados censurados

Nesta secao € estudado como se comporta a varidvel referente ao niimero de semestres até o

aluno evadir na presenca de algumas covaridveis. Essas covaridveis estdo resumidas na Tabela

4.12. Nota-se que 72.77% dos individuos sdo do sexo masculino, 62.13% ingressaram no curso

com idade inferior a 20 anos, 85.96% sao oriundos da capital Teresina (sede do curso) e 85.11%

ingressaram por meio do Enem.

Tabela 4.12: Perfil dos alunos do curso de Estatistica (UFPI).

Varigvel n %
Sexo

Feminino (0) 128 27.23
Masculino (1) 342 7277
Idade

Maior que 20 (0) 292 62.13
Menor ou igual a20 (1) 178 37.87
Local de origem

Teresina (0) 404 85.96
Outro municipio (1) 66 14.04
Forma de ingresso

Enem (0) 400 85.11
Vestibular (1) 70  14.89

A Tabela 4.13 apresenta os valores dos testes de logrank e Wilcoxon. Esses testes sao utliza-

dos para verificar se as covaridveis exercem alguma influéncia sobre o tempo de sobrevivéncia.

Desse modo, as hipdteses desses testes sao:

Hj : As curvas de sobrevivénca sdo iguais,

H; : As curvas de sobrevivénca nao sdo iguais.

Neste trabalho, os testes de logrank e Wilcoxon foram utilizados como critério de inclusao

da variavel no modelo. Assim, a varidvel que apresentou um valor-p de até 0.25 em pelo menos

um dos testes citados foi incluida no modelo, seguindo as recomendacdes de Bendel e Afifi

(1977) para regressao linear e de Mickey e Greenland (1989) para regressao logistica. Portanto,

77



cap. 4. Modelos de regressdo log-simétricos discretos

a Unica varidvel excluida da regressao foi o sexo.

Tabela 4.13: Testes de comparacao das curvas de sobrevivéncia entre as categorias das veridveis
explicativas.

. Teste de logrank Teste de Wilcoxon
Varidvel — —
Estatistica p-valor Estatistica  p-valor
Idade 11.57 0.0007 3.15 0.0016
Sexo 0.41 0.5224 0.64 0.5218
Origem 4.42 0.0355 -1.62 0.1046
Forma de ingresso 0.91 0.3391 -1.82 0.0686

A Figura 4.15 ilustra as formas das curvas de sobrevivéncia de Kaplan-Meier de cada cate-
goria das covaridveis. Nota-se uma diferenca mais acentuada entre as categorias das varidveis

idade e origem, como confirmada pelos testes de logrank e Wilcoxon.

idade (anos) sexo
0 — mais de 20; 1 — 20 ou menos 0 - feminino; 1 — masculino

0.301

0.15+

0.00+

origem forma de ingresso
0 - Teresina; 1 — outro municipio 0 — enem; 1 — vestibular

S(x)

0.904

0.75+

0.301

0.15+

0.00+

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Semestres

Figura 4.15: Curvas de sobrevivéncia de Kaplan-Meier para as covaridveis (— 0, - --1).
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A Tabela 4.14 denota os ajustes dos modelos log-simétricos discretos aos dados referentes ao
numero de semestres até o aluno evadir. Foram considerados os modelos discretos log-normal,
log-t-Student, log-normal-contaminado, log-exponencial-poténcia, BS, BS-¢, BS estendido e

BS-t estendido.
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Tabela 4.14: Estimativas dos parametros dos modelos de regressao log-simétricos discretos
para o tempo até a evasao.

Modelo  Parametros Estimativas EP z eP IC (95%) p-valor

Bo 0.9184 0.1292  7.1084  2.5053 1.9448-—-3.2273  0.0000

61 (idade < 20 anos) 0.6766 0.1965 3.4433 19672 1.3384—2.8914  0.0006
Ln B2 (origem: outra cidade) 0.5519 0.2737  2.0164 1.7365 1.0156—2.9694  0.0438

B3 (ingresso: vestibular) 0.3600 0.2559  1.4068 1.4333 0.8680—2.3669 0.1595

1) 3.2586 0.4132

Bo 0.9251 0.1294  7.1491 25221 1.9571-3.2502  0.0000

(1 (idade < 20 anos) 0.6730 0.1969 3.4180 19601 1.3325-2.8833  0.0006
Lt B2 (origem: outra cidade) 0.5525 0.2752  2.0076  1.7376 1.0132—2.9799  0.0447

B3 (ingresso: vestibular) 0.3478 0.2553 1.3623 1.4159 0.8585—2.3354 0.1731

1) 3.1364 0.4017

I3 20.0

Bo 0.9185 0.1292  7.1091  2.5055 1.9450—3.2276  0.0000

B1 (idade < 20 anos) 0.6766 0.1965 3.4433 19672 1.3384—2.8914  0.0006
Lnc B2 (origem: outra cidade) 0.5519 0.2737  2.0164 1.7365 1.0156—2.9694  0.0438

B3 (ingresso: vestibular) 0.3599 0.2559  1.4064 1.4332 0.8679—2.3666 0.1596

1) 3.2248 0.3759

13 (0.1,0.9)

Bo 0.9044 0.1303  6.9409 24704 1.9136—3.1893  0.0000

(51 (idade < 20 anos) 0.6876 0.1921  3.5794 19889 1.3649—2.8983  0.0003
Lep B2 (origem: outra cidade) 0.5533 0.2586  2.1396  1.7390 1.0475-—2.8868  0.0324

B3 (ingresso: vestibular) 0.3817 0.2330 1.6382 1.4648 0.9278—2.3126 0.1014

¢ 3.6315 0.2385

13 -0.1

Bo 0.8725 0.1625 53692  2.3929 1.7402—3.2904  0.0000

B1 (idade < 20 anos) 0.6667 0.2345  2.8431 1.9478 1.2301—3.0843  0.0045
BS B2 (origem: outra cidade) 0.5059 0.3388  1.4932  1.6585 0.8537—3.2218 0.1354

B3 (ingresso: vestibular) 0.4424 0.2720  1.6265 1.5564 0.9133-2.6525 0.1038

13 1.9

Bo 0.8699 0.0710  12.2521 2.3867 2.0766—2.7430  0.0000

1 (idade < 20 anos) 0.6859 0.1172  5.8524 19856 1.5780—2.4983  0.0000
BSe B2 (origem: outra cidade) 0.5191 0.1272  4.0810  1.6805 1.3097—2.1563  0.0000

B3 (ingresso: vestibular) 0.4488 0.1314  3.4155 15664 1.2108—2.0266  0.0006

1) 4.1739 0.0170

13 1.9

Bo 0.9013 0.1758  5.1268  2.4628 1.7450—3.4760  0.0000

B1 (idade < 20 anos) 0.6900 0.2468  2.7958  1.9937 1.2291-3.2340  0.0052
BSt B2 (origem: outra cidade) 0.5591 0.3367  1.6605 1.7491 0.9041—-3.3839  0.0968

B3 (ingresso: vestibular) 0.3850 0.3396  1.1337 14696 0.7553—2.8594  0.2569

13 (1.7, 3.0)

Bo 0.9001 0.1226  7.3418  2.4598 1.9344-—3.1280 0.0000

61 (idade < 20 anos) 0.6922 0.1869  3.7036  1.9981 1.3852—2.8821  0.0002
BSte B2 (origem: outra cidade) 0.5636 0.2455 2.2957 1.7570 1.0859-—2.8428  0.0217

B3 (ingresso: vestibular) 0.3817 0.2463 1.5497 1.4648 0.9039—2.3737 0.1212

1) 2.6712 0.2858

13 (2.0, 2.0)

EP: Erro-Padrao

Pelos valores de AIC e BIC (Tabela 4.15), nota-se que o modelo selecionado seria o log-

normal-contaminado, pois apresenta as menores medidas de AIC e BIC, sendo 1577.963 e
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1598.727, respectivamente.

Tabela 4.15: Critérios AIC e BIC para sele¢do dos modelos.

Medida Ln Lt Lnc Lep BS BSe BSt BSte
AIC 1579.150  1579.177 1577.963 1579.116  1581.150  1579.827 1579.094 1581.053
BIC 1604.066  1604.094 1598.727 1604.033 1610.219 1604.743  1604.010 1610.122

Com base nas estimativas da Tabela 4.14, o valor estimado de \ associado ao ndmero de

semestres sob os modelos log-simétricos discretos € obtido por:

S\(idade, origem, ingresso) = exp(ﬁo + Bridade + Baorigem + Bgz'ngresso), (4.10)

em que os valores assumidos pelas covaridveis, como ja visto, sao: idade (0: > 20 anos, 1: <20
anos), origem (0: Teresina, 1: outro municipio) e ingresso (0: Enem, 1: vestibular). Portanto,
tem-se, para cada modelo, 8 tempos estimados associados a A\, conforme Tabela 4.16. Nota-se
que o tempo até a evasdo associado a A se reduz quando o aluno ingressante tem mais de 20

anos, € oriundo da capital Teresina e ingressa por meio do Enem.

Tabela 4.16: Valores estimados de )\ para o nimero de semestres até a evasao sob os modelos
log-simétricos discretos.

Modelo  A(0,0,0) A0,0,1) XO0,1,00 \O,1,1) 1,000 A1,0,1) \1,1,0) A(1,1,1)

Ln 2.51 3.59 4.35 6.24 4.93 7.06 8.56 12.27
Lt 2.52 3.57 4.38 6.21 4.94 7.00 8.59 12.16
Lnc 2.51 3.59 4.35 6.24 4.93 7.06 8.56 12.27
Lep 247 3.62 4.30 6.29 491 7.20 8.54 12.52
BS 2.39 3.72 3.97 6.18 4.66 7.25 7.73 12.03
BSe 2.39 3.74 4.01 6.28 4.74 7.42 7.96 12.47
BSt 2.46 3.62 4.31 6.33 491 7.22 8.59 12.62
BSte 2.46 3.60 4.32 6.33 4.92 7.20 8.64 12.65

4.4.4 Analise do ajuste dos modelos

Se os modelos log-simétricos discretos para o tempo até a evasdo estiverem bem ajustados

a esses dados, a distribuicdo exponencial dos residuos quantilicos aleatorizados (r,;) deve es-
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tar préxima a distribui¢do log-normal padrdo. De acordo com Colosimo e Giolo (2006), essa
transformacdo € importante por ter distribuicdo conhecida (log-normal padrao) e por deixar os
residuos estritamente positivos, resolvendo problemas de estimacdo da funcdo de sobrevivéncia
por Kaplan-Meier. As Figuras 4.16—4.23 apresentam as sobrevivéncias dos residuos dos res-
pectivos modelos estimadas por Kaplan-Meier e pelo modelo log-normal padrao. Nota-se que
os modelos log-simétricos discretos parecem bem ajustados aos dados do nimero de semestres

até a evasao.
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(a) Kaplan-Meier vs log-normal padrdo. (b) Kaplan-Meier (—) e log-normal padrdo (——-).

Figura 4.16: Sobrevivéncias dos residuos e"+# do modelo log-normal discreto estimadas pelo
método de Kaplan-Meier e pelo modelo log-normal padrdo (a) e suas respectivas curvas esti-
madas (b).
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Figura 4.17: Sobrevivéncias dos residuos e"+* do modelo log-t-Student discreto estimadas
pelo método de Kaplan-Meier e pelo modelo log-normal padrdo (a) e suas respectivas curvas

estimadas (b).
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Figura 4.18: Sobrevivéncias dos residuos e+ do modelo log-normal-contaminado discreto
estimadas pelo método de Kaplan-Meier e pelo modelo log-normal padrdo (a) e suas respectivas

curvas estimadas (b).
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Figura 4.19: Sobrevivéncias dos residuos e"+* do modelo log-exponencial-poténcia discreto
estimadas pelo método de Kaplan-Meier e pelo modelo log-normal padrdo (a) e suas respectivas
curvas estimadas (b).
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Figura 4.20: Sobrevivéncias dos residuos e"+* do modelo BS discreto estimadas pelo método
de Kaplan-Meier e pelo modelo log-normal padrdo (a) e suas respectivas curvas estimadas (b).
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Figura 4.21: Sobrevivéncias dos residuos e"¢ do modelo BS estendido discreto estimadas
pelo método de Kaplan-Meier e pelo modelo log-normal padrdo (a) e suas respectivas curvas

estimadas (b).
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Figura 4.22: Sobrevivéncias dos residuos e+ do modelo BS-t discreto estimadas pelo método
de Kaplan-Meier e pelo modelo log-normal padrdo (a) e suas respectivas curvas estimadas (b).
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Figura 4.23: Sobrevivéncias dos residuos e"¢* do modelo BS-t estendido discreto estimadas
pelo método de Kaplan-Meier e pelo modelo log-normal padrdo (a) e suas respectivas curvas
estimadas (b).

Outra forma de analisar o ajuste dos modelos € plotando as curvas de Kaplan-Meier e as
curvas de sobrevivéncia estimadas pelos modelos log-simétricos discretos para os individuos de
cada combinagao possivel entre as categorias das varidveis regressoras. Assim, como os mode-
los tém 3 covaridveis e cada uma tem 2 categorias de resposta (0 ou 1), tem-se 8 combinagdes
possiveis. No entanto, considerou-se para o ajustamento apenas as combinagdes com frequén-
cia superior a 30 observacdes na Tabela 4.17. Pela Figura 4.24, nota-se que os modelos estao se

ajustando bem aos dados.

Tabela 4.17: Frequéncias das combinacOes das categorias das covariaveis.

idade—origem—ingresso  frequéncia
0-0-0 211

138

39

34

21

12

8

7

1-0—
0—-1—-
0-0—
1-0—
1-1-
0—-1-
1-1—

— e O = = OO

86



§4.4. Aplicagoes

ou

Sobrevivéncia estimada

1sd

.
’

aIsg

o
o
=
o
=
o
o
o
N
o
=
o
o
o
=
o

Semestres

Figura 4.24: Ajuste dos modelos por categoria (0, 1) das covardveis idade, origem e forma de
ingresso (— Kaplan-Meier - - - modelo log-simétrico discreto).
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Neste trabalho uma nova classe de distribui¢cdes para os casos em que os dados sdo dis-
cretos, assimétricos e ndo-negativos € proposta. A abordagem proposta € uma versao discreta
da familia de distribui¢des log-simétricas continuas e pode ser usada para evitar o uso de dis-
tribui¢des continuas em dados discretos ou discretizados. Algumas propriedades matemaéticas
das distribuicdes log-simétricas discretas foram elencadas, tais como momentos e variincia e
quantis. Foram ilustradas as fun¢des massa de probabilidade e de risco para algumas distri-
buicdes, notando casos unimodais e bimodais e fungdes de risco crescentes e descrescentes.
Considerou-se as estimativas sobre os parametros dos modelos com base no método da méxima
verossimilhanc¢a abordando modelos com e sem covaridveis. Nesses dois casos, considerou-se
ainda dados nao censurados e dados com censura nos percentuais de 10% e 30% da amostra.
As covaridveis foram incluidas no parametro \; que € interpretado diretamente como a me-
diana no caso continuo. Estudos de simulacdo de Monte Carlo foram realizados para avaliar
o comportamento dos estimadores de mdxima verossimilhanga, indicando bons desempenhos
para os estimadores. Os modelos propostos foram aplicados a conjuntos de dados do mundo
real, ilustrando casos em que esses dados sdo ndo censurados e casos com dados censurados. Os
resultados mostraram que a familia discreta proposta provou ser um modelo ttil para os dados

considerados.
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Como proposta para trabalhos futuros, pode-se destacar os seguintes pontos: extensdo para
o caso multivariado; implementacdo de técnicas de diagndsticos de influéncia local/global; apli-
cacdo em modelos para séries temporais de valores inteiros; aplicagdo para modelos de dados

em painel e implementa¢do de modelos com fracdo de cura.
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Apéndice A
Dados utilizados na aplicacao

Este apéndice lista os conjuntos de dados utilizados para ilustrar os modelos de regressao

log-simétricos discretos.

Tabela A.1: Dados ndo censurados referentes ao nimero de projetos em contratos de conces-
soes dos estados brasileiros. Onde Ipop: logaritmo do tamanho da populacao (IBGE), respripib:
resultado primério - % do PIB, servdivtotpib: servigco da divida publica - % do PIB e desprec:
despesas com pessoal/receita corrente (Secretaria do Tesouro Nacional).

Observacao Contratos Ipop respripib servdivtotpib desprec
1 0 13.23073  0.0060 0.0056 58.47
2 0 12.90917  0.0059 0.0069 56.71
3 0 12.94324  0.0041 0.0073 55.14
4 0 12.97849  0.0052 0.0070 57.81
5 0 13.38626  0.0038 0.0043 57.87
6 0 13.40905 0.0053 0.0044 53.33
7 0 13.42985 -0.0052 0.0046 55.29
8 0 13.45023  0.0040 0.0043 54.90
9 0 13.47161  0.0064 0.0045 51.59
10 0 13.49255 -0.0090 0.0046 56.70
11 0 13.50566 -0.0123 0.0053 56.16
12 0 13.53049  0.0016 0.0061 51.90
13 0 13.54894  -0.0077 0.0078 55.94
14 0 13.56705 -0.0096 0.0072 53.94

Continua na préxima pagina



cap. A. Dados utilizados na aplicagdo

Tabela A.1 - continuacio da pagina anterior

Observacao Contratos Ipop respripib  servdivtotpib desprec
15 0 13.58358 -0.0094 0.0070 53.00
16 0 13.59984 -0.0017 0.0095 57.97
17 2 13.61301  0.0079 0.0099 54.56
18 0 14.85195  0.0093 0.0232 62.63
19 0 14.89630 0.0114 0.0253 57.87
20 1 14.90944  0.0041 0.0073 55.14
21 0 1492176 0.0112 0.0070 57.81
22 0 14.93360 0.0123 0.0146 57.66
23 0 14.94433  0.0160 0.0177 5341
24 0 14.95494  0.0156 0.0168 55.09
25 0 14.96450  0.0235 0.0157 55.90
26 0 1497365 0.0138 0.0166 57.79
27 0 14.98209  0.0042 0.0203 56.99
28 0 14.95350  0.0132 0.0152 50.29
29 0 14.99754  0.0091 0.0156 52.14
30 1 15.00457  0.0073 0.0163 53.20
31 1 15.01125  0.0063 0.0147 53.21
32 0 15.01728 -0.0059 0.0145 55.43
33 0 15.02298  0.0122 0.0175 57.12
34 0 15.02714  0.0210 0.0092 51.30
35 0 13.07284  0.0047 0.0013 50.30
36 0 13.05408  0.0033 0.0021 39.06
37 0 13.09190  0.0100 0.0070 36.12
38 0 13.12636  -0.0033 0.0022 53.61
39 0 13.27594  -0.0009 0.0018 52.74
40 0 13.30635  0.0049 0.0012 47.54
41 0 13.33747  -0.0005 0.0011 50.30
42 0 13.36609  0.0004 0.0012 52.19
43 0 13.39239  -0.0018 0.0011 49.45
44 0 13.41950 -0.0056 0.0013 57.59
45 1 13.41433  -0.0033 0.0016 57.03
46 0 13.46737  0.0005 0.0031 29.79
47 2 13.49116  -0.0127 0.0013 61.93
48 0 13.51305 -0.0010 0.0073 53.82
49 1 13.53447  0.0003 0.0032 53.18
50 0 13.55544 -0.0051 0.0047 58.91

Continua na proxima pagina
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Tabela A.1 - continuacio da pagina anterior

Observacao Contratos Ipop respripib  servdivtotpib desprec
51 0 13.56999  0.0170 0.0048 50.92
52 0 14.84979  0.0182 0.0139 44.63
53 0 14.62243 -0.0148 0.0159 45.74
54 4 14.65362  0.0111 0.0148 47.79
55 0 14.68345  0.0101 0.0138 50.09
56 0 14.97522  0.0096 0.0128 47.71
57 2 14.99816  0.0079 0.0113 47.16
58 3 15.02058  0.0060 0.0102 48.45
59 0 15.04222  0.0126 0.0089 44.95
60 0 15.06283  0.0053 0.0084 45.05
61 2 15.08274  -0.0292 0.0086 51.82
62 0 15.06369 -0.0085 0.0084 46.93
63 1 15.12087  0.0022 0.0100 47.40
64 0 15.13913  0.0025 0.0111 46.79
65 0 15.15655 -0.0181 0.0120 49.28
66 0 15.17366  -0.0227 0.0125 50.90
67 0 15.18973  -0.0050 0.0152 53.69
68 0 15.20222  0.0027 0.0158 50.82
69 1 16.38559  0.0311 0.0623 47.11
70 0 16.43283  0.0463 0.0769 45.62
71 4 16.44315  0.0479 0.0700 46.27
72 0 16.45300  0.0287 0.0811 50.75
73 1 16.46232  0.0457 0.0713 50.57
74 0 16.47121  0.0461 0.0685 49.07
75 2 16.47982  0.0508 0.0709 51.42
76 0 16.48787  0.0677 0.0692 51.98
77 1 16.49544  0.0426 0.0691 52.94
78 1 16.50261  0.0193 0.0579 58.57
79 1 16.45577  0.0169 0.0380 53.16
80 3 16.51587  0.0129 0.0339 53.99
81 3 16.52203  0.0141 0.0345 55.24
82 4 16.52775  0.0078 0.0608 55.17
83 5 16.53312  0.0218 0.0290 55.64
84 5 16.53812  -0.0224 0.0341 58.48
85 8 16.54183 -0.0287 0.0302 53.29
86 0 15.81948 -0.0056 0.0361 50.42

Continua na proxima pagina
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cap. A. Dados utilizados na aplicagdo

Tabela A.1 - continuacio da pagina anterior

Observacao Contratos Ipop respripib  servdivtotpib desprec
87 0 15.86295 -0.0046 0.0389 50.33
88 3 15.87704  0.0015 0.0449 47.95
89 1 15.89044  0.0057 0.0411 51.30
90 1 15.90292  0.0193 0.0347 49.65
91 0 15.91488  0.0278 0.0322 47.69
92 0 15.92633  0.0092 0.0494 46.37
93 1 15.93705  0.0349 0.0241 47.23
94 2 15.94707  0.0314 0.0215 44.21
95 4 15.95663 -0.0093 0.0244 48.64
96 1 15.94996 -0.0312 0.0131 49.40
97 4 15.97423  -0.0054 0.0136 46.71
98 3 15.98239  -0.0083 0.0198 49.16
99 5 15.99004 -0.0030 0.0165 49.52
100 3 15.99728 -0.0336 0.0190 49.68
101 9 16.00426 -0.0201 0.0234 55.42
102 4 16.00869  0.0130 0.0280 50.34
103 0 14.53001  0.0055 0.0162 66.62
104 2 14.58377  0.0155 0.0148 65.63
105 1 14.60306  0.0089 0.0138 65.82
106 1 14.62332  0.0052 0.0110 42.03
107 0 14.64406  0.0067 0.0097 39.30
108 0 14.66566  0.0044 0.0083 43.75
109 0 14.68806 -0.0025 0.0080 49.67
110 0 1471037  0.0209 0.0076 47.72
111 0 14.73260  0.0048 0.0076 51.90
112 0 14.75513  -0.0181 0.0080 48.82
113 0 14.75948  0.0035 0.0071 48.99
114 0 14.80058  0.0012 0.0066 53.06
115 0 14.82310 -0.0092 0.0066 52.28
116 0 14.84549  -0.0201 0.0069 51.51
117 0 14.86738 -0.0483 0.0079 56.98
118 0 14.88881  0.0042 0.0123 52.13
119 1 14.90650 -0.0103 0.0089 56.78
120 0 14.94510 -0.0025 0.0174 56.25
121 0 14.99632  0.0158 0.0315 51.02
122 1 15.01185 0.0142 0.0199 55.60

Continua na proxima pagina
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Tabela A.1 - continuacio da pagina anterior

Observacao Contratos Ipop respripib  servdivtotpib desprec
123 0 15.02745  0.0262 0.0258 47.92
124 0 15.04252  0.0280 0.0177 43.08
125 0 15.05707  0.0237 0.0165 40.41
126 1 15.07170  0.0108 0.0157 40.35
127 0 15.08583  0.0126 0.0132 41.48
128 3 15.09949  0.0260 0.0125 37.32
129 1 15.11297 -0.0137 0.0121 43.90
130 1 15.07254  -0.0205 0.0094 46.53
131 2 15.13860  0.0007 0.0091 4431
132 1 15.15130  0.0043 0.0141 43.51
133 0 15.16332  -0.0209 0.0108 49.75
134 0 15.17495 -0.0309 0.0112 51.21
135 0 15.18644  0.0042 0.0123 52.13
136 1 15.19521  0.0005 0.0128 52.74
137 1 15.42424  0.0186 0.0271 65.26
138 3 15.46839  0.0108 0.0633 65.68
139 7 15.49036  0.0174 0.0322 67.44
140 6 15.51113  0.0259 0.0317 59.14
141 0 15.53129  0.0017 0.0324 61.05
142 0 15.55052  0.0302 0.0335 58.09
143 2 15.56922  0.0317 0.0368 65.09
144 2 15.58707  0.0307 0.0339 65.58
145 5 15.60410  0.0377 0.0345 57.60
146 8 15.62051  0.0341 0.0355 62.64
147 4 15.60790  -0.0205 0.0094 46.53
148 0 15.65145  0.0457 0.0718 57.38
149 5 15.66632  0.0270 0.0713 59.95
150 0 15.68052  0.0112 0.0494 59.78
151 3 15.69406  -0.0059 0.0576 60.58
152 4 15.70727  0.0109 0.0568 63.84
153 3 15.71700  0.0289 0.0418 60.90
154 16 15.54592  0.0127 0.0330 50.99
155 0 15.59012  0.0049 0.0216 45.11
156 1 15.60560 0.0123 0.0241 46.30
157 1 15.62035 -0.0050 0.0237 55.36
158 1 15.63424  0.0203 0.0229 48.80

Continua na proxima pagina

99



cap. A. Dados utilizados na aplicagdo

Tabela A.1 - continuacio da pagina anterior

Observacao Contratos Ipop respripib  servdivtotpib desprec
159 0 15.64761  0.0292 0.0230 43.72
160 0 15.66049  0.0245 0.0237 43.19
161 0 15.67259  0.0260 0.0225 42.38
162 0 15.68392  0.0226 0.0247 39.84
163 2 15.69482  0.0058 0.0257 45.52
164 0 15.69875  0.0025 0.0236 46.42
165 1 15.71478  0.0175 0.0242 42.48
166 2 15.72402  0.0127 0.0257 43.58
167 1 15.73273  -0.0069 0.0805 45.52
168 1 15.74093  -0.0137 0.0106 46.28
169 0 15.74848 -0.0032 0.0162 50.31
170 0 15.75483  0.0140 0.0200 445.62
171 3 14.73271  0.0226 0.0230 53.46
172 1 1478021  0.0256 0.0271 49.64
173 5 14.79946  0.0195 0.0268 49.93
174 5 14.81798  0.0323 0.0288 48.25
175 1 14.83616  0.0281 0.0294 45.53
176 4 14.85367  0.0286 0.0324 48.46
177 3 14.87122  0.0246 0.0267 50.40
178 1 14.88744  0.0237 0.0247 49.47
179 1 14.90340 0.0241 0.0234 45.96
180 3 1491878  0.0098 0.0258 50.34
181 2 14.92576  0.0151 0.0232 53.36
182 4 14.94820 0.0135 0.0230 54.56
183 4 14.96260  0.0137 0.0612 55.62
184 3 14.97585 -0.0133 0.0134 55.38
185 1 14.98892  0.0042 0.0156 54.12
186 2 15.00152  0.0097 0.0227 59.72
187 6 15.01111  0.0104 0.0209 60.66
188 0 14.54541  0.0010 0.0611 63.88
189 1 14.59116  0.0140 0.0127 52.58
190 5 14.60805  0.0121 0.0203 52.40
191 9 14.62466  0.0095 0.0159 54.38
192 0 14.64056  0.0141 0.0159 53.00
193 3 14.65622  0.0110 0.0169 55.34
194 1 14.67205  0.0169 0.0172 57.83
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Tabela A.1 - continuacio da pagina anterior

Observacao Contratos Ipop respripib  servdivtotpib desprec
195 0 14.68680 0.0304 0.0195 57.00
196 0 1470175  0.0291 0.0164 48.63
197 2 1471567  0.0144 0.0197 57.95
198 1 1471120  0.0056 0.0158 61.95
199 3 14.74333  0.0055 0.0159 58.31
200 0 14.75669  0.0112 0.0168 59.60
201 4 1476910  0.0047 0.0189 60.69
202 1 14.78173  0.0021 0.0224 58.39
203 0 14.79346  0.0265 0.0258 73.49
204 0 14.80222  0.0016 0.0117 65.49
205 1 16.69843  0.0042 0.1406 75.03
206 0 16.73096  -0.0092 0.1223 72.93
207 3 17.17147  0.0450 0.1022 71.33
208 8 16.75377  0.0681 0.0953 70.68
209 2 16.76447  0.0651 0.0904 64.11
210 1 16.77468  0.0791 0.0933 58.78
211 4 16.78469  0.0701 0.0993 58.59
212 5 16.79405  0.0720 0.0954 59.64
213 5 16.80301  0.0571 0.1004 56.52
214 7 16.81154  0.0410 0.1019 57.99
215 4 16.79090  0.0396 0.0896 60.34
216 2 16.82751  0.0458 0.0905 63.01
217 6 16.83506  0.0471 0.1697 65.74
218 2 16.84216 -0.0145 0.2154 65.14
219 5 16.84888 -0.0364 0.1209 68.59
220 3 16.85526  -0.0453 0.1434 78.00
221 5 16.85992  -0.0575 0.0600 77.00
222 0 15.63837  0.0107 0.0186 54.17
223 0 15.29027  0.0105 0.0159 53.48
224 2 15.31290  0.0099 0.0135 51.78
225 1 15.33502  0.0079 0.0136 54.26
226 1 15.75296  0.0101 0.0139 52.31
227 0 15.77095  0.0142 0.0131 48.17
228 1 15.78876  0.0000 0.0122 51.31
229 1 15.80530  0.0153 0.0116 52.28
230 1 15.82157  0.0057 0.0123 52.19

Continua na proxima pagina
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cap. A. Dados utilizados na aplicagdo

Tabela A.1 - continuacio da pagina anterior

Observacao Contratos Ipop respripib  servdivtotpib desprec
231 0 15.83693 -0.0013 0.0128 53.55
232 1 15.84116  -0.0115 0.0121 53.37
233 1 15.86642  0.0169 0.0124 53.29
234 4 15.88047  0.0167 0.0123 55.03
235 1 15.89370  0.0009 0.0127 56.69
236 1 15.90651 -0.0013 0.0113 56.03
237 0 15.91879  0.0011 0.0134 57.00
238 1 15.92847  0.0024 0.0119 57.41
239 16 15.05079  0.0099 0.0275 53.30
240 0 15.07255 -0.0054 0.0219 51.06
241 0 15.08274  -0.0025 0.0186 54.50
242 6 15.09283  0.0058 0.0178 67.70
243 0 15.10281  0.0038 0.0164 65.47
244 3 15.11243  0.0122 0.0164 58.13
245 0 15.12222  0.0091 0.0175 58.71
246 0 15.13138  0.0099 0.0137 59.06
247 0 15.14020  0.0140 0.0112 56.55
248 1 15.38288  0.0063 0.0110 63.49
249 1 15.14166  -0.0036 0.0089 66.30
250 0 15.16566  0.0109 0.0081 57.58
251 0 15.17366  -0.0036 0.0078 64.13
252 2 15.18135 -0.0024 0.0079 62.19
253 0 15.18872  -0.0099 0.0070 63.29
254 2 15.19579  -0.0057 0.0098 64.44
255 0 15.20166  0.0053 0.0111 61.18
256 0 16.07294  0.0582 0.2029 58.51
257 2 16.09963  0.0231 0.0650 61.52
258 6 16.11107  0.0279 0.7570 57.34
259 5 16.12219  0.0379 0.0709 62.63
260 0 16.13288  0.0407 0.0614 62.90
261 3 16.14328  0.0423 0.0589 60.31
262 1 16.15356  0.0234 0.0522 64.19
263 0 16.16335  0.0323 0.0489 63.98
264 0 16.17277  0.0373 0.0454 60.38
265 3 16.18182  0.0301 0.0458 59.97
266 2 16.16159  0.0302 0.0383 60.81
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Tabela A.1 - continuacio da pagina anterior

Observacao Contratos Ipop respripib  servdivtotpib desprec
267 0 16.19912  0.0346 0.0320 62.25
268 2 16.20748  0.0099 0.0300 63.24
269 1 16.21540  0.0035 0.0304 66.22
270 1 16.22291  -0.0002 0.0308 65.36
271 1 16.23026  0.0268 0.0343 63.45
272 1 16.23523  0.0180 0.0185 60.65
273 16 15.88388 -0.0273 0.0409 62.59
274 1 15.92500 -0.0273 0.0363 60.43
275 6 15.93513  -0.0079 0.0389 57.34
276 2 15.94600 0.0199 0.0354 57.14
277 0 15.95652  0.0218 0.0317 56.41
278 0 15.96669  0.0308 0.0319 53.97
279 2 1597676  0.0253 0.0307 54.17
280 0 15.98628  0.0258 0.0256 54.53
281 1 15.99548 0.0178 0.0245 5343
282 1 16.00437 -0.0035 0.0246 55.65
283 1 15.98986  0.0017 0.0163 52.72
284 0 16.02136  -0.0084 0.0164 51.03
285 1 16.02948  -0.0219 0.0192 55.18
286 4 16.03721 -0.0285 0.0233 50.96
287 1 16.04466 -0.0431 0.0244 53.04
288 3 16.05185  0.0042 0.0304 52.92
289 0 16.05732  0.0186 0.0281 50.95
290 0 14.85974  0.0159 0.0394 55.80
291 0 14.88744  0.0143 0.0181 54.66
292 1 14.89901 0.0143 0.0194 54.61
293 0 14.90944  0.0077 0.0151 62.58
294 1 1491911  0.0083 0.0141 58.87
295 0 14.92770  0.0128 0.0144 50.56
296 0 13.88036  0.0113 0.0142 50.07
297 0 14.94336  0.1120 0.0142 50.08
298 1 14.95013  0.0100 0.0152 48.87
299 1 14.95590 -0.0053 0.0159 52.54
300 1 14.95282  -0.0003 0.0145 52.33
301 0 14.96640  0.0077 0.0167 51.90
302 0 14.97082  0.0077 0.0228 50.76
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cap. A. Dados utilizados na aplicagdo

Tabela A.1 - continuacio da pagina anterior

Observacao Contratos Ipop respripib  servdivtotpib desprec
303 1 14.97459 -0.0109 0.0069 57.79
304 5 1497772 -0.0032 0.0074 57.95
305 0 14.98085 -0.0006 0.0083 58.03
306 5 14.98246  -0.0140 0.0083 54.00
307 0 16.48051  0.0933 0.0960 50.11
308 0 16.52316  0.0699 0.1050 51.88
309 0 16.53232  -0.0277 0.1395 62.91
310 1 16.54120  0.0962 0.1416 56.49
311 0 16.54975  0.1140 0.1053 47.95
312 4 16.55790  0.1035 0.1167 49.44
313 2 16.56598  0.0781 0.1122 50.59
314 0 16.57349  0.1151 0.1115 49.85
315 1 16.58076  0.1414 0.1042 48.23
316 1 16.58766  0.0873 0.1105 49.16
317 1 16.58747  0.0539 0.0946 49.63
318 1 16.60071  0.0769 0.0959 48.23
319 0 16.60692  0.0158 0.1050 53.18
320 1 16.61273  -0.0233 0.1226 48.28
321 1 16.61827  -0.0548 0.1418 52.71
322 0 16.62359  -0.0762 0.1546 62.84
323 1 16.62708 -0.1522 0.1000 74.73
324 0 14.83491  0.0060 0.0093 51.74
325 0 14.87884  0.0046 0.0091 54.47
326 1 14.89460  0.0039 0.0106 59.94
327 4 14.90944  0.0105 0.0100 60.97
328 1 14.92407  0.0072 0.0091 57.89
329 0 14.93816  0.0062 0.0084 54.82
330 1 1495174  0.0013 0.0081 56.28
331 0 14.96482  0.0015 0.0077 60.06
332 0 14.97741  0.0067 0.0080 55.16
333 3 14.98954 -0.0074 0.0086 58.91
334 1 14.96862 -0.0077 0.0075 58.78
335 9 15.01246  0.0032 0.0075 59.36
336 4 15.02357  0.0006 0.0069 61.10
337 7 15.03398  0.0071 0.0146 61.88
338 1 15.04427  0.0017 0.0046 61.00

Continua na proxima pagina

104



§A.0.

Tabela A.1 - continuacio da pagina anterior

Observacao Contratos Ipop respripib  servdivtotpib desprec
339 6 15.05388  0.0075 0.0053 57.48
340 4 15.06110  0.0139 0.0053 60.01
341 0 16.13611 -0.0341 0.1012 72.45
342 2 16.15655 -0.0117 0.0744 70.05
343 0 16.16488  0.0209 0.0824 69.09
344 6 16.17277  0.0122 0.0837 68.96
345 1 16.18013  0.0090 0.0749 67.72
346 9 16.18715  0.0321 0.0797 63.99
347 0 16.19385  0.0328 0.0744 65.47
348 4 16.20004  0.0404 0.0687 67.62
349 2 16.20583  0.0681 0.1058 60.37
350 1 16.21131  0.0483 0.0662 64.30
351 2 16.18519  0.0274 0.0778 59.57
352 1 16.22110  0.0376 0.0563 62.38
353 1 16.22569  0.0213 0.0560 65.41
354 4 16.22982  0.0062 0.0605 67.89
355 3 16.23365 -0.0218 0.0686 70.31
356 3 16.23721  -0.0098 0.0786 70.64
357 1 16.23912  -0.0141 0.0361 69.73
358 2 14.13599  0.0065 0.0120 58.88
359 0 13.75257  0.0082 0.0113 53.14
360 0 13.78814  0.0025 0.0102 55.80
361 0 13.82050  0.0090 0.0107 51.53
362 0 14.23488  0.0078 0.0096 50.22
363 0 14.25247  0.0096 0.0098 48.56
364 1 14.26913  0.0054 0.0087 52.81
365 0 14.28426  0.0076 0.0079 48.93
366 0 14.29917  0.0077 0.0073 42.60
367 1 14.31386  -0.0107 0.0071 48.70
368 1 14.26174 -0.0010 0.0065 49.95
369 2 14.34083  0.0035 0.0073 49.29
370 1 14.35317  0.0003 0.0057 54.96
371 1 14.36537 -0.0079 0.0056 56.92
372 0 14.37684  -0.0006 0.0040 55.14
373 1 14.38818 -0.0050 0.0022 56.08
374 1 14.39620  0.0054 0.0022 53.24
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cap. A. Dados utilizados na aplicagdo

Tabela A.1 - continuacio da pagina anterior

Observacao Contratos Ipop respripib  servdivtotpib desprec
375 0 12.68897  0.0025 0.0016 41.48
376 0 12.50987 -0.0035 0.0017 42.72
377 0 12.54966  0.0040 0.0014 41.66
378 0 12.58451 -0.0031 0.0021 50.74
379 0 12.88664  0.0044 0.0022 41.54
380 0 12.91902  0.0024 0.0025 40.58
381 0 12.94801  0.0018 0.0022 38.39
382 0 12.97386  0.0014 0.0020 41.34
383 0 12.99907  0.0018 0.0021 40.89
384 0 13.02144  -0.0059 0.0020 44 .84
385 0 13.01807  0.0000 0.0020 47.49
386 0 13.06473  0.0020 0.0026 43.80
387 0 13.08570  -0.0055 0.0081 53.81
388 1 13.10420 -0.0068 0.0100 52.95
389 0 13.12236  0.0013 0.0032 53.67
390 0 13.14020 -0.0019 0.0036 59.76
391 0 13.15042  0.0045 0.0049 55.71
392 0 15.49253  0.0300 0.1502 64.44
393 3 15.53111  0.0358 0.0304 57.88
394 0 15.54646  0.0211 0.1023 58.81
395 7 15.56192  0.0228 0.0373 56.87
396 1 15.57733  0.0284 0.0365 57.37
397 8 15.59266  0.0275 0.0367 53.93
398 0 15.60810  0.0311 0.0379 57.05
399 4 15.62331  0.0415 0.0365 54.50
400 1 15.63828  0.0376 0.0459 52.69
401 4 15.65320  0.0342 0.0396 52.09
402 2 15.64784  0.0274 0.0333 54.73
403 2 15.68222  0.0326 0.0351 54.22
404 5 15.69681  0.0239 0.1007 57.92
405 1 15.71088  0.0062 0.0489 54.16
406 2 15.72461 -0.0156 0.0302 56.29
407 0 15.73815 -0.0049 0.0392 57.47
408 0 15.74856  -0.0073 0.0283 55.57
409 16 17.42560  0.1804 0.3010 59.71
410 22 17.46508  0.2268 0.3180 58.62
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411 4 1747797  0.2251 0.3063 83.53
412 4 17.49044  0.2519 0.3181 82.89
413 1 17.50249  0.2211 0.2837 55.66
414 7 17.51414  0.1946 0.2973 53.23
415 11 17.52564  0.2497 0.3663 53.82
416 0 17.53654  0.2368 0.2749 50.71
417 3 17.54702  0.1987 0.2921 49.90
418 9 17.55717  0.1107 0.2903 51.50
419 5 17.53546  0.1659 0.2647 48.05
420 11 17.57641  0.1741 0.2625 48.13
421 2 17.58567  0.2415 0.2525 48.69
422 2 17.59444  0.1304 0.2968 49.38
423 1 17.60288  0.1365 0.3289 50.41
424 5 17.61100  0.1504 0.3644 53.29
425 5 17.61660  0.0935 0.2261 54.27
426 0 14.39309  0.0082 0.0080 64.44
427 0 14.43877  0.0100 0.0097 52.04
428 1 14.45578  0.0110 0.0106 51.97
429 1 14.47199  0.0049 0.0091 55.69
430 0 14.48743  0.0016 0.0085 55.62
431 0 14.50264 0.0125 0.0091 52.04
432 0 14.51712  0.0000 0.0084 57.81
433 0 14.53091  0.0160 0.0075 59.19
434 0 14.54451 0.0134 0.0069 56.23
435 0 14.55745  -0.0040 0.0072 60.78
436 0 14.54210 -0.0083 0.0064 60.08
437 0 14.58191 -0.0034 0.0065 59.78
438 1 14.59346  -0.0033 0.0015 60.32
439 0 14.60488  0.0004 0.0172 58.46
440 0 14.61527  0.0005 0.0078 58.15
441 0 14.62600  0.0017 0.0088 55.19
442 0 14.63343  -0.0003 0.0081 56.77
443 1 13.96040 0.0113 0.0053 38.75
444 0 14.01272  0.0125 0.0057 39.98
445 5 14.03304 -0.0042 0.0057 43.28
446 1 14.05216  -0.0037 0.0063 40.71
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447 0 14.07093  0.0026 0.0078 42.83
448 0 14.08935  0.0105 0.0059 37.04
449 3 14.10669  0.0057 0.0050 46.50
450 1 14.12300  0.0042 0.0047 46.23
451 1 14.13904 -0.0057 0.0052 43.09
452 0 14.15412  -0.0074 0.0051 53.47
453 0 14.14009  -0.0090 0.0038 56.82
454 0 14.18293  -0.0027 0.0043 57.29
455 0 14.19668 -0.0026 0.0049 61.08
456 1 14.20958 -0.0060 0.0070 59.98
457 0 14.22164 -0.0137 0.0073 58.54
458 0 14.23356  0.0018 0.0103 57.07
459 0 14.24267  0.0023 0.0114 52.63

Tabela A.2: Dados censurados referentes ao nimero de semestres até a evasdo no curso de
Estatistica da Universidade Federal do Piaui, do primeiro semestre de 2010 ao primeiro semestre
de 2019. Censura (0: censura, 1: falha), Idade (0: > 20 anos, 1: < 20 anos), Sexo (0: feminino,
1: masculino), Origem (0: Teresina, 1: outro municipio), Ingresso (0: enem, 1: vestibular).

Individuo Tempo (semestres) Censura Idade Sexo Origem Ingresso

1 0 0 1 1 0 0
2 0 1 0 1 0 0
3 0 1 0 1 0 0
4 13 0 1 0 0 0
5 2 1 1 0 0 0
6 0 1 0 0 0 0
7 1 0 0 0 0 0
8 4 1 1 1 0 0
9 0 1 0 1 0 0
10 5 1 0 1 0 0
11 1 0 0 1 0 0
12 0 1 0 1 0 1
13 10 1 0 1 0 1
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14
15
16
17
18
19
20
21

15

22
23

24
25

26
27

28

29

30
31

32
33

34
35

36
37
38
39
40

41

42

43

44
45

46

47

48

49
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50
51

52
53

19

54
55
56
57
58

59
60
61

62
63

64
65

66
67

68

69

70
71

72
73

74
75
76
77
78

79

80
81

12

82
83

84
85
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86
87
88
89
90
91

15

92
93

94
95

96
97

98

99

100

101

102
103

104
105

106

107

108

109

110
111

10

112
113

114
115

116

117

118

119

120
121
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122 1 0 0 1 0 0
123 0 1 0 1 0 0
124 6 1 0 1 0 0
125 2 1 0 1 1 1
126 5 0 1 1 0 0
127 7 0 0 | 0 0
128 2 1 0 1 1 0
129 0 1 0 1 0 0
130 7 1 0 1 0 0
131 2 1 1 1 0 0
132 9 0 0 0 0 0
133 3 0 0 1 0 0
134 7 0 1 1 0 1
135 0 1 0 1 0 0
136 8 0 1 1 0 0
137 1 1 1 1 0 0
138 6 1 0 0 0 0
139 0 0 0 1 0 0
140 0 1 0 0 0 0
141 0 1 0 1 0 0
142 7 0 0 1 1 0
143 9 0 0 1 0 0
144 3 0 1 0 0 0
145 0 1 0 1 0 0
146 0 1 1 1 0 0
147 7 0 1 0 0 0
148 0 1 0 1 1 0
149 0 1 0 1 0 1
150 7 0 0 0 0 0
151 0 1 0 1 0 0
152 1 0 1 1 0 0
153 2 1 0 1 0 0
154 1 1 0 0 0 0
155 5 1 0 0 0 0
156 6 0 1 1 0 0
157 0 1 1 0 1 1
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10

158

159

160
161

162
163

14

164

165

166

167

168

169

170
171

172

173

174

175

176

177

178

179

180
181

182
183

184

185

186

187

188

189

190

191

192
193

10
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194
195

196

197

198

13

199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209

11

210
211
212
213

12

214
215

216
217
218
219

220
221

222
223

224
225

226
227
228
229

Continua na proxima pagina

114



§A.0.

Tabela A.2 - continuacio da pagina anterior

Individuo Tempo (semestres) Censura Idade Sexo Origem Ingresso

230
231

232
233

234
235

236

237
238

239

240
241

14

242
243

244
245
246
247
248
249

250
251

252
253

254
255
256
257
258
259

260
261

262
263

264
265
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266
267
268

10

269

270
271

272
273

274
275

276
277

278

279

16

280
281

282
283

284
285

286
287
288
289

290
291

11

292
293

294
295

296
297
298
299

300
301
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302
303
304
305
306
307
308
309

310
311
312
313
314
315
316
317
318
319

320
321
322
323
324
325
326
327
328
329

11

330
331

332
333

334
335

336
337
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338

339

340
341

342
343

344
345
346
347
348
349

350
351

352
353

11

354

355
356
357
358

359

360
361

362
363

364
365
366
367
368
369

370
371

372
373
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374
375
376
377

378

379

380
381

382
383

384
385

386
387
388
389

390
391

392
393

394
395

396
397
398
399
400
401

402
403

404
405

406
407
408

409
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410
411
412
413
414
415
416
417
418
419
420
421
422
423

11

424
425

426
427
428

429
430
431

432
433

434
435

436
437
438

439

10

440
441

442
443

444
445
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446
447
448
449
450
451
452
453
454
455

456
457
458

459
460
461

14

462
463

12

464
465

466
467
468

469
470
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