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” Viver é como andar de bicicleta: é pre-
ciso estar em constante movimento para
manter o equilibrio.”

Albert Einstein
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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo dos efeitos isotopicos na estabili-
dade dos complexos formados por agua e gases nobres. Mais precisamente, foram
determinadas as energias rovibracionais, constantes espectroscopicas e o tempo de
vida em fun¢ao da temperatura dos complexos XoO-GN (GN=He, Ne, Ar, Kr e Xe),
com X=D (Deutério), T (Tritio) e Mu (Muoénio). Esses calculos foram realizados
usando curvas de energia potencial do tipo Improved Lennard-Jones com parametros
(energia de dissociacao e distancia de equilibrio) provenientes de dados experimen-
tais. As constantes espectroscopicas foram determinadas por duas metodologias
diferentes (métodos DVR e Dunham) e os resultados obtidos concordaram entre si,
dando mais confiabilidade aos resultados obtidos. Verificou-se com esse estudo que
o efeito isotopico deixa o complexo HyO-GN mais estavel (mais fortemente ligado)
quando o dtomo H é substituido pelos seus is6topos mais pesados (Deutério e Tritio)
e mais instavel (mais fracamente ligado) quando o hidrogénio é substituido pelo seu
isotopo mais leve (Muonio). O complexo isotopico ToO-Xe foi 0 mais estavel, com
um tempo de vida préoximo de 2,5ps para a temperatura mais baixa considerada

(200K).



Abstract

In this work, we present a study of the isotopic effects on the stability of
complexes formed by water and noble gases. More precisely, rovibrational ener-
gies, spectroscopic constants and lifetime as a function of the temperature of the
X50-GN complexes (GN = He, Ne, Ar, Kr and Xe) were determined, with X = D
(Deuterium), T (Tritium) and Mu (Muonium). These calculations were performed
using potential energy curves of the Improved Lennard-Jones type with parame-
ters (dissociation energy and equilibrium distance) from experimental data. The
spectroscopic constants were determined by two different methodologies (DVR and
Dunham methods) and the obtained results agreed with each other, giving more
reliability to the determined results. It was found with this study that the isotopic
effect makes the HyO-GN complex more stable (more strongly bound) when the H
atom is replaced by its heavier isotopes (Deuterium and Tritium) and more unstable
(more weakly bound) when hydrogen is replaced by its lighter isotope (Muonium).
The T50-Xe isotopic complex was the most stable, with a lifetime close to 2.5ps for

the lowest temperature considered (200K).
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Capitulo 1

Introducao

A compreensao da natureza, alcance e forca dos principais componentes que
determinam interagoes nao covalentes é de grande relevancia, pois permite raciona-
lizar um grande nimero de fend6menos quimicos, biolégicos e fisicos [1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8,9, 10]. Em alguns casos, essas intera¢oes podem promover a formacao de
ligagoes intermoleculares de halogénio e hidrogénio. Elas sao também amplamente
reconhecidas como importantes ingredientes quimicos para o controle das proprie-
dades estaticas e dinamicas da matéria, tanto na fase condensada quanto na gasosa.
Por exemplo, na fase condensada, elas afetam muitas areas da engenharia de ma-
teriais, bioquimica e quimica [11, 12|. Na fase gasosa, essas interag¢oes também sao
cruciais para definir a dindmica dos processos de transferéncia de energia [13], as
propriedades espectroscopicas e a dindmica interna dos complexos de ligacao fraca
[14, 15, 16, 17, 18|.

Complexos formados pela molécula de dgua e outros elementos de camada
fechada (interagdes nao-covalentes ou do tipo van der Waals) representam um papel
importante tanto na quimica, como na fisica da atmosfera. Em especial, complexos
envolvendo dgua e componentes do ar tém sido indicados como possiveis contribuin-
tes da absorcao da radiagao solar na regiao do espectro do infravermelho [19, 20|,
o que pode afetar o balanco energético da atmosfera terrestre. Outros complexos
de fundamental importancia para a compreensao das interagoes quimicas fracas sao

aqueles formados por dgua e gases nobres. Esses sistemas sao vistos como mode-



los ideais para descrever esse tipo de interacao desde que o gas nobre se comporte
como “structureless probe”, ou seja, a parte angular, que leva em conta o efeito da
estereodinamica, nao é levado em consideracao [21, 22|.

Outro aspecto importante que pode contribuir para o entendimento das in-
teragoes do tipo van der Waals é o estudo do efeito isotopico em complexos formados
por agua e gases nobres. Esse efeito pode ser observado substituindo o hidrogénio
da agua pelos os seus isotopos Deutério (D), Tritio (T) e Muodnio (Mu). O deutério
é um is6topo estavel do hidrogénio, cujo niicleo contém um proéton e um néutron
Figura 1.1. A molécula de dgua e o D2O (dgua deuterada descoberta em 1930 [23])
apresentam propriedades fisico-quimicas distintas devido as suas diferentes massas
atomicas, o que resulta em uma diferenga na ligagdo com o oxigénio |24, 25|. A dgua
deuterada é utilizada nos processos de fusao nuclear, raios Laser e alta poténcia e
outras aplicagoes. O tritio, o isétopo mais pesado do hidrogénio, é composto por
um proton e dois néutrons [26]. A presenga do tritio na natureza ocorre de duas
formas, a primeira é pelo bombardeio da atmosfera por raios césmicos, gerando
atomos de tritio a partir da quebra de atomos de nitrogénio. Tais moléculas na
atmosfera sao rapidamente oxidadas a ToO (6xido de tritio, 4gua superpesada, agua
semi-superpesada ou ainda agua tritiada). Outra forma de encontrar o tritio na
natureza é a partir de rochas igneas. A fissao espontanea do uranio libera néutrons
que podem reagir com pequenas quantidades ou tragos de litio formando tritio [26].
O tritio é utilizado em radioluminescéncia (dispositivo de iluminacao autoalimentos,
para iluminagao noturna de relogios, sinais de saida), armas nucleares, fonte de ener-
gia e fusdo nuclear controlada. O is6topo mais leve do hidrogénio, Muénio (Mu), é
um atomo exotico que consiste em um muon positivo (u+) e um elétron. A massa
do muénio é estimada como sendo 1/9 da massa do hidrogénio. A inclusdo do muo-
nio na série dos isdétopos do hidrogénio possibilita o estudo da influéncia da massa
na determinagao das taxas de reacao (efeito isotopico cinético) e a contribui¢ao do

tunelamento em reagoes quimicas.



Figura 1.1: Is6topos do hidrogénio, onde a esfera laranja representa o elétron, a es-
fera azul representa o proton e a vermelha o neutron. H= Hidrogénio, D= Deutério,

T= Tritio.

Nao existe na literatura dados espectroscopicos tedricos e experimentais
de complexos envolvendo a molécula de dgua com seus isdtopos (deutério, tritio e
do muonio) com gases nobres. Indo nessa diregao, o presente trabalho tem como
objetivo principal investigar as propriedades dinAmicas (energias e constantes espec-
troscopicas rovibracionais) e do tempo de vida dos complexos XoO-GN (GN=He,
Ne, Ar, Kr e Xe), com X=D (Deutério), T (Tritio) e Mu (Muonio). Mais detalhada-
mente, determinaremos as energias rovibracionais de cada complexo pela solucao da
equagao de Schrodinger Nuclear via método DVR (do inglés "Discrete Variable Re-
presentation”) [27, 28|. As constantes espectroscopicas harmonica (w,), anarmonica
de primeira ordem (w,z.), anarmonica de segunda ordem (w.y.), constante rotaci-
onal (B.) e as constantes de acoplamento rovibracional «, e v, serdao obtidas por
duas metodologias distintas. A primeira serd por meio de uma equagao que envolve
as energias rovibracionais, enquanto a segunda utiliza as derivadas (até a sétima

ordem) da curva de energia potencial (método de Dunham [29]).



Capitulo 2

Metodologia

A mecéanica quantica, tem como objetivo o estudo do mundo microscopico.
Em 1925, Erwin Schrodinger apresentou um novo formalismo para teoria quantica.
ele baseou-se em fundamentos experimentais de que os movimentos de particulas
microscopicas devem obedecer as leis ondulatérias, e nao as leis do movimento de
Newton, como ocorre com as particulas macroscopicas. Assim sendo, as propriedades
dos atomos e moléculas sao determinados pela mecanica quantica através da solugao
da equagao de Schrodinger para o movimento que envolvem os elétrons e nicleos, o

que estabelece um problema quantico de muitos corpos.



Capitulo 3

Sistemas Moleculares

Métodologia Em 1925, Erwin Schrodinger propds um novo formalismo para
teoria quantica. Schrédinger baseou-se em evidéncias experimentais de que os mo-
vimentos de particulas microscopicas devem obedecer as leis ondulatoérias, e nao as
leis do movimento de Newton, como ocorre com as particulas macroscopicas. Assim
as propriedades dos atomos e moléculas sao determinados pela mecanica quantica
através da solugao da equagao, de Schrodinger para o movimento dos elétrons e

nucleos, o que constitui um problema quantico de muitos corpos

3.1 O Problema Molecular

Para descrever adequadamente um sistema molecular, recorre-se equacao

de Schrodinger (independente do tempo e nao relativistica) dada por:

Hw(raR) = Ew(raR) (3'1)

sendo 9 (r,R) autofuncao do sistema, r as coordenadas eletronicas e R as coordena-
das nucleares.
O hamiltoniano nao relativistco para N elétrons e M nucleos (em unidades

atomicas) é igual a:



M N M-1 M N—-1 N
DD PP PE = B) PN CE)
7>

A=1 =1 Ad A=1 B>A B i=1 )

A 1 N M
:_52 AZZMA

em que o primeiro termo representa o operador energia cinética dos elétrons, o

~

segundo o operador energia cinética dos nucleos, o terceiro a interagao coulombiana
entre os nucleos e os elétrons, o quarto a interagao coulombiana entre os nucleos e
por fim, o quinto a interagao coulombiana entre os elétrons. M4 e Z4 é a massa e o
numero atémico do nucleo A, respectivamente.

Substituindo a equacdo (3.2) na equagao (3.1), temos a seguinte expressao:

. N M 1 M N ZA M-1 M ZAZB
— -+ (3.3)
-1 N
+ZZ: ¥(r,R) = Ey(r,R).
i=1 j>i Y

A Eq. 3.3 é muito dificil de ser solucionada diretamente e para contornar esta dificul-
dade, pode-se fazer uso da aproximagao de Born-Oppenheimer (ABO) que consiste
basicamente em separar os movimentos nucleares e eletronicos. Essa separagao é
possivel gracas ao fato da massa dos ntucleos ser infinitamente maior que a dos elé-
trons. Qualitativamente essa aproximacao considera os nucleos fixos com os elétrons
se movimentando ao seu redor. Pode-se chegar a ABO fazendo o uso do teorema
adiabatico, que afirma que se a pertubacao, num sistema, for lenta o suficiente, o
sistema possui a capacidade de ajustar-se a nova configuragao e seu autoestado é
conservado [31].

A partir desse teorema, a expansao adiabatica na autofuncao do sistema

molecular é dada da seguinte forma:

¥(r,R) = ¢(r;R)x(R) (3-4)



em que ¢(r;R) é a autofuncao eletronica que depende de forma explicita das coor-
denadas eletronicas e parametricamente das coordenadas nucleares e x(R) é auto-
fungao nuclear que descreve a dinamica molecular. Substituindo a Equacao 3.4 na

Equacao 3.3, temos

M 1 M-1 M ZAZB
[—; o, VA X(R) + ; ;4 R D X(R) = —e(R)x(R),  (3.5)
(§]
1 N M N ZA N—-1 N 1
[7 VAR =D D =) ) ;] o(r;R) = e(R)p(r;R).  (3.6)
i=1 A=1 i=1 v i=1 j>i Y

Sendo a localizacao dos nucleos constante, podemos escrever para uma con-

figuracao R, qualquer

1 N M N 7 N-1 N 1
[_5 VT2 T2 _] 6(rR,) = d(R)HR,).  (37)
= =1i= i=1 j>i

Em colchetes, temos o hamiltoniano eletronico, e a equagao (3.7) é a equagao de
Schrodinger eletronica, onde €(R,) representa a energia eletronica e ¢(r;R,) &4 au-
tofungao eletronica para uma molécula de configuracao fixa (R,).

Como a energia eletronica é calculada para varias configuragoes nucleares,

podemos substituir esse conjunto de energias na equagao (3.5), com isso temos

Moy ML M,
2 AZB
_ =F . .
S VAt Y Y PR x(R) = ERNR). (39)
A=1 A=1 B>A
onde o termo:
M-1 M
YAVA
YN R 4R (3.9)
A=1 B>A ~AB

Depende da configuragao nuclear e representa a curva de energia potencial (sistema
diatémico) ou superficie de energia potencial (sistema com mais de dois nticleos)

para o movimento nuclear.



A Equagao (3.8) descreve a translagao, rotagao e vibragao das moléculas, ou
seja, a dinamica molecular, e ela é conhecida como equagao de Schrodinger nuclear,

e pode ser escrita como

-2 2]\14A Va'+V(R)| x(R) = E(R)x(R). (3.10)
A=1
onde
V(R) = z_: Z ZaZp +¢(R) (3.11)
A=1 B>A ~AB

é o potencial efetivo ao qual os niicleos sao submetidos.

O foco principal deste trabalho consiste na descricao da dindmica nuclear,
ou seja, na determinacao das energias rovibracionais, constantes espectroscopicas e
do tempo de vida dos complexos formados pelos isétopos da agua e gases nobres.
Dessa forma, a solucao da equagao de Schrédinger eletronica nao serd considerada.
Todas as informagoes da parte eletronica, que governa a dindmica dos niicleos, serao
dadas pela curva de energia potencial (CEP) descrita pela forma funcional Improved
Lennard Jones (ILJ)[30]. Para determinar a CEP de cada sistema estudado, temos

que conhecer a sua distancia internuclear de equilibrio e energia de dissociagao.

3.2 Curva de Energia Potencial Improved Lennard-Jones

A CEP é uma representacao do potencial efetivo eletronico que governa o
movimento dos ntucleos do sistema molecular e depende das coordenadas internucle-
ares do sistema. Existem na literatura diversas formas analiticas para representar
a CEP de uma sistema molecular [35], [36]. Para os descrever os complexos do tipo
van der Waals envolvendo os isdétopos da adgua e gases, utilizaremos a forma funcio-
nal Improved Lennard Jones (ILJ)[30] [34]. Essa funcao foi elaborada para corrigir
as deficiéncias de curto e longo alcance do modelo Lennard Jones|33]. O modelo ILJ

possui a seguinte expressao:



V(R) =e , (3.12)

(B s (5

onde € é a energia de dissociagao e R, é sua distancia de equilibrio. Na equagao

3.12, o primeiro termo mostra a repulsao e o segundo a atragao. A incognita m
pode assumir os seguintes valores: m=6 para sistemas com atomos ou moléculas
neutro-neutro, m=4 para fon-neutro e m=1 para casos fon-ion [34], e o termo n(R)

¢é escrito como:

R

n(R)=f3+4 (Ey , (3.13)

onde 8 é um fator ligado & "dureza"da interagao dos dois &tomos. Para os sistema
em estudo, os parametros energia de dissociagao, distancia de equilibrio e § foram
obtidos via técnica experimental de feixes moleculares cruzados (veja tabela 3.1)

32].

Sistemas € (meV) R, (A) ¢ (cm™!) R, (Bohr)

H,O-He 2,75 345 22,18 6,52
H,O-Ne 570 350 4597 6,61
H,O-Ar 14,40 3,63 116,14 6,86
H,O-Kr 17,10 3,75 137,92 7,09
H,0-Xe 20,20 3,93 162,92 7,43

Tabela 3.1: Parametros experimentais [32] usados para o calculo das CEPs de cada

sistema molecular da dgua com gases nobres.

Substituindo os valores da tabela 3.1 e =9 (determinado experimental-

mente) na equagao (3.12), com m = 6, foi possivel construir as CEPs dos sistemas
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H50-gases nobres. Como resultado, obtivemos as curvas dadas pela Figura 3.1. A
partir desta figura, podemos notar que o sistema H,O-Xe é o que possui a maior
energia de dissociagao (mais fortemente ligado), seguidos pelos sistemas HyO-Kr,
HyO-Ar, HyO-Ne e pelo mais fracamente ligado (menor energia de dissociagao)
H,O-He. E importante ressaltar aqui que as CEPs H,O-gases nobres podem ser
utilizadas também para os seus is6topos XsO-gases nobres, com X=D (deutério),
T(tritio) e Mu(muonio), pois a estrutura eletronica que governa esses complexos ¢ a
mesma. Os nucleos mais pesados nao influenciam neste tipo de experimento, pois,

os neutrons que colocamos em seus isétopos da dgua, nao tem carga.

Energia (meV)

|
3 6

Distancia internuclear (A)

Figura 3.1: Curva de Energia Potencial dos sistemas HyO-Ng.

3.3 Solucao da Equacao de Schrodinger Nuclear

No capitulo anterior foram construidas as CEPs dos sistemas X,0-gases
nobres, com X=D (Deutério), T (Tritio) e Mu (Muonio). Com o conhecimento des-
sas curvas de energia potencial, podemos agora resolver a equacao de Schrodinger
nuclear para descrevermos a dinamica destes complexos. Para tanto, vamos consi-

derar cada complexo X50-gases nobres (X=Deutério, Tritio e Mu) como sendo um
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sistema composto por dois corpos, ou seja, X,0 e gas nobre. Com esta simplificagao,
podemos colocar o nosso sistema de coordenadas no centro de massa do complexo e

expressar o operador hamiltoniano total como sendo:

fon
7 S E RS v +V(Ry2). (3.14)
OM + 2M,  CM 12 121
Hont

onde M; é a massa do sistema X0 e M, a massa do gés nobre. g representa a
massa reduzida do complexo (X50- Gés nobre), Ris ¢ a distancia internuclear entre
X50 e gas nobre.Dessa forma, podemos escrever a equacgao de Schréodinger nuclear

CO1mo:

(IHon + Hind X(Rear, Rag) = Ex(Reoar, Ria). (3.15)

Separando a autofuncao nuclear, a coordenada internuclear e do centro de massa,

chegamos em:

X(Rewr, Riz) = oint(Ra2)o(Rewmr)- (3.16)

Agora, vamos substituir (3.16) em (3.15), temos:

EtTans
il Heno(R ;+ L i (Ryy) = E (3.17)
-5 —— 5 ~HHintOin = L. .
¢(RCM) CM CM O_int(R12) t t 121

Através de (3.17) chegamos a outras duas equagoes:

ﬁC’M¢(RCM) = Etrans¢(RCM) (318)
ﬁintU(R12) = Eino(Ry2). (3.19)

onde Ey.qns representa a energia de translagao do sistema molecular e E;,; a energia
interna do sistema, ou seja, a energia de vibragao e rotacao de uma molécula di-

atomica. Considerando que a molécula diatdémica nao experimenta nenhuma forga



12

externa e a energia de translacao é constante, entao podemos escrever Ei.q,s=0.
Portanto, a energia total s6 ir4 depender dos movimentos internos, isto é, E=E;,;.
Nessa nova representacao, a equagao (3.19) pode ser escrita da seguinte

forma:

_%v§20int(R12) + V(R12)0int(R12) = EintGint(Ra2). (3.20)
Como o potencial de interacao dos niicleos depende apenas da distancia interato-
mica Rqs, entao esse sistema pode ser tratado como um problema de forca central
(simetria esférica)[38]. Para explorar essa simetria, podemos reescrever a equagao

3.20 em coordenadas esféricas:

! > + 29 J? 21V (Ry2) (Rip) =E (Ri2) (3.21)
-5 - - Oin = LintOin . .
2% 5)R%2 Ris OR1s R%2 H 12 t{Iv12 tOint(Il12
onde
o 1 0 0 1 0
2 _ _ - 0— | — ——— ——. 3.22
/ senf 00 (sen 80) sen?6 0¢? (3.22)

Além disso, o potencial V(Ri2) independe das variaveis angulares, por isso
o hamiltoniano pode ser dividido entre uma parte com dependéncia radial, Ris e
outra com dependéncia angular, § e ¢. Desta forma, a autofunc¢ao ¢;,;(Ri2) pode

ser expressa por:

Gint(Raz) = (R12)Y;"(0, ¢), (3.23)
de modo que ij(Q, ¢) s@o os harmonicos esféricos, autofungoes do operador J 2 ea

equagao (3.21) torna-se:

1| P L2 0 J?
2[L 8R§2 R12 0R12 R%Q

— 2,[,6V(R12) 77Z1(1E512)Y3m(€7 ¢)

— Buth(Ri)Y](0,9). (3.24)



13

Distribuindo o operador,temos:

1 [dY(Rin) 2 dyRiy  J(J+ 1)(Ru)
- —~ - — 2V (Ri2)(R
2u | dR:, R}, dRy R2, HV (Faa)y (Farz)

= Eintt(Ri2). (3.25)

Para escrever a equagao 3.25 na forma candnica podemos realizar a substi-

tuigdo F'(Ria) = Ri2t(R12) na equagao (3.25):

Ver

A\

+V(Rp)| F(Ri) = EyiF(Rya). (3.26)

-~

1 &@F(Ry) | [J(J+1)
21 dRY, 2uR,

onde Vs e o potencial efetivo do sistema e J ¢ o nimero quantico rotacional. Para
resolver numericamente a equagao 3.26, vamos lancar mao do método variacional.
Este método permite transformar a equagao 3.26 (equagao diferencial de segunda
ordem) numa equagao matricial. Para tanto, vamos expandir a autofungao F(R;2)

da seguinte forma:
n

F(R) = Z c;j[i(Raz), (3.27)

J=1
onde ¢; sao os coeficientes da expansao e f;(R;2) sao fungdes de bases conhecidas.
Substituindo essa expansao na equagao 3.26 e realizando algumas manipulagoes

matemaéticas, obtemos a seguinte equacao de autovalores e autovetores:

Hc = E,,,;c. (3.28)

onde H é o operador hamiltoniano, H = T + V . T e V sao as matrizes energia

cinética e potencial, dadas respectivamente por:

1 R dff (Ri2) dfi(Ri2) 1 (R dff (Ri2) dfn(R12)
21 J Ry élRm ilR12 deQ T uJRy 111312 dR1; dR
1 Rz df;(Ri2) dfl(R12)dR12 ... L (R dfi(Ri2) dfn(Rlz)dR12

2p JR1 ~ dRi2 dR12 2 JR1 ~ dRi2 dR12
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(§]
f}ff fik(R12>‘/ef(R12)fl(R12)dR12 e fl (RIQ) ef(RIQ)fn(RIQ)dR12
v . .
le R12 ef<R12>f1(Rl2)dR12 T ]512 f:{ (R12)‘/ef(R12)fn(Rl2)dR12
(3.30)

Para calcular os elementos de matrizes energia cinética (T) e potencial (V)
usaremos o método DVR (do inglés "Discrete Variable Representation”), que seré

descrito a seguir.

3.4 Meétodo da Representacao da Variavel Discreta

O DVR é fundamentado na expansao da autofuncao em um conjunto de
base ortornormal ®(R;) = 0,5, sendo ¢ = 1,..., N, e no uso de regra de quadratura
para calcular as integrais envolvidas [39, 28]. As fungoes de base em questao tem a

propriedade a seguir:

Qi (Ry) = 0(J, k= 1,2,...,n). (3.31)

As fungoes de base continuas sao indexadas com valores discretos das va-
riaveis em uma grade de pontos no espaco das coordenadas Ry, que sao os pontos
de quadratura gaussiana onde as fungoes de base serao avaliadas.

Agora vamos expandir a solugao F(R;2) como uma combinagao de fungoes

de base ®,(R). Por uma questdo de notacao faremos Ry = R:

N
F(Rip) = Y _¢;®(R (3.32)
7j=1

na qual ¢; sao os coeficientes da expansao a serem definidos e as funcoes @;(R) sao

a discretizacao da variavel R.
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Essas fungoes sao obtidas por intermédio de um conjunto de fungoes primi-
tivas continuas conhecidas e a elas sao associadas uma quadratura gaussiana. Elas

podem ser escritas com a seguinte notacao:

®;(R) = (R|¢;). (3.33)

Inserindo a relagdo de fechamento >, |f;){f;| = I, onde I é o operador

identidade, na equacao (3.33), chegamos em:

;(R) =D _ (BIfi)(fil®;) (3.34)

Reescrevendo a equagao (3.34), encontramos:

®;(R) = Z Fi(R)(fi|®;). (3.35)

Os elementos de matriz < fi]q)j> podem ser calculados utilizando-se quadra-

turas gaussianas:

(fil@;) = ) wif; (Ri)®;. (3.36)
k=1
Substituindo a eq. (3.36) na eq. (3.37) chegamos em:
Oi(R) =Y > filR)wif; (Ri)®;(Ry). (3.37)
i=1 k=1

Levando em consideragao que as fungoes de base ®;(Ry,) sdo ortogonais, eq.

(3.38), temos:

;(R) = w; 3 Fi(R)f; (Ri). (3.38)

Escolhendo um ponto R; qualquer da quadratura gaussiana, encontramos:

P;(R)) = w; Z fi(Ry) [ (R;). (3.39)
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Se as funcoes de base estiverem normalizadas, segue que:

1 zijfi(Rj)fi*(Rj), (3.40)

sendo wy os pesos correspondentes aos pontos Ry da quadratura gaussiana. Esse

peso é obtido através de:

1
w .

T Hi(Ry) £ (Ry)
Haja vista que as fungoes de base ®;(R) dadas pela eq. (3.38) ndo sao

(3.41)

normalizadas, vamos normalizé-las com a seguinte substituicao:

©;(R) = N ®,(R) (3.42)

em que \; sdo as constantes de normalizagao [40].

As fungoes ®;(R) precisam satisfazer a condigao:

(0;]®;) =1 (3.43)

Desse modo, substituindo a eq. (3.41) na eq.(3.43), temos:

Fazendo uso da regra de quadratura na equagao acima:
A wp®(Re) @ (Ry) = 1; (3.45)
k=1
Utilizando mais uma vez a equagao (3.31), temos:
Nw; = 1. (3.46)

Diante disso, a constante de normalizacao das fungoes de base é dada por:

A= ——. (3.47)
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Substituindo a equagdo (3.38) e (3.47) na (3.41), obtemos a representagao

da variavel discreta normalizada ®;(R):

O = Ju; > fi(R)fF(Ry). (3.48)
i=1
Usando as representacoes da variavel discreta normalizadas para expandir

a autofungao F(Ri2), a eq.(3.32) pode ser reformulada:

n

F(Rip) = Y ¢;®(R). (3.49)

j=1
Substituindo a equagao (3.49) encontramos a matriz de energia potencial

em termos das representagoes da varidvel discreta:

JoT @1(R)Vep(Rig)@i(R)AR -+ [7 ®(R)Ves(Rio) ®n(R)dR
V = : :
Jo© Ou(R)Ver (Ria) @1 (R)AR -+ [% O (R)Vep(Rio) D (R)dRR
Empregando quadraturas gaussianas no célculo dos elementos da matriz de

energia potencial, expressa pela equagao acima, obtemos:

>onoy O1(Re)Ver (Re) @1 (Ri)wr -+ Dop_y @5 (Re) Ver (Ri) @ (Ri)wi
V= ; z
Sone1 Ph(Ri)Ver(Ri) @1 (Ri)wr -+ Dopey B (Ri) Ver (Ri) (R )wie
Visto que ®;(Ry,) = d;1, a matriz acima se transforma em:
D it PH(RE) Ve (Ri)@1(Ri)wr - 0
V= s * '
0 e Yy O (Ri)Ver (Ri) P (R )wr

Ademais, o fato da matriz de energia potencial ser diagonal é uma das principais
caracteristicas do método DVR, na qual os pontos Ry da quadratura gaussiana sao

seus autovalores, cujos elementos sao dados por:
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Ri; = (fi|RIf;). (3.50)

Elementos de matriz do operador energia cinética podem ser obtidos por

meio da quadratura gaussiana com pontos igualmente espagados [40]. Considerando
um intervalo de integragdo da distancia internuclear como sendo [a,b|, onde cada

ponto da quadratura gaussiana é descrito por:

(3 (3.51)

em que i = 1,2,..., N — 1. Se considerarmos que a funcao de base é nula nas extre-
midades, podemos inferir que as fungoes de base a serem usadas sao as autofungoes

de uma particula em uma caixa [41]:

(3.52)

naqualn=1,2,.... N — 1.
Para encontrar os elementos da matriz do operador de energia cinética es-

crevemos:

Ty = (Ri|T|R;), (3.53)

sendo T o operador diferencial energia cinética, expresso por:

. 1 d?

Inserindo a relacao de fechamento na equacao 3.54 temos:

Z

Z (RA|T|fu ) ful Ry, (3.55)

a partir disso, segue:

2u N



19

Substituindo a equagao (3.53) na equagao (3.56):

1 (b—a) 2 — & nt(R; —a) nn(R; —a)
T; ( ) ; TRESen J sen : (3.57)

j:_ﬂ N (b—a - b—a b—a

Manipulando a equagao 3.58 (ver detalhes no apéndice B), temos as seguintes ex-

pressoes:

1 1 2 1 1
Ty = — . — . (3.58)
20 (b—a)? 2 | gop2 (r(g};z)) sen? (w(g;ﬁ)
Para o caso de ¢ = 7, temos:
1 1 21 (2N?+1 1
T, = — TN Dy | (3.59)
21 (b—a)? 2 3 sen? (54)

O Método DVR é uma metodologia que considera o espaco discretizado e
usa funcoes de base que diagonalizam a representacao matricial do operador energia
potencial. Outra caracteristica importante desse método é o fato da representacao

matricial do operador energia cinética ser calculada analiticamente [42].



Capitulo 4

Calculo das Constantes Espectroscopicas

Neste capitulo, vamos descrever as duas formas usadas para determinar as
constantes espectroscopicas rovibracionais dos sistemas estudados.

A primeira consiste no uso da seguinte expressao [35]:

1 1 I
Euj = (V + §> We — (V + §> WeXe + (V + 5) Wele + (4.1)

.+ [Be — e (u+ %) + e (u+ %)2+...]J(J+1)+...

A equagao acima determina a energia rovibracional (para um dado ntimero quantico
vibracional v e outro rotacional J) a partir das constantes espectroscopicas rovibra-
cionais We, Wele, Welle, e € Ve € Be. Por outro lado, se as energias rovibracionais
E(,s) forem conhecidas, entdao podemos obter as constantes espectroscopicas rovi-
bracionais. De fato, se considerarmos os niveis vibracionais v iguais a 0, 1, 2 e 3 os

niveis rotacionais 0 e 1 podemos obter a seguinte equacao para essas constantes:

20
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1
we = 57 [141(E1o — Eoo) = 93(Eao — Foo) + 23(Eso — Ei)] (4.2)
1
weire = 1[13(Eyo = Foo) = 1Bz = Eoo) +3(Eso = Fio)]

1
Wele = 6[3(El’0 — Eop) — 3(E20 — Eoo) + (Es0 — E19)]

1
Qe = g[—12(E1,1 - E()}l) + 4(E2’1 - EO,l) + 4We - 23weye]

1
Ye = 5 [=2(Bra — Bo) + (Baa = Boa) + 2wete — el

O segundo método utilizado para encontrar as constantes espectroscopicas
foi o método de Dunham. Para descrever esse método generalizamos a equacao 4.1

da seguinte forma [29]:

onde

1 1\?2 1\°
G(v) = we ’/+§ — WeTe V+§ + Wele V-|—§ + .. (4.4)

é a correcao anarmonica das vibracoes e

F,(j) = Buj(j + 1) + Dyj?(j + 1)* + Hj°(5 + 1)° + .. (4.5)

é a corregao centrifuga das rotagoes.

Nas equagoes apresentadas temos:

B, =B L A 1)’ 4.6

v — e_ae<7/+§)+ e(V‘i‘é) 4+ ... ( )
1 1\’

DV:De_ﬁe(V+§)+¢6(V+§) + (47)
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Portanto, podemos inferir que as energias rovibracionais sao explicitamente:

1 1\? 1
Ewj) = we (u - —) — Wl <1/+ —) +..+[Be—a. <1/+ —) +. ]+ G+

2 2 2
(4.9)
Para um potencial qualquer é possivel fazer sua expansao na forma:
V = heaof?(1 + a1é + ag€? + as€® 4+ agé* + ...), (4.10)
em que
2
w
=& 4.11
Qg 4Be ’ ( )
h
B.=——— 4.12
8m2uR2c (4.12)
R— R,
= . 4.13

Os coeficientes a,, se relacionam com uma outra expansao das energias ro-

vibracionais T proposta por Dunham, conhecida como expansao de Duham:

T=> Yu <V+%)sjk(j+1)k. (4.14)
sk

Nessa expansao, os coeficientes Y, foram identificados por comparacao com

os coeficientes da eq. (4.9):

Yip = we Y0 = WeTe Y30 = Wele
Y01 =B, Yi=—a Yo = Ve

Yoo = D, Yo = Be Y0 = WeZe

Dunham mostrou que esses coeficientes Yy, estao relacionados com os a,, da

expansao do potencial. A forma de alguns deles é:
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B? 95a1a3  67a%  459a%a;  1155a]
Yio = 1 - 25a4 — — — 4.1
10 = e { * (4w2) ( P4 1 T8 o1 )| A1)

e

B 5@2 B2 1365&1@5 885&2&4
Yoo = — | |3 (as — =% ) ( 245a¢ — —
o= (3) (o) = (35) (e 2500 -5

e

B 1085a3 ~ 853Ha3ay N 1707a3 N 7335a1asa3

1 T8 8 1
_ 23865a}a; _ 62013afa3 | 239985a]a,
16 32 128
20905548
512 )}
2 2 2 4
5@02:(;3;> ]Oa4—i%aﬂm-—1Zh-+22%?a2——7§¥h>

B2 B? 335 2295a2
Yy = (_e) [6(1 +ay) + <—;> (175 + 285a; — @ + 175a5 + u
w w 2 8

€ e

1425a1a32 _ 7955a a4 n 1005@% T15aqa53 n 1155@“;’

—459a1a2 + 4 > 3 9 A
_9639@%@2 n 5145ataz n 4677a a3
16 8 8
_ 14259afay N 31185(at + a?))]
16 128
3 2 3
}/21 = <6WB;€) (5 + 10(11 — 30,2 + 5&3 — 13&1&2 + 15@) .

Expressando o potencial diatdomico em uma série de Taylor, na distancia de

equilibrio R., temos:

_ 1 2
Vv ey () R-RZe )
1<ﬁv> , 1 [dV )
— (== (R— R+ — | == (R—R.)" +
3L\ dR3 ) o_pp AL\dR" ) _p
1 (dV .1 [dV .
5 () B R i (), (R R
1 (dV -1 (dV .
() 0 1 (), (0 0
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Fazendo p=R — R. e f, = (j;‘,f), obtemos:

fgp8+...
(4.17)

1 1 1 1 1 1 1
vV =V/(0 - 2, = 3.~ 4, — 5, = 6 7
( )+2f2p +6f3p +o i +120f5p +720f6p +5040f7p + 10320

Comparando a eq.(4.10) com a eq.(4.17), para explicitarmos os coeficientes

ay,, ficamos com:

f2 hcag
Substituindo ag e, em seguida, B, na equagao:
W2
= 2h £ 4.19
f2 C4BGR§ ) ( )
w? 8mmR3c
=2hc—5 ——F—5 4.20
f2 C4R2 h ) ( )
assim,
fo = 4n*Pmuw?. (4.21)
Evidenciando w,, temos:
L/
e = —1\/ —. 4.22
“ 2rc V' m ( )

Fazendo o mesmo procedimento até a oitava derivada e isolando os coefici-

entes a, dos quais precisamos,

fs  hcapay

= . 4.23
5 R (4.23)
substituindo ag e, em seguida, B, na equagao acima, obtemos a;:
R,
ay s (4.24)

T 12m2wiy
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Continuando o processo, mas agora fazendo uso da quarta derivada temos:

f. hcagas
ﬁ: Ri . (4.25)

da mesma forma que fizemos para a derivada terceira, vamos substituir ag e, em

seguida, B. na equacao anterior para encontrar as:

R fa
= ——=—— 4.26
2 4872wy (4.26)

Esse processo foi continuado sucessivas vezes até chegarmos em ag. Entao,

os outros coeficientes sao dados por:

R3
= 2407r;c];5w§u (4.27)
R:fs
- 144072 c2w?p
_ Ry
1008072 w2y
Refs
6= 80640m2c2w?p

7

Qs

No presente trabalho, as derivadas correspondem ao potencial Improved

Lennard Jones, sao dadas por:
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T8¢
e

—1572¢
fy= =0
25392¢
fi= 0
—388320¢
="
5940864
fo= "R

—93369312¢
o=

(4.28)

Com a teoria de Slater [44] é possivel fazer os célculos do tempo de vida para
todos complexos aqui estudados. A teoria é uma formulacao puramente dindmica
e dispoe de um estudo vibracional completo dos complexos. A decomposicao das
moléculas que compoem os complexos ocorre quando a coordenada de interagao
atinge um valor que corresponde ao limiar de energia de dissociagao. Se um complexo
adquire a energia, a frequéncia de uma decomposicao é basicamente a frequéncia da
propria vibracao e a constante de taxa para este processo é dado por

E—Eoyo

k(T) = wee™ R’T | (4.29)

onde w, é a frequéncia de vibragao dos complexos, R é a constante universal dos
gases, € ¢ a energia de dissociacao, Iy é a energia vibracional fundamental e T a
temperatura. Invertendo a equacao da taxa, temos a expressao para o tempo de

vida do complexo:

T(T) = = —e R (4.30)
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E importante salientar que essa teoria é aplicavel em regioes de alta e média
pressao. No regime de baixa pressao, as taxas calculadas sao menores do que os

dados experimentais.



Capitulo 5

Resultados e Discussoes

Neste capitulo apresentamos todos os resultados obtidos para os complexos
X50-gases nobres, com X=H (Hidrogénio), D (Deutério), T (tritio) e Mu (Muonio).
Mais precisamente, determinamos as energias rovibracionais, constantes espectros-
cOpicas rovibracionais e o tempo de vida (em fungao da temperatura) para todos os

complexos compostos pelos isdtopos da dgua e gases nobres.

5.1 Energias Rovibracionais

Para o célculo das energias rovibracionais de cada sistema, utilizamos as
massas reduzidas descritas na Tabela 5.1. Em todos os sistemas utilizamos 500
quadraturas gaussianas para calcular, via método DVR, as integrais que compoem
os elementos de matrizes do operador energia cinética e potencial. No calculo dessas
energias rovibracionais, levamos em conta somente os niimeros quanticos rotacionais
(J=0 e J=1) necessarios para a determinacdo das constantes espectroscopicas pela
equacao 4.2. Nas Tabelas 5.2, 5.3, 5.4 e 5.5 sao mostradas as energias rovibracionais
dos complexos HyO-GN, Dy0O-GN, T20O-GN e MuyO-GN (com GN=He, Ne, Ar,
Kr e Xe), respectivamente. Para uma melhor representagao e compreensao dessas
energias, as Figuras 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4 mostram somente as energia vibracionais que

estao dispostas dentro da CEP de cada complexo estudado. Essas tabelas e figuras

28
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mostram somente as energia vibracionais menores que a energia de dissociagao de

cada sistema, ou seja, as energias vibracionais que se localizam dentro do pogo da

CEP de cada sistema (niveis ligados).

Sistemas Massa reduzida (u.a) Sistemas Massa reduzida (u.a)
H,0O-He 5969,96741 D,O-He 6080,9796
H50-Ne 17350,7671 D,0O-Ne 18323,2164
H,0O-Ar 22633,4850 D,O-Ar 24316,9529
H,O-Kr 270296,6420 D,;O-Kr 29465,7792
H,0-Xe 28850,59941 D,0O-Xe 31742,4905
Sistemas Massa reduzida (u.a) Sistemas Massa reduzida (u.a)
T20-He 6174,8837 Mu,O-He 5852,3969
T50-Ne 19203,1745 Mu,O-Ne 16393,8417
T50-Ar 25891,4921 Mu,O-Ar 21032,0346
T20-Kr 31809,8270 Mu,O-Kr 24776,6277
T50-Xe 34401,2025 Mu,O-Xe 26320,9547

Tabela 5.1: Massas reduzidas de cada sistema molecular da agua, do deutério, do

tritio e do muoénio com gases nobres.
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v J HyO0-He H»O-Ne H,O-Ar H;O-Kr HyO0-Xe

0 14,9363 14,5696 20,5077 19,9927 20,1985

1 _ 34,5480 54,8183 54,6920 56,0745
2 - 43,8417 80,5908 82,5969 86,1049
3 - - 98,4002  104,0077 110,4851
4 0 _ : 109,1940 119,3767 129,4855
5 . - 114,4397 129,3833  143,4906
6 - - - 134,9865 153,0409
7 - - _ 1375213 158,8532
8 - - - - 161,8589
0 15,5969 14,8349 20,7051 20,14883 20,3325
1 . 34,7578 54,9967 54,8373 56,2001
2 - 43,9755 80,7476 82,7282 86,2212
3 - - 98,53201 104,1243 110,5913
4 1 _ _ 109,2964 119,4768 129,5806
5 - - 114,5085 129,4644 1435732
6 - - - 135,0465 153,1008
7 - - - 137,5629  158,9068
8 - - - - 161,8980

Tabela 5.2: Energias rovibracionais E, ; em ¢cm™! dos sistemas da agua com gases

nobres.
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v J DyO-He DsO-Ne D,O-Ar D,O-Kr D,0O-Xe

0 14,8362 14,2174 19,8222 19,1830 19,2890
1 - 33,0627 53,2204 52,6971 53,7549
2 - 434911 78,6486 79,9618 82,8968
3 - - 96,6045 101,2345 106,8791
4 0 - _ 107,8947 116,8911  125,9248
5 - - 113,7674 127,4892 140,34541
6 - - 116,1023 133,8197  150,5747
7 - - . 136,9194 157,1918
8 - - - - 160,9162
9 - - - - 162,9491
0 15,4871 14,4693 20,0062 19,3265 19,4109
1 : 34,1629 53,3874 52,8303 53,8696
2 - 43,6232 78,7964 80,0836 83,0035
3 - - 96,7303 101,3436 106,9772
4 1 _ _ 107,9947 116,9859 126,0134
5 - - 113,8378 127,5679  140,4235
6 - . 116,1492 133,8803  150,6412
7 - - - 136,9612  157,2456
8 - - - - 160,9561
9 - - : . 162,9823

Tabela 5.3: Energias rovibracionais E, ; em cm™! dos sistemas do deutério com

gases nobres.
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J Ty0-He T50-Ne T,0-Ar T,0-Kr T,0-Xe

<

0 14,7537 14,0090 19,2404 18,4912 18,5539

1 - 33,5876 51,8505 50,9759 51,3651
2 - 43,2429 76,9576 77,6603 80,2557
3 - - 95,0008 98,7672  103,8682
4 0 : . 106,6813 114,6169 122,8926
5 - - 113,0826 1256780 137,5902
6 - : 115,7637 132,6153 148,3219
7 - - - 136,3397 155,5621
8 - - - - 159,9377
9 - : - _ 162,2404
0 15,3968 14,2493 19,4135 18,6242 18,6665
1 _ 33,7794 52,0082 51,0999 51,9713
2 - 43,3717 77,0979 77,7741 80,3549
3 - : 95,1213 98,8699  103,9599
4 1 _ _ 106,7788 114,7071  122,9760
5 - - 113,1536 125,7541 137,6645
6 - . 115,8096 132,6757 148,3862
7 - - - 132,6757 155,6234
8 - - - - 159,9788
9 - . - . 162,2716

Tabela 5.4: Energias rovibracionais E, ; em cm™! dos sistemas do tritio com gases

nobres.
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v J MuyO-He MuyO-Ne MuyO-Ar Muy,O-Kr Mu,O-Xe

0 15,0455 14,9440 21,2319 20,8421 21,1109
1 - 35,1566 56,4872 56,7655 58,3895
2 - 44,1776 82,5832 852940 89,2569
3 - - 100,1876  106,7855  113,9703
40 _ _ 110,4187 121,7846  132,8474
5 - - 115,0134  131,1203  146,3691
6 - - - 135,9561  155,1756
7 - - - - 160,1716
3 ) _ _ ; 162,6760
0 15,7168 15,2241 21,4439 21,0121 21,2575
1 - 35,3747 56,6779 56,9221 58,5177
2 _ 44,3123 82,7496 854356 89,3832
3 - - 100,3256  106,9101  114,0848
41 . _ 110,5231  121,8898  132,9489
5 - - 115,0802  131,2034  146,4468
6 - - - 136,0151  155,2461
7 - - - _ 160,2242
8 - - - - 162,7165

Tabela 5.5: Energias rovibracionais E,, ; em cm ™! dos sistemas do Muénio com gases

nobres.
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A partir dessas figuras e tabelas, podemos observar que os complexos HyO-
He, D;O-He, T5,0-He e MuyO-He, possuem somente um nivel vibracional (v=0) no
interior de cada CEP. Este fato indica claramente que a substituicao do atomo H
por um dos seus isotopos (D, T e Mu) nao altera o nimero de niveis vibracionais
dentro da CEP, mas sim a posicao de cada nivel. O complexo com a menor massa
(MuyO-He) é o que possui a maior energia vibracional (aproximadamente 15,04
cm ™), enquanto que o complexo com maior massa (T2O-He) é o que possui a menos
energia vibracional (aproximadamente 14,75cm ™). Isso acontece devido ao fato da
energia ser inversamente proporcional & massa reduzida do sistema. Esses resultados
mostram que o efeito isotopico praticamente nao altera a estabilidade do complexo
H>0O-He. Um comportamento similar é observado para os complexos HyO-Ne, D,O-
Ne, T50-Ne e Mu,O-Ne. De fato, o efeito isotopico também nao altera o nimero
(trés) de niveis vibracionais (v=0, v=1 e ¥=2), mas sim a localizac¢ao de cada nivel
no interior da CEP de cada complexo.

Para os complexos envolvendo o gas nobre Ar, verifica-se que quando o
atomo H é substituido pelo seu is6topo mais leve (Mudnio) o namero de niveis (seis)
vibracionais (v=0, v=1, v=2, v=3, v=4 e v=>5) nao ¢é alterado. No entanto, as
localizacoes desses niveis vibracionais sao alteradas, ou seja, a energia vibracional
de cada nivel do complexo Mu,O-Ar é maior que a do complexo HyO-Ar. Por outro
lado, quando o atomo H é substituido pelos seus is6topos mais pesados Deutério e
Tritio, o nimero de niveis vibracionais aumenta de 6 (v=0, v=1, v=2, v=3, v=4
e v=>5) para 7 (v=0, v=1, v=2, v=3, v=4, v=5 e v=06). Este resultado deixa
evidente que o efeito isotopico aumenta a estabilidade do complexo HyO-Ar, pois,
quanto mais niveis, maior seré a estabilidade do sistema.

Nos complexos formados pelo gas nobre Kr, verifica-se que quando o &tomo
de H é substituido pelos seus is6topos mais pesados D e T, o niimero de niveis
vibracionais (oito ao total, sendo v=0, v=1, v=2, v=3, v=4, v=5, v=6 e v=T) nao
sao alterados. Todavia as localizagoes desses niveis no interior do po¢o da CEP sao

alteradas para valores de energias menores. Essas caracteristicas praticamente nao
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alteram a estabilidade desses complexos. No entanto, quando o H é substituido pelo
seu isotopo mais leve (Muonio) verifica que o ntumero de niveis vibracionais passam
de 8 para 7, o que provavelmente deixara o complexo Mu,O-Kr menos estavel que
os demais complexos HyO-Kr, D,O-Kr e T,O-Kr.

Quando o atomo de H é substituido pelo seu is6topo mais leve Mudnio no
complexo HyO-Xe, observa-se que o niimero de niveis vibracionais (9 no total) no
complexo formado Mu,;O-Xe mantém inalterado. Quando a H é substituido por um
dos seus isotopos mais pesado (D e T), a massa reduzida do sistema aumenta e,
consequentemente, diminui os valores das energias vibracionais distribuidas dentro
do pogo da CEP do complexo HoO-Xe. Esta situagao faz com que o ntmero de
niveis vibracionais aumente, passando de 9 (complexo HyO-Xe) para 10 (complexos
D,0-Xe e Ty0-Xe). Esse fato mostra que o efeito isotopico deixa o complexo HyO-
Xe mais ligado ou mais estavel quando o atomo H é substituido pelos seus isétopos
mais pesados.

Analisando as tabelas 5.2, 5.3, 5.4 e 5.5, nota-se que as energias vibracionais
puras (J=0) sao muito proximas das energias rovibracionais para J=1. Esse fato

sugere que a contribuicao rotacional para esses complexo é pequena.
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Figura 5.1: Niveis vibracionais puros (J=0) dos

sistemas HyO-Ng.
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5.2 Constantes Espectroscépicas

Nas tabelas 5.6, 5.7, 5.8 e 5.9 sao apresentadas as constantes espectrosco-
picas rovibracionais (consideradas as impressoes digitais de um sistema molecular),
determinadas através da Equacao 4.2 e pelo método de Dunham, para os complexos
H;0O-GN, D,O-GN, T520O-GN e Mu;O-GN com GN=He, Ne, Ar, Kr e Xe. Observa-se
dessas tabelas que os resultados obtidos pelas duas metodologias concordam entre si,
mostrando assim a confiabilidade dos resultados obtidos. Para os complexos envol-
vendo os gases nobres He e Ne nao foi possivel calcular essas constantes via Equacao
4.2, pois esses sistemas possuem somente 1 e 3 niveis, respectivamente, dentro de
suas CEPs. Para usar a equacao 4.2 é necessarios que o complexo tenha no mi-
nimo 4 niveis vibracionais (¥=0, 1, 2 e 3). Apesar da equagao (4.2) ndao poder ser
usada para calcular as constantes espectroscopicas desses dois sistemas, o método
de Dunham foi utilizado para estimar essas constantes, ja que esse método depende
somente das derivadas da CEPs do complexo. Analisando as Tabelas 5.6-5.9 nota-
se que o complexo Muy,O-Ar possui a maior constante espectroscopica vibracional
harmonica e o complexo To0O-Ne a menor. Além disso, verifica-se que para cada
complexo formado pela XoO-GN, a frequéncia harmonica w, aumenta a medida que
a massa reduzida do sistema diminui. Esse fato esta de acordo com a definicao da

frequéncia vibracional harménica (Equagao 4.22).



41

Sistema

Método

We

WeXe

WeYe

Qe

Ve

H2 O-He

DVR

Dunham

38,68

H2 O-Ne

DVR

Dunham

32,20

6,38

0,12

2,23x102

2,17x1073

HQ O-AI‘

DVR

Dunham

43,39

43,20

4,70

4,53

9,58x1072

4,24x1072

8,11x1073

8,43x1073

6,70x10~*

4,38x1074

HQO-KI‘

DVR

Dunham

41,78

41,70

3,62

3,55

5,05x10~2

2,70x10~2

5,25x1073

5,73x1073

3,20x10~*

2,27x1073

H2 O-Xe

DVR

Dunham

41,90

41,86

3,06

3,03

3,25x10~2

1,96x1072

3,83x1073

3,89x1073

1,87x10~*

1,39x10~*

Tabela 5.6: Constantes espectroscopicas rovibracionais (cm™!) obtidas pela forma

analitica Improved Lennard Jones dos sistemas da dgua com gases nobres.
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Sistema

Método

We

WeXe

WeYe

Ue

e

DQO—HG

DVR

Dunham

38,33

DQ O-Ne

DVR

Dunham

31,33

6,04

0,10

2,05x1072

1,95x1073

DQO—AI'

DVR

Dunham

41,84

41,68

4,35

4,21

7,29x102

4,81x1072

7.31x1073

7,57x1073

5,71x10~*

3,80x10~4

D2 O-Kr

DVR

Dunham

40,01

39,95

3,31

3,27

4,30x10~2

2,38x102

4,62x1073

4,72x1073

2,65x10~4

1,91x1073

DQ O-Xe

DVR

Dunham

39,95

39,92

2,78

2,75

2,74x10~2

2,70x10~2

3,33x10~3

3,37x1073

1,52x10~4

1,15x10~*

analitica Improved Lennard Jones dos sistemas do deutério com gases nobres.

Tabela 5.7: Constantes espectroscopicas rovibracionais (cm™!) obtidas pela forma
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Sistema

Método

We

WeXe

WeYe

Qe

e

TQO—HG

DVR

Dunham

38,03

TQO-NG

DVR

Dunham

30,60

5,76

9,62x10~2

1,91x10~2

1,78x1073

TQO—AI'

DVR

Dunham

40,53

40,39

4,08

3,96

7,21x1072

3,46x10~2

6,67x1073

6,89x1073

4,97x10~*

3,34x10~*

T2 O-Kr

DVR

Dunham

38,49

38,44

3,06

3,02

3,72x1072

2,11x102

4,12x1073

4,21x1073

2,25x10~4

1,64x10~4

T2 O-Xe

DVR

Dunham

38,36

38,34

2,56

2,54

2,37x1072

1,51x10~2

2,95x1073

2,09x10~3

1,28x10~4

9,84x107°

Tabela 5.8: Constantes espectroscopicas rovibracionais (cm™!) obtidas pela forma

analitica Improved Lennard Jones dos sistemas do tritio com gases nobres.
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Sistema  Método We  WeXe WeYe s Ye
Mu,O-He DVR - - - -
Dunham 39,06 - - - .
MuyO-Ne DVR - - - - -
Dunham 33,12 6,76 0,12x1072 2,42x1072 2,44x1073
Mu,O-Ar  DVR 45,05 5,08 0,11 9,03x107%  7,88x10~*
Dunham 44,82 4,87 4,73x1072 941x10~% 5,07x1074
Mu,O-Kr  DVR 43,66 3,96 5,96x1072 596x1073 3,87x10~*
Dunham 43,56 3,87 3,08x1072 6,12x107* 2,70x10~*
Mu,O-Xe  DVR 43,88 3,37 3,85x1072 4,39x1073 2,28x10~*
Dunham 43,83 3,32 2,25x107%2 4,47x107® 1,68x107°

Tabela 5.9: Constantes espectroscopicas rovibracionais (cm™!) obtidas pela forma

analitica Improved Lennard Jones dos sistemas do muénio com gases nobres.

5.3 Tempo de Vida

Na Figura 5.5 é apresentada o tempo de vida, em funcao da temperatura,
para os complexos X;0-GN (He, Ne, Ar, Kr e Xe), com X=H, D, T e Mu. Verifica-
se a partir dessa figura que o tempo de vida dos complexos de HyO-He, D,O-He,
T50-He e MuyO-He ficou abaixo de 1 ps (picosegundo) para todo intervalo de tempe-
ratura considerado que variou de 200K a 500K. Esse fato indica que estes sistemas
sao considerados instaveis (probabilidade muito pequena de que esses complexos

permanecam ligados). Para baixa temperatura (200K), verifica-se que o tempo de
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vida dos complexos formados pelos is6topos mais pesados do hidrogénio (D e T)
aumenta. Por outro lado, quando o hidrogénio dos complexos HoO-GN (He, Ne, Ar,
Kr e Xe) é substituido pelo seu is6topo mais leve (Mu), o tempo de vida dos com-
plexos formados diminuem para a mais baixa temperatura considerada. Baseado
nessas observacoes, foi possivel verificar que o sistema T50-Xe pode ser considerado
o mais estavel (2,5 ps) entre todos os complexos aqui estudados na faixa de tempe-
ratura entre 200k e 500k. Além disso, foi também possivel observar que o complexo
H,O-Ar é mais estavel do que o sistema HoO-Ne para baixa temperatura (proxima
de 320k). Apos essa temperatura ha uma inversdo de estabilidade com o sistema
H,0O-Ne passando a ser mais estavel se igualando a estabilidade do complexo HoO-Kr
para temperatura mais altas (proximas de 420K). O sistema D;O-Ne é menos esta-
vel que o D,O-Ar é menos estavel até a temperatura aproximadamente 420K, apos
essa temperatura, o sistema D,O-Ar torna-se mais estavel do que DyO-Ne. Uma
inversao semelhante no tempo de vida acontece também para os complexos ToO-Ar
e TyO-Ne, onde o primeiro sistema é mais estavel até a temperatura proxima de
325k, apods essa temperatura o complexo ToO-Ar fica menos estavel. Para os com-
plexos MuyO-NG temos duas inversoes do tempo de vida. A primeira ocorre entre
os sistemas Muy,O-Ar e Mu,O-Ne. Até a temperatura de 300K o sistema Mu,O-Ar
possui um tempo de vida maior, depois dessa temperatura essa tendéncia se in-
verte. A segunda inversao ocorre para o complexos Mu,O-Kr e Mu,O-Xe, onde o
sistema Mu,O-Xe deixa de ser mais estével em relacao ao complexo Mu20-Kr para

a temperatura proxima de 370k.
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Figura 5.5: Tempo de vida dos sistemas da H,O-Ng, D,O-Ng, ToO-Ng e Mu,O-Ng.



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Nesse trabalho, foi determinado, pela primeira vez na literatura, as energias
rovibracionais, constantes espectroscopicas (impressoes digitais de sistemas ligados)
e o tempo de vida dos complexos formados pelos isétopos da adgua e gases nobres,
ou seja, os sistemas DyO-GN, ToO-GN e Muy,O-GN com GN=He, Ne, Ar, Kr e Xe.
Para tanto, foram usadas curvas de energias potenciais do tipo Impoved Lennard Jo-
nes, com parametros (energia de dissociacao e distancia de equilibrio) determinados
através de experimentos de feixes moleculares cruzados.

As constantes espectroscopicas rovibracionais foram determinadas por duas
metodologias diferentes. Os resultados obtidos por essas metodologias concordaram
muito bem uma com a outra. Essa concordancia demonstra uma confiabilidade dos
resultados, ja que nao dispomos de dados experimentais para comparacao.

Foi verificado que os sistemas formados pelo gas nobre hélio (D,O-He, T50-
He e MuyO-He) apresentam uma energia de dissociagao relativamente pequena.
Mesmo assim, eles possuem um tnico nivel vibracional e um tempo de vida abaixo
de 1ps para todo o intervalo de temperatura considerado (200K-500k). Esses fatos
indicam que, embora esses sistemas possam existir, eles estao fracamente ligados
(complexos instaveis). Esses resultados indicam que o efeito isotopico praticamente
nao altera a estabilidade do complexo formado pela dgua e o gas nobre hélio (HyO-

He).
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Para os complexos isotopicos que envolvem o Ar (DyO-Ar, ToO-Ar e Mu,O-
Ar), verifica-se que o nimero de niveis vibracionais (6) nao ¢ alterado para o sistema
mais leve MusO-Ar. No entanto, para os complexos mais pesados (DyO-Ar e T50-
Ar) o ntmero de niveis vibracionais aumenta de 6 para 7. Esse aumento refletiu
em um aumento do tempo de vida desses complexos em relacao ao sistema HyO-Ar.
Este resultado sugere que o efeito isotopico aumenta a estabilidade do complexo
H50-Ar quando o atomo H é substituido por D ou T.

Os efeitos isotopicos no complexo HoO-Kr (quando o dtomo H é substituido
por D e T) nao foram muito significativos. De fato, o nimero de niveis vibracionais
(8) dos sistemas DoO-Kr e ToO-Kr nao foi alterado. Mesmo assim, o tempo de vida
desses sistemas teve uma ligeira alta em relagao ao complexo HoO-Kr, pois houve um
deslocamento desses niveis para valores menores de energias. Essas caracteristicas
alteraram pouco a estabilidade desses complexos. No entanto, para o complexo
Mu,O-Kr constatou-se que o niimero de niveis vibracionais diminuiu de 8 para 7.
Esse fato foi acompanhado por uma diminui¢ao do tempo de vida desse complexo,
deixando-o menos estavel que os demais complexos HoO-Kr, DoO-Kr e To0O-Kr.

Por fim, verificou-se que o nimero de niveis vibracionais (9) no complexo
Mu,O-Xe permaneceu inalterado em relacao ao sistema H,O-Xe. Por outro lado, o
numero de niveis vibracionais dos do sistema HyO-Xe passou de 9 para 10 quando o
H é substituido por D e T. Esse fato induziu um aumento no tempo de vida desses
sistemas em relagao ao complexo HyO-Xe.

De maneira geral, esse estudo mostra que o efeito isotépico deixa o complexo
HyO-GN (GN=He, Ne, Ar, Kr e Xe) mais ligado (mais estavel) quando o dtomo H
¢ substituido pelos seus is6topos mais pesados (Deutério e Tritio) e mais instavel
quando o hidrogénio é substituido pelo seu isétopo mais leve (Muénio). Esse conhe-
cimento pode possibilitar um certo controle da estabilidade dos complexos HyO-NG
(NG=He, Ne, Ar, Kr e Xe).

Como perspectivas futuras, pretendemos estudar os efeitos isotopicos nos

complexos HoO-GN, HyS-GN e NH3-GN (com GN=He, Ne, Ar, Kr, Xe e Rn) através
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da substituicao do atomo de hidrogénio H pelos seus isétopos Deutério, Tritio e
Muonio. Espera-se desses futuros estudos conhecer mais sobre os efeitos isotopicos
e estabelecer uma regra mais geral desses efeitos em sistemas envolvendo interagoes

de longo alcance (tipo van der Waals).
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Anexo A

Fatores de Conversao

Massa
Unidades de medida u.a u.m.a Kg
u.a 1 5,485804x10~* | 9,109397x10~3!
u.m.a 1822,887 1 1.6605402 x10~%7
Kg 1,09776746x10%° | 6,0221367x10% 1

a = unidade atomica, u.m.a = unidade de massa atomica e Kg = quilograma

Comprimento
Unidades de medida ag A m
ag 1 0,529172249 | 5,29172249x10~1*
(A) 1,88974384 1 10-10
m 1,88974384x10'° 1010 1

[e]
ag = raio de Bohr, A = angstrom e m = metro

o4
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Energia
Unidades de medida eV J cm™!
oV 1 1,6022x10-1° | 8065,48
J 6,24151:1018 1 5,0340}{1022
cm™! 1,23985}(10_4 1,9865}(10_23 1

eV = elétron-volt, J = Joule e cm™

1

= centimetro reciproco



Anexo B

Calculo dos Elementos de Matriz do

Operador Energia Cinética

Para avaliar as integrais envolvidas na matriz energia cinética serd empre-
gado o método das quadraturas gaussianas em uma malha de pontos igualmente

espagados dentro de um intervalo [a,b| de uma CEP, tais que:

i (B.1)

Onde ¢ = 1,2,..., N — 1 e N é o nimero de quadraturas gaussianas para a
CEP.
Os elementos da matriz energia cinética de um sistema unidimensional po-

dem ser obtidos, para um caso genérico nas direcoes i e j, por:

Tij = (Ri|T|R;) (B.2)

~ 2 2 . .. , .
Onde T' = —g—# e 57% ¢é o operador energia cinética, e 1 ¢ a massa reduzida do

sistema. Utilizaremos as fun¢oes de base que possuem uma relagao de completeza:

2_: |6n) (bnl = 1, (B.3)

26
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e vamos inserir essa relagdo na equacao(B.2):

N-1

=Y (Ri|T|¢n){¢n|R)). (B.4)

n=1
sendo (¢n|R;) = én(R;).
A integral <R,|T|¢n> pode ser aproximada utilizando o método das qua-
draturas gaussianas, dado que o intervalo entre os pontos da quadratura podem ser

definidos como pontos igualmente espagados:

:ZZ%@WMM) (B.5)

n=1 k=1

Podemos inserir uma delta de Kronecker e assumindo & = ¢ temos:

2

—-1N-1

o RAT10.)60() = S wnlFou(R)6u(R)  (BS)

n=1 k=1

Dado que os pontos da malha sao igualmente espagados temos ainda que:

(b—a)
w; = AR, N (B.7)
a partir disso, segue:
1% (b — a) = 02, (R;)
T, - E ). B.
Y 2u N 4 OR? én(Fs) (B:8)

Como funcao de base, utilizaremos as autofungoes da equagao de Schrodin-

ger para particula numa caixa:

6u(R) = [ 5 sen [%;“)] , (B.9)

que obedecem as condicoes de contorno impostas pelo DVR:

On(Ra) = dn(R=a) = ¢p(Ry) = (R =10) = 0. (B.10)

Fazendo o calculo de %, com ¢,(R) = /2 sen ["”(R*a)}:
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T o
- [ 2
:F nm d[ <n7r§)Riaa;)]

Substituindo 82"—12(2&) em 7T;;, tem-se:

n=1

:g(by)(zﬁa)(b—a)wvzl“@”(m& #)sen (* bRiaco)

b—a
n? 2= n( —a)
Nu(b—a) Znsen( )sen( b—a )

Podemos ainda reescrever o termo interno dos senos da seguinte forma:

Ri—CL 1

= — B.1
b—a N (B.13)
Rj—a_i
b—a N’

Desse modo,

T _ h?  \° NZI nmi nmj (B.14)
i~ N \b—a n"sen | o | sen | =~ | .

n=1
A equagao (B.14) é a equagao que fornece os elementos matriciais da energia
cinética através do método de DVR para um caso geral de i e j. A seguir seré
apresentado o desenvolvimento matematico para o caso ¢ # j de modo a obter uma

equacao mais facilmente programada e resolvida em computacao.
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Diante do exposto, primeiro faremos uma mudanca de um produto de senos

para COSsSenos:

sen (%) sen (%) _ %[cos(nA) — cons(nB)], (B.15)

agora vamos inseri-la na eq.(B.14):

e 2 () S 1 (s (7522 s (D))

n=1

Facamos ainda a seguinte substituicao para reduzir o tamanho dos termos

a serem carregados:

=i _

Cos——" = cos(nA) (B.17)
m(j + 1)

COS——— = cos(nB). (B.18)

Assim, a expressao pode ser reescrita como:

h2 T 2 N-1
o 2 2
T 2N (b — a) Z ncos(nA) — n“cos(nB). (B.19)

n=1
A partir disso,vamos encontrar uma relacdo de substituigdo entre cos(nA) e uma
funcao exponencial.
Como somar N —1 termos de cosseno manualmente é desagradavavel, entao
podemos tentar reescrever esses termos por um termo que sabemos somar. Para
isso, vamos usar a funcao exponencial que pode ser reescrita em funcao de seno e

cosseno da seguinte forma:

e = cos(nA) +isen(nA), (B.20)

ou ainda
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N-1 N-1
e = Z cos(nA) + isen(nA). (B.21)
n=1 n=1

Se observarmos somente a parte real da exponencial teremos:

N-1

Z ind ZCOS (nA). (B.22)

n=1

Derivando duas vezes a funcao exponen(:lal em relagao a A teremos:

ORe N eina 82 1 cos(nA) Z ncos(nA)

A (B.23)
O?Re SNl einA 8Zn cos(nA) —
6A21 éAQ Zn cos(nA).
Logo,
82R€ Z ) emA NZ
n= n*cos(nA). (B.24)
0A? —
e analogamente
2 N-1 inB N-1
0" fe %&21 R Z —n*cos(nB). (B.25)
n=1
Assim, a expressao (B.19) se torna:
h? ™\’ _ 9*Re SN lemA  9PRe N einB
Ty = 2Npu \b—a 0A? * 0B? (B-26)

Agora, vamos somar os N — 1 termos da parte real da exponencial. O

somatorio dos N — 1 termos da parte real da funcdo exponencial ¢4 ¢ dado por:
"—1
g —mld"—1) (B.27)
q—1

onde,
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ap = €

, paran = 1 temos a; = e*4

ay = eznA

, para n = 2 temos ay = €24, portanto,

2iA
=—=—r=c¢
aq e’
Assim,
s ezA (ezA 1) ezAN ezA
N-1= = —
ezA 1 ezA 1
ezAN o ezA i eZAN o ezA
= a4 —aa, € A A
62(2—6 2) e2 —e 2
. 1 A
PAN=L) _ id
- iA —iA
e2 —e 2
Dado que:
e = cos(y) + isen(y)
e
( ) ei:c o e—i:(;
sen(x) = ,
2
que nos da
2isen(z) = e — e .
Além disso, seja y; = 1A (an) VY2 = % exr= %,temos que:
eiA(N*%) — e% e — eiv2
SN_l - iA iA = ; _

2isen (%)

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)

(B.33)

(B.34)
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Multiplicando a expressao acima por * tem-se:

icos(ACN = 1)) + sen(A(N = 1)) — icos (4) = sen (4)

_ 2
Syo1 = Y (é) (B.35)
Se tomarmos a parte real deste somatoério teremos:
sen (AN — 2) — sen (4) 1 1sen (AN —2)
= - __ 4= . B.
ON-1 2sen (é) 2 * 2 sen (é) (B-36)
Dessa forma,
N-—1 A
znA _ _1 18671 (AN — 5)
Re;1 R @ (B.37)
Por conseguinte,
N-1 B
mp_ 1 1sen (BN —3)
Re nZ:l e’ =~ + > sen(B) (B.38)

: : N-1 N-1
Sendo assim, calcularemos a derivada segundade Re Y e e Re Y | "B

em funcao de A e B respectivamente:

2 N-1 _inA
1 AN -
PReYye™ 9 |10 (| sen( (B.39)
0A? 0A |20A sen (
0 |10 sen AN - <
- 0A |20A sen (
Aplicando a identidade trigonométrica sen(x—y) = sen(x)cos(y)—sen(y)cos(x)
a0 caso, obtemos:
A A A
sen (AN - 5) = sen(AN)cos (5) — sen (5) cos(AN) (B.40)

Que resulta em:
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sensii]\(fA—) 4 _ sen(AN)cos (%Zn—(ie)n (4) cos(AN) (B.41)

T e (2) e

Calculando as derivadas de (B.39):

9
0A

sen (AN — %)

en (3)

0
_8_A(

sen(AN)cotg (g) — cos(AN))  (B.42)
= {Ncos(AN)cotg (é) - %sen(AN)cossecQ (é)} + Nsen(AN),

dessa forma,

2
A

1 0 sen (AN— é)
20A sen(A)

2

HNCOS(AN)cotg (g) - %sen(AN)cossec2 (é)] 4 Nsen(AN)}
= % K—N2sen(AN)cotg (é) — gcos(fuwcossec2 (g)) +

N A A A
(—gcos(AN)cossec2 (5) + sen(AN)cossec? (5) cotg (§)>

+N?cos(AN)] .

] — (B.43)

Lo
204

Sabendo que AN = 7(i + j) onde i e j s@o inteiros, entdo sen(AN) = 0,
pois AN = ..., =27, —m,0, 7,27, ... e cos(AN) = %1, de tal modo que cos(AN) =

(=1)(=9). Diante disso, temos:

2
0A

1 9 sen (AN - %)
20A  sen (é)

= %Ncos(AN) {cossec2 <§> +N] = %N(_l)(i—j) |:—COSSGC2 (é) —I—N] ‘

] = % [—Ncos(AN)cosseg (g) + NQCOS(AN)} (B.44)

De forma anéaloga, temos
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9
OB

1 0 sen (BN—%) 1 (i—7) 5 (B
éa—B sen (%) = §N<—1) |:—COSS€C (5) -+ N:| . (B45)

Assim, a expressao original (B.14) dos elementos da matriz energia cinética
obtidos através do método DVR que se encontrava em funcao de um produto de
senos, foi reescrita numa soma de cossenos (B.19) e posteriormente num somatorio

da parte real da func¢ao exponencial (B.26) e pode ser reescrita como:

(B.46)

0A? 0B?

0 (et (2) )
+§N = (e (5) +).
“v (i75) () (e (3) )
S (8w
-5 %) (7)==

G ( m >2 ((—1)@'—1’)) 1 1
2u\b—a 2 sen? (w(;;vﬁ) sen? (w(;;j))

Com a expressao acima pode-se calcular os elementos fora da diagonal da

82R6 ZN 1 emA N 82R6 7]:7 11 emB]

matriz energia cinética obtida através do método DVR. Para o caso em que i = j,
elementos da diagonal principal, podemos partir da expressao (B.14) de modo que

teremos:

SO ”21 nTi o (7T (BAT)
ZJ_NM b—a n-sen N Ssen N .
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Dado a relagao trigonométrica:

sen®(z) = %(1 — cos(2x)), (B.48)

aplicando & equagao (B.47) tem-se

hQ - 2 N—-1
= 2 —
T Nn (b — a) ; n*[1 — cos(2nA)] (B.49)

h2 T 2 [N-1 N-1
= — Z n® — Z n*cos(2nA)
N'u (b - CL) [n:l n=1

O termo YN ' n2cos(2nA), ja foi calculado de forma andloga nos proce-

dimentos anteriores da determinacao dos elementos fora da diagonal principal da
matriz energia cinética obtida através do método DVR e vale & [cossec?(A) — N].

O somatoério dos N — 1 termos de n? é dado pela expressao fechada:

N-1

> = (2N - 1>éV(N -b (B.50)

n=1

A equagao (B.49) torna-se, com as substitui¢oes dos dois termos que contém

somatorios:

T’i'

R ( ™ >2 [(ZN —1)N(N —1)  N(cossec*(4) — N)

= — B.51
Np\b—a 6 2 ( )

_ ]’3; (bfG)Q {QN‘ 1;(N_ Y _ (cossec?(A) — N)
:%2<bfa)21 [2N2—33N+1

— cossec*(A) + N

2

R 7 \°1[2N2—3N+1 3N , (i T
= \1=2) 2 3 —i-?—cossec N +N

R or \’1 2N2—3N+1+3N , (mi\]
e pn— — — — COSSeC -
w\b—a/ 2 3 3 N )|

SR 7 \P1|2N?+1 1
Cu\b—a/) 2 '

3 sen? (%)
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Diante dos calculos apresentados, os elementos da diagonal principal sao

R
w\b—a) 2

e os elementos fora da diagonal principal sao

dados por:

(B.52)

3 _senQ( :

IN? +1 1 ]
)

2 2/ (=1)@=9)
Ti:h—(ﬁ)c D) ) L L | B
2 \b—a 2 sen2 (W(Z—J)) sen2 <7f(2z;\7)>

2N



