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Resumo

Este trabalho investiga os métodos de Adao e de Jorge, utilizados por camponeses para
“medir a terrra”. Nosso objetivo é construir conhecimento matemético a partir dessa
abordagem etnomatematica. Realizamos um estudo exploratério desses modelos matema-
ticos para o problema de determinar a area de terrenos quadrangulares, e que fornecem
aproximacoes para a area de quadrangulos convexos. Mostramos que todo quadrangulo
torna-se ciclico via uma transformacao que lhe preserva os lados. Provamos que, dentre os
infinitos quadrangulos de lados dados, é ciclico o que tem a maior area. Demonstramos
as férmulas de Brahmagupta e de Coolidge (1939). Propomos uma melhora ao método
de Jorge, e comparamos, com o auxilio do MATLAB (2010), os métodos de Adao, Jorge,
Jorge melhorado e a formula de Brahmagupta ao modelo com um grau de liberdade, que
fornece a area exata de quadrangulos planos e convexos. Demonstramos desigualdades que

classificam esses métodos de aproximacao.

Palavras-chaves: Etnomatematica. Quadrangulos convexos. Métodos de aproximacao.

Desigualdades.



Abstract

This work investigates the methods of Addo and Jorge, used by peasants to “measure
the land”. Our goal is to build mathematical knowledge from this ethnomathematical
approach. So we conduct an exploratory study of these mathematical models for the
problem of determining the area of quadrangular terrain, which provide approximations
for the area of convex quadrangles. We show that every quadrangle can become cyclic via
a transformation that preserves its sides. We prove that among the infinite quadrangles of
given sides, the one which has the largest area is cyclic. We give a proof to the formulas of
Brahmagupta and Coolidge (1939). We propose an improvement to Jorge’s method, and
compare, aided by MATLAB (2010), the methods of Addo and Jorge, improved Jorge’s
method and Brahmagupta’s formula to the model with one degree of freedom, which gives
the exact area of flat and convex quadrangles. We prove inequalities that classify these

approximation methods.

Key-words: Ethnomathematics. Convex quadrangles. Approximation methods. Inequali-

ties.



Résumé

Cet travail étudie les méthodes d’Addo et Jorge, utilisées par les paysans pour «mesurer la
terre». Notre objectif est de construire des connaissances mathématiques a partir de cette
approche ethnomathématique. Nous avons mené une étude exploratoire de ces modeles
mathématiques sur le probleme de la détermination de la surface du terrain quadrangulaire
et qui fournissant des approximations de la surface des quadrangles convexes. Nous
montrons que chaque quadrangle devient cyclique via une transformation préservant ses
cOtés. Nous prouvons que parmi les infinis quadrangles de cotés donnés, c’est le cyclic
qui a la plus grande surface. Nous démontrons les formules Brahmagupta et Coolidge
(1939). Nous proposons une amélioration de la méthode de Jorge et comparons, a 'aide de
MATLAB (2010), les méthodes d’Adao, Jorge, la méthode de Jorge améliorée, la formule
de Brahmagupta, au modele avec un degré de liberté, ce qui donne la surface exacte des
quadrangles plates et convexes. Nous démontrons des inégalités qui classifient ces méthodes

d’approximation.

Mots-clés : Ethnomathématique. Quadrangles convexes. Méthodes d’approximation.

Inégalités.



Resumen

Este trabajo investiga los métodos de Adao y Jorge utilizados por los campesinos para
«medir la tierra». Nuestro objetivo es construir conocimiento matemético a partir de este
enfoque etnomatematico. Realizamos un estudio exploratorio de estos modelos matematicos
para el problema de determinar el drea de terreno cuadrangular, y que proporcionan
aproximaciones para el area de cuadrados convexos. Mostramos que cada cuadrangulo
se vuelve ciclico a través de una transformacion que conserva sus lados. Probamos que
entre los infinitos cuadrangulos de lados dados es ciclico el que tiene el drea mas grande.
Demostramos las férmulas de Brahmagupta y de Coolidge (1939). Proponemos una mejora
al método de Jorge y comparamos, con la ayuda de MATLAB (2010), los métodos de
Adao, Jorge, Jorge mejorado y la férmula de Brahmagupta, con el modelo con un grado
de libertad, que da el area exacta de los cuadrangulos planos y convexos. Demostramos

desigualdades que classifican estos métodos de aproximacion.

Palabras clave: Métodos de aproximacion. Cuadrangulos convexos. Etnomatematicas.
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Introducao

“Dai que vao se apropriando, cada vez mais, da ciéncia também,
como instrumento para suas finalidades. Da tecnologia,
que usam como forca indiscutivel de manutencdo da ‘ordem’ opressora,

com a qual manipulam e esmagam.”

P. Freire

A pesquisa que desenvolvemos neste trabalho comeca na investigacao de dois
métodos de aproximagcao para a area de quadrangulos convexos, apresentados por Knijnik
(1997).

Estudando sobre as chamadas tendéncias em educagao matematica foi que tomamos
conhecimento da etnomatematica. Logo nos pomos a procurar publicacdes nesta area
de pesquisa, movidos pela curiosidade e pela vontade de aprender. Foi entao que nos
deparamos com o artigo de Rosa e Gavarrete (2016), que cita e descreve as etnomateméticas,

praticas matematicas e sociais, do trabalho da pesquisadora.

Explicaremos agora, a luz do método de Freire (2013), que é de educag¢ao como
pratica de liberdade, o porqué da nossa abordagem etnomatemaéatica. Comecamos por
descrever o cendrio e o ambiente onde foi realizada a pesquisa que deu origem ao nosso
trabalho.

A escola rural do do Departamento de Educacao Rural (DER) e da Fundagdo para
o Desenvolvimento, Educagao e Pesquisa da Regidao Celeiro (Fundep), onde a educadora
desenvolveu sua pesquisa, situava-se em Braga, no Rio Grande do Sul. Fundada em
1989, como resposta a movimentos rurais organizados, particularmente o Movimento
dos Trabalhadores Rurais Sem Terra (MST), a escola visava implementar uma forma de
educacao popular, entendida como uma abordagem metodolégica que pudesse contribuir

com mudangas sociais.

Na época em que aconteceu a pesquisa, a escola tinha de atender, prioritariamente,
os proprios trabalhadores rurais organizados, pois, como eles mesmos diziam: “Ha uma
urgéncia historica na necessidade de educar os principais agentes envolvidos no processo
de mudanga social” (KNIJNIK, 1997, p. 404).

Eram oferecidos cursos formais e informais. Nao obstante, o trabalho de pesquisa
da autora estava mais diretamente relacionado a um desses cursos, o qual tinha como

objetivo preparar e conceder certificados a professores da educacao basica.

Quase todos os alunos da escola estavam, na verdade, ensinando, antes mesmo de

obterem o grau de formagao necessario. Eram chamados “professores leigos” Eles iam
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a escola rural do DER/Fundep, como estudantes, em quatro periodos, durante as férias

escolares.

Ao todo, eram seis meses estudando na escola, de manha e a tarde. Os alunos
estudavam também a distancia, enquanto ensinavam em suas comunidades. Depois desses
quatro periodos, havia um semestre de estagio, quando eles ensinavam em suas comunidades

supervisionados pelos professores do DER /Fundep.

No artigo supracitado, a pesquisadora apresentou algumas praticas de matematica
popular — objetos de sua investigacao —, entre as quais estao dois métodos para medir
terrenos quadrangulares — objetos da nossa investigacao. Esses métodos eram conhecidos

no grupo como “método de Adao” e “método de Jorge”.

Tabela 1 — Método de Adao para estimar a area

Linguagem do homem do campo

Linguagem académica

Este é um terreno com quatro paredes.

Primeiro, somamos duas das paredes opostas
e dividimos por dois.

Segundo, somamos as outras duas paredes
opostas e dividimos também por dois.

Terceiro, multiplicamos o primeiro niimero ob-
tido pelo segundo.

Essa é a “cubagéo” desta terra.

Este é um quadrilatero convexo.

Primeiro, encontramos a média entre dois la-
dos opostos.

Segundo, encontramos a média entre os dois
outros lados opostos.

Terceiro, encontramos a area do retangulo for-
mado pelas médias calculadas antes.

Essa é a area do retdngulo cujos lados foram
determinados pela média dos dois pares de
lados opostos do quadrilatero convexo.

Fonte — Knijnik (1997, p. 407)

Os estudantes Jorge e Adao ensinaram, pessoalmente, os seus métodos de “medir a

terra” em sua comunidade.

Tabela 2 — Método de Jorge para estimar a area

Linguagem do homem do campo

Linguagem académica

Este é um terreno com quatro paredes.

Primeiro, somamos todas as paredes.

Segundo, dividimos o resultado da soma por
quatro.

Terceiro, multiplicamos o niimero obtido por
ele mesmo.

Essa é a “cubagado” desta terra.

Este é um quadrilatero convexo.

Primeiro, encontramos o perimetro desse
quadrilatero.

Segundo, dividimos o perimetro por quatro.

Terceiro, encontramos a area do quadrado cujo
lado foi determinado dividindo-se o perimetro
por quatro.

Essa é a area do quadrado obtido a partir do
perimetro do quadrilatero convexo.

Fonte — Knijnik (1997, p. 407)
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Enquanto eles explicavam os métodos, os colegas descodificavam?®, compreendiam o
significado destes métodos, em termos da matemética académica, assegura Knijnik (1997).

Isto esta representado na passagem da primeira para a segunda colunas, nas Tabelas 1 e 2.

A expressao etnomatematica foi cunhada pelo professor Ubiratan D’Ambrosio em
meados da década de 1970, que, desde entao, tem feito contribuicoes tedricas importantes,
além de estabelecer diretrizes de pesquisa em etnomatematica (KNIJNIK, 1997, p. 405).

As praticas pedagdgicas e as pesquisas em etnomatematica, que levam em conta o
contexto sociocultural e a visao de mundo que estejam tendo os sujeitos, sao

dinadmicas, holisticas, transdisciplinares e transculturais. Sua evolucao
certamente beneficiard a matematica académica, principalmente porque
as etnomatematicas avancam de maneira muito mais préoxima da realidade
e dos agentes imersos nessa realidade (ROSA et al., 2016, p. 7).

Porquanto convidam, conclamam os estudantes a participagao na propria pratica pedago-

gica — acao cultural —, como sujeitos ativos no processo de aprendizagem.

O termo etnomatemética foi utilizado por Knijnik (1997) para designar a investiga-
¢ao das tradigoes, praticas e conceitos matematicos de um grupo social subordinado e o
trabalho pedagdgico que foi desenvolvido a fim de que o grupo fosse capaz de interpretar
e decodificar seus conhecimentos; adquirir o conhecimento produzido por matemaéaticos
académicos; e estabelecer comparagoes entre seu conhecimento e o conhecimento académico,
de modo que pudessem assim analisar as relagbes de poder envolvidas no uso de ambos os

tipos de conhecimento.

No entanto, acreditamos que em vez de simplesmente “adquirir o conhecimento
produzido por matemaéticos académicos”, s6 podemos realmente aprender e ensinar mate-
matica se estivermos verdadeiramente construindo conhecimento matematico. Com efeito,
a ideia de que conhecimento é algo que possa ser adquirido, como um bem que se compra no

mercado, segue o modelo de educagao “bancaria”, criticado por Freire (2013, p. 125-126):

A narracdo, de que o educador é o sujeito, conduz os educandos a
memorizacado mecanica do conteiido narrado. Mais ainda, a narragao
os transforma em “vasilhas”, em recipientes a serem “enchidos” pelo
educador. Quanto mais va “enchendo” os recipientes com seus “dep0sitos”,
tanto melhor educador sera. Quanto mais se deixem docilmente “encher”,
tanto melhores educandos serao.

Desta maneira, a educagao se torna um ato de depositar, em que os
educandos sao os depositarios e o educador, o depositante.

Claro que um tal modelo de educagao s6 ha de servir mesmo para reforcar os mecanismos
de opressao, que mantém subordinados e esmagam os grupos mencionados por Knijnik

(1997) em seu artigo.

Embora decodificar seja usual, empregamos o termo descodificar para designar “a andlise critica da
situagdo codificada” (FREIRE, 2013, p. 267).
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E importante refletir sobre a nossa acao pedagogica de modo a elaborar praticas
problematizadoras e conscientizadoras de educagao, pois

os estudantes que ndo acreditam, nao valorizam nem reconhecem suas
préprias raizes culturais podem assimilar facilmente a cultura dominante
(dos opressores), sem refletir criticamente seu valor (D’AMBROSIO, 1999
apud ROSA et al., 2016, p. 18).

A educacao que se pretende realizar sem a verdadeira adesdo do educando-educador, que
esta sendo oprimido, impedido de ser, é invasao cultural, alienada e alienante. Dela se

servem os opressores, para manter as condigoes que somente a eles beneficiam.

A pesquisa cujos resultados foram apresentados em seu artigo revela os temas
geradores de um grupo social inserido em certo contexto sociocultural, em dado momento
historico. Os temas geradores, por sua vez, revelam a visao de mundo que estavam tendo

os membros daquele grupo.

Acreditamos, todavia, que a abordagem etnomatematica desenvolvida pela educadora-
educanda junto aos educandos-educadores nao termina na descricdo das etnomatematicas,
praticas matematicas popularizadas entre os membros do grupo. Cabe-nos realizar um

estudo exploratério destas praticas a fim de produzir conhecimento matematico.

Nosso trabalho, portanto, é uma continuagao natural da pesquisa de Knijnik (1997),
da qual emprestamos a abordagem etnomatematica. Nesta abordagem, a pratica pedagogica
inicia-se a partir do contexto social, da realidade e do interesse dos estudantes, ao invés de
simplesmente impor um conjunto de valores externos e atividades descontextualizadas,
sem qualquer significado para eles, apenas porque estao no curriculo (ROSA; OREY, 2013
apud ROSA et al., 2016, p. 21).

O objetivo da pesquisa da educadora era mostrar que as praticas de matematica
popular — produto de uma relagao social desigual — representam uma limitacao, uma
desvantagem. Fra necessario compreender que a mera perpetuagao desse conhecimento
mateméatico envolvia mecanismos que reforgavam a subordinagao social (KNIJNIK, 1997,

p. 409).

Nosso trabalho de pesquisa estd orientado a matematica que podemos construir
a partir da abordagem etnomatematica desenvolvida pela professora. O problema que
propomos investigar é o de determinar a area de terrenos quadrangulares, e os métodos
de aproximacao utilizados pelos camponeses. Estamos, pois, interessados em responder

perguntas tais como:

a) héa outros métodos?

b) qual dos métodos melhor aproxima a area de um quadrangulo convexo?

c¢) eles fornecem aproximacgoes por falta ou excesso?

)
)
)
)

d) como calcular a area (exata) de um quadrangulo convexo?
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Justificamos o presente trabalho de pesquisa no impacto e na relevancia que
acreditamos ter na sala de aula. Embora a férmula de Heron, para o calculo da area em
funcao dos lados de um tridngulo, seja, normalmente, um tema da matematica do ensino

médio, a férmula de Brahmagupta, uma generalizacdo desta, nao é feita qualquer mencao.

Na verdade, os quadrangulos quase nao sao abordados nos cursos de geometria
plana, seja no ensino bésico ou na universidade, a despeito dos belissimos resultados e do

potencial pedagodgico e de pesquisa que encerram.

No Capitulo 1 fazemos uma revisao da Geometria Euclidiana. Provamos a formula
do seno, que prové a area de quadrangulos convexos em termos das diagonais e do angulo
entre elas. A partir desta férmula, da relacao fundamental da trigonometria e da lei dos
cossenos, deduzimos a Féormula de Brahmagupta, que da area de um quadrangulo ciclico

em termos dos seus lados.

No Capitulo 2 modelamos o problema de determinar a area de um terreno quadran-
gular. Propomos uma melhora ao método de Jorge e utilizamos a férmula de Brahmagupta
para aproximar a area de quadrangulos convexos. Utilizamos o software MATLAB (2010)

para comparar estes modelos e apresentamos os resultados por meio de graficos.

No Capitulo 3 provamos que, entre os quadrangulos de lados dados, o ciclico tem
a maior area; fazemo-lo de duas formas diferentes, a saber, via o Célculo Diferencial e a
férmula de Coolidge (1939). Neste capitulo realizamos uma classificagdo dos métodos de
aproximagao na forma do Teorema 3.5. Apresentamos também os quadrangulos bicéntricos,
isto ¢, ciclicos e tangenciais, que conferem significado geométrico ao método de Jorge

melhorado.

Nas Consideracoes finais realizamos um apanhado e tecemos comentarios a cerca
do que foi desenvolvido ao longo do trabalho: o problema de pesquisa, os objetivos, a
metodologia utilizada e os resultados obtidos. Além disso, apresentamos sugestoes para

trabalhos futuros.

Utilizando a relagdo fundamental da trigonometria, a lei dos cossenos e a férmula
do seno, demonstramos a formula de Heron, no Apéndice A, e a de Brahmagupta a partir

desta, no Apéndice B.

Todas as figuras presentes no texto foram elaboradas no software GeoGebra (2018),
a excegao dos graficos do Capitulo 2, gerados a partir do cédigo MATLAB (2010) do
Apéndice D.

Para a demonstracao do Teorema 3.5, resultado central do nosso trabalho, vem em

nosso auxilio uma desigualdade cuja demonstragao deixamos para o Apéndice C.

No livro de Muniz Neto (2014, p. 163-166) encontramos a desigualdade das médias.

Por conta de sua importancia na investigacao dos métodos de aproximacgao que ora
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propomos estudar, era imprescindivel incluir uma sua demonstracao. Deixamo-la, pois,

para o Anexo A.

Esperamos que alunos e professores, da educacao basica a universidade, ptiblico
alvo do nosso trabalho, encontrem nele rico material para suas descobertas e consequente

aprendizagem significativa.
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1 Fundamentos teoricos

“Aquele que despreza Geometria Fuclidiana é como um homem que,

regressando de terras estrangeiras, menospreza sua casa.”

H. G. Forder

Neste capitulo mostraremos os resultados da Geometria Fuclidiana Plana em que
se fundamentam as investigacoes a serem desenvolvidas nos capitulos subsequentes. O
principal resultado é a Formula de Brahmagupta. Para a nossa demonstragao dessa férmula,
colecionaremos: a Relagdo fundamental da trigonometria, a Lei dos cossenos, a férmula do

seno (Lema 1.5) e o Teorema de Ptolomeu.

1.1 Trigonometria

Nesta secao demonstraremos a relacao fundamental e a lei dos cossenos, além
de obtermos uma férmula do seno para triangulos, a partir da qual deduziremos a dos

quadrangulos, na préximo se¢ao.

De acordo com Merzbach e Boyer (2011, p. 193), o desenvolvimento do sistema
posicional de numeracao foi uma das maiores contribuicdes da India para a histéria da
matematica. A introducao de um equivalente da funcao seno na trigonometria, para

substituir as tabelas de cordas dos gregos, foi outra.

1.1.1 A relacao fundamental

No plano Cartesiano, o ciclo trigonométrico é o circulo I' da Figura 1, de raio 1 e

centro na origem O = (0, 0).
O comprimento de I', portanto, ¢ igual a 27.

Dado um ntmero real u, medimos sobre I', a partir de A, um arco de comprimento
||, no sentido anti-horario se p > 0 e no sentido horario se p < 0. Sendo P a extremidade

final desse arco, dizemos que o arco AAP (de comprimento possivelmente maior que 2m)
mede p radianos (MUNIZ NETO, 2013, p. 296).

Definigao 1.1. Para p real, definimos como o seno e o cosseno de u (radianos), respecti-

vamente, a ordenada e a abscissa de P sobre I'. Denotamos
P = (cos 1, sen p).
Observagdo 1.1. A partir da definicao e de um exame da Figura 1, concluimos que

—1<cospu<1l e —1<senpu<1,
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Figura 1 — Seno e cosseno no ciclo trigonométrico

Sen fi

COS [t

Fonte — o autor

qualquer que seja o nimero real p.
Agora estamos aptos a demonstrar o teorema a seguir.

Teorema 1.1 (Relagdo fundamental da trigonometria). Para todo real u,

sen? o+ cos® =1

Demonstragio. Como P = (cos p,sen i) é ponto do circulo T', de centro na origem O =
(0,0) e raio 1,
(cos pr — 0)? + (sen p — 0)? = 12, O

O ciclo trigonométrico tem comprimento 27, donde 27 radianos correspondem a
360 °.

O préximo resultado, cuja prova obtemos do exame da Figura 2, sera utilizado na

deducao da lei dos cossenos e da férmula do seno.
Lema 1.2. Se p € [0,180°], entdo:
(a) cos(180° — ) = — cos pu;

(b) sen(180° — u) = sen p.
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Figura 2 — Arcos suplementares

)
P P
r

1 1
H H

B’ 0 B o
Fonte — o autor

Demonstragio. Primeiro os casos extremos, p = 0 e g = 180°: cos(180° —0) = —1 =

—cos0 e sen(180° — 0) = 0 = sen0; cos(180° — 180°) = cos0 = 1 = —cos180° e
sen(180° — 180°) = sen0 = 0 = sen 180°.

Se p € (0,180°), da congruéncia dos tridngulos OBP e OB'P’, da Figura 2, segue
que OB =0OB' e BP = B'P', isto é, cos(180° — ) = —cos e sen(180° — ) = senp. O

1.1.2 A lei dos cossenos e a formula do seno

A partir da Relac¢ao fundamental da trigonometria e do Lema 1.2, demonstraremos

a lei dos cossenos e a férmula do seno.

Precisamos, antes disso, obter relacoes que nos permitam calcular seno e cosseno

no triangulo retangulo. Com esse intento, examinemos, pois, a Figura 3.

Os triangulos OBP e OCD da Figura 3 sao semelhantes pelo caso AA. Logo,

OB 0OC  BP CD
op oD ° orP” oD’

ou seja,
ocC CD

COSM:@ e sen,u:O—D.

Isso quer dizer que, em um triangulo retangulo, calculamos o cosseno de um angulo
interno pela razao entre o cateto adjacente (préximo) ao angulo e a hipotenusa; enquanto

que o seno ¢ dado pela razao entre o cateto oposto ao angulo e a hipotenusa.
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Figura 3 — Seno e cosseno no triangulo retangulo

Y D

H I—

Fonte — o autor

Concordemos em utilizar a notagdo AB = x para indicar que o segmento de reta

AB, que liga os pontos A e B, tem medida igual a x.

Lema 1.3 (Lei dos cossenos). Se o triangulo ABC' tem lados BC' = a, AC =b e AB =c,
entao
a® = b* 4 ¢ — 2bccos A.

Demonstracio. Abordaremos em separado os casos em que ZA é agudo, reto e obtuso.

Nos trés casos, sejam H o pé da altura relativa ao lado AC' e h o seu comprimento.

(a) Se A <90°, como na Figura 4a, entdo H pertence ao interior de AC, e o teorema de

Pitagoras aplicado ao ABC'H nos da

a> = W4+ HC?

= h*+(b— AH)?
= (csen A)* + (b — ccos A)?
= c*sen® A+ b? — 2bccos A + ¢ cos® A, (1.1)

e, da Relacao fundamental da trigonometria, segue o resultado desejado.
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Figura 4 — Tridngulos ABC para ZA agudo, reto e obtuso
(a)

Fonte — o autor

(b) Se A = 90°, como indica a Figura 4b, entdo cos A = 0, e o teorema de Pitdgoras
aplicado ao AABC nos da

a? =0+ =0+ % —2bccos A.

(¢) Se A >90°, como indica a Figura 4c, entdo H nao pertence ao interior de AC, e, do
Lema 1.2, temos cos A = —cos(180° — A) = —AH/c e sen A = sen(180° — A) = h/c.

Aplicamos o teorema de Pitdgoras ao ABC H para obter

a> = (b+AH)* +h?
= (b—ccos A)?> + (csen A)?,

o mesmo resultado da Equacao 1.1 (MUNIZ NETO, 2013, p. 322-323). O

Obtemos a seguir a férmula do seno para tridngulos. Utilizaremos a notagao (ABC')

para designar a area do triangulo ABC', o qual denotaremos AABC.
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Lema 1.4. Se 0 AABC tem lados AB = ¢, AC'=0b, BC' = a, angulos internos LA, /B,

/ZC, entao
besen A

(ABC) = ==

Demonstracao. Como fizemos na demonstragao da lei dos cossenos, também esta dividimos
nos casos em que ZA é agudo, reto e obtuso. Nos trés casos, seja H o pé da altura relativa

ao lado b e seja h o seu comprimento.

(a) Se 0 < LA < 90° (como na Figura 4a), entdo sen A = h/c. Dali,

bh
B besen A
N 2
(b) Se ZA =90° (como na Figura 4b),
(ABC) = b2c
B besen A
= —

pois sen A =sen90° = 1.

(c) Se90° < LA < 180° (como na Figura 4c), entdo, do Lema 1.2, sen A = sen(180°—A) =
h/c. Dai,

bh
_ besen A
2 )
o que completa nossa demonstragao. O

1.2 Quadrangulos convexos

Nesta secao deduziremos a formula de Brahmagupta, passando pelas defini¢oes e
caracteristicas dos quadrangulos ciclicos e dos tangenciais, pelos teoremas de Ptolomeu e
Pitot.

Precisamos, antes mais nada, explicar por que ‘quadrangulos’, em vez de ‘quadrila-

teros’, que é o termo mais comumente encontrado na literatura.
Lembremos que um poligono de n vértices e n lados chamamos n-gono (significando
literalmente “n-angulo”). Temos, entdao, um pentdgono (n = 5), um hexdgono (n = 6), e

assim por diante. S6 nao utilizamos o nome grego para o nimero n quando n =3 e n = 4.
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Nestes casos simples, como é costume, usamos as formas latinas triangulo e quadrangulo
em vez de “trigono” e “tetragono”. Conforme argumenta Coxeter e Greitzer (1967, p. 52),

devemos desencorajar a tendéncia de chamar um quadrangulo de “quadrilatero”.

Embora, no presente trabalho, estejamos interessados em resolver um problema
de Geometria Euclidiana, é importante mantermos em mente que o dominio de aplicagao
dos conceitos bem como dos termos matematicos ora utilizados se estende para além do
nosso escopo. Em particular, na geometria projetiva, em que os lados (dos poligonos) sao

retas inteiras ao invés de meros segmentos, precisamos dos dois termos — ‘quadrilatero’ e
‘quadrangulo’ — com significados distintos (COXETER; GREITZER, 1967, p. 52).

O objeto de estudo desta secao estd limitado aos quadrangulos convexos, uma vez
que os métodos de Adao e de Jorge aplicam-se apenas a estes. Assim, precisamos de uma

definicao do que sejam poligonos, e, em particular, quadrangulos convexos.

Definicao 1.2. Um poligono ¢é dito convexo quando todo segmento de reta que une dois

pontos quaisquer em seu interior lhe estiver inteiramente contido.

Figura 5 — Quadrangulo nao-convexo

D

Fonte — o autor

O quadrangulo ABCD da Figura 5, por exemplo, ndo é convexo. De fato, o
segmento de reta que liga os pontos E e F, interiores ao quadrangulo ABC D, nao esta

inteiramente contido em ABCD.

O lema a seguir nos acude com uma férmula para a area de um quadrangulo
convexo em termos de suas diagonais e do angulo entre elas, que utilizaremos na obtencao

da férmula de Brahmagupta

Lema 1.5. O quadringulo convero ABCD cujas diagonais AC =1 e BD =m formam
entre si um angulo o, tem drea dada por
Imsen «

K= == (1.2)
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Figura 6 — Quadrangulo convexo

A

Fonte — o autor

Demonstracao. Fazemos | = l; + Iy e m = mq 4+ mg, como na Figura 6.

Do Lema 1.2, temos sen(180° — a) = sena, e o Lema 1.4 aplicado aos tridngulos
APB, BPC, CPD e DPA, nos da a area do quadrangulo,

llml + l1m2 + l2m1 + l2m2
K = 5 sen o

Im sen «
2 )

como queriamos. O

O circulo tem sido mantido na mais elevada estima ao longo dos tempos. Sua forma
perfeita impressionou filésofos e astronomos (COXETER; GREITZER, 1967, p. 27). Agora

nos dedicamos a estudar suas relacoes com os quadrangulos.

1.2.1 Quadrangulos tangenciais e o teorema de Pitot

Antes de apresentarmos uma definicdo dos quadrangulos tangenciais, procedemos
com a demonstracao de um resultado importante, que utilizaremos para provar o teorema
de Pitot.

Lema 1.6. Se duas retas do plano concorrem em um ponto P, externo a um circulo, 3
digamos, e sao tangentes a ele nos pontos A e B, entao PA = PB.
Demonstracio. Como OA = OB, ZPAO = ZPBO = 90° e PO é comum, sao congruentes
os triangulos PAO e PBO da Figura 7.

Logo, PA = PB. O
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Figura 7 — Tangentes a um circulo

Fonte — o autor

Ao contrario dos tridngulos, nem todo quadrangulo possui um circulo tangente a

todos os seus lados.

Definicao 1.3. Dizemos que um quadrangulo é tangencial se houver um circulo tangente

a todos os seus lados.

Figura 8 — Se tangencial, sao iguais as somas dos lados opostos

A_ Q D

N

Fonte — o autor

O teorema a seguir prové uma caracterizacao dos quadrangulos tangenciais.

Teorema 1.7 (Pitot). Um quadrangulo convexro ABCD de lados AB, BC, CD, AD, é
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tangencial se, e so se,
AB+ CD = BC + DA.

Demonstracio. Suponhamos, primeiro, que ABCD seja tangencial, e sejam M, N, P e
@, respectivamente, os pontos de tangéncia dos lados AB, BC, CD e DA com o circulo
inscrito a ABC'D da Figura 8. Temos

AB+CD =AM+ MB+CP+ PD e BC+ DA=BN+ NC+ DQ + QA.
Do Lema 1.6, temos AM = QA, MB = BN, CP = NC e PD = D@, donde segue

a relacao desejada.

Reciprocamente, suponhamos que AB + CD = BC + DA e que ABCD nao seja

tangencial.

Figura 9 — As bissetrizes intersectam-se no centro do circulo

D

C

Fonte — o autor

Lembremos que a bissetriz de um angulo é o lugar geométrico dos pontos que
equidistam dos lados desse angulo. Assim, o ponto O, interseccao das bissetrizes dos

angulos internos ZA e ZB, equidista dos lados desses angulos, como indica a Figura 9.
Logo, O é o centro de um circulo que tangencia os lados AD, AB e BC de ABCD.

Seja E o ponto sobre a semirreta com origem A e que passa por D, de sorte que
C'E tangencie o circulo da Figura 10 (aqui estamos considerando E' interior a AD; o outro

caso é analogo). Da parte ja demonstrada do teorema segue que
AB+CFE=FA+ BC.
Por hipétese, AB + CD = BC + DA; logo,

CD—CE=DA—FEA=ED,
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Figura 10 — Se sao iguais as somas dos lados opostos, tangencial

A
& D

C

Fonte — o autor

ou seja, CD = CFE + DE, o que contradiz a desigualdade triangular (MUNIZ NETO,
2013, p. 142-144). ]

Continuaremos nosso estudo das relagées que o circulo tem com os quadrangulos.

1.2.2 Quadrangulos ciclicos e a formula de Brahmagupta

Ao contrario dos triangulos, nem todo quadrangulo convexo admite um circulo
passando por seus vértices. De fato, um quadrangulo ABC'D em que D é exterior (ou

interior) ao circuncirculo de AABC nao tem essa propriedade.

Definicao 1.4. Dizemos que um quadrangulo é ciclico se seus vértices estiverem sobre
um circulo.
No lema a seguir encontramos uma caracterizagao bastante 1util dos quadrangulos

ciclicos.

Lema 1.8. Um quadrangulo convexo ABCD, de lados AB, BC, CD e DA, € ciclico se,
e somente se,
/DAB+ ZBCD = 180°.

Demonstracio. Suponhamos ABC'D ciclico, como na Figura 11. Entao,

1~ 1~
LDAB+ ZBCD = 3 BCD +§ BAD=180°.
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Figura 11 — Se ciclico, sao suplementares os angulos opostos.

D
C
A
B
Fonte — o autor
Reciprocamente, suponhamos agora que
/DAB+ /BCD = 180°, (1.3)

e seja « o circuncirculo de AABD.
Figura 12 — Se suplementares os angulos opostos, ciclico

a4

b

B

Fonte — o autor

Se C' nao esta sobre a, tomamos o ponto E na interseccao da semirreta de origem

B, e que passa por (', com «, conforme Figura 12.
Da parte ja demonstrada do lema,

/DAB + /BED = 180°. (1.4)
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Comparando as Equagoes 1.3 e 1.4, obtemos

/ZBED = /BCD.

Por outro lado, ZBCD, externo ao ACDE, é maior do que ZCED = /BED,
uma contradi¢do (MUNIZ NETO, 2013, p. 137-139). ]

O teorema a seguir expressa uma condicao necessaria (e suficiente) para que um

quadrangulo seja ciclico.

Teorema 1.9 (Ptolomeu). Se o quadringulo ABCD de lados AB, BC, CD, DA, e

diagonais AC' e BD, ¢ ciclico, entdo

ABxCD + BC x DA = AC x BD.

Demonstracio. Marquemos P sobre a diagonal BD de sorte que Z/PCD = ZACB,

conforme Figura 13.

Figura 13 — O teorema de Ptolomeu

A

B

Fonte — o autor

Como ZBAC = ZBDC (pois subtendem ao mesmo arco BAC’), os triangulos ABC

e DPC sao semelhantes. Dai,
AB PD

AC ~ CD’
Também os tridangulos ADC e BPC' sao semelhantes. De fato, Z/CBD = ZCAD,
pois subtendem ao mesmo arco Cb, e ZACD = /BCP. Logo,
DA BP
AC ~ BC
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Das duas relacoes obtidas acima vem que

BCXDA+ABXCD
AC AC 7

como queriamos (MUNIZ NETO, 2013, p. 179-180). O

BD =BP+ PD =

Vale também a reciproca do teorema de Ptolomeu, isto €, se, em um quadrangulo
convexo, a soma dos produtos entre os lados opostos ¢é igual ao produto entre as diagonais,
entao esse quadrangulo é ciclico, conforme demonstrado por Coxeter e Greitzer (1967,
p. 42).

Definicao 1.5. Uma estrutura é um conjunto de S segmentos de reta, unindo V' pontos
aos pares, na qual os segmentos sao barras rigidas articuladas em suas extremidades, mas

restritas ao plano.

Os tridngulos (S =V = 3) sao estruturas rigidas, ao passo que os quadrangulos
(S =V = 4) tém um grau de liberdade: um de seus dngulos pode ser aumentado ou

diminuido, com uma consequente mudanga nos outros.

Definicao 1.6. Uma estrutura é dita apenas rigida se ela for rigida mas deixar de sé-lo,

quando uma qualquer de suas barras é removida.

Foi feita por Lamb (1916 apud COXETER,; GREITZER, 1967, p. 56) uma demons-
tracao para o fato de
S=2V -3

ser uma condigao necessaria (mas nao suficiente) para que uma estrutura seja apenas
rigida.
No caso em que S =5 e V = 4, por exemplo, temos um quadrangulo com uma

diagonal; a remocao dessa diagonal prové o grau de liberdade de que falamos acima.

Quaisquer quatro lados a, b, ¢, d, cada qual menor do que a soma dos outros trés,
podem ser usados como lados de um quadrangulo convexo. O grau de liberdade nos permite
aumentar ou diminuir dois angulos opostos até que eles sejam suplementares, e assim, do

Lema 1.8, os quatro vértices jazem num circulo.

Concordemos utilizar as notagoes ABC' D e abed para designar, indistintamente, o
quadrangulo de vértices consecutivos A, B, C, D, e lados a, b, ¢, d, nomeados consecutiva-

mente.

Suponhamos que [ e n sejam as diagonais de um tal quadrangulo ciclico (como na
Figura 14a). Mantemos fixos os lados b e ¢ de abed e permutamos os outros dois, obtendo
o quadrangulo bcad, inscrito no mesmo circulo (como na Figura 14b). Uma diagonal é [

ainda. Agora, mantemos fixos os lados a e ¢ de bcad e permutamos os outros dois, obtendo



Capitulo 1. Fundamentos teoricos 37

o quadrangulo cabd, inscrito no mesmo circulo (como na Figura 14c). Uma vez que esse
terceiro quadrangulo poderia ter sido obtido do primeiro pela permutacao dos lados ¢ e d,
suas diagonais sdo m e n. Nao sdo possiveis outras transformagoes desse tipo (a nio ser

por permutagoes cadticas, como a de abed para deba).

Figura 14 — Area de quadrangulos ciclicos, funcdo simétrica dos lados

Fonte — o autor

Do Teorema de Ptolomeu,
mn = bc+ ad, nl=ca+bd, lm = ab+ cd.

Como esses quadrangulos sao todos convexos, a area de cada um deles é dada pela soma
das areas de dois tridngulos. Permutar os lados de um tridngulo & maneira descrita nao
altera sua area. (De fato, o tridngulo obtido de uma tal permutagao e aquele que lhe deu
origem sao congruentes pelo caso LLL, donde sao também congruentes os seus angulos

internos. O Lema 1.4, que fornece a area de um triangulo em fungao de dois de seus lados e
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do angulo entre eles, garante que esses tridngulos tém a mesma area. Contudo, reservamos
para o Apéndice A uma demonstracdo construtiva.) Logo, nossos trés quadrangulos tém
a mesma area (embora nao sejam congruentes quaisquer dois deles, exceto quando dois

dos lados a, b, ¢, d forem iguais) (COXETER; GREITZER, 1967, p. 56-57). Acabamos de

provar o lema a seguir.

Lema 1.10. Quaisquer quatro comprimentos desiguais, cada um dos quais menor do que
a soma dos outros trés, servirao como os lados de trés quadrangulos ciclicos todos tendo a

mesma drea.

Segundo Coxeter e Greitzer (1967, p. 57), a natureza dessa simetria foi descoberta
no século VII d.C. pelo matematico hindu Brahmagupta. Contudo, a demonstracao que

apresentamos a seguir ¢ nossa.

Figura 15 — A férmula de Brahmagupta

A

Fonte — o autor

Teorema 1.11 (Férmula de Brahmagupta). Se um quadringulo ciclico tem lados a, b, c,

d, e semiperimetro s, entdo sua drea € dada por

K =1/(s—a)(s —b)(s —c)(s — d). (1.5)

Demonstracao. Do Lema 1.5, temos

4K* = (Im)?sen® o
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e, da Relacao fundamental da trigonometria, obtemos
4K* = (Im)*(1 — cos® @)

= I’m?*(1 — cosa)(1 + cosa). (1.6)

Do Lema 1.2;temos cos(180° — a) = — cos . Aplicando a Lei dos cossenos a cada
um dos triangulos, APB, BPC, CPD e DPA, da Figura 15, obtemos

a®> = I} +m3+2lmycosa,
b = 13+m5—2lamycosa,
& = I3 +m]+2lym;cosa,
d* = 17 +mj]—2l3m;cosa.

Nossa ideia aqui ¢ fazer aparecer o produto 2im cos a na Equacao 1.6, de modo

que possamos utilizar as relacoes obtidas da lei dos cossenos.

Para tanto, distribuimos 2/m a cada um dos parénteses da equacao referida. Isto é,

16 K? = (2lm — 2Im cos ) (2lm + 2Im cos av). (1.7)

Substituindo
Im = (l; + lo)(my + ma) = limy + lymg + lomy + lomy

nos termos 2lm cos a da Equacao 1.7 e utilizando as relagoes obtidas da lei dos cossenos

acima, observamos cancelarem-se os termos em [? e m?, com i,j € {1, 2}.

Dali,
16K% = (2lm + a*> + & — b* — d*)(2lm + b* + d* — a* — &) (1.8)
e, do Teorema de Ptolomeu, Im = ac + bd,
16K% = [(a+¢)®> — (b— d)*[(b + d)* = (a — ¢)?], (1.9)
ou seja,

16K*>=(a+c—b+d)(at+c+b—d)(b+d—a+c)(b+d+a—c).

Portanto,
K> = (s = b)(s — d)(s — a)(s — o).

como queriamos. O
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Faremos uso da notacao de fracdo mista, como em

3
19331 = 1933+

no exemplo a seguir.

Figura 16 — Quadrangulo ciclico

D

Fonte — o autor

De acordo com Merzbach e Boyer (2011, p. 199), Brahmagupta atribuiu 1 933%
unidades de area para o quadrangulo da Figura 16, apesar de sua féormula fornecer a area

exata nesse caso, 1764 unidades de area.

De fato,

AB xCD+ BC x DA = 52 x39+25x 60
= 3528
= 63 x 56
= AC x BD

e, do Teorema de Ptolomeu, ABCD é ciclico.
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Como o semiperimetro é

a+b+c+d

2
52 + 25+ 39+ 60

2

= 88,
vem que
s—a= 88—52 =36,
s—b= 88 —25 =063,
s—c= 88—39 =149,
s—d= 88—60 =28,
e a Formula de Brahmagupta fornece a area

K = J(s—a)(s—b)(s—c)(s —d)
= /36 x 63 x 49 x 28

= /(62)(7 x 9)(72)(4 x 7)
= 6xT7*x3x2=1764.

Calculamos, contudo,

at+ec b+d
Xi
2 2
52 4+ 39 o 25 + 60

2 2

1 1
= 45- x 42—
2 2

3
= 1933-
47

e vemos que Brahmagupta utilizou o método de Adao, descrito na Tabela 1, para aproximar

a area desse quadrangulo.

Na verdade, de acordo com Eves (1972, p. 4), héa evidéncias de que os antigos
Babilonios utilizavam a férmula
at+c b+d
>< [
2 2
para aproximar a area de um quadrangulo convexo cujos lados consecutivos sao a, b, c e d.

U:

E curioso que esta mesma férmula apareca em uma inscricao encontrada na tumba
de Ptolomeu XI, datada de 51 a.C. (EVES, 1972, p. 5).

Corolario 1.12 (Férmula de Heron). Se ABC' é um triangulo de lados a, b e ¢, entdo

sua drea é

(ABC) = \/s(s —a)(s—0b)(s—c),

em que s € o seu semiperimetro.
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Demonstracao. Basta fazermos d = 0 na formula de Brahmagupta e obtemos o resultado
desejado. O

Apesar de esta férmula levar o nome de Heron de Alexandria (60 d.C.), é plausivel
que Arquimedes de Siracusa (séc. III a.C.) a tenha descoberto, conforme argumentam Bell;
Waerden (1945, 1961 apud COXETER; GREITZER, 1967, p. 59).

Deixamos para o Apéndice A a deducao da Férmula de Heron a partir da férmula
do seno para triangulos, da lei dos cossenos e da relacdo fundamental da trigonometria,
como fizemos na dedugao da Formula de Brahmagupta. No Apéndice B, deduzimos a

segunda a partir da primeira, o que também foi feito por Hess (2012).

No proximo capitulo, aplicaremos os métodos de Adao e Jorge a determinados
quadrangulos, proporemos dois outros métodos de aproximagao para a area de quadrangulos

convexos, realizaremos uma implementacao desses modelos e discutiremos os resultados.
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2 Modelagem

“Uma grande descoberta resolve um grande problema,

mas hd um grao de descoberta na solucao de qualquer problema.

Seu problema pode ser modesto;

mas se desafia sua curiosidade e poe em jogo suas faculdades inventivas,
e se vocé o resolver por seus proprios meios,

U

poderd experimentar a tensdo e desfrutar o triunfo da descoberta.’
G. Polya

No presente capitulo, iniciamos nossa investigacao dos métodos de aproximacgao
para a area de quadrangulos convexos apresentados na Introducao. Enxergamos esses

métodos como modelos para o problema de determinar a area de um terreno quadrangular.

Um modelo matematico é criado utilizando conceitos matemaéticos tais
como fungbes e equagdes. Quando criamos modelos matematicos, estamos
movendo-nos do mundo real para o abstrato, dos conceitos matemaéticos,
onde o modelo é construido (EDWARDS; HAMSON, 1989, p. 2).

Modelar, portanto, é representar matematicamente uma situacao real, traduzindo

para a linguagem matematica, abstrata, o que observamos no mundo concreto.

E importante perceber, desde o inicio, que a modelagem matemética é
realizada para resolver problemas (EDWARDS; HAMSON, 1989, p. 3).

Nesse sentido, os métodos de Jorge e Adao sao modelos empregados por camponeses
para delimitar areas de plantio. Nosso intuito é aplicar esses métodos, propor outros e

compara-los.

2.1 Jorge e Adao

Aplicaremos aqui os métodos de Jorge e Adao para aproximar a area de um

quadrangulo convexo.

Os autores Rosa e Gavarrete (2016, p. 26-28) utilizaram um quadrangulo cujas
dimensoes, em metros, sao as mesmas daquele na Figura 17 para aplicar os métodos de

Adao e de Jorge, descritos nas Tabela 1 e Tabela 2, respectivamente.
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Figura 17 — Modelo de um terreno quadrangular

D c=124m

d=114m
b=90m

a=152m

Fonte — o autor

No método de Adao, calculamos a area, U, do retangulo cujos lados sao dados

pelas médias aritméticas dos lados opostos do quadrangulo, ou seja,

at+c b+d
U = -
5 X3
B 152m+124mx90m+114m
N 2 2
= (138 m)(102 m)
= 14076 m?2.

No método de Jorge, calculamos a area, (), do quadrado cujo lado é dado pela

média aritmética dos lados do quadrangulo, isto é,

at+b+ctd\’
Q = [

B <152m—|—90m+124m+114m>2
- 4

= (120 m)?
= 14400 m?2.

Aqui retomamos as perguntas que fizemos na Introducao:
a) hé outros métodos?

b) qual dos métodos melhor aproxima a area de um quadrangulo convexo?
c) eles fornecem aproximagoes por falta ou excesso?

d) como calcular a drea (exata) de um quadrangulo convexo?

as quais adicionamos uma nova,

e) é unico, ou hd mais de um quadrdngulo convexo com os referidos lados?
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Propomos, a seguir, dois outros métodos para aproximar a area de quadrangulos

convexos, respondendo afirmativamente a pergunta da alinea a).

2.2 Brahmagupta e Jorge melhorado

Aqui, proporemos uma melhora ao método de Jorge, além de considerar a formula

de Brahmagupta para aproximar a adrea de quadrangulos convexos.

A Férmula de Brahmagupta d4 a area

K = /(s —a)(s — b)(s — c)(s — d),
do quadréngulo ciclico de lados a, b, ¢, d, e semiperimetro s.

Conjecturamos: caso o quadrangulo nao seja ciclico, a formula de Brahmagupta

dard uma aproximagao para a sua area.

Substituindo os dados da Figura 17,

at+b+c+d
§ = —
2
B 152m+90m+ 124 m+ 114 m
a 2
= 240 m,
donde
s—a= 240—152 =88 m,
s—b= 240—90 = 150m,
s—c= 240—124 =116 m,
s—d= 240—-114 =126 m,
e

W = V88 mx150m x 116 m x 126 m
= /192931200 m4
13890 m?,

I

em que utilizamos outra letra (W ao invés de K') para enfatizar que esta é uma aproximagao.
Com efeito, a formula de Brahmagupta somente dard a area (exata) caso o quadrangulo

seja ciclico.

Inspirados na Desigualdade das médias,

W > W abed,
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propomo-nos considerar a média geométrica dos lados do quadrangulo em vez da média

aritmética do método de Jorge.

Nesse método de Jorge “melhorado”, calculamos a area, GG, do quadrado cujo lado

¢ dado pela média geométrica dos lados do quadrangulo, isto é,

G = (Vabed)* = Vabed.

Substituindo os dados,

G = VIR2mx90m x 124 m x 114 m
= /193380480 m*
13906 m?.

I

Nesse exemplo, temos entdao Q > U > G > W.

Figura 18 — Construgao de um quadrangulo a partir de seus lados

a

Fonte — o autor

A fim de desenhar um quadrangulo ABC D cujos lados sao os da Figura 17, seguimos

os seguintes passos, conforme Figura 18:

i) primeiro, marcamos o ponto A do plano e tragamos um circulo de raio d = 114 m

centrado em A;
ii) a seguir, marcamos B de sorte que a distancia entre A e B seja a = 152 m.
iii) tragamos, entdao, um circulo de raio b = 90 m centrado em B;

iv) os vértices C' e D sdo marcados sobre os circulos de raios b e d, respectivamente,

~—

e de sorte que a distancia entre eles seja ¢ = 124 m.

Mas ha uma infinidade dessas configuracgoes. De fato, o quadrangulo da Figura 18
é uma delas, e, para cada 6 € (0,180°), temos um novo quadrdngulo (possivelmente

NA0-CONVEXO).
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Nao obstante, os métodos de aproximacgao considerados até aqui — Jorge, Adao,
Jorge melhorado e a férmula de Brahmagupta — fornecem valores invariantes com respeito
aos angulos internos do quadrangulo considerado. Precisamos de um modelo que leva em

consideracao o grau de liberdade inerente as estruturas quadrangulares.

2.3 Modelo com um grau de liberdade

O objetivo desta secao é fornecer uma férmula para a area de um quadrangulo em
termos dos lados e um de seus angulos internos. Nesse modelo apenas consideramos plano

e convexo o terreno.
A fim de obter a diagonal AC' = z do quadrangulo ABC'D da Figura 18, aplicamos
a Lei dos cossenos ao AABC"

2* = a* + b* — 2abcos 0. (2.1)

A seguir, aplicando o Lema 1.4, calculamos a area desse tridngulo, isto é,

absen 0
5

(ABC) =

A area do ACDA encontramos pela Formula de Heron:

(CDA) = /s(s — c)(s — d)(s — 2), (2.2)
em que s é o semiperimetro do triangulo.

A area do quadrangulo ABC'D é, pois,

K = (ABC) + (CDA). (2.3)

A area, K, do quadrangulo ABC'D, calculada a maneira da Equacao 2.3, é exata
se, e somente se, os vértices, A, B, C' e D, estiverem contidos em um plano e os lados, a,
b, c e d, forem segmentos de reta. Na pratica, isso ndo acontece, pois sempre hé variagoes

de elevagao no terreno.

Para os nossos propédsitos de comparagao, contudo, consideraremos exata a area

fornecida por esta equacao.

2.4 Implementacao

Aqui implementamos, com o auxilio do MATLAB (2010), os modelos apresentados

nas segoes anteriores.
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Estamos em condigoes de implementar o c6digo MATLAB (2010) do Apéndice D,
em que utilizamos o modelo com um grau de liberdade para calcular a area de 512

quadrangulos com os lados daquele da Figura 18.

Para cada angulo 6 € (0, 180°), calculamos K = K (#), e comparamos com os valores

aproximados dos métodos de Adao, Jorge, Jorge melhorado e da féormula Brahmagupta.

Héa, como vimos na secao anterior, uma infinidade de tais quadrangulos. Assim, o
mais que podemos fazer é discretizar o intervalo (0,180°), e escolhemos 512 por julgar
razoavel esse um numero de quadrangulos, capaz de captar as caracteristicas de cada

modelo.

2.4.1 Resultados

Mostramos aqui os graficos que resultam da implementagdo dos modelos e do

calculo do erro em relagao ao modelo com um grau de liberdade.

Figura 19 — Graficos do erro em fungao de 6

12000 T T T T T T T T
Jorge
Adao
Jorgs melhorado
Brahrmagupta
10000 .
e
£
o
b
=000 .

D 1 1 1 1 1 1 1
o 20 40 Gl a0 100 120 140 160 180

B (graus)

Fonte — o autor

Apresentamos, na Figura 19, os graficos do erro na aproximacao da area do
quadrangulo da Figura 18 em fung¢ao do angulo # medido em graus. As cores na legenda

indicam os correspondentes métodos utilizados.

Os graficos como estao na Figura 19, se bem que nos permitam uma anélise geral

dos métodos de aproximacao, inviabilizam o exame detalhado de que precisamos. Dai
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Figura 20 — Regiao dos graficos com o menor erro

800 -

Jorge
Adao
700 - -
Jorge melhorado
Brahmagupta
600 - Ehd .
- U
o
£ 400} 4
g
" a0 | _
200 | -
100 | -
0 w
1 1 | 1 1 1
g2 a4 3] aa 90 92
B (graus)

Fonte — o autor

decidirmos amplia-la. Na Figura 20 estd a regiao dos graficos em que o erro é minimo.

2.4.2 Discussao

Discutimos aqui os resultados obtidos da implementacao dos modelos.

Vemos que o método de Jorge da a pior aproximacao, seguido pelos métodos de
Adao e Jorge melhorado. A féormula de Brahmagupta da o menor erro, entre os métodos

considerados.

Analisando os graficos da Figura 20, notamos que, para um angulo 6 € (86°,88°),

o erro ¢ minimo — nos quatro métodos de aproximacao.

Mais ainda, para esse angulo de aproximadamente 87 °, a férmula de Brahmagupta
da erro igual a zero. Isto quer dizer que a férmula de Brahmagupta da a area exata para

esse quadrangulo, dai ele ser ciclico.
Com efeito, fazendo 6 = 87° e substituindo os demais dados da Figura 17 na
Equacao 2.1,
22 = (152m)* + (90 m)? — 2(152 m x 90 m) cos 87°
= 31204 m? — (27360 m?) cos 87°,
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donde, devidamente auxiliados pela calculadora, obtemos
z =173 m.
Aplicando a Lei dos cossenos ao AC DA vem que
22 =+ d* — 2cdcos ¢,
ou seja,

A+ d>— 22

cos ¢ = Sed

Substituindo os dados,

(124 m)? + (114 m)? — (173 m)?

cos¢ = 2% 124 m x 114 m
15T m?
28272 m?
>~ _0.0551,

donde ¢ = 93°, 0+ ¢ = 87° 4+ 93° = 180° e o quadrangulo ¢ ciclico.

Figura 21 — Gréfico da area em funcao do angulo ¢

14000 T T T T T T T

12000 | -

10000 _

8000 -

K =)

6000 -

4000 [ .

2000 -

D 1 1 1 1 1 1 1 1
1] 20 40 Gl a0 100 120 140 160 180

B (graus)

Fonte — o autor

O gréfico da Figura 21 revela que a area, K = K (), dada pelo modelo com um

grau de liberdade, aumenta, com 6 € (0,87 °), atinge seu maximo, e entao decresce.
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Vemos também que a férmula de Brahmagupta dé a drea (exata) do quadrangulo

da Figura 18, K(0), para 6 tal que 6 + ¢ = 180°. Mais ainda, esta é a drea maxima.

Parece haver, contudo, uma “anomalia” na regiao dos graficos em que 6 > 159°.
Na verdade, o lado direito da Equacao 2.2 resulta ser um ntmero complexo para 6 €

[159°,180°]. Isto se d& por conta de nao haver AC'DA nessas condigoes.

De fato, fazendo € = 159° e substituindo os dados da Figura 17 na Equacao 2.1,

22 = 31204 m* — 27360 m?cos 159°
>~ 56747 m?
> 56644 m?
= (124 m + 114 m)?,

isto é, z > ¢+ d, o que contradiz a desigualdade triangular e faz que s — z < 0, na férmula

de Heron (Equagao 2.2), pois

implica

Concluimos, da anélise desse nosso exemplo, que

K<W<G<U<Q. (2.4)

No préximo capitulo daremos continuidade a investigagdo dos métodos de aproxi-
macgao para a area de quadrangulos convexos. Nosso intuito é classificar, isto é, encontrar
uma desigualdade que relaciona esses métodos, como esta acima, que verificamos apenas

para os quadrangulos cujos lados sao as da Figura 17.
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3 Analise dos métodos de aproxima-

~

cao

“Mas ele abriu as dobradicas,

Empurrou e puzou as juntas e dobradicas,
Até que tudo parecesse quadrado e oblongo
Como uma figura complicada

No Segqundo Livro de FEuclides.”

C. L. Dodgson

No presente capitulo, analisamos os métodos de aproximacao para a area de
quadrangulos convexos, cuja investigacao iniciamos no capitulo precedente. No Teorema 3.5,
resultado central do capitulo e do nosso trabalho, classificamos esses métodos. Além disso,

apresentamos os quadrangulos bicéntricos e demonstramos uma férmula para a sua area.

No exemplo do capitulo anterior vimos que, dentre os quadrangulos de lados dados,
o ciclico tem a maior area. Além disso, vimos que a férmula de Brahmagupta da a melhor

aproximacao para a area desses quadrangulos, seguida do método de Jorge melhorado.

3.1 Brahmagupta e otimizacao

Nesta secao demonstramos a desigualdade K < W, em que K ¢é a area de um
quadrangulo convexo e W é a area do quadrangulo ciclico associado, dada pela formula de
Brahmagupta. O Lema 3.1 e a primeira demonstracao do Teorema 3.2 encontramos no
artigo de Peter (2003).

Vimos, na Figura 21 do capitulo anterior, que o quadrangulo de area maxima é
ciclico. Queremos demonstrar matematicamente esta relagao apenas visualizada grafica-
mente. Comegamos, assim, com o problema de encontrar, entre os quadrangulos de lados

dados, aquele que tem a maior area.

Imagine estarmos em via de construir uma praga em formato quadrangular, cujas
dimensoes sao dados do projeto. Estamos interessados em delimitar o terreno com a maior

area possivel, para a construgao dessa praca.

Para resolver esse problema, pensemos num quadrangulo como tendo “dobradigas”
ou “pinos” no lugar de seus vértices. Podemos assumir que esse quadrangulo seja convexo;

caso contrario, estara contido em um convexo, com os mesmos vértices e area maior.
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Figura 22 — Quadrangulo, um grau de liberdade

A

Fonte — o autor

Lema 3.1. A todo quadrangulo corresponde um ciclico, com lados congruentes aos do

PTIMELTO.

Demonstracao. Vamos assumir, renomeando os lados se necessario, que a + b < ¢+ d.
Podemos deformar o quadrangulo ABC'D da Figura 22 “empurrando” o vértice B, até

que A, B e C tornem-se colineares. Nesse tridngulo,
6+ ¢ > 180°. (3.1)

Consideremos, sem perda de generalidade, b+ ¢ < a + d. Agora, “puxando” o vértice B,

podemos deformar o quadrangulo até que B, C' e D tornem-se colineares. Nesse triangulo,
0+ ¢ < 180°. (3.2)

Deve haver, portanto, uma posi¢do para B de sorte que 6 + ¢ = 180° (PETER, 2003), e,

pelo Lema 1.8, esse quadrangulo é ciclico.

De fato, fazemos f(6,¢) =0 + ¢ — 180°, e, como uma mudanga em € implica uma
mudanga em ¢, podemos escrever f(0) = 0+¢—180°. Da Desigualdade 3.1 segue que existe
a € [0,180°] tal que f(«) > 0, e da Desigualdade 3.2 vemos que existe 5 € [0, 180 °] tal que
f(B) < 0. Como f é continua em |, 8], aplicamos o Teorema de Bolzano (GUIDORIZZI,
2001, p. 121) para concluir que hd um v € [a, (] tal que f(v) = 0. ]

Teorema 3.2. De todos os quadrangulos tendo a, b, ¢, d, por lados consecutivos, o que

tem maior drea € o ciclico.
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Demonstracio. Fagamos x = cosf e y = cos ¢, onde 0 e ¢ estao em (0, 180°).

A Lei dos cossenos aplicada aos triangulos ABC' e ACD da Figura 22 nos da
a® +b* — 2abcos ) = ¢* + d* — 2cd cos ¢,
isto é,
a? +b* — 2abr = ¢ + d* — 2cdy.

Derivando esta equagao com respeito a x obtemos

dy
b=cd—. 3.3
ab = cd— (3.3)
Somando as areas dos triangulos ABC e CDA, dadas pelo Lema 1.4, estamos

calculando a area do quadrangulo

absen 6 n cdsen ¢
2 2

Da relagao fundamental, nosso Teorema 1.1,

_aby1l—a? n cdr/1 —y?
B 2 2

K

Derivando com respeito a = e usando (3.3), obtemos

dK ab x Yy
—_— = ) 3.4
dx 2 <\/1—1;2+\/1—y2> (34)

Uma condigao necessaria para que um ponto seja ponto de maximo de uma funcao,
é que a derivada nesse ponto seja igual a zero (GUIDORIZZI, 2001, p. 280). De (3.4),

dK
=0
dx
se, e sO se,
22 B y?
1—a2 1—y?
isto é,
1 1
ﬁ - ]_ - E ]_7
ou seja,
22 =y
donde x = —y ou x = y.

Se x = —y, entao cosf = — cos ¢, donde, pelo Lema 1.2, § + ¢ = 180°.

Se x =y, entao

dK ab 2z

% N _?\/1—3:27
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e, para que dK/dx = 0, devemos ter, necessariamente, x = 0. Desta feita, cos = cos ¢ = 0,
logo 8 = ¢ = 90° e, novamente, 6 + ¢ = 180°.

Para que um ponto critico seja ponto de maximo de uma funcao, basta que a

segunda derivada nesse ponto seja menor do que zero (GUIDORIZZI, 2001, p. 281).
Derivando a Equacao 3.4 com respeito a x obtemos

d*K ab 1 1 —222 n dy 1 1 —2y% dy
dx? 2 [v/1— 22 2(1—x2)% dx /1 —1y? 2(1_y2)%dx

Como dy/dx = ab/cd > 0, d*K/dz* < 0 para todos os valores de x em (—1,1)
(PETER, 2003). Portanto, a area é méxima quando os angulos opostos sdo suplementares,

caso em que o quadrangulo é ciclico. n

Demonstramos assim que, dos quadrangulos abcd, o que tem maior area é o ciclico.

Isto é, a maior area que abcd pode assumir é aquela dada pela féormula de Brahmagupta,

K < \/(s—a)(s —b)(s —c)(s — d).

Abordemos agora o problema de encontrar o quadrangulo de méxima sob nova
perspectiva. Por nao utilizar o Calculo Diferencial, esta outra demonstraciao do Teorema 3.2,
por meio da férmula de Coolidge (1939), podera ser uma alternativa aos alunos e professores

da educagao basica.

Trabalhemos mais na Equacao 1.8, obtida na deducdo da formula de Brahmagupta
antes de havermos utilizado o teorema de Ptolomeu. Nossa ideia é obter uma féormula para
a area de um quadrangulo convexo em termos dos seus lados e de suas diagonais. A partir
dai, poderemos identificar, entre os quadrangulos cujos lados sdo dados, o que tem maior

area.
Comecemos desenvolvendo a Equacao 1.9, em que ja haviamos aplicado o Teo-
rema de Ptolomeu:
16W? = [(a+¢c)* — (b—d)?)[(b+d)?* - (a—c) (3.5)
= (a+c)?b+d)?—(a* - )= (B> —d*)?+ (b—d)*(a—c)?
= 2a%0* +20°¢* + 2¢2d* + 2a*d? + 2a*c* + 2b*d? + 8abed — ot — bt — ¢t — d,

em que W? = (s —a)(s — b)(s — c)(s — d).
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Teorema 3.3 (Formula de Coolidge). Se um quadrangulo convezo tem lados a, b, ¢, d,

semiperimetro s, diagonais | e m, entdo sua drea é dada por

K = \/(s —a)(s—=Db)(s—c)(s—d)— i(ac+ bd + Im)(ac + bd — Im).

Demonstracio. Retomemos a demonstracao da formula de Brahmagupta, do ponto em

que famos utilizar o Ptolomeu.

Reescrevemos a Equacao 1.8, explicitando o produto da soma pela diferenca:
16K% = [2lm+ (a* + & — b — d*)][2lm — (a® + & — b* — d?))]
= 4PPm? — (a* + 2 =V — d*)?
= APmM® + 2d%* + 20%°¢* + 22d% + 2d°d? — 2a%® — 20%d® — ot — b — ¢t = d*
= A’m®+16(s —a)(s — b)(s — ¢)(s — d) — 8abcd — 4a’c* — 4b*d”
= 16(s —a)(s —b)(s — ¢)(s — d) — 4(a*c® + 2abed + b*d* — I*m?)
= 16(s —a)(s — b)(s — c)(s — d) — 4[(ac + bd)* — I*m?).
Portanto,
1
K*=(s—a)(s—b)(s—c)(s—d) — 1(@04— bd + lm)(ac + bd — Im),
como queriamos. O
Utilizando a Desigualdade de Ptolomeu (MUNIZ NETO, 2013, p. 339-340),

ac + bd > Im,

na Férmula de Coolidge, concluimos que

K < /(s —a)(s—b)(s —c)(s —d) = W, (3.6)

O quadrangulo abcd que tem a maior drea, portanto, é ciclico.

Ademais, o teorema 1.9,
ac+ bd = Ilm

¢é condicao necessaria para que abed seja ciclico. Fazendo ac + bd — Im = 0 na Formula de

Coolidge, obtemos a de Brahmagupta.

No teorema, que enunciamos e demonstramos na se¢ao a seguir, reunimos trés
desigualdades que envolvem a férmula de Brahmagupta, os métodos de Jorge, Adao e
Jorge melhorado, e a drea (exata) do quadrdngulo convexo. Essas relagoes observamos no

grafico da Figura 20 do Capitulo 2 para o exemplo ali considerado.
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3.2 Classificacao dos métodos de aproximacao

Nesta se¢cao demonstramos o Teorema 3.5, que é o principal resultado deste trabalho
e que classifica os métodos de aproximagao para a area quadrangulos convexos ora

aboradados.

Segundo Knijnik (1997, p. 408), “nao é dificil mostrar, usando matematica elementar,
que, no caso de um quadriladtero convexo, o resultado de Jorge sempre excede o de Adao,

que superestima a ‘medida da terra’ obtida por meio de calculos académicos”.
Entretanto, a autora nao demonstra essas afirmagoes em seu artigo, nem deixa

qualquer pista de como fazé-lo.

Lema 3.4. Se a drea, K, de um quadrangulo convexo é aprorimada pelos resultados, U,

do método de Addo, e QQ, do método de Jorge, entao,

K<U<Q. (3.7)

Demonstracao. Sejam a, b, ¢, d, os lados consecutivos do quadrangulo convexo ABCD

cuja area ¢ K.
Aplicando o Lema 1.4 aos triangulos BAD, DCB, ABC e CDA, obtemos

adsen A besenC

K —
2 + 2

absen B n cdsen D
2 2 '

Somando as duas expressoes e levando em conta que o seno de cada um dos angulos

é < 1, conforme Observacao 1.1, podemos escrever

adsen A n besen C n absen B L cdsen D
2 2 2 2
ab + cd + be + ad
- 2
a+c b+d
= 2X —_

X
2 2
— U,

2K =

ou seja,
K <U, (3.8)

com a igualdade ocorrendo quando /A = /B =/C = /D =90°, isto é, quando ABC D

é um retangulo.
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Do Teorema A.2,

a+btect+d)’
Q = (S

atc b+d \ 2
_ (5t
2

at+c b+d
>< [—
2 2
U, (3.9)

com igualdade apenas quando a = b = ¢ = d, ou seja, quando ABC'D é um quadrado.

Reunindo as Desigualdades 3.8 e 3.9, obtemos a desigualdade desejada. O]

Teorema 3.5. Se a drea, K, de um quadrangulo convezxo é aproximada pelos resultados,
U, do método de Adao, QQ, do método de Jorge, W, da formula de Brahmagupta, e G, do

método de Jorge melhorado, entdo,

G<U<Q (3.10)

K<W<U<Q. (3.11)

Demonstracao. Utilizando o Corolario A.3, obtemos

at+c b+d
Xi

2 2
ab + bec+ cd + ad

4
> {/(ab)(be)(cd)(ad)
= +Vabced
= G,

U:

com a igualdade ocorrendo apenas quando a = b = ¢ = d, ou seja quando ABC'D é um

quadrado.

Juntando a desigualdade, U < @, do Lema 3.4, a esta, G < U, que acabamos de

provar, obtemos a Desigualdade 3.10.

Usando W = \/(s —a)(s —b)(s — ¢)(s — d), da féormula de Brahmagupta, e 4U =
(a+ ¢)(b+ d), do método de Adao, podemos reescrever a Equagao 3.5 da seguinte forma:
16W? = [(a+c)* = (b—a)?[(b+d)*— (a— )
= 16U — (a* — *)? — (B* —d*)* + (a — c)*(b— d)*.
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Utilizamos, entao, a desigualdade do Lema C.1,
(a® =) + (" = d*)* = (a — ¢)*(b— d)*,
para concluir que W? < U?2. Extraindo a raiz quadrada obtemos
W <U, (3.12)

e a igualdade ocorrendo somente quando a = ¢ e b = d, caso em que o quadrangulo é

retangulo.

Colecionamos a Desigualdade 3.6, K < W, que resulta do Teorema 3.2, a Desigual-
dade 3.12, W < U, e a desigualdade U < @), do Lema 3.4, para obter a Desigualdade 3.11,
K<W<<U<LQ. O

Para terminar o capitulo, estudaremos a classe dos quadrangulos que satisfazem,

simultaneamente, as hipéteses dos teoremas de Ptolomeu e de Pitot.

3.3 Jorge melhorado e os quadrangulos bicéntricos

Nesta secao apresentamos uma formula para o calculo da area de quadrangulos
ciclicos e tangencias, mostramos como construir um tal quadrangulo a partir do Teorema

de 3.7 e mostramos como age o método de Jorge melhorado nos quadrangulos tangenciais.

Exibimos, no teorema a seguir, uma formula para a area de quadrangulos ciclicos e

tangenciais em funcao dos seus lados.

Teorema 3.6. Se um quadrangulo de lados a, b, ¢, d, estd inscrito em um circulo e

circunscrito em outro, sua drea é dada por

K = +Vabed.

Demonstracao. Como abed é tangencial, do Teorema de Pitot vem que
a+c=>b+d.
Substituindo esta relagdo na Equacao 1.9, obtida na deducao da férmula de Brahmagupta,
16K* = [(a+¢)* — (b—ad)?][(b+d)* — (a — ¢)?,
em que ja foi aplicado o Teorema de Ptolomeu, obtemos

16K = [(b+d)?*—(b—d)3[(a+c)* = (a—c)?
= (4bd)(4ac)

e segue a férmula desejada. O]
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Figura 23 — Quadrangulo bicéntrico

Fonte — o autor

Os quadrangulos que satisfazem as hipdteses do Teorema 3.6, como o da Figura 23,

sao chamados bicéntricos.

Utilizando semelhanga de tridangulos, poténcia de um ponto e a relagdo de Stewart,

Salazar (2006) d4 uma demonstragdo para o teorema a seguir.

Teorema 3.7 (Fuss). Se r e R sdo, respectivamente, os raios dos circulos inscrito e

circunscrito ao quadrangulo, e 6 € a distancia entre os centros desses circulos, entao

1 1 1

2 (R02 (R0

(3.13)

A relacao de Stewart, referida acima, é deixada como exercicio por Coxeter e
Greitzer (1967, p. 6). Mas sua demonstragao aparece em Muniz Neto (2013, p. 325-326).

Para que servira o Teorema de Fuss, poderemos indagar. Ora, o quadrangulo da

Figura 23 construimo-lo a partir da Equacao 3.13. De fato, fazemos R =4 e § = 1 para

encontrar
1 1 1
2Rt
9+ 25

25 x9’



Capitulo 3. Andlise dos métodos de aproximacdio 61

isto é,

a\a
I~

Dai, bastam-nos os passos a seguir para a construcao do quadrangulo bicéntrico.

(i) tragamos o circulo de raio R (circuncirculo de ABCD) e centro em O.
(ii) tomamos entao o ponto P sobre o circulo de raio ¢ e centro em O.
(iii) tragamos o circulo de centro em P e raio r (incirculo de ABCD).

(iv) tomamos o ponto A sobre o circuncirculo e tracamos as tangentes ao incirculo

passando por este ponto. As tagentes intersectam o circuncirculo nos pontos B e D.

(v) tragamos a outra tangente ao incirculo, passando por D (ou por B), que intersecta

o circuncirculo no ponto C, o que conclui a construcao do quadrangulo bicéntrico
ABCD.

E insteressante utilizarmos o GeoGebra (2018) para construir o quadrangulo
bicéntrico da Figura 23. Terminada a construcao poderemos notar, por exemplo, que a
area fornecida pelo software coincide com o valor encontrado por meio da férmula do
Teorema 3.6. Além desta, Josefsson (2011a) revisa e prova outras nove férmulas para o

calculo da area de um quadrangulo bicéntrico.

Esse autor publicou outros artigos sobre quadrangulos, particularmente os bicéntri-

COS:

e prova treze condi¢bes necessarias e suficientes para que um quadrangulo tangen-

cial seja uma pipa (quadrangulo com dois pares de lados adjacentes congruentes)
(JOSEFSSON, 2011b);

e prova a desigualdade, K < r(r + v4R? +12), para a area, K, de um quadrin-
gulo bicéntrico, e da os passos para a construcao do quadrangulo de area maxima

(JOSEFSSON, 2012a);

e d4 uma prova para a desigualdade de Yun, R > +/2r, em que R e r sdo, respec-

tivamente, os raios dos circulos circunscrito e inscrito ao quadrangulo bicéntrico

(JOSEFSSON, 2012b);

e prova a desigualdade, K > 27’\/ 2r(VAR? 4+ r? —r), para a area, K, de um quadran-
gulo bicéntrico, e d& os passos para a construcao do quadrangulo de area minima
(JOSEFSSON, 2015).
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Do mesmo modo que a férmula de Brahmagupta prové a area de quadrangulos
ciclicos, a formula do Teorema 3.6 fornece a area de quadrangulos bicéntricos, atribuindo,
assim, significado geométrico ao método de Jorge melhorado. Dai a importancia desses

quadrangulos para o nosso trabalho de pesquisa.
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Consideracoes finais

“Quando a inteligéncia humana foi capaz de extrair,
de uma relagdo geométrica concreta, uma relagdo abstrata, geral,

contendo a primeira como wm caso particular,

a geometria tornou-se uma ciéncia.”

H. FEves

Neste trabalho propomo-nos estudar os quadrangulos sob a perspectiva da et-
nomatematica. Buscamos explorar o potencial que esta abordagem tem para produzir
conhecimento matematico. Mas o que mais nos chamou a atencao é o fato de as praticas
pedagogicas desenvolvidas num contexto etnomatematico fazerem-se acao — em vez de

invasao — cultural.

No momento mesmo em que nos deparamos com a “cubacgao da terra”, modelos
segundo os quais os camponeses mediam a area de terrenos em suas comunidades, fomos
logo atraidos pela ideia de realizar um estudo exploratoério dos métodos de Jorge e Adao.
Queriamos saber por que funcionavam, quais eram suas limitagoes, se haveria outros
métodos e se seriam modelos mais realistas para o problema de determinar a area de um

terreno quadrangular.

A abordagem etnomatematica mostrou-se multi e transdisciplinar, pois envolveu
diversas areas da matematica ao mesmo tempo em que as transpassou. Com efeito,
abordamos questoes do interesse da histéria da matematica, tais como a do método de
Adao ter sido utilizado pelo matematico hindu Brahmagupta e conhecido também pelos
babilonios, muito provavelmente pela facilidade de aplicacao e por atender as finalidades a

que era destinado.

Temos de levar em conta que os adventos da calculadora e do computador sao rela-
tivamente recentes, e que os recursos disponiveis sao um fator determinante na modelagem
de um problema. A facilidade de implementacao contribui também para a escolha de um

ou outro modelo, que, ademais, deve atender as necessidades a que fora destinado.

Utilizamos a desigualdade das médias, para propor uma melhora ao método de
Jorge e para demonstrar relagoes envolvendo os métodos de aproximagao. Empregamos o
teorema de Bolzano para demonstrar que podemos tornar ciclico um quadrangulo qualquer
via uma transformacao que lhe preserva os lados. Provamos, por meio do Calculo Diferencial
e da férmula de Coolidge, que, dentre todos os quadrangulos de lados dados, o que tem a

maior area é ciclico.

Propomos considerar a média geométrica no lugar da média aritmética do método
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de Jorge. O método de Jorge melhorado, aprendemos, tem também significado geométrico:

fornece uma expressao para a area de quadrangulos bicéntricos, isto é, tangenciais e ciclicos.

Procurando uma maneira de calcular a area de quadrangulos, chegamos a Formula
de Brahmagupta, que fornece a area de quadrangulos ciclicos em termos de seus lados.
Utilizando a relagao fundamental da trigonometria, a lei dos cossenos e a féormula do
seno, no Capitulo 1, demonstramos esta férmula, a qual atribuimos carater de modelo, no
Capitulo 2. De modo geral, a férmula de Brahmagupta prové uma aproximagao para a

area de quadrangulos convexos.

Com o auxilio do MATLAB (2010), comparamos os resultados dos métodos de
Jorge, Adao, Jorge melhorado e da formula de Brahmagupta ao do modelo com um grau
de liberdade, mais realista, por meio do erro associado a cada aproximacao. Apresentamos,
entao, os resultados por meio de graficos. Vimos, assim, que a férmula de Brahmagupta é
a que melhor aproxima a area dos quadrangulos convexos, seguida pelo método de Jorge

melhorado.

Mostramos, no Capitulo 3, que todo quadrangulo é ciclico em potencial, isto é,
sempre podemos aumentar (ou diminuir) um de seus dngulos internos com uma consequente
mudanca nos outros angulos; e havera uma posicao tal que os angulos opostos sejam

suplementares, o que é uma caracteristica dos quadrangulos ciclicos.

Mostramos também que, dentre todos os quadrangulos de lados dados, o que tem
a maior area ¢ ciclico. Provamos que o método de Jorge da resultado sempre maior do que
ou igual ao do método de Adao, o qual sempre excede ou iguala a area do quadrangulo

convexo.

Desenvolvemos nosso trabalho no sentido de encontrar respostas as perguntas feitas
na Introducao, as quais acrescentamos outras, conforme evolugdo da pesquisa — e outras

podem ainda surgir. Podemos agora respondé-las:

a) hé outros métodos?

Sim. Propomos utilizar a formula de Brahmagupta para aproximar a area de qua-
rangulos convexos. Também propomos uma melhora ao método de Jorge, utilizando,
no lugar da média aritmética, a média geométrica dos lados do quadrangulo cuja

area quer-se aproximar.

b) qual dos métodos melhor aproxima a area de um quadrangulo?

A féormula de Brahmagupta fornece a melhor aproximacao — dentre os métodos
considerados no presente trabalho — para a area de quadrangulos convexos, e a area

exata quando o quadrangulo é ciclico.

c) eles fornecem aproximagoes por falta ou excesso?
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Os métodos de Jorge, Adao e a formula de Brahmagupta fornecem sempre aproxi-
magoes por excesso, como indica o Teorema 3.5. O método de Jorge melhorado, no
entanto, pode fornecer tanto aproximacoes por falta como por excesso, da area de

quadrangulos convexos.

De fato, como calculado no Capitulo 2, o quadrangulo ciclico cujos lados sao os
daquele na Figura 17 tem area 13890, menor, portanto, que o valor proveniente do
método de Jorge melhorado, 13906. Aplicando o método ao quadrangulo cujos lados

sao os da Figura 16, obtemos

G =52 x 25 x 39 x 60 X 1744.

Menor, portanto, que a area do quadrangulo ciclico com esses lados, 1764, calculada

na subsecao 1.2.2.

d) como calcular a drea exata de um quadrangulo convexo?

Se o quadrangulo for ciclico, a Formula de Brahmagupta prové a area exata. Se o
quadrangulo for bicéntrico, isto é, ciclico e tangencial, entao a féormula do Teorema 3.6
— que coincide com a do método de Jorge melhorado — fornece a area exata. De modo
geral, a area de um quadrangulo convexo pode ser obtida por meio da soma das areas
dos triangulos que o compoe, como fizemos na secao 2.3. A férmula do Lema 1.5 e a

Formula de Coolidge também proveem a area exata de quadrangulos convexos.

e) é tnico, ou hd mais de um quadrangulo convexo com lados dados?

Vimos que hé infinitos desses quadrangulos, a cada um dos quais corresponde uma

configuragao de seus angulos internos.

Sem atermo-nos ao rigor caracteristico da matematica, faremos aqui uma discussao

caso a caso dos métodos de aproximacao, a luz do estudo das tranformagoes.

Sejam X o conjunto de todos os quadrangulos convexos e x um elemento desse
conjunto, isto é, um qudrangulo de lados consecutivos a, b, ¢, d, e com um de seus
angulos internos 6. Sejam ainda x a classe de todos os quadrangulos com os mesmos lados

consecutivos de x e z. o quadrangulo ciclico com esses lados.

No método de Jorge, calculamos a area, nao de x mas do quadrado de lado W.

Assim, em vez de atuarmos diretamente sobre x, atuamos sobre a imagem de x por uma
transformacao que distorce seus lados e angulos, e que mantém, no lado do quadrado,
apenas a “informacao” dos lados do quadrangulo original. Ademais, ¢ age em x do mesmo
modo que o faz em qualquer elemento da classe z. Apenas sobre os quadrados essa
transformacao funciona como a aplicagao idéntica, isto é, preserva lados e dngulos.

a+c

2
e %. Assim, em vez de atuarmos diretamente sobre x, atuamos sobre a imagem de x

No método de Adao, calculamos a area, nao de r mas do retangulo de lados
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por uma transformagao, u, que distorce seus lados e angulos, e que mantém, nos lados do
retangulo, apenas a “informacao” dos lados do quadrangulo original. Ademais, u age em x
do mesmo modo que o faz em qualquer elemento da classe . Apenas sobre os retangulos

essa transformacao funciona como a aplicacao idéntica, isto é, preserva lados e angulos.

No formula de Brahmagupta, calculamos a area, ndo de x mas do quadrangulo
ciclico associado, isto ¢, com os mesmos lados de z. De outro modo, quando utilizamos
a formula de Brahmagupta para aproximar a area de z estamos, na verdade, calculando
a area de x. € x. Assim, em vez de atuarmos diretamente sobre x, atuamos sobre a
imagem de x por uma transformacao, w, que é uma composicao de movimentos rigidos —
translagoes e rotagoes — e que, portanto, preservam-lhe os lados. Dai serem as melhores
aproximacoes os resultados dessa formula. Ademais, w age em x do mesmo modo que o
faz em qualquer elemento da classe x, exceto no caso em que x é ciclico, quando funciona

como a aplicagao idéntica, isto é, preserva lados e angulos.

No método de Jorge melhorado, calculamos a area, nao de z mas do quadrado de
lado v/abcd. Assim, em vez de atuarmos diretamente sobre x, atuamos sobre a imagem
de x por uma transformacao g que distorce seus lados e dngulos, e mantém, no lado
do quadrado, apenas a “informacao” dos lados do quadrangulo original. Quando z é
tangencial, entretanto, o método de Jorge melhorado funciona exatamente como a férmula

de Brahmagupta atua nos quadrangulos convexos.

Quando utilizamos a férmula do Teorema 3.6 para aproximar a drea de x (tangencial)
estamos, na verdade, calculando a area de x. € x. Assim, em vez de atuar diretamente
sobre x, atua sobre a imagem de x por uma transformacao que é uma composicao de

movimentos rigidos — translagoes e rotagoes — e que, portanto, preservam-lhe os lados.

Nesse sentido, é bastante natural pensar que quanto mais “préximo” estiver um
quadrangulo de ser tangencial, mais proximos serao os resultados da formula de Bramagupta

e do método de Jorge melhorado. E exatamente isso o que ocorre no exemplo do Capitulo 2.

Do Teorema de Pitot vem que as somas dos lados opostos devem ser iguais para
que um quadrangulo seja tangencial. De outro modo, a + ¢ = b+ d é condigdo necessaria e
suficiente para que x seja tangencial. Para efeitos do célculo da area por meio da féormula
do Teorema 3.6, no entanto, é suficiente que a soma de quaisquer dois lados do quadrangulo
seja igual a soma dos outros dois. (Isso vem do fato de ser comutativo o produto dos
nimeros reais na férmula v abed, o que, por sua vez, é consequéncia de ser uma funcao

simétrica a drea de quadrangulos ciclicos.)

Naquele exemplo, a +b = 152 +90 = 242 e ¢ +d = 124 + 114 = 248, donde

(c+d) — (a+b) = 252 — 248 = 4. Essa diferenca, comparada aos lados do quadrangulo, ¢

muito pequena — proxima de zero. Deveras, % = (0.04 = 0, o que explica a proximidade

entre os graficos associados ao método de Jorge melhorado e a férmula de Brahmagupta
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na Figura 20.

Ademais, g age em x do mesmo modo que o faz em qualquer elemento da classe z,

exceto no caso em que x é bicéntrico, quando funciona como a aplicacdo idéntica, isto é,

preserva lados e angulos.
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APENDICE A - A férmula de Heron

A partir da férmula do seno para a area de triangulos, da lei dos cossenos e da
relagdo fundamental da trigonometria, demonstraremos a férmula de Heron, no teorema a
seguir. Principiamos provando que a area de triangulos é fun¢ao simétrica dos seus lados,

afirmacao feita na prova do Lema 1.10.

Lema A.1. Permutar dois lados de um triangulo nao altera sua drea.

Demonstracao. Permutar os lados a e b do AABC' da Figura 24 equivale a marcar C’ em

seu circuncentro de sorte que AC" = a.

Figura 24 — Area de tridngulos, funcio simétrica dos lados

C

Fonte — o autor

De fato, ZAC'B = ZACB, pois subtendem ao mesmo arco AAB, e ZABC' =
/BAC, pois subtendem a arcos delimitados por cordas de mesma medida a. Resta que
/BAC" = ZABC, donde os triangulos ABC e BAC" sdo congruentes pelo caso LAL, e
BC" =b.

Do Lema 1.4,

(ABCY) absen 6

= (ABC). []

Teorema A.2. Se o triingulo ABC tem lados a, b, ¢, e semiperimetro s, entGo sua drea

¢ dada por

(ABC) = \/s(s — a)(s — b)(s — ¢).
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Demonstracao. A Lei dos cossenos aplicada ao AABC' da Figura 25 nos da

a® = b* + ¢ — 2bccos A. (A.1)

Figura 25 — A férmula de Heron

C

Fonte — o autor

Elevando ao quadrado a expressao do Lema 1.4,
besen A
2 Y

e utilizando a Relacao fundamental da trigonometria, obtemos

(ABC) =

4(ABC)* = (bc)*sen® A
= b*c*(1 —cos® A)
= b*c*(1 — cos A)(1 + cos A).

Multiplicando por 2 cada um dos parénteses da equacao obtida acima, temos de multiplicar

por 4 o seu lado esquerdo:
16(ABC)? = (2bc — 2bc cos A)(2bc + 2bccos A).
Utilizamos entao a Equacao A.1 para obter
16(ABC)* = (2bc+a* —b* — c*)(2bc — a® + b* + ¢?)
= [&* = (b= 0)[(b+0)* —a”]
= (a—b+c)la+b—c)(b+c—a)(b+c+a),

ou seja,
(ABC)? = (s — b)(s — ¢)(s — a)s. O
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APENDICE B - De Heron a
Brahmagupta

Como prop6s Hess (2012), partimos da férmula de Heron, demonstrada no Apén-

dice A, para deduzir a de Brahmagupta.

A deducao feita no artigo, todavia, desconsidera o caso em que sao paralelos os
lados do quadrangulo, pois, para o autor, a formula de Brahmagupta é 6bvia nesse caso.
Nao obstante, decidimos por apresentar aqui uma demonstragao que contemple também o

trapézio, na esperanca de motivar alunos e professores da educacao basica.

B.1 Area do trapézio ciclico

No teorema a seguir exibimos uma férmula para a drea de trapézios ciclicos. Na

Figura 26 temos o trapézio ciclico ABC'D, com AB paralelo a C'D.
Figura 26 — Trapézio isésceles porque ciclico

D

N

Fonte — o autor

Teorema B.1. Se ABC'D ¢é um trapézio ciclico, com AB = a paralelo a C'D = ¢, entao

ABCD € isosceles, isto €, BC = DA =b, e sua drea € dada por

K = /(s = b)2(s — a)(s — c),

em que s € seu semiperimetro.
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Demonstracao. Seja E o ponto onde se intersectam as retas que passam pelos lados BC' e
AD do trapézio ABCD.

Do fato de serem paralelos os lados AB e CD, os angulos internos ZA e ZD de

ABCD sao suplementares. Mas, do Lema 1.8, ZA e ZC sao também suplementares.
Logo, ZC' = /D, /A = ZB, e o trapézio ABCD é, pois, isosceles.

Tragamos uma paralela a BC' passando por D, que encontra AB no ponto F. Dessa
forma, BCDF é um paralelogramo. Dai ser isosceles o AADF da Figura 27, cuja altura

DH tem comprimento h.

Figura 27 — A férmula de Brahmagupta para trapézios

D

N

Fonte — o autor

A érea do trapézio ABCD é dada por

a—+c
K = h
2
e seu semiperimetro,
a+2b+c
§ = —.
2

Aplicando o teorema de Pitagoras ao AAH D, obtemos

2 g2 a—c\?
b—h+<2>.
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Portanto,
Ko <a + 0)2 2
2
_ <a—|—c>2 e (a—c)2
2 2
a+c\? a—c a—c
= b— b
(%) (-7 0+ *5)
= (s—0b)*(s—a)(s—c)
e segue a férmula de Brahmagupta, para este caso particular. O]

B.2 Area do quadrangulo ciclico

Agora consideramos o quadrangulo ciclico ABC'D da Figura 28, cujos lados opostos,

prolongados, intersectam-se no ponto E.

Figura 28 — De Heron a Brahmagupta

E

Fonte — o autor

Teorema B.2. Se um quadrangulo ciclico tem lados a, b, ¢, d, e semiperimetro s, entdao

sua drea € dada por

K = /(s —a)(s — b)(s — ¢)(s — d). (B.1)
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Demonstracao. O semiperimetro deste quadrangulo é

a+b+c+d
5 .

S =

Calculamos a area, K, de ABC'D a partir da diferenca entre as areas dos triangulos
ABE e CDE, isto é,
K = (ABE) — (CDE).

Utilizando a féormula de Heron,

(CDE) = /pp — 2)(p — y)(p — )

e
(ABE) =1/q(q — a)(q — = — d)(p —y — b),

em que

_ctzr+y

a 2
e

a+b+y+d+a

a 2

sao os semiperimetros dos triangulos ABE e C'DFE, respectivamente.

Como os angulos internos ZA e ZC do quadrangulo sao suplementares, Z/DCFE =
ZA. Analogamente, ZCDFE = /B. Logo, sao semelhantes os tridangulos ABE e CDE.

Seja A < 1 esta razao de semelhanga, isto é,

c = Aa,
r = ANd+x),
y = Mb+y)
Dad,
p=2Aq

e, fazendo (ABE) = S,
K? = (8 —)\29)?
= (1-X*)25~%
Além disso, (1+ A)g=s+z+y,

(1=X)g= q—p =s-—c,
(1=X(g—a)=

14+ Ng—2z—d)= s+rx+y—y—xr—d =s—d,
I+ Ma-—y—b)=

s—ct+c—a =s5—a,

str4+y—x—y—b =s—0>.
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Portanto,
K?*=(s—c)(s—a)(s —d)(s —b).

]

Claro que a féormula obtida para o trapézio ciclico, da se¢ao B.1, é um caso particular

desta. Apenas quisemos ilustrar o procedimento utilizado na obtencao daquela.



78

APENDICE C - Desigualdade com

quadrados

Aqui demonstramos uma desigualdade que utilizamos na demonstracao do Teo-

rema 3.5, resultado central do nosso trabalho.
Lema C.1. Quaisquer que sejam os reais nao-negativos a, b, ¢, d,

(a®> — )+ (b* — d*)? > (a — c)*(b—d)*.

Demonstracao. Como a e ¢ sdo reais > 0, podemos escrever
a>—c=(a—c)(a+c)>(a—-c)
Elevada ao quadrado, esta relacao nos da
(a®> —*)? > (a— o). (C.1)

Analogamente, obtemos

(b —d*)?* > (b—d)*. (C.2)
Somamos as Desigualdades C.1 e C.2 para obter
(a®> =)+ (* —d*)? > (a—c)* + (b—d)™. (C.3)
Temos que
[(a—?—(b- ] = (@' +(b— )" —2a—)(b—d)? >0,

donde
(a—c)t +(b—d)* > 2(a —c)*(b—d)>. (C.4)

Juntando as Desigualdades C.3 e C.4 obtemos

v

(a® — )2 + (b* — d*)? (a—c)* 4+ (b—d)?
2(a — ¢)*(b — d)?

(a—c)*(b—d)?,

Y

v

como queriamos. O

E importante observar que a igualdade ocorre somente quando ¢ — ¢ =b—d = 0,

istoé,a=ceb=d.
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APENDICE D - Cédigo

Apresentamos o cédigo MATLAB (2010) utilizado para calcular a area, K, em
fungao do angulo interno 6, dos quadrangulos cujos lados sao os da Figura 17. Esta area é
comparada aos resultados dos métodos de aproximacao — Jorge, Adao, Jorge melhorado e

Brahmagupta. Utilizamos o presente cddigo para gerar os graficos das Figuras 19-21.

clc

clear all

%hcomprimento dos lados do quadrangulo ABCD
a=152;
b=90;
c=124;
d=114;

s=(atb+c+d)/2; %semiperimetro do quadrangulo ABCD
arg=(s-a)*(s-b)*(s-c)*(s-d) ;

Q=(.5%s)"2; %aproximacao pelo metodo de Jorge
S=(atc)*(b+d)/4; ‘aproximacao pelo metodo de Adao
G=sqrt (axb*c*d); ’aproximacao por Jorge melhorado

W=sqrt(arg); %aproximacao pela formula de Brahmagupta

N=512;

theta=0:pi/N:pi; %discretizacao do intervalo (0,\pi)
thetad=theta*180/pi; ’%angulo em graus

T1=.5%a*b*sin(theta); %area do triangulo ABC

x=sqrt (a~2+b~2-2*%axb*cos(theta)); %diagonal AC pela lei dos cossenos
p=(x+c+d)/2; Ysemiperimetro do triangulo ACD
T2=sqrt(p.*(p-x) .*(p-c) .x(p-d)); %area do triangulo ACD

K=T1+T2; %area do quadrilatero ABCD

%grafico da area em funcao do angulo \theta
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plot(thetad, K)
xlabel(’\theta (graus)’)
ylabel(’K (m~2)’)

hcalculo do erro

eq=abs(K-Q); %metodo de Jorge
es=abs(K-S); %metodo de Adao

eg=abs (K-G); %Jorge melhorado

ew=abs (K-W); %formula de Brahmagupta

hgraficos dos erros em funcao do angulo \theta

plot(thetad, eq, ’r’, thetad, es, ’g’, thetad, eg, ’b’, thetad, errow, ’m’)
xlabel (’\theta (graus)’)

ylabel(’erro (m~2)’)

legend(’Jorge’, ’Adao’, ’Jorge melhorado’, ’Brahmagupta’)
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ANEXO A - Desigualdade das

meédias

Apresentamos aqui a desigualdade que inspirou a elaboracao do método de Jorge

melhorado. Dela valemo-nos, também, para demonstrar o Teorema 3.5.

A fim de provar a desigualdade das médias, precisamos de um resultado sobre

numeros reais.

Lema A.1. Seu e v sdo numeros reais, entdo

u? + v?

> 2|uv.

Demonstracao. Temos que
(Jul = v])* >0,

com a igualdade ocorrendo se, e s6 se, |u| = |v]. Dali,
[ul* = 2lullv] + [v]* > 0,

e, do fato de |u|? = u? e |v|* = v?, segue que

u? +v?
2

v

Jul[v]

= |uv|,
como queriamos. O

Agora a desigualdade das médias em sua versao mais simples.

Teorema A.2. Se a e b sao niumeros reais nao-negativos, entao

a;bz\/@

2

Demonstracdo. Aplicamos o Lema A.1, com u? = a e v? = b, para obter

a+b S
5 >

como queriamos. O
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O resultado deste teorema é conhecido como desigualdade das médias, e estabelece

que a média aritmética resulta sempre maior que ou igual a média geométrica.
Esse resultado pode ser generalizado para n termos,

ay+az---+ap
n

> Jaiaz - Qp,

com n inteiro positivo, e os a;’s reais nao-negativos, como demonstrado por Muniz Neto
(2014, p. 169-171). Mas, para os propédsitos do nosso trabalho, é suficiente mostrarmos o

caso n = 4.

Corolario A.3. Quaisquer que sejam os reais nao-negativos a, b, ¢, d,

a—i—bl—c%—d > Vabed.

Demonstracao. Aplicamos duas vezes o Teorema A.2 para obter
at+b+c+d = e
4
vV Ved

2
ab +
2
VVabVed
d
4

v

v

= Vabe

isto é,

W > Vabed

como queriamos. O

Cabe ressaltar que a igualdade ocorre se, e s6 se, a = b =c =d.
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