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ABSTRACT

This work presents a formulation of the Fast Multipole Boundary Element Method
(FMBEM) applied to the analysis of anisotropic elastic problems in two dimensions.
Integral equations are obtained using the Somigliana identity. Displacement and traction
fundamental solutions obtained by the Lekhnitskii formalism are used in order to transform
domain integral equations into boundary integral equations. The boundary is discretized
into small boundary pieces, called boundary elements, considering that displacements and
tractions are constants along each boundary element. Integrals are divided into near and far
field. Near field, when source points and integration elements are near, are treated as in
standard boundary element method, i.e., integrating along the boundary and considering the
interaction between source points (nodes) and elements. On the other hand, in far field, the
fast multipole method is applied. In this case, the fundamental solution is expanded into
Laurent series and the node to node interaction is substituted by a cell to cell interaction.
Cells are generated by an hierarchical decomposition of the domain using the quad-tree
algorithm. Different multipole operations are used in order to take advantage of the
hierarchical decomposition of the domain and the expansions of fundamental solutions.
Influence matrices are never explicitly obtained and the matrix-vector product can be
carried out with linear complexity. The linear system is solved by an iterative method, in
this problem the generalized minimum residue method (GMRES) was chosen based on
previous work. A preconditioner matrix is used in order to reduce the number of iterations
to obtain the specified accuracy. The effectiveness and efficiencies in solving large-scale
problems are discussed. The formulation presented in this thesis is based on a
complex-variable representation of the kernels, similar to the formulation developed earlier
for potential (scalar) problems. Validation is carried out through comparison of results
obtained by both formulations: the standard boundary element method and the fast
multipole boundary element method. It is analyzed the influence of the number of terms in
the series expansion on the computation of fundamental solution and influence matrices.
The computational cost of both formulations are compared. Numerical examples are
presented to further demonstrate the efficiency, accuracy and potentials of the fast multipole
BEM for solving large-scale anisotropic elastic problems.

Keywords: Boundary element method, fast multipole, anisotropic elasticity, composite ma-

terials, hierarchical matrices.



RESUMO

Este trabalho apresenta uma formula¢do do método dos elementos de contorno com
expansdo em multipolos rdpidos (FMBEM) aplicado a analise de problemas elasticos
anisotrépicos em duas dimensdes. Equacdes integrais sao obtidas usando a identidade de
Somigliana. Solu¢des fundamentais de deslocamento e tragao obtidas pelo formalismo de
Lekhnitskii sdo usadas para transformar equagdes integrais de dominio em equagdes
integrais de contorno. O contorno € discretizado em pequenos pedagos do contorno,
chamados de elementos de contorno, considerando que deslocamentos e tragdes sao
constantes ao longo de cada elemento de contorno. As Integrais sdo divididas em campo
proximo e campo distante. Campo préximo, quando os pontos fontes e os elementos de
integracdo estdo proximos, sdo tratados como no método do elemento de contorno padrao,
ou seja, integrando ao longo do elemento e considerando a intera¢do entre pontos fontes
(n6s) e os elementos. Por outro lado, no campo distante, quando os pontos fontes e 0s
elementos de integracdo estdao longes, o método dos multipolos rdpidos € aplicado. Nesse
caso, a solu¢do fundamental € expandida em série de Laurent e a interacdo n6 a n6 é
substituida por uma interacao célula a célula. As células sdo geradas por uma
decomposicao hierdrquica do dominio usando o algoritmo quad-tree. Diferentes operacoes
de multipolos rapidos sdo usadas para tirar vantagem da decomposicao hierdrquica do
dominio e das expansdes das solu¢des fundamentais. As matrizes de influéncia nunca sao
explicitamente obtidas e o produto matriz-vetor pode ser realizado com complexidade
linear. O sistema linear € resolvido por um método iterativo. Nesta tese 0 método dos
residuos minimos generalizados (GMRES) foi escolhido com base em trabalhos anteriores.
Uma matriz de precondicionamento € usada para reduzir o nimero de iteracdes para obter
um resultado com a precisdo especificada. A eficicia e eficiéncia na solucao de problemas
de larga escala sdo discutidas. A formulacao apresentada nesta tese € baseada em uma
representacdo de varidveis complexas dos integrandos, similar a formulacao desenvolvida
anteriormente para problemas potenciais (escalares). A validagdo € realizada através da
comparacao dos resultados obtidos pelas duas formulacdes: o método dos elementos de
contorno padrio e o método dos elementos de contorno com expansdao em multipolos
rapidos. Analisa-se a influéncia do niimero de termos da expansao em séries no célculo das
solu¢cdes fundamentais e das matrizes de influéncia. O custo computacional de ambas as
formulacdes € comparado. Exemplos numéricos sao apresentados para demonstrar a
eficiéncia, a precisdo e os potencial do método dos elementos de contorno com expansao
em multipolos rdpidos para resolver problemas eldsticos anisotropicos de larga escala, ou
seja, com dezenas de milhares de graus de liberdades.

Palavras-chave: Método dos elementos de contorno, expansdo em multipolos rapidos, elas-

ticidade anisotrépica, materiais compoésitos, matrizes hierdrquicas.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Ideias basicas

Muitos processos fisicos sdo descritos por sistemas de equagdes que podem ser do tipo
diferencial ou integral, sendo essas lineares ou ndo lineares. Para todos esses casos, as so-
lucdes analiticas sempre foram desejadas, pois elas representam respostas exatas. Contudo,
elas existem apenas para poucos casos, devido a dificuldade em encontra-las. Por isso, ao
longo dos anos, métodos numéricos foram desenvolvidos com o objetivo de encontrar solu-
coes aproximadas. Um desses métodos € o Método dos Elementos de Contorno (MEC), do
inglés Boundary Element Method (BEM).

O MEC € um método para a solugdo de equagdes integrais de contorno, do inglés Boun-
dary Integral Equation (BIE). Alguns dos precursores para o desenvolvimento do MEC sdo
Green (1828)), [Betti (1873)), [Somigliana (1885) e Fredholm! (1903). Segundo |[Katsikadelis
(2016), no trabalho de |Green| (1828) encontra-se a representacao integral da equacdo de La-
place para problemas envolvendo condi¢des de Dirichlet e Neumann. Para realizar tal feito,
as fungdes de Green foram desenvolvidas. Dentre as vdrias contribui¢cdes de Betti (1873),
temos o desenvolvimento de uma representag¢do similar a de Green| (1828) para problemas
de elasticidade. Ela ficou conhecida como teorema de reciprocidade de |Betti (1873). Ele
tem sido usado para resolver diferentes problemas de mecanica estrutural, segundo Panditta
(2013). O teorema de Betti|(1873) foi utilizado para desenvolver da identidade de Somigliana
(1885), sendo esta fundamental para formular a equacdo integral de contorno.

Dentre as contribuicdes citadas acima, ainda temos o trabalho de [Fredholm|(1903). Ele
foi o primeiro a usar equacdes integrais singulares, para problemas potenciais, com o pro-
posito de achar quantidades desconhecidas no contorno (KATSIKADELIS| 2016). Através
dos trabalhos de |[Fredholm| (1903)), Jaswon| (1963)) e Symm| (1963), eles apresentaram um
método numérico no qual dividiram o contorno de problemas potencias em pequenos seg-
mentos. Devido a importincia dos resultados obtidos, esses artigos sdo considerados os

responsaveis por formalizar o MEC. O método criado por eles, juntamente com a identidade



de Somiglinana, foram utilizados por |Ri1zzo (1967) e Cruse (1969) para criar as equagdes in-
tegrais de contorno para problemas de elasticidade em duas e trés dimensdes. Uma completa
revisao histdrica sobre o MEC foi feita por /Alexander e Cheng (2005), onde sao citados mais

autores e contribui¢des matemaéticas que ajudaram no seu desenvolvimento.

O termo Boundary Elemente Method (BEM) apareceu em 1977, com a popularidade das
publicacdes de Banerjee e Butterfield (1975), Brebbia e Dominguez (1977) e Dominguez
(1977). Nos anos 1980, com o advento dos computadores, o MEC popularizou-se como
técnica computacional e, com o passar dos anos, tornou-se uma das técnicas numérica mais

utilizadas.

Como todo e qualquer método numérico, o MEC possui vantagens e desvantagens. Uma
das vantagens claramente conhecida é a reduciao da dimensao dos problemas analisados. Si-
tuacdes bidimensionais sao resolvidas como se fossem problemas de uma dimensao, pois
este método s6 trabalha com o contorno do problema. Seguindo o mesmo raciocinio, proble-
mas tridimensionais sdo analisadas usando apenas informagdes de suas superficies. Logo, a
reducdo da dimensionalidade traz uma diminuic¢ao do esfor¢o computacional envolvido, pois
tal caracteristica diminui o tamanho do sistema-linear (A + = b) obtido, sendo que a matriz

A tem como caracteristica ser cheia e ndo simétrica.

Vale ressaltar que essa ultima caracteristica torna-se uma grande desvantagem quando o
MEC ¢€ utilizado para resolver problemas de larga escala, que sdo reconhecidos por terem
muitos graus de liberdade, do inglé€s degrees of freedom (DOFs). Como consequéncia, o nu-
mero de termos diferentes de zero, da matriz A, que precisam ser armazenados na memoria
do computador torna-se extremamente grande, ja que ela € uma matriz quadrada de dimen-
sdo (N x N), sendo N o numero de DOFs. Por conseguinte, a quantidade de operacdes
necessdrias para sua constru¢do € muito elevada. De acordo com |Liu (2009), sdo necessdrias
O(N?) operagdes para calcular os coeficientes da matriz A. Além do mais, a quantidade de
memoria utilizada para armazen4-los também é O(N?). Um outro obsticulo que atrapalha o

desempenho do MEC é o método numérico escolhido para resolver o sistema linear.

Se a solugdo for alcancada com a ajuda de solucionadores diretos, como a elimina¢do
gaussiana, O (N?3) operagdes sdo executadas. Ndo obstante, essa quantidade pode ser redu-
zida para O(N?) com solucionadores iterativos. Portanto, a redu¢do da dimensionalidade do
problema proposto ainda pode ser falha em viabilizar o MEC como ferramenta computacio-

nal para resolver problemas com alguns milhares de graus de liberdade.

Uma das formas para resolver esse obstdculo estd na implementacdo de formulacdes
rapidas no MEC. Esse procedimento tem melhorado o seu desempenho, uma vez que a com-
plexidade para resolver o problema vai para proximo da situagao ideal, que é O(/NV). Assim,
o tempo de processamento e da memoria utilizada, com o objetivo de encontrar a solugao
do problema de larga escala, sdo drasticamente reduzidos. Entre as formulag¢des rdpidas
existentes, tem-se 0 método multipolar rdpido ou Fast Multipole Method (FMM). A unido
entre MEC e FMM ¢é conhecida como Método de Elementos de Contorno Multipolar Répido



(MECMP).

1.2 Método rapido com expansao em multipolos

O FMM foi desenvolvido a partir das publicagdes de |[Rokhlin (1985), |Greengard e Rokh-
lin (1987), |Greengard| (1987)). Rokhlin (1985) desenvolveu um algoritmo capaz de acelerar a
solu¢do do sistema linear originado pela discretizacio de equacdes integrais de contorno. Tal
método reduziu para O(NN) a solugdo desses problemas. Para realizar tal feito, ele apresen-
tou e provou que uma fungdo potencial poderia ser expandida em série de Taylor para uma
determinada regido do espaco. Com esse resultado, demonstrou-se que o nimero de opera-
coes realizadas para calcular a interacdo entre grupos de particulas poderia ser drasticamente

reduzido.

As expansdes desenvolvidas por Rokhlin| (1985) foram fundamentais para criagdo da
expansdao multipolar feita por Greengard e Rokhlin| (1987). Através dela, juntamente com
a ideia de agrupamento de particulas, foi possivel calcular, de maneira répida, a interacao
de um conjunto de N particulas para qualquer precisdo desejada. O agrupamento delas foi
realizado com a ajuda da estrutura da arvore, conhecida como tree structure, de Barnes e Hut
(1986).

Ao longo dos anos, varios trabalhos associado com FMM, para diversas dreas do conhe-
cimento, foram publicados. Como exemplo, temos o trabalho de|Fenley et al.|(1996), que uti-
lizaram o FMM para calcular intera¢des eletrostaticas para DNA polieletrolitico. [Takahashi
e Wakao (2006) descreveram um campo magnético de larga escala por meio da unido do
MEF com o MECMP. Takahashi et al.|(2012)) apresentaram alguns algoritmos para executar
o FMM em placa de processamento grafica NVIDIA CUDA. Gumerov et al.[(2019) fizeram
a simulacdo de dinamica de bolhas em fluxos tridimensionais, através da implementacdo do
MECMP em uma arquitetura de CPU/GPU. Verde e Ghassemi| (2015) usaram o método de
descontinuidade por deslocamento, do inglés Displacement Discontinuity Method (DDM),
juntamente com o0 FMM, para modelar o comportamento de fraturas em rochas eldsticas line-
ares. [Ricciardi, Wolf e Bimbato|(2017) utilizaram o FMM com o método do vortice discreto,
do inglés Discret Vortex Method (DVM), para simular problemas de dominio livre e periddi-
cos, com o intuito de melhorar a performance dessa simulagdes, afim diminuir a dissipacao
numérica para evitar solugdes falsas em fluxos inviscidos instaveis. [Kebbie-Anthony et al.
(2018)) utilizaram o FMM para acelerar a simulacdo de um modelo aerodinamico UVLM
(Unsteady Vortex Lattice Method) para uma superficie de levantamento retangular plana.
Devido ao seu desempenho, o FMM foi considerado um dos dez principais algoritmos do sé-
culo XX, segundo Liu (2009). Assim como nos exemplos expostos, a formulacdo do FMM

também pode ser utilizada para melhorar o desempenho do MEC.

Essa melhora sé é obtida porque o nucleo da solucao fundamental pode ser expandido

da mesma maneira que as fungdes potencias dos trabalhos apresentados por Rokhlin| (1985))



e \Greengard| (1987). O resultado dessa expansdo € a separacao da relagcdo entre ponto fonte
e o ponto campo do MEC, através de um ponto intermedidrio que ficard entre eles. Como
resultado, diminuimos o ndmero de operagdes, pois faremos um agrupamento entre os pon-
tos. Assim as integrais do MEC podem ser escritas como a soma de duas integrais, sendo
que uma integral esté relacionada com elementos préximos ao ponto fonte e a outra integral
estd relacionada com elementos distantes desse ponto. Para as primeiras integrais, aplica-
se 0 MEC e para as outras o MECMP. Para qualificar quais elementos estdo distantes ou

proximos do ponto campo, utiliza-se a estrutura da arvore.

Outra importante implementagdo que melhora a eficiéncia do MEC € uso de métodos
iterativos para resolver o sistema linear. Mullen e Rencis| (1987), Kane, Keyes e Prasad
(1991), Mansur, Araujo e Malaghini (1992), Barra et al.| (1992), Prasad et al. (1994) sao
alguns artigos em que retratam a eficiéncia dos métodos iterativos para soluc¢do de sistemas
lineares cheios e nao simétricos do MEC. Prasad et al.| (1994) trabalharam com problemas
de elasticidade e de transferéncia de calor em duas e trés dimensoes. Eles foram resolvidos
com diferentes métodos iterativos, pois o objetivo era estudar o desempenho dos métodos
de Krylov pré-condicionados. Pelos diversos tipos de problemas analisado, |Prasad et al.
(1994) concluiram que as técnicas de Krylov pré-condicionadas sdo mais competitivas ou
superiores aos métodos diretos. Kane, Keyes e Prasad| (1991) utilizaram as técnicas do gra-
diente conjugado, do inglés Conjugate Gradient (CG), juntamente com o método iterativo
residual minimo generalizado, do inglés Generalized Minimum Residual Method (GRMES),
para analisar a resposta estrutural de problemas de elasticidade em duas dimensdes. Para
tais situacdes, os modelos desenvolvidos pelo MEC tinham zonas simples e multiplas, sendo
que, para certos casos, tinha-se zona de condensacdo e, em outros casos, ndo. O objetivo era
estudar o desempenho do CG e do GMRES. Vale ressaltar que, nesse estudo, abordagens de
pré-condicionamento diagonal, diagonal de blocos e de bandas foram utilizadas para acelerar
o convergéncia dos métodos. Como resultado, identificou-se que, de forma geral, o GMRES

€ mais eficiente que o método CG.

Além disso, os varios tipos de pré-condicionamento implicam em performances diferen-
tes. Barra et al.| (1992) fizeram uma comparagao entre 0 GRMES com o método iterativo do
gradiente biconjugado, do inglés Bi-Conjugate Gradient (BCG), e com o método de elimina-
cdo de Gauss. Eles foram usados para resolver problemas de elasticidade em duas dimensdes
para materiais isotropicos. A conclusdo obtida foi que 0 GMRES pré-condicionado € mais
rapido que o método BCG pré-condicionado e o método de eliminacdo de Gauss, sendo que,
esse ultimo, € o mais lento dos trés. Nessa tese, assim como nos artigos envolvendo MECMP,

o método GMRES ¢€ escolhido para encontrar a solucao do sistema linear obtido.

Assim como FMM, o MECMP vem sendo aplicado para varias situagdes, comprovando,
assim, sua eficiéncia para resolver problemas de grande escala. Dentre os vdrios trabalhos
existentes, pode-se destacar alguns relacionados com materiais anisotrépicos, pois eles pos-

suem certa similaridade com o que sera proposto.

Para problemas em duas dimensdes, temos o trabalho de Haitao e Zhenhan (2004)). Neste



artigo eles desenvolveram uma versao mais eficiente do MECMP para resolver problemas de
elasticidade isotrépica. Tal versdo substitui uma das operacdes do MECMP, conhecida como
Momento para Local ou Moment to Local (M2L), por trés novos passos. Isso foi possivel
porque a expansao das solu¢des fundamentais foi efetuada de maneira exponencial e, como
consequéncia, a operagdo M2L foi substituida pelas operacdes Expansao Multipolar Expo-
nencial ou Multipole to Exponential Expansion (M2E), Expansao Exponencial para Expo-
nencial ou Exponential to Exponential Expansion (E2E) e Exponencial para Expansao Local
ou Exponential to Local Expansion (E2L). Haitao e Zhenhan| (2004) também introduziram a
técnica de sub-regides de [Yao, Kong e Zheng| (2007)) para calcular a relagdao do médulo de
volume efetivo de uma placa contendo 1600 inclusdes. Como a placa e as inser¢des possuem
propriedades elésticas diferentes, tal modelo foi considerado como material anisotrépico, ja

que temos a unido de dois materiais com propriedades diferentes.

/hu et al. (2010) aplicaram o MECMP para determinar o comportamento viscoelastico
de materiais compdsitos, sendo que as interfaces entre os materiais foram consideradas im-
perfeitas. A equacdo integral implementada usou um modelo viscoeldstico para materiais
isotropicos. Vale ressaltar que a equagao integral de viscoelasticidade foi expressa no domi-
nio do tempo e um modelo viscoeléstico tipo Kelvin foi empregado. Eles compararam os
resultados da simulagdo viscoeldstica proposta com testes laboratoriais de fluéncia do con-
creto asfaltico. A finalidade desse artigo foi estudar o comportamento do concreto asféltico
ao longo do tempo. Além disso, [Zhu et al. (2010) estudaram as propriedades viscoeldsticos
de materiais compdsitos submetidos a um estado plano de deformacdo. Para essa simula-
¢do, a matriz do material compdsito seguiu 0 modelo de Burgers, no qual suas propriedades
viscoelasticas eram lineares. Ademais, 100 inclusdes elasticas circulares distribuidas alea-
toriamente foram incorporadas. Utilizou-se o modelo micromecénico de Mori-Tanaka para
determinar propriedades efetivas de materiais compdsitos para a situacdo em que a inter-
face entre a matriz e as inclusdes eram imperfeitas. Com esses parametros estabelecidos,
comparou-se 0 deslocamento médio das inclusdes com dados analiticos e numéricos pro-
postos, concluindo que o modelo simulado tinha boa concordancia com o comportamento

previsto.

Liu, Li e Huang (2014) utilizaram o MECMP para calcular campo de deslocamento e
tensdo para problemas de termoelasticidade em duas dimensdes. Exemplos numéricos foram
utilizados para validar a proposta desenvolvida, mostrando a precisado e a eficidcia do método.
Os resultados obtidos foram comparados com as solu¢des analiticas e com os dados gerados
pelo MEEF. A partir dos problemas propostos, conclui-se que a proposta poderia ser estendida
para problemas que possuem multi-dominio, a fim de calcular tensdes térmicas em trincas

de interfaces em filmes finos e revestimento de multicamadas.

Para problemas em trés dimensdes, tem-se o trabalho de |Liu, Nishimura e Otani| (2005)).
Eles publicaram um novo modelo de interface coesiva para caracterizar compdsitos de nano-
tubos de carbono, ou carbon nanotube (CNT), usando o MECMP. Devido a sua eficiéncia,
um modelo de volume representativo contendo 16.000 CNT e 28.896.000 DOFs foi simu-



lado. Comparou-se o médulo de elasticidade longitudinal do material compdsito com os
valores obtidos pelo modelo representativo de CNT. De acordo com |Liu, Nishimura e Otani
(2005), tal estudo foi realizado dado que interface entre a matriz € o CNT € um dos prin-
cipais fatores para a transferéncia de carga entre esses constituintes, afetando, portanto, as
propriedades efetivas do compdsito formado por CNT. Outrossim a interface contribui para

o alinhamento e dispersdo do CNT na matriz do material compdsito.

Haitao e ZhenHan| (2005) apresentaram uma nova versao do MECMP para analisar as
propriedades mecanicas de compoésitos reforcados com fibras. As andlises feitas foram para
modelos de trés dimensdes. Essa nova versdo incorporou expansdo multilopar exponencial
para os casos analisados, tornando-a mais eficiente que 0 MECMP padrdao. Foram feitas
simulacdes numéricas para calcular as distribuicdes de tensdes nos problemas analisados, a
fim de determinar suas propriedades elasticas efetivas. Para desenvolver esse modelo, |[Hai-
tao e ZhenHan| (2005) usaram a abordagem de sub-dominio de |Yao, Kong e Zheng| (2007).
Dentre os varios casos analisados, tem-se uma situagdo em que 100 fibras eldsticas longas,
distribuidas aleatoriamente, foram utilizadas para calcular a relagdo entre médulo de Young
efetivo com a orientacdo de fibra espalhada para diferentes razdes de aspecto de fibra. Tal
modelo alcancou mais de 2.500.000 DOFs e foi simulado com computador 1 GB de memo-
ria. Os resultados apresentados por Haitao e ZhenHan| (2005) mostraram que o MECMP
proposto € capaz de predizer como pardmetros microestruturais podem interferir nas propri-
edades eldsticas efetivas do compdsito, ja que as caracteristicas mecanicas desses materiais

dependem fortemente daqueles parametros.

Wang et al.| (2019)) aplicaram a formulacio do MECMP para estudar o comportamento
mecanico de materiais compdsito em trés dimensdes. Para tal, utilizou-se o método de sub-
regides com um formulag@o hibrida do método dos né do contorno, conhecido como Hybrid
Boundary Node Method (hybrid BNM). Diferentemente do MEC para trés dimensdes, no
método do n6, de MUKHERJEE e MUKHERJEE| (1997), ndo precisa elaborar uma malha,
pois ele apenas trabalha com os nés construidos no contorno de um dominio. Por isso, ele
esta classificado como um método sem malha, assim como o método livre de Galerkin, ou
Free Galerkin Method de Belytschko, Lu e Gu|(1994), a abordagem local sem malha de Pe-
trov Galerkin, ou Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) approach de|Atluri e Zhu|(1998)),
o método do contorno da face,ou Boundary Face Method (BFM) de Zhang et al.| (2009). Os
resultados obtidos pelas analises de Wang et al.| (2019) demonstraram que a proposta € efici-
ente porque o algoritmo alcancou uma complexidade O(/V) para resolver problemas de larga
escala. Ele também foi preciso, dado que os resultados numéricos obtidos para simular um
cilindro bimaterial de parede espessa e uma esfera bimaterial estavam de acordo com as solu-
coes analiticas. Para o primeiro caso, comparou-se os resultados de tensao circunferencial na
parede do cilindro. O maior erro entre os dados analiticos e numéricos foi igual a 2.8 1073%.
Para o exemplo da esfera formada por dois materiais, utilizou-se deslocamento radial, tensdo
radial e tensdo tangencial como critério de comparagdo entre as solu¢des. O maior erro para

o deslocamento radial foi de 0,06%, para tensdo radial igual a 0,03% e o erro para tensdo



tangencial foi menor que 0,045%. Por fim, tem-se o trabalho de Wang e Yao (2013), que
aplicaram o MECMP para a andlise térmica de compositos reforcados com fibra, utilizando
o modelo de inclusdo de linha. Nesta abordagem, as fibras sdo tratadas como inclusdes. A
temperatura € constante na se¢do transversal circular e varia ao longo do seu comprimento.
Para a proposta desenvolvida, o maior modelo apresentou 20.000 fibras, que gerou num pro-
blema com mais de 200.000 graus de liberdade. Os resultados mostraram que o método de
inclusdo de linha proposto, com a finalidade de calcular a distribui¢do de temperatura nas
fibras, estd em boa concordancia com o modelo convencional utilizado para realizar os mes-
mos cdlculos. Comparando o custo computacional dos modelos, constatou-se que memoria
requerida pelo MECMP foi mais de 100 vezes menor que o modelo convencional.

1.3 Objetivo

O presente trabalho tem como objetivo desenvolver a formulacio do MECMP para pro-
blemas de elasticidade anisotrépica em duas dimensdes, a partir da solu¢do fundamental
obtida com a formulagdo de Lekhnistskii (1981), Lekhnistskiil (1968). Tal fato constitui-
se o fator inovador dessa tese, pois nenhum trabalho envolvendo MECMP utilizou a solugao
fundamental proposta, conforme apresentado. Como resultado final, a formulagdo deve apre-
sentar um codigo mais eficiente que o MEC convencional. Ambos os métodos serdo com-
parados, para mostrar que a formulag¢do proposta possui complexidade O(/V) para resolver
problemas de larga escala. Por isso, a memoria e o tempo de processamento para resolver

um problema com vdrios graus de liberdade deve ser analisado.

1.4 Organizacao do trabalho

Como nessa tese desenvolveremos a formulagcdo do MECMP para problemas de elastici-
dade anisotrépica em duas dimensdes, através da formulagao de Lekhnitskii, no capitulo 2
faremos uma revisdo sobre elasticidade anisotrépica, apresentando alguns conceitos classi-
cos da elasticidade plana, como deslocamento, deformacdo e tensdo. A partir desses termos
basicos, desenvolveremos a formulacao de Lekhnitskii, exibindo as suas principais caracte-
risticas, vantagens e desvantagens. Como os materiais aqui simulados ndo sao feitos da unidao
de 2 ou mais materiais isotropicos, apresentaremos, também, alguns conceitos relacionados
a materiais compositos. Portanto, primeiramente os classificaremos, para identificar os tipos
de materiais compdsitos existentes. Depois, analisaremos o comportamento eldstico de um

laminado simétrico, exibindo as principais equagdes para calcular tensdo e deslocamento.

No capitulo 3 desenvolveremos a formulac¢io de elementos de contorno para materiais
anisotropicos, com o objetivo de apresentar a formulacdo integral para esse tipo de pro-
blema. Inicialmente apresentaremos a solu¢do fundamental para elasticidade anisotrépica.

Em seguida, alguns teoremas serdo desenvolvidos, a fim de dar base para o desenvolvimento



da equacdo integral. Por fim, mostraremos como se discretiza a equagao integral de contorno,
com o intuito de criar o sistema linear do MEC.

O método do MECMP aplicado a problemas anisotropicos serd desenvolvida no capi-
tulo 4. Primeiramente, as suas caracteristicas serdao discutidas, apresentado alguma de suas
vantagens e desvantagens. Em seguida explicaremos o seu funcionamento, acompanhada do
desenvolvimento de suas equagdes. Na parte final mostraremos o método numérico usado
para resolver o sistema linear do MECMP. Assim, as principais caracteristicas e funciona-

mento do GMRES serdo apresentadas.

O capitulo 5 corresponde aos resultados da proposta feita. Para tanto, cada uma das eta-
pas que compdoem o MECMP serdo analisadas, a fim de mostrar sua convergéncia para o
MEC padrao. Desta forma, comecaremos pela andlise da expansao das solucdes fundamen-
tais. As operacdes desse método serdo testadas em seguida. Um problema pratico também
serd analisado, com a finalidade de estudar acurdcia dos resultados produzidos. Por fim, um

problema de larga escala serd simulado, com a finalidade de estudar a eficiéncia do método.

Por fim, no capitulo 6 faremos as conclusdes finais sobre os resultados obtidos, com a fi-
nalidade de avaliar a proposta realizada. Além disso, algumas considerag¢des sobre trabalhos
futuros serdo elaboradas, a fim de que o estudo do MECMP para materiais anisotropicos seja
aprimorado.



Capitulo 2

Fundamentos da elasticidade para
problemas anisotropicos

2.1 Introducao

Neste capitulo, as bases tedricas utilizadas para calcular tensdes e deformacdes em pro-
blemas anisotrépicos em duas dimensdes sdo apresentadas. Sendo assim, algumas hip6teses
sdo assumidas, com o intuito de se desenvolver as equagdes dos problemas que serdo anali-
sados. A primeira delas estd relacionada com a teoria dos pequenos deslocamentos. Por isso,
durante o desenvolvimentos das equacdes desse capitulo, as derivadas de ordem superior sao
desconsideradas, pois seus valores sdo despreziveis. Além disso, admitimos que as defor-
macodes dos corpos sélidos sao muito pequenas quando comparadas com as suas dimensdes.
Como consequéncia, tem-se a ndo alteracdo das propriedades constitutivas do material pela
deformacdo do corpo. Outra consequéncia dessa simplificacdo estd presente na aproxima-
cdo entre o tensor Green-Lagrange e o tensor das pequenas deformacdes. Ela ocorre porque
os termos nao lineares sdo desprezados. Também ignoramos a teoria da mecanica dos s6-
lidos rigidos, porque ela estuda o movimento e equilibrio de corpos sélidos ignorando suas

deformacgdes.

Outra importante hipotese € a teoria eléstica linear. Ela € usada para apresentar a relagao
constitutiva dos materiais. Essa relacdo € importante visto que ela caracteriza as propriedades
associadas a rigidez e a resisténcia dos materiais, além de relacionar tensdes com deforma-
coes. A hipodtese eldstica estd associada com o comportamento eldstico do corpo, isto é, as
deformacdes sdo reversiveis. Dessa forma, as deformagdes de um corpo se processam de
forma imediata quando o mesmo estiver sob acdo de uma forca externa. Depois de retirada
a forca externa, o corpo volta a sua configuracao inicial. O aspecto linear dessa hipdtese
estd associada com a proporcionalidade entre tensdes e deformagdes. Esse modelo € adotado

porque muitos materiais exibem esse comportamento sob pequenas deformacoes.

Assim, com as simplificagdes adotadas acima, calcularemos as tensdes e deslocamen-



tos de materiais anisotrépicos utilizando a formulacdo de Lekhnitskii. De acordo com Ting
(1996), essa proposta foi feita a partir da formulagao de Muskhelishvili| (1977) para mate-
riais elasticos isotropicos em duas dimensdes. A base desse método estd na utilizagdo de
uma funcdo potencial para definir componentes de tensio e de deslocamento. A utilizagcdo
de funcdes potenciais para descrever alguns fendmenos fisicos € bastante comum. Como
exemplo, temos o uso de fungdes potenciais para descrever a forca gravitacional. Outro caso
¢ a descricao do fluxo de temperatura como fun¢do potencial da temperatura. Assim, em am-
bos os casos, tem-se uma situacao onde o problema original, que € vetorial, € reduzido para
um problema envolvendo fungdes potenciais e as suas derivadas, segundo |Barber| (2003). As
fungdes potenciais usadas nessa tese sao as de Airy, dado que os problemas sdo planos. Em
contrapartida, se estivéssemos trabalhando com tor¢des, as fun¢des potenciais deveriam ser
de Prandtl e, para problemas de trés dimensdes, as fun¢des utilizadas sdo as de Beltrami, de
acordo com Martin| (2014)).

Desta maneira, inicia-se este capitulo apresentando os conceitos de deslocamento, de-
formacdo e o gradiente da deformagdo. Em seguida apresenta-se o tensor de deformacdo
de Green-Lagrange e o tensor das pequenas deformacdes. Estes tensores sdo escritos em
funcdo dos trés conceitos apresentados na parte inicial. O terceiro topico estd relacionado
com o desenvolvimento da equacdo da compatibilidade. Ela representa a restricdo envol-
vendo os deslocamentos e as deformacdes. Através dela, garantimos que a solu¢iao buscada
¢ compativel com as condi¢des de contorno do problema. Além do mais, ela € utilizada para
assegurar a integralidade do campo de deformagdes. Feita essa restricdo, apresentaremos a
equacdo de equilibrio. A relacdo constitutiva para os materiais anisotropicos e a formulacao
de Lekhnitskii serdo apresentadas em seguida. A parte final deste capitulo destina-se ao es-
tudo dos materiais compdsitos. Uma breve e sucinta andlise do comportamento mecanico
de materiais compdsitos formados por laminas sera exibida. Essa parte sdo calculadas as

tensoes e deformagdes nesses materiais.

2.1.1 Deslocamentos, deformacoes e gradiente das deformacoes

O primeiros conceito desenvolvido € o deslocamento. Através dele, defini-se a deforma-
cdo e o gradiente da deformagdo. Sendo assim, considere a particula ou ponto material P
da Figura O vetor posicao desse ponto, para um momento inicial ¢y, de acordo com o

0

sistema referéncia adotado, € definido da seguinte forma:

Vale ressaltar que o momento inicial ¢, estd associado com a situacdo ndo deformada

. . / .
do corpo. Agora considere um outro instante ¢, onde o corpo se encontra em uma situa-
¢do deformada, conforme mostra a Figura [2.2] Nessa nova circunstincia, considerando o

. 2 2z .~ / ~ o~ .
referencial dado, é possivel escrever vetor posi¢cdo x em funcdo da posicao anteriormente
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Figura 2.1: Posicdo de um ponto material de um corpo

Figura 2.2: Posicdo de um ponto material em um corpo deformado

ocupada, x. Para fazer isso, segundo (ABEYARATNE, 2012), existe um mapeamento f,

chamado de configuracdo do corpo, que ird relacionar esses dois estados. Assim, tem-se:

x =f(x) . (2.2)

Através da mudanca de posi¢do do ponto P, pode-se definir o campo deslocamento

u = u(x) de acordo com a seguinte representagdo de Lagrange:

X =x+u(x) e ux) =x —x. (2.3)

O lado esquerdo da equagdo (2.3) mostra que o vetor posicdo de uma particula x* pode
ser conhecida através do seu vetor posi¢do inicial x e do campo deslocamento u(x). Este

campo pode ser descrito pela representagdo de Lagrange ou pela representacdo de Euler.
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Figura 2.3: Deslocamento de pontos materiais para um corpo em uma situacido deforma e
ndo deformada

Na representacdo de Lagrange utiliza-se a posicao inicial para descrever o deslocamento,
ja que ela é mais conveniente para representar a teoria eldstica das pequenas deformacdes,
conforme apresenta por Lautrup| (2011). Na representacdo de Euler, o campo deslocamento
¢ feito a partir da configuracdo atual u(x'). A vantagem dessa representacdo € que o campo

deslocamento para um dado ponto representa o seu estado nessa posicao.

Agora, considere outro ponto, (), definido como vizinho de P, separados por uma dis-
tncia infinitesimal dx, como apresentado na Figura[2.3] O vetor posi¢do do ponto (), para

. r, . .
0S 1nstantes to et , € escrito, respectlvamente, comao:

X +dx =f(x+dx) =z, +dz, (i=1,2). (2.5)

Para calcular o tensor gradiente de deformacdo, considere que dx seja dada pela soma
vetorial da Figura 2.3}
dx = f(x + dx) — f(x). (2.6)

A equagcdo (2.6) pode ser reescrita através da série de Taylor, pois iremos desenvolver o
termo f(x + dx) em torno de x. Assim:

(y—a)z—i-...—l-fnn—(fb)(y—a)", 2.7

) = fl@) + f @)y —a)+ 2
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considerando que (y = = + dx) e (a = x):

0f (x) 1 *f(x) L 0"f()
f(x+dx):f(x)+w(x+dx—x)+5 g2 Tt e,

(x+dx—z)". (2.8)

Desprezando os termos de derivadas mais alta ordem, por efeito da teoria dos pequenos
deslocamentos, tem-se:
of(x)

f(x +dx) =f(x) + de < f(x + dx) = f(x) + dx - VI(x). (2.9)

Permutando o termo f(x + dx) da equacdo (2.9) na equagio (2.6):

I

dx = [f(x) + dx - VE(x)] — f(x) & dx = dx - Vf(x). (2.10)

A equacgdo mostra uma relacio entre a configuracio deformada dx’ e a nio defor-
mada dx, através do termo (%—i) . Denominaremos-o como tensor gradiente de deformacao.
Sua funcdo € de mapeamento entre a situacao deformada e a nao deformada, isto é, ele con-
tém informagdes acerca da maneira como se procedeu a modificacao entre as duas situagoes.
O gradiente de deformacdo é importante em razio de auxiliar na demonstracdo do tensor de

deformacdes de Green-Lagrange.

2.1.2 Tensor de deformacoes de Green-Lagrange

Para definir o tensor de deformagdes de Green-Lagrange e o tensor das pequenas defor-
magdes, deve-se calcular o comprimento de reta que liga os pontos P e () para a configuragao
ndo deformada dx e deformada dx’, conforme a Figura Estabelece-se o escalar ds como
o comprimento do segmento de reta que liga os pontos P e () para a circunstancia nao de-
formada. Em contrapartida, d.S é o comprimento do segmento de reta para a conjuntura

deformada. Eles sdo calculados como:

ds® = dx - dx, (2.11)

dS? = dx - dx . (2.12)

Valendo-se do tensor gradiente de deformagdes dado pela equagdo (2.10), pode-se escre-

!/ .
ver dx de duas maneiras:

/

dx = dx - VE(x) & |dx = dx- Vx| ou |dx = V(x)T - dx| 2.13)

A partir das duas formas apresentados para dx’ pela equacio (2.13), os substituiremos na
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equacio (2.12) para definir o tensor de Cauchy-Green C:

dS? =dx-Vx -V(x)T-dx < dS? = dx - C-dx, (2.14)
onde o termo:
C=vx - (Vx)T, (2.15)

€ conhecido como tensor de deformag¢do Cauchy-Green a direita. O tensor de Cauchy-Green
aesquerda (Vx')T - Vx' é obtido utilizando a formulagio de Euler. Com esse tensor, deter-
minaremos o tensor de Green-Lagrange E. Para encontra-lo, deve-se calcular a medida de

deformacdo, dada pela diferenga dos quadrados dos termos ds? e dS2. Logo:

dS? — ds* = dx - C-dx — dx-dx < dS* — ds® = dx-(C — I)-dx. (2.16)

A partir da equacdo (2.16), o tensor de deformacdo Green-Lagrange ¢ definido como:

E:%(C—I)@E:%(Vx'-(Vx')T—I). 2.17)

Uma outra formar de apresentar equagdo (2.17) € escrever a deformacao em fung@o dos

. r, . . P . ~
deslocamentos. Sendo assim, Vx € rescrito por intermédio da derivada da equacgao (2.3)):

X =x+u(x) © Vx = Vx+ Vu(x) & Vx =1+ Vu(x). (2.18)

Recolocando o resultado da equacdo (2.18)) na equacao (2.15)), temos:

C=(I+Vu)-I+Vu)'=1+Vu+Vu®+ Vu-vu'. (2.19)

Por fim, substitui-se o tensor de Cauchy-Green da equagdo (2.19) na equag@o (2.17) para

escrever o tensor de Green-Lagrange em termos dos deslocamentos:

1 1 1
E = 5(C—I) = §[I+Vu+VuT+Vu-VuT—I] = 5[Vu+VuT+Vu-VuT],
(2.20)
onde ¢;; € tensor das pequenas deformagdes, definido como:
1 T
€= §(Vu + Vu). (2.21)

Para aproximar o tensor de Green-Lagrange com o tensor das pequenas deformacoes,

analisa-se o resultado da diferenca entre eles. Logo:

E—c= %(Vu +vuT). (2.22)
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Considerando a teoria dos pequenos deslocamentos, concluimos que E ~ ¢. Portanto,
deve-se desconsiderar o termo nao-linear, uma vez que o contraste entre esses tensores é

concedido pelo o produto das derivadas. Assim, assume-se que:

|[Vu-vuT || < [le]|& [[Vu-Vu' || < ||[Vu+ Vu'||. (2.23)

A condigdo da equagdo (2.23) mostra que o tensor de Green Lagrange se aproxima do
tensor das pequenas deformagdes se o fator ndo linear for desprezivel em relagdo ao termo
linear. Essa aproximacao € vélida em virtude da teoria das pequenas deformacgdes ignorar
o produto dos deslocamentos, porque as derivadas do deslocamento sdo menores que um.
Assim, nessa tese, a relagdo entre deformagdo e deslocamento é dada pela equagio (2.21).

2.2 Equacao da compatibilidade

Como exposto na secdo anterior, € possivel determinar os componentes do tensor de
Green-Lagrange e o tensor das pequenas deformagdes mediante os deslocamentos. Con-
tudo, tentar calcular os deslocamentos por intermédio das componentes do tensor de Green-
Lagrange ndo € possivel, dado que, para um situagdo em duas dimensdes, temos dois deslo-

camentos que precisam ser obtidos a partir de trés deformagdes.

Para resolver esse problema, serdo impostas restricdes matemaéticas sobre as componen-
tes do tensor de deformacao, por meio da equacdo da compatibilidade. Ela representa uma
garantia da compatibilidade entre os deslocamentos existentes e as deformacdes computa-
das. Em outras palavras, garantem que os deslocamentos possuem valores Unicos a partir
das deformagdes. Um dos processos para desenvolver estas equagdes esta relacionado na
eliminagdo dos deslocamentos a partir da equagdo (2.21)), pois encontraremos uma equagao
que sé tem deformagdes. Logo, considere as seguintes equagdes diferenciais:

( + ) 362‘]' 1 83UZ' Gguj o 362‘]‘
SN a.kl Ox0x; 2 | 0x0x;0x;  Oxp0x,0; 0x1,01;
. 1 (93uz- 4 1 83uj N 862‘]' 1 83ui . 1 83uj
2 0x,0x0x; 2 0x,0x,0; Ox0x; 2 0x,0x,0x; 1 20x,.01,02; [
(2.24)
1 (’U, T ) anl 1 83Uj i 83ul o 8€jl
€jlik = = (Uji ikj) = 8 9. T o
dhik T g \Tikd Likg Ox;0xy, 2 |0x;0x,0x;  Ox,0x,0x; 0x,;0xy,
1 Py n 1 83uj N O€j; 1 Oy 1 83uj
2 O0x;0xp0x; 2 0x,;0x10 O0r;0xy 2 0x;0x,0x; " 202,;0x,0x; |
(2.25)
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(Upiji + Upije) = Oep 1 O uy i Py PN Oep
k,ijl Lijk) = O0x;0x; 2 Ox;0x;0x;  Ox;0x;0z) 02,0

N 58:1:‘1-81;]-83:1 + 581‘@9@-8:@ < Ox;0x; - 58%8@8@ N éaxiaxjﬁxk ’

€klij =

DO | —

(2.26)
( 1 ) 8Eik 1 031% 1 03uk o 8Eik
Rl = o\ Tkl itgh O0r;0x; 2 |Oxyp0x;0r; Ox;0x;01, 0z ,;0x;
1 PPy N 1 Quy - e, |1 Pu, N 1 Ouy
N 20x,0x;0x; 2 0x;,0x,;0x, O0zx;0x, n 2 0xdx;0x; 2 0x;0x;01; |
(2.27)
substituindo os termos em destaque na equagdo (2.24) na equagdo (2.25), tem-se que:
6261']' 1 6’3ui . (‘926ﬂ 1 83ul
Ox0x; 2 0x,0x,0x; - Ox;0xp 2 002,07
8261']' + 826]'1 1 83ui . 1 83ul
Oxy0r;  Or0ry  207p0101; |2 Ox0x0x; |
(2.28)
fazendo o mesmo procedimento entre a equacdo (2.28) e a equagdo (2.26)):
0% 1 Pu, ey %€ 1 3,
O0r;0x; 20x,0x;0x, C Owi0x  Oxp0xy 2 01,020 ;
0% B D%¢ji Pey |1 Py, N Pu,
Or;0x; Ox;0x,  Oxp0xy ]2 0x;0x;0x;  O0x1,01,0%;
(2.29)
Por fim, recolocando os termos em destaque da equacdo (2.29) na equagédo (2.27):
aQle 82eﬂ GQEU _ 8262-k N GQGM 82€ﬂ 8261‘]‘
Ox;0x;  Ox0x,  Oxp0xy O0x;0x; Ox;0x;  Ox;0x),  Oxp0xy
8261-;@
+8a:j8xl =0 €pij + €5+ €rin + €k = 0.
(2.30)

A equagio (2.30) é conhecida como equagio de compatibilidade de Saint Venant. Ela
representa a condi¢ao para que o tensor de deformagdes corresponde a um unico campo de
deslocamento. Os indices (i, j, k, [) variam de 1 a 3, logo a equacao (2.30) corresponde a 81
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equacdes diferenciais parciais. Para um caso bidimensional, essas 81 equacdes transfiguram-
se na seguinte equacao diferencial:
82611 82622 . 82612

=2 . 2.31
82.'172 621'1 (93318562 ( 3 )

2.3 Equacao de equilibrio

Figura 2.4: Corpo submetido a for¢ca de campo e a for¢a de superficie

A tensdo pode ser interpretada como uma medida de intensidade de uma forca. Na meca-
nica dos meios continuos, dois tipos de forcas sdo particularizadas: forca de corpo e forca de
superficie. A forca de corpo pode atuar em um elemento de volume ou elemento de massa.
Para o primeiro caso, a representamos pelo simbolo p e para a outra situagdo com o simbolo
b. O segundo tipo de forca age sobre um elemento de superficie de um corpo. Ele é repre-
sentado por t. Assim, considerando que um corpo esteja sujeito a uma forca de superficie t
e a uma forga de corpo por b, conforme a Figura[2.4] calcula-se a resultante de forgas sobre
ele com o primeiro axioma de Euler:

d
a ), p dt |,

Esse axioma reflete o balanco do momento linear para um corpo e, por isso, € chamada
de lei do balango linear do momento. Ela mostra que taxa de variacio do momento linear
para um volume continuo ¢ igual a forga resultante. Na equagdo (2.32), p representa o
momento linear. O segundo axioma esta relacionado ao balango do momento angular de um
corpo. Vale frisar que os axiomas de Euler sdo utilizados para retratar o movimento de um
corpo com massa continuamente distribuida, isto €, composto por um conjunto de particulas
discretas. Para cada particula aplicam-se as leis do movimento de Newton e, através delas, as
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equacdes de Euler sdo derivadas. As equacdes de Euler podem, no entanto, ser usadas como
axiomas para descrever as leis de movimento para corpos estendidos, independentemente da
distribui¢do das particulas. O vetor t da equagdo (2.32) é relacionado com o tensor de tensao

de Cauchy (0;;), por meio da seguinte equagao:

ti = 04Ny (Z = 1, 2), (233)

sendo assim:

d
v s dt Jy

Valendo-se do teorema da divergéncia, a integral destacada na equacao (2.34) pode ser

rescrita da seguinte forma:

60']'2'

/(ijj)dSz dV = / 0jigdV < /(Uji”j)dsz / 7jijdV, (2.35)
S v O; v S v

onde relacionamos a integral de volume com a integral de superficie. Com o solu¢ao dada

pela equacdo (2.335)), reformula-se a equagao (2.34]) como:

d dv;
v v o dt Jy v ’ dt

Através da equacdo (2.36)), logra-se a seguinte equacao:

dv; .
bz‘ + Ojij — pd_:)f =0 bz + Ojij = PY;. (237)

Para reduzir a equacdo de equilibrio por meio da equacdo (2.37)), presume-se, primeira-
mente, que o somatdrio de forcas € igual a zero. Logo, a aceleracdo v; € zero. Além disso,

vamos considerar que ndo existe a presenca da forga de corpo b;. Assim:

De acordo com Martin (2014), a equagdo (2.38) pode ser reescrita com fung@o de tensao

de Beltrami ¢, que € um tensor simétrico de segunda ordem. A relacdo é dada por:

0j; = Ejmpﬁikl¢mk,pl ou |0j; = 5ji¢kk,zz - (5ji¢kl,kl - ¢ji,kk + ¢1j,zi + ¢1j,1i - (bkk;,jj )

(2.39)
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sendo que o lado direito da equagdo (2.39) pode ser decompostos nas seguintes equagdes:

011 = P3322 + P22.33 — 2023 23,
022 = P11,33 + P3311 — 203131,
033 = 2211 + P11.22 — 201212,
012 = — Q12,33 — P3312 + 02313 + D31,23,
093 = —®a311 — P11,23 + P31.21 + D12.31,
031 = —®31,22 — P22.31 + P12,32 + P2312-

(2.40)

De acordo com o problema analisado, as funcdes de Beltrami podem ser simplificadas.

Como comentado na secdo inicial, as funcdes de Airy serdo usadas para escrever tensao

e deformacdo. Tais fungdes sdo um caso especifico das fungdes potenciais de Maxwell.

Por sua vez, as funcdes potenciais de Maxwell representam um caso especifico das funcdes

potenciais de Beltrami. As fun¢des de tensdo de Maxwell sdao dadas por:

»p1 0 0
Gij=1 0 ¢ 0 |,
0 0 o33

sendo que a equagdo (2.41)) pode ser reescrita para o caso da equagdo (2.40) como:

011 = 3322 + 22,33,
092 = Q11,33 + 33,11,

033 = Q2211 + P11,22,

012 = —<Z533,12>
023 = —¢11,237
031 = —¢22,31'

(2.41)

(2.42)

As funcdes de tensao de Airy sdo uma simplificacdo das fun¢des de Maxwell. Conside-

rando que ¢11 € P92 sd0 nulas, a componente ¢33 ¢ dada por ¢33 = ¢(z1, x2). Portanto, as

componentes de tensdes em fungdo de ¢(xy, z5) sdo:
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2.4 Equacoes constitutivas

Uma equacio constitutiva € uma relacao entre duas grandezas fisicas especificas, como
cinematica e cinética, de um material. Elas aproximam a resposta desse material a estimu-
los externos, geralmente como campos ou forcas aplicadas. Como exemplo, temos a relacdo
entre tensdo com deformacao. As equagdes constitutivas sao importantes, ja que elas comple-
tam, juntamente com a equacdo de equilibrio e com a equacdo que relaciona deslocamento
com deformacdo, um sistema de equacdes onde € possivel obter todos os deslocamentos,
tensoes e deformacdes desconhecidos. Para um caso de trés dimensdes, temos 15 varidveis,
sendo 3 deslocamentos, 6 deformagdes e 6 tensdes. Para as situacdes dessa tese, a configura-
cdo dada é: 2 deslocamentos, 3 deformacgdes e 3 tensdes. Com as equacgdes apresentadas até
agora, temos 5 equagdes, sendo 3 equagdes que relacionam deslocamentos com deformacdes
e 2 equacdes de equilibrio de for¢a. Para fechar esse conjunto de equagdes, apresentaremos

as equagdes constitutivas.

Nessa tese, o modelo adotado para equacdo constitutiva é o eldstico linear entre a re-
lacdo tensdo-deformacdo. Ele € considerado eldstico porque recupera a sua configuracao
inicial assim que o carregamento € removido. Além disso, a tensdo € fun¢do unicamente
da deformagdo. Embora essa abordagem seja considerada bastante simples, através dela
consegue-se obter uma boa aproximagdo com os resultados experimentais. A relacdo entre

tensdao-deformagao, na sua forma mais abrangente, € dada por:

o=F: e 0 =Fjucu;e=8S:0 €= Sijuon com (i,5,k,1=1,23). (2.44)

O tensor Fjjy, € intitulado como tensor de rigidez e .S;;i; € o tensor flexibilidade, sendo
que F = S™1. Ambos esses tensores sdo de quarta ordem e, por isso, ttém 81 componentes.
Contudo, nem todas essas componentes sao independentes. L.ogo, o nimero de componentes
necessdrias para descrever esse tensor pode ser significantemente condensado. A primeira
reducdo esta relacionada com a simetria do tensor de tensdo e do tensor de deformacao.

Através dessas relagdes, o numero de constante independentes cai para 36, pois:

Fiji = Fiirt; Sijirt = Sjint- (2.45)

Além disso, o tensor de rigidez Fjj; e o tensor flexibilidade S;;; também sdo simétricos,
devido a existéncia da fun¢do energia de deformacgdo. Logo, o nimero de componentes
independentes cai para 21. A relacdo do nimero de constantes independentes pode cair
devido as propriedades de simetria existente na estrutura interna dos materiais. A Tabela[2.]]
mostra a relacdo do nimero de constantes independentes com o tipo de simetria em cada

material.

A relacdo entre tensdo e deformagdo também pode ser representada através da notagdo
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Tabela 2.1: Relagao entre tipo de material e o nimero de constantes independentes

Tipo de material

Numero de constante independentes

Ortogonal

Transversalmente isotropico

Isotrépico

9
5
2

de Voigt. Ela é uma forma de apresentar uma equacdo através da contragdo dos indices da

notacdo indicial, (VANNUCCI, |2017). Assim, conseguimos representar um tensor simétrico

reduzindo sua ordem. Logo, os tensores simétricos de segunda ordem transformam-se em

vetores coluna e, equivalentemente, o tensor de elasticidade de quarta ordem € transformado

numa matriz quadrada simétrica de tamanho 6 x 6. Portanto, temos que:

onde:

g;, = Ejfj (Z,] = 1,2,3,4,5,6),

€ = Swo-j (zaj - 17273747576)7

011 =01 €1 =
O22 = 02 €22
033 = 03 €33
093 = 04 2623
013 = 05 2€13
O12 = 06 2€12

€1,
€2,

€3,

= €4,

= €5,

€6-

(2.46)

(2.47)

(2.48)

De acordo com [Vannucci (2017), a introduc@o de 2 nos termos €4, €5 € € foi necessaria

para preservar a simetria de o e € devido a lei de Hooke. Escrevendo na forma matricial:

.
01

{o} = [F}{e} > ¢ ™

04

05

06

{eb=I8i{ot > q

)

21

Fi3
Fas
F33
Fus
Fs3
Fes

Sl3
Sa3
533
S
S35

Fiy
Fy
Fs4
Fyy
Fsq
Foa

St
SZ4
S34
544
Sis
546

Fis
Fas
F3s5
Fus
Fs
Fes

515
Sas
535
Sap
555

Fig
Fa
F36
Fig
Fs6
Fee

(

3
€1

€2
€3
264

265

266

01
02
03
04

05

O¢

,  (2.49)

, (2.50)



Por fim, relaciona-se o tensor flexibilidade F;; com as seguintes constantes da Tabela

Tabela 2.2: Constantes materiais

Moédulo de Young E,
Moédulo de Cisalhamento Gij
Coeficiente de Poisson Vg

Coeficiente Mituo de primeira espécie | 7; j
Coeficiente Mutuo de segunda espécie | 7
Coeficiente de Chetsov @y

Fiy = 1/E1, Fip = V12/E1 = —V21/E2,
Fi3 = —V31/E1 = —V13/E3, Fiy = 7723,1/E1 = 771,23/G237
Fis = 7732,1/E1 = 771,32/G23, Fig = 7712,1/E17

Fyy = 1/E2, Fo = V32/E2 = —V23/E3,
Foy =131/ Esy = 1233/ Goas, Fos =312/ By = 12,31/ G113,
Fos = 122/ Eo = 1212/ G2, F33 =1/ Es, (2.51)

Fyy = 7723,3/E3 = 773,23/G23, Fy5 = 7731,1/E3 = 773,31/G137
Fyg = mos/Es = n312/Gr2,  Fuy = 1/Gas,

Fis = (32.23/Gasz = Co331/Gs,  Fag = Cr2,23/Gas = Ca312/ G2,
Fs5 = 1/Ghs, Fs6 = Ci2,31/G13 = (3112/ G2,
Fse = 1/G1s.

Onde o médulo de Young F, estd relacionado com eixo zj, G;; s3o os modulos de elas-
ticidade transversais para os planos z;x;. O coeficiente de influéncia mitua de primeira
espécie 1), ji, representa a razio entre extensio da deformacio com a deformacao de cisalha-
mento, quando um dado elemento estd submetido a tensdo de cisalhamento. Ela é dada por:

€ . . .
nijk =— (1,5,k=1,2,3), com j#k (2.52)
Vik

O primeiro indice representa o plano onde ocorre a extensdo da deformacdo, seja um
alongamento ou encurtamento. Os outros indices representam o plano onde esta atuando
a tensdo de cisalhamento. O coeficiente mutuo de segundo tipo 7;;; representa a razao
entre deformacdo de cisalhamento com a extensiao da deformacgdo. Isso ocorre quando um

elemento esta submetido a um tensao normal:

Gije = T (4,5,k =1,2,3) com i # j. (2.53)
€Lk

Os primeiros indices representam o plano onde estd ocorrendo o deslizamento e o se-
gundo indice representa a direcdo onde esta atuando a tensdo normal. Por fim, o coeficiente
de Chentsov (;; 1 representa deformac@o cisalhante no plano x;z; devido a tensdo cisalhante
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no plano xyx;.

Considerando que os problemas analisados nessa tese sao problemas em duas dimensoes,
as equagoes (2.49) e (2.50) podem ser reescritas para situagdo plano de tensdo e plano de de-
formacao. O estado plano de tensdo ocorre quando quando a tensdo normal a uma superficie

particular € zero (03 = 04 = 05 = (). Para esse caso, a equagio (2.49) é dada por:

€1 St Sz Sis 01
{e}=[SH{o} =4 e p=| Siz S S o2 (- (2.54)
€6 Sie Sa6  Sse 06

Em contra partida, o estado plano de deformacdo caracteriza-se por apresentar as seguin-

tes relagdes para tensao:

03 = — L
S33(S1301+52302+53606)
9 =0, (2.55)
05 = 07
€3 = Oa
logo, a equacdo (2.49) torna-se:
€1 B Bz Bis 01
e} =[SHo} =< e p=| Biz B Pu oy ¢ (2.56)
€6 Bis B2 Be O6
sendo que:
Si3.S; .
Bij = Sij — ; 2 com (i,j =1,2,6). (2.57)
33

2.5 Formulacao de Lekhnitskii

Para encontrar a solu¢c@o do estado de tensdo e deformacdo de um meio eldstico ani-
sotrépico, submetido a uma forca externa, a deformacdo, o deslocamento e tensdo devem
satisfazer as seguintes equacgdes: a equacdo de equilibrio (2.38), a relagdo das pequenas de-
formacgdes entre deslocamento-deformagdo, dada pela equacao e arelagdo linear entre
tensdo-deformacao, dada pela equacdo (2.44). Para um caso em trés dimensdes, as equagdes
acima totalizam um conjunto de 15 varidveis (6 tensdes, 6 deformacgdes e 3 deslocamentos)
para serem calculadas através de 15 equagdes diferenciais, conforme comentado. Para pro-
blemas em duas dimensdes, o nimero de varidveis e de equagdes utilizadas serd apenas 8 (3

tensoes, 3 deformagdes e 2 deslocamento).

Para solucionar as equagdes diferencias dos problemas anisotrépicos, utiliza-se a formu-
lacdo de Lekhnitskii ou formulagdo de flexibilidade. Desenvolvida por Lekhnistskii| (1968),
Lekhnistskii (1981), esse método é considerado um dos formalismo mais antigos parar re-

solver problemas eldsticos em duas dimensdes para meios anisotrépicos. Tal formalismo
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ainda tem sido bastante utilizado, |[Vignoli e Savi (2018) o usaram para obter a solugdo elés-
tica das distribuicdes de tensdo e deformacdo para cilindros laminados de parede espessa
com pressao interna. Mimouna e Prioul| (2017) calcularam tensdes em torno de furos sujei-
tos a pressao interna e tensdo in situ em meios eldsticos triclinicos. Para isso, introduziu-se
parametros anisotropicos de Green no formalismo de Lekhnitskii. Bouhala, Makradi e Be-
louettar| (2015) usaram o método dos elementos finitos estendidos, do inglés Extended Finite
Element Method (XFEM), para modelar a propagacao de trinca em materiais eldsticos aniso-
tropicos. Nesse estudo, calculou-se a singularidade na ponta da trinca com fungdes especiais
de enriquecimento. Elas foram derivadas a partir da andlise assintdtica do formalismo de
Lekhnitskii. Outros formalismos existente € o de Stroh, que pode ser encontrado nos tra-
balhos de Eshelby, Read e Shockley| (1953), Stroh| (1958)), Ting (1996)), [Ting| (2000). Ele é

conhecido como formalismo rigidez.

A principal diferenca entre a formulacdo de Lekhnistkii e de Stroh estd na maneira
adotada para resolver as equacdes diferenciais. No formalismo de Lekhnistkii, a equacao
de equilibrio € reescrita em termos da funcdo de Airy e, em seguida, o resultado final é
substituido na equagdo de compatibilidade. Na formulac@o de Stroh o processo € inverso,
reescreve-se, primeiro, a equacdo de compatibilidade em termos da fun¢do de Airy para, de-
pois, substituir esse resultado na equacdo de equilibrio. Como mencionado, no formalismo
de Lekhnistkii as tensdes sdo consideradas dependentes apenas de duas coordenadas, x; e
xo. Na formulacdo de Stroh, considera-se que os deslocamentos sdao fungdes das duas co-
ordenadas citadas. Além disso, na formulacdo de Lekhnistkii, usa-se a equacao constitutiva
em temos do tensor flexibilidade S e na formulacdo de Stroh usa-se a equacdo constitutiva

em termos do tensor rigidez F.

Para o formalismo de Lekhnistikii, considere que o corpo a ser analisado estd limitado
por uma superficie cilindrica a qual estd em equilibrio eldstico sob a acdo de forcas de super-
ficies. As equacodes desenvolvidas ndo levam em consideracdo o tamanho do corpo. Logo,
ele pode ter tamanho finito ou infinito. O que garante que as tensdes s6 dependem de duas
coordenadas € o fato de considerar que as for¢cas atuam em planos normais ao plano gerador
da superficie cilindrica, conforme apresentado por [Hwu| (2010).

Outra ponderagdo é que as forgas atuantes nao variam no plano da superficie geradora.
A anisotropia é do tipo retilinea, onde todas as dire¢Oes paralelas possuem propriedades
elasticas equivalentes. Como serd exposto, no formalismo de Lekhnistkii, as tensdes serao
escritas em termos de uma func¢do potencial de tensdo dependente, apenas, de duas coorde-
nadas (1, o). Para iniciar o formalismo de Lekhnitskii, considere o lado direito da equagio

(2.54). Para situacdo em duas dimensdes, temos a seguinte simplificacao:

€1 = S1101 + S1209 + S1606,
€ = Sijo; — €2 = S1201 + S2002 + So6056, (2.58)

€g — 51601 + 52602 + 56606-
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As tensoes da equagdo sdo escritas usando fungdes de Airy, dada por: ¢(x; + pxs).
Essas funcdes sdo empregadas com o objetivo de encontrar uma representacdo para 0 campo
de tensdo que seja capaz de satisfazer a equacao de equilibrio e a equagao da compatibilidade.
A representacdo manipulada serd em termos de varidveis complexas. Sendo assim, considere
que:

2 2 2
0¢ = ai o 9¢ (2.59)

01 = —>5, 02 6 — .
ox3’ or?’ 0x101

Logo, substituindo a equagdo (2.59) na equagio (2.58), temos:

€ = Sy (gi) ¥ Sh (37) — Sy (88%) , (2.60)

Agora, sobrepondo as deformagdes dadas pela equacdo (2.60) na equagio (2.31)), tem-se:

Tt e = s = 7 |5 () 5 (58) - 50 ()|
o [ (1) + 50 () -5 (53|
()G S e

Reorganizando os termos da equagdo (2.61):

s (321) + 5 (argom) 50 (smamy) + 52 (arom) = (1)

0 oo o 0
on (a_> 2o (896%896%) 2o (ax%axz> o (67)

(

\

d'¢ d'¢
—255 (M) + Ses (m) =0& L4¢) =0, (2.62)
sendo que:
ot o 0? o
b= () 250 () 25 () + 52 () @9

A equacdo (2.63)) pode ser decomposta em 4 operadores lineares de primeira ordem, da
seguinte maneira:

D1DyDsDy¢ = 0, (2.64)
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onde D, é:
0 0

D
k= 6.1’2 K 85131

(2.65)

A ideia de reproduzir a equacdo (2.62)) pela equacdo (2.64) consiste em facilitar o pro-
cesso de integracdo, fazendo-a por passos. Vale considerar que o termo j representa as
raizes da equacdo algébrica:

Sll,u4 — 2516,u3 + ,u2(2512 + 566) — 2526,“ + 522 =0. (266)

A equacgdo (2.66) possui 4 raizes, que podem ser complexas ou imagindrias puras. In-
dependentemente de serem complexas ou imagindrias puras, outra caracteristicas € que elas
sdo sempre conjugadas ou ndo. Vale salientar que os valores de ji;, também representam o
grau de anisotropia dos problemas, de acordo com |Lekhnistskii (1981). Dessa forma, pode-
se observar qudo distantes estamos de uma situacdo isotropica. Elas sdo conhecidas como
parametros complexos. Para encontrar uma expressao para ¢, deve-se resolver as seguintes
equagoes diferenciais:

Dygy = ¢3,

DyD3p3 = ¢,
DyD3Dagy = ¢4,
D1¢1=a—x2—ﬂ gﬁi = 0.

(2.67)

A solucdo da equacio (2.67), encontrada por Lekhnistskii| (1968)), e expressa da seguinte
forma:

(w1, 2) = P1(21 + pT2) + G211 + prow2) + P3(w1 + p3w2) + a1 + pawa).  (2.68)

Para o caso estudado, as raizes de p;, sdo conjugadas. Por isso, tem-se:

H1 = g + iﬂl?
Mo = ?42 + if3s, (2.69)
H3 = H1,
Ha = [lo.
logo:
d(x1, x2) = 2R[P1(z1 + px2) + P2(T1 + pox2)]. (2.70)

A equagio (2.70) pode ser reescrita como fungio da varidvel complexa z;, = 1 + %2
para k = 1, 2, como:

P(21, 22) = 2R[01(21) + P2(22)]. (2.71)
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Além disso, introduziremos a seguinte notacao:

dgi(zi)
CW(a) 2.72
dZi \IJZ(ZZ) ( )
Substituindo as relagdes das equagdes (2.71) e (2.72)) nas equagdes (2.59) e (2.60), temos:
o¢? : :
on = 90 = MRV, (2) + Vsl
L3
a 2
722 = Sy = 2RV (21) + W (za)], 73
oz
a 2
o1 = 89:1%962 = 2R[i W) (21) + H2Wa(22)],

gg = en = Su(2R[Te) (21) + 1505 (22)]) + S12(2R[ey (21) + b5 (22)]) +
S16(2R[p16y (21) + pady (22)]),

2.74)
guz = €2 = S12(2R[pid) (21) + 1505 (22)]) + S22 (2R[¢y (21) + ¢y (22)]) +

Sa6(2R[p1161 (21) + pady (22))).

reorganizando:

0
831 = 2%(511/1 ¢1 + 512¢1 — 516M¢1) + 2%(511H2¢2 + 512% - Slﬁﬂ¢2)
1

= 2R(S1p® + S1a — S161) By + 2R(S1p’ + S1a — Si611) b,

(2.75)

0
o = 2R(Siaf’0) + Sy — ooty + 2R(Saky + Saay — Sandy)
2

= 25}3(51%02 + Sag — 526M)¢/1/ + 25}3(512/12 + Soape — S%M)sz'

Integrando a equagdo (2.75) temos os seguintes resultados:

Uy = 25}%[}71\111(21) + pQ\IIQ(ZQ)] — WTo + U, »
uy = 2R[1 V1 (21) + 2 Wa(22)] + way + uo,. (2.76)
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Na equacao temos que w, Uy, € Ug, S0 constantes arbitrdrias que apareceram de-
vido o resultado da integracdo. Elas caracterizam os deslocamentos de corpo rigido, isto &,
deslocamento sem deformacdo. A constante w representa a rotagao e ug, € uop, 0 desloca-
mento translacional. Nessa tese desconsideraremos a situacido de deslocamentos de corpos

rigidos. Logo, essas constantes serdo ignoradas. Além disso, os termos p; € ¢; sdo dados por:

pi = S1ip? — Siepi + Sia,

(2.77)
¢; = Shapti — Sas + (S12/14i).

2.6 Materiais compésitos

Os materiais compdsitos podem ser definidos como a combinagao, na escala macroscé-
pica, de dois ou mais materiais que sao quimicamente distintos nessa escala, segundo Jones
(1999). Como consequéncia, tem-se um material cujas propriedades mecénicas sao melho-
res que a de seus constituintes, sendo elas influenciadas por indmeros fatores. Entre eles,
temos a selecdo dos materiais utilizados na sua formacdo, a sua distribui¢do e a interacdo
entre eles. Devido a esses fatores, consideramos que as propriedades do material compo6-
sito sdo ponderadas pelas soma das fragdes volumétricas de seus constituintes, sendo que,
segundo |Agarwal e Broutman| (1990), a razdo de volume entre essas fases deve ser maior
que 10%. Por isso, iremos estruturd-los por fases: uma continua e outra descontinua. A fase
descontinua é denominada de refor¢o e a fase continua como matriz. A matriz tem como
fun¢do manter a fase descontinua junta, proteger as fibras do meio envolvente, proteger as
fibras do dano durante o manuseamento, distribuir o carregamento pelas fibras e redistribuir

o carregamento pelas fibras em caso de ruptura.

A fase descontinua é responsdvel por realcar as propriedades mecanicas, eletromagné-
ticas ou quimicas do material. Vale ressaltar que pode existir materiais de interface, ou
interfases, presentes entre a matriz e o refor¢co. Dentre as vdrias caracteristicas que essas
fases possuem, vale ressaltar que a fase descontinua €, normalmente, mais rigida e resistente
que a continua, além dela ser capaz de promover o aumento da resisténcia ao calor, a cor-
rosdo e a condutividade. O reforco também € a estrutura que vai suportar a maior parte dos
esforgos e, por isso, deve ser mais forte e mais rigido que a matriz. Segundo Albuquerque
(2001), esse constituinte deve ter uma rigidez e resisténcia pelo menos 5 vezes maior que a
do outro componente, a fim de garantir que teremos um material com propriedades mecani-
cas muito superiores a de seus constituintes. Devido a esses fatores, os materiais compdsitos
apresentam maior rigidez especifica e maior resisténcia mecanica especifica que a maioria
dos materiais comuns, como ac¢os e aluminios. Além disso, a performance de materiais com-
positos também € melhor do que a de seus constituintes em altas temperaturas. Define-se a
rigidez especifica como a relacdo entre rigidez e densidade. A resisténcia mecanica especi-
fica € a relacdo entre resisténcia mecanica e densidade. Outro importante fator que impacta a
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propriedade final do material compdsito € a geometria e a orientagdo do reforco com relagdo
a um determinado sistema de referéncia. O fator geometria estd relacionado com a distri-
bui¢do, forma e tamanho do reforco. Normalmente, as unidades do reforco sao modeladas

como cilindros ou esferas.

O uso de materiais compositos € bastante antigo. Segundo Albuquerque| (2001), por
volta de 800 a.C., os israelitas ja usavam palhas de vegetais fibrosos para fabricar tijolos de
argila. Na América do Sul e Central existiam algumas tribos indigenas que também usavam
fibras vegetais para fazer pecas ceramicas. O grande desenvolvimento desse material surgiu
a partir do século XX, especificamente durantes os anos de 1940, com o surgimento dos
compdsitos com matriz polimérica refor¢cada com fibra de vidro, (DVORAK! 2013). Com o
passar do tempo, o desenvolvimento e aperfeicoamento na fabricacao desses materiais, como
o surgimento de fibras de carbono e boro, fez com que sua utilizacao cresce-se. Vale ressaltar
que, durante muitos anos, a industria aeroespacial foi uma das principais dreas da ci€ncia
que proveram o desenvolvimento desses materias. Contudo, atualmente, devido a inovagao
e criacdo de novos materiais compdsitos, a inddstria automotiva, maritima, eletronica e a
construcdo civil t€ém promovido a sua expansdo, juntamente com outras dreas da ciéncia
que requerem o seu uso,(COMPOSITELAB, 2019). Devido a essa gama de utilidade, faz-
se necessdrio criar uma classificacdo para os materiais compositos, a fim de agrupa-los de

acordo com a sua necessidade.

2.6.1 Tipos e Classificacao dos Materiais Compdasitos

Os compdsitos podem ser classificados em dois niveis distintos: o primeiro com relagao
ao material constituinte da matriz e a segunda classificagdo esta relacionada com o tipo de

refor¢o usado, (DVORAK] 2013). Assim, temos os seguintes grupos apresentados na Tabela

Tabela 2.3: Classificagdo do material compdsito segundo o tipo de matriz ea forma do refor¢co

Material da matriz | Forma do reforco
Polimero Fibroso
Metal Particulado
Ceramico Laminado

Os compositos classificados pelo material de matriz sdo utilizados de acordo com faixa
de temperatura que os mesmos suportam. Os materiais compdsitos feitos de matriz poli-
mérica, do inglés polymer matrix composites sdo os que trabalham em menores faixas de
temperatura. Em contrapartida, os compdsitos com matriz metdlica situam-se na posi¢cao
intermedidria, isto é, eles suportam temperaturas maiores que os compositos de matriz poli-

mérica e nao suportam as temperaturas de trabalhos dos compodsitos com matriz ceramica.

Analisando a classificacdo dos compdsitos a partir da segunda propostas, os compositos
fibrosos sdo aqueles formados por fibras pequenas ou longas. Elas podem estar orientadas
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de forma aleatéria ou ndo. O desempenho de tais compdsitos, segundo Hannant (1980) e
Johnston| (1994)), estd intimamente relacionado com as seguintes caracteristicas:

* Comprimento da fibra;

Propriedades fisicas da fibra e da matriz;

Aderéncia entre as duas fases;

A orientagdo e distribuic@o da fibra na matriz;

Quanto a orientagdo das fibras, destacamos as seguintes orientacdes: fibras paralelas uma
as outras, fibras orientadas em angulos retos (compdsitos "cross ply") ou fibras orientadas em

vérias dire¢des (compdsito fibroso multidirecional).

43
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Figura 2.5: Lamina ortotrdpica - referéncia Costa (2011)

Os compdsitos particulados sdo formados por particulas, de formas e tamanhos variados,
aleatoriamente dispersas na matriz. Este material também pode ser denominado de quasi-
homogéno ou quasi-isotrépico, se o analisarmos em uma escala que seja muito maior que
o tamanho da particula e do seu espacamento. A fase particulada tem como caracteristica
ser mais dura e rigida do que a matriz. Como consequéncia, eles tendem a restringir o
movimento da matriz na vizinhanga de cada particula. Vale ressaltar que a performance
do comportamento mecanico desse material estd intimamente relacionada com a ligacao
na interface matriz-particula. Como exemplo de compdsitos particulados, temos o concreto,
cuja a matriz € o cimento. A areia e o cascalho formam a parte particulada. No caso do vidro,
detectamos que seu reforco € o floco de mica. Na exemplificacdo, também destacamos o0s

polimeros refor¢cados com particulas de borracha, de chumbo, etc.

Os compésitos laminados sdo formados por camadas alternadas de materiais diferentes.
Eles ficam impregnados em uma determinada matriz. Dentre os vdrios laminados existen-

tes, os considerados simétricos sdo bastante utilizados para formarem estruturas, porque eles
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apresentam uma equagao constitutiva que permitem serem mais facilmente analisados. Uma
lamina € definida como uma camada plana ou curva de fibras unidirecionalmente dispostas
ou na forma de tecidos. Os compdsitos laminados que contém laminas de dois ou mais tipos
de material sdo conhecidas como compositos hibridos. Por isso, os laminados de material
compdsitos sdo designados indicando o ndmero, tipo, orientacdo e sequéncia de empilha-
mento das vdrias laminas. A lamina € considerada com caracteristica ortotrépica, sendo que

0s eixos principais estdo dispostos nas seguintes direc¢des:

* Na direcdo das fibras (longitudinal);
* Na direcdo normal as fibras, no plano da lamina (transversal);

* Na direcdo normal ao plano da lamina;

Esses eixos podem ser chamados de (1,2, 3), conforme a Figura 2.5/ ou da forma (z, y),
como na Figura@ Além do eixo das laminas, também temos o eixo dos laminados, definido
como (7,7) na Figura Em alguma situagdes, tais eixos ndo sdo coincidentes. Logo, a
relac@o constitutiva de cada 1amina devera ser modificada para o eixo do laminado (7, 7).
Por isso, tal eixo serd considerado o eixo de referéncia. Conforme a Figura[2.6] a orientagio
de uma lamina (z,y) é dada pelo dngulo entre o eixo de referéncia (Z,7) e a direcdo das

fibras da lamina. Vale salientar que o sentido do angulo € anti-horario, como apresenta a

Figura
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Figura 2.6: Sistemas de coordenadas da lamina (z1,x2) e do laminado (7,7). referéncia:

Albuquerque] (2001)
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2.7 Comportamento elastico da lamina do compdsito

Nessa secdo apresentaremos o cdlculo da tensdo e deformagdo para uma lamina bidimen-
sional, onde as fibras estdo orientadas unidirecionalmente. Considerando que a lamina seja
ortotropica, conforme a Figura a relacdo de tensdo e deformacdo, dada pela primeira
identidade da equagdo (2.44), é:

Fibra

Figura 2.7: Lamina ortotrépica - referéncia: Albuquerque| (2001}

01 Fiy Fiz 0 €1
09 = F21 F22 0 €9 . (278)
(o] 0 0 F66 266

Sendo que a equacdo (2.78) pode ser reescrita com as identidades dada pela equacgdo

(2.50):

01 El/(l - V12V21) Chz 0 €1
09 == V12E2/(]. — V12V21) Eg/(]. — V12V21) 0 €9 . (279)
Og 0 0 G12 266

Como pode-se perceber, a equagao foi completamente caracterizada com os se-
guintes valores de constantes elasticas: os mdodulos de elasticidade longitudinais £} e Fs nas
direcdes 1 e 2, o médulo de elasticidade transversal (G15 e a razdo de Poisson v5. Por isso a

lamina acima € ortotrdpica.

Quando os eixos principais das laminas (1, x2) ndo sdo coincidentes com os eixos dos
laminados (71, Z2), deve-se fazer uma transformagao na relacdo constitutiva de cada lamina,
para que os eixos principais da lamina sejam coincidentes com os eixos dos laminados.

Para realizar tal feito, deve-se multiplicar os tensores de tensdao e deformacao do sistema de
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referéncia da lamina (o;;, €;;) com a matriz de transformacao T:

m?2 n? 2mn

T = n?  m? —2mn | sendoque: m = cos(f) en = sin(f) (2.80)

—mn mn m?—n?

logo:
7)) (
011 011
! I
!
012 ) ( 712
/ (
€11 €11
! —
€99 =T €929 s (282)
/
€12 ) \ €12

Feita a transformacdo do sistema de referéncia da lamina para o sistema de referéncia do
laminado, a relacdo dada pela equagdo (2.78)) pode ser dada por:

o €1
of =T 'F(T )L € 7, (2.83)
o 2€;

onde (T~')’ representa a matriz transposta da matriz inversa de T

m?2 n? —2mn

T'=T(-0)=| n> m*> 2mn |. (2.84)

mn —mn m?—n?

Vale ressaltar que a matriz inversa T~! pode ser obtida pela substitui¢io do angulo posi-
tivo 6 pelo angulo negativo —6. Fazendo a multiplica¢do dos termos F~'F(T~!)’ da equagdo

(2.83), encontramos que:

/ T al nl /

011 Fy1 Fia Fig €11
/ _ il nl il /

Oy ¢ = | F12 Faa Fag €99 (5 (2.85)
/ nl Fnl nl /

019 Fi6 Fay Fleg €12
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onde os termos da matriz [;; sdo dados por:

Fi1 = Ficos*0 + 2(Fyy + 2Fs6)sen®0cos®0 + Fasen'd,
Fyy = Fisend 4 2(Fig + 2Fg6)sen?*@cos?d + Fyycosd,
Fiy = (Fiy + Fy — 4Fs6)sen®0cos?d + Fia(sen’d), +cos'6)
(Fi1 + Fhyy — 2Fyy — 2Fg6)sen®0cos®0 + Fyg(send + cos*f),
Fig = (Fi1 — Fia — 2Fgs)senfcos’0 + (Fiy — Fa + 2Fg) (sen®fcosh),
(Fi1 — Fip — 2Fsg)senfcos®d + (Fia — Fyy + 2Fs6)(senfcosd).  (2.86)

Conforme a equacao , a matriz ' é completamente preenchida. Logo temos seis
constantes eldsticas governando o comportamento da 1amina, porém duas, Fua € F%, sao
combinacdes lineares das outras quatro. Devido a transformacdo realizada pelo sistema de
referéncia, a ldmina ortotropica é conhecida como geralmente ortotropica. Logo, a matriz
F é parecida com a matriz F dos materiais totalmente anisotrépicos (Fig # 0, Fag # 0).
Porém, quando temos a condi¢cdo onde F'5 = Fy = 0, diz-se que o material é especialmente
ortotropico.

2.8 Laminados simétricos

Laminados simétricos sdo aqueles onde as laminas estdo dispostas para que haja um
plano médio em relagdo a elas, de tal modo que, para cada lamina a uma distancia h do
plano médio, exista uma outra, com propriedades e orienta¢do idéntica, sendo esta localizada,
também, a mesma distincia h, conforme mostra a Figura

X3

Plano médio
S ad
yd .
x, B|*~
i\ C
B
?f \
A

Figura 2.8: Laminado simétrico - referéncia: Albuquerque| (2001)
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De acordo com |Albuquerque; (2001), a ndo existéncia de um plano médio implica num
laminado no qual ndo € possivel fazer uma andlise bidimensional, pois haveria uma flexao
em torno do eixo x;. Assim, tal flexdo, juntamente com as deformagdes no plano z;x»,
totalizaria trés deformagdes em torno de um unico eixo. Portanto, a andlise bidimensional
estaria descartada.

Para analisar o comportamento do laminado simétrico da forma que faremos, devemos
assumir algumas hipéteses. Assim, inicialmente, consideramos que as deformagdes em qual-
quer reta que seja perpendicular ao plano x1x5 serdo as mesmas em toda a espessura do la-
minado. Logo, pressupdem-se que as ldminas encontram-se perfeitamente coladas (ndo ha
escorregamentos entre uma lamina e outra). Além disso, o tensor de deformagdes ¢;; sera,
por hipdtese, o mesmo em todas as ldminas. A fim de obter as componentes do tensor de
tensdes atuantes num laminado, iremos integrar as componentes atuantes em cada lamina,

ao longo de toda a espessura e do laminado, ou seja:

L 1 e/2 .
05 = — O'ijdflfg, (2.87)

onde o;; € o tensor de tensdo atuante em uma lamina individual e 775 € o tensor de tensdo
média no laminado.

Considerando que o laminado possua N laminas genericamente ortotropicas, conforme
mostrado na Figura[2.8] as forgas atuantes no plano médio deste laminado podem ser obtidas
pela substitui¢do da integral continua pela soma das integrais, representando a contribuicao
de cada lamina.

011 1 N g 11

hy
0922 = - E / Uéz d$3. (288)
€ h

— =1 -1 /

012 12 ),

Substituindo a equagdo (2.85) na equagdo (2.88)), tem-se:

o1 1 N hy ?11 ?12 ?16 G
T = c Z /h Fio Foy Fag €y pdxs . (2.89)
T12 = T Fie Fas Feo €

A equagio (2.89) pode ser reescrita como:

o1 R Fyy Fiy Fig €
Oy ¢ = - Z Fia Fay Fas | (hy —hi—1) € (2.90)
T =1 | Fie Fas Fes €19

l

pois a matriz de rigidez F; e o vetor deformag@o ¢;; sdo constantes ao longo da espessura da
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lamina (h; — h;_1). A matriz de rigidez média dada por:

—/ —=/

o Fin Fia Fig €11

— _ —/

022 = F12 F22 F26 622 5 (291)
—/ —=/

019 Fig Fy I I €12

onde:

AR
F, = [g > Fi(l - h,l)] . (2.92)
=1

Vale ressaltar que a equagio (2.92)) é equivalente a matriz de rigidez do laminado. Além
disso, o tensor de flexibilidade para o laminado é dada pelo inverso do tensor de rigidez, ou
seja:

[Sij], =F;" (2.93)

Por fim, de acordo com Albuquerque| (2001), muitas vezes tem-se ainda a necessidade
de se escrever o tensor de rigidez F;; e de flexibilidade S;; do laminado em relagdo a um
outro referencial. Neste caso, por um procedimento similar ao realizado para encontrar as
equacdes, tem-se que:

S'. = Sp1cos’d + (2515 + Sgs)sen?fcos?d + Sypsend + (S1gc0s26 4 Sogsen?d)sen6),
by = apsen*d + (2515 + Sgg)sen?fcos?0 + Syacost — (S16c0s%0 + Sagsen?d)sen2d,
1y = S+ (S11 + Sag — 2515 — Seg)sen?Ocos®d + %(526 — Si6)sen26cos26
b6 = See+4(S11 + Saz — 2812 — Ses)sen?dcos® + 2(Ss — Sy6)sen260cos26),

'« = [Sasen®d — Syjcos?f + %(2512 + Sgg)cos20]sen26 + Sjgcos®0(cos®d — 3send)
+Sogsen®(3cos’d — sen’d),

b6 = [Saacos?d — Sijsen?d + %(25’12 + Sgg)cos20]sen26 + Sygsen6(3cos’d — sen?),
+S56c0820(cos?d — 3sen?6), (2.94)

onde S}, representa a matriz de constantes eldsticas do laminado escrita no sistema (z7, 75)
enquanto que S;; representa esta mesma matriz escrita no sistema (1, xo). Por fim, as raizes
da equacdo caracteristica podem ser escritas num novo sistema de coordenadas, conforme
mostrado por Lekhnistskii (1968) como:

,  prcost — send

1 (2.95)

cost + pgsend’

onde i, representa as raizes da equacgdo caracteristica no referencial (z,x}) e py as
raizes da mesma equacao no referencial (71, ).
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Capitulo 3

Método de Elementos de Contorno para
materiais anisotropicos

3.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos a formulacdo do MEC para problemas de elasticidade ani-
sotrpica. Comecaremos-o com uma breve apresentacdo das ideias basicas do MEC, como
suas vantagens, desvantagens e caracteristicas. Em seguida, desenvolveremos as solugdes
fundamentais para formulagdo proposta. Vale ressaltar que elas sdo essenciais a0 método,
pois, sem elas, as equacdes integrais de contorno ndo sdo obtidas. O teorema reciproco de
Betti e a identidade de Somigliana também serdo descritos. Esses dois topicos colaborardo,
juntamente com as solugdes fundamentais, para o desenvolvimento da equagdo integral de
contorno, que serd obtida na quarte parte deste capitulo. Posteriormente, iremos discretiza-la,
para obter o sistema linear do MEC. Para realizar tal feito, apresentaremos os tipos de ele-
mentos disponiveis para efetuar a discretizagdo. Além disso, mostraremos como a solucio
desses problemas sdo encontradas. Por fim, as equacdes para calcular tensdo e o desloca-

mento no interior do dominio sdo descritas.

3.2 Ideias basicas do MEC

Como apresentado na introducdo, o MEC corresponde a uma classe de métodos numé-
ricos disponiveis para encontrar a solucdo de problemas existentes em diversas dreas da
ciéncia. Tal método, juntamente com o Método dos Elementos Finitos (MEF), do inglés Fi-
nite Element Method (FEM) e com o Método das Diferencas Finitas (MDF), do inglés Finite
Difference Methods (FDM) formam o grupo dos métodos computacionais mais utilizados,
sendo que o MEF € o de maior destaque entre eles, pois € o mais difundido e o mais utili-
zado, segundo os dados de |Alexander e Cheng (2005). O MEF e o MDF fazem parte dos

métodos numéricos que tem o dominio do problema como base para seu desenvolvimento.
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Por isso, eles trabalham com equacdes diferenciais, sejam elas ordindrias ou parciais. Em
contrapartida, o MEC € um método que trabalha com o contorno do problema analisado. Por
isso, faz-se necessario trabalhar com a formulagdo integral das equagdes diferenciais. Esse
fato configura-se como uma de suas principais caracteristicas. A Figura[3.1|reflete o que foi

apresentado.

Métodos numéricos em
mecanica do continuo

| ]

Elementos Elementos de N{étodos das
Finitos Contorno diferencas
finitas

VASA

Figura 3.1: Classificacdo dos métodos numéricos - referéncia: Becker (1992) modificado

Todos esses métodos possuem desvantagens e vantagens, por isso, para determinadas
situacOes, um deles levard vantagem sobre os outros dois. Como exemplo, o MEC possui
melhor desempenho que o MEF para problemas de meio infinito e semi-infinito. Em contra-
partida, para o MEC ser aplicado, o problema estudado precisa ter uma solu¢ao fundamental.
Se isso ndo acontecer, nao serd possivel usar o MEC, pois a equagdo integral ndo pode ser
obtida. A titulo de exemplo, a Tabela [3.T] apresenta algumas vantagens e desvantagens entre
o MEC e o MEF.

Mais informagdes sobre caracteristicas do MEC podem ser encontrada nas seguintes li-
teraturas: |Aliabadi (2002), Beer, Smith e Duenser (2008)), Brebbia e Dominguez (1992), Liu
(2009), |Gaul, Kogl e Wagner. (2002), |[Katsikadelis (2016)

3.3 Soluc¢oes fundamentais

As solugdes fundamentais podem ser definidas como as solu¢des de uma equacgao dife-
rencial quando a condicao de carga concentrada € utilizada, segundo |/Aliabadi (2002) e Beer,
Smith e Duenser (2008). Na literatura, essas solugdes também podem ser referidas como
fungdes de Green ou kernels. Nesta tese apresentaremos as solu¢des fundamentais relaci-
onadas com a formulagdo de |Lekhnistskii (1981)), Lekhnistskii| (1968). A utilizacdo dessas

solucdes estd presente em muitos artigos que lidam com a elasticidade anisotrdpica. Seu uso
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Tabela 3.1: Caracteristicas e vantagens do MEF e MEC

MEF | MEC

Caracteristicas
Abordagem feita com derivadas Abordagem feita com integrais;
Malha do dominio: 2D ou 3D; Malha do contorno: 1D ou 2D;
Matriz simétrica e esparsa; Matriz nao simétrica e densa;
Muitos pacotes comerciais disponi- | Poucos pacotes comerciais disponi-
vels; veis;

Vantagens

Solugdo rapida; Geragao da malha € rapida;

Adequada para andlises estruturais; | Adequada para problemas com con-
centracdo de tensao;

Problemas nao-lineares; Problemas de dominio infinito;
Materiais compositos (andlise em | Materiais compoésitos (andlise em
macro-escala); micro-escala);

remonta aos anos 90, desde os primeiros trabalhos de Sollero| (1994), seguidos por muitos
outros trabalhos, como os de /Albuquerque, Sollero e Aliabadi| (2004), Albuquerque, Sollero
e Fedelinski (2003a), /Albuquerque, Sollero e Fedelinskil (2003b), |Albuquerque, Sollero e
Aliabadi (2002), |Garcia-Sanchez, Saez e Dominguez (2006), Garcia-Sanchez, Zhang e Saez
(2008)). Vale ressaltar que tal solu¢do fundamental nunca foi usada para simular problemas
de larga escala para materiais anisotropicos. Trabalharemos com as solu¢do fundamental de
deslocamento U;; e a solu¢do fundamental de forga de superficie 7;;. Elas representam o
deslocamento e a forca de superficie no ponto campo z, na dire¢do j, quando a forca concen-
trada estd atuando na direcao i no ponto fonte zy. Portanto, o ponto fonte € o ponto em que a
for¢a concentrada é aplicada. No ponto campo encontramos a resposta que desejamos obter.
Como as solugdes fundamentais serdo mapeadas em um plano complexo, escreveremos o

ponto fonte z( e 0 ponto campo z como:

2o =4 “ L] TatinTe L 3.1)
202 Iol + M?xoz
s a2l _]m + 12 ‘ (3.2)
29 T1 + f22

Os termos ji1 € o das equacoes e sdo raizes da equagdo caracteristica (2.66).
As coordenadas do ponto fonte sao (z,,, x,,) € as coordenadas do ponto campo sio (z1, x2).
Para encontrar as solucdes fundamentais, é necessério descobrir as fungdes de tensdo de Airy
correspondentes as equagdes de forcas de superficie fundamentais. Portanto, considere um

contorno fechado I' ao redor do ponto fonte z,. Pode-se escrever as equacdes de forcas de

40



superficie fundamentais como:

%tldr = ygannldf + % 012n2dF = %tldr == 2%[[,[111\111 + /LQ\IIQH,
Tr r r r

%tgdr = %Ulgnldl—‘ + % UQQ?’LQdF <~ %tgdr = 2%[[\111 + \112]] (33)
r r r r

Os colchetes duplos foram necessarios porque representam o salto da fungao devido a um
contorno fechado em torno do ponto fonte, segundo |Cruse e Swedlow| (1971). A equagado
terd resultado diferente de zero se o contorno I' incluir o ponto de aplicagdo de carga.
Para encontrar a fungdo de Airy desejada, deve-se considerar que a integrais da equagao (3.3)
sejam escritas considerando carregamentos concentrados. Eles s@o representados pelo delta
de Dirac: d;; e d;2. A fung@o de Airy relacionada ao carregamento concentrado na direcao @

€ representado por V. Logo, a equacdo (3.3)) € reescrita como:

%tldF = —0;1 .. —0;1 = 2R[p1 Vi1 + p2Vis],
r

r

Para que a equacdo (3.4) satisfaca qualquer contorno fechado I em torno de z,, deve-se

considerar que:
Ui = Ay In(z — z,), (3.5

onde A, representa o valor de quatro constantes complexas. Para obté-las, primeiramente,

considere o seguinte resultado:
In(z — z,) = 271, (3.6)

sendo que a equacdo foi obtida devido as propriedades da fung¢do complexa. Ela
representa o resultado associado com a condi¢cao de um contorno fechado qualquer em torno
de z,. Mesclando os resultados da equagdo (3.5) e (3.6) para reescrever a equacdo (3.4),

tem-se:

—0i1 = 2R Vi + poVio] © —0i = 2R[mAin In(z — z,) + A In(z — z,)]
=01 = 2R [y A 211 4 pp Agp2mi],

dio = 2R[V;1 + U] < di2 = 2R[Ai In(z — 2,) + Ain In(z — 2,)]

8 = 2R[Au2mi + Aw2ni], (3.7)

reorganizando:

= A — 1 An + poAie — s Asa,

()
() =+ a3

—0i

= A — A + Ain — Aig, (3.8)

27l
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sendo que a barra sobre os termos da equagéo ([3.8)) representam o complexo conjugado. Para
encontrar as outras duas equacgdes, considere que os deslocamentos possam ser reescritos

Ccomo:

w = 2R[p11Vi1(21) + p12Viz(22)] © wy = 2R[p11din In(z — 2o) + pr2Aio In(z — 2z,)],
ug = 2R[p21Vi1(21) + p2aVio(22)] © us = 2R[pa1 At In(z — 2o) + pa2Aio In(z — 2,)].

(3.9)
Devido a exigéncia dos deslocamentos serem unicos, temos que:
[w;] = 0. (3.10)
Logo, os resultados para equacgdo (3.10) sdo:
0 = 2R[p11Ai In(z — 2z,) + p12Aiz In(z — 2,)],
0 =2R[pa1Ai In(z — 2o) + paoAin In(z — z,)], (3.11)
reorganizando:
0= pudi — Py Ain + pr2din — Pz Ass,
0 = poAin — Doy Air + pradio — PonAia. (3.12)

Assim, montamos o seguinte sistema de equacdo linear utilizando a equacdo (3.12)) e

G3).

H1 fh H2 flz 1 _ 1/ (27i) ‘ (3.13)
P11 —P11 P12 —DPio Ao 0
P21 —DPo1 P22 —Dao Ao 0

A solugdo da equagdo (3.13)) torna-se singular quando y; € igual a i, (SOLLERO) [1994)
e (ALBUQUERQUE, 2001). Essa singularidade surge quando tentamos equiparar a solu¢ao
fundamental anisotropica com a solucao fundamental isotrépica. Quando isso acontece, a
equacao caracteristica torna-se biquadrada, sendo que duas raizes serdo iguais a i e as outras
duas iguais a —i. Devido a singularidade mencionada acima, nao € possivel, dessa formar,
aproximar o comportamento da solucdo fundamental de materiais anisotrépicos com a so-
lucdo fundamental isotrépica de Kelvin. Para fazer a comparacao proposta, deve-se utilizar

uma formulacdo quase-isotropica:

B =F,+x~E. (3.14)
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O moédulo de cisalhamento € dado por:

Ey

Grp= — .
12 2(1 ‘|—l/12>

(3.15)

Assim, apds obtermos a funcdo de Airy correspondente ao carregamento apropriado,
dada pela equagdo (3.5), deve-se substitui-la nas equagdes para escrever a solucio
fundamental de deslocamento Uj;:

Uij(2o,2) = 2R[pi1 Vi1 + piaVio] = 2R[pin A In(21 — 20, ) + picAiz In(22 — 2,,)]. (3.16)

A solugdo fundamental para forca de superficie 7;; € obtida a partir da derivada da equa-
¢do (3.6) com respeito a z;. Em seguida, substitui esse resultado na equagdo (2.73), para

obter a seguinte equacao:

C]jl(uﬂh - nQ)Ail
(Zl - ZOl)

T;i(20,2) = 2R[q;1 ;) + qj2 T3] = 2R {

4 Gelpam = ”1)’%} . (3.17)
(ZQ - Z02)
onde:
M1 M2
= . 3.18
qj [ 1 —1 ] ( )

Na equacio 0s termos n, € ny representam os componentes do vetor externo nor-
mal ny,. As solucdes fundamentais dada pelas equagdes (3.16) e possuem singulari-
dades quando o ponto fonte e o ponto campo se aproximam. A singularidade para equacao
é considerada fraca, pois é do tipo In(r). A singularidade para equagio é do
tipo forte, pois € do tipo (1/7). Essa denominagdo existe porque a singularidade do tipo forte
cresce mais rapido em direcdo ao valor infinito, enquanto a outra singularidade cresce de
uma maneira mais branda, conforme a Figura[3.2] Assim, definidas as solugdes fundamen-
tais, deve-se, agora, desenvolver as equacoes integrais de contorno. Para tal, utilizaremos
o teorema de reciprocidade de Betti e a identidade de Somigliana. Durante o desenvolvi-
mento de tais tdpicos, ficard claro porque a solu¢do fundamental € um fator importante para
o desenvolvimento do MEC.

3.4 Teorema de reciprocidade de Betti

O primeiro passo para apresentar a formulagao do MEC esta relacionada com a transfor-
macao de uma equacgdo diferencial em uma equacdo integral, Gaul, Kogl e Wagner.| (2002).
Para problemas de elasticidade, seja em meio isotrépico ou anisotrépico, a equacao integral

¢ formulada com base no teorema do trabalho reciproco de Betti| (1873).
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Figura 3.2: Comportamento das singularidades fortes e fracas

O teorema reciproco de Betti, também conhecido como teorema de Maxwell-Betti, foi
utilizado para integrar as equacdes de elasticidade e derivar sua solucdo na forma integral.
Esse teorema € considerado uma proposta mais geral que o principio de reciprocidade pro-

posto por Maxwell.

Através do teorema de Betti correlacionamos o trabalho de dois estados eldsticos diferen-
tes. Assim, considerando os estados eldsticos [ e 1, pode-se igualar o trabalho resultante
da carga do estado / e o deslocamento do estado // com um outro trabalho resultante da
aplicacdo de uma carga no estado /7 e o deslocamento do estado /. Esse teorema € impor-
tante porque uns dos estados utilizados para desenvolver a equagdo integral estd relacionado
com a solugdo fundamental. Sendo assim, considere os estados (u;,t;,b;) € (uj,t7,b7). A

equacao de equilibrio € rescrita como:

Q Q Q
onde o termo em destaque na equagdo (3.19) foi originado a partir da seguinte equagao:
(oiju;); = 04j5u; + 0jiuf ;. (3.20)
O deslocamento u; ; pode ser escrito como a soma do tensor simétrico e anti-simétrico:
U5 = 5(%] + sz) + 5(%] - “]z) =€ T W, (3.21)

onde €;; € o tensor deformag@o e w;; o tensor rotagdo. O primeiro € simétrico e o segundo ¢
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anti-simétrico. Ento, a equagdo (3.20) é reescrita como:

(0iju;) j = 0ijju; + 0ji€i; + Oijw;;. (3.22)

Como o;; € um tensor simétrico, o produto entre um tensor simétrico € um tensor anti-
o . 4 ~ .
simétrico w;; € nulo. A equacdo (3.22) serd:
*
i

(oiu;) j = oijju; + oji€s; & (0u;) j — 0ji€;; = 045,45, (3.23)

substituindo o termo o ju; da equagdo (3.23)) na equacdo (3.19):
Q Q

Usando o teorema da divergéncia na primeira integral da equagao (3.24)):

/(O‘Z‘juj),de = /(O‘iju;-k)’nde@ /(awn])u;‘df‘ = /tlu;‘df‘, (325)
Q I I Iy

onde:
ti = 0yn;. (326)

Finalmente, a equagdo (3.24)) é reescrita como:

r Q Q

O mesmo resultado apresentado na (3.27)) pode ser obtido considerando o estado auto-

equilibrado como (u}, ¢}, b}). Entéo, a equagdo (3.27) sera:

2771 7

/(U;‘jj +b0))u;dQY =0 < / o5 jwidS) + / b u;d2 = 0. (3.28)
Q 7 Q Q
Seguindo o mesmo procedimento desenvolvido acima, vamos encontrar:
/t;‘uidl“ — / o€ dS2 + / biu;d€) = 0. (3.29)
r Q Q

Segundo |Albuquerque (2001)), é possivel conectar dois estados do mesmo material pela
igualdade:

0%i€ij = Oji€i;. (3.30)

Logo, através da equagdo (3.30) € possivel produzir o seguinte resultado:

r Q r Q
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A equagdo (3.37)) fornece uma relacdo, na forma integral, entre dois estados elastostaticos
diferentes. Através dela, desenvolveremos a equacao integral de contorno. Para tanto, deve-

se eliminar as integrais associadas ao dominio do nosso problema.

3.5 Equacao integral de contorno

Para demonstrarmos a equacgdo integral do contorno, considere, primeiramente, que a

forca de corpo pode ser representada por uma fun¢do do delta de Dirac:
bi = (S(Z — Z())Bi, (332)

onde as seguintes propriedades podem ser definidas:

d(z — 2zo) = 00 Se Z = Zo,
3z —2o) =0 se Z # Zo, (3.33)
[ 6(z — 20)dQ =

De acordo com Albuquerque| (2001)), a razdo para escolher a for¢ca do corpo como fungao
delta de Dirac é a possibilidade de reduzir o nimero de integrais de dominio em nosso

problema. Isso € possivel em razdo da seguinte propriedade:
/ f(x)0(z — 26)dUz) = f(Zo). (3.34)

Para obter a equacdo integral de contorno a partir da equagdo (3.31)), considere que o
estado (u;, t}, b)) é chamado como estado fundamental e o estado (u;, t;, b;) estd relacionado
com a solugdo desejada. Utilizando as solugdes fundamentais de deslocamento Uj;;(z,, z) e
forcas de superficie T};(z,, z), dada pela equagdes e respectivamente, pode-se

reescrever o estado fundamental:

uf = iy = Uyj(Zo, 2)0ij€i,
(3.35)
t; =504 = Tij(2o,2)0s5€:,

onde ¢;; € o delta de Kronecker. Com a equagio (3.35), pode-se reescrever a equagao (3.31)

como:

/ ﬂj (Z, zo)c%eiuidF + / bfuldQ = / tiUij(Z, z0)62‘jeidf’ + / szzg (Z, Z0>5:j€idQ,
Q Q
g g (3.36)
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ou:

/rTij(Z, Zo)uj(z)dl(zo) + ui(Zo) = /

th(z)Uij(z,zo)dF(z)+/bj(z)Uij(z,zo)dQ(z),

Q
(3.37)
reorganizando a equagdo (3.37)), temos:

ui(zo)—i—/FTij(z,zo)uj(z)dF(z) = /th(z)U,»j(z,zo)dF(z)—|—/ij(z)Uij(z,zo)dQ(z).
(3.38)

A equacdo (3.38) € conhecida como identidade de Somigliana para pontos no interior de
um corpo. Através do teorema reciproco de Betti, Somigliana (1885)) obteve a representacio
integral da solucdo de problemas de elasticidade plana, sendo ela equivalente a segunda
identidade de Green. Se o problema ndo tiver for¢a de corpo, a equagdo (3.38) é escrita

Ccomo:

ui(zo)+/Fﬂj(z,zo)uj(z)df(z) :/tj(z)Uij(zo,z)dF(z). (3.39)

T

De acordo com Sollero| (1994)), esta equacdo ndo € considerada um problema de valor
limite bem posicionado. Como as for¢as de superficies e os deslocamentos de contorno
nao sdo conhecidos para todos os pontos do contorno, € necessario criar uma relacdo entre as
for¢a de superficie no contorno juntamente com os deslocamentos. Isso € realizado movendo
o ponto fonte até o contorno. Este processo ndo € trivial e requer alguns cuidados, como
apresentado por Gaul, Kogl e Wagner.[(2002). Sendo assim, primeiramente deve-se observar
o comportamento ndo singular, quando (z — z¢ # 0), para as integrais da equagdo (3.39).
Como r representa a distancia entre o ponto fonte e o ponto campo, € necessario analisar o
limite de transi¢do do ponto campo para o contorno (z — z, = 0). Para fazermos isso, o
limite é modificado pela introdu¢do de uma regido semicircular I' com raio ¢, sendo que ¢

estd centrado no ponto de campo. A equagio (3.39) serd reescrita como:

u;(2zo) + lim T;(2o,2)u;(z)dl(z) = lim Uij(zo,2)tj(z)dl'(z). (3.40)

e=0 Jr_r.41; =0 T4

A equagdo tem duas integrais singulares. A integral do lado direito € conhecida
como fracamente singular porque a solu¢do fundamental para o deslocamento tem a ordem
(logr). De acordo com (Gaul, Kogl e Wagner. (2002), a integral sobre um integrante fraca-
mente singular existe e € continua no ponto de singularidade. A integral do lado esquerdo
€ conhecida como fortemente singular, porque a ordem da solu¢do fundamental de tracdo é
(1/r). A integral é singular quando r = 0. Para regularizar a integral fortemente singular, é

necessdrio introduzir o primeiro termo da expansdo de Taylor. Entdo, tem-se:

lim T:i(2o, z)uj(z)dl'(z) = lim T (2o, 2)[u;(20) — uj(z)]dl(z) +

e—0 | T % e—0 | R

u;(20) lim Ti;(2o,z)dI'(z) + lim T (2o, z)u;(z)dl'(2). (3.41)
e—0 | I e—0 A I
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O primeiro termo da equacdo (3.41)) pode ser integravel e desaparecerd quando o limite
for considerado. Isso acontece quando considera-se que o campo deslocamento apresenta
continuidade Holder. Essa condicdo é dada no momento em que existam constantes reais

nao-negativas C, « tais que, V z,y € R"™:
|f(x) = f(y)] < Clz —y|* (3.42)

Aplicando a condi¢do dada pela equacdo (3.42) para o campo deslocamento, tem-se:

|u(20) — u;(2)] < Clzo — 2" & Juj(2) — uy(2)] < CJr|*. (3.43)

A segunda integral da equacao levard a um salto no deslocamento. Isso é dado
pelos termos A;;(z)u;. Os termos A;;(z) sdo constantes que dependem da geometria local
e das constantes eldsticas, (SOLLERO, 1994). O dltimo termo resultard em uma integral
imprépria. Por isso, ela serd avaliada no sentido do valor principal de Cauchy. Finalmente, a

equacao integral limite pode ser escrita como:

Cij(Zo)ui(2o) + ][

7 (20,21, ()T (2) = / Uy (%o, 2)t;(2)dT (), (3.44)

T

onde c¢;;(z,) é um conhecido como termo de coeficiente livre, dado por:

1— % para zo € I,
cij(Zo) = ¢ 1 para z, € (2, (3.45)
0 para z, ¢ I', z, ¢ Q.

Esta equacdo € considerada como o ponto de partida para iniciar a solu¢gdo numérica
do MEC. Sendo assim, o préximo passo consiste em discretizar 0 contorno em pequenos
segmentos, para que a equagao (3.44) seja aplicada a cada segmento. Por conseguinte, mon-

taremos um sistema linear a partir de cada parte do contorno discretizado.

3.6 Discretizacao da equacao do contorno

A discretizacdo da equacdo de contorno € obtida a partir da subdivisdo do contorno do
problema. Por isso, o subdividiremos em pequenos elementos, conforme apresenta a Figura
@ Dentre os vérios elementos existentes, para realizar essa tarefa, tem-se os elementos
constantes, lineares e quadraticos. Nessa tese utilizaremos os elementos constantes. Con-
sequentemente a geometria serd aproximada por segmentos de retas com um nd no ponto
médio de cada elemento. Para esse tipo de elemento, o nimero de nds € igual ao nimero de
elementos. Ademais, o valor da condi¢do de contorno € assumida como constante ao longo

desse elemento. Ela € aplicada no tnico ponto nodal do elemento, isto €, no meio dele.
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Figura 3.3: Contorno discretizado por vérios elementos - (a) Elementos constantes; (b) Ele-
mentos lineares; (c) Elementos Quadraticos. referénciajKatsikadelis| (2016)

O deslocamentos e as for¢as de superficie para um elemento € dado por:

ui(§) = N ()i,

3.46
1(€) = N2(©)Fr, (5.40)

sendo que !} e 7 sdo os deslocamentos nodais € as forgas de superficie no n6 n. Para
elementos constantes, o valor de n = 1. A fung¢fo de forma para N (&) para os elementos

constantes também € igual a 1. O termo £ € a coordenada ao longo do elemento. Portanto, a
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equacdo (3.46)) é escrita como:

(3.47)

Vale ressaltar que a avaliacao das integrais de contorno, ao longo do elemento, requer o
uso de um Jacobiano. O uso da matriz jacobiana € de grande importancia quando fazemos
uma mudanca de varidveis. Como a funcdo de forma € expressa em termos da coordenada

homogénea & e as integrais sao avaliadas ao longo do contorno, serd necessario introduzir o

dl’l de 2 . dre
dé | dg
Com os resultados dado pelas equacdes (3.46) e (3.47), podemos reescrever a equagio

integral (3.44) como:

(e +i{f Ty (€, 2(€))u d&} :i[ / ZCERIRGIS D

e=1 e=1

seguinte jacobiano:

e = J(€)de. (3.48)

Vale considerar que, para os elementos constantes, o valor de « € igual w. Portanto
cii(€) = % Além disso, a equagdo deve ser aplicada, sequencialmente, para cada n6
do contorno. Esse processo é conhecido como colocagdo nodal. Em cada direcdo, de cada
no, existe um componente de deslocamento e uma componente de for¢ca de superficie, sendo

elas conhecidas como condi¢des de contorno para deslocamentos ; e for¢as de superficie 7;.

O préximo passo serd transformar as vérias equacgdes integrais obtidas em equagdes al-
gébricas. Isso € feito através da colocacdo nodal e do resultado de integracdo sobre os ele-
mentos de contorno. A colocacdo nodal tem como caracteristica passar por todos 0s pontos
nodais. Logo, o sistema linear do MEC € cheio e ndo simétrico. As for¢as de superficies
e os deslocamentos desconhecidos serdo obtidos resolvendo este sistema de equacdes. Por

conseguinte, temos o seguinte sistema linear:

Hy Hyy - Hin Uy Gn Gz -+ Giy ty
H. H ... H. U G G o G t
Hu— Gt < .21 22 | ?N .2 _ 21 22 2N 2
Hyiy Hye -+ Hyn uy Gy1 Gn2 -+ Gnn tn
(3.50)

Os elementos da matrizes H e G foram calculados pelos termos do lado esquerdo e
direito da equacgao (3.49), respectivamente. Os vetores t € u correspondem as forcas de
superficie e deslocamentos conhecidos e desconhecidos. As integrais da equagdo (3.49) sdo
conhecidas como coeficientes de influéncia, pois eles estdo multiplicando os valores nodais

ii; € 1; que serdio somados com os valores nodais “ Z(E) . Logo, essas integrais contribuem para
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formarem os respectivos termos a elas associadas. A equagdo (3.49) pode ser rescrita se os
termos desconhecidos e conhecidos forem reagrupados:

All A12 e AlN )\1 bl
A21 A22 e A2N /\2 _ b’2 . (351)
ANl AN2 e ANN /\N bN

A matriz A ¢ escrita pelos termos das matrizes H e G que estdo relacionados com os
valores desconhecidos dos vetores u e t. A matriz b é formada pelos termos das matrizes
H e G relacionados com termos conhecidos dos vetores u e t. Uma das formas de resolver
a equacdo acima ¢ através de métodos diretos. Eles sdo uteis quando a equagdo (3.51) nao
possui muitos termos desconhecidos, pois eles necessitam executar O( N?) operagdes, sendo
N o numero de variaveis desconhecidas no sistema linear. Portanto, uma das formas de
diminuir a quantidade de operacdes necessarias para encontrar a solucdo desse sistema linear

¢é através de solucionadores iterativos.

No préximo capitulo apresentaremos o funcionamento de um desses métodos iterativos
para solucionar sistemas de grande porte. Vale considerar que, apenas o emprego do método
iterativo ndo diminui, de maneira eficaz, a complexidade do MEC. Apesar de haver um
ganho de perfomance, faz-se necessdrio alterar a forma que o ponto fonte e o ponto campo
se relacionam, pois € isso que torna a matriz do MEC cheia e ndo simétrica. Uma das técnicas
utilizadas para modificar a forma como esses pontos interagem é o Método multipolar rapido
ou Fast Multipole Method (FMM).

3.7 'Tensao e deslocamento em pontos internos

Esta secdo mostrard como calcular deslocamentos e tensdes em pontos internos. Para
realizar tal feito, deve-se derivar a equagdo (3.38) com relacdo ao ponto fonte z,. Assim o
resultado obtido é considerado uma identidade de Somigliana no dominio, pois ela € vdlida
para os pontos internos. O resultado da diferenciagdo da equagdo (3.44), com relagio ao

ponto z,, € dada por Cruse e Swedlow| (1971)):

ui(zo) [ 0T3(2,20) B o \0Ui;(z,20)
o ]f R T— u;j(z)dl(z) /Ft](zo)—axl dl'(z), (3.52)

onde as derivadas das solugoes fundamentais 7;;; e U;;,; sdo:

Ranl(,Ulnl - n?)Ail I RZZQJ’Q(,Uin - n1>Ai2
(Zl - 201)2 (22 - ZOQ)Q

Tii1(2o,2) = —2R [ , (3.53)
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Ussi(70,7) = 2R [RupﬂAil . Rl2pj2Ai2:| 7 (3.54)
(Zl - ZOI) (ZQ - ZOQ)
onde:
1 1
[Ri] = [ ] ; (3.55)
M1 f2

e os termos A;;, p;; € ¢;; sdo as constantes complexas mostradas nos capitulos anteriores.

Podemos escrever a deformagio ¢;;(z,) da seguinte forma:

1

€il(Zo) = 5 [1,1(20) + 1,4(2o)] - (3.56)

Usando a equagdo (3.52), é possivel reescrever a equagéo (3.56)) como:

2€¢,1(20) = fr[ﬂj,l(207 z) + 11;i(%o, 2)|u;(z)dl(2)

— /F[Uij,l(zo,z) + Uyj.i(Zo, 2)u;(z)dl'(2)). (3.57)

Finalmente, para determinar as tensdes nos pontos internos, € necessario usar a lei gene-
ralizada de Hooke:
0ij(20) = Fij€j(2o), (3.58)

onde F;; € a matriz de rigidez e 0;; sdo as componentes de tensdo. Podemos fazer a seguinte
relac@o entre deformacgdo €; = €11, €2 = €93 € €6 = €12. Assim, a equagdo (3.58]) na forma

matricial é:

011(Zo) Fi, Fia Fig 611(Zo)
022(Zo) = Fiy Fy Fy 622(Zo) . (3.59)
012(20) Fig Fy  Fgs 612(20)
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Capitulo 4

Método de Elementos de Contorno

Rapido com Expansao em Multipolos
(MECMP)

Nesse capitulo apresentaremos a formulacdo do método dos elementos de contorno ra-
pido com expansdao em multipolos (MECMP) para problemas de elasticidade anisotrdpica.
Desta maneira comecaremos esse capitulo expondo as suas principais caracteristicas e as
suas vantagens em relacdo ao MEC. Depois, faremos a descricdio do MECMP para explicar
seu funcionamento, apresentando como as suas operagdes funcionam e a forma como elas
interagem entre si. A deducdo matemadtica dessas operacdes serdo feitas na terceira parte
desse capitulo. O desenvolvimento delas é uma das parte principais dessa tese, haja visto
que ndo h4, na literatura, nenhum trabalho onde as formula¢gdes de Lekhnitskii foram em-
pregadas para simular problemas de larga escala para materiais anisotropicos. Por isso, no
préximo capitulo, serdo feitos estudos de convergéncia das operagdes deduzidas com os re-
sultados do MEC. A pentltima parte deste capitulo estd relacionada com apresentacdo do seu
funcionamento e das principais caracteristicas do método numérico conhecido como Mini-
mos Residuos Generalizados, do inglés Generalized minimal residual method (GMRES). Ele
serd utilizado para resolver, de modo iterativo, o sistema linear do MECMP. Por fim,também
faremos breves comentdrios sobre a linguagem de programacao utilizada, conhecida como
Julia

4.1 Principios Basicos do MECMP

Como j4 apresentado, o MEC exibe limitag¢des para solucionar problemas de larga escala
devido a suas caracteristicas. Uma das adversidades € a quantidade de operacdes necessarias
para construir a matriz A. Como ela é cheia e ndio simétrica, sdo requeridas O(N?) operagdes

para construi-la, segundo Liu| (2009). Outro problema estd na escolha do método adotado
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para solucionar o sistema de equacdes obtido. Se a escolha for feita por um método direto,
como eliminag¢do de Gauss, serdo necessérias O(N?) operagdes para solucionar o sistema.
Se a opgdo for um método iterativo, o nimero de operagdes cai para a ordem O (N, N?),
sendo Ny, o numero de iteracdes requeridas. Os trabalhos de Mullen e Rencis (1987),
Kane, Keyes e Prasad (1991)), Barra et al. (1992)), |Prasad et al. (1994)) sao alguns exemplos
do uso de métodos iterativos para resolver o sistema linear do MEC. No trabalho de |Barra
et al. (1992)) podemos constatar a eficicia que os métodos iterativos apresentam em face do
método de eliminacdo de Gauss. Essa andlise teve como base problemas de elasticidade

isotrépica em 2-D.

Atualmente, para melhorar o desempenho do MEC, técnicas como, Matrizes-H, (HACK-
BUSCH; NOWAK [1989; BORM, 2009), Adaptive Cross Approximation (ACA), (BEBEN-
DORE, [2000; BEBENDOREF; RJASANOW, 2003) e FMM siao utilizadas. Nesta tese foi feita
a opg¢do pelo FMM, visto que alguns trabalhos associados com ACA ja foram publicados pelo
grupo de estudo. Originalmente, o FMM foi proposto com a intencao de acelerar o cdlculo
dos potencias elétricos e gravitacionais de um grande nimero de particulas interagindo en-
tre si, juntamente com as respectivas forgas associadas e esses potenciais. Como resultado,
obteve-se um algoritmo que diminui a quantidade de operacdes necessdrias para realizar
tais interagdes. A complexidade alcangada foi de ordem O(N), substituindo a complexi-
dade original O(N?). Ademais, a precisdo dos resultados obtidos podem ser previamente
determinada, a fim de que ndo haja grandes erros numéricos associadas a interagdo entre
as particulas. Devido as suas qualidades, o FMM ¢ considerando uma das principais técni-
cas numéricas do século XX, conforme apresentado por [Dongarra e Sullivan| (2000). Outra
importante caracteristica desse método estd associada a sua aplicabilidade, uma vez que o
mesmo pode ser usado para problemas envolvendo dindmica de fluidos, dindmica molecular
e mecanica celestial. Ele ainda pode ser aplicado para acelerar a multiplicagdo matriz-vetor
dos problemas analisados pelo MEC, surgindo o MECMP.

A apresentacdo do funcionamento do MECMP ser4 feita por partes. A primeira € com-
posta pelo método FMM, que pode ser subdividido em trés grandes partes: expansao das so-
lucdes fundamentais, inclusdo das operagdes expansao multipolar ou Multipole Expansion,
translacdo momento para momento ou Moment to Moment Translation (M2M), expansao
local ou local expansion, translacdo momento para local ou Moment To Local Translation
(M2L) e translacdo local para local ou Local to Local Translation (L2L). A segunda parte
estd associada com a estrutura da hierarquia das arvores. A terceira parte estd relacionada
com a escolha de um método numérico para solucionar o sistema linear produzido. Esta

subdivisdo foi feita para tornar o entendimento do MECMP mais didético.
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4.2 Expansao rapida em multipolos para problemas de

elasticidade anisotropica

4.2.1 Descricao do algoritmo

Antes de apresentarmos as operacdes do MECMP, faremos a sua descricdo, com a fi-
nalidade de apresentar as suas caracteristicas. A primeira etapa consiste em discretizar o
contorno do problema. Em seguida, utiliza-se a técnica desenvolvida por Barnes e Hut
(1986)), conhecida como estrutura das arvores ou tree structure. Uma das consequéncias
da utilizagdo dessa estrutura esté relacionada na possibilidade de qualificar quais sdo os pon-
tos campos que estdo perto ou distante do ponto fonte, possibilitando, assim, a criacdo de
uma estrutura de dados. Este método foi capaz de diminuir a complexidade de problemas
envolvendo interagdo gravitacional de N — corpos. Originalmente, necessita-se de O(N?)
operacOes para computar tais interagdes. O método de Barnes e Hut (1986)) foi capaz de
reduzir para a ordem de NlogN. Vale ressaltar que a proposta de Barnes e Hut| (1986) ¢é
um aperfeicoamento da proposta de |Appel (1985)), a qual usou a estrutura das arvores para
armazenar as particulas de um sistema de N — corpos em uma regido conhecida como fo-
lhas. A partir dele, uma aproximacao foi proposta para computar as forcas de interacdo entre

particulas bastante distantes entre si, agrupando-as, segundo Greengard e Rokhlin| (1987).

Figura 4.1: Contorno circunscrito pelo quadrado do nivel zero

Para construirmos a estrutura hierarquizada da arvore, deve-se, como primeiro passo,
circunscrever o contorno do problema por um quadrado, conforme dado pela Figura [4.1]
Denominaremos essa etapa como nivel zero. Em seguida dividiremos esse quadrado em 4
partes iguais, criando 4 novas estruturas. Elas sdo conhecidas como células e pertencem ao
nivel 1. Devido a subdivisdo, gera-se uma interdependéncia entre o nivel 1 e o nivel 0. O
quadrado do nivel 0 € considerado a célula pai daquelas 4 células do nivel 1. O préximo
passo consistird em dividir cada uma das 4 células em 4 novas células, para construir o nivel

2. No total este nivel serd composto por 16 células, conforme dado pela Figura[d.2]
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Nivel O

/ \ Nivel 1 com 4 células

. & N

Nivel 2 com 16 células

Figura 4.2: Divisao recursivas das células

Essa divisdo continuard, de maneira recursiva, até alcangcarmos um determinado limite.
Tal limite esta associado com o nimero de nds dentro de uma célula. Assim, este nimero
nao pode exceder um valor previamente determinado. Quando ele é alcangado, a célula nao
pode sofrer mais divisdo. Portanto, ela é conhecida como célula folha. Vale ressaltar que
cada célula criada possui um centroide. Essa posi¢do € importante porque serd utilizada para
realizar as operagdes do MECMP. Para algumas situag¢des, pode-se estabelecer determinado
limite de um Unico n6 por célula. Para outras situacdes, pode-se usar mais nés por células.
Por isso, neste trabalho, investigaremos como o nimero de nés dentro da célula pode influ-

enciar a eficiéncia do MECMP. A Figura[4.3|ilustra todos os passos do processo descrito.

Figura 4.3: Processo de hierarquiza¢ao do contorno
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Uma das consequéncias da hierarquia da drvore é poder classificar as célula em trés
grandes grupos: adjacentes, bem separadas e distantes. Para classificar duas ou mais células
como adjacentes, deve-se observar se elas possuem, no nivel em que estdo, um vértice em
comum. Essa mesma classificagcdo também pode ser aplicada as células que ndo estdo no
mesmo nivel. Contudo, essa condi¢do s6 pode ser utilizadas para aquelas células conhecidas
como folhas. Portanto, se célula pai, de uma célula folha, possui um vértice em comum
com uma determinada célula folha, ambas no nivel /, entdo a célula folha no nivel (I + 1) é

considerada adjacente da célula folha do nivel [, conforme a Figura 4.4

Células adjacentes nivel L

» Células adjacentes devido
a relagdo entre célula pai,
da célula amarela, com a
célula folha.

Figura 4.4: Relagdo de adjacéncia de duas células pertencentes e ndo pertencentes a0 mesmo
nivel

Células adjacentes nivel /-1

> Células bem-separadas

N

Figura 4.5: Relacao de células bem separadas
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Duas ou mais células sdo classificadas como bem separadas se elas nao forem adjacentes
no nivel [, mas suas respectivas células pais forem adjacentes no nivel [ — 1, conforme a
Figura[d.5] Assim, todas as células consideradas bem separadas irdo formar o que denomi-
namos de lista de interac¢do. Por fim, duas ou mais células sdo consideradas distantes se as

células pais ndo forem adjacentes.

ApOs essa subdivisdo, realizar-se-a as operacdes do MECMP, a fim de computar a inte-
racdo entre ponto fonte e o ponto campo. Como serd apresentado, temos um conjunto de 2
operagOes, divididas em 2 expansdes e 3 translacdes. As expansdes sdo conhecidas como
expansdo multipolar e expansdo local. A primeira estd associada com a expansdo em torno
do ponto campo e a segunda tem relagdo com a expansio em torno do ponte fonte. Associ-
ada a cada expansdo, temos suas respectivas translacdes. Para a primeira expansdo, temos
associada a translacdo momento para momento (M2M). Para segunda expansdo, temos a
translagdo momento para local (M2L) e a translagdo local para local (L2L). Esse conjunto
de expansdes e translacdes € usado em diferentes situagdes durante o funcionamento do
MECMP. A expansdao multipolar e a translacdo (M2M) sdo utilizadas para formar a etapa
conhecida como upward. A expansdo local juntamente com as translacdes (M2L) e local

para local (L2L) formam o processo chamado de downward.

O processo upward tem como funcdo agrupar os pontos campos através das operacoes
que o compdem. Como o proprio nome sugere, nessa etapa estamos subindo na estrutura das

arvores, saindo dos niveis mais altos para alcangar os niveis mais baixos.

Ap6s esse procedimento, deve-se realizar a interacdo entre os pontos campos agrupados
e o ponte fonte. Tal interacdo € feita por partes, utilizando-se das operacdes presentes na
etapa downward. Fazendo uma analogia com o que foi apresentado para a etapa upward, o
processo downward desce na estrutura das drvores, indo dos niveis mais baixos até os mais
altos, a fim de alcancar o ponto fonte e, assim, calcular a interagdo dos pontes campos com

o ponto fonte.

Para construirmos a etapa upward, primeiramente transferimos o n6 de um determinado
elemento para o centroide da célula folha, através da expansdo multipolar, conforme a Figura
4.6l Ela ¢ feita com a introdugio de um ponto intermedidrio perto do ponto campo. Vale
ressaltar que esse € o inico momento em que utiliza-se a operagdo expansao multipolar, isto
€, ela s € usada para transferir a posicao do n6 para o centroide da célula folha. Depois,
transferimos a posicao do centroide da célula folha para o centroide da sua célula pai. Isso é
feito através da operagdo translacdo momento para momento, conforme as Figuras {.6]e
Esse processo serd feito recursivamente até alcancarmos o nivel 2, fazendo a transferéncia

de posi¢ao através da operacao (M2M).
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— » Momentos

- ---»M2M
. - Centro da célula
pai
« Centro da célula

folha

Figura 4.6: Operagdo expansido multipolar e M2M presentes na operacdo upward - Fonte:

(2009) modificada
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Contorno

O—® Expansao multipolar
®— M2M

Pontos Campos é}?

Figura 4.7: Visdo esquematica das operagdes presentes no método upward - Fonte: |Wage-
nhotfer, Moored e Jaworski| (2019)) modificada

A partir do nivel 2, iniciaremos a etapa downward. Como foi apresentado, a ideia é
descer na hierarquia das arvores para realizar a interacdo dos pontos campos, que foram
agrupados, com o ponte fonte, pois, a partir dessa interacdo, faremos o produto matriz-vetor.
Portanto, para realizar tal feito, usa-se a operacdo (M2L) para células que estdo na lista de
interagdo e a translacdo (L2L) para aquelas consideradas distantes. Contudo, vale ressaltar
que, para todas as células do nivel 2, usamos, sem restri¢do, a operagdo (M2L), conforme
apresentada na Figura[4.8] A partir do nivel 3, usamos as opera¢des (M2L) e a operagdo
(L2L), ver Figura 4.9
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Figura 4.9: Translacdo M2L e transla¢do L2L - Fonte: Liu| (2009) modificada
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Ap6s computar essa contribuicao, introduzimos um ponto intermedidrio perto do ponto
fonte. Assim, realizamos a expansdo local. As células que forem consideras adjacentes,
nao irdo realizar nenhuma operacao do MECMP. Elas interagem utilizando o MEC. Por fim,
realizaremos os cdlculos finais, calculando as integrais de contorno. Por isso, separamos o
dominio dessas integrais em duas partes: uma relacionada com os elementos que sd@o consi-
derados adjacentes e, por isso, usamos o MEC, e uma segunda parte estd relacionada com
a contribuicdo dos elementos considerados distantes e bem separados. Essa divisao € feita

conforme a equagdo (.1):

/tjUij(Zoa z)dF = 23%/ tqu'lG<zola zl)dF + 2%/75]‘%26;(2’027 Zg)dr
T r r

/tjUij (Zo, z)dF =2R tjqﬂG(zol, zl)dF + 23R tjqilG(Zol, zl)dF +
r

FPerto 1—‘Longe

28% tjquG(Zo2, ZQ)dF -+ 2§R tjqigG(ZOQ, Zz)dr,

FPe’r‘to 1—‘Longe
MEC

/tjUij (ZO, z)dF = 2R tjqﬂG(zOl, Zl)dF + 23R tjquG(ZOZ, ZQ)dF
r

FPcrto FPc'rto

23% thilG(Zola zl)dF + 28% tqu'2G<Zo2’ Zg)dr . (41)

1—‘Longe 1_‘Longe
. /

-
MECMP

4.2.2 Operacoes do Método Rapido com Expansao em Multipolos

Nessa secdo apresentaremos a expansao das solugcdes fundamentais e as operacdes do
FMM. Comecaremos pelas a expansdo das solucdes fundamentais, pois as operacdes do
MECMP depende do resultado aqui exibido. Essa etapa € relevante porque separa a relagdo
entre ponto fonte e ponto campo. Isso é possivel pois os nucleos das solu¢des fundamentais
sao funcdes de Green e, tais fungdes, podem ser decomposta da seguinte maneira, (LIU,
2009):

K(x,y) =Y K2,y K (v, 50), (4.2)

sendo que K (x,y) é um dos niicleos da equagio integral de contorno da equagdo (4.3)):
()o(a) = [ Klen)a@dlw) ~ [ Flay)ote. o)l () @3)
r r

Utilizando a proposta dada pela equagdo (4.2), ¢ possivel reescrever a primeira integral
da equacdo (4.3). Para isso, deve-se considerar um subconjunto especifico do contorno I'.
Tal subconjunto estd associado com os pontos campos distantes do ponte fonte. Para qua-
lificar quais os pontos campos sdo considerados distantes ou perto do ponte, utilizar-se-4 a
hierarquia das arvores, conforme comentado. Desta maneira, assumindo que o contorno I’

possa ser divido em um contorno I'pe,4, € I'jonge, a integral associada com I'y, 4. € rescrita
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como:

K(x,y)q(y)dl(y) = Z K7 (z,y.) K!(y,y)a(y)dl(y). (4.4

1—‘longe 1—‘longe

A equagdo (4.4) mostra que a relagdo entre o ponto fonte e o ponto campo foi rompida,
pois um ponto intermedidrio foi introduzido entre eles. Isso foi possivel devido a utilizacao
da expansao de Taylor na funcao de Green. Todavia, vale ressaltar que outros métodos podem
ser utilizados para realizar essa separacdo, conforme apresentado por Nishimura (2002).
Uma delas foi apresentada por|Yarvin e Rokhlin| (1998)). Ele apresentou-se uma versao mais
eficiente do FMM para problemas potenciais. Essa versao usou a seguinte expansio de

quadratura Gaussiana:
K(z,9)q(y) = > il = yo)5i(Yo)vi (Y, vo) (4.5)

onde u; , s; € v; sdo fungdes associadas ao respectivo problema. Com essa forma de expansao,
foi possivel reescrever a expansdo multipolar associada com a decomposicao de operadores
integrais, consoante dado por |Yarvin e Rokhlin| (1998). Como consequéncia, tem-se uma
nova versao que € 2 vezes mais rapida que a proposta original. Por esse motivo, a expan-
sdo das solugdes fundamentais representa um importante passo para o desenvolvimento do
MECMP.

4.2.3 Expansao das solucoes fundamentais

Para fazer a expansio das solu¢des fundamentais, deve-se identificar o seu respectivo
nucleo, isto é, o termo que associa o ponto campo e o ponto fonte. Sendo assim, defini-se a

fun¢io G(z,,2) como:
G(20,, 7)) = 1og(2, — z;) para (i=1,2), (4.6)

com sua respectiva derivada:

8G<ZO. Zz) 1
!/ ) — 77 —
G’ (20,5 2i) o o) 4.7)

Por meio das equagdes (4.6) e (4.7), reescreveremos as solugdes fundamentais como:

Uij<Z0a Z) = 2R [QilAle(zola 21) + qz‘2Aj2G(ZO2, 22)] ) (4.8)

Tz‘j(Zo, Z) = 2%[@(7«’017 21)91‘1(#1711 - n2)Aj1 + G/(ZOQ, 2’2)91'2(,&2711 - n2)Aj2]- (4.9)
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O ponto intermedidrio z., € definido como:

(4.10)

Ley + H1Yc, ]

Ze
Re; = gy + Hile; <~ ' =
Ley + H2Ye,

Zeo

onde (x,, y.,) sdo as respectivas coordenadas desse ponto. Introduzindo o ponto intermedié-

rio z.. nas funcdo G(z,, , z;), tem-se que:
T 3 7

7

G(Zoiazi) = log(zoi — 2, — % + Zci) — IOg |:(Zoi . ZCZ‘)ZO. — Re;, T & + Zci:| 7

(Zoi - ZCi)
4.11)
utilizando a propriedade de multiplicaciao do logaritmo:
G(zoﬂzi) = log(zoi _ Zci) + IOg (Zoi — Re; T & + Zci) =
Zo; — Ze;
log(zo, — 2e,) + log <Zoi —fe g Fa T A ) : (4.12)
Zo; — Ze; oy — Ze;
finalmente:
G(20;, 2i) = log(zo, — 2¢,) + log (1 — M) ) (4.13)
Zo; — Ze;
Considerando o termo &; como:
& = (M) 7 (4.14)
Zo; — Ze;
reescrevemos a equagdo (4.13) a partir da equagdo (4.14) como:
G(20;, 2i) = log(zo, — 2¢,) +1og(1 — &). (4.15)

A expansio do termo log(1 — &;) € feita com a série de Taylor. De acordo com Braga
(2012), a expansao € escrita da seguinte forma:

log(1—-¢&) = i %, para || < 1, (4.16)
k=1
assim:
G=) )k :
< (= (k=1 (20, — 2)F = (E=1D)! (2o, — )
log(1 — &) = ; ; U (e — 2 ; (o —z)F
para || <1 — @ <1—= |z — 2¢,| < |20, — 2¢;]- (4.17)
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Portanto, a equagdo (4.15) serd reescrita com o resultado da equagao (#.17):

k
— )
G(2,, 2i) = log(z, )+ Z o) k! . (4.18)
ou:
G(20,, 2i) ZOk I(zi — 2¢;), (4.19)
onde:
(k—1)!
O,(z) = —log(z) e Ok(z) = & bara k>1, (4.20)
K
Ii(z) = ok para k > 0. 4.21)

Utilizando o mesmo procedimento realizado acima, reescrevemos a equagao (4.7)) como:
G' (205 %) E Ok(20; = 2e) ) Ie—1(2i — 2¢,), (4.22)

k(2F1)

1) = Tea(2) = =

para k > 1; e I/ (z) = 0. (4.23)

Com os resultados das equacoes (#.19) e (#.22)), pode-se verificar que os niicleos das
solucdes foram aproximados pelo somatdrio da multiplicacdo de funcdes escritas em termos
de expressoes fatoriais. Logo, deve-se verificar se essa aproximacdo € vélida. Por isso, no

proximo capitulo estudaremos a convergéncia das solu¢des fundamentais.

4.2.4 Expansao Multipolar do nicleo U

Apo6s a expansdo das solugdes fundamentais, apresentaremos a primeira operacao do
MECMP. Ela é denominada expansao multipolar. Seu principal objetivo € identificar como a
introdugdo do ponto intermedidrio z., afeta as integrais de contorno. Sendo assim, considere
que os pontos intermedidrios introduzidos (z.,, z.,) estdo perto dos pontos campos (21, z2).
Logo, a seguinte condi¢do € dada: |21 — 2z, | < |20, — 2e,| € |22 — 26| K |20y — 2o

Reescreveremos a equagao integral da seguinte forma:

/th(Z)Uz—](Zo, z)dl'(z) = / i(2) 2R (41 4;1G (%01, 21) + i2Aj2G (205, 22))] dT'(2)

= 2%/ quAle 201,21>dr( ) —|—2§R/ q12A‘72G ZOQ,ZQ)CZF( )

(4.24)
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Figura 4.10: Expansdo Multipolar entorno dos pontos campos

A partir da integral destacada na equagio (4.24)), temos:
28‘%/ 2)q1Aj1G(2,,, 21)dl(z) = 23?/ z)qinAj (Z Ok (20, = 2y ) k(21 ch)> dl'(z)

= Q%ZOM Zoy — Zey /tj(z)qﬂAﬂ]kl( — 20,)dl(z) = Q%ZOk Zoy — Zey ) Mi(2e,)-
r

(4.25)

onde:
Mk<201) = / tj(z)qzlAjllk(Zl — ch)dF(Z> k= O, 1, 2, ceey (426)
re

sendo Mj/(z.,) conhecido como momentos. A equagio € conhecida como expansdo
multipolar. De acordo com [Liu e Nishimura (2006), o termo momentos pode ser calculado
rapidamente, porque nio depende da posi¢do do ponto fonte (z,). Por isso, ele ndo precisard
ser mais calculado quando o ponto fonte (z,) mudar de posi¢do no contorno. Essa indepen-
déncia caracteriza-se como um dos pontos chaves do método multipolar rdpido. Realizando

o mesmo procedimento para a segunda integral da equagdo (4.24)), temos:

2§R/ [qi2Aj2G 20y, 22)]dI(z) = Z%ZO;C Zoy — Zey ) Mi(2ey), 4.27)
k=0
onde:
Mk(zcz) = / t](Z)QzQA]2lk<22 — 202)dr(z) k = 0, 1, 2, (428)
e

As equacdes (4.25) e (4.27) mostram que a integral de contorno original foi substituida
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pela multiplicagdo de dois novos termos. Um deles envolve uma integral, na qual foi de-
nominado de momentos. Como apresentado, essa integral ndo evolve o ponto fonte, pois
somente existe a relacdo entre o ponto intermedidrio com o ponto campo. Assim, quando o
ponto fonte mudar de posicdo, esse célculo sera efetuado por meio de uma funcao contendo

um fatorial, reduzindo assim, o esforco computacional.

4.2.5 Translacao momento para momento (M2M)
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Figura 4.11: Translagdo dos pontos campos para novas posi¢coes

Considere, agora, que 0 ponto 2, € z., s30 movidos para as posi¢des z, € z,,. Com esses

deslocamentos, calculam-se dois novos momentos usando as seguintes propriedades:

k

k
Iz + 22) = Y L) Di(z2) = Y Li(z1) ii(22). (4.29)
=0

=0

Portanto, reescreveremos a expansiao multipolar da seguinte forma:

My(2,) = / (2 A (21 — 21, )T (z) = / (@) Ap (21 — 20,) + (70 — 21,)]dT(2)

c c

k

= / tj<Z)Q7,1Aj1 Z ]k_l(Zl — ch)Il(ch — Zél)] dF(Z) (430)

c

=0
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reorganizando a equagdo (4.30):

k
()= Tz, — Zél)/ tj(z)anAjli(z1 — 2z, )dl'(z ka 1(Zer = 2¢, ) Mi(2e,),

1=0 Te
para k > 0, (4.31)

onde:
Ml(zcl) = / tj(Z)QilAjljl(Zl — ch)dF<Z) l = 0, 1, 2, ceey (432)
Le

Com esse resultado, podemos aplicd-lo a equacdo (4.28)) para obter o seguinte termo:

k
=3 Ik i(2e, — 2,)Mi(2e,), para k > 0. (4.33)
lf

onde:
Ml('zcz) = / tj(Z)quAJQ[l(ZQ — ch)dr‘(Z) l = O, 1, 2, ceey (434)
Le

As equagdes e (4.33) representam a operacdo translacdo momento para momento.
Nessas equacdes, podemos constatar que a mudagg@o da posi¢do do ponto (z.) para posi¢ao
(z..) ndo acarreta alteragdo nos cédlculos das integrais das equagdes e (4.34). A con-
sequéncia dessa mudanga de posicdo estd relacionado com o termo [;_;. Assim, apenas ele
serd recalculado.

As duas operacdes apresentadas fazem parte de um procedimento denominado upward.
Essa etapa € conhecida por agrupar os pontos campos considerados distantes do ponto fonte,
para diferentes niveis da estrutura das arvores. Apds agrupar esses termos, devemos, agora,
computar a influéncia deles com o ponto fonte. Contudo, tal interacdo ndo ¢ feita de forma
direta. Ela € realizada por partes. Para tal, introduziremos um ponto intermediério perto do

ponto fonte.

4.2.6 Expansao Local e translacao Momento para Local (M2L)

Para realizar a expansao do ponto fonte, considere dois pontos, z;, € zr,,introduzidos
perto do ponte fonte z,, € 2,,. Sendo assim, rescreveremos a equacdo integral levando em

consideragdo a seguinte aproximagao |z,, — 2,

'L_Zci'

2%/ QzlAle Zo1 s zl)dF< ) 2%2 Ok[zm + (ZLl - ZLl) - ch]Mk(’ZCl)

k=0

= 2@}32 Owl(z1, = 2e)) + (20, — 21,) ] Mi(2e,)- (4.35)
k=0
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Desenvolvendo a equagio (4.35) com a seguinte propriedade:

O(z1 4 22) = > (=1)!Orr(21)1i(22) para |zo| < |z, (4.36)
1=0
obtém-se:
23%/%( 2)qn Aj1G (20, 21)dl (2) = Z%ZOk Zoy + (20, — 21,) — 2Zey | ME(2e,)
I

[
NE

OlJrk(ZLl — ch)Mk(ch) = 2%2 LZ(ZLl)Il(Zol — ZLl), (437)
=0

e
Il
o

onde:

Li(zr,) = [ZOHk 20y = Zey ) Mi(2e,) | (4.38)

a equacdo ([@.37) é conhecida como expansdo local e a equagdo (#.38)) como translagdo-

momento-para-local. Podemos obter os mesmos resultados para equagdo (4.32):
2%/ ql?AﬂG 22 22)]dr( - 2%2 Ll(sz)[l(zoz - ZLQ)? (4.39)
1=0

onde:

Li(z1,) = (1) Opsilzr, = 2e) Mi(2e,)- (4.40)
k=0
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A operacao de translagdo translacdo-momento-para-local é conhecida por ser a que mais
consome tempo e memoria do método, de acordo Fong e Darve (2009), |(Greengard e Hel-
sing (1997), Junichiro| (1999)), pois ela € a operacdo que € mais realizada, em conformidade
com |William e Jr (1996). Essa circunstancia estd relacionado com o fato dessa operacao
concatenar o processo upward com a etapa downward. A etapa downward é a segunda parte
da estrutura hierdrquica das arvores. Como foi representado, ela, juntamente com a opera-
cdo translacdo L2L, sdo responsaveis por difundir a influéncia dos agrupamentos dos pontes

campos para o ponto fonte.

4.2.7 Translacao local para local (L2L)
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Figura 4.13: Translacdo dos pontos fontes para novas posi¢oes

A ultima operagcdao do método rdpido com expansdo em multipolos € a translacdo dos
pontos zr, e zr, para as posi¢des 27 e 27 . A equagdo (4.37) pode ser escrita como:

p
2%/tj(z)[qi1Aj1G(zol, 21)]dl(z) = Q%ZLl(le)[l (%1 — 2, + 2;31 — le> , (4.41)
r 1=0
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aplicando a propriedade da equacdo ({.29)), temos:

2R / 2)[11 A1 G (2, 21)]dL(2) —2%2@ 2L, Zflmzol 2 )2y, — z1y)

m=0

l

p
= 2R Li(z1,) > Nz, = 220 hom(Z0, — 21,) = 23?2 Lz, ) 1i(#0, — 21,),
=0

m=0 =0
4.42)

~ [ [ .
onde arelagdo (3] > 0 = 2 oo 21— foi usada para escrever L;(z27 ) como:

p—l1

Li(1,) me (21, = 20) L (20,) © Li(21,) = D L1, = 22,) Ligm(21,), (443)

m=0

A equacdo (4.43) é conhecido como translacio local-para-local. O mesmo resultado
pode ser obtido para equacao (#.39):

p
2%/ qZQAJQG 201 s ZQ)]dF( = 2%2 Ll(Z/L/Q)[l(ZOQ — Z/Lg)7 (444)

=0

onde L;(z7,) é dada por:
p—I
Li(2p,) = Y In(2}, = 21,) Licm(2L,). (4.45)
m=0

No apéndice[A]encontramos os mesmos resultados aqui desenvolvidos, porém, para a pri-
meira integral da equacdo (3.44), que estd relacionada com o nicleo da solu¢do fundamental
de tracdo, dada pela equacgdo (3.17/)).

4.3 Solucionador iterativo - GMRES

Apés a montagem do sistema linear, deve-se utilizar alguma técnica numérica para
resolvé-lo. Dependendo da complexidade do problema analisado, pode-se optar por téc-
nicas diretas ou iterativas. As técnicas diretas t€m como caracteristicas encontrar a solu¢cdo
exata de um determinado problema com um numero fixo de etapas, onde apenas erros de
arredondamento sdo produzidos, (BURDEN; DOUGLAS, 2013). Isso ocorre pelo fato de
trabalharmos com pontos flutuantes nos sistema computacionais, (NERIS| |2014). Contudo,
tais erros ndo devem ser menosprezados, pois eles podem conduzir a uma resposta falsa
quando se tem um problema que envolva um grande nimero de operacdes. Alguns exemplos

de métodos diretos sdao: Elimina¢ao de Gauss, Gauss-Jordan e Método Crout.

Em contra partida, métodos iterativos t€m como meta encontrar respostas aproximadas
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de um sistema linear. Eles sdo admissiveis quando os mesmos tornam-se satisfatérios. Por
isso, todos os métodos iterativos iniciam-se a partir de um valor preliminar sugerido e, atra-
vés de sucessivas iteracoes, ele € refinado até que o mesmo convirja para uma determinada
solucdo, conforme apresenta o esquema dado pela Figura A solugdo iterativa pode
produzir resultados com boa precisdo usando poucas interagdes. Segundo |Burden e Douglas
(2013), tais técnicas sdo adequadas para resolver problemas de grande dimensdo, pois eles
sdo mais eficientes que os métodos diretos para armazenar dados e fazer cdlculos necessarios
para resolver o sistema linear proposto. Segundo|Amarilial (2014)), tal fato foi constatado por
Gauss em 1823. Ele observou que um método direto era inviavel para solucionar sistema
linear de grande dimensao, visto que o esforco matemético para encontrar a solucdo era ex-
tremamente elevado. Por isso, ele propos um método iterativo para solucionar um sistema
linear, bem posto, de quatro equagdes. Tal proposta representa o primeiro método iterativo
de que se tem conhecimento, segundo Amarilia (2014). Vale ressaltar que o método pro-
posto por Gauss ficou conhecido como Gauss-Jacobi, pois Jacobi o utilizou para calcular
perturbacdo de orbitas planetdrias.

Em contra partida, métodos iterativos nao sao recomendados para solucionar problemas
que possuem um sistema linear de pequena dimensao. Tal situacao estd relacionada quando
compara-se o tempo necessario para obter a precisdo desejada, dada pelo métodos iterativos,
com o tempo gasto pelas técnicas diretas para resolver o sistema linear. Segundo Burden e
Douglas| (2013)), o tempo requerido para se obter a precisdo da solugdo torna-se muito alto

quando comparado com o tempo necessario para encontrar a resposta desejada.

Os métodos iterativos ainda podem ser classificados em dois tipos: métodos estacio-
narios e os métodos nao-estacionarios. Os métodos estacionarios t€m como caracteristica
de serem mais faceis de entender e implementar, sendo eles mais antigos que os métodos
ndo-estaciondrios, segundo |Perni| (2002). Tais método possuem origem no inicio do sé-
culo XIX. Contudo, os métodos estaciondrios nao sao tao eficientes quanto os métodos nao-
estacionarios. Tal fato esta relacionado com o seu funcionamento. No método estacionario
o critério de busca € fixo durante as itera¢des, (KLEUCIO, 2003). Como consequéncia, tais
métodos sdo utilizados para sistemas esparsos que sdo diagonalmente dominantes. Como
exemplo, temos o método de Jacobi, o método de Gauss-Seidel, o método de sobrerelaxacao
sucessiva, conhecido como sucessive overrelaxation (SOR), e o método de sobrerelaxagao

sucessiva simétrica ou symmetric sucessive overrelaxation.

Os métodos iterativos ndo-estaciondrios sdo mais recentes, sendo que sua compreensao
¢ mais dificil, se levarmos em consideracdo a compreensiao dos métodos estaciondrios. Tais
métodos sao mais eficientes, pois os parametros de busca sao flexiveis a cada iteracdo. Uma
outra caracteristica € que alguns desses métodos buscam solugdes em espagos especificos,
como o espacgo de Krylov. De acordo com Kleucio (2003)), a utilizagao desse subespaco pelos
métodos iterativos se iniciou com as publicacdes de [Hestenes e Stiefel (1952) e de Lanczos
(1950). O trabalho desenvolvido por Hestenes e Stiefel (1952) foi responsavel pelo método

do gradiente conjugado e a publicagdo de |Lanczos (1950) pelo método de Lanczos. Alguns
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Figura 4.14: Esquema do funcionamento do processo iterativo

métodos iterativos ndo-estaciondrios sdo: Gradiente conjugado, do inglés Conjugate Gradi-
ent (CG), método do Residuo minimo generalizado, do inglés Generalized Minimal Residual
(GMRES), método de Gradiente Biconjugado, do inglés BiConjugate Gradient (BiCG), mé-
todo do Residuo Quase-Minimo, do inglés Quase-Minimal Residual (QMR), e 0 método do
Gradiente Conjugado Quadrado, do inglés Conjugate Gradient Squared (CGS). A Tabela
M.1] apresenta as principais caracteristicas de alguns métodos mencionados, sendo elas rela-
cionadas com o tipo de matriz onde o método € aplicado, a forma de se construir o subespaco

onde a solugdo € encontrada e a técnica utilizada para encontrar a solu¢do proposta:

Tabela 4.1: Método iterativos ndo-estaciondrios para subespaco de Krylov

Método iterativo | Caracteristica da ma- | Algoritimo para cons- | Busca da solu-
triz de coeficientes trucao do subespaco cao
CG Simétrica definida posi- | Lanczos Ritz-Galerkin
tiva
BiCG Nao-simétrica Bi-Lanczos Petrov-Galerkin
GMRES Nao-simétrica Arnoldi Norma minima
residual

Nesta tese, usaremos o método dos Minimos Residuos Generalizados, também conhe-
cido como Generalized Minimal Residual Method (GMRES), para solucionar sistema linear
produzido pelo MECMP. Desenvolvido por|Saad e Schultz|(1986)), esse método pertence a fa-
milia dos métodos de projecdo associado com o subespacgo de Krylov|(1931)). Vale considerar
que, a partir desse subespaco, outros métodos iterativos também foram desenvolvidos, como
o método dos Gradientes Conjugados (GC), Residuos Minimos (MINRES), LQ Simétrico
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(SYMMLAQ), Gradientes BiConjugados (BiGC), Residuos Quase-Minimos (QMR), Gradi-
entes BiConjugados Estabilizado (Bi-CGSTab) e Gradientes Conjugados Quadrado (CGS).
O GRMES ¢ considerado uma generalizacao do método MINRES, devido a utiliza¢do do

processo de Arnoldi.

Com o passar dos anos, este método vem ganhando algumas variacdes, com o intuito
de melhorar seu desempenho. Como exemplo, Yu, Ren e Bai| (2016) aplicaram o método
residual minimo generalizado com algoritmo de pardmetro de reinicio (m) varidvel, do inglés
GMRES(m) with Variable Restart Parameter (VRP-GMRES(m)), para obter um algoritmo
cuja a eficiéncia e precisdo computacional sdo melhores que o tradicional GMRES(m). De
acordo com [Yu, Ren e Bai (2016)), o parametro de reinicio é um fator importante para o
funcionamento do método, pois, ao longo dos anos, constatou-se que valores pequenos de m

resultam em uma convergéncia lenta ou em uma nao convergéncia.

Em contra partida, um alto valor de m requer uma grande quantidade de memdria, tor-
nado a solugdo muito onerosa. A melhora de performance do VRP-GMRES(m) foi cons-
tatada ao analisar os resultados gerados pela solu¢do de problemas envolvendo a equagdo
da onda, em uma dimensao, e de um problema envolvendo a equagao de Poisson para duas
dimensdes. Para a primeira situacao, Yu, Ren e Bai|(2016) mostraram que, sob a mesma pre-
cisdo, o nimero de iteracdes para o algoritmo GMRES(m) € 11,7 vezes maior do que para o
algoritmo VRP-GMRES(m). Além disso, o tempo de processamento foi 10,7 vezes maior.
Para o problema envolvendo a equacdo de Poisson, o tempo de processamento do VRP-
GMRES(m) chegou a ser 35 vezes menor que o tempo de processamento do GMRES(m).

Para apresentar o funcionamento do GMRES, definiremos, primeiramente, o espaco € o

subespaco de Krylov. Sendo assim, dado o sistema linear:

b = Ax. (4.46)

O espaco e subespaco de Krylov sdo definidos como:

Definicao 1 Seja A € C™*" e x,b € C". Defini-se o espaco de Krylov:

b Ab A?%b
b Ab A?%b
A b) = b, Ab, A%, ....) < k(A,b) = , , ,

K(A,b) = span( ) < k(A,b) = span b Ab A%
b Ab A?%b e
(4.47)

e o seu respectivo subespaco, limitado pela ordem k, como:

b A¥-1p
b AKX 1p
ri(A, b) = span(b, Ab, A?b, ..., A*71b) & k(A,b) = span bl | pkey,
b Ak-1p
(4.48)
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O subespaco de Krylov desempenha um papel importante no método GMRES porque
ele representa a regifio onde deve-se encontrar a solu¢io aproximada (Z) do sistema linear.
Como pode-se perceber, tal subespago € formado pela combinagao linear de & vetores. De-
vido o GMRES ser um método de proje¢do, o subespaco de Krylov é o espagco da busca.
Pode-se garantir que a solucdo estd nesse subespaco se a condi¢do do o teorema abaixo for

satisfeita:

Teorema 1 Seja | o grau do polinémio minimo de b com relagcdo a A, e seja k o indice de
A. O sistema linear Ax = b possui solucdo no subespago de Krylov k;(A, b) se e somente se
b € img(Ak)

Para gerar o espago da busca, deve-se criar a sua respectiva base, que tem como caracte-
ristica ser ortonormal ao subespacgo de Krylov. Isso serd feito através do método de projecdo
de Arnoldi, que tem como base processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt. De acordo
com Saldanha| (2010), a base do trabalho de Arnoldi esta relacionado o artigo de Lanczos. O
seu trabalho tem como finalidade encontrar solug¢do para problemas de autovalores. Portanto,

ele aplicou seu método para solucionar a equagao caracteristica de uma matriz.

A partir desse método, segundo Saad (2003), pode-se obter uma matriz Hessenberg su-
perior a partir de uma matriz densa qualquer, conforme apresenta a Figura .15 onde a
matriz V,, representa uma matriz coluna formada por vetores ortonormais e a matriz H,,
representa a matriz Hessenberg, Figura[d.16] Segundo [Saad (2003), demonstrou-se que os
autovalores da matriz de Hessenberg seriam aproximagdes precisas para alguns autovalores
da matriz transformada, sendo que, tal fato mostrou-se ainda mais eficiente para aproximar

os autovalores de matrizes que eram grandes e esparsas.
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Figura 4.15: Matriz coluna formada por vetores ortonormais

-511,1 hia hig e hin
ha1 heg hag - han
0 hza has .. han

i
I

5 0 IiI:]'f'r'.-,,rr—l hﬂ:,ﬂ
0 e e 0 h‘“i"l—l..:l'l _

Figura 4.16: Matriz Hessenberg

Como apresentado na Tabela @ , 0 método do GMRES utiliza a técnica do minimos
quadrados para encontrar a solu¢do aproximada. Para realizar essa tarefa, considere que o
método comece de um valor inicial, dado por z,. A partir desse valor, calculamos o seguinte
residuo inicial rq:

ro = b — Ay, (4.49)

sendo que o subespacgo de Krylov é dado por:

kk(A,ro) = span(rg, Arg, ..., Ak_lro). (4.50)

De posse da solugdo inicial e do seu respectivo residuo, encontraremos, nas proximas

interacoes, a seguinte solug¢do xy:
i‘k = .f?o—FZk, (451)

sendo que zj € fator de acréscimo, dado por: 2z = Viyx, onde Vi € uma matriz cujas coluna
sdo os vetores ortonormais v;, 1 < 7 < k e z; € a solu¢do do problema de norma minima

residual, conforme apresentaremos. O residuo associado com 7, é dado por:

rr =b—Axy = b—A(To+21) = (b—AZy)+ Az, & 1 = ro+Azy, 21 € Ki(A,10). (4.52)
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Como o GMRES tem como ponto central minimizar a norma do residuo, podemos definir

essa norma como:
I7kll2 = b= Azkl[2 = [b=A(Zot2)l2 = [[(0=AZo)+Azi[l2 & [[rill2 = l[ro+-Azell2, 21 € Kr(A, 7o)
(4.53)

Considerando que o processo de Arnoldi produz a seguinte identidade: AV;, = Vi1 Hy,

podemos reescrever a equagao (.53)):

170 = A(Vizi)ll2 = llro — (AVi)2illa = 176 — Virr Hi 2|2 (4.54)

Segundo (Carvalho et al.| (2010), na constru¢cdo da base ortonormal temos as seguintes

relacoes:
To

7]
Portanto, substituindo os resultado da equacao (4.55) na equacdo (4.54):

v = & 1o =1||1o]l2 € v1 = Vigre. (4.55)

I(viliroll2) = Vi1 Hizll = [|(Visren) Irolla= Vi1 Hizell2 = [Visr (e18—Hize) |12, (4.56)

considerando que as colunas de V., sdo ortonormais, podemos reescrevera equagao (4.56))

como:
||61B—I:IkaH2. (457)

A equagio representa o problema de minimos quadrados que o GMRES tentara
solucionar. Através dela, encontraremos um respectivo valor de z. De posse desse resultado,
obteremos um novo valor para a solugdo iterativa, dada por: z, = Z, + 2. A equacdo (4.57)

€ resolvida pelo método de fatoragdo QR.

Apesar do método GMRES ser amplamente utilizado e reconhecido, sendo usualmente
selecionado para resolver sistema linear grande e esparso onde a matriz dos coeficientes é nao
simétrica e ndo singular, (KOLEV/| [2009), ele apresenta alguns problemas. Primeiramente,
deve-se ficar atento com a quantidade de memoria que o método pode consumir, além do
tempo requerido, pois a dimensdo do sistema linear estd intimamente relacionada com custos
computacionais (tempo e memoria) do problema analisado, (PESSANHA; PAZ; PRADA|
2012)). Por isso, o método GMRES deve ser reiniciado apds um nimero pré-especificado
de iteragdes, conforme demonstrado por Saad e Schultz (1986). Portanto, ao reiniciarmos o
método, as informacdes acumuladas sao eliminadas e os resultados mais recentes sao usados
como valores iniciais para as proximas iteragdes. Contudo, o método de reinicializagao pode
trazer o problema conhecido como estagnacdo, pois ele ndo possui garantia de convergéncia.
Tal adversidade estd relacionada com a possibilidade de duas solu¢des consecutivas serem
iguais ou quase iguais. Isso acontece quando a matriz A ndo € definida e positiva. Uma das
maneiras de contornar essa estagnacao esta no uso de precondicionadores no sistema inicial.
Vale ressaltar que tal problema nao aparece no método GMRES sem a técnica de recomeco,
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pois 0 mesmo garante a convergéncia em, no maximo, n iteragdes, sendo que n € a dimensdo

do sistema linear a ser resolvido.

Liu (2009) também apresentou alguns beneficios de se utilizar o pré-condicionamento.
Aplicar um bom pré-condicionador pode ser muito benéfico para o processo de convergéncia
das solugdes iterativas. Esse fato é importante porque existem situacdes em que a solucao
s6 converge depois de uma centenas de iteragdes. Contudo, para outras situacdes, o sistema
pode convergir rapidamente, utilizando poucas iteragdes. Para acelerar o processo de solugcdo
iterativa - isto é, reduzir o nimero de iteragdes para uma determinada tolerancia - uma matriz
de pré-condicionamento pode ser introduzida para melhorar o condicionamento da matriz do

sistema. Como consequéncia, temos um aumento na eficiéncia computacional.

O uso desses métodos para melhorar o condicionamento tem origem com o trabalho de
Cesarl (1937), segundo Ferronato (2012). Este trabalho consiste em apresentar uma visao
geral dos algoritmos mais populares disponiveis hoje, enfatizando os respectivos méritos e
limitagGes. A visdo geral € restrita a pré-condicionadores algébricos, que representam uma
determinada classe de pré-condicionadores. Sua principal caracteristica é que eles podem
funcionar para diversos tipos de problemas, pois a matriz dos coeficientes do sistema linear
possuem as mesmas similaridades. Por isso, uma grande gama de problemas pode utilizar

um mesmo tipo de pré-condicionador.

Em contrapartida, temos também os pré-condicionadores que funcionam para um deter-
minado tipo de problema, isto €, seu funcionamento € restrito ao problema analisado. Isso
ocorre pois ele € projetado de acordo com algumas caracteristicas do problema analisado,

como condicdes de contorno e propriedades fisicas.

Juntamente com o trabalho de [Ferronato| (2012)), temos também o trabalho de Benzi
(2002)), que fez uma pesquisa sobre pré-condicionamento para a solucio iterativa de grandes
sistemas lineares. Seu foco era em métodos algébricos adequados para matrizes esparsas.
Apesar do trabalho de Cesari| (1937) ser o precursor desses métodos, apenas com o trabalho
de [Evans| (1968) € que o termo de pré-condicionamento foi utilizado. O método GMRES
admite um tipo de pré-condicionamento onde uma matriz bloco diagonal M € utilizada,

sendo que ela € dada pela seguinte forma:

A, 0 0
0 A, 0

M=|0 0 A , (4.58)

o O O O O

0 0 0 O

sendo que A; é uma submatriz de A, onde o coeficiente formado em uma folha por direta
avaliacdo das integrais dentro dessa folha. Usando a matriz do precondicionador M, noés
mudamos o sistema original:

(M 'A)x = M 'b. (4.59)

78



Segundo Liu| (2009)), outras formas de pré-condicionadores podem ser utilizados. Tal t6-
pico ainda € um tema de pesquisa muito importante, pois através deles poderemos melhorar
o desempenho do MECMP. Tal fato foi constatado por Amlani Faisal; Chaillat (2019), que
utilizaram um pré-condicionador, obtido pela decomposi¢ao da matriz do MEC padrio atra-
vés do método das Matrizes- H , para acelerar a convergéncia de problemas de propagacdo de
ondas em trés dimensdes. Para algumas situagoes, a proposta apresentada chegou a ser 80%
mais rdpida que a solucao fornecida pelo MECMP com o pré-condicionador original.

4.4 Linguagem Julia

Julia é uma linguagem de programacio escrita em C', C'++ e Scheme, utilizando a es-
trutura do LLMV (Low Level Virtual Machine) como compilador. Ela tem como finalidade
otimizar o tempo de compilacdo e execucdo desse programa. A finalidade da linguagem
Julia é produzir um codigo que seja utilizado para situagdes onde deseja-se um alto desem-
penho numérico e cientifico. Vale ressaltar que a linguagem C' é uma das mais populares
atualmente, sendo ela a influenciadora de outras, como a linguagem Java e a linguagem
C'++, sendo que esta ultima pode ser entendida como uma extensdo do C. Scheme é uma
linguagem de programacdo que suporta mais de um paradigma de programagdo, como a fun-
cional e procedural. Logo, o objetivo € fornecer um framework no qual o programador possa

trabalhar com varios estilos.

O desenvolvimento do Julia comegou em 2009, por Alan Edelman, Jeff Bezanson, Ste-
fan Karpinski e Viral Shah. O objetivo deles era criar uma linguagem que pode-se ser rapida
e com uma boa eficiéncia numérica. Em 2012 o MIT lancou a primeira versdo de c6digo
aberto. Desde entdo, a linguagem se tornou muito popular entre vérios programadores, pois
proporciona a facilidade que muitas linguagens de alto nivel t€ém, sendo, contudo, mais efici-
ente no quesito desempenho. Por isso, vale ressaltar que o seu desempenho pode ser o dobro

da linguagem C', quando o Julia for otimizado.

Nesta tese a ideia de utilizagdo dessa linguagem surgiu devido a necessidade de substituir
a programacao inicial, feita em MATLAB, por um outra. Apesar da facilidade de se utilizar
a programa¢do em MATLAB, percebeu-se que o0 mesmo ndo é adequado para programar
problemas que possuem numero de graus de liberdade elevado. Por isso, foi necessario
encontrar uma linguagem que fosse capaz de melhorar a eficiéncia do cédigo. Devido ao
alto desempenho do Julia e algumas similaridades com o MATLAB, essa linguagem foi
utilizada.
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Capitulo 5
Resultados

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados numéricos com o objetivo de validar a
formulacao desenvolvida nesta tese. Por isso, serdo apresentados os resultados para cada um

dos tépicos do capitulo 4.

O primeiro resultado estd relacionado com a expansodes das solugdes fundamentais. Essa
verificacdo tem fundamental importancia para os resultados subsequentes, ja que as opera-
coes do MECMP comecam a partir delas. Dessa maneira, faremos a seguinte andlise: iremos
comparar o comportamento das solu¢cdes fundamentais expandidas com o comportamento
das solugdes fundamentais na sua forma tradicional, variando, contanto, o niimero de termos
nas expansdes. A importancia dessa andlise reside no fato de sabermos qual o nimero de

termos da expansao que € apropriado para produzir resultados com uma boa acurécia.

Em seguida, analisaremos se as operacoes de expansoes e translacdes desenvolvidas estdo
corretas. Para tanto, aferiremos os resultados do produto matriz vetor de alguns elementos
das matrizes G e H produzidas pelo MECMP e pelo MEC. Verificaremos, também, como
o nimero de termos na série interfere nos resultados obtidos. Concluida essa etapa, analisa-
remos um problema onde contrastaremos os resultados entre uma solug¢ao analitica com os
resultados numéricos produzidos pelo MECMP e MEC. A ideia € verificar se os resultados
finais obtidos estdo corretos, pois apenas as andlises das expansdes fundamentais e das ope-
racdes ndo garantem que o resultado final esteja correto, uma vez que a solu¢do numérica

pode ndo convergir.

Por fim, apds apurarmos que todas as etapas acima foram implementadas e testadas, ainda
é necessdrio verificar se 0 método proposto é mais eficiente que o MEC. A visto disso, um
problema de larga escala serd simulado para verificar a complexidade do MECMP proposto.
Desse modo, estudaremos a relacdo da memoria consumida e o tempo de processamento
com o numero de graus de liberdade de um problema. Através dessa relacao, lograremos a
complexidade do MECMP e do MEC.
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5.1 Expancao das solucoes fundamenta

Nesta se¢do as expansoes das solucdes fundamentais, dada pelas equacdes e (.9),
sao comparadas com as equacoes (3.16) e (3.17). Para as equagdes (3.16) e (3.17), fixamos,
inicialmente, os pontos campos z; e fontes z,, nas coordenadas (0,0;0,5) e (0,0;1,0). Em
seguida, aproximamos, por pequenos incrementos, o ponto campo do ponto fonte, a fim de
diminuir a distancia (z,, — z;). A partir desses resultados, plotamos um gréfico que apresenta
comportamento das equagdes (3.16) e (3.17). A mesma anélise foi feita para as equagdes
e (4.8). Dessa vez, os fixados sdo os pontos intermedidrios e os pontos fontes, nas
mesmas coordenadas da situagdo anterior. Assim, variamos as posi¢cdes dos pontos campos,
diminuindo as seguintes distincias (z; — 2, ). Plotou-se um grifico do comportamento das
equagoes e (4.9). Como apresentado na se¢do introdutdria deste capitulo, esses graficos
foram feitos com diferentes nimeros de termos na série, com a finalidade de verificar como

eles interferem na acurdcia dos resultados. As contantes referentes ao material do problema
estdo nas Tabelas[5.1le[3.2]

Tabela 5.1: Propriedades do material Boro-epdxi

Camada F; (MPa) FE; (MPa) G MPa) 9
1 55.16 170.65 4.83 0.036

Tabela 5.2: Valores das raizes do polindmio caracteristico para o Boro-epoxi.

i Iz
1 -0.6072 + 1.4875i
2 0.5124 +0.8588i

Tabela 5.3: Valores das constantes complexas para o Boro-epoxi.

(i,j) Aij qij Gij
11 0.0117-0.0268i -0.432-0.05701i -0.6072 + 0.8588 i
12 0.0058 + 0.0268 i  -0.0280 - 0.0453 i 1.4554 + 1.816 i
21 -0.0328 - 0.0459 1 -0.0585-0.1246 i -1.000
22 -0.0233-0.0337i -0.0127-0.0758 i -1.000

As Figuras 5.8 e [5.9] representam o comportamento da solugdo fundamental para
deslocamento U;;. As figuras[5.10] [5.11] e[5.12] representam o comportamento da solugdo
fundamental de forgas de superficie 7;;. A partir dos resultados obtidos, verifica-se que as

solugcdes expandidas s@o uma boa aproximagao das solu¢gdes fundamentais, pois o erro asso-
ciado com essa diferenca torna-se muito pequena quando aumentamos o nimero de termos
na série, conforme os graficos de erro para solu¢cdo fundamental de deslocamento, Figuras
[5.11[5.2]e[5.3] e as Figuras[5.4] [5.6] e [5.6] para solu¢do fundamental de forgas de superficies.
Eles representam a diferenca entre os valores dados pelas solu¢des fundamentais com os
valores dados pelas solugdes expandidas, sendo estas realizadas com diferentes nimero de
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Figura 5.1: Erros para solu¢do fundamental Uy,

termos na série. Como pode-se notar, o erro entre esses dois valores decresce com o aumento
no numero de termos da série.

No entanto, 2 medida que as diferengas (z,, — z;) e (2; — 2,) tornam-se cada vez meno-
res, o problema de singularidade aparece na formulagdo original das solucdes fundamentais
e na formulacdo das solugdes expandidas. Além disso, pode-se notar que, para um mesmo
nimero de termos na expansao, a solucao fundamental para deslocamento tem uma melhor
acurdcia que a solu¢do fundamental de forcas de superficie, pois o erro encontrado sdo meno-
res. Isso acontece porque a solu¢do fundamental de deslocamento possui singularidade fraca
In(r) e a solu¢do fundamental para for¢a de superficie possui singularidade forte (1/7). Vale
ressaltar que, apesar da Figura [5.1] apresentar dois erros relativos extremamente altos (erros
3 e 4), o erro absoluto entre a solu¢do fundamental e a solu¢cdo expandida é de 0.0017 e de

0.0031, respectivamente.

Os dados obtidos pela andlise feita foi bastante parecido com os resultados encontrados
por |Braga (2012)), onde o comportamento das solu¢des fundamentais para problemas po-
tenciais (fluxo de calor e de temperatura) foram comparadas com as solu¢des expandidas.
Nela, a solucao fundamental de fluxo demora mais para alcangar a convergéncia que a solu-
cdo fundamental de temperatura. Portanto, através desses dois resultados, concluimos que o
metodologia utilizada para fazer o estudo de convergéncia entre a solu¢do fundamental e a
solucdo expandida € boa, porque apresentam resultados precisos para diferentes tipos de so-
lucdes fundamentais propostas. Além disso, mostra como o nimero de termos na expansao

interfere na acuracia dos resultados.
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Figura 5.3: Erros para solucdo fundamental Uy = Uy
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Figura 5.7: Solucao Fundamental Uy,
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5.2 Operacao do Método Rapido com Expansao Multipo-

lar

Nessa secdo verificaremos se todas as operacdes desenvolvidas para o MECMP conver-
gem para o resultados do MEC tradicional. Calcularemos as integrais das equagdes (5.1))
e (5.2)) utilizando o MECMP e o MEC padrio. Estd andlise foi feita porque os coeficien-
tes das matrizes G e H, presentes nas equacdes (5.2)) e (5.1)), sdo computados através das
operacdes apresentadas no capitulo anterior. Esses valores serdo calculados com diferentes
nimeros nos termos da expansao multipolar e da expansao local, a fim de verificar a influén-
cia do nimero de termos na acuricia desses resultados. Para iniciar os cdlculos propostos,
serd considerado o problema da Figura[5.13] Deve-se escolher os elementos onde os pontos
fontes e os pontos campos pertenceram. Nesse problema, os pontos fontes serdo os nds dos
elementos 27 e 28 e os elementos de integracdo serdo os nds dos elementos 5e 6, 11 e 12 ¢
15 e 16. A integral calculada representa a resposta dos pontos campos quando uma forca de
carga unitdria € aplicada. As constantes desse problema estdo representadas nas Tabelas[5.4]
e

Para exemplificar como as operagdes apresentadas funcionam, analisaremos um dos
exemplos propostos. Considere que os pontos fontes pertencem aos nés dos elementos 27 e
28 e pontos campos estdo nos nds dos elementos 15 e 16. Assumindo que o nimero maximo
de elementos por célula € igual a 1, foi calculado os momentos dos elementos 15 e 16 com
respeito ao centro das células 54 e 55. Em seguida, através da operagao M2M, faremos uma
translagcdo dessas posi¢des para o centro da célula 37, pois ela € a célula pai das células 54 e
55. Ap6s soma-las, foi utilizado a operacdo M2L, a fim de computar a translacdo do centro
da célula 37 para o centro da célula 21, que € a célula pai das células folhas 41 e 40. A
translagcdo do centro da célula pai, 21, para as células filhas, 41 e 40, é feita com através da
expansao local. A partir desse conjunto de operagdes, calcularemos um dos coeficientes das
matrizes presentes nas equagoes e (5.2). Utilizando os mesmos procedimentos menci-
onados para os elementos 5,6,11 e 12, os resultados encontrados se encontram nas Tabelas

BABSBIABI0B.ITel.12

U, U, |[1]
IH:/FUij(Z’ZO)tj(Z())dF(Z):/C Uex U:y 1 dF, (51)
7. T..][1]
to = [ Tz = [ | ol ]| (52)
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Tabela 5.4: Valores para constante complexas para o material compdsito.

(4, ) Ayj 0ij 9ij
11 0.073 -0.0654 i -0.4473-0.33971 -0.5124 + 0.8588 i
12 0.073 +0.0654 1 -0.04473-0.33971 0.5124 +0.8588 i
21 -0.0524 -0.0398 i -0.0625 - 0.05528 i -1.000
22 -0.0524-0.0398 1 -0.0625-0.05528 i -1.000

Tabela 5.5: Propriedades do material compdsito

Camada F; (GPa) FE,(GPa) G, (GPa) V12 0
1 2.2 4.4 0.7692  0.4286 —15°
2 2.2 4.4 0.7692 0.4286  25°

12

10

Figura 5.13: Dominio

Tabela 5.6: Valores das raizes do polindmio caracteristico para o material compdsito.

i Hi
1 -0.5124 + 0.8588 i
2 0.5124 +0.8588 i
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Tabela 5.7: Comparagdo entre MECMP e o MEC convencional para matriz G ¢ H doné 5

Num of exp MECMP I; né 5 MECMP Iy n6 5
2 —0.74995/ — 0.5682 0.027287/ — 0.0077593
4 —0.75024/ — 0.56916  0.023676/ — 0.0068712
6 —0.75028/ — 0.56914  0.023772/ — 0.0067535
8 —0.75028/ — 0.56914  0.023772/ — 0.0067659
BEM —0.75028/ — 0.56914 0.02377/ — 0.0067661

Tabela 5.8: Comparagdo entre MECMP e o MEC convencional para matriz G e H doné 6

Num of exp MECMP I; n6 6 MECMP I n6 6
2 —0.7106/ — 0.53994 0.020051/ — 0.006443
4 —0.70919/ — 0.54188 0.020051/ — 0.006443
6 —0.70935/ — 0.54183 0.020051/ — 0.006443
8 —0.70935/ — 0.54183 0.020051/ — 0.0064409
BEM —0.70935/ — 0.54183 0.020051/ — 0.0064409

Tabela 5.9: Comparacdo entre MECMP e o MEC convencional para matriz G ¢ H dond 11

Num of exp MECMP [;n6 11 MECMP Iy n6 11
2 —0.62066/ — 0.45961 0.040665/ — 0.0082007
4 —0.62026/ — 0.45964 0.040499/ — 0.0089126
6 —0.62026/ — 0.45964 0.040468/ — 0.0088904
8 —0.62026/ — 0.45964 0.040469/ — 0.0088903
BEM —0.62026/ — 0.45964 0.040469/ — 0.0088903

Tabela 5.10: Comparagdo entre MECMP e o MEC convencional para matriz G ¢ H do né
12

Numofexp  MECMP /; n6 12 MECMP Iy n6 12
2 —0.61358/ — 0.44324 0.043138/ — 0.0011282
4 —0.61269/ — 0.443  0.042832/ — 0.011912

6 —0.6127/ — 0.443 0.042817/ — 0.1188

8 —0.6127/ — 0.443 0.042818/ — 0.1188
BEM —-0.6127/ — 0.443 0.042818/ — 0.01188

Tabela 5.11: Comparagdo entre MECMP e o MEC convencional para matriz G e H do n6
15

Num of exp MECMP I né 15 MECMP I né 15
2 —0.84276/ — 0.55643  0.051138/0.029998
4 —0.84267/ — 0.5565 0.051055/0.029937
6 —0.84266/ — 0.5565 0.051068/0.029947
8 —0.84266/ — 0.5565  0.051068,/0.0299948
BEM —0.84266/ — 0.5565 0.051068/0.029948
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Tabela 5.12: Comparagdo entre MECMP e o MEC convencional para matriz G ¢ H do né
16

Num of exp MECMP I n6 16 MECMP Iy n6 16

2 —0.085486/ — 0.53702 0.054505,/0.036072

4 —0.085499/ — 0.53684 0.054696/0.036406

6 —0.085498/ — 0.53683 0.054707/0.036422

8 —0.085498/ — 0.53683 0.054707/0.036422
BEM —0.085498/ — 0.53683 0.054707/ — 0.036422

Os resultados mostram que as integrais calculadas usando o MECMP estdo em boa con-
cordancia com os resultados apresentados pelo MEC convencional, mesmo quando poucos
termos nas expansdes multipolar e local s@o usados. Assim, pode-se concluir que todas as
operacdes desenvolvidas convergem, ou seja, a acurdcia dos resultados melhora quando au-
mentamos o nimero de termos na expansdao multipolar e na expansdo local. Além disso,
verificou-se que os resultados para a matriz H exigiram um nimero maior de termos na série
do que a matriz G. Novamente, esse comportamento pode ser explicado pela presenca da
singularidade forte na solucdo fundamental de forca de superficie. Ela demanda mais de
termos para garantir a mesma precisao dos resultados. Vale ressaltar que essa proposta tam-
bém foi desenvolvida por Braga (2012) e Dias| (2014). Os resultados por eles encontrados
também foram bastante parecidos: a matriz H exigiu maior nimero de termos que a matriz
G. Portanto, concluimos que as operacdes foram implementadas corretamente e que a me-
todologia utilizada para averiguar esses resultados também € confidvel, visto que conclusdes
semelhantes foram obtidos para problemas potenciais e de elasticidade isotrépica em duas

dimensoes.
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5.3 Cavidade circular sob pressao interna
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Figura 5.15: Pontos internos dentro da cavidade no meio infinito

Neste problema analisaremos uma cavidade circular sob pressdo interna em um meio
infinito, conforme apresentado na Figura [5.15] A finalidade desse problema ¢ averiguar a
exatiddo do resultado final obtido pelo MECMP. Deve-se ressaltar que os resultados apre-
sentados anteriormente servem para construir as matrizes G e H. Portanto, agora deve-se
verificar se a solug¢do obtida pelo GMRES do MECMP apresenta alguma irregularidade. Este
problema foi analisado por |Foltran (1999) usando o BEM convencional, onde o mesmo cal-
culou deslocamentos e tensdes para diferentes pontos distantes da cavidade. Logo, uma das
simulagdes realizadas tem como objetivo comparar o deslocamento obtido pelo MECMP
com seguintes resultados: os valores da solu¢do numérico obtida por [Foltran| (1999) e os
resultados da solugio analitica, dada pela equagdo (5.3)):

2
1
u o P+ y)

Fo (5.3)

Na equagio (5.3) u é deslocamento radial desejado, em milimetros, p € a pressdo interna
da cavidade, em Pa, a € a distincia da cavidade circular, em metros, v o coeficiente de
Poisson, £ o médulo de elasticidade, em Pa e r € o raio da cavidade interna, em metros. Os
valores utilizados para as constantes v, p, E e r estdo definidas na Tabela[5.13] Esses valores
foram utilizados porque sdo os pardmetros escolhidos por [Foltran| (1999). Vale ressaltar
que o problema original € isotrépico. Logo, a formulacdo de Lekhnitskii deve ser adaptada
para simular materiais isotrépicos, conforme comentado no capitulo [3] Assim, as seguinte
consideracdes foram adotadas:

E,=F, (5.4)

Ey = Ey + ¥, (5.5
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Tabela 5.13: Valores dos parametros usados

Constantes Valores
v 0,1
E 2,079 - 10°Pa
p 100Pa
r 2m
Vig = V12 =V, (5.6)
E,
Go=G= —"-~ . 5.7

Tabela 5.14: Valores para constante complexas para o material composito.

(4,9) Ajj Gij Yij
11 2,0139-0,01 0.0+ 1.0109377 i 0,0+0,01
12 -1,97812+ 0,0 1 0,0 + 0,988976 i 0,0+0,01
21 0,0328 - 0,0459 i 0,0-1.95632 1 -1.000 + 0,0 i
22 -0.0233-0.03371i 0,0-2,0358988 i -1.000+ 0,01

Tabela 5.15: Valores das raizes do polindmio caracteristico para o material compdsito.

i Hi
I 0.0+ 1.0109037 i
2 0.0+0.9888976 i

Nas tabelas [5.15]e[5.14] temos as constantes utilizadas pela formulagio MECMP para si-
mular um problema quasi-isotrépico. Assim, o primeiro resultado simulado esta relacionado
com o estudo da aproximacao proposta. Foi realizada uma simulag¢do onde o parametro y é
variado e, o nimero de elementos utilizados na discretizacdo € constante. Para cada simula-
cdo do MECMP, usamos 15 termos na expansao multipolar e expansdo local. A tolerancia
no GMRES foi de 107° e utilizamos 1 elementos por folha na estrutura da drvore, conforme
a Figura [5.16] Os pontos distantes da cavidade utilizados para calcular os deslocamentos
foram: 4,6, 10, 20, 50, 200 e 1000 metros da cavidade. Vale destacar que o sentido do vetor
normal foi invertido, a fim de considerar a parte interna da cavidade como o meio externo,
como representado pela Figura

O primeiro resultado apresentado, dado pelas Figura [5.18| e [5.19] e pela Tabela [5.16]
comparam a solu¢do analitica com as respostas numéricas, utilizando-se apenas 24 elementos
na discretizacdo de contorno. Conforme foi discutido, os valores de y foram variados. Com
essas informagdes, percebeu-se que a variacao dos valores de y ndo tem grande influéncia
na acurdcia dos resultados, conforme o grafico de erro da Figura Percebe-se que a
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Tabela 5.16: Comparagdo dos deslocamentos em (mm) entre a solucdo analitica, MEC e
MECMP para 24 elementos constantes com para diferentes valores de o

Dist. da cavidade (m) Solucao Analitica MEC MECMP Erro

4 1,190476 1,165320 1,241307 3,051085
6 0,7936517 0,776870  0,827535 3,078776
10 0,476190 0,466122  0,496521 3,078776
20 0,238095 0,233061 0,248261 3,078776
50 0,093224 0,093224  0,099304 3,078776
200 0,023809 0,0233061 0,024826 3,078776
1000 0,004762 0,004762  0,004965 3,078776

diferenca entre y = 1,01 e xy = 1,00000001 é de apenas 0.0276, conforme pode ser calculado
pelos dados da Tabela[5.16] De acordo com a simulagdo proposta, constate-se que a variagao

do valor de y ndo produziu resultados com erros menores que 3%.

Por isso, serd necessdrio simular o respectivo problema com uma outra configuracio de
parametro. O resultado dessa primeira simulagdo foi extremamente util, dado que estudare-
mos a convergéncia desse problema variando o nimero de elementos da discretizagao. Para
realizar tal estudo, vamos escolher o valor de 1, 001 para . Ele serd tomado como referéncia,

pois, a partir dele, ndo ha uma melhora nos resultados obtidos.
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(a) (b)

Figura 5.17: Dire¢do positiva e sentido do vetor normal para um dominio fechado (a); Re-
presentacao da direcdo positiva e sentido do vetor normal para um dominio no meio infinito

(b)
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Figura 5.18: Comparacio entre solugdo analitica e MECMP para diferentes valores de 6 com
24 elementos na discretizagdo do problema
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Os resultados obtidos para segunda proposta estdo mostrados na Figura [5.20] e [5.21]
Nota-se que existe uma instabilidade na convergéncia da solucdo. Ela sé se estabiliza de-
pois que 48 elementos sdo utilizados na discretizacdo. Logo, apés esse valor, os resultados
convergem, conforme observa-se na Figura [5.24] [5.24] ¢ [5.24] Nota-se que a convergéncia,

a partir da estabilizacdo, se d4 por cima da solucao analitica. A irregularidade no padrdo de
convergéncia também foi detectada por Bragal (2012). Nessas situacdes, constatou-se que
a convergéncia para solugdo analitica se aproximava ora por acima, ora por abaixo. Vale
ressaltar que Braga (2012) também utilizou elementos constantes na sua simulagdo. Assim,
deve-se utilizar outros tipos de elementos a fim de verificar se a estabilidade gerada esta re-
lacionada com elementos constantes. Além disso, para atingir um erro menor que 1%, foram
necessario 700 elementos, conforme a Tabela[5.17]

Por fim, fora as particularidades apresentadas, percebe-se que o MECMP implementado
estd produzindo resultados corretos, pois uma acurdcia menor que 1% foram obtidas. Vale
considerar que aproximacdo entre de um problema anisotrépico para um problema quasi-
isotropico também possui uma limitacdo, conforme demonstrado pelos resultados obtidos
para diferentes valores de y. Portanto, tal fator também deve ser considerado quando de-
sejamos estudar a precisdo dos resultados obtidos. Enfim, a partir dos resultados obtidos,
constata-se que toda a implementa¢do tem uma boa precisdo, desde as expansoes, passando
pelas operacdes do MECMP até chegar no cdlculo dos resultados finais. Para finalizarmos
a andlise da proposta feita, faz-se necessario estudar a eficiéncia do mesmo, pois tal método
foi destinado a ser mais eficiente que o MEC padrao, sendo que tal eficiéncia deve apresentar
complexidade O(NV).

Tabela 5.17: Deslocamentos dos pontos internos em (mm) para 700 elementos constantes

Dist. da cavidade (m) Solucdo Analitica MECMP Erro
4 1,190476 1,202236 0,987847
6 0,7936517 0,8014914 0,987913
10 0,476190 0,4808948 0,987906
20 0,238095 0,2404474 0,987900
50 0,093224 0,0961789  0,987898398
200 0,023809 0,024045  0,987898046
1000 0,004762 0,004808 0,9878980250
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5.4 Placa com furos

Neste exemplo estudamos a eficiéncia do MECMP para problemas anisotrépicos. Com-
paramos o custo computacional (tempo de processamento e a memoria utilizada) entre o
MEC convencional e o MECMP desenvolvido. Para realizar essa tarefa, utilizaremos a fun-
cdo @Qtimev da linguagem Julia, pois ela € maneira mais comum de se medir tempo e a
memoria alocado durante a execucao do programa. Vale ressaltar que os valores registrados
aqui ndo contem o tempo decorrido para compild-los. Por isso, a afericdo € realizada mais
de uma vez. Nesta secdo simulamos uma placa com orificios circulares, distribuidos unifor-
memente, submetidos a tracdo. Assim, uma das arestas € fixada enquanto outra é tracionada,
conforme apresentado pela Figura A placa analisada tem uma drea de 1 m? e a 4rea
de todos os furos € de 12,47% da érea da placa. Para simuld-lo com 0 MECMP, usamos 10
termos da série da expansao multipolar e da expansao local. As propriedades utilizadas do
material composito estdo na Tabela|5.18]5.19|e|5.20L A tolerancia no GMRES € de 10~7. O
tempo e a memoria consumidos sdo apresentados nas Figuras[5.26]e
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Figura 5.25: Placa com 100 furos

Tabela 5.18: Constantes de Engenharia para compésito de Vidro-Epoxi

Layer FE; (GPa) FE,(GPa) G5 (GPa) 149
1 48.26 17.24 4.83 6.89

Os resultados obtidos mostram que o MECMP ¢é mais eficiente quando o grau de liber-

dade aumenta, porque consome menos memoria e € mais rdpido que o MEC convencional,
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Tabela 5.19: Raizes da equagio caracteristica para o Vidro-Epoxi.

i i
I —0.309843 + 1.15608:
2 0.302941 + 1.08549:

Tabela 5.20: Constantes complexas para o Vidro-Epoxi

(1,)) Aij qij Gij

(1,1) 0.0285378-0.03833731  -0.00123219-0.001248731  -0.309843+1.15608i
(1,2) 0.0212743+0.03833731 -0.000953288+0.00117249i  0.302941+1.08549i
2,1) 0.0328 - 0.04591 -0.00106185-0.001480371 -1.000

2,2) -0.0233 - 0.03371 0.00098394-0.001700821 -1.000

conforme os graficos apresentados pelas Figuras [5.26] e Analisando a inclinag¢do dos
graficos em escala logaritmica, notou-se que 0o MECMP possui uma inclina¢do quase linear,
isto é, O(N). Esse resultado era esperado, pois 0 MECMP deve ter essa complexidade, a
fim de garantir que a proposta realizada seja mais eficiente que o MEC. Fazendo a mesma
andlise de inclinacdo para os resultados do MEC, constatamos que um valor proximo de 2 foi
obtido. Logo, a complexidade ¢ O(N?). Devido essas diferencas, os dois métodos possuem
desempenhos bastante distintos.

O maior modelo simulado pelo MECMP tem 159940 DOFs (46 x 46 furos) e levou 15240
segundos, sem uso de swap no disco rigido. Por outro lado, o MEC convencional ndo pode
executar um modelo com mais de 15108 DOFs (14 x 14 furos), porque o a memoria RAM é
totalmente consumida. Para 11220 DOFs, a memoria consumida pelo MEC € quase 6 vezes
maior que a memoria consumida pelo MECMP, conforme o grifico da Figura

Com esses resultados e com os outros obtidos ao longo desse capitulo, podemos concluir
que o método desenvolvido € preciso e € mais eficiente que o MEC a medida que o nimero
de graus de liberdade de um problema aumenta. Tal fato deve ser evidenciado porque essa
eficiéncia nio é notada para situagdes em que o grau de liberdade estd entre 10° e 10%,
conforme nota-se nos graficos em escala logaritmica das Figuras[5.26|e O MECMP s6

é realmente eficiente quando o problema possui grau de liberdade maior que 10*.

Além das simulagdes mostrando a eficiéncia do FMM, também simulamos o problema
para diferente nimeros de elementos na folha. Essa caracteristica € importante, pois a per-
formance do FMM ¢ alterada pela quantidade de operacdes executadas. Como apresentado,
a operagdo M2M € a que mais limita a eficiéncia do FMM. Portanto, ela deve ser evitada.
Assim, nessa tese, diminuimos a operacdo M2M agrupando mais de um elemento em uma
folha, pois quanto mais elementos juntos, menos niveis teremos na etapa downward. Sendo
assim, a Figura [5.28] apresenta o tempo de processamento envolvendo simula¢des com dife-
rentes nimero de elementos em uma folha. Constata-se que, quando aumentamos o nimero
de DOFs, o tempo de processamento melhora (diminui) com o aumento do nimero de ele-

mentos em uma folha. Tal fato era esperado, pois nenhum artigo de FMM simulou problemas
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envolvendo mais que 10* DOFs com um elemento por folha.

Contudo, também deve-se notar que a eficiéncia relacionada com a quantidade de ele-
mentos por folha ndo € direta. Isto €, nem sempre uma simulagdo com um ndmero grande
de elementos na folha serd mais rdpida que a simulacdo com um elemento por folha. Isso
pode ser constatado pela Figura [5.28] pois a grafico de 1 elemento por folha estd abaixo do
grafico com 10 elementos por folha em uma determinada faixa de simulacdo. Contudo, esse
ganho de performance néo ¢ tdo alto, conforme apresenta a Figura [5.29] Ela representa a
diferenca, em minutos, do tempo entre as duas simula¢des propostas. Os valores negativos
representam quao rdpido € a simulacdo com 1 elemento por folha. Por outro lado, os valores
positivos representam quao rapido € a simulagdo com 10 elementos por folha. Comparando
a maxima diferenca entre os resultados propostos, a simulacdo com 1 elemento por folha
teve um ganho maximo de 5 minutos. Fazendo a mesma andlise para a simulagdo com 10
elementos por folha, nota-se que esse ganho foi de 27 minutos, mais que 5 vezes a maxima
eficiéncia da proposta com 1 elemento por folha. Logo, concluimos que a simulagdo com 1

elemento por folha representa a pior performance para proposta do MECMP.
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Capitulo 6
Conclusoes

O objetivo desta tese foi desenvolver a formulagio do MECMP para problemas de elas-
ticidade anisotrépica. Na introdugdo desse trabalho apresentamos as suas principais caracte-
risticas do MEC e o MECMP. Além disso, discorremos sobre alguns trabalhos de MECMP
relacionados com o tema proposto. Percebeu-se que na literatura ndo tinha sido utilizada
a formulacdo proposta, pois nenhum trabalho envolvendo o MECMP usou a solucdo fun-
damental de Lekhnitskii para resolver problemas de elasticidade anisotropica. Em virtude
disso, iniciamos o capitulo 2 apresentando os principais conceitos relacionados a teoria da
elasticidade para materiais anisotrépicos, a fim de criar uma base para desenvolver a formula-
cdo proposta. No final desse capitulo foram apresentados os principais conceitos envolvendo
a teoria dos laminados simétricos, desenvolvendo as equagdes utilizadas para calcular tensao

e deformagdo nesses corpos.

O capitulo 3 foi destinado ao desenvolvimento do MEC padrao para o tipo de problema
estudado nesta tese. Primeiramente, apresentamos as solu¢des fundamentais associadas a
formulacao de Lekhnitskii. Em seguida, apresentou-se alguns teoremas necessarios ao de-
senvolvimento da formulagdo do MEC. Através desses topicos, logrou-se a equagao integral
de contorno, que foi discretiza no final do capitulo. Com esse resultado, o sistema linear do
MEC foi obtido. Vale ressaltar que nesse capitulo também apresentamos algumas caracte-
risticas que inviabilizam o MEC para solucionar problemas de larga escala. Notamos que o
método de colocagdo nodal é o responsdvel por torna a matriz cheia e nao simétrica. Além
disso, a forma de solucionar o sistema linear também era um inconveniente, pois, dependo

da forma adotada para tal, temos uma formulagio cuja a complexidade é O (N?).

Para superar as dificuldades aqui relatadas, utilizamos o capitulo 4 para apresentar a
formulacao do MECMP. Atualmente, ela € uma das técnicas empregadas para acelerar a so-
lucdo do MEC. Logo, come¢amos o capitulo descrevendo as ideias basicas do MECMP para,
depois, desenvolver a formulagdo matematica desse método. Iniciamos essa etapa apresen-
tando a expansdo das solu¢des fundamentais. Em seguida, as operagdes de translacdo do
MECMP foram desenvolvidas. Através desse conjunto de procedimentos mudamos a forma

de interacdo entre o ponto fonte e o ponto campo. Assim, substituimos a tradicional forma
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de interacdo direta por uma nova, que envolve agrupamento de pontos. Contudo, tal pro-
cedimento s6 é vdlido para situagdes onde o ponto campo e o ponto fonte estdo distantes.
Quando o ponto fonte e o ponto campo estdo perto, utilizamos o MEC. No capitulo 5 apre-
sentamos os resultados numéricos da formulacao proposta. Como conclusdo, constatamos
que o MECMP para problemas anisotropicos gera resultados precisos, além do mesmo pos-
suir uma complexidade linear. Assim, essa ferramenta é bastante adequada para solucionar

problemas de larga escala para situagdes envolvendo elasticidade anisotrépica.

6.1 Sugestao para trabalhos futuros

Apesar dos resultados aqui desenvolvidos estarem de acordo com que era esperado, pode-
se notar que algumas partes do MECMP podem ser aperfeicoadas para melhorar a perfor-
mance da formulacdo. Os topicos aqui apresentados podem ser considerados como sugestoes

para trabalhos futuros.

e A primeira sugestdo proposta visa alterar a forma como as expansdes das solu¢des
fundamentais foram realizadas. Como apresentada no capitulo 4, existem outras for-
mas para alcangar esse objetivo, conforme apresentado por Yarvin e Rokhlin/ (1998) e
Haitao e Zhenhan (2004). Com os novos resultados obtidos dessas expansdes, pode-se
melhorar a eficiéncia do MECMP.

* A segunda sugestdo visa implementar o cédigo utilizando placas graficas, conforme
apresentado por Takahashi et al. (2012). Tal procedimento irid possibilitar simular

problemas mais complexos que necessitam de maior quantidade de DOFs.

* Em virtude das poucas solugdes analiticas disponiveis para o cdlculo do deslocamento,
faz-se necessario implementar a equagdo integral associada com calculo da tensao.
Através dela, iremos dispor de um nimero maior de problemas que possuem solug¢do
analitica. Além disso, podemos estender a formulacio para simular problemas envol-

vendo fraturas em materiais anisotropicos.

* Atualmente, uma das pesquisas que tem se destacado € a utilizagdo da formulacao
1isogeométrica. Ela é uma ferramenta computacional que possibilita integrar a ana-
lise de elementos finitos ou elementos de contorno com ferramentas de projeto CAD,
através da NURBS. Uma das vantagens dessa abordagem € que ndo hé erro de apro-
ximagdo geométrica, pois o dominio ou o contorno do problema sdo representados
exatamente. Assim, os artigos de Wang et al. (2019),Wang et al. (2018), Liu et al.
(2017) e |Chen et al. (2018)) sdo alguns trabalhos que utilizam a formulagdo isoge-
ométrica com MECMP, para diferentes tipos de problema, a fim de mostrar que os
resultados obtidos dessa unido sdo mais precisos que os obtidos pelo MECMP, pois as
NURBS fornecem representacdes geométricas exatas. Assim, pode-se estender essa

formulagao para problemas eldsticos anisotropicos;
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A abordagem e o c6digo apresentados nesta tese pode ser estendida para problemas elés-
ticos anisotrépicos em 3D. Para tais situagdes, a estrutura quad-tree deve ser substituida pela
oct-tree, com células na forma de cubos que cobrem todos os elementos de contorno. Em-
bora as expansdes de séries tenham sido usadas para expandir as solucdes fundamentais em
problemas 3D, elas se mostraram ineficientes, uma vez que requerem um grande nimero de
termos nas expansoes para obter uma boa convergéncia. A melhor escolha para a formulagdo

3D requer o uso de fun¢gdes harmdnicas para as expansdes das solugdes fundamentais.

Para problemas com contornos curvos ou estruturas delgadas em flexao, o uso de ele-
mentos constantes ndo € eficiente e um grande nimero de elementos pode ser necessério
para obter resultados com convergéncia satisfatéria. Neste sentido, elementos de mais alta
ordem, como elementos quadraticos, por exemplo, seriam mais adequados, conforme apre-
sentado por Gee e Erdely1 (2017).
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Apéndice A
Operacoes do MECMP para nucleo T

Neste apéndice serdo apresentadas as operagdes do MECMP para a primeira integral
da equacdo (3.44)). Tal integral estd relacionada com o nucleo da solu¢do fundamental de
tragdo, dada pela equagdo (3.17). Os procedimentos para alcangarmos esses resultados sio
os mesmos apresentados no capitulo 3| para a equagéo integral associada com deslocamento.
Assim, para evitarmos a repeticao exageradas dos mesmos procedimentos, apresentaremos

os resultados finais obtidos.

A.1 Expansao Multipolar do niicleo T

Considerando a equagdo (4.9), introduziremos os pontos os ponto intermedidrios z, e

2., na fungdo G'(z,,, z1), iremos encontrar que:

28%/ w;(2) [G' (201, 21) gi1 (1ma — na) Ajr] dT(2) = Q%ZOk(zol — 20 )M (2.,), (A1)
r k=0

onde o momento M, é definido como:

Mi(z.,) = / uj(2)gin (pang — no)Aj I (21 — 2z¢,)dl(2) k=0,1,2, ... (A2)

c

O resultado para fungdo G'(z,,, z2) é dada por:

28‘%/ 1;(2) [G' (20, 22) Giz(pany — na) Ajo] dU'(2) = 28‘82 Ok(20y — 2ey)Mi(2e,), (A3)
r

k=0
onde:

My (ze,) = / w;(2)gio(pany — no)Ajoly_ (22 — 2,)dl(2) k=0,1,2, ... (A4)

re
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A.2 Translacao momento para momento (M2M)

Considerando que os pontos intermediarios z., foram movidos para uma nova posi¢ao

z.,, temos o seguinte resultado para ponto 2, :

Zlk (26, — 2L )My(2e,), for k >0, (A.5)
onde:
Miz0) = / (=)~ na) Al 7)) 1= 0,12, (A.6)
Para o ponto 2, , temos:
Z[k ((2ey — 20 ) My(2e,), for k >0, (A7)
onde:
Mi(ze,) = /F (=)l — ma) Al — 7)) 1= 0,12, (A8)

A.3 Expansao Local e translacaio momento para local
(M2L)

Para realizar a expansao do ponto fonte, considere dois pontos, zy, € 2r,, introduzidos
perto do ponte fonte z,, € z,,. Sendo assim, rescreveremos a equacdo integral levando em

consideragdo a seguinte aproximagao |z,, — zr,| < |21, — 24|

2%/ Ngir(any — n2) ApnG' (20, 21)]dL (2 ZLk 2z ) (20, — 2e) |, (A9)
2§R/ MNgi1 (any —n2) AjpG' (20y, 22)]dT(2) = 2R [Z Li(20,) 1205 — 26y) | 5 (A.10)
1=0
sendo que a translacdo momento para local é:
Li(z,) = (=1 | > Oqalzr, — ch)] Mi(ze,), (A.11)
k=0
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Lk2 (ZLz =\~

ZOkH RLy — Zcz)] Mk(zcz)v (A-lz)

A.4 Translacao local para local(LL2L)

A ultima operagdao do método radpido com expansdao em multipolos € a translacdo dos

AR / / .
pontos zy, € zy, para as posi¢des zy e zy,,. Portanto:

p
2§R/ )41 Aj G (20, 21))d0(2) = 2R Y Ly(2p, ) i(z0, — 21,),  (A13)
=0

sendo que a translagdo local de z, para z7 :
p—l

Li(zp,) =Y Im(2h, = 20, Lism(2L,). (A.14)

m=0

O mesmo resultado pode ser obtido de 2, para 27 ,:

p
2R / 2)[4i2A4j2G (%0, 22)]dT(2) = 2R~ Li(2],) 1120, — 21,), (A.15)
=0

sendo que a translacdo local para local para essa configuracao é dada por:
p—l

Li(zy,) = Y Im(2h, = 20,) Lism(2L,). (A.16)

m=0
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