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Arquimedes de Siracusa



Resumo

Um arbelos é uma regiao delimitada por trés semicirculos que se tangenciam ao longo de
uma reta, sendo dois deles internos ao terceiro. Ao estudar essa estrutura, Arquimedes
observou que ela delimita dois circulos com mesmo raio, os chamados circulos gémeos de
Arquimedes. Ao longo dos anos, outros circulos congruentes a esses foram surgindo, tendo
como base essa mesma estrutura. Neste trabalho, mostramos seis circulos congruentes aos
circulos gémeos de Arquimedes, apresentados por An e Garcia (2019). Para mostrarmos
que os raios dos circulos que serao costruidos sao iguais aos raios dos circulos gémeos de
Arquimedes, usamos semelhanca de tridngulos e, dentre outros, o teorema de Stewart e

as propriedades do quadrilatero pipa.

Palavras-chaves: Arbelos. Circulos gémeos de Arquimedes. Circulos Arquimedianos.



Abstract

An arbelos is a region bounded for three semicircles that tangentiate a long a straight
line, two internals to the third. In the studied of this structure, Archimedes noted that
this bounded two circles with the same radius, called Archimedes’ twins. All over the
years others circles congruent to those were arising, having the same structure. In this
dissertation thesis, we show six Archimedean circles, presented by the article of An e
Garcia (2019). To show that the circles have the same radius that Archimedes’ twins we
use similar triangles and, among others, the Stewart theorem and the properties of the

kite quadrilateral.

Key-words: Arbelos. Archimedean circles. Archimedes’ twins.
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Introducao

Arquimedes, em seu Livro dos Lemas, definiu um arbelos como sendo a figura
formada por trés semicirculos tangentes entre si, e também calculou a sua area em termos
de seus raios (HEATH, 2002). Na citada obra, sdo construidos dois circulos de mesmo raio
internos ao arbelos, chamados circulos gémeos de Arquimedes. Ao longo dos anos novos
circulos congruentes aos gémeos de Arquimedes foram sendo encontrados e catalogados
por Lamoen (2019). O presente trabalho pretende mostrar seis circulos congruentes aos

circulos gémeos de Arquimedes, que foram apresentados por An e Garcia (2019).

No capitulo 1 apresentamos alguns pré-requisitos que serao usados ao longo da
dissertacao: dngulo central e inscrito (MORGADO; WAGNER; JORGE, 1990), teorema
de Stewart (MORGADO; WAGNER; JORGE, 2002; NOS; SAITO; OLIVEIRA, 2014)
e o quadrilatero chamado pipa (WEISSTEIN, 2019b). Definimos, ainda, um arbelos e
mostramos algumas de suas propriedades (WEISSTEIN, 2019a).

No capitulo 2 definimos circulos gémeos de Arquimedes e provamos que possuem
o mesmo raio (DALCIN, 2019), e, ainda, fazemos sua construgao por régua e compasso
(SILVA, 2014).

No capitulo 3 enunciamos e provamos trés teoremas que nos dao os seis circulos

congruentes aos circulos gémeos de Arquimedes.

No capitulo 4 sugerimos uma sequéncia didatica que o professor pode seguir para

apresentar os circulos gémeos de Arquimedes aos alunos.

No capitulo 5 fazemos as consideracoes finais.
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1 Arbelos e alguns pré-requisitos

Neste capitulo estudaremos o arbelos e algumas de suas propriedades, bem como
alguns resultados importantes para o melhor entendimento deste trabalho. Comegamos
com alguns pré-requisitos, tais como: a relagao entre angulo inscrito e central, teorema de
Stewart e pipa ou deltéide. Em seguida, definimos o arbelos e provamos algumas de suas

propriedades.

1.1 Angulos central e inscrito

Angulo central é o angulo cujo vértice é o centro do circulo. Sua medida é igual
a medida do arco correspondente. Angulo inscrito é o angulo cujo vértice é um ponto

do circulo e os lados sdo secantes ao circulo, como ilustra a Figura 1.

(a) Angulo central (b) Angulo inscrito

Figura 1 — Angulos central e inscrito
Fonte: o proprio autor.

Proposicao 1.1. A medida do angulo inscrito, o, é metade da medida do angulo central,

0, ou seja, a = —.
2
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Figura 2 — O angulo inscrito ¢ metade do angulo central
Fonte: o proprio autor.

Demonstracao. Seja a = aq + ag € 6 = 01 + 5. Pelo teorema do angulo externo temos
que
0 =0,+ 0 =201 + 205 =2 (a1 + a3) = 2a,

0
1 = _. L]
0go, o 5

Corolario 1.1. Qualquer triangulo inscrito em um circulo tendo um dos lados como

diametro desse circulo é retangulo.

Demonstracio. Como AB é didmetro, a medida do angulo central, A@B7 é igual a 180°,
logo, a medida do angulo inscrito, ACB, ¢ igual a 90° ¢ o triangulo ABC' é retangulo em
C. O

Figura 3 — Tridngulo inscrito com um dos lados sendo didmetro
Fonte: o préprio autor.

1.2 Teorema de Stewart

Seja ABC um triangulo de lados a, b e ¢. Seja d o comprimento da ceviana AD

que divide o lado BC' em dois segmentos, m e n, como mostra a Figura 4.
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Figura 4 — Teorema de Stewart
Fonte: o préprio autor.

O Teorema de Stewart afirma que ¢é valida a seguinte relacao:
’n + b*m = d*a + mna (1.1)
Demonstracdo. Aplicando a lei dos cossenos nos triangulos ABD e ADC' temos

¢ = m®+d>—2mdcos(a) (1.2)
b = n®+d* - 2ndcos (180° — a) . (1.3)

Multiplicando a Equagao 1.2 por n e a Equacao 1.3 por m e sabendo que

cos (180° — a) = — cos (), segue que
n = m’n+ d’n — 2mndcos (a) (1.4)
V’'m = n*m+d*m + 2mndcos (a). (1.5)

Observe que m + n = a. Somando as Equagoes 1.4 e 1.5, temos

An+b*m = mn(m+n)+d* (m+n)

An+bvPm = d%a+ mna.

Como queriamos demonstrar. O

1.3 Pipa ou deltoide

E um quadrilatero que possui dois pares de lados adjacentes congruentes, como

mostra a Figura 5.
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>

C

Figura 5 — Pipa ou deltoide

Fonte: o préprio autor.

Proposicao 1.2. As diagonais de uma pipa sao perpendiculares e E é ponto médio de

BD.

Demonstracdo. Considere uma pipa ABCD, cujas diagonais se encontram no ponto E.
Por definicio, AB é congruente a AD e BC é congruente a C'D, portanto, pelo critério
lado-lado-lado, os triangulos ABC' e ADC' sao congruentes. Dai, os angulos BAC e CAD
sao congruentes e, pelo critério lado-angulo-lado, temos que os tridngulos BAE e DAE
sao congruentes. Logo, os angulos AEB e AED sdo congruentes e suplementares, ou seja,

medem 90°; o que mostra que as diagonais sao perpendiculares.

Como os tridngulos ABC' e ADC' sdo congruentes, os angulos BAE ¢ EAD tam-
bém sao congruentes e, pelo critério lado-angulo-lado, os triangulos ABE e ADFE sao
congruentes. Portanto, BE é congruente a ED, o que mostra que E é ponto médio de

BD. [l

1.4  Arbelos

Definicao 1.1. Dados trés pontos colineares A, B e C, com C entre A e B, o arbelos
é a regiao delimitada por trés semicirculos de didmetros AC, C'B e AB, como mostra a

Figura 6.
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w ¢

C

> ¢

Figura 6 — Arbelos

Fonte: o proprio autor.

Tracando uma reta perpendicular ao segmento AB passando pelo ponto C' obtém-

se o ponto D, que ¢ a interseccao dessa reta com o semicirculo maior, como mostra a

Figura 7.

A c B

Figura 7 — Reta perpendicular a AB passando por C

Fonte: o préprio autor.

Proposicao 1.3. O comprimento do semicirculo de um arbelos cujo didgmetro é AB é

igual a soma dos comprimentos dos semicirculos cujos diametros sao iquais a AC e C'B.

Demonstracdo. Seja r o raio do semicirculo cujo diametro é AB e O seu centro, 1 o raio
do semicirculo cujo didmetro é AC' e O, seu centro e r5 0 raio do semicirculo cujo diametro

¢ C'B com O sendo seu centro, como mostra a Figura 8.
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Figura 8 — Raios dos semicirculos
Fonte: o préprio autor.

Sabe-se que AB = 2r, AC = 2r; e CB = 2ry, logo, 2r = 2(r; +73) e entao

r = r1 + ro. Multiplicando essa equagdo por m obtemos

Tr = Try + Ty (1.6)

Os comprimentos dos semicirculos cujos didametros sao AB, AC' e CB sao, res-
ectivamente, iguais a 7r, mrie mre. Portanto, pela equacdo 1.6, temos o que queriamos
? 9 ? )

mostrar. OJ

Proposigao 1.4. A drea de um arbelos é igual a drea do circulo de diaqmetro CD. (Fi-

gura 9)

A

A e B

Figura 9 — Circulo com diametro C'D
Fonte: o préprio autor.

Demonstrag¢io. Como o triangulo AD B esta inscrito em uma semicircunferéncia com AB

sendo o didametro, temos que o angulo em D ¢é reto, como mostra a Figura 10.
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h g
A e B

Figura 10 — Triangulo ADB é retangulo em D

Fonte: o préprio autor.

Temos ainda que C'D é perpendicular & AB, logo, CD é altura do tridngulo re-
tangulo ADB. Sabendo que AC = 2r;, CB = 2ry e que r = r; + ry e denotando o
comprimento C'D por h, temos que h pode ser calculado usando a seguinte relacdo mé-
trica no tridngulo retangulo: “o quadrado da altura é igual ao produto de suas projegoes”.
Dali,

h? = 2r) - 2ry = 411y (1.7)

A area do arbelos pode ser calculada subtraindo da area do semicirculo superior
(cujo raio é igual a r) a soma das areas dos semicirculos inferiores (cujos raios sao 7y e 7o,
respectivamente), ou seja,
2
mr? — (mr? +7wr2) w4+ 1) — (mr? + wrd)

A= 9 = 9 = Triray. (18)

A area do circulo de diametro C'D = h, denotada por Ay, é

A, = LhQ _ 4mriTe

1 1 =TTy (19)

onde usamos a Equacao 1.7.

Conclui-se que A = Aj,, ou seja, a area do arbelos é igual a area do circulo de
didmetro CD. N
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2 Circulos gémeos de Arquimedes

Os circulos gémeos de Arquimedes sdo dois circulos tangentes ao segmento C'D e
aos semicirculos cujos didmetros sao AC e CB, como ilustra a Figura 11. De acordo com
Lamoen (2019), ja estao catdlogadas 62 configuragoes diferentes dos circulos gémeos de
Arquimedes, algumas aparecem em pares, outras em grupos de 4 circulos (Archimedean
circles 24, intitulado “The Power circles”, como mostra a Figura 12) e até em grupos com
8 circulos, como é o caso do “The insquare octet”, Archimedean circles 51, ilustrado na

Figura 13.

> ¢
w ¢

Y
c
[
1

Figura 11 — Circulos gémeos de Arquimedes
Fonte: o proprio autor.

Figura 12 — Circulo Arquimediano 24, “The Power circles”
Fonte: adaptado de Lamoen (2019).
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Figura 13 — Circulo Arquimediano 51, “The insquare octet”
Fonte: adaptado de Lamoen (2019).

Proposicao 2.1. Os circulos gémeos de Arquimedes possuem o mesmo raio.

Demonstracio. Seja r o raio do semicirculo cujo didmetro é AB e O seu centro, r; o raio
do semicirculo cujo didmetro é AC e O, seu centro e 75 o raio do semicirculo cujo didmetro
¢ CB com O, sendo seu centro. Sejam, ainda, P e Q os centros dos circulos gémeos de
Arquimedes e P’ e ()’ as projecoes ortogonais dos pontos P e (), respectivamente, sobre o
segmento AB. Denotando por R o raio do circulo gémeo com centro em P e por R; o raio

do circulo gémeo cujo centro é (), como ilustra a Figura 14, queremos provar que R = R;.

C Q o ™ B

1
1
I 1 |
1

r 1

Figura 14 — Circulos gémeos de Arquimedes
Fonte: o préprio autor.

Pelo tridngulo retdngulo O; P’ P, destacado na Figura 15, e sabendo que O, P =
r1+ R e que O1P' = ry — R, temos que

PP = PO," -0, P

2

W = (7'1 + R>2 — (7“1 - R)2

2
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A " o, o P

1
1
1 1 |

r I

Figura 15 — Tridngulo O, P'P

Fonte: o proprio autor.

r

Figura 16 — Tridngulo OP’P

Fonte: o proprio autor.

Por outro lado, utilizando o tridngulo retangulo OP'P (Figura 16) e sabendo que
OP=r—-ReOP =0B—-CB - P'C =r—2ry,— R, temos que

P'P° — OP’—-0OP”
PP = (r—R)>—(r—2r,—R)’
PP’ = drry —AryR — 412 (2.2)

[gualando as Equacoes 2.1 e 2.2, segue que

4riR = drry — 4dryR — 473
R(ri+mry) = ro(r—my),

como 71 + ry = r, temos
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Figura 17 — Tridngulo OQ'Q

Fonte: o proprio autor.

r

Figura 18 — Triangulo O,Q'Q

Fonte: o préprio autor.

Analogamente, pelos triangulos OQ'Q e O2Q'Q, como mostra as Figuras 17 e 18,

temos

QQ’ = 0Q°-0Q”

QQ = (r—R)*—(r—2m+R)

QQ" = 4rry—4rRy + 4r2Ry — 413 (2.4)
e

QQ° = 0,0° - 0,Q"
QQ" = (r2+R)’—(rs— Ry’
QQ" = 4nR,, (2.5)

onde Q/OQ = 7”2—R1 € OQ/ = OB—OQB—Q/OQ = 7"—7“2—(7"2 — Rl) = T—2T’2+R1.

Igualando as Equagoes 2.4 e 2.5, temos

47”7”2 — 47”R1 + 4T2R1 - 47’3 = 4T2R1.
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Dali,
e =15 1o (r—ry)

Ry = — . 2.6
! r r ( )

Como queriamos demonstrar, a Equacao 2.3 ¢ igual a Equacao 2.6, ou seja, R = R;. [

Assim, usando que r = ry + 1o, o raio dos circulos gémeos de Arquimedes pode ser

escrito como
T
R=—2 (2.7)

T1+’I“2

2.1 Construcao dos circulos gémeos de Arquimedes

Veremos agora como construir os circulos gémeos de Arquimedes por meio de
régua e compasso. Trataremos as construgoes do ponto médio de um segmento, de uma
reta perpendicular e da mediatriz como ja conhecidas pelo leitor, pois sao construcoes
basicas e facilmente encontradas na literatura e online. A construcao a seguir é baseada

em Silva (2014) e pode ser acompanhada pelas Figuras 19, 20, 21 e 22.

Dado que os semicirculos que formam o arbelos ja estejam desenhados facamos o

seguinte:

e construa a reta perpendicular a AB passando por C' e intersectando o semicirculo
AB no ponto D.

e construa as mediatrizes dos segmentos AC' e CB, sendo O; e O, respectivamente,

os pontos médios desses segmentos;
e marque as intersecoes das mediatrizes com os semicirculos AC' e BC como F e F;

e trace o segmento KO, e marque o ponto G como a interse¢do desse segmento com

a reta Cﬁ;

Y R pepp———

Figura 19 — Construgao dos circulos gémeos de Arquimedes
Fonte: o préprio autor.
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Como o triangulo 0105 F é retangulo em O1, o triangulo CO,G é retangulo em C'
e os angulos EO0,0; e GO5C sio congruentes, temos que os tridngulos O10oF ¢ CO,G

sao semelhantes. Dali,

cG (0,

O.E 0,0,

m . T2

W ntn

oG = 1 (2.8)
T1+7’2

Note que C'G possui o mesmo comprimento dos raios dos circulos gémeos de Ar-
quimedes, e portanto, o circulo centrado em G e raio GC' ou o circulo centrado em C' e

raio C'G sao congruentes a eles.
Continuando a construgao, temos:
e construa um circulo centrado em C' e raio igual a C'G;
e marque as intersegdes do circulo com o segmento AB como [ e J,;

e trace as perpendiculares ao segmento AB que passam por I e J;

D I
| |
|
| |
E | |
| |
| |
|
| |
. IF
! G
o L
Iz N
|/
4 )
A 0, 'If\ T N0, B
N 7/
| ~ -7 |
| |

Figura 20 — Construgao dos circulos gémeos de Arquimedes
Fonte: o préprio autor.

e construa um circulo centrado em O; com raio igual a O,J e outro centrado em O,

com raio igual a Oy[;

e marque as interse¢oes do circulos feitos no passo anterior com as retas perpendi-
culares a AB passando por I e J como P e (), respectivamente. Os pontos P e ()

obtidos sao os centros dos circulos gémeos de Arquimedes;
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Figura 21 — Construcgao dos circulos gémeos de Arquimedes
Fonte: o préprio autor.

trace o segmento O; P e marque como P’ a interse¢do com o semicirculo AC
trace o segmento Oy() e marque como @ a intersecdo com o semicirculo BC,

os circulos centrados em P e () com raios iguais a, respectivamente, PP’ e ()’ sao
os circulos gémeos de Arquimedes, pois, PP’ = C'J = C'G que é o raio do circulo

centrado em C' (Equacio 2.8). Analogamente, QQ' = CI = CG.

D
Q
\
\
G A\|a |F
/ \
/ \
/ \
A o, I c LN o, B

Figura 22 — Construcgao dos circulos gémeos de Arquimedes
Fonte: o proprio autor.
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3 Alguns circulos congruentes aos circulos

gémeos de Arquimedes

Neste capitulo trataremos sobre seis novos circulos congruentes aos circulos gémeos
de Arquimedes, baseado em An e Garcia (2019). Sdo apresentados dois circulos gémeos

em cada um dos trés teoremas que se seguirdo.

Teorema 3.1. Em um arbelos, sejam F' e G os pontos de interseciao do semicirculo O10,
com os semicirculos AC e BC, respectivamente. Seja H um ponto sobre a corda O F tal
que CHF = 90°. Construa I analogamente. Entdo, os circulos com raios HF e IG sdo

congruentes aos circulos gémeos de Arquimedes. (Veja Figura 23)

w e

Figura 23 — Circulos com raios HF e IG sao congruentes aos gémeos de Arquimedes
Fonte: o proprio autor.

Demonstracio. Como O1F é raio do semicirculo AC, temos que O F = r;. Sabendo que o
triangulo O, 05 F esta inscrito com um de seus lados como diametro temos, pelo Corolario

1.1, que ele é retangulo em F', como mostra a Figura 24.

Figura 24 — Triangulo O,05F é retangulo em F

Fonte: o préprio autor.
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Logo, os triangulos CO1H e O,0,F', destacados na Figura 25, sdo semelhantes e

segue que

CO, 0,0
O.H  OF
™1 - 7"1+T’2
1H ™
G
OH = . 3.1
! T+ T ( )

W e

Figura 25 — Triangulo O,05F e triangulo COH

Fonte: o proprio autor.

O raio HF pode ser escrito como

2 2 2
8] ri+rirg — 1y
HF:OlF—OlH:Tl— = s
7“1+’l“2 7“1—|-7’2
ou seja,
rire
F = )
?”1—|—7”2

Para o circulo centrado em I e raio IG o procedimento é andlogo. Temos que os
triangulos O20,G e O5C'I sao semelhantes, logo

00  OG
0,C 0,0,
or _ n
) B T+ 7o
2
O] — —2
7’1—|—T2
Dai,
T3 T

IG = 0,G — Ol =19 —

7“1+7"2 7“1—|—7"2

Portanto, HF = IG = T
1+ 7o

Arquimedes. n

, ou seja, a medida do raio dos circulos gémeos de
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Teorema 3.2. Em um arbelos, a partir do ponto O, trace uma reta tangente ao se-
micirculo BC', em G. Construa F' analogamente. Seja H o ponto de intersecao das retas
tangentes m e W Sejam I e J as intersecoes do circulo com centro em H e raio igual
a CH com os semicirculos AC' e BC, respectivamente, e I' e J' suas projecoes ortogonais
sobre AB. Seja S o centro do circulo delimitado pelos circulos centrado em A com raio
AJ', centrado em B com raio BI' e pelo semicirculo AC. Construa o circulo centrado em
T analogamente. Entao, os circulos com centros em S e T sao congruentes aos circulos

gémeos de Arquimedes. (Veja Figura 26)

Figura 26 — Circulos centrados em S e T' sao congruentes aos circulos gémeos de Arqui-

medes.
Fonte: o proprio autor.

Demonstracao. Denote por r; o raio do semicirculo AC, r9 o raio do semicirculo BC' e
Y
por r = 1| 4+ 19 0 raio do semicirculo AB. Seja M a interse¢do dos segmentos C'I e O1H.

Seja N a intersecao dos segmentos C'J ¢ O, H, como mostra a Figura 27.

Figura 27 — Pontos M e N

Fonte: o proprio autor.
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Figura 28 — O quadrilatero CO,IH é uma pipa

Fonte: o préprio autor.

Observe que o quadrilatero CO I H, destacado na Figura 28, é uma pipa, pois
CO; = 041 (raio do semicirculo AC) e HI = HC (raio do circulo centrado em H), logo,
CT é perpendicular a O, H, pela Proposicao 1.2. Como consequéncia, CM é paralelo a
0,G = ry, como mostra a Figura 29, pois 01]\70 = OlC:*Og = 90°.

Figura 29 — Os segmentos C'M e O,G sao paralelos

Fonte: o préprio autor.

Como os triangulos CO1M e O;0,G, destacados na Figura 30, sao semelhantes,

temos
0,G 0,0,
CM COq
9 7’1"—7”2
o1 = e (3.2)

1+ 72
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Figura 30 — Semelhanca dos tridangulos CO1 M e O,0.G

Fonte: o préprio autor.

Observe que os triangulos CII' e 0,0,G, destacados na Figura 31, também sao
semelhantes, pois CI'l = 0,GOy =90° ¢ ICT = G@Ol, entao

or Tl
0-G 050,
27“17”2

W . m _7’1—|-r2_ 2T1T2

ra e T (4 1)

__ 2 12

o7 o= (3.3)

(Tl —+ TQ)

Figura 31 — Semelhanca dos tridngulos C'I1’ e O,0,G

Fonte: o proprio autor.

Como COy = OyJ e CH = HJ, o quadrilatero CO,J H, mostrado na Figura 32,
é uma pipa e, pela Proposicio 1.2, CJ L O.H, logo, CNOy = 90° = O1FO,, O1 F | CN
e entao 0261F = 026’N , ilustrados na Figura 33.
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Figura 32 — O quadrilatero COyJH é uma pipa

Fonte: o préprio autor.

Como mostra a Figura 33, os tridngulos CO,N e O105F sao semelhantes e temos
que

OF 0,0,

CN  CO,

o Tt

C_N N T2

CN = 172 (3.4)
T+ T

Figura 33 — Semelhanca dos triangulos COsN e O105F

Fonte: o préprio autor.

Note que o circulo centrado em N e raio NC' (Figura 34) e o circulo centrado em

C e raio C'N sao congruentes aos circulos gémeos de Arquimedes.
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Figura 34 — O circulo destacado é congruente aos circulos gémeos de Arquimedes
Fonte: o préprio autor.

Ainda, os tridngulos CO,N e C'JJ', mostrados na Figura 35, também sao seme-
lhantes, pois CNOy = CJ'J = 90° e J'C.J = 0,CN, logo, usando (3.4), (3.2) e que N,

pela Proposicao 1.2, é ponto médio de C'J, temos

cJyo J

CN — (OO,

cJo flrlTer_ 21,

T?_:iz N T9 _T1+7“2

o] = QT—%”. (3.5)
(7“1—1—7“2)2

Figura 35 — Semelhanca dos tridngulos COsN e CJJ’

Fonte: o préprio autor.

Denote por x o raio do circulo centrado em S. Aplicando o teorema de Stewart,

Equagao 1.1, no tridngulo ASB com a ceviana 015, como mostra a Figura 36, segue que
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Figura 36 — Triangulo ASB

Fonte: o préprio autor.

AS° 0B+ BS* - 0,A=0,8"-AB+ 0,A-0,B - AB. (3.6)
Note que
o _ 2riry
AS=A) —z=2rn+CJ -2z =2r+ ——5 — 1,
(7‘1 +7’2)
OlB =7+ 27"2,
2ry7r;

BS=BC+CI' +x =2ry +

0.5 = ri + z , onde usamos as Equacgoes 3.5 e 3.3. Substituindo na Equacao 3.6,
temos que

2

2
2riry 2ry73 2
2r1 + —————= — x| (r1+2r2)+|2r2 + 5 x| r1=(2r +2rs) [(rl +x) 47 (r1 + 2r9)| .
(r1+r2) (r1+r2)
Expandindo a primeira expressao, obtemos
2 2 2 2 2
rir rir
2r1+7122—x (r1+2r9) = |[2r —a+ 12 (r142r9) =
(r1+72) (r1+72)
92 drdy2
= (2T1—$)2+2(2T1—x) T172 2+ T . (T1+27"2):
(11 +72) (11 +712)
8 3 4 2 4 4,.2
= 4r% —driz + 2% + bk 5 — rire? 5 + 72 7 | (r1+2r) =
(r1 +72) (r1 +72) (r1 +72)
= 4 4+ 8r%ry — 4r?x — 8ryrox 4 a4 2rox? +
+ 8riry " 167573 _ 4rirox _ 8rirsz (3.7)

(ri+m2)?  (ri+r)? (ri+r2)? (ritre)’
47{’7‘% 87"‘117"%
+ .
(r1+ 7’2)4 (r1+ 7’2)4

Fazendo o mesmo para a segunda expressao, temos
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2rir2 ? 2rir2 ?
2T2+7rlr2 stz o= 27’2+x+7r1r2 5| 1=
(ri+r2) (ri+m2)
2 2 4 2,4
= |@rn+2)?+2@r ) —2 4 T2, o
(ri+r2) (ri+r2)
ST%rg’ 47“%7“%37 47“{’7“21

= 4r1r§ + driro + ma® +

(r147)?  (ri+7m2)°  (r47r) (38)

Expandindo o termo do lado direito da igualdade, temos

(2r1 + 2r9) |(r1 + :v)2 +7r1(r1+ 2r2)] = (2ry +2r9) (27"% +2rz + 2%+ 2r17"2)
= 4r¥ 4 drix 4+ 22?4+ Ariry + drivg + driron + 2ron® + dryrd
= 47‘? + 47“%:13 +2r 2% + 8r%r2 + 4ryrox + 2rox? + 47"17“3. (3.9)

Somando as Equagoes 3.7, 3.8, igualando a Equacgdo 3.9 e fazendo os devidos ajustes,
como cancelar os termos opostos e somar os semelhantes, temos

47312 (r? 4+ 2ryry + 12 81219 (12 + 2ry1ry + 12 473 4r2y2
1 2( 1 142 2)+ 1 2( 1 122 2) _ TiT2 + r12T2+8rf+8r1r2 z
(ri+r2) (ri+r2) (r1+m2)
4ord n 8riry (11 + 7"2)2 B 47219 (ry + 1) 8ry (r1 + 7o) (11 + 7"2)2 -
(r1+12)? (r1+12)? (r1+12)? (r1+12)?

Cancelando os denominadores, colocando alguns termos em evidéncia e sabendo que r; # 0

e ry # 0, temos que

4riry (rlrz +2(r + 7“2)2)

r = 5
(r1 4 re) 41y (rlrg +2(ry +12) )
r1T2
r = —.
(7’1 -+ 7"2)

Para o circulo centrado em T o procedimento é andlogo. Portanto, os circulos

centrado em S e T' sdo congruentes aos circulos gémeos de Arquimedes. O]

Teorema 3.3. Em um arbelos, seja F a intersecio do circulo com centro em B e raio BC
e o semicirculo AB. Analogamente, construa I. Seja G a intersegio do segmento AF com
o semicirculo AC, H a intersecio do segmento BI com o semicirculo BC e G' e H' suas
projecoes ortogonais sobre AB. O circulo centrado em R que é delimitado pelo semicirculo
AB, pelo circulo centrado em A com raio AC e pela semirreta G#G> e o circulo centrado
em S que é delimitado pelo semicirculo AB, pelo circulo centrado em B com raio BC e

—
pela semirreta H'H sao congruentes aos circulos gémeos de Arquimedes. (Veja Figura 37)
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>
Oe
o

Figura 37 — Circulos centrados em R e S sdo congruentes aos gémeos de Arquimedes.
Fonte: o proprio autor.

Demonstragio. Note que os tridngulos AGC' e AF B, mostrados na Figura 38, estao ins-
critos em uma circunferéncia com um dos lados sendo diametro, logo, sdo retangulos em
G e F', pelo Corolario 1.1. Pelo caso de semelhanca angulo-angulo os triangulos citados
sao semelhantes. Além disso, BEF é raio do circulo centrado em B por construcio e mede
2ry. Dali,

cc A

FE 4D

GC . 27’1

2T2 N 2(7’1+T2)

ac - 2nr (3.10)
T+ T

Figura 38 — Triangulos AGC e AF' B sao semelhantes

Fonte: o proprio autor.
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Por Pitagoras no triangulo AF' B, temos

= V2 + )] — (2r2)?
\/4 (r? +2riry + 13 —13)

= 2\/7‘%+2T1T2. (311)

Por semelhanca dos triangulos AGC e AF B, temos

SN NS
SISIS
Il

G AC

IF B

AG 2rq

ﬁ N 2(7’1—|—T2)

0 27“1\/7“%—}—27“17‘2‘ (3.12)
T+ T

Como, ilustrado na Figura 39, os triangulos AG'G e AGC sao semelhantes e pela

Equagao 3.12, segue que

AGT  AG

AG — AC

. A

A / = pp—

G AC

T - A (rf +2rrp) 1
(r1 +72)° 2rq

10 - 2ry (r? + 21”17“2)‘ (3.13)
(Tl + 7“2)2
R

A o, o G G WO, B

Figura 39 — Tridngulos AG'G e AGC sao semelhantes

Fonte: o préprio autor.

Seja R' a projecdo ortogonal de R sobre AB. Denotando por z o raio do circulo

centrado em R e sabendo que AR’ = AG' — x e que AR = 2r; + x, temos, pelo teorema,
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de Pitagoras sobre o tridngulo ARR' (Figura 40), que

RR” = (2 +2)* — (4G —x) . (3.14)

Figura 40 — Tridngulo ARR’

Fonte: o proprio autor.

Aplicando novamente o teorema de Pitdgoras sobre o tridngulo ORR’' (Figura 41)
e sabendo que OR' = AO — AR = (ry +13) — (AG/ — 33)7 temos

OR’ RR” + OR"

(11 + 12 +$)2 = (2r +$)2 — (A_G’— x)2 + [(7“1 +79) — (A_G’— a:)r (3.15)

Figura 41 — Tridngulo ORR’

Fonte: o préprio autor.
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Substituindo a Equacao 3.13 na Equacao 3.15, temos

1 ’I’% 172 2
(r1+r2)—<2 (ri+2 )—x>1 .

2
2ry (r2 + 2ryr
(r1+r2+m)2:(2r1+x)2—<1(1 12)—96) +

(r1 +72)* (r1 +72)°

(3.16)
Desenvolvendo cada uma das expressoes quadraticas da Equacao 3.16 temos
(T1 +T2+I)2 = (Tl +7’2)2+21’(7’1+T2)+I2 (317)
(2r1 +2)> = 4r? + 41z + 22 (3.18)
2ry (r% + 2r1r2) ’ 2
A s | I
1 2
2ry (rf +2
—2(r ) [ LTI s rérz) —z |+ (319
(r1+72)
2
2ry (12 42
4 1 (7“1 7“;7“2) . .
(7"1 + 7"2)

Substituindo as expressoes das Equacoes 3.17, 3.18 e 3.19 na Equagdo 3.16 e cancelando

0s termos opostos, temos

21 (12 + 2
2w (r+rs) = 424 drz—2(r +1s) < r(r - 2nrs) x)

(r1 + 7"2)2
4y (r2 + 2ryry)
T+ T2

471 (r? 4 2ry7y)

drzx = — 477,
1+ T

2z (ry +1re) = 47“% +4rx — + 2x (11 + 79)

Por fim, dividindo por 47 (admitindo r; # 0) e simplificando a expressao acima, temos o

que queriamos mostrar
o

1+ 7o

De forma analoga mostramos o mesmo para o circulo centrado em S. [
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4 Sequéncia didatica

Neste capitulo fazemos uma sugestao de sequéncia didatica que o professor pode

seguir para apresentar os circulos gémeos de Arquimedes aos alunos.

Circulos gémeos de Arquimedes

Conteudo

Teorema de Pitdgoras; arbelos e circulos gémeos de Arquimedes, bem como algu-

mas propriedades relacionadas a eles.

Objetivos

e Reconhecer um arbelos e demonstrar algumas propriedades, como as Proposigoes
1.3e14.

e Definir os circulos gémeos de Arquimedes e provar que eles possuem o mesmo raio.

Anos: 9° ano e ensino médio.
Tempo estimado: 4 aulas.

Desenvolvimento: Na primeira aula, apresente a Proposi¢ao 2.1 como um pro-
blema e aproveite a oportunidade para falar rapidamente sobre o arbelos e os circulos
gémeos. Comente que esse problema pode ser resolvido usando apenas o Teorema de

Pitagoras e explique-o.
Na segunda aula, proponha alguns exercicios sobre o Teorema de Pitagoras, dé um
tempo para que os alunos tentem resolver e corrija-os.

Na terceira aula, defina o arbelos e prove as Proposicoes 1.3 e 1.4.

Na tultima aula, retome o problema proposto na primeira aula e utilize o Teorema
de Pitagoras para resolvé-lo, como feito na Proposicao 2.1. Nessa aula, também, deixe
como curiosidade ou até desafio, mostrar que os circulos que aparecem no Capitulo 3 sdo

congruentes aos circulos gémeos de Arquimedes, ou seja, possuem o mesmo raio.
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5 Consideracgoes Finais

Desde que Arquimedes comegou a investigar as propriedades do arbelos e construiu
os circulos gémeos muito tempo se passou. E ainda hoje descobrem-se novos circulos que

sao congruentes aos gémeos de Arquimedes.

O tema deste trabalho ¢ muito rico em conteidos que podem facilmente serem
explorados nos ensinos fundamental e médio. Nas demonstragoes usamos essencialmente
a semelhanca de triangulos, visto no 8° do ensino fundamental e retomado no ensino
médio.

Arbelos é um tema pouquissimo abordado no contexto escolar sendo completa-
mente novo para a maioria dos estudantes. Esperamos que esse trabalho possa ser refe-
réncia para alunos e professores. Que os alunos possam entender que as demonstragoes sao
armas poderosas que podemos usar para garantir a verdade de algo. Que os professores se
sintam motivados a buscar novas formas de aplicar o conhecimento que transmitem aos

seus alunos.

Esse trabalho mostrou trés pares de circulos que sao congruentes aos circulos gé-
meos de Arquimedes e mostrou, também, que esse tema permanece vivo e que ha espaco
para outros pares de circulos serem descobertos. H4 ainda outras maneiras de abordar o
mesmo problema. Usando Geometria Analitica podemos definir exatamente onde o centro
dos circulos se encontram no plano. Podemos também nos preocupar em como construir
esses circulos usando régua e compasso, como fizemos para os circulos gémeos de Arqui-

medes na secao 2.1.
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