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RESUMO

Este trabalho visa oferecer uma estimativa da carga de colapso plastico para vigas
parede, executadas em concreto armado com resisténcia convencional e alta resisténcia.
Esta analise esta baseada num modelo incrementai iterativo elastoplastico simplificado que
utiliza os conceitos da matriz de rigidez modular tangente consistente conjuntamente com o
critério de escoamento de Drucker-Prager e Von Mises, na integragdo numérica da relacdo
constitutiva dos elementos de concreto e de armadura, respectivamente, representantes da
estrutura. A formulagdo isoparamétrica é adotada tanto para os elementos em estados
planos de tensdo representantes do concreto como para os elementos de barra
representantes da armadura. A acoplagem entre os dois elementos é descrita de forma
detalhada.

Sdo apresentados alguns resultados obtidos através da modelagem numérica de
exemplos que tiveram sua performance testada anteriormente em laboratério. Desta forma
serdo comparadas as cargas de colapso plastico obtidas através dos dois modos, via
modelagem numérica e experimentalmente de forma a balizar alguns parametros existentes
no modelo computacional proposto.

Uma comparacdo da performance dos resultados da carga de colapso plastico para
diversos tipos de elementos lineares e quadraticos tanto para concreto quanto para o ago é
feita. Também um refinamento nas malhas dos exemplos é mostrado e sua influéncia na

melhora dos resultados.

Palavras-Chave:
Plasticidade - Carga de Colapso - Vigas Parede - Modelagem Numérica
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ABSTRACT

The present work intends to offer an appraisal of the plastic collapse load for deep
beams, built in high and conventional reinforced concrete. The analysis is based on a
simplified elastoplastic iterative incrementai model that utilizes the concepts of tangent
consistent modular matriz together with the Ducker-Prager and Von Mises fluency criteria
for numerical integration of the constitutive relations of reinforcement and concrete
elements constituting the structure. The isoparametrical formulation is adopted both for
plane stress elements representing concrete as well as for bar elements representing
reinforcement. The linkage between the two elements is described in details.

Some results obtained by numerical modeling are compared with previous
laboratory tested models presents in others works. Therefore, the plastic collapse loads
obtained by both metods are compared in a way to delimit some parameters of the
proposed computacional model.

A performance comparison of the results of the plastic collapse loads for different
kinds of linear and quadratic elements representing concrete and reinforcement is given.

Also, a refinement on the mesh of the examples is shown as well as its influence on the

improvement of the results.

Key-words:
Plasticity - Collapse load - Deep beams - Numerical modeling - Reinforced concrete
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 - APRESENTACAO DO PROBLEMA E MOTIVACAO

O material concreto armado é um dos mais utilizados pela engenharia estrutural na confeccdo
de estruturas. O projeto e execucdo de novas estruturas de concreto, bem como algumas de
suas estruturas especiais como as vigas paredes utilizadas usualmente em fachadas de
edificios altos, vigas de transicdo, paredes de reservatorios e cortinas, requerem um avango
continuo na analise e investigacdo do seu comportamento. Sendo assim, considerando-se que
a teoria classica de flexdo proposta, por Bernoulli, ndo pode ser aplicada para esse tipo de
estrutura e que seu dimensionamento e detalhnamento sdo feitos com base em regras praticas,
se faz necessario um estudo mais pormenorizado do seu comportamento, tanto experimental

quanto através da modelagem numérica.

As principais dificuldades na modelagem do material concreto armado devem-se aos

seguintes aspectos:

. Sua resisténcia a tracdo e compressdao sdo bastante diferentes, sendo seu mddulo de

resisténcia a compressdo aproximadamente dez vezes maior do que o de tragéo.

. A relacdo entre tensdo e deformacdo € ndo-linear para niveis baixos de tensdo e, além
disso, sua deformacdo a partir de um certo limite depende ndo unicamente do estado de

tensbes atualizado e sim do historico das mesmas a que a estrutura foi submetida.
. A aderéncia entre o0 ago da armadura e o concreto ndo é perfeita.

. Os fendmenos de fluéncia e retracdo, apresentados pelo concreto, dependem da umidade

ambiente e das dimensdes da estrutura considerada.



. Durante o fendbmeno da fissuracdo, o estado tensional é bastante complexo, podendo

haver transmissao de esfor¢os através da fissura, dependendo da abertura da mesma.

Na década de 80, a Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro (PUC), manteve uma
linha de pesquisa analitica e experimental, que se propunha a resolver alguns destes tipos de
problemas relacionados as estruturas de concreto armado. Varias dissertacdes foram
produzidas a partir desse modelo com uma série de contribui¢des nos mais diversos ramos da
analise estrutural(Anexo4). Esta dissertacdo deve como base os trabalhos e pesquisas
desenvolvidas durante os ultimos vinte anos aquela instituicdo, acoplando algumas
modificacGes propostas recentemente na integracdo das relagBes constitutivas dos materiais

envolvidos, propostas por ORTIZ and SIMO [1986] e CRISFIELD [1991],

Algumas técnicas de programacdo, via elementos finitos para resolu¢do das equacdes ndo-
lineares do tipo Newton-Raphson acoplados aos métodos incrementais iterativos com
controle de resposta foram utilizadas. O acoplamento entre os elementos considerados
representantes do concreto e aco foi adotado de modo que fosse possivel a geracdo

automaética das malhas por meio de uma entrada gréfica correspondente.

1.2- OBJETIVO DA PESQUISA

Como o objetivo primario do calculo e detalhamento de um projeto de estrutura é garantir sua
seguranca ao colapso, esta dissertacdo tem como objetivo principal estimar, através de um
modelo numérico simplificado, aplicado ao caso de tensdo plana, a carga de colapso plastico
de vigas paredes de concreto armado. Isto se d& através da aplicacdo do método dos
elementos finitos a andlise de estruturas de concreto armado com a consideracdo do

fendmeno da plasticidade.

Uma vez que as relagbes envolvidas num fenbmeno desta natureza sdo ndo lineares, a
aplicagdo de um esquema numérico incrementai iterativo com controle da resposta é utilizado
na andlise de estruturas submetidas a cargas quase-estaticas. Tendo como base nos trabalhos
de MATIAS[1996] e CARVALHO[2001], esquemas preditor-corretores foram acoplados ao
algoritmo para o avanco da resposta na trajetéria de equilibrio e também na integracdo dos

modelos constitutivos utilizados na estrutura analisada.



Finalmente, uma anéalise dos tipos de elementos isoparamétricos, utilizados para representar o
concreto e a armadura e suas respectivas performances comparadas com exemplos
experimentais rompidos em laboratorio, é também apresentada. Um refinamento nas malhas

de exemplos é discutido e seus efeitos na melhora dos resultados encontrados.

1.3- METODOLOGIA E ESTRUTURA DA DISSERTACAO

O presente trabalho foi desenvolvido em sete capitulos e trés anexos, descrevendo-se, a

seguir, o contedo contido em cada um deles.

No Capitulo 2 sdo apresentados alguns conceitos basicos aplicados na teoria classica da
elastoplasticidade. E enfocada a relacdo incrementai entre tensdo e deformacdo, a
decomposicdo aditiva da deformacdo em sua parte elastica e plastica, o conceito de superficie
de escoamento ou descontinuidade, o conceito de superficie de potencial plastico, a definicdo
de plasticidade associada e a utilizagdo dos critérios de consisténcia de Prager, estabilidade
de Drucker e as relacdes de Kuhn-Tucker. A obtengcdo de uma matriz de rigidez modular

tangente padrdo para o esquema numeérico adotado é discutida.

No Capitulo 3 sdo desenvolvidas as equa¢des governantes do problema constitutivo do
elemento de armadura baseada no modelo de atrito de Coulomb e suas hip6teses basicas. O
algoritmo de integracdo implicita de Backward Euler para modelos unidimensionais é
demonstrado conjuntamente com a utilizacdo do preditor elastico durante o processo iterativo
de retorno a superficie de escoamento para plasticidade associada. A montagem da matriz
modular tangente consistente é formulada de forma detalhada e sua implementacédo
computacional descrita, apresentando-se o fluxograma do programa desenvolvido e

especificando-se a fungdo de cada subrotina.

No Capitulo 4 as equacbes governantes para um problema constitutivo bidimensional
referente ao concreto sdo apresentadas. O algoritmo de integracdo implicita de Backward
Euler para modelos bidimensionais é desenvolvido com base no conceito do preditor elastico.
O caminho de retorno para superficie de escoamento é feito através da conceituacdo de um
residuo que é expandido em série de Taylor e posteriormente anulado. Uma expansdo em

série de Taylor também ¢ aplicada a superficie de escoamento, de modo a garantir a



consisténcia do algoritmo numérico utilizado, assegurando assim a convergéncia quadratica
prépria do algoritmo de Newton-Rephson. O algoritmo de Return Mapping alternativo
conforme sugerido por CRISFIELD [1980], é mostrado para caso de tensdo plana com
plasticidade associada. Formula-se entdo, a matriz modular tangente consistente para o caso
bidimensional. As caracteristicas do critério de Ducker-Prager como superficie de
escoamento sdo descritas e as equacOes representantes deste critério no espaco de High-
Westergard sdo mostradas. Posteriormente sdo descritas as equagfes referentes a esse critério
para o caso de tensdo plana. Assim, implementagdo computacional é demonstrada através de

fluxogramas e feita a descri¢do das principais subrotinas.

No Capitulo 5 é descrita uma estratégia de solucdo para as equagBes nao lineares envolvidas
na obtencédo da relacdo carga-deslocamento das estruturas em analise. Procedimentos do tipo
Newton-Raphson puro via métodos incrementais iterativos acoplados a métodos de controle
da resposta sdo descritos. Os pontos criticos sdo caracterizados e um parametro para controle

numerico das variacdes ocorridas na matriz de rigidez da estrutura analisada é mostrado.

No Capitulo 6 sdo feitas as aplicacbes numéricas referentes aos exemplos ensaiados nos
laboratorios da Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro (PUC) e da Universidade
de Brasilia (UNB). Os resultados para as cargas de inicio de fissuracdo e colapso das
estruturas de vigas paredes, obtidas nos ensaios, sd0 comparadas com as obtidas
numericamente com o modelo computacional proposto e as diferencas sdo analisadas. A
influéncia dos tipos de elementos utilizados nos exemplos e o refinamento das malhas
também sdo discutidos. Uma série de graficos e tabelas com os dados referentes a cada viga

parede analisada sdo mostrados.

No Capitulo 7 apresenta-se a conclusdo dos trabalhos executados nesta dissertagdo e as

possiveis sugestdes para trabalhos futuros.

No Anexo A se detalha os conceitos referentes aos postulados de estabilidade de Ducker, as

condicdes de consisténcia de Prager e as condi¢des de Kuhn-Tucker.



No Anexo B sdo descritos a formulagdo bésica utilizada pelo método dos elementos finitos e
o acoplamento feito entre os elementos de concreto e aco utilizados no computacional

proposto.

No Anexo C o gerador de malha utilizado para analise dos exemplos mostrados € descrito em

detalhes.

No Anexo D um resumo com as principais caracteristicas e resultados obtidos nas

dissertacOes feitas na PUC-RJ é mostrado.



CAPITULO 2

FUNDAMENTOS BASICOS DA
ELASTOPLASTICIDADE

2.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo serdo introduzidos alguns conceitos basicos necessarios ao desenvolvimento da
formulacdo matemadtico-numérica do modelo constitutivo elastoplastico adotado. Maiores
detalhes sobre a abordagem da teoria classica da plasticidade e elastoplasticidade estrutural
apresentada a seguir podem ser encontrados em MENDELSON [1968], KACHANOV [1974],
KALISZKY [1989], PIMENTA [1987] e EBOLI [1994], Para implementagGes
computacionais ver OWEN and HINTON [1980], CHEN [1982], SIMO and HUGHES
[1997] e CRISFIELD [1991],

A formulacdo necessaria a descricdo do fendmeno da plasticidade em mecéanica dos solidos
tem como caracteristica basica a presenca de deformacdes irreversiveis, as quais independe do
tempo, porém dependem do histérico do carregamento aplicado. Nestes casos, as varidveis
representadas pelas deformagbes ndo sdo univocamente determinadas pelas variaveis das
tensbes existentes, mas dependem do caminho pelo qual o nivel atual das variaveis das
tensbes foi atingido. Deste modo, as equa¢des que envolvem o comportamento plastico ndo
podem ser estabelecidas através de relacdes finitas entre as variaveis de tensdo e deformacéo,

e sim através de relacdes incrementais entre as mesmas.



2.2- FORMULACAO GERAL

Para formulagdo do comportamento elastoplastico de um sélido, devemos considerar as
seguintes relacBes caracteristicas que sdo observadas experimentalmente de modo a definir

seu estado mecanico:
. Um periodo inicial elastico linear ou néo-linear;

Um comportamento denominado elasto-plastico, que segue o periodo inicial onde o campo
das tensdes cresce de forma ndo proporcional ao campo das deformacdes. Observa-se, ainda,
que as deformagBes resultantes totais podem ser decompostas em uma parte recuperavel,

representada pelo periodo elastico, e outra irrecuperavel, representada pelo periodo plastico.

O limite que marca esta separacdo entre estes periodos é conhecido como limite de fluéncia
ou escoamento, para os materiais metalicos, e limite de descontinuidade para os materiais
ndo-homogéneos, sendo definido em qualquer um dos casos, através de uma funcdo no espaco

das tensGes que recebe o nome de funcdo de escoamento.

Para descricdo do comportamento do s6lido no periodo elastico-linear podemos recorrer a
uma relacdo constitutiva elastica explicita que é caracterizada pelo conhecido tensor

constitutivo eléstico E, dado pela relagéo:

<= Esl (2-0

Posteriormente a esse periodo, teremos, entdo, o ingresso do comportamento do material na
regido elastopléstica, onde o campo das deformac®es totais pode ser obtido pela soma de uma

parcela elastica e outra plastica, logo:

s=ee+ep (2.2)

Estabelece-se, entdo, um critério de descontinuidade inicial que indicard um limite tensional
para um ponto do sdlido, a partir do qual se iniciarA um processo inelastico de tensdo-
deformacdo caracterizado pelo aparecimento de deformacdes irrecuperaveis. Em um processo
tensional uniaxial, este limite é reconhecido facilmente por se tratar de um escalar que adota

um valor equivalente a tensdo limite do periodo elastico. No entanto, para pontos do solido



submetido a estados multiaxiais de tensdo este limite ndo é tdo facilmente definido. De modo
a solucionar esta indefinicdo existente, formula-se, a partir de dados experimentais, uma
expressdao matemadtica chamada critério limite de descontinuidade ou de escoamento, que,
dentre outras variaveis, depende do estado tensional do ponto no sélido. A missdo desta
funcdo é representar o estado multiaxial do ponto através de uma caracteristica uniaxial
equivalente, comparavel com os resultantes dos estudos uniaxiais simples. Sendo assim, pode-

se definir o critério de descontinuidade ou escoamento como uma func¢édo escalar que depende

do estado tensional atual do ponto do s6lido definido por a e de um grupo de varidveis

internas w. Sendo assim podemos definir:
(2.3)

(2.4)

Onde:
a( t): Tensor das tensdes atualizado;
w( t): Vetor das varidveis internas atualizado;
k(t): Varidvel de endurecimento pléstico isotrépico;
q( t): Varidvel de endurecimento plastico cinematico;

ep(t): Tensor das deformag@es plasticas.

Utilizaremos, entdo, uma definicdo conhecida na teoria incrementai da plasticidade como a
condicdo de consisténcia de Prager que admite apenas dois estados tensionais para o ponto do
solido num determinado instante t de um processo de carga quasi-estatico. Podemos definir

entao:

-Para o caso do processo de deformacdo ser elastico:

riaif).u-(t| <0 (2.5a)

dr="°" (descarga) (2.5b)
ca



- Para o caso do processo de deformacéo ser elastoplastico:

r(<r(/),u'(r) = 0 (2.60)

®—rpcr +"—|dw =0 (rar%i/)

Observa-se que a condicdo de Prager impGe que o estado tensional do ponto esteja sempre

dentro ou sobre a superficie de escoamento, onde os estados elasticos sdo representados por
pontos no interior da superficie (t < 0); e os plasticos por pontos sobre a superficie (x = 0)
enquanto pontos exteriores a superficie (x > 0) correspondem a estados inadmissiveis,

conforme pode ser observado na figura 2.1.

Figura 2.1: Representacdo genérica da condicdo geral de consisténcia plastica de Prager.

Desta maneira, as tensdes admissiveis sdo restritas a uma regido de intervalo fechado no

espaco das tensdes. A superficie descrita no espaco das tensdes considerado corresponde ao



lugar geométrico dos estados de tensGes que provocam a plastificacdo. Uma vez iniciado o
processo de plastificacdo, a definicdo da superficie de escoamento ou descontinuidade vai
depender de alguns outros fenémenos fisicos envolvidos na modelagem do material. Verifica-
se que para alguns materiais ha uma variacdo nesta superficie admitida, dependendo do grau
de deformacdo plastica existente. A este fendmeno denomina-se endurecimento. As pesquisas
mostram dois modelos para modelagem de materiais com endurecimento, conforme mostrado
na figura 2.2: isotrépico, representado por uma expansdo uniforme na superficie inicial e
denominado, no vetor das varidveis internas como k, e o cinematico no qual a superficie
inicial preserva sua forma primitiva, mas sofre uma translacdo. Este Gltimo é representado por
g e ttm como objetivo simular o fendmeno fisico conhecido como efeito Baushinger,
conforme exposto por OLLEN [1991]. Um material dito plastico ideal ndo sofre este
fendbmeno e sua superficie tém representacdo constante. Podemos entender, entdo, que o
limite entre as regides elastica e plastica se estabelece mediante a definicdo da superficie de
escoamento ou de descontinuidade, sendo que a partir dali a superficie adquire mobilidade no
espaco das tensGes a medida que o processo plastico evolui, transformando-se na denominada
superficie de carga plastica. Esta fungdo de carga significa ndo mais do que a atualizacdo da
funcdo de escoamento ou descontinuidade para cada valor das variaveis internas w(t)

correspondentes a cada instante de pseudotempo t do processo elastoplastico.

SE.MENDURECIMENTO ISOTROPICO CINEMATICO

Figura 2.2: Distintos tipos de endurecimento considerados pela teoria da plasticidade.



Assim, quando o ponto se encontra no estado tensional elastoplastico, se faz necessario a
definicdo de uma regra de fluxo generalizada que considere variacdo na taxa de deformacéo
plastica sp como uma variavel interna tensorial. Esta regra de evolucdo estabelece a
proporcionalidade entre os componentes de cEPe as componentes do tensor de fluxo plastico

g definido pelas derivadas da superficie de potencial plastico no espago das tensdes. Assim:

|d£p :AA&; =AAg . (2-7)

Na equacdo acima AX é um escalar ndo-negativo chamado multiplicador plastico, escalar e
positivo, que representa a magnitude do incremento temporal das deformag@es plasticas dEp
A funcéo ou superficie de potencial plastico G é formulada a partir de estudos experimentais e

¢ ela que define a direcdo do incremento temporal da deformacgdo plastica cEp

Podemos, entdo, considerar um caso particular de fluxo plastico denominado regra de fluxo
associada, em que por hipOtese se considera a superficie de escoamento ou de
descontinuidade coincidente com a superficie de potencial pléastico, ou seja, G = x. Sendo
assim, podemos redefinir a equagdo como:

dep = (2.8)

da

Podemos entender a regra de fluxo plastica como uma admissdo do postulado cinematico para
as deformacgdes plasticas. Uma vez atingido pelo ponto do solido o estado tensional

elastopléastico, teremos para um incremento de tensdo o seguinte incremento de deformacéo:
de - de*+del (29

Estando o incremento da deformacdo elastica relacionado com incremento de tensdo, no seu
periodo elastico-linear pelo tensor constitutivo elastico Cs conforme abordado anteriormente.
EBOL1 [1994] cita que resultados experimentais comprovam que as superficies de
escoamento da maior parte dos materiais € continua e convexa. Desta forma, o requisito de
convexidade da superficie de escoamento pode ser imposto através do segundo postulado de

Drucker, conforme apresentado no Anexo A. Desta maneira:



{del) da =0
(2.10)

Tendo a equacgdo a conduzir a um produto escalar ndo negativo, (ver Anexo A ) que o tensor
5a forma um angulo agudo com cep impondo, assim, uma condi¢do de convexidade com a
superficie de escoamento ou de descontinuidade t e de normalidade com csp. Uma vez
atendida a convexidade da superficie de escoamento, a equacdo imp&e que cspseja normal a
mesma. De forma inversa, caso ndo aconteca a convexidade da superficie de escoamento,

havera sempre um ca capaz de invalidar a equacdo qualquer que seja a direcdo de cep.

Uma lei constitutiva elastoplastica tangente pode ser formulada a partir das equagdes

representantes das condi¢Bes de consisténcia de Prager (Anexo A). Logo:

r<7,at)=r(a)~ K(k') =0 (2.11)

(2.12)
Substituindo uma na outra, teremos:
(2.13)
Considerando que uma funcdo de endurecimento pode ser expressa em funcdo da variavel

interna de endurecimento plastico k durante o processo de carga, matematicamente podemos

dizer;

dk=hT7ta.k)de"" (2.14)

Substituindo a equagdo (2.12) em (2.11):

(2.15)
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Considerando a regra de fluxo generalizada da equagéo (2.7), ficamos com:

|1 U =-AAS8l/,; £ (2.17)
ca S k\ ca

Podemos escrever o incremento temporal de tensdo, durante o carregamento plastico, na

forma:

da =E\ds - dfr)=£ ds - AA—
da (2.16)

Voltando em (2.14) e agrupando os termos obteremos o multiplicador plastico na forma:

CT
Ede
(2.18)
Ali=nm ca

A+ TJI £—
0a da
Onde:

A é um parametro de endurecimento plastico definido para cada tipo de material e definido na

forma:
f AN i 40
r do o K (2.19)
* - sen - _ .
~k 1(:36 V  og

a - Tensdo uniaxial efetiva definida para um material genérico.

Combinando (2.16) e (2.15) teremos finalmente:

da = E?de (2.20)

< oof | £er >

£TI ,ea
ca CG



Este tensor de quarta ordem tem validade em todo processo elasto-plastico. Assim, para o

caso particular de um processo puramente elastico, se tém que:

(2.21)
- CKA(k) @ (2.22)
~Ok~ Ok
Logo:
A->00 e E? =E (2.23)

Denominamos essa grandeza de tensor de rigidez tangente algoritmico. Para um caso mais
geral onde exista plasticidade ndo-associada é um tensor ndo simétrico. O ambiente
conveniente para obtencdo numérica deste tensor em estruturas de concreto em estado plano
de tensfes e armaduras unidimensionais acopladas, via método dos elementos finitos sob
integracdo implicita para o caso simplificado de plasticidade associada, € apresentado esta

dissertacao.
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CAPITULO 3

INTEGRACAO DO MODELO CONSTITUTIVO DA
ARMADURA

3.1 - INTRODUCAO

Para implementacdo de qualquer esquema numérico aplicado na andlise de problemas
elastoplasticos, & eventualmente necessdrio a integracdo das equacdes governantes do
comportamento do material em questdo. Analisando uma classe de algoritmos de integragdo
aplicada a essas relagcfes constitutivas elastoplasticas, ORTIZ and SIMO [1986] observaram
que se a meticulosidade na formacdo da matriz de rigidez tangente necessaria a analise pode
ser substancialmente relaxada apenas com o custo da rapidez na convergéncia da resposta do
problema apresentado; a precisdo na qual as relagdes constitutivas sdo integradas tém um
impacto direto em toda precisdo da andlise. Assim, a importancia do entendimento e controle
deste tipo de erro numérico tem motivado um grande nimero de estudos, conforme mostrado
em ORTIZ and POPOV [1985]. A formulacdo a ser apresentada a seguir tem como base o0s
trabalhos apresentados por ORTIZ and POPOV [1985] e desenvolvido por SIMO and

HUGHES [1997] sobre algoritmos de integragdo para relacdes constitutivas elastoplasticas.

Descreve-se a seguir um roteiro especifico para implementacdo numérica em modelos de
plasticidade unidimensional. que é o caso do elemento de armadura em estudo, via método
dos elementos finitos, levando-se em consideracdo os fenédmenos de endurecimento isotrépico
e cinematico. Desta maneira, apresenta-se de forma detalhada a formulacdo matematica das
equacdes governantes béasicas relacionadas a um problema de valores de contorno na forma
elastoplastica unidimensional. de maneira consistente, adequando-as a subsequente analise
numeérica necessaria a descricdo da ocorréncia do fenémeno da plasticidade nos elementos de
armadura. NocOes de resposta irreversivel, conceituadas na plasticidade, sdo utilizadas e

desenvolvidas através das condi¢cGes de complementaridade de Kuhn-Tucker. A integracéo
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numérica do modelo constitutivo adotado é apresentada e os conceitos fundamentais do
algoritmo de return mapping sdo desenvolvidos de forma a explicitar a solu¢do adotada. O
esquema de integragdo utilizado é o da regra do ponto médio generalizada com o coeficiente
p=I, conforme sugerido por SIMO and HUGHES [1997], que conduz ao conhecido esquema
B de integracdo implicita denominado Backward Euler. Esta metodologia adotada conduz a uma
I_I@éiéteméltica precisa de avaliacdo para as propriedades de estabilidade numérica nas regras de

Mjpr 5 . I .
integracdo de relacdes constitutivas elastoplasticas.

A formulacdo algoritmica da matriz da rigidez modular tangente consistente é desenvolvida
em termos da superficie de escoamento, da normal a superficie de escoamento, da dire¢cdo do
fluxo plastico e do modulo tangente elastico. A obtencdo dos gradientes de algumas destas
variaveis também se faz necessaria. Deste modo, a atualizacdo do estado tensional do ponto
do elemento de armadura ou do seu ponto de gauss correspondente € feita com convergéncia

quadratica garantida, conforme mostrado em SIMO and TAYLOR [1986],

Os trabalhos de SOUZA [1981], CAMPOS [1987], CHEN[1982], OLIVER[1993] e
FARIA,POUCA and DELGADOJ[2000], apresentaram diversos tipos de modelos para
discretizacdo e respectiva integracdo de elementos de armadura em estruturas de concreto
armado.Optou-se por uma formulacdo discreta para as armaduras, ou seja, as barras existentes
no interior das vigas-parede de concreto serdo consideradas nas suas posicdes reais, sendo
representadas por elementos de barras submetidos apenas a esforgos axiais e sendo sempre
coincidentes com um dos lados dos elementos bidimensionais representantes do concreto.
Sendo assim, também teremos os nés dos elementos de armadura coincidentes com 0s nos dos

elementos de concreto.

3.2- HIPOTESES BASICAS

As seguintes hipoteses basicas foram admitidas para implementacdo da formulacdo a ser

desenvolvida posteriormente:
*Regime das pequenas deformacdes e deslocamentos;

mMaterial homogéneo, isotrépico, elastico e elastoplastico;



MSMMNMMM i

Sdo considerados na fase elastoplastica os fen6menos de endurecimento isotrépico e

cinematico do material;

. A ductibilidade apresentada pelo material é suficiente para o aparecimento de deformacdes

plasticas ;

, As regras de fluxo apresentadas sdo consideradas associadas, ou seja, ha coincidéncia entre a

superficie de potencial plastico e a superficie de escoamento;
. Néo se considera o fen6meno da viscoplasticidade;
r
. A atuacdo da matriz modular tangente consistente se dara sob fluxo pléstico constante ;
. As cargas as quais a estrutura é submetida sdo quasi-estaticas;
. As relagbes constitutivas plasticas sdo linearizadas em trechos finitos;

. O fendbmeno da descarga elastica é considerado;

. N&o ha consideracdo do fendmeno de aderéncia entre o elemento de armadura e o elemento

de concreto.
3.3- FORMULA(;AO DAS EQUAQOES GOVERNANTES

O problema a ser enfrentado é puramente local, ou seja, acontece durante a integracdo em
cada ponto de Gauss do elemento de armadura considerado. Assim teremos que X € B é um

dado ponto de interesse pertencente a um elemento de armadura que obedece ao modelo

constitutivo apresentado pelas equacfes (3.1). Considera-se que o estado atual do elemento de

armadura no ponto x e B e no tempo atual, dito tn, é completamente definido, ou seja, isto
significa que os valores de Cn(x), £ n(x),an(x) e gn (x), sdo conhecidos de modo que o estado
tensional dado pela equacdo (3.1a) também é conhecido. Sendo assim, o estado tensional sera
atualizado através de um dado passo de deformacdo denominado AE£ (x), que controla o

estado tensional do ponto para o tempo In+ = tn + At. Logo, o problema basico apresentado é

a atualizacdo das variaveis envolvidas no tempo tn, de maneira consistente com o modelo

constitutivo das equagdes (3.1).
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Consideremos um ponto de interesse localizado dentro do elemento de armadura e que é
representado por x e B =10, L ], e que segue a um modelo constitutivo uni-dimensional que

obedece as equacdes governantes apresentadas abaixo:

g) Relacgbes tensdo-deformacdo elasticas

b) Regra de Fluxo Plastico Associada
ilk
ep = A mign(cr - q) (3. 1i)
c) Leis de endurecimento isotrépico e cinematico
g =A s mign(a - q) (3.10)
a-A
d) Condicdes de escoamento e regido eléstica fechada
T(o,0,a) =\<T-q |-[u +Ka ]<0 CR))
E<={((j,a,q) e 3 x9i/ {<7,a,q) <0 } (3.1e)
e) CondicGes de complementaridade de Kuhn-Tucker
A>O (3_1/,*,*)
T{a,q,a)<0
Ar(a,g,a) =0

f) Condicdo de consisténcia de Prager

Am(o,q,a) - 0 (3.1)
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para maiores detalhes da obtencdo dessas equag¢Bes através da utilizacdo do modelo de

atrito de Coulomb e da teoria classica da plasticidade ver SIMO & HUGHES [1997].

A integracdo do modelo elastoplastico incrementai de um tempo tn para tnti €
considerado como um processo de deformacdo dirigido ou controlado, em que a
deformacdo total £ é a principal varidvel independente. Sera mostrado a seguir que esta

é precisamente a estrutura apropriada para a solu¢cdo numérica do problema em questao.
Vale salientar novamente que esse processo de integracdo é local, sendo assim, toma
lugar em pontos especificos da armadura, mais especificamente nos pontos da
quadratura de Gauss adotada para o elemento finito de barra representante da armadura

existente.
3.4. - INTEGRAQAO DO MODELO CONSTITUTIVO DA ARMADURA

3.4.1 - Consideracdes Iniciais

llustraremos, a seguir, a aplicagcdo numérica dos algoritmos que seguem a regra do ponto
médio generalizado na integracdo de um problema elastoplastico de valor inicial com

endurecimento isotropico e cinematico.

Consideremos um caso simples da regra do ponto médio generalizada em que a variavel
P= 1 Isso nos leva ao método de Backward-Euler na forma implicita ou também conhecido

como algoritmo classico de Retum Mapping. Aplicando no caso em questdo teremos:

= £n + AAsig/i (cr,+1)
a,+H =an+ AA (3.2a)

<nH =

Onde:

A/l = An+i x Ar (3.2%)
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Entéo,

A+l = EG Afi+l
n ! (3.2¢)

* ol = £» +

Assim, conjuntamente com AX, sdo restringidos pela versdo discreta das condi¢des de Kuhn-

Tucker, ou seja:

B3R
Tn+l =\ <*n+l | -k y "+ K~ +1 ] 20
AA >0 (3.2d)
AA uTrH = 0

Uma vez que Aen é dado, a posterior resolucdo da equacdo (3.17b) pode ser obtida pela

definicdo de 8n+i nota-se, com isso, que a aplicacdo do algoritmo implicito de Backward-
Euler transformou um problema de evolucdo restrita inicial num problema algébrico de

restricdo discreto para as variaveis:
|-|ip

£ n+\ a n+l

’}3<4.2 - Preditor Eléastico Inicial

Consideremos um estado tensional auxiliar denominado preditor inicial que néo
necessariamente corresponde ao estado real de tensdo no ponto da armadura e que pode ser
obtido considerando-se o fluxo plastico constante durante o processo de carga. Assumindo
que o incremento de deformacdo é referente a um passo puramente elastico e considerando as

variaveis de endurecimento isotrépico e cinematico envolvidas no processo, teremos:
< f =Z=Ek + -si)=cr, + EAsn

Cpred _ pred _
bn+1 u i+
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(3-3)

Das equagBes anteriores podemos observar que o preditor inicial do ponto considerado é

determinado somente em termos das condi¢des iniciais do problema:

Inicialmente também é fornecida uma deformacdo incrementai Aen. Em geral, este estado
admitido para o ponto tensional em questdo ndo correspondera a nenhum estado fisicamente
admissivel atual, a ndo ser que o processo incrementai em questdo esteja na sua fase elastica.
Esta primeira iniciativa adotada visa a uma aproximacdo simplista o tanto quanto possivel de

um maneira ja conhecida e que € a determinada por um passo incrementai elastico.

A figura 3.1 descreve de maneira clara um passo incrementai eldstico que leva o ponto
tensional considerado para dentro de uma regido elastica. Observe que neste caso a solugdo
final é coincidente com o estado experimental proposto pelo preditor inicial. Pode-se entender
fisicamente este fato como uma forma restritiva representativa do nivel tensional no ponto de
gauss do elemento de armadura analisado. Assim sendo, o nivel tensional alcan¢ado pelo
preditor inicial manteve-se dentro dos limites impostos as relagbes tensdo-deformacdo

elasticas ndo havendo, desta maneira, presenca do fendmeno da plasticidade.
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Figura 3.1: Preditor elastico de um estado plastico

Uma vez que o estado tensional definido pelo preditor inicial do ponto é

computado pelas equacg@es (3.2), devemos considerar dois casos possiveis:

cC f *o

Isso significa que o estado tensional experimental adotado para o ponto do s6lido na armadura
¢ admissivel, uma vez que as varidveis de tensdo, deformacdo e endurecimento isotrépico e

cinematico atualizadas sdo coincidentes com seus valores admitidos, ou seja:

o

1 .
grﬁﬂ = En <A =
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Desta forma, sdo satisfeitas as relacbes tensdo-deformacdo, a regra de fluxo plastico, as leis de
endurecimento e as condi¢cdes de Kuhn-Tucker. Observe a consisténcia das condi¢Bes de

Kuhn-Tucker com as equagdes envolvidas.

Tl 70 34

Neste caso, 0 estado tensional do ponto do s6lido na armadura ndo pode ser admitido como a

solucdo do problema incrementai proposto, uma vez que as variaveis de tensdo e

endurecimento (Cn+], 0h, gn) violam a condicdo de restri¢cdo da superficie de plastificacéo

Entdo, devemos ter o multiplicador plastico AA maior que zero, sendo que:
r(<j.a.q)<o
Obtém-se assim:

Cr *cr,,

Logo, retornaremos as condicdes de Kuhn-Tucker de forma consistente tendo AA > 0 e
A A Tn+i = 0, de onde podemos concluir que Tn+ = 0 e definir o processo como

incrementalmente plastico. A figura 3.2 mostra a violacdo da condicdo de restricdo X~ 0, o

que conseqiientemente nos leva a um processo incrementai plastico uma vez que AA> 0 em

ordem de realizar:
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A figura 3.2 mostra graficamente a ocorréncia do fenbmeno acarretado pela realizacdo da
equacdo (3.4b) e o modo como as variaveis tensionais sdo conduzidas no retorno a superficie

de potencial plastico representada pela reta em questdo.

G Pred

Figura 3.2: Processo incrementai pléstico violando r < 0

Conclui-se, desta forma, que o processo incrementai para uma dado passo de deformacdo é
elastico ou plastico, considerando-se como base o preditor inicial do ponto da armadura, de

acordo com o critério:

. .[<O=> elastico AA =0
I >0 =>plastico  AA >B (35>
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Podemos notar que as condi¢cdes denominadas de carga e descarga, respectivamente para as

equacgbes 3.3 e 3.4, sdo resultado direto das condi¢cdes de Kuhn-Tucker representadas pelas

equacgdes 3.1 (f.g.h).

3.4.3 - Algoritmo Retiirn Mapping Unidimensional

Consideremos a condicdo inicial para implementacdo do processo incrementai plastico

determinada pela equacdo 3.4, que nos leva a:

(36)

Al O

O objetivo é determinar a solucdo para as varidveis envolvidas, quais sejam:
s ,a n+va n+vAA
de modo consistente com as equacdes (3.2). Sendo assim, expressaremos o estado tensional

final do ponto da armadura em termos da tensdo obtida do preditor inicial e do multiplicador

plastico, como se segue:

3.7.1)
(3.7.2)
(3.7.3)
Subtraindo e adicionando o valor de Snpdas duas parcelas no direito da equacéo:
C,,H =<T" " EA/l sign(cTn+l) (3.7.4)
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Assim, uma vez que AX > 0. as equacles (3.2) podem ser reescritas, considerando a equacao

3.7.4, logo:

<r,,=<f-Ai.E (3.8,)
CL =ei + A'1mA™(i,I) (3.8.1))
«,H= o+ Al (3.8.r)

(3.8.9)

g, = ?,+AA- H-sign{CnH)

(3.8.)
=[C |- ["+KA )=

bi#l = M+l ~ G (381

As equacgdes (3.8) podem assim serem resolvidas explicitamente em termos da varidvel £n+i

considerada na equacgdo (3.8.c). Sendo assim, subtraindo a equagédo (3.8.d) da equacdo (3.8.a)

e utilizando (3.8.f), teremos:

=(Cf-9.)-AisE+H M
Utilizando as defini¢cbes (3.8.f) e (3.9) podemos redefinir:

li,, |+ AAME+H) >;««(!,,)-]cr ST (3.10)

Uma vez que AA>0 e E+H >0. nota-se que 0s termos entre parénteses sdo necessariamente

positivos. Isso implica no resultado:

* o#,,,)=nFr<H, 0> 3)
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Levando também a condicéo:

d
lfJ+a-H h+e J=km (3.12)
Dessa forma, o multiplicador plastico AA pode ser determinado pela equacido (3.8.e) com a

utilizacdo das equacdes (3.12) e (3.8.C). Assim teremos:
i N-(E +HjAX-h+K1tf] (3.13)

Desenvolvendo os termos multiplicadores em K e adicionando-se os termos -Kan e Kan,

considerando a equacdo 3.13 teremos:

rHi= C T1-tE +HjAI-K +Ka,]-K(«,,, -«,) 3 14)

Da equacédo (3.2.6), ficamos com:

aile+(k +h)]=o0 (3.15)

Isolando o termo a /1, teremos:
T ?red
'
AA - > 0) (3.16)

e+t[k +h]

Uma vez que a equacdo (3.11) e (3.16) determinam completamente o algoritmo das equagdes,
(3.8) conforme mostrado por SIMO & HUGHES [1997], o estado tensional final do ponto
significa a projecdo da tensdo preditora eldstica inicial admitida para o0 mesmo, sobre a
superficie de potencial plastico. Em razédo a esse fato, o algoritmo desenvolvido anteriormente

é conhecido como algoritmo de Return Mapping.
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3.4.4 - Quadro Resumo do Modelo Constitutivo da Armadura

Algoritmo Retuni Mapping para plasticidade unidimensional com endurecimento isotropico e

cinematico
1) Dados de entrada do ponto x e B: [8np, an, gn]

2.) Dado um campo de deformacdes em x e B:

*ol =

3.) Calcular o preditor elastico inicial e testar para o carregamento plastico:

4.) Se:

[ <0] - >Passo elastico

5.) Se:

=g.+/UHsig")
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35 - FORMULACAO DA MATRIZ MODULAR TANGENTE
CONSISTENTE - 1D

Para completar o procedimento algoritmo discutido anteriormente, Simo & Taylor
desenvolveram uma expressdo explicita para o coeficiente que relaciona as taxas de tenséo e
deformacgdo definida como a expressdo para a matriz modular tangente consistente. O
procedimento usado para derivar uma expressdao de forma fechada para esse procedimento
algoritmico passa pela diferenciacdo das féormulas de atualizacdo do modelo apresentado no

item 3.4.3.

Desse modo, podemos representar a expressdo da matriz definida anteriormente na forma:

rM = 00" (3.18)
" dedd

Para maior claridade, o indice (k) serd omitido nas deducBGes que se seguem. Assim do

passo(3.) do quadro resumo teremos:

drr r>f
— e I"B'Bd =E (3.19)
Ofpg  OBwn

Podemos observar que as variaveis Snp e (g, sdo consideradas constantes no processo de

derivacdo. Usando estes resultados e diferenciando a equac¢do (3.16) assumindo a condicdo do

passo 4.) do quadro resumo, teremos:

aM i acr
O] E+[K+h] 6emd (3.20a)
d(AA)_ 1 olcr1 OSzd (3.20b)

dsmi  E+[K+H] 0422 ' ded

_ E sien{£prfd) (3.20c)
oefy E +[K+H\
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Logo, modificando a equacdo (3.20c) podemos fazer:

0-,.,=k .r - «,)+t«. - ) (3.21a)
(3.21/7)
. AAE £ pred
C,,+| = tf,, + kpred .QT":L (3210)
ntl |

Finalmente, diferenciando as equacdes constitutivas algoritméticas representadas pelas
equacOes (3.20) com respeito a sn+. e utilizando a regra de derivacdo em cadeia com as

equacoes (3.19b) e (3.20), obteremos:

O(Tr”l AAE AAE £ pred ﬁl’\fﬁyﬂred\
£ pred E+ B0l ored
deH-I bn-+1 ?|+e|d den+| k«.|.| e + [k +h ]
Ct7 AAE
Gewi MY
3K<T. AAE £+ AAE?2 E1
6en+| np:?d bEn'ir\Ed e +[k +h]
(3.22)

da,_, E\K +H1

(r;r>0)

ds,,, E +\K +H\
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Logo, podemos definir de forma final a matriz modular tangente consistente através das

seguintes expressdes:

(3.23)

O desenvolvimento mostrado anteriormente é todo formulado com bases no modelo de atrito
de Coulomb, na relacdo constitutiva eldstica e nos conceitos fundamentais abordados na
plasticidade cléassica. A equacdo 3.25b corresponde assim a matriz modular tangente
consistente unidimensional que relaciona os incrementos de tensdo e deformacdo durante o
processo de elastoplastico e que representa a relagdo constitutiva considerada no modelo

computacional proposto.

3.6 - IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

A subrotina Mappingl é a responsdvel pela integracdo numérica do elemento de barra
representante da armadura. Sua implementacdo computacional é descrita no quadro resumo

apresentado no item 3.4.4 e mostrado no fluxograma da figura 3.3.



Figura 3.3: Fluxograma do algoritmo numérico para plasticidade 1D



CAPITULO 4

INTEGRACAO DO MODELO CONSTITUTIVO DO
CONCRETO

4.1- INTRODUCAO

Serdo apresentados neste capitulo os conceitos relativos a integracdo do modelo constitutivo
utilizado para representar o elemento de concreto. Uma solugdo numérica baseada no modelo
dos elementos finitos aplicada ao caso de tensdo plana é desenvolvida. O critério de
escoamento de Drucker-Prager é abordado com a utilizagdo da sua superficie de escoamento
para definicdo do controle da plastificacdo do ponto de Gauss a ser integrado no elemento
considerado. Devido a natureza incrementai das regras de fluxo plastico nos problemas
elastoplasticos, serdo utilizados pequenos passos de deformacdo de modo que o equilibrio
local seja assegurado. A adocdo de um preditor inicial elastico para o estado tensional do
ponto do elemento de concreto bem como seu caminho corretor no retorno a superficie de
escoamento é desenvolvido de forma integral com base nos trabalhos de SIMO and TAYLOR

[1986], CRISFIELD [1991] e BELYTSCHKO, LIU and MORAN [2000J.

O conceito da formulacdo de uma matriz para atualizacdo do estado tensional que seja
consistente com a técnica numeérica adotada é utilizada de forma semelhante a do elemento de
armadura. No caso do elemento de concreto define-se a denominada matriz de rigidez
modular tangente consistente para o caso de tensdo plana segundo o critério de escoamento de
Ducker-Prager. De acordo com CRISFIELD [1991] essa técnica utilizada conjuntamente com
o algoritmo de Newton-Raphson para resolucdo das iteracdes de equilibrio local leva a uma
taxa mais rapida de convergéncia, se comparada com outras técnicas empregadas como a da
matriz de rigidez modular tangente padrdo. O detalhamento da obtencdo da matriz modular
tangente consistente serd descrito com posterior utilizacdo do procedimento de integragdo

implicita para resolucdo do algoritmo da relacdo constitutiva.
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As equacOes para o caso tensdo plana serdo desenvolvidas de modo a serem implementadas
num esquema numérico de solugdo via o método dos elementos finitos. Um algoritmo do tipo
preditor-corretor serd utilizado de modo manter o nivel tensional nos pontos de Gauss dos
elementos de concreto sobre a superficie de escoamento. O algoritmo de retorno conhecido
como de Backward Euler é detalhado e sua implementacdo mostrada conforme sugerido em

CRISFIELD [1991],

4.2 - HIPOTESES BASICAS

Na formulacdo a ser desenvolvida a seguir foram obedecidas as seguintes hipoteses basicas:

. Ndo foram considerados os efeitos de endurecimentos isotrépico nem cinematico;

. As regras de fluxo apresentadas sdo admitidas associadas, ou seja, ha coincidéncia da
superficie de potencial plastico com superficie de escoamento;

. Ndo se considera o fendmeno da viscoplasticidade;

. A atuacdo da Matriz de Modular Tangente Consistente se dara sob fluxo plastico constante;
. Ndo importa que precisdo seja utilizada, depois de cada incremento de deformacdo que
satisfaca as regras de fluxo e mantenha o ponto na superficie de escoamento, a solucdo so
estara equilibrada no final de cada incremento depois das iteragdes de equilibrio.

. E vélido o regime dos pequenos deslocamentos e deformacées;

. O material em analise é considerado homogéneo, isotrdpico, elastico ou elastoplastico
perfeito;

. O espalhamento da plasticidade é considerado em cada ponto de gauss dos elementos de
concreto da estrutura de considerada;

. As relacBes constitutivas plasticas serdo linearizadas em trechos finitos;

. O material é ductil suficiente para desenvolver deformac6es plasticas;

. O fenbmeno da descarga elastica é considerado.
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4.3-SUPERFICIES DE ESCOAMENTO PARA CONCRETO

Uma forma geral para superficie de escoamento pode ser convenientemente interpretada por
uma série de variéveis(4 .p,0) no sistema de coordenadas das tensdes principais cti, g2 e 03,
conforme apresentado na figura 4.1. Segundo CHEN [1982], as caracteristicas gerais de uma
superficie de escoamento para o material concreto devem ser determinadas através de dados
experimentais. Sendo assim, os resultados experimentais serdo utilizados para balizar o
desenvolvimento das formas geométricas dos diversos modelos matematicos simples ou

refinados a serem aplicados ao material concreto.

Uma superficie de escoamento para concreto serd descrita no espago tri-dimensional das
tensdes pela forma da secdo transversal nos planos desviatores e seus meridianos nos planos
meridianos (ver figura 4.3). As secdes transversais da superficie de escoamento podem ser
representadas por curvas de intersec¢do entre a prépria superficie e o plano desviator que é
perpendicular ao eixo hidrostadtico com 4 constante. Os planos meridianos da superficie de
escoamento sdo curvas de interseccdo entre a superficie e o plano meridiano que contém o

eixo hidrostatico com 9 constante.

Figura 4.1: Representacdo no espago das tensdes principais
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Sendo assim, para um material isotropico, os indices 1,2 e 3 adotados para 0S eixo0s

coordenados sdo arbitrarios e a forma da se¢do transversal da superficie de escoamento deve

ter a simetria da figura 4.2.

Figura 4.2: Simetria no plano desviator da superficie de escoamento de concreto

Assim, quando os experimentos forem executados, sera necessario explorar apenas o setor

onde 0 variard de 0 a 60 graus, sendo os outros setores conhecidos por simetria.

Os resultados dos experimentos apresentados em CHEN [1982] e MEHTA & MONTEIRO
[1994], indicam que a curva de escoamento no plano desviator deve ter as seguintes
caracteristicas gerais:

. A curva de escoamento é suave e convexa,

. A forma da curva segue a forma eliptica da figura 4.2,

. A curva de escoamento é similar a um triangulo para tracdo e pequenos valores de

compressdo, correspondentes a pequenos valores de £ perto do plano n e torna-se uma elipse
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para grandes tensdes de compressdo, correspondendo a incrementos nos valores de t ou a

grandes pressdes hidrostaticas.

Existem dois planos meridianos extremos correspondentes a 0 = 0 graus e 0 = 60 graus. Sao
denominados: plano meridiano de tracdo e plano meridiano de compressdo, respectivamente.
Quando o concreto € testado num ensaio triaxial de tensdo na compressdo, o cilindro de
concreto é carregado de duas maneiras:
(1) Uma pressdo hidrostatica é exercida na direcdo radial e uma forga é incrementada pelo
piston na dire¢do axial. Assim teremos:
CTr —CTj —~ § " CT_ —CT,
Este estado de tensdo corresponde ao estado tensional hidrostatico com uma tenséo de
compressdo superimposta numa direcdo. Estes resultados implicam em 0=60 graus. O
meridiano associado a este teste é denominado meridiano de compressdao.Um caso

particular deste meridiano é o ensaio de resisténcia uniaxial a compressdo

fc(fc> 0).

(2) Uma forca é exercida na direcdo axial e uma pressdo hidrostatica é incrementada por
uma célula de pressdo na direcdo radial. Isso corresponde a:
CTr —CT| —CT2 < CT. = CT,
Isto correspondera a um estado tensional hidrostatbico com uma tensdo de tragdo
superimposta em uma dire¢do. Estes resultados implicam em 0 = 0 graus. O meridiano

associado a este teste é denominado meridiano de compresséo.

No plano meridiano a curva de escoamento segue as seguintes caracteristicas gerais:

. As curvas de escoamento dependem da componente hidrostatica das tensdes, ou seja,
lioud;

. As superficies de escoamento sdo curvas, suaves e convexas;

. A relacdo r,/rc<1, onde os indices t e ¢ correspondem aos meridianos de tracdo e

compressdo respectivamente;
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. Os valores de rt/rc sdo incrementados com o incremento das pressdes hidrostaticas.
Seus valores minimo e maximo sdo 0.5 perto do plano n e 0.8 perto da pressdo hidrostatica

£ =-7f.'c ,conforme mostra a figura 4.3.

p/fc

Figura 4.3: Caracteristicas gerais dos meridianos

4.4 - SUPERFICIE DE ESCOAMENTO DE DUCKER-PRAGER

4.4.1 - Introducéo

Existe uma grande quantidade de modelos constitutivos que permitem descrever o
comportamento dos materiais submetidos a estados de carga. Estes modelos tentam simular o
comportamento de um material ideal o que resulta na consideracdo de certas hipoOteses
simplificadoras no solido real. Varios autores tém dedicado uma grande quantidade de

trabalhos de pesquisa na classificagdo, ordenacdo e analise de grande parle destes modelos



constitutivos conforme mostrado nos trabalnos de CHEN [1982], OLLEN [1991],
CRISFIELD [1991],

Existem distintos pontos de vista para classificar os modelos constitutivos aplicados ao
concreto. Segundo OLLEN [1992], parece razoavel definir quatro grupos principais: 0s
modelos baseados nas teorias de elasticidade linear e ndo linear, modelos baseados na teoria
da plasticidade, modelos baseados na teoria enddcrina da plasticidade e modelos de fratura.
Cada um destes grupos inclui modelos constitutivos que reproduzem, em forma numérica, o
comportamento do concreto dentro de certas relacdes mais ou menos limitadas. Nesta
dissertagdo utilizou-se 0 modelo pertencente ao segundo grupo, ou seja, em que a teoria

classica de plasticidade é aplicada.

Uma vez que resultados experimentais confirmam que o comportamento ndo linear do
concreto se deve fundamentalmente a um fen6meno altamente inelastico onde se pode
recuperar uma pequena parte da deformagdo total ocorrida devido a micro-fissuracgdo;
justifica-se a utilizacdo da teoria classica da plasticidade para anélise deste tipo de fenémeno
dividindo-se entdo o comportamento tensdo-deformacdo numa parcela recuperavel e outra
irrecuperavel. Entretanto, no intuito de montar um modelo inicial que possuisse poucos
problemas no que tange aos aspectos numéricos de instabilidade devido a vértices ou cantos
gue poderiam a levar a problemas de convergéncia nos algoritmos numéricos, optou-se pelo
modelo de simplificado de Ducker-Prager. Uma outra série de modelos mais sofisticada pode

ser encontrada na literatura corrente conforme apresentado em CHEN [1982],

4.4.2 - Representacdo no Espaco das Tensdes Principais

Este critério formulado por Drucker e Prager (1952) trata a superficie como um cone circular
adicionando o termo referente a pressdo hidrostatica influenciada por uma funcéo do angulo
de atrito interno, ao critério de Von Mises. Desta maneira, 0s vértices presentes nos critérios
de Tresca e Mohr-Coulomb também sdo eliminados de forma a ndo causar nenhum problema
numérico na utilizagdo da teoria de plasticidade associada para determinar o incremento de
deformacdo plastica. A figura 4.4 mostra a superficie de Ducker-Prager no espaco das tensdes

principais.
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Figura 4.4: Critério de Ducker-Prager no espaco das tensdes principais ou de Westergard

Observa-se que além de depender da funcdo do angulo de atrito interno a e do primeiro
invariante do tensor de tensdes 11, o critério depende do segundo invariante do tensor
desviador de tensdes J2 e dos parametros referentes as constantes do material denominados ¢
e < que sdo respectivamente coesdo e atrito entre as particulas. Sua expressao matematica em

funcdo dos invariantes do tensor de tensdes e seu tensor desviador sdo:

t(1i,J2,¢c,3)= yJJJl +a~-~ crQ=cr,-crQ=0 (4-1)

Sua expressdo em funcdo das tensGes nominais € mostrada na seguinte forma:
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r(0>04-CT, V  ct; +ct; ~ott' +30'« +f (7. +F,)_ ‘T« (4.2)

Onde:

a=_6ton : e <X,=V372 4.3)
3xsin(p 3xsin(p 3

As variaveis 4. e o0 sdo denominadas tensdo efetiva e tensdo de escoamento,

respectivamente. Os pardmetros ¢ e @ sdo usualmente determinados através de dados
experimentais via ensaios uniaxiais para determinacdo da tensdo de méxima de compressao

cr e tensdo maxima a tracdo crf. Assim, os dois parametros necessarios para a defini¢do do

modelo de Ducker-Prager, sdo determinados pelas equagoes:

@=sin o % (4.4)

c= (4.5)
(<7 + cr,)cos<p

Conforme mencionado anteriormente, a relacdo entre as varidveis 4 e r (°u li e ) °btida

em ensaios experimentais é curva e ndo linear conforme o modelo simplificado de Ducker-
Prager. Também o tracado da superficie de escoamento nos planos desviatores € eliptico e nao
circular. Isto imp6em ao modelo adotado, restricdes quanto a utilizacdo e interpretacdo de
resultados. No entanto, sua utilizacdo satisfaz as propriedades de suavidade, convexidade,
simetria, etc, dando uma estimativa razoavel para niveis tensionais a serem considerados em

pecas de concreto, o que justifica sua utilizacdo neste trabalho de dissertacéo.
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4.4.3 - Definicdo do Vetor de Fluxo Plastico

Em conjunto com a equagdo (4.1), uma regra de fluxo plastico para plasticidade associada

pode ser definida por:

Spj = Al HQ;[-: M3 (4.6)

O vetor nij é normal & superficie de escoamento e o primeiro termo uma constante positiva
referida como multiplicador pléstico das taxas de deformagdo. As varidveis da equacdo (4.18)
representam pequenas mudangas ou variagGes nas suas quantidades conforme ja apresentado
no capitulo 2. Desta maneira, podemos entdo definir o gradiente de la ordem da funcdo de

escoamento de Ducker-Prager na forma:

(4.7)

Onde separando as parcelas referentes a parte desviadora ad e a hidrostatica ay podem ser

redefinidas:

2(7»‘ <]\/ r
20,- 0, a |
r e = — .

- <ax-ar 3 1
6c7" 0
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4.4.4 - Definicdo da Matriz Gradiente do Vetor de Fluxo Plastico

Como no algoritmo de retorno a superficie de escoamento adotado necessitaremos calcular a
matriz gradiente do vetor de fluxo plastico devido a montagem da matriz modular tangente
consistente conforme serd exposto mais adiante devemos diferenciar a equacdo (4.19) com
relacdo as tensbes. Verificando-se que a parte hidrostatica ndo entrard na contribuicdo da

montagem desta matriz uma vez que sua derivada é nula, teremos:

(4.9)
Sendo P uma matriz auxiliar que possui os valores:
2-10
P=--1 2 0 (4.10)
0O 0 6

4.5 - FORMULACAO DAS EQUACOES GOVERNANTES

A modelagem do problema elastoplastico em tensdo plana é resolvida utilizando o critério de
Ducker-Prager como definidor da superficie de escoamento, considerando apenas o fendmeno
do endurecimento isotrépico. As equagBes governantes para o problema em questdo podem
ser sistematicamente desenvolvidas como se segue. Consideremos as seguintes relagdes

constitutivas:

(4.11.)
(4.11i?)
e!l’=AAm~o0.q) 4.11r)
ga =AA@.q) (4.11 .0)

43



As varidveis apresentadas anteriormente denotam os tensores de deformacdo elastica e
plastica; enquanto ay é conhecido como o tensor das tensfes de Cauchy e qga significa um
seleto conjunto de varidveis plésticas. O conjunto das equagbes (4.la,b.c,d) expressa a

hipotese da decomposicdo aditiva da deformacdo em partes eléstica e plastica.

4.6 - INTEGRACAO DO MODELO CONSTITUTIVO BIDIMENSIONAL

4.6.1 - Considerac6es Iniciais

ORTIZ & POPOV [1985] demonstraram e do mesmo modo CRISFIELD [1991] sugeriu a
adogdo do algoritmo de Backward-Euler ou do ponto fechado como uma simplificacdo dos
algoritmos que seguem a regra trapezoidal generalizada, como viaveis para anélise de alguns

tipos de superficies de plastificacdo em problemas elastoplasticos. Deste modo, teremos:

(4.12«)

(4.12b)

(4.12¢)

Nas equacgOes (4.2) £n, £nP e </n sdo os conhecidos vetores das variaveis de deformagéo,

deformagédo plastica e tensdo no tempo tn. Assim, 8n+]P e dn+i sdo os correspondentes

vetores das varidveis desconhecidas no tempo tn+ = t,, + At, sendo At o espago de tempo

inicial. As deformagfes atualizadas sdo assumidas como conhecidas ou adotadas de forma

que:

(4.13)

Nas equacgBes (4.2), MA serd entendido como o multiplicador pléastico incrementai a ser
determinado conjuntamente com a condi¢cdo de consisténcia de Prager (ver anexo A) na sua

forma incrementai dada pela equacéo (4.2c).



4.6.2 - Fase Preditora

Um esquema preditor proposto por CRISFIELD [1991], sugere o uso da normal ao ponto
preditor elastico inicial e posteriormente, caso necessario, aplica-se um procedimento
corretivo para retorno do ponto a superficie de escoamento. Este tipo de procedimento evita a
necessidade de computar o ponto de intersec¢do entre com a superficie de escoamento e o

preditor elastico inicial, conforme pode ser observado na figura 4.5.

Partindo de um nivel tensional anterior existente no ponto, podemos calcular o ponto elastico

inicial no ponto B na forma:

of =£7,. + Act (4.14)

Figura 4.5: Esquema preditor proposto por CRISFIELDJ[ 1991]



Observe que O é a tensdo anterior existente no ponto, Aae é o incremento de tensdo
adicionado a tensdo anterior existente calculado via a matriz de rigidez tangente do passo
anterior multiplicado por um incremento de deformagdo adotado As e bai € 0 nivel tensional

preditor elastico inicial.

Devemos entdo, calcular a normal ao ponto preditor elastico inicial em B aplicando uma
expansao em série de Taylor na equacdo da superficie de escoamento. Desconsiderando 0s

termos de ordem superior teremos:

r=r,+|IA<r (4.15)
ao-,

Como teremos o incremento de tensdo Aae nulo, uma vez que todo o incremento de
deformacdo foi utilizado para mover o ponto do estado tensional de X para B, conforme

apresentado na figura 4.5. Logo:

T= Tu 4.16
ca Jda ( )

r- 1, ad(éiLa« fa. (4.17)

da, °aj

Como devemos anular a nova funcdo de escoamento, teremos:

All = (4.18)

da, "da,

Sendo assim, podemos calcular o nivel tensional preditor final ou conhecidamente como nivel

tensional de Backward Euler na forma:
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< =(?,-AAEI (4.19)
y 60

Em geral essa estimativa inicial ndo satisfaz a funcdo de escoamento verdadeira e um
esquema iterativo posterior sera necessario porque a normal na posicdo preditora inicial B ndo

é igual a normal na posi¢do verdadeira.

4.6.3 - Fase Corretora

Em ordem de derivar um procedimento iterativo para o retorno do ponto a superficie de
escoamento, um vetor n pode ser criado para representar a variagdo existente entre o nivel

tensional atual e o de Backward-Euler , ou seja :

Onde:

Sendo assim, as iteragGes serdo introduzidas de modo a reduzir o vetor n, para
aproximadamente zero ou perto de uma tolerancia adotada. Enquanto isso, a tensdo final
deverd satisfazer o critério de permanéncia sobre a superficie de escoamento adotada. Como o
preditor elastico inicial se mantera fixo, poderemos aplicar uma expansdo em série de Taylor

a equacdo (4.7) de forma a produzir um novo residuo, rj,:’ logo:

(4.21)
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Observe que dcjj é a mudanca em <7j e que dAA. é a mudanca em AX . Levando r(2 a zero e

isolando em termos da mudanga de tensdo, teremos:

da, =-[/ +ARE), |, F(ri +dAAE i)

J rs—

Denominado Q ao conjunto:
QR=[i+adestn 14 | (4-23)
Teremos entéo:

dai=-Q-'r;- dAAQ-IEOM*H (4.24)

De forma semelhante aplica-se uma expansdo em Série de Taylor sobre a superficie de
escoamento perto do estado tensional a n+i em ordem de obter uma aproximacdo linear da

nova superficie de escoamento que contém as mudangas ocorridas nas tensdes . Fazendo isso:

nei =rA+7-da,= r4H+(mj da, (4-25)
)

Do mesmo modo feito para equacéo (4.8):
«3-0

Logo, isolando o termo em scr;. voltando na equacdo (4.11) e substituindo e isolando o termo

referente a mudanca do multiplicador plastico , teremos :

dAA = P61 ) a (4.26)



Com isso a equacgdo (4.11) pode ser resolvida para as diversas iteracbes de mudangas de

tensdo da,.

4.7 - FORMULACAO DA MATRIZ MODULAR TANGENTE CONSISTENTE

A derivagdo da forma da matriz de rigidez tangente consistente para o caso bidimensional é
apresentada a seguir. Como ja visto pela equagdo (4.6), o algoritmo de Backward-Euler pode

SEer expresso por:

Onde a n+] relata a configuracdo de tensdo atual durante o retorno a superficie de potencial

pléastico. Diferenciando a equacdo (4.6) ficamos com:

Reescrevendo e substituindo pela equacéo (4.10):

&<T,4 =Q-'Eij(d£j -dAAm"jH) (4.27)

De modo a permanecer sobre a superficie de escoamento, ct deve ser tomado igual a zero,

logo da equacgédo (4.12) e definindo R :
R=Q~E] (4.28)

(m"4)Tda, =(m*;x)TRde .-dAA(m™*1f Rm"+ (4.29)
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Assim, operando encontraremos a denominada matriz constitutiva algoritmica:

dai = EaldeJ (430)

R (4.31)

4.8 - Definicdo da Deformacdo de Endurecimento Isotopico

O endurecimento isotrépico pode ser introduzido por uma modificagdo na tensdo de
escoamento fixa, presente na equagdo (4.1), através de uma varidvel de tesdo denominada

a Q(sps), de modo que:

T=ae-ao0(eli (4-32)

A varidvel tensdo de escoamento fica agora em funcdo de uma deformacdo pléstica

equivalente na forma:

ers =X OSK= |fm*)dT (4.33)

Que ¢é acumulada da equacgdo da deformacdo plastica, ver CRISFIELD [1991], na forma:

£,. = ™ (£, < « 4>

Sobre uma tensdo uniaxial ox, teremos:
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Assim ndo hd nenhuma mudanca no volume plastico e £ = e X, enquanto ae=00=ax

Consequentemente, a relacdo entre ad e e pode ser tomada da relagdo tensdo uniaxial e
. : o . : H : .
deformacéo plastica. Em particular, o seguinte item sera requerido---—--—- , que da figura 4.2, é

dan 06o0Y Et
H ' = -:---2' = T *. = “"'(4.36)
OfpSs  Ofps  j_ T,

Uma vez que o endurecimento é introduzido, a condi¢gdo de tangencia é modificada .

Figura 4.6: Relagédo entre tensdo e deformacgdo unidimensional com endurecimento

Assim:

F=2tg . 2L 080 o ToH R =0 (4.37)
0a 0aQOEp 5

Substituindo a equacgéo (4.6) na equacgédo (4.16), teremos:



£ =A =B(cr)A (4.38)

Substituindo agora na equagéo (4.20) em (4.19):

t=mlcrj- H'BA=m] <7j- A'A=0 (4.39)
Assim, multiplicando a equacgéo (4.30)'por mj e substituindo na equacdo(4.21):

A= J J}— - (4.40)

Enquanto a equacdo (4.30) pode ser reescrita na forma:

/- mjmr, Ed (4.41)

N = £dgE =Et £ = E. .
m]Ejmj+A’

Para endurecimento linear, A' é uma constante. Para endurecimentos ndo lineares, varia com
£ps e outras possiveis quantidades. A deformacdo plastica equivalente pode ser considerada

como uma varidvel interna uma vez que é parte da resposta do material.

4.9 - ALGORITMO DE INTEGRACAO PARA PLASTICIDADE BIDIMENSIONAL
COM ENDURECIMENTO ISOTROPICO

1) Inicializagdo: tomar como valores iniciais para os vetores das deformacgbes plasticas os
valores convergidos no final do passo de tempo anterior. Inicializar o incremento do
multiplicador plastico, os residuos de tensdo e da fungdo de escoamento e o numero de

iteracOes:

AAIn=0 Ar=0 r, =0 *=0
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2) Passo Preditor:

2.1) Calcular o preditor elastico experimental das tensdes:

ca™=E[c,,-f;]=£[As.1
2.2) Calcular a derivada direcional de laordem no ponto experimental elastico (0)

dr\ @
ca

mf =
2.3) Calcular a funcéo de escoamento de Ducker-Prager: i™1;

2.4) Calcular o incremento do fator de carga em (0):

Q n= ET

AA

2.5) Calcular a tensédo de Backward Euler no ponto preditor elastico final:

a®=aQQ -(AAEmFD)

2.6)Checar a condicéo de plastificagdo do ponto:

() Ar = r(cr|1D)-
Se:
Ar <Tolerancia------ >PassoElastico !
Se ndo:
k=k+I

3.) Passo Corretor :

3.1) Calcular a derivada direcional de primeira ordem em (1):

CT

ca

3.2) Calcular a funcdo de escoamento deDucker-Prager x(1 :

3.3) Calcular o residuo entre a funcdo de Backward Euler e a tensdo atual:

=0:)- [c"1- (AAevayD)
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3.4) Calcular a derivada direcional de segunda ordem em (1):

fantj\«o OT

| 50,
3.5) Calcular a matriz Q e sua inversa:

0’

1+ AAE
ocT

3.6) Calcular o incremento da variacdo do fator de cargas:

OA~ m|j'Tp mEmf
3.7) Calcular o incremento de tenséo:

80 =- p hm-OX"puEiri"

3.8) Atualizar as tens@es e o fator de cargas:
a'2 =<7I"+ &t

ARa"= AAQ)+ OA

3.9) Checar a condi¢do de escoamento e a convergéncia na Kth iteracao:

=) " =V
Se:

<Tol\, k<kMX e <Tol2----- *convergiu'.

Se ndo:

k=k+I, volte ao inicio do passo 3



4.6 - IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

A subrotina Backward-Euler é a responsavel pela integragdo numérica do elemento
quadrilatero representante do concreto. Sua funcdo é fazer o retorno do estado tensional do
ponto de Gauss para a superficie de escoamento através do algoritmo implicito de retorno de

Backward Euler. Sua implementagdo computacional é mostrada nos fluxogramas das figuras

48¢e4.9.
|
Subrotina DESV_FLUJO : Calcula o tensor desviador das tensdes , sua norma e fluxo

pléstico para o critério de Drucker-Prager.



Iniciar

CALCULA A ATUALIZA O
TENSOR DE TENSOES

T

Figura 4.7: Fluxograma da rotina de retorno a superficie de escoamento - Parte A
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O

f CALCULA i TENSOR DE
i TENSOES RESIDUAIS E
V SUA NORMA

CALCULA O RESIDUO NO
CRITERIO DE ESCOAMENTO

/ CALCULA A DERIVADA

/ DIRECIONAL DE FLUXO
PLASTICO DE BACKWARD
EULER

Figura 4.8: Fluxograma da rotina de retorno a superficie de escoamento - Parte B
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CAPITULO 5

ESTRATEGIA DE SOLUCAO PARA ANALISE NAO
LINEAR DAS EQUACOES DE EQUILIBRIO

5.1 - INTRODUCAO

A anélise ndo-linear de estruturas de concreto armado pelo método dos elementos finitos
requer a aplicacdo de uma estratégia capaz de descrever de modo eficiente e confidvel a
relacdo entre carga versus deslocamento da estrutura. Uma vez que a discretizagdo da equacao
de equilibrio envolvida no problema conduz a um sistema de equacdes algébricas néo
lineares, procedimentos do tipo incrementais/iterativos e critérios de convergéncia que

monitorem, de forma automaética, o progresso da solucdo em andamento serdo necessarios.

Os temas tratados neste capitulo descrevem os métodos de continuagdo. No item 5.2 sdo
discutidos a natureza ndo-linear do problema enfrentado e os distintos comportamentos de
sistemas estruturais que podem ser estudados, levando em conta este tipo de solucdo.
Justifica-se, assim, a utilizagdo dos métodos incrementais iterativos com controle de resposta
na obtencdo da solucdo destes problemas. Os trabalhos de SEYDEL [1994], CARVALHO
[2001], FAFARD & MASSICOTTE [1993], RAMM [1984], RICKS [1972] e MATIAS

[1996] formaram & base tedrica para este capitulo.

Uma descri¢do das equacdes que governam os fendmenos da ndo-linearidade geométrica em
estruturas é feita e sdo introduzidos os conceitos de pardmetro e matriz de controle, que serdo
utilizados na obtencdo da solugdo do problema durante seu caminho na trajetéria de equilibrio
conforme apresentado em MATIAS [1996], Apesar da ndo-linearidade geométrica ndo ser
considerada nesta dissertacdo, o procedimento de solucdo adotado e alguns conceitos
normalmente aplicados a este tipo de fenémeno serdo amplamente utilizados na determinagéo

do problema da néo-linearidade do material apresentado nesta dissertacéo.



O item 5.2 apresenta de maneira formal o método de Newton-Raphson. Este esquema
iterativo de solugdo é o procedimento mais comum na solugdo das equagbes de equilibrio ndo
lineares via método dos elementos finitos conforme mostrado em BATHE [1982],

justificando, assim, sua utilizacdo nesta dissertagéo.

Nos itens de 5.2.2 a 5.2.3 a trajetoria fundamental ndo linear que expressa a relacdo entre uma
variavel de estado e o parametro de controle é definida. Serdo definidos também o vetor
incrementai de fluxo de forgas residuajs e o vetor de velocidade incrementai, necessarios nos
procedimentos de solucdo dos métodos de continuagdo. Os esquemas do tipo predicdo-
correcdo sdo conceituados e a base para sua aplicacdo é mostrada em detalhes. Os parametros
caracteristicos dos métodos de continuacdo da resposta, via esquema preditor-corretor, sdo
descritos segundo o trabalho de MATIAS [1996], A equagdo de restricdo eleita para utilizacéo

neste trabalho de dissertagdo é mostrada e sua implementacdo discutida e explicitada.

O item 5.2.4 mostra como 0s pontos criticos se caracterizam e sua relagdo com a perda da
estabilidade dos sistemas estruturais. Os pontos limite e de bifurcacdo sdo definidos e o
parametro de rigidez corrente ou de Bergan é mostrado para controle numérico da matriz de

rigidez da estrutura conforme apresentado em BERGAN [1978] e CARVALHO [2001],

No item 5.6 a implementagdo computacional é comentada e um fluxograma com as rotinas

necessarias apresentado.
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5.2 - EXPRESSOES GERAIS PARA ANALISE NAO-LINEAR DE ESTRUTURAS

5.2.1 - ESQUEMA DE SOLUCAO DE NEWTON-RAPHSON

A equacdo bésica a ser resolvida numa analise ndo-linear e\ num periodo de t para t + At

desconsiderando as forcas inerciais é:
i/furRAF(u)=0 61

Onde:

* HAV|;(u): é o vetor das forgas ndo-balanceadas ou residuais ;
e I+i,R: é o vetor das cargas externas aplicadas ;
 HAF(u): é o vetor das forgas internas resistentes ;

e U: éo vetor dos deslocamentos nodais.

Os requerimentos de equilibrio, via o método dos elementos finitos considerados para
encontrar a solucdo do problema iterativo proposto na i-ésima iteracdo, podem ser postos na

forma das equacdes:
(1(/h =0 (5.2)

Onde:

(5.3)

Assumamos que a solucdo iterativa seja utilizada para obter HAu(I"". Uma expansdo em série

de Taylor podera ser utilizada de forma a aproximar a solugdo requerida:

* JAf U\
(U- Uy 4 os (5.4)
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Substituindo a equacgéo (5.4) na equagdo (5.3) e usando a equagdo (5.2), teremos:

oy (W*- 4V -") + os="+AfI-HAFD 65

ou r+ai
Implicitamente, assume-se que as cargas externas aplicadas independem das deformagdes.
Desconsiderando-se os termos de ordem superior na equacdo (5.5), é possivel calcular um

incremento dos deslocamentos na forma:

(5.6)
Onde +ak(i h é a matriz de rigidez tangente atualizada, sendo:
du (5.7)
E a solugdo possivel em termos de deslocamento é:
(58)

As relagdes presentes nas equagdes (5.6) e (5.8) constituem a solugéo da equacdo (5.1). Uma
vez que a analise incrementai é iniciada com um passo de tempo (ou de carga) At, as
condicdes iniciais nas iteragdes sdo ,(MAK ="'k, HAF 0 ='F e *"U ="U . As iteracdes
sdo mantidas ate' que um apropriado critério de convergéncia seja satisfeito.Uma caracteristica
destas iteragbes é que uma nova matriz de rigidez tangente é calculada em cada iteracgdo,
devido a isso, este método é conhecido como método de Newton padrdo ou completo. A
figura 5.1 ilustra o processo de solucdo para um simples grau de liberdade do sistema. A
resposta ndo-linear caracteristica é encontrada uma vez que a convergéncia é rapidamente

obtida.



Figura 5.1: Método de Newton-Raphson para um grau de liberdade.

Veja que ambos os vetores na equacdo (5.1) sdo calculados, usando o principio dos
deslocamentos virtuais. As iteracdes de Newton-Raphson, assumindo uma independéncia das
cargas em relacdo as deformacdes, ou seja desconsiderando a ndo-linearidade geométrica

podem entdo ser aplicadas, ficando na forma:



Conforme verificado, essas equacdes sdo obtidas pela linearizacdo da resposta do sistema em
analise, via 0 método dos elementos finitos, na forma da expansdo em série de Taylor, de
modo a avancgar com a solucdo do problema do tempo t para t + At, primeiramente aplicando
as iteracdes de equilibrio em (i - 1). Em cada iteracdo sera calculada a equagdo (5.9a), o vetor
de forcas ndo-balanceadas ou residuais que se tornardo incrementos de deslocamentos obtidos
via a equagdo (5.9b) assim as iteracdes serdo executadas até que o vetor de forgas ndo-
balanceadas W/( 1) ou os incrementos de deslocamentos sejam suficientemente pequenos

guando comparados a uma determinada tolerancia adotada.

5.2.2 - PROCEDIMENTOS DE CONTINUAGCAO NA TRAJETORIA NAO LINEAR

Um importante requerimento da analise ndo-linear é frequentemente o céalculo da carga de
colapso pléstico de uma estrutura submetida a um determinado carregamento. A figura 5.2
abaixo ilustra esquematicamente a resposta do modelo estrutural utilizado sobre a agdo das
cargas aplicadas. Observe que para pequenas cargas a resposta obtida no grafico entre carga e

deslocamento é linear.

Figura 5.2: Resposta de um modelo estrutural no colapso.



Entdo, a medida que os incrementos de carga sdo efetuados, a resposta da estrutura se torna
ndo-linear e no ponto A carga de colapso € encontrada. A resposta encontrada, apds o ponto
A, é referida como resposta pds-colapso ou pos-ruptura. Note que na figura 5.2, que a carga
decresce num primeiro momento e posteriormente cresce novamente com 0s incrementos de
deslocamento. E claro que a resposta apresentada na figura 5.2 é simplista, sendo assim, uma
representacdao genérica, porque, numa analise de sistemas com multiplos graus de liberdade, a
superficie multidimensional de resposta é muito complexa. No entanto, a figura 5.2 mostra

bastante claramente todas as caracteristicas essenciais da analise.

De modo a calcular a resposta na figura 5.2, inicialmente grandes incrementos de
deslocamentos podem ser adotados, mas uma vez que a aproximacéo da carga de colapso do
modelo estrutural acontece, os incrementos de carga devem se tornar pequenos e aparecerdo
dificuldades para transpor o ponto de colapso da estrutura. Neste ponto, a matriz de rigidez é
singular (a inclinacdo da curva de resposta - carga versus deslocamento - é nula) e
posteriormente a este ponto um procedimento de controle para decréscimo de carga e
incremento de deslocamento deve ser usado para calcular a trajetéria de continuacdo da

resposta.

Para encontrar a resposta mostrada esquematicamente na figura 5.2, os métodos de
continuacdo da resposta entre carga deslocamento, comuns na analise ndo-linear geométrica,
podem ser utilizados, conforme sera apresentado de maneira formal. A idéia basica destes
métodos é introduzir um multiplicador de cargas que adiante e diminua a intensidade das
cargas aplicadas, de modo a obter uma convergéncia rapida em cada passo de carga, para
permitir a obtengdo da resposta na passagem através do ponto de colapso e também calcular a

trajetdria da resposta pos-colapso.

Vaérios esquemas eficientes tém sido propostos com uma série de detalhes numéricos
importantes conforme pode ser observado nos trabalhos de CRISFIELD [1991], RAMM
[1984], RIKS [1972] entre outros. A hipotese, bésica deste tipo de anélise é que o vetor de
cargas varia proporcionalmente durante o calculo da resposta. A equacdo de equilibrio

governante pelo método dos elementos finitos se dara entdo na forma:

v,(r,) =y,R-F, (5.10)



Onde y é um escalar denominado fator de carga, desconhecido e a ser determinado, e R é 0
vetor de carga referencial para os N graus de liberdade do modelo de elementos finitos
adotado. Este vetor pode conter qualquer carga presente na estrutura analisada, porém, é
constante durante o calculo da resposta. O vetor F é o vetor das N forgas internas equivalentes
dos elementos em cada n6 da estrutura do tempo t para t + At. O valor do fator de carga pode
ser incrementado ou diminuido e o incremento do passo deve ser, em geral, também mudado,
dependendo da resposta estrutural caracteristica. Uma vez que a equacdo (5.10) representa N
equacOes teremos N+I incégnitas; precisaremos, entdo, de uma equacao adicional que sera
utilizada para determinar o fator de carga. Se um dos diferentes métodos de continuacdo for

aplicado para resolver a equacdo (5.10), obtém-se:

'"KAuUU =(+ay w>+Aytn)R-"+*Fli-I) (5H)

As incognitas nas N equagbes (5.11) sdo o vetor dos incrementos de deslocamento Au, dentro
de um passo de carga (durante a iteracdo i), e Ay representa o correspondente incremento total
do fator de cargas. O efeito da variacdo do nivel de cargas durante o processo iterativo sera

explicado posteriormente.

Um completo algoritmo de solucdo baseado nos procedimentos de continuacdo de resposta
entre carga e deslocamento com a utilizagdo do método de Newton-Raphson, deve, é claro,
conter um esquema especial para inicializar a solu¢do incrementai, além de conter
procedimentos auto-adaptativos para selecionar os comprimentos de passos envolvidos na
atualizacdo das variaveis. Também, o algoritmo devera parar as iteracGes quando detectar

divergéncia eminente e entdo reinicializar automaticamente com novos parametros iterativos.



5.2.3- METODOS DE CONTINUACAO DA RESPOSTA

Denominam-se métodos de continuacdo aos conjuntos de procedimentos utilizados para
obtencdo da solucdo em uma seqiiéncia de pontos que formam uma trajetéria ou um caminho
de equilibrio. O objetivo de qualquer método de continuagdo é gerar uma sequéncia de
solugBes. Cada uma das solucdes serve de ponto de partida para a proxima. Os elementos
basicos de um método de continuacdo: sistema de equagBes ndo-lineares, sua forma
incrementai (via expansdo em série de Taylor etc) a partir do qual se pode eleger uma
predicdo e uma estratégia de avanco para proxima solugdo através de uma equacdo de
restricdo. A seguir é descrita a estrutura basica das equacdes de forcas ndo-balanceadas ou

residuais para analise ndo-linear.

Um sistema discreto de equagbes nao-lineares. que governam os problemas quase-estéticos

com ndo-linearidade geométrica, sdo descritos na forma:

ystu.p) = 0 (5.12)

Onde u é um vetor de estado com N componentes que caracterizam a configuracdo deformada
do solido, W é o vetor de forcas desbalanceadas ou residuais que contém as forcgas
ndo-equilibradas conjugadas com u e p. Sendo p 0 vetor que contém o0s pardmetros de
controle. SupGe-se que exista a dependéncia de J com relacdo a u e p, de forma independente
do caminho ou trajetéria seguido. Também a relacdo de dependéncia é continua e que suas
derivadas, primeira e segunda, existam exceto em pontos criticos isolados. Obtém-se a matriz
de rigidez tangente, tomando as derivadas das forgas residuais com respeito a varidvel de
estado u, sendo que a derivada de i/ (com sinal negativo) com respeito aos parametros de

controle constituem a matriz de controle Q. Assim, estas matrizes ficam na forma:

K=n e Q=-°V (5.13)
du op

As derivadas primeiras do vetor de forgas residuais da equacdo (5.13) permitem classificar os
pontos obtidos na solucdo da equacdo (5.12) de acordo com as caracteristicas de K e Q. Duas

sdo as possibilidades de pontos: aquele onde o inverso da matriz de rigidez tangente K lexiste
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e sdo denominados pontos regulares; os pontos onde o matriz de rigidez é singular se
denominam pontos singulares ou pontos criticos. Através da matriz de controle Q é possivel

classificar os pontos criticos em pontos limites e pontos de bifurcacéo.

5.2.3.1 - REPRESENTACOES PARAMETRICAS

Nos pontos regulares da solucdo da equacdo (5.12) podemos expressar as variaveis de estado
representadas pelo vetor u, em termos das componentes do vetor de pardmetro de controle p.
Isto eqliivale a parametrizar a resposta em fungdo das componentes de p, ou seja, u(a,p,y,etc).
No entanto, esta representagdo nem sempre é possivel. Este é o caso dos pontos singulares,
uma vez que perto destes pontos pode existir mais de uma solucdo para um mesmo valor dado
de p. Como conseqiiéncia, hd necessidade de uma parametrizacdo local conforme pode ser
visto em SEYDEL [1991]. A inconveniéncia de se considerar a existéncia de diversas
parametrizacBes em diferentes pontos da curva de solugdo pode ser evitado, a0 menos
teoricamente, considerando a resposta num sentido mais geral. Sendo assim, a solucdo da
equacdo (5.12) pode representar uma superficie no espaco de dimensdo N+K, correspondente
as N variaveis de estado de u e os K parametros de controle de p. Para descrever esta
superficie se considera uma representacdo paramétrica para 0s vetores u e p, na seguinte

forma:

u=u) e p- p) (5.14)

A variavel t é uma variavel que representa o nivel de progresso do vetor de estado e dos
pardmetros de controle. As derivadas primeira e segunda do vetor de forcas residuais com

respeito a variavel t se expressam, em notagdo indiciai, como:

(5.15)
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E na sua forma matricial, de acordo com as seguintes expressdes:

y/=Ku-QP

L] e o [ ] o o II7A

iN=Ku+Ku-QP-QP

Onde as derivadas de K e Q sdo matrizes. Seus componentes (i,j), sdo definidos através das
expressoes entre colchetes na equacdo (5.16). Os termos com as segundas derivadas, por sua
vez, sdo vetores tridimensionais (“matrizes cubicas”); as derivadas de K e Q sdo projecOes
destes vetores no subespago que contém as direcdes das derivadas de u e p, ver em FELIPPA
[1987], Os pontos sobre matrizes e vetores na equacdo (5.17b) representam a diferenciacdo
das componentes destas mesmas matrizes e vetores com respeito a t. As expressdes das
equacdes anteriores representam um sistema de equacdes diferenciais de primeira e segunda

ordem das forcas desequilibradas ou residuais com respeito ao parametro t.
5.2.3.2 - PARAMETRO DE CONTROLE SIMPLIFICADO

Como definido na equacdo (5.12), o vetor P contém um conjunto de parametros. Cada
pardmetro pode estar associado a um certo modelo de carga. Existirdo tantos parametros
quanto modelos de carga a representar. A histdria completa de uma solicitacdo externa
consiste em um conjunto de seqiiéncias de cargas aplicadas num intervalo de tempo [0,T].
Estas sequiéncias especificam como e quando sdo aplicados os diferentes tipos de cargas no
solido. Por exemplo, considere um sdélido indeformado. Em primeiro lugar, se aplicam as
forcas de volume; em continuacdo é submetido a uma queda de temperatura e num dado
instante uma carga dinamica é aplicada. Cada seqiiéncia de carga inicia-se num estado inicial
A, onde a solucdo é conhecida ua, avancando em seguida para um estado B. onde ndo se
conhece a solucdo Wy, ou pode ndo existir para o nivel de carga definido no estado B.
Supondo-se que as componentes de P variam proporcionalmente entre os estados A e B. é
possivel modelar o processo de carga em cada etapa em fungdo de um pardmetro de controle

Aque varia de Oa 1de acordo com a interpolacéo linear:

P=(\-y)pA+PB (5.,8)



Desta maneira, o sistema de equagfes ndo-linear a resolver em cada etapa (de A para B) é

i//(u,y) =0 (5.19)

Com a condicdo inicial de u=uApara y=0.

Se cada etapa pode ser representada por um simples parametro de controle, a matriz de
controle Q se transforma em um vetor R, denominado vetor incrementai. Assim; as derivadas
de primeira e segunda ordem do vetor de forcas desequilibradas ou residuais com respeito ao

parametro t sdo reescritas na forma:

w=Ku-Ry (5.20)

[/=Ku+ Ku-Ry-Ry

Estas sdo as formas simplificadas dos sistemas de equacdes diferenciais de primeira e segunda

ordem das equacgd@es (5.17), respectivamente.

Desta maneira, fazendo a diferenciacdo da equacgdo (5.19) com respeito a varidvel t, obtém-se:

y/=Ku-Ry=20 (5.21)

Esta equacdo define uma superficie no espaco de dimensdo N+I, correspondente as N
componentes do vetor u e o pardmetro de controle y. Esta superficie é denominada de

superficie de fluxo incrementai de forgas desequilibradas ou residuais.

S.2.3.3- TRAJETORIA FUNDAMENTAL NAO LINEAR

A solugdo geral do sistema de equagdes apresentado em (5.21) é:

1£/(u,y) = llic (5.22)

Onde Wc é um vetor de forcas desequilibradas ou residuais arbitrarios. A solucdo u(t), y(t) da

equacdo (5.22), para um valor fixo de \c, representa uma superficie no espaco de N+l
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dimensdes. A projecdo desta superficie em um plano definido pelo k-ésimo componente do
vetor u e pelo parametro de controle y, ou seja, (uky), define uma trajetoria neste plano. A
curva definida no plano (uky) para o valor de /=0 se denomina trajetéria fundamental
ndo-linear de equilibrio ou caminho primério de equilibrio. Desta maneira, o fluxo
incrementai de forcas desequilibradas ou residuais contém a trajetéria fundamental (primaéria)

ndo linear de equilibrio quando Wc=0.

Nos pontos regulares do fluxo incrementai de forcas desequilibradas ou residuais, onde a

matriz de rigidez da estrutura é ndo singular, a equacdo (5.21) pode ser reescrita na forma:

5.23
u = K~'Ry = uRy ur =K'R (5.23)
Onde uRse denomina vetor de velocidade incrementai. Este vetor tem um importante papel na

maioria dos procedimentos de solugdo como se verd a seguir. No caso de elegermos como

parametro t =y, isto implica que a derivada de y em relagdo at é igual a unidade. E a equacdo
(5.20) se reduz a:

it - Ku- R _o *_cu (5.24)

cy oy

O sistema de equag¢Bes ndo lineares (5.24) representa a forma incrementai de primeira ordem

do sistema de equagdes (5.20).

Em cada ponto arbitrario P(u,y), do fluxo incrementai de forgas desequilibradas ou residuais,

se pode definir um vetor tangente t a trajetoria que passa por P como:

(5.25)
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Onde o vetor de incremento de velocidade uRé a projecdo do vetor tangente t no espago das

variaveis de estado u. A figura 5.3 mostra a interpretacdo geomeétrica de t.

Figura 5.3: Vetor da trajetdria fundamental de equilibrio.

O vetor tangente t pode ser normalizado da seguinte maneira:

=T /=V 1+ M«* (5-26)
A normal ao vetor t no ponto regular P se expressa através da seguinte equagao:

uj Au+Ay =0 (5.27)

Onde Au = u - upe Ay =y -yP sdo os incrementos de deslocamentos e de cargas,
respectivamente, a partir do ponto P. Dividindo estes incrementos por At e aplicando o limite

de At —0 se obtém a forma diferencial da equacéao (5.27) na forma:



(5.28)
» [ « + y

1
o

Esta equacdo se reduz a U'Ru' = -1 set=y. Para problemas com um grau de liberdade (N=I)

a equacdo anterior representa uma curva ortogonal ao fluxo incrementai de forcas
desequilibradas ou residuais. Se N > 1, a equagdo (5.28) descreve as equacgdes diferenciais de
uma familia de hiperplanos ortogonais no espaco de N + 1, que contém o vetor u e 0

parametro de controle y.

5.2.3.4- SOLUCAO VIA ESQUEMA PREDICAO-CORRECAO

A metodologia de resolucdo de um sistema de equagBes ndo lineares é baseada na utilizacao
de algoritmos de solugdo incrementais-iterativos. Naturalmente, os métodos de continuagdo

incorporam estes algoritmos.

Assumamos que a Ultima solucdo da equacgdo (5.1) tenha sido calculada. Denominaremos a
esta primeira solucdo de da trajetéria de (y1 yi). O problema da continuacdo é calcular o
caminho a ser seguido. Basicamente isso significa calcular as seguidas solu¢des do caminho,

na forma:

fic,y2),(u' ,/3,(il\l4),.

Até que seja encontrado o ponto procurado da trajetdria. O passo de continuacdo jth é iniciado
por uma aproximacgdo da solucdo (y'y j) da equacdo (5.1) e deve prosseguir calculando a

solucéo (ul+l, yj+i). Sendo assim teremos:

(udyyj)  (m'+i, /;+i) (5-28)
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Com a utilizagdo dos métodos de predigdo-corre¢do, o passo dado j->j + 1é dividido em

dois passos:

R S RTEETS yui) (5:29)
Em geral, o preditor (u,y) ndo é a solugdo da equagdo (5.1). A predi¢do funciona como um
“chute” inicial para as iteragbes do passo corretor em direcdo a solucdo da equagdo (5.1). Na
figura (5.4), as iteragcdes sdo indicadas por pontos. A maior por¢do do trabalho a ser feito é
tanto executado pelo passo preditor de modo a resultar numa boa aproximacgdo da trajetoria
buscada como no passo corretor caso a predi¢do seja distante do ponto pertencente a mesma.

A distancia entre dois passos consecutivos é denominado comprimento do passo.

Figura 5.4: Solugdo obtida por um método preditor-corretor.

Por hora se abordam estes conceitos de forma mais geral, no entanto, calcular esta medida de
distancia ndo é facil, uma vez que ndo conhecemos u nH. Por exemplo, o tamanho da predicéo
é também denominado tamanho do passo. Ainda, assim, a equagdo (5.19) necessitard de uma

relacdo que identifique a localizacdo da solucdo na trajetéria de equilibrio. Como serd
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apresentada posteriormente, esta identificagdo dependerd da estratégia de parametrizacao

utilizada para tracar o caminho.

Os métodos de continuacdo se diferenciam, entre outras caracteristicas, pelos seguintes

parametros:
1 Predigéo;
2. Estratégia de parametrizacédo;
3. Correcdo;

4. Controle do tamanho do passo.

Os trés primeiros temas podem ser considerados de forma independente um do outro, no
entanto, a variavel do controle de tamanho do passo deve corresponder diretamente o tipo de

predicdo, de estratégia de parametrizacdo e de correcdo eleitos.

Supbem-se. durante a predicdo do passo n+1. que a solu¢do do problema é obtida para (u ni,
Ynt) sem a necessidade de serem feitas corre¢Ges adicionais. Assim, 0s incrementos das
variaveis de controle e do pardmetro de controle do passo n até o passo n+l podem ser

expressas na forma:

(5.30)

A7 = rn +1 - r 1 (531)

Para a determinacdo desses, incrementos a equacéo (5.19) deve ser verificada. Desta maneira,
0 sistema de equagbes considerado possui N+l incognitas para N equacdes,
conseqientemente, problema se mostra indefinido. De forma a tornar o sistema definido,
devemos acrescentar ao sistema uma equacdo adicional. Este procedimento é denominado
estratégia de controle incrementai, sendo dito que estabelece uma condicdo de restricdo sobre

as incognitas do problema. Esta condi¢do de restri¢do se expressa na forma:

/(Au, Ay) =0 (5.32)
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Uma condicdo de restricdo pode ser interpretada como um tipo de norma do espago de
solucdo de dimensdo (N+I). Assim, esta condigdo especifica uma certa distancia entre a
solucdo anterior do passo n e a nova do passo n+l. Além do mais, a condicdo de restricdo
contém inerentemente a parametrizacdo efetuada sobre as equagdes (5.14). Diferenciando a

equacdo de restricdo com respeito a t, obtém-se:

(5.33)

ou

a' u+gy =0 (5.34)

Sendo assim, a equacdo (5.30) representa a forma algébrica da equacdo de restricdo, sendo
que a equagdo (5.31) denota sua forma diferencial. Uma série completa dos tipos e
caracteristicas das equacbes existentes é apresentada em MATIAS [1996].

Apresenta-se, abaixo, apenas a equacgdo de restricdo eleita para utilizacdo nesta dissertacao.

A. Equacdo de restricdo com controle através de um hiperplano.

Neste tipo de restricdo se controla uma longitude que pertence a um hiperplano definido pela

seguinte equacao:

(5..35)

Onde u é um parametro que escala os termos em deslocamentos e s é a longitude do passo. A

equacdo (5.35) representa um hiperplano normal ao vetor tangente definido em (5.25).



Quando u=Il, este método se denomina controle da longitude de arco; ou simplesmente

método da longitude de arco.

5.2.3.5- AVANGCO NA TRAJETORIA DE EQUILIBRIO

Alguns ingredientes basicos sdo necesséarios quando da utilizagdo de métodos' iterativos de
solucdo. Primeiramente, um passo ou aproximacdo inicial da solu¢cdo que denominaremos de
predicdo. Posteriormente, se necessario, um passo corretor que melhora gradualmente a
predicdo deverd ser introduzido. Também um esquema de parametrizagdo a ser adotado
devera ser capaz de excitar o problema na busca da trajetéria de equilibrio, e conjuntamente,
montar uma estratégia capaz de avaliar o tamanho do incremento e controlar automaticamente

0 mesmo fazendo com que o processo de continuacdo da resposta avance.

Sendo assim, ap0s a eleicdo da estratégia de controle do tamanho do incremento,
caracterizado pelo pardmetro s, e a condicdo de restricdo sobre as incognitas (Aune Ayn), o
avanco na solucdo da solucdo pode entdo continuar para o proéximo incremento de passo.
Supdem-se entdo que une ynsejam a solugdo convergida em cada passo incrementai n. Assim,
problema se resume em encontrar uma solucdo que satisfaga a equacéo de equilibrio (5.22) e

uma equacgdo de restricdo que pode ser dada pela equacdo (5.32). Logo, teremos um sistema

aumentado de equagdes na forma:

(5.37)

f[tt(s),y(s),s] =0

Como queremos nos aproximar da solugdo do problema, poderemos entdo aplicar uma
linearizagdo, via série de Taylor, ao sistema aumentado de equagfes, considerando a

parametrizacdo em torno da variavel s, ficando com:



Sendo que:

(5.39)

Ccs

Desconsiderando o0s termos de ordem superior, matricialmente podemos representar a

equagdes na forma:

(5.40)

A resolucdo do problema considerado passa, entdo, pela resolugdo do sistema de equacgdes

acima representado.

5.2.4 - FASE PREDITORA

FORMULACAO CONTINUA

A equacdo de equilibrio para uma estrutura discreta é definida pela equacao (5.40). As N+l
variaveis independentes desta equacdo sdo os N graus de liberdade contidos no vetor u e o
fator de carga y. Estas variaveis podem ser expressas como fungdo de um sistema de
coordenadas curvilineares ao longo da resposta carga-deslocamento da estrutura, na forma

{uF={u(s)}ey=y (s). O vetor tangente unitario a curva s, t, & expresso na forma:

(5.41)

Sendo:



O fator de escala do vetor é obtido por:

= |i—1 {I—Y+ .
m= il {3+, (5.43)

Da equacéo (5.41) pode-se verificar que:

tt= « \u\+r -1 (5-44)

Diferenciando a equacdo de equilibrio com respeito a s teremos:

(5.45)

Assim:

(5.46)

22

A equacgdo (5.45) pode ser simplificada pelo uso da equacédo (5.10) de modo a definir:

N U m (5.47)
oy\
(5.48)
IN=AK,V R} (5.49)
Onde:
(5.50)
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Podemos entéo retornar a equacdo (5.50) e redefinir a equacéo (5.44):

I 201+ {AM*}r {AMR})=1 (5.51)

Esta formulacdo representa a base para todo método de comprimento de arco. Porém,

sua forma ndo é aplicavel a programas de computador.

FORMULAGAO DISCRETA

As variaveis devem entdo ser reescritas na forma discreta:

As é um incremento finito do comprimento de arco. Usando a nova definicdo da equacao de

equilibrio (5.52), a diferenciacdo da equacao de equilibrio torna-se:

[KJ{AM+ Ar {74 = 0
(5.53)

Usando a equacdo (5.52) e a equagéo (5.44) teremos:

{Au}7{Au} + (Ay): = (As)2 (5 54)

Algumas técnicas propostas sdo baseadas na equacdo (5.57). As equagbes (5.53) e (5.52)
fornecem as N+| equacdes requeridas para resolugdo dos problemas nédo-lineares do ultimo

passo convergido p para o préximo p+1:

{A«"}= AY[KTF M = Ar{A«,}

+ As
&F =-]j

r . (5.55)
V{A } {Auf }+\

o+ ={«"}+{An "}

y"+=yp+Ayp

79



Nos pontos criticos, onde a matriz de rigidez tangente é singular, u ndo existe logo a
estratégia de predicdo adotada acima ndo se aplica. Uma maneira possivel de superar
este obstaculo é iniciar o passo corretivo a partir da solucdo convergida do passo
anterior. No entanto, no passo anterior € necessario determinar em que sentido avanga a
solucdo. Em cada ponto da trajetoria de equilibrio, o vetor tangente un determina dois
sentidos distintos. Em um processo de carga, o0 sentido correto se determina ao

assegurar que o trabalho externo seja positivo, o que implica em:

(5.56)

Logo, pode-se concluir da equacdo (5.56) que o termo A/,1" deve ter o mesmo sinal de o

termo R,,un>0. Esta condicdo € valida apenas se a norma das varidveis de estado |wj| se

incrementa de maneira monotonamente. Em outras palavras, se a resposta do sistema

estrutural ndo apresenta pontos limites. Deduz-se uma condi¢do mais geral para determinar o

sinal de A/*0) impondo a seguinte condicao:

(5.57)

Sendo:

(5.58)

Onde Ai/(, é o incremento das varidveis de estado do passo n-1 ao passo n. Por tanto, o

sinal de A /'(" é determinado atraves do sinal dos termos AwJ.A".Uma estratégia de

controle automatico de passo a ser adotada, quanto o método de comprimento de arco, é

utilizado como equacéao de restricdo, pode vir na forma:

(5.59)

Onde o comprimento de arco do passo anterior, sn| é o numero de iteragdes necessarias para

convergéncia do passo anterior e sd é um dado de entrada do problema que se refere a um
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numero ideal de iteragdes para se obter a convergéncia na solugdo das equagdes de equilibrio.
Também smn e snm sdo dados de entrada do problema e fixam um valor minimo e maximo
para 0o comprimento de passo. Observe que nos trechos da trajetéria de equilibrio, onde
existam fortes linearidades o comprimento do passo, é diminuido conforme equacgéo (5.59),

uma vez que sn, >sd =>sn < sn_,. Por outro lado, nos trechos onde as ndo-linearidades sdo

suaves 0 comprimento do passo é aumentado, uma vez que sn, <sd =>sn >snt.

5.2.5- FASE CORRETORA

Uma vez que temos uma aproximagao inicial das variaveis de estado e de controle obtidas na
fase de predigdo, devemos seguir para fase corretiva. Os valores de predicdo dificilmente
eliminam as forcas desequilibradas ou residuais, assim o processo corretivo tenta reduzir este
residuo a um limite aceitavel, normalmente comparado com uma tolerdncia adotada. Neste
trabalho adota-se para a fase corretora 0 método de Newton padrdo e o algoritmo de iteracdo
conhecido como da matriz de rigidez tangente incrementai. A partir dos valores obtidos na
predicdo, o método de Newton padrdo gera uma seqiéncia de iteracdes (u<k,y <K), onde

k=1,2,3,4,... € 0 indice do passo iterativo.

Definiremos, entdo, a equacdo de restricdo da fase corretora como sendo um hiperplano
normal. Tém-se, entdo, que para um determinado incremento de carga, Ayi, tem-se o vetor

xt = (Ail,,AT7,). o definidor do comprimento de arco As atualizado; quando =0, jto

define o comprimento de arco calculado na fase preditora anterior. Observa-se

quea: = (du,dyj+]) é o vetor das variacGes dos deslocamentos e das cargas incrementais,

onde vale a seguinte expressao:

g=x1xM =0 (5-60)

Os vetores sdo ortogonais, pois representam o produto interno entre o vetor posicdo do

comprimento de arco As e o vetor de correcdo .v que pertence ao hiperplano considerado.

Assim, a equacdo do hiperplano pode ser colocada na forma:



g(u,r) =(An,,Ay\duMdyM)=0 (5.61)

Podemos, entdo, considerar a forma diferencia] do residuo e condi¢do de restricdo da pela
equacdo (5.39).Obtendo-se, entdo, um sistema de equagdes aumentado conforme visto

anteriormente, impondo-se que:

KT -R= li ¥ (5.62)
T f . v 0

Montando as equacgdes do sistema linear considerado, teremos:

\KTduM -RdyM =-y/(u,y)

(5.63)
| Aujdii# +/\yidyi* =0
Da primeira equacdo de (5.63), tem-se que:
duM =-K-IlyrM +dyMK-'R (5.64)
Dividindo a equacdo em dois termos separados, teremos:
- KAV, +i=du¥iM) e K R =dUR (5.65)
Podemos entéo reescrever a equacgdo (5.24) na forma:
duM = du¥(M) + d"*KUn (5.66)
Retornando a segunda equacao do sistema, teremos:
+ <« 0»)+&Aym =0 (5.67)
*uJdurtM)+dy HAu 'duRu+u + ~yAym =0 (5.68)
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(5.69)
Au] duR(M) + Ayt

Finalmente as expressdes atualizadas dos incrementos de cargas e dos deslocamentos podem

ser definidas na forma:

=A/, +dritl e AuM =Au, +duM (5.70)

Na equacdo (5.40), quando se tém i = 0, serdo obtidos os valores Ay0 e AwOda fase

preditora. Caso contrario, teremos os valores dy e duitque sdo as variagbes dos

incrementos das cargas e deslocamentos, respectivamente, para as (i + 1) iteragBes efetuadas

no incremento. Assim, as atualizacdes totais das cargas e deslocamentos serdo:

y=r +Ay" e Uu=u+Aum (5.71)

5.2.6 - CARACTERIZACAO DE PONTOS CRITICOS

Uma vez que na trajetoria de equilibrio aparecam pontos criticos, sua caracterizagcdo se dara
com a matriz de rigidez se tornando singular conforme mostrado em MATIAS[1996], Estes
pontos estdo relacionados com a perda de estabilidade de equilibrio dos sistemas estruturais.
Nestes pontos, o vetor de deslocamentos AvO0 definido anteriormente, ndo existe ou ndo esta
unicamente determinado, segundo CARVALHO[2002]. Em seguida um procedimento

caracteristico para analise de pontos criticos sera mostrado.

Seja z um autovetor do espaco nulo de K, de modo que Kz=0 ou para K simétrica podemos

também ter:

zTK =0 (5.72)



Fazendo a pré-multiplicacdo de ambos os lados da equagdo incrementai de equilibrio,

KAu=A/,,R por zTe considerando a equacdo (5.28), teremos:

Alz/? =0 (5.73)

Duas situacdes sdo possiveis:

-//?7"0=>AA =0 —Ponto Limite

ztR - 0=>AA ~ 0 —Ponto cie Bifurcacéo

A figura 5.6 nos mostra uma interpretagdo geométrica dos pontos criticos definidos por curvas
de um plano (u, A) para o caso de um grau de liberdade. Quando a relacdo carga versus
deslocamento é incrementada monotonicamente. o que é representado pela curva ZI, a matriz
de rigidez ndo apresentard singularidades ao longo da mesma. Sendo assim, a curva ZI| pode

ser entendida como uma resposta estrutural em equilibrio estavel.

Figura 5.5: Caracterizacdo de pontos criticos na trajetéria de equilibrio.



No entanto, considerando-se a curva Z2, € possivel vislumbrar mais de um estado de
equilibrio para um mesmo nivel de carga, o que é representado pelos pontos 1,2 e 3. Neste
caso, a instabilidade do equilibrio do sistema deve ser considerada. Uma outra observacdo a
ser feita é a dos pontos onde a inclinagdo da tangente a curva é nula. Representados por LI e
L2 sdo conhecidamente denominados pontos limites. A solu¢do de equagdo incrementai de
equilibrio nesta situacdo ndo existe. No ponto BI, no entanto, em funcdo da existéncia de
outra trajetéria de equilibrio num mesmo ponto, indicada pela curva Z3, existirdo duas
tangentes: as respectivas curvas. Isso leva a mais de uma solug¢do na equagdo incrementai de

equilibrio e caracteriza o denominado ponto de bifurcacao.

5.2.7- DETECCAO DE PONTOS CRITICOS

O esquema numérico observado para tratamento dos pontos criticos ou singulares é
completamente distinto ao dos pontos regulares. De modo a realizar um esquema numérico
que obtenha sucesso na analise destes pontos devemos considerar duas fases distintas:
deteccdo e passagem. Cada tipo de ponto leva a um tipo de algoritmo numérico especifico.
Para pontos de bifurcacdo, a segunda fase da andlise corresponde a escolha da rama

secundaria e, para os pontos limites, se trata simplesmente de passa-los.

Um método conhecido como método direto impde na sua formulacdo um sistema de equacgdes
que tém como solugdo o ponto critico analisado. Dentro deste sistema deve estar contemplada
a equacdo de equilibrio original e as equacBes de restricdo caracteristicas do ponto singular.
No método indireto, a deteccdo de pontos singulares estd intimamente ligada ao procedimento
de continuacdo de resposta, isto é, depende da trajetoria de solugdo. Para maiores detalhes ver
capitulo5 de SEYDEL [1990]. Nesta dissertacdo, em funcdo da grande simplificacdo utilizada
nos modelos constitutivos adotados, a passagem pelos pontos criticos apesar de estar
implementada computacionalmente, conforme apresentado em MATIAS[1996], para métodos
indiretos, ndo teve uma efetiva utilizagdo na anélise do problema apresentado. O interesse
maior se deu na analise da perda de rigidez apresentada pela matriz de rigidez da estrutura em
funcdo dos fendmenos do tipo fissuracdo, plastificagdo do material, etc. Sendo assim, a
conceituacdo das fungBes de prova indispensavel e necesséaria a este tipo de analise ndo sera

aqui apresentada. Para maiores detalhes a este respeito e sua implementagdo algoritmica em



esquemas preditores-corretores ver os trabalhos de SEYDEL[1990], MATIAS[1996] e
Carvalho [20021.

5.2.8- PARAMETRO DE RIGIDEZ CORRENTE OU DE BERGAN

O parémetro de rigidez corrente ou de Bergan foi inicialmente idealizado para caracterizar o
comportamento dos problemas ndo-lineares de um modo geral ou direcionar pardmetros que
estejam envolvidos processo de solucdo das equacdes ndo lineares. A definicdo de um
caminho de solucdo para um determinado problema passa pela formagdo das trajetorias de
equilibrio do campo de deslocamentos dos pontos discretizados na malha da estrutura durante
a aplicacdo do carregamento. N&o obstante, a formacdo de diagramas de carga versus um
simples componente do campo de deslocamentos existentes poderia levar a uma ndo precisa
interpretacdo do comportamento global da estrutura em analise. Sendo assim, essa
caracterizagdo do comportamento global de um sistema de mdaltiplos graus de liberdade,
conforme as referéncias [1] e [3], pode ser feita por uma quantidade escalar adimensional, na

forma:

K  AITR
AfpAnp (5.29)

Normaliza-se a equacgéo (5.29) da seguinte maneira:

C= (5.30)

ko
Csé conhecido como parametro de rigidez corrente ou de Bergan. Da equacdo (5.30) nota-se
que o parametro de Bergan tem o valor inicial igual a unidade para qualquer sistema
ndo-linear. A caracterizacdo do sistema, entdo, toma inicio decrescendo com o amolecimento
do material e aumentando com endurecimento do mesmo. Neste trabalho, as cargas de inicio
de perda de rigidez detectadas pelo pardmetro de Bergan, para as diversas malhas e elementos

propostos, sdo confrontadas com as cargas de inicio de fissuracdo e colapso plastico

observadas experimentalmente.



52.9 - ALGORITMO NUMERICO PREDITOR-CORRETOR DE ESQUEMAS
INCREMENTAIS ITERATIVOS COM CONTROLE DE RESPOSTA BASEADO NA
MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

n=0

* FASE INCREMENTAL:

Passo »n=n+1

A) Caso n > 1-> Calcula-se o comprimento do passo:
S,-SMJIJTZ,

k=0

*» FASE ITERATIVA:

Iteracdo: k=k + 1

B) Resolver:

**x*x*x Se k=1 Passo Preditor

C) Calcular a predi¢cao do pardmetro de controle:

D) Calcular a predi¢éo da varidvel de estado:

****x* pjm  passO preditor
***** Se k> j. passo corretor

E) Resolver:

F) Calcular o corretor do pardmetro de controle:

G) Calcular o corretor da variavel de estado:
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***** Fim do passo corretor

H) Atualizacdo das variaveis de estado e do pardmetro de controle:
¢ Sek=1

i?»=«,, ,+A«f /r

¢ Sek> &

yr " =k + Tk

I) Calculai' as forcas desequilibradas ou residuais:

J) Calcular a norma do erro:

Seoerro > TOL => RETORNO A FASE 1TERATIVA (¢°)

Se o erro < TOL=0 RETORNO A FASE INCREMENTAL (*)

5.3- IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Nesta secdo apresenta-se a descricdo do algoritmo numérico para resolugdo das equacgdes
ndo-lineares na forma incremental-iterativa via esquema preditor-corretor adotado neta
dissertacdo através do fluxograma da parte principal, conforme mostra a figura 5.1, além das

principais subrotinas que compdem o0 programa.

Uma boa execucdo de um algoritmo que utiliza o esquema preditor-corretor em um método de
continuacdo depende da combinacdo de pardmetros que constituem alguns dos dados de
entrada do problema. S&o eles: o comprimento inicial do passo incrementai  Sjni. o
comprimento minimo do passo incrementai  Smin, 0 comprimento maximo do passo
incrementai Sinax, 0 nUmero maximo de iteragdes por passo Inex, 0 numero de iteragbes

desejadas L e a tolerdncia para convergéncia TOL. Observe que estes sdo valores que



dependem das caracteristicas da resposta da estrutura que ndo sdo conhecidas a priori. Sendo
assim, sdo dados empiricos frutos da experiéncia que se adquire durante a utilizacdo dos

processos de continuacdo nos problemas de ndo-linearidade geométrica e fisica.

Nota-se que o passo preditor-corretor se encontra dentro da fase iterativa do algoritmo, sendo
assim durante a primeira iteracdo se faz a predicdo dos incrementos das varidveis de estado e
dos pardmetros de controle correspondentes ao passo n. Posteriormente, sdo somados a estas
variaveis seus valores acumulados calculados no passo anterior. A partir da segunda iteragéo,
entdo, a fase corretiva entra em acdo, fazendo a correcdo sobre os valores obtidos na fase de
predicdo, aos quais se somam as atualizacdes correspondentes a primeira iteracdo. Por fim,
durante toda a fase iterativa sdo verificados os valores do residuo da equacédo de equilibrio e

das normas de forca e deslocamentos.

Além do mais, os métodos de continuacdo devem contar com algoritmos de controle do
comprimento do passo incrementai e de diminuicdo automatica do passo. A diminuicdo
automatica do passo incrementai se refere a possibilidade de guiar a velocidade de
convergéncia. O problema pode ndo convergir pelas seguintes razdes: as superficies de
restricdo e de equilibrio ndo se interceptam ou entdo por ndo se alcan¢a convergéncia dentro
do limite maximo de iteracdes estabelecido. Este obstaculo pode ser superado através de um
algoritmo de diminuicdo automatica do comprimento de passo, sendo 0 objetivo do mesmo,
recuperar a solucdo convergida do passo anterior (un.i, yn-i ), diminuir o tamanho do passo s,
respeitando o limite minimo definido para esta variavel e reinicializar a analise. Este
procedimento se dard até a convergéncia ocorra dentro de um nimero de passos Ic. Caso seja

superado este numero o algoritmo interrompera a analise.

Programa Principal: executa o gerenciamento do processo da andlise ndo-linear via calculo
automatico e dos pardmetros pelo arquivo de entrada de dados. As principais rotinas estdo

detalhas abaixo:

e Subrotina INPUT: Executa a leitura do arquivo de entrada de dados no formato
ASCII, com extensdo DAT. Os parametros de entrada que deverdo estar contemplados
sdo numeros de nés, numero de elementos 1D e 2D, restricdes de apoio, nds

carregados, propriedades dos materiais utilizados, valor do incremento de carga,

89



quantidade desejada e méaxima de iteracdes, longitude inicial de arco adotada e
tolerdncia para convergéncia. Como saida serdo apresentadas dados do tipo
coordenadas nodais, conectividades dos elementos, condi¢cBes de contorno e

carregamentos, propriedades dos materiais e graficos gerados.

Subrotina ASSEM: Faz a montagem da matriz de rigidez tangente consistente global
da estrutura via integracdo numérica. A subrotina ST1FF presente no interior da rotina
ASSEM monta o vetor de deslocamentos do passo anterior e calcula as propriedades
geométricas e resultantes de tensdo, calcula a matriz de rigidez do material e o vetor

de forgas internas.

Subrotina SKYDEC: Calcula a funcdo de prova de menor autovalor para a primeira
iteracdo de cada passa de carga. Executa-se, entdo, a resolucdo de um sistema de
equacdes, através do método de GAUSS, onde se inicia um processo iterativo até a
diferenca entre dois autovalores consecutivos chegar a uma tolerancia pré-

determinada.

Subrotina PREDICT: Nesta fase sdo calculados o parametro de BERGAN do passo de
carga n e um preditor de carga e deslocamento para a trajetoria de equilibrio da
estrutura. A resolucdo do sistema de equacgBes é executado pela subrotina GAUSS, e

depois calcula o incremento de carga e deslocamento, determina o sentido que avanca

a solucdo e finalmente obtém a predicéo.

Surotina BRANCH_TF: Calcula a funcdo de prova do determinante através da
somatoria dos elementos da diagonal principal, depois da triangularizacdo, e a
verificacdo da singularidade através da mudanca de sinal. Calcula a funcdo de prova
do menor pivd apenas com a verificagdo do menor valor entre os elementos da

diagonal principal da matriz triangularizada.
Subrotina ATUALIZA: Atualiza os vetores de esforgos internos e residuais da

estrutura para cada iteracdo e passo de carga. O somatorio das reagBes nos ndés, o

residuo e as reacdes de apoio também sdo obtidos.
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Subrotina CONVER: Esta rotina calcula as normas de convergéncia e verifica se a

tolerancia desejada foi atingida.

Subrotina GRAFIC: Gera arquivos com dados de saida na forma ASCII, onde poderdo

ser utilizados para elaborar graficos de apresentacdo do problema.

Subrotina OUTPUT: Gera arquivo de saida de dados com os histéricos do processo
incremental-iterativo e resultados finais. Este arquivo possui extensdo OUT e
possibilita checar os valores de entrada de dados, das deformacdes, reacdes, normas e

guantidade de iteracbes para convergéncia.

‘ caii inpitt

wm——-K A Jload = 1.ninc">

Figura 5.6 Fluxograma de resolucdo das equac6es ndo lineares
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CAPITULO 6

APLICACOES NUMERICAS

6.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo serdo apresentados os resultados de alguns exemplos numéricos obtidos pelo
programa computacional desenvolvido nesta dissertacdo, os quais serdo comparados com
valores experimentais obtidos em ensaios de laboratério em vigas paredes de concreto
armado descritos nos trabalhos de MOURA [1980] e BESSA [1994], Os resultados
experimentais serdo desta forma utilizados como parametros calibradores na verificacdo do

modelo computacional proposto.

Serdo analisadas trés vigas paredes com caracteristicas geométricas de vdo e segdo
transversal semelhantes , sendo também as condicdes de apoio coincidentes. As armaduras
existentes no interior das pecas, no entanto, tem variagGes tanto no seu quantitativo quanto no
seu detalhamento. A fim de manter um critério uniforme nos diferentes ensaios considerados,
os dados referentes a resisténcia a compressdo fc, a resisténcia a tracdo ft e o modulo de
elasticidade do concreto E foram baseados nos resultados obtidos pelo rompimento de corpos
de prova ensaiados experimentalmente na data de cada ensaio e apresentados nos respectivos

trabalhos.

Nos exemplos propostos procedeu-se a uma variacdo na quantidade de elementos presentes
na malha de elementos finitos utilizada na modelagem numérica proposta e também no
nimero de pontos de integracdo utilizados em cada elemento da malha. Essas variagfes
foram aplicadas tanto para o material concreto quanto para o aco tanto quanto para suas
respectivas combinacbes. Com isso buscou-se uma garantia maior na convergéncia da
resposta obtida através do programa. Também uma comparacdo entre as performances dos
respectivos elementos lineares e quadraticos com integracdes reduzidas ou ndo, de melhora

na capacidade real de predigdo da resposta foi feita.
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A anélise foi feita a partir da estrutura descarregada com a utilizacdo do método de controle
de deslocamentos através da aplicacdo de pequenos incrementos de deformacdo em cada
passo da analise. Foi considerado um numero méaximo de cinqlienta para as iteracdes de
equilibrio local garantirem a convergéncia. Inicialmente o nimero de incrementos de
deformag@es adotado foi de 140. No entanto, houve variagcfes a maior no sentido de melhorar
a convergéncia global da resposta chegando a valores de 270 e no maximo de 400 nas malhas

com elementos lineares.

6.2 - EXEMPLOS

6.2.1 - Introducéo

A escolha dos exemplos apresentados nesta dissertacdo foi feita com base na necessidade
existente na area de projetos de estruturas, de se determinar com uma certa precisdo a carga
de colapso de estruturas de concreto ndo convencionais submetidas a diferentes tipos de
detalhamentos. Os programas computacionais disponiveis no mercado nacional ou ndo se
adequam a esse tipo de analise ou sdo de alguma forma extremamente sofisticados. Sendo
assim, procurou-se determinar e analisar somente as cargas de colapso das vigas paredes em
questdo, uma vez que, as mesmas sdo determinantes sob o aspecto de seguran¢a nos projetos
estruturais. Estudos referentes a fendmenos do tipo fissuracdo, retracdo, deformacdo lenta e

aderéncia presente comumente nas estruturas de concreto armado estdo fora do escopo desta

dissertacgao.

A distribuicdo das armaduras no interior da estrutura foi entdo variada de modo a verificar a
potencialidade do modelo computacional proposto na precisdo das respostas. Também a
resisténcia do concreto foi utilizada de modo convencional e alta resisténcia de modo a testar
possiveis modificacdes. Verificou-se que um limitador na escolha de exemplos é sempre

baseado em problemas referentes ao pré e pds-processo de dados envolvidos nos mesmos.
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6.2.1 - Viga Parede VP1

Foi analisada uma viga parede bi-apoiada com duas cargas concentradas de mesma

distancia dos apoios conforme figura 6.1:

C _ )

2#10mm

Figura 6.1: Viga parede VP1

Esta viga foi estudada experimentalmente conforme apresentado em BESSA [1994], no
laboratério de Estruturas da Universidade de Brasilia. Esta viga cujo detalhamento esta
presente na figura € referenciada, no trabalho original por V 1. A sec¢do transversal é retangular
e de espessura constante igual a 8 cm. Sua armadura principal de flexdo € constituida de
barras horizontais de ago CA-50B de 10 mm que se estendem pelo vdo total da mesma. N&o
foram adotadas armaduras de alma para a mesma como também ndo se utilizou a armacao de
fretagem na regido dos apoios. As caracteristicas do concreto e do aco foram admitidas
constantes para todo o tempo de duracdo da analise, sendo seus valores indicados na tabela

6.1.
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Tabela 6.1: Propriedades dos materiais - VP1

Propriedades Concreto Apoio Armadura

Mod. De elasticidade ( MPa) 3.42E+04  2.25E+05 2.17E+05
Coeficiente de Poisson 2.00E-01 3.30E-01 -
Peso especifico(kN/cm3) 2.30E-03 7.70E-03 -
Espessura da peca (cm) 8.00E+00 1.40E+01 -

Area da barra (cm) - - 1.57E+02
Resist. A compressao(Mpa) 3.42E+01 5.00E+03 -
Resist. A tracdo (MPa) 3.42E+00 5.00E+03 -

Tensdo de escoamento(MPa) - - 5.72E+02

A figura 6.2 apresenta as discretizacdes utilizadas e evidéncia o posterior refinamento das
malhas de elementos finitos adotadas, com a variagdo da quantidade de graus de liberdade
crescendo tanto para os elementos de concreto como para os elementos de armadura. Estudos
de convergéncia com refinamento das malhas, deste tipo, sdo também mostrados em
CAMPOS [1987]. Algumas distor¢Bes na largura dos elementos foram inevitaveis em funcgéo
do tipo de gerador de malha utilizado e da obrigatoriedade na coincidéncia dos elementos de
armadura com os lados dos elementos de concreto. No entanto observou-se uma relacdo entre

lados de no maximo 5 vezes indicados em ONATE[1995].

As tabelas 6.2 e 6.3 mostram a discretizacbes feitas nas malhas para analise pelo modelo

computacional proposto ¢ os erros relativos entre as cargas de inicio de fissuracdo e colapso
plastico com relacdo ao resultado experimental. Com os refinamentos observados na tabela
6.2, um estudo da influéncia da discretizacdo na performance de cada tipo de elemento
utilizado foi feito. Posteriormente, nos graficos a serem apresentados, fica clara a melhora
substancial da resposta devido a esse fator. Em funcdo do tipo de discretizacdo utilizado nos
elementos de barra (adjacentes ao lado), a malha dos elementos planos ndo pode ser

livremente discretizada. havendo restricbes na quantidade de elementos possiveis de serem

executados.
A performance dos diversos tipos de elementos foi sintetizada na tabela 6.3, onde sdo

apresentados as cargas de inicio de fissuracdo e colapso plastico e seus respectivos erros

relativos em referéncia a carga experimental obtida. Observa-se que a carga de ruptura teve
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melhores resultados com a utilizacdo dos elementos quadraticos tanto para concreto quanto
para a armadura. Quando a integracdo completa é utilizada nos elementos de concreto, foram
percebidas sensiveis melhoras nos resultados obtidos. Em concordancia com nas literaturas
correntes sobre estruturas de concreto armado sob estados planos de tensdo, a utilizacdo de
elementos lineares para modelagem numérica do concreto normalmente conduz a valores bem
discrepantes dos observados experimentalmente. A carga de inicio de fissuracdo, no entanto,
teve sua melhor aproximacdo através dos elementos com integragdo reduzida, ndo havendo

uma influéncia qualquer do tipo de elemento de barra utilizado na discretizacdo.

O grafico da figura 6.3 nos mostra a convergéncia ocorrida para os diversos tipos de
elementos e suas combinac6es utilizadas no refino das malhas com vistas a obtencdo da carga
de colapso pléastico. E notavel a dependéncia da discretizacdo para os elementos lineares
(LL2). Uma variagdo muito brusca ocorre no valor da carga de colapso obtida, @ medida que a
malha sofre um aumento do nimero de elementos.Uma maior rigidez € evidenciada pelos
elementos lineares. Os elementos de concreto quadraticos com integracdo reduzida

(LQ2,QQ2) conduziram a solu¢cdes com menor rigidez.

Os que utilizaram integracdo completa (LQ3. QQ3) foram o0s que se aproximaram da carga
experimental, ficando com os melhores resultados para as malhas mais refinadas ou de maior
convergéncia. As variacdes dos elementos de barra de lineares para quadraticos, nas
combinag6es obtidas, ndo levaram a mudancas expressivas na solucdo obtida pela modelagem
proposta. Isso pode ser notado na pouca variacdo da trajetdria dos elementos (LQ2 e QQ2) e
(LQ3 e QQ3). A diferenca obtida entre os resultados experimentais e a malha mais refinada
com integracdo completa e elementos de concreto e armadura quadraticos via modelo

computacional proposto varia em torno de 12%.

%



Figura 6.2: Refinamento nas malhas da viga VP1
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Tabela 6.2: Numero de elementos das discretiza¢Ges -VP1

Quantidade de elementos da malha

Tipos Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4 Malha 5

Apoio 16 16 16 32 32

LL Concreto 98 126 182 252 308
Armadura 14 14 14 28 28

Total 128 156 212 312 368

Apoio 16 16 16 32 32

QL Concreto 98 1 126 182 252 308
Armadura 28 28 28 56 56

Total 142 170 226 340 396

Apoio 16 16 16 32 32

QQ Concreto 98 126 182 252 308
Armadura 14 14 14 28 28

Total 128 156 212 312 368

A influéncia da discretizacdo na capacidade do modelo de captar a carga de inicio de
fissuracdo € apresentada na figura 6.4. Veja que mesmo os elementos lineares (LL2)
conseguiram captar com certa precisdo a carga de inicio de fissuracdo, ndo sendo tdo
suscetiveis a discretizacdo quanto para determinacdo da carga de colapso plastico. Novamente
os elementos quadraticos obtiveram as melhores aproximagdes para as malhas mais refinadas.
Também as variacfes dos elementos de barra dc lineares para quadraticos ndo afetaram

significantemente os resultados.

Os elementos quadraticos de concreto com integracdo reduzida é que obtiveram a melhor
performance comparada aos valores experimentais levando a resultados muito precisos com
erros menores que 1%. Das figuras 6.3 e 6.4 pode-se notar que o numero de elementos

necessarios para uma modelagem mais precisa deve ser maior que trezentos.
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Tabela 6.3: Performance das diversas discretiza¢des - VP1

% de erro para carga de fissuracao e ruptura

Malhas Fissuracao( KN)  Erro Relativo(%) Ruptura(KN) Erro Relativo(%)
LL-1 157,77 1,77 1069,00 61,85
LL -2 158,10 1,19 1036,00 56,85
LL-3 163,10 1,99 998,94 51,24
LL -4 185,47(*) 15,92() 842,92(%) 27,62(*)
LL -5 190,590 19,120 822,69(*) 24,56(*)

LQ2 -1 126,22 21,11 586,89 11,14

LQ2-2 124,37 22,27 580,80 12,07

LQ2 -3 120,92 24,43 558,87 15,39

LQ2-4 163,2(*) 2(%) 530,940 19,61(*)

LQ2-5 161,33 O 0,830 530,93(*) 19,620

LQ3 -1 173,95 8,72 700,27 6,02

LQ3-2 175,09 9,43 676,54 2,43

LQ3-3 165,28 3,30 641,36 2,90

LQ3-4 140,660 12,09(*) 584,39(*) 11,520

LQ3 -5 140,630 12,110 573,580 13,160

QQ2-1 128,13 19,92 599,85 9,18

QQ2-2 124,39 22,26 582,92 11,75

QQ2 -3 120,93 24,42 561,31 15,01

QQ2-4 163,210 2,010 531,110 19,59(*)

QQ2-5 161,340 0,84(*) 531,110 19,59(*)

QQ3-1 173,97 8,73 701,17 6,16

QQ3-2 175,11 9,44 677,49 2,57

QQ3-3 165,30 331 642,51 2,72

QQ3-4 140,660 12,090 585,10 11,420

QQ3-5 140,640 12,10 574,190 13,070

Valores Experimentais: Fissuracdo = 160kN e Ruptura =660,50kN

(*) - Melhores resultados

Note que a partir deste nimero ha uma convergéncia dos resultados obtidos pelo modelo
computacional proposto. Isso que pode ser observado através das retas formadas pelos

diversos tipos de elementos utilizados, a partir das malhas com trezentos elementos, que
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tendem a manter sua variagdo de valor constante com a reta experimental. E importante notar

a imprecisdo das respostas para malhas pouco refinadas.

Influéncia da discretizacdo : Ruptura

1100

500 +
100 150 200 250 300 350 400 450

NUumero total de elementos da malha

[T

1 1 1 1
1 I 1 X

[P

Figura 6.3: Influéncia da discretizacdo na carga de colapso plastico - VPI

Mesmo os elementos quadraticos ndo obtiveram resultados confiaveis para malhas com
pequeno numero de elementos; o que mostra a importancia de um estudo da convergéncia
através da discretizacdo para qualquer analise numérica a ser efetuada. Um diagrama entre a
carga vertical aplicada e o deslocamento correspondente no meio do vao sdo apresentados na
figura 6.5. Sua representacdo foi feita através dos resultados obtidos pela malha 5, ou seja , a
que possui 0 maior namero de elementos conforme pode ser visto pela tabela 6.2. A
convergéncia assintotica obtida no grafico nos garante que, o valor obtido da carga de colapso
plastico através da analise numérica proposta, ndo necessita de mais incrementos para sua

solucéo.
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Influéncia da discretizacdo - Fissuragcao

NUmero total de elementos da malha

Figura 6.4: Influéncia da discretizacdo para carga de inicio de fissuragdo VP1

Em conformidade com as figuras anteriores o0s elementos quadraticos com integragdo
completa foram os que melhor representaram o comportamento a ruptura. Os elementos
lineares e quadraticos com integracdo reduzida formaram o que poderiamos denominar
respectivamente, de limites superiores e inferiores, na obtencdo da carga de colapso plastico.
Através deste ponto de vista poderiamos sugerir a utilizacdo dos trés tipos de elementos (LL,
LQ2 e LQ3) para uma avaliacdo bastante precisa da carga de colapso plastico de vigas
paredes. O procedimento poderia ser a obtencdo dos limites inferior e superior com o0s
elementos lineares e com integracdo reduzida. Uma média a ser obtida destes dois valores
(limite inferior e superior) poderia ser comparada com a carga obtida pela performance do
elemento quadratico com integracdo completa para uma estimativa aproximada da carga real.
Como ja citado anteriormente, ndo houve influéncia consideravel na utilizacdo dos elementos
de armadura lineares ou quadraticos para respostas obtidas. Com relacdo aos valores de

deslocamentos verticais existentes no grafico da figura 6.5. devem preferencialmente ser
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desconsiderados uma vez que 0s mesmos dependem de uma gama mais complexa de varidveis
ndo presentes neste modelo computacional simplificado. Experimentalmente as vigas paredes
sdo estruturas muito rigidas, sendo estes valores sempre de pequena magnitude conforme
mostrado experimentalmente e numericamente em BESSA [1994] e CRISFIELD [1992],

respectivamente.
Carga X Deslocamento - Malha 5

900
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g 700

| 600

a- 500
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.2 400
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o 200
100

0 5 10 15 20 25 30
Deflexdo - mm ( meio do vao)

Figura 6.5: Diagrama carga versus deslocamento da malha 5 para viga Vpl

De uma forma geral, em concordancia com os resultados obtidos em MOURA [1980], a
utilizacdo de elementos lineares para o estudo de vigas paredes de concreto armado pode
conduzir a valores conservadores de carga uma vez que 0S mesmos propiciam uma rigidez
elevada a estrutura modelada. De modo contrdrio, uma anélise com a utilizagdo de elementos
de concreto quadraticos e de armadura lineares ou quadraticos parecem modelar de forma
mais precisa a rigidez existente nas pecas de concreto armado em estudo, uma vez que

conduzem a estruturas menos rigidas e mais proximas das obtidas experimentalmente.

A definicdo do intervalo de perda de rigidez da viga em estudo pode ser visualmente

percebida através da figura 6.6. O pardmetro de rigidez ou de proposto por BERGAN [1978]
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capturou com uma boa precisdo o ponto onde ocorre a carga de inicio de fissuragdo. Quanto a
captura da carga de colapso plastico a precisdo ndo se mostra tdo boa. Dentro deste intervalo
de perda de rigidez ocorrerdo no material os fendmenos responsaveis pelo comportamento
ndo-linear do material. Note que fica nitida a maior rigidez do material modelado através dos
elementos lineares em concordancia com observacfes anteriores. Os elementos quadraticos
com integracdo completa obtiveram a melhor performance enquanto os com integracdo

reduzida conduziram a menor rigidez entre os elementos.

Zona de amolecimento mMalha 5

Carga de colapso plastico -KN

Figura 6.6: Definicdo do intervalo de perda de rigidez da viga - VP1

Uma vez que o modelo numérico simplificado apresentado ndo leva em conta fendmenos do
tipo Fissuracdo, transferéncias de tensfes entre barras e concreto fissurado, a aderéncia
variavel entre aco e concreto, as deformacgdes provenientes da retracdo do concreto, entre

outros; ndo é possivel tracar diagramas do tipo carga versus deslocamento ou mesmo carga
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versus deformacdo, que sejam comparaveis com os deslocamentos reais da viga parede

obtidos via ensaios experimentais.

Ao projetista de estruturas de concreto armado podem surgir duvidas do tipo de detalhamento
a ser feito numa determinada peca, um procedimento poderd ser adotado com base na
simulacdo numérica apresentada. Deverdo ser discretizadas malhas com as respectivas
posicdes referentes aos detalhamentos idealizados pelo projetista. Posteriormente, deverdo ser
obtidas as zonas de amolecimento da peca para as diversas malhas consideradas, através da
definicdo das cargas de inicio de fissuragdo e colapso plastico (limites inferiores e superiores).
Deverdo ser utilizados os elementos lineares e quadraticos com integracdo reduzida e

completa no sentido de aproximar as cargas de forma aceitavel.
Desta maneira o projetista poderd balizar de uma forma razoavel, qual sera o detalhamento

que conduzira a peca com nivel de fissuracdo aceitdvel e também qual conduzira a maior

carga de ruptura.
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6.2.2 - Exemplo 2 - Viga Parede Al

De maneira semelhante ao exemplo anterior foi analisada uma viga parede bi-apoiada com

duas cargas concentradas de mesma distancia dos apoios conforme figura 6.1.

N1 - 2#8.0mm

Figura 6.7: Viga parede VPAl

Esta viga foi ensaiada por GUIMARAES [1980] no laboratério de Estruturas e Materiais da
Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro - PUC e analisada computacional mente
por MOURA [1980], Esta viga cujo detalhamento esta presente na figura 6.7 é referenciada,
conforme trabalho original por A1 A secdo transversal é retangular e de espessura constante
igual a 10 cm. . Sua armadura principal de flexado é constituida de barras horizontais de aco

CA-50B de 8 mm que se estendem pelo vdo total da mesma . Ndo foram adotadas armaduras
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de alma para a mesma como também ndo se utilizou a armacdo de fretagem na regido dos
apoios. A armacdao é tal que propicia uma ruptura por cisalhamento segundo MOURA [1980].
As caracteristicas do concreto e do aco foram admitidas constantes para todo o tempo de

duracdo da andlise, tento seus valores indicados na tabela 6.4.

Tabela 6.4 - Propriedades dos Materiais - VPAL

Propriedades Concreto Apoio Armadura

Mod. de elasticidade ( MPa) 2.12E+04 2.25E+05 2.10E+05
Coeficiente de Poisson 2.00E-01  3.30E-01 -
Peso especifico(kN-cm3) 2.30E-03  7.70E-03 -
Espessura da peca (cm) 1.00E+01  1.40E+01 -

Area da barra (cm) - - 1,01E+02
Resist.a compressao(MPa) 2,47TE+01 5.00E+03 -
Resist.a tracao (MPa) 4.00E+00 5.00E+03 -

Tensdo de escoamento(MPa) - - 5.72E+02

A figura 6.8 apresenta a discretizacdo utilizada. Tendo o estudo sobre a influéncia da
discretizacdo nos elementos sido feito no exemplo anterior, ndo foi necessaria a execucdo do
mesmo para este exemplo. Obviamente, os resultados obtidos pelo exemplo anterior serviram
de base para a adocdo da discretizagdo utilizada neste exemplo. Sendo assim a tabela 6.3

descreve a quantidade de elementos adotada pela corrente discretizacéao.

Tabela 6.5 - Numero de elementos adotados na discretizacdo - VPAL

Quantidade de elementos da malha(*)

Tipos Malha

Apoio 16

LL Concreto 224
Armadura 32

Total 272

Apoio 16

QL Concreto 224
Armadura 64

Total 304

Apoio 16

QQ Concreto 224
Armadura 32

Total 272

(*) - Utilizando simetria da malha
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Figura 6.8: Malha discretizada para VPA1

Devido a quantidade grande de elementos gerados pelas malhas optou-se por utilizar a
propriedade de simetria do modelo proposto evitando assim alguns problemas decorrentes do
pré-processo. Na tabela 6.6 sdo mostrados alguns resultados colhidos na andlise executada

através do modelo computacional.

Tabela 6.6 - Comparacgdo entre os resultados - VPAL

% de erro para carga de fissuracao e ruptura

Malhas | Fissuracao( KN) |Erro Relativo(%)| Ruptura(KN) | Erro Relativo(%~
Moura-QQ2 210 0,00 410 12,77
Moura-QQ3 210 0,00 450 4,26

LL 245,00 19,12 648,30 24,56

LQ2 225,00 7,14 521,90 11,040

LQ3 210,00 0,000 542,40 15,40

QQ2 220,00 4,76 515,40 9,67(*)

QQ3 210,00 0,000 538,40 14,55
Valores Experimentais - Fissuracao - 210,00 KN
(*) - Resultados + precisos - Ruptura - 470,00 KN
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Podemos observar que as cargas obtidas para inicio de fissuragdo tiveram seus melhores
resultados para as malhas com integracdo completa representadas pelos simbolos LQ3 e
QQ3. Veja que a presenca ou ndo dc elementos lineares ou quadraticos representantes das
armaduras ndo teve influéncia sobre os resultados obtidos. Os resultados obtidos por
MOURA [1980] tiveram discordancias quando comparados ao modelo proposto pois a

variacdo da quantidade dos pontos de integracdo ndo acarretou em modificagbes nos valores

das cargas de inicio de fissuracao.

Carga X Deslocamento

Deflexdo - mm ( meio do v&o)

Figura 6.9: Diagrama carga versus deslocamento da VPA1

O grafico apresentado pela figura 6.9 mostra que os elementos lineares LL2 tiveram uma
performance ruim na obtencdo da carga de colapso plastico, ocasionando uma sobre rigidez
no modelo e ficando bastante distante do valor obtido experimentalmente. Nota-se também
que a quantidade de incrementos dados teve de ser aumentada bastante no propdsito de se
obter uma convergéncia assintdtica na resposta. Para os elementos quadraticos de melhor

performance, de modo semelhante ao exemplo 1, ndo houve influéncia significativa na
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utilizacdo de elementos lineares ou quadraticos para a armadura, ficando, no entanto, os
melhores resultados com as malhas que utilizaram integra¢Bes reduzidas representadas pelos

elementos LQ2 e QQ2.

Zona de amolecimento

Carga de Colapso Plastico - KN

Figura 6.10: Definicdo do intervalo de perda de rigidez da VPAl

A figura 6.10 apresenta de forma clara o intervalo de perda de rigidez da viga parede VPA1l
durante o carregamento atuante. Os elementos quadraticos com integracdo reduzida foram os
que obtiveram os melhores resultados de modo compativel com o gréafico da figura 6.9
apresentada anteriormente. Conforme ja verificado no exemplo 1, novamente o parametro de
rigidez corrente ou de BERGAN conseguiu capturar de modo satisfatério a zona de
amolecimento do material. Ocorreu, entretanto que. de modo contrario ao exemplo anterior o
modelo proposto obteve valores superiores para carga de colapso plastico comparados com
valor obtido no ensaio experimental. Uma vez que o valor da relacdo entre a tensdo de
compressao e tragdo fornecidas por MOURA 11980], é bastante diferente de dez vezes seria
preciso verificar se realmente ha fidelidade nos dados do ensaio experimental utilizados para

entrada no modelo computacional.
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6.2.3 - Exemplo 3 - Viga Parede VP2

Foi analisada uma viga parede bi-apoiada com duas cargas concentradas de mesma distancia

dos apoios conforme figura 6.1 .

370 P 300 P 370
A
1 1
1
,70,100, i100f100| 100,300,100,70,

VP2

N3 -10 x2 #6.00mm~

N1 - 2 x 2#10mm

Figura 6.11: Viga parede VP2

Esta viga foi estudada experimentalmente por BESSA [1994] no laboratério de Estruturas da
Universidade de Brasilia. Esta viga cujo detalhamento estd presente na figura 6.11 ¢
referenciada, conforme trabalho original por VC2. A secdo transversal é retangular e de
espessura constante igual a 8 cm. . Sua armadura principal de flexdo é constituida de barras
horizontais de aco CA-50B de 10 mm que se estendem pelo vao total da mesma. Existem
também armaduras verticais e horizontais do tipo armadura de pele em aco CA-60B de 6mm
distribuidos conforme a figura 6.11. N&o se utilizou a armacdo de fretagem na regido dos

apoios.

110



As caracteristicas do concreto e do aco foram admitidas constantes para todo o tempo de

duragdo da analise, tento seus valores indicados na tabela 6.7.

Tabela 6.7 - Propriedades dos Materiais - VP2

Propriedades Concreto Apoio Arm. Horizontal Arm. Vertical

Mod. de elasticidade ( MPa) 3.42E+04 2.25E+05 2.17E+05 2.25E+05
Coeficiente de Poisson 2.00E-01  3.30E-01 - -
Peso especifico(kN-cm3) 2.30E-03  7.70E-03 - -
Espessura da peca (cm) '8.00E+00  1.40E+01 - -

Area da barra (cm) - - 1,57E+02 5.66E+01
Resist.a compressao(MPa) 3.42E+01 5.00E+03 - -
Resist.a tracao (MPa) 3.28E+00 5.00E+03 - -

Tensdo de escoamento(MPa) - - 5.72E+02 7.03E+02

Figura 6.12: Discretizacdo da malha da VP2

A discretizacdo utilizada no exemplo 3, de modo semelhante ao exemplo 2, fez uso da
propriedade de simetria para definicdo de um menor nimero de elementos para malha. Veja
que o numero de 300 elementos obtido no estudo da influéncia da discretizacdo do exemplo 1

ndo pode ser mantido uma vez que isso acarrretaria num numero extremamente grande de



elementos de armadura devido a sua vinculacdo na acoplagem (ver anexo B). Sendo assim, a
qguantidade de elementos da malha ficou definida pela propria geometria das armaduras

principais e secundéarias (verticais e horizontais) e 0s contornos da viga parede em anélise.

A quantidade de elementos é apresentada na tabela 6.8 para os varios tipos de elementos
utilizados.

Tabela 6.8 - Numero de elementos adotados na discretizacdes - VP2

Quantidade de elementos da malha(*)

Tipos Malha
Apoio 4
LL Concreto 81
Armadura 72

Total 157
Apoio 4
QL Concreto 81
Armadura 64

Total 229
Apoio 4
QQ Concreto 81
Armadura 72

Total 157

(*) - Utilizando simetria da malha

A tabela 6.9 mostra abaixo apresenta as performances dos diversos tipos de elementos e suas
respectivas combina¢des. Em concorddncia com exemplo1l os elementos com integracéo
completa obtiveram a melhor performance ficando muito préximos do valor da carga de
colapso obtida experimentalmente. E possivel notar que diferentemente dos exemplos
anteriores a carga de inicio de fissuracdo deve seus maiores erros relativos neste exemplo.
Isso talvez se deva ao fato de que o aumento de armadura presente no ensaio aumenta a

importancia de fatores do tipo aderéncia ndo considerados no modelo proposto.



Tabela 6.9 - Performance das discretiza¢des - VP2

% de erro para carga de fissuracao e ruptura
Malhas |Fissuracao( KN) |[Erro Relativo(%) |Ruptura(KN) |Erro RelaTivc

LL 210,00 23,53 893,60 21,28
LQ2 210,00 23,53 703,30 4,55
LQ3 190,00 11.76(*) 750,40 1.790
QQ2 200,00 17,65 702,50 4,66
QQ3 190,00 11,760 750,40 1.790

Valores Experimentais - Fissuracao - 170,00 KN
(*) - Resultados + precisos - Ruptura - 736,80 KN

O gréfico apresentado pela figura 6.12 confirma de modo definitivo uma caracteristica
constante observada nos exemplos apresentados: as utilizacdes de elementos de armadura
quadraticos ou lineares ndo tiveram influéncia significativa nos valores obtidos das cargas de
colapso pléastico pelo modelo computacional proposto. Sendo assim, assegurado a utilizagdo
do modo de acoplamento similar ao deste trabalho de dissertagdo, deve-se sempre optar pelos

elementos quadraticos o que leva a uma quantidade menor de elementos na malha.

Carga X Deslocamento

Deflex8o - mm ( meio do vao)

Figura 6.13: Diagrama carga versus deslocamento da VP2

113



A performance dos elementos quadraticos com integracdo completa conduziram a valores
bastante proximos da carga do ensaio ficam com erros relativos de 1,79% o que é bastante
notavel devido a simplicidade do modo adotado. Também os elementos quadraticos com
integracdo reduzida obtiveram valores proximos ao experimental com erros relativos da
ordem de 5%. O exemplo 3 foi 0 que obteve melhor aproximacdo pelo modelo computacional
do célculo da carga de colapso pléastico observada no ensaio experimental. Um aumento da
taxa de armadura utilizada pela viga parede em analise pode levar a uma melhor performance

do modelo computacional.
Novamente os valores dos elementos lineares e quadraticos com integracdo reduzida,
formaram os limites inferiores e superiores, na obtencdo da carga de colapso plastico. O

grafico da figura 6.13 mostra mais uma vez concordancia com resultados indicados no ensaio

experimental. No entanto, fica claro uma perda de precisdo na carga de inicio de fissuracao.

Zona de amolecimento

Carga de Colapso Plastico - KN

Figura 6.14: Defini¢do do intervalo de perda de rigidez da VP2
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CAPITULO 7

CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS
FUTUROS

7.1 - CONCLUSOES

As conclusdes e aspectos mais importantes presentes neste trabalho de dissertacdo serdo

apresentados a seguir.

 As comparacBes das cargas de inicio de fissuracdo e colapso plastico entre o modelo
computacional proposto e os resultados experimentais sugerem que a modelagem
numérica executada foi capaz de descrever satisfatoriamente, asseguradas as limitacdes

do modelo, a carga de colapso plastico das vigas paredes em questao.

» Verificou-se que a utilizacdo de elementos lineares na discretizacdo de estruturas vigas

paredes de concreto armado em estados planos de tensdo acarreta numa modelagem mais

rigida do que a observada experimentalmente. Com isso as cargas de colapso obtidas sdo

conservadoras, levando em algumas situa¢des, a grandes distorcoes.

A influéncia do refinamento das malhas sobre a obtencdo das respectivas cargas de
colapso plastico nos exemplos analisados mostrou de forma particular para os elementos
lineares na modelagem do material concreto e da armadura, ser um aspecto extremamente
relevante. Para o caso dos elementos lineares para as armaduras e quadraticos de concreto
e também elementos quadraticos para ambas, o refinamento tém menor influéncia. No
entanto, também conduz da mesma forma que nos lineares a uma melhora na

convergéncia final de obtencdo da carga de colapso pléstico.



Os resultados finais obtidos na anélise das diversas malhas representativas dos exemplos
analisados comprovam a necessidade de um estudo de convergéncia para qualquer

esquema de modelacdo numeérica a ser proposta e posteriormente validada.

A partir dos exemplos apresentados conclui-se que o uso dos elementos quadraticos
acompanhados de uma integracdo completa conduz a melhores resultados na analise da

carga de colapso plastica de estruturas de vigas paredes.

De uma forma geral nos resultados apresentados, verifica-se que os fenémenos de
deformacéo lenta, retracdo, aderéncia e fissuragdo de modelagem numérica extremamente
dificil, podem ser desconsiderados para obtencdo da carga de colapso plastico
aproximada de estruturas de vigas paredes através do modelo computacional proposto.
Vale ressaltar, que esse procedimento s6 tém validade considerando-se que a carga final
de ruptura da peca ficara em torno de 15% a menor ou a maior do que a real. Mesmo
assim, este € um dado importante no projeto de estruturas de concreto armado nédo
convencionais. Por outro lado, os estados limites ultimos de utilizacdo das estruturas em

analise deverdo ser verificados.

Uma elevada taxa de armadura presente nos exemplos conduziu a uma melhora bastante
razodvel na carga de colapso plastico obtidas experimentalmente. Isso pode ocorrer
devido ao fato do algoritmo utilizado para modelagem da relagdo constitutiva dos

elementos de armaduras se adequar melhor ao problema do que o de concreto.

O critério de Ducker-Prager utilizado via um processo incrementai iterativo elastoplastico
pode modelar de forma bastante razoavel estruturas de concreto armado em estados
planos de tensdo, que é o caso das vigas paredes dos exemplos considerados esta

dissertacdo.

O programa computacional proposto pode ajudar de forma significativa aos projetistas de
estruturas de concreto armado uma vez que permite, que durante o processo de
detalhamento das armaduras no interior das pecas varias situacdes sejam testadas. Assim
0 projetista poderd optar de modo mais racional por uma solugdo mais segura ou mesmo

saber das limitacdes presentes no detalhamento por ele adotado.
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7.2- SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

A seguir sdo propostas algumas sugestdes que no entender do autor podem melhorar a

presente linha de pesquisa ou mesmo desencadear futuras investigacoes:

* Implementar no modelo computacional proposto a imersdo do elemento de armadura no
interior do de concreto. Isso conduziria a uma melhora razoavel na geracdo de malhas
uma vez que a discretizacdo dos elementos de concreto ficaria independente da
discretizacdo das armaduras.

e Estender a formulacdo apresentada para uma série de outros tipos de critérios de
plastificacdo existentes e testar sua adequacgao aos problemas existentes na prética.

» Acrescentar ao modelo subrotinas que considerem os fendmenos de retracdo, deformacéo
lenta e aderéncia de modo a que 0 mesmo possa ser utilizado para uma anélise completa
da estrutura na forma de tensdes, deslocamentos, deformac6es, durabilidade, etc.

» Adequar a entrada e saida de dados do programa proposto de modo que possa iteragir
com outros pacotes existentes, facilitando ao usuério sua utilizacdo tanto na fase de pré-
processo quanto de p6s-processo.

« Desenvolver e implementar outros algoritmos como de integracdo explicita com sub-
incrementacdo de modo a comparar seu desempenho com o de integracdo implicita
presente nesta dissertacdo.

* Incorporar os modelos dano, cada vez mais presentes nas literaturas atuais, ao programa
computacional existente de modo a verificar sua performance na captura dos fenédmenos

envolvidos.
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ANEXO A

TEORIA CLASSICA DA PLASTICIDADE

A.l - POSTULADO DE ESTABILIDADE DE DRUCKER - CONDICOES DE PRAGER

As definicbes de material plasticamente estdvel dadas por Drucker ndo sdo mais que uma
generalizacdo no espaco 11 dimensional das conclusdes que se pode extrair sobre o trabalho
plastico que acontece em um processo uniaxial causado por um incremento de tensdo sobre a
acdo de um agente externo. Referindo-se exclusivamente a materiais com endurecimento e fluxo
associado, anuncia que uns pontos de um solido carregados tém um comportamento estavel se

cumpre 0s seguintes postulados:

(1) - O trabalho plastico realizado por um agente externo . durante a aplicacdo de um estado

adicional de tensdes , € positivo.

( I1')- O trabalho liquido executado por um agente externo . durante um ciclo de aplicacdo e

remocdo de um estado adicional de tensdes , € ndo negativo.

Considerando um ponto de um solido submetido a um estado entre tensdo e deformacéo prévio cr
-S, que € alterado em der - de pela acdo de um agente externo , se tém pelo postulado (1), que
a resposta entre tensdo e deformacdo do ponto é estavel se cumpre que o incremento temporal de

trabalho de segunda ordem é positivo conforme figura A. . ou seja :



Oy .£ii> 0 Gij.ey > o Oij.£j > o

dep dEp dsp

u) Casa estavel b) Caso estavel c) Caso instavel

Figura A -1: Estabilidade e instabilidade de um material plastico (processo uniaxial)

(A.D)
decrTclE =0

Ou também se:

(A.2)
cloTdEi +daTdEp =0

Pelo postulado ( Il ) , a estabilidade na resposta tensdo-deformacdo plastica de um ponto é
garantida se é cumprido que o incremento temporal de trabalho plastico de segunda ordem é néo

negativo conforme pode ser visto na figura A. 1a e figura A. 1c. Logo:

(<T-ou")dEp>0 (A3)
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(clafdsl>o0

Onde:

awii - Tensdo no ponto no inicio do dltimo incremento de carga. Este estado € satisfeito no
instante prévio de uma equacdo do x = 0;

- Tensdo no ponto no estado atual do processo de carga. Este estado é satisfeito no instante
atual da equacdo x = 0;

dsp - Incremento de deformagdo pléstica desenvolvida durante o incremento de tempo t ,

correspondente a conclusdo do ciclo de carga.

Além destes postulados, um material com endurecimento plastico deve satisfazer também as
quatro condicdes de Prager para assegurar um apropriado comportamento elastoplastico. Séao

estas:

I.) Condicdo de Continuidade

Considera-se um ponto de um solido, submetido a um estado de tensdo cr que estd situado na
superficie de fluéncia, sobre o qual se aplica um incremento temporal de tensdo 6a , conforme
mostrado na figura 2.1 (Capitulo 2), proveniente de um incremento de carga, descarga ou carga
neutra (respectivamente dirigido para o exterior, interior ou tangente a superficie de fluéncia).
Para evitar descontinuidades na resposta tensdo-deformacdo a condi¢do de continuidade requer
que para estados de carga neutra, ndo sejam desenvolvidas deformacdes plasticas, o que significa
que neste caso particular o multiplicador plastico do processo seja nulo, ou seja, <OAA=0. Situacio

que conduz ao desenvolvimento de um trabalho plastico nulo.
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2.) Condigdo de Unicidade

Se sobre um ponto do s6lido ideal, submetido a um estado prévio de tensdo-deformacéo, se aplica
um incremento de tensdo, resultard em um estado de deformacdo associado ao de tensdo, e vice-
versa, o qual serd Unico. Esta condicdo sera cumprida sempre que se repetirem os postulados de

Drucker.

3.) Condicdo de Irreversibilidade

Esta exige que o trabalho plastico seja irrecuperavel dado o carater irreversivel das deformagdes
plasticas. Em outras palavras, esta condicdo exige que o trabalho plastico de primeira ordem
representado pela equacdo A.5, seja sempre positivo qualquer que seja o processo plastico

desenvolvido. Assim:

A5
d#f=a'de”>0 (AS)

Esta equacdo é considerada como um caso particular do segundo principio da termodinamica.

4.) Condicdo de Consisténcia Plastica

Esta condicdo diz que sobre condi¢cbes de carga 6x > 0, um ponto do so6lido que se encontra em
estado elastoplastico, passa necessariamente a outro estado elastoplastico. Matematicamente isso

pode ser representado na forma:

ri<7.vy= r(a)- K@ic)=0
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E importante notar que se o ponto do sélido tém um comportamento com endurecimento negativo
(amolecimento), ndo cumpre com o segundo postulado de Drucker da equag¢do A.2 . Por um
outro lado, segundo este postulado se trataria de um comportamento instavel ao nivel do ponto,
ou seja, instdvel localmente. Ndo obstante, isto ndo implica que necessariamente se trate de um
processo instdvel em todo o sdlido. Assim, o segundo postulado de Ducker serd considerado

somente como uma condicdo suficiente de estabilidade global.

A.2- CONDICOES DE KUHN-TUCKER

A condicdo de carga - descarga e a condigdo de consisténcia plastica de Prager . se satisfazem
simultaneamente mediante as trés condi¢cbes de Kuhn-Tucker, que é outra forma de apresentar o
axioma da maxima dissipacdo plastica MDP :

Das trés condicfes se deduz que:

ClAA >0
r(<r<y) <0
dAAr(cr.co) =0

. Se T(a,co) < 0. a condicdo de fluéncia pléastica ndo se satisfaz e se desenvolve um processo
puramente elastico, portanto, da terceira condicio de Kuhn-Tucker , se obtém dAA=0 , de onde se

deduz que as variaveis plasticas internas ndo evoluiram, ou seja, particularmente dep=0.
. Se dAA > 0, se deduz a partir da terceira condicdo de Kuhn-Tucker que o processo deve

satisfazer necessariamente a condicdo de fluéncia plastica t(ct(o) = 0, significando que se trata de

um estado de carga elastopléstico.
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. Se dAA = 0, se deduz a partir da terceira condicdo de Kuhn-Tucker que ¢(ct.co) < 0. Para este
caso particular podem ser apresentadas duas situacdes distintas : Um processo de carga nula onde

T(a.co) = 0, ou um processo de descarga elastica onde t(ct,(o) < 0.
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ANEXO B

ACOPLAGEM ENTRE O CONCRETO EA
ARMADURA

B.l - INTRODUCAO

Mostra-se de forma detalhada, o trabalho de acoplagem utilizado nesta dissertacdo, que seguiu
a mesma linha das publicagfes feitas por PACHECO [1979], CARVALHO [1979] e FARIA
[2000], uma vez que os mesmos relataram, porém ndo detalharam de forma clara essa
metodologia. Publicagdes que também apresentam outros tipos de acoplagem para diferentes
elementos podem ser encontradas nos trabalhos de BUZAR [1996] e DA SILVA [1997] entre

elementos de placa e pdrtico e entre elementos de placas e grelhas por MIRANDA [1997],

Uma técnica proposta idealizada pelo professor Neil Dumont e detalhada no trabalho de

SOUZA [1983] e utilizada por varios pesquisadores como REGOTTO [1980], MOURA
[1980] e CAMPOS [1987], utilizam o conceito de uma aderéncia perfeita entre o concreto e o
aco. Com isso € feita a imersdo do elemento de barra representante da armadura dentro do
elemento de concreto através da substituicdo da integracdo em linha correspondente a
contribuicdo da rigidez do elemento de barra por uma equivalente feita sobre o volume do
elemento de concreto ao qual esta imersa, somando-se entdo diretamente as rigidezes do
elemento de concreto e aco. Apesar de mais elegante e da vantagem de obter-se a
discretizacdo da malha de elementos de concreto ser independente das dos elementos de
armadura essa rotina ndo foi implementada no programa desta dissertacdo devido a
dificuldade de implementacdo de algoritmos automaticos que gerassem o0s pontos de
interseccdo entre 0s elementos de concreto de uma malha qualquer gerada e os elementos de

barra colocados posteriormente através de uma entrada grafica. Ao invés disso, um gerador de
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malhas com geracdo automatica dos elementos adjacentes aos lados foi desenvolvido em
paralelo por DA SILVA [2003] durante sua dissertacdo de doutorado, para problemas de lajes
e estabilidades de taludes, adequando-se a proposta de modelagem simplificada presente nesta

dissertacdo. A figura B. 1apresenta de forma clara a técnica utilizada.

elenvnto de concreto demento de concreto elenrento de iinnulura
armuh)

Figura B. 1. Exemplo da técnica de acoplagem utilizada
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B.2 - IMPLEMENTACAO DA ACOPLAGEM

A seguir apresenta-se a acoplagem executada entre os elementos de concreto e aco através de
um exemplo simplificado. Este exemplo é composto de um elemento retangular de concreto
armado com dois elementos quadrilateros lineares de concreto e dois elementos

unidimensionais lineares representantes das armaduras conforme a mostrado na figura B.2.

+
rs} -1£
1 m H |
ELEMENTO CONECTIVIDADE
1 CONCRETO 1-2-5-4
2 CONCRETO 2-3--6-5
3 ARMADURA 1-2
4 ARMADURA 2-3

Figura B.2: Exemplo simplificado da acoplagem concreto-armadura

Considerando uma representacdo condensada para as matrizes de rigidez dos elementos

podemos escrever a matriz representante da rigidez de um elemento de concreto como:
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x99 Kk 12 K 23 K 2t
(B.1)
* 3 K » K » K m
K n K i2 K »
Sendo que cada termo da mesma é representado por:
= (B.2)
Da mesma forma para o elemento de barra representante da armadura teremos:
K (3).(4) 12
K 22, (B.3)

_¥ Y
K@_ y21 ¥ (B'4)

Adotando a discretizacdo apresentada na figura B.2 e considerando as conectividades entre os
elementos de concreto e aco, podemos montar a matriz de rigidez global da estrutura
considerada através do somatorio puro e simples da rigidezes dos elementos de concreto e das
armaduras pertencentes a um mesmo nd nas direcdes dos graus de liberdade correspondentes .
Assim sendo, apresentamos abaixo a matriz global da estrutura resultante do acoplamento

entre os quatro elementos.
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Kyt {6 K§ +tff? 0 tt® ot 0

tfg +K® +

if ; 0 @
KIil + tf$) _ jri? + *xy tf
3, ¢ 2
"9 110
nr Global 0 N4 ifA tfi? 4 A> 0 tf & tf &
KiJ
tr 9 trJ 0 SR - 0
KQ K® + K t k$ +k\? kE>
o Kf (2 * 0 tf & tf &

(B.5)

Vale ressaltar que devido ao carater simplificado da modelagem apresentado nesta
dissertacdo, os fendbmenos como aderéncia concreto-aco, deformacdo lenta, retracdo, efeito de
pino e outros, presentes em trabalhos como CARVALHO [1979] e DANTAS [1980], foram
desconsiderados. Com isso procurou-se obter primeiramente a carga de colapso da estrutura
através de uma modelagem simplificada, ndo sendo o objetivo deste trabalho a representagdo
fisica completa do material concreto armado. O comportamento e a verificacdo do fenbmeno
da fissuracdo foi feito também de forma bem simples através do controle da perda de rigidez

da matriz via um parametro de controle.
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ANEXO C

GERADOR DE MALHA UTILIZADO

C.I INTRODUCAO

Um software grafico iterativo em ambiente Windows, escrito na linguagem de programacado Delphi,
desenvolvido por SILVA [2003] para problema de solos foi modificado e testado de forma a ser
utilizado nesta dissertacdo. O referido programa computacional fornece ao usuario um ambiente de
trabalho com diversas facilidades gréaficas, tais como: edicdo, geracdo de malhas de elementos
finitos, imposicdo das condicdes de contorno, aplicacdo dos carregamentos e visualizagdo dos

resultados.

O sistema operacional Windows 9x da Microsoft, além de ser um sistema de 32 bits, fornece uma
interface grafica intuitiva para o usudrio. A tarefa de desenvolver aplicacbes para ambiente
Windows tem sido facilitada devido a grande quantidade de softwares que implementam linguagens
de programacdo com recursos visuais, tais como Delphi. Visual Basic, Visual Fortran e C++
Builder. Estes softwares sdo, em grande parte, responsaveis pela crescente quantidade de aplicacfes
com interface grafica, possibilitando a geracdo de programas de facil utilizacdo para o usuério. Em
particular, o software Delphi é uma ferramenta RAD (Rapid Application Development) para
Windows, orientada a objeto e a eventos, sendo baseada em componentes. A linguagem de
programacdo sob o Delphi é uma versdo do Pascal orientada a objeto, a qual é denominada Object

Pascal.

O software gerado no presente trabalho realiza o pré-processamento através da geracdo de malhas
estruturadas (Hinton e Owen, 1979). efetuando ainda os céalculos necessarios a analise do problema
(Santos da Silva et al., 1999). O referido software roda em plataforma windows e realiza a anéalise
limite com a formulacdo apresentada acima. A andlise de um problema, utilizando-se o referido

programa computacional, pode ser dividida em trés partes, as quais sdo: a definicdo da malha de
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elementos finitos e suas propriedades, a analise do problema e a apresentagdo dos resultados.

Descreve-se a seguir cada uma destas partes com suas peculiaridades.

Na definicdo da malha de elementos finitos o ponto de partida é a identificagdo dos macros blocos
de elementos, estes definem o contorno de regiGes com mesmo tipo de solo, deverdo ser desenhadas
linhas no contorno de tais macros blocos, alternativamente, estas linhas podem ser importadas de
arquivos em formato DXF, vale ressaltar que os macros blocos sdo elementos quadrilateros de

quatro ou oito lados, os quais serdo posteriormente divididos para dar origem a malha de elementos

finitos.

Em seguida devem ser criados os grupos de propriedades, cada grupo é formado pela defini¢do das
mropriedades do solo e do nimero de divisdes da malha em cada direcdo. Atribui-se a cada macro
bloco definido um tipo de elemento finito e um grupo de propriedade, e efetiva-se a geracdo da
malha. Ainda como definicdo das malhas de elementos finitas utilizadas é necessario informar quais
os tipos de condicdes de contorno do problema, o software em analise considera tanto condi¢des de
contorno cinematica (deslocamentos nas direcGes x e y), quanto condi¢cGes de contorno estaticas
(tensdes normal e tangencial ao contorno). Finalmente deve-se definir os carregamentos atuantes, 0s
quais podem ser concentrados nos nos da malha de elementos finitos ou distribuidos ao longo de

lados dos elementos finitos.

C.2 UTILIZACAO DO SOFTWARE

Apresenta-se a seguir forma de manipulagdo do referido software para realizar a analise de um
talude baixo, com altura H igual a 8m e inclinacdo a igual a 45°, tipico de cortes rodoviarios em
solo, mostrado na Figura C. L Considera-se um solo com coesdo c igual a 20kN/m2, angulo de atrito

+igual a 15° e peso especifico / igual a 17kN/m3.
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Executando-se 0 programa em apreco € apresentada a tela inicial da aplicacdo desenvolvida, a qual

€ mostrada na Figura C.2.

O passo inicial é a geracdo da malha de elementos finitos, a qual contempla as propriedade do solo

utilizado, as condi¢fes de contorno impostas, e 0s carregamentos atuantes.
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Figura C.2: Tela inicial da aplicacdo desenvolvida

O ponto de partida para geracdo de malhas consiste na definicdo das propriedades do solo, bem
como em parte das propriedades dos elementos finitos que serdo utilizados. Na Figura 4.27,
apresenta-se a tela relativa ao fornecimento destas propriedades, que consistem no peso préprio do
solo, na coesdo, no angulo de atrito, no nimero de divises da malha em duas dire¢cdes e na cor

escolhida para representar cada grupo ou conjunto de propriedades.
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Em seguida, a geracdo da malha de elementos finitos é iniciada definindo-se o desenho da malha
em termos de blocos bidimensionais, lineares de quatro n6s ou quadraticos de oito noés, existindo
ainda a opcdo de blocos unidimensionais. Estes blocos, os quais posteriormente podem ser
subdivididos de acordo com as opg¢Oes do usuario, podem ser desenhados diretamente no software
em questdo ou importados através de arquivos DXF. Para exemplificar, a Figura 4.28 apresenta a
definicdo, no AutoCAD, do desenho de trés blocos que servirdo de base, no presente trabalho, para
a geracdo da malha de elementos finitos de um talude. O referido desenho deve ser exportado do
AutoCAD, em formato DXF, sendo em seguida, importado para o softw'are aqui apresentado. Esta
interagdo com o AutoCAD foi contemplada pois 0 mesmo permite um alto nivel de precisdo nos

desenhos, sendo ainda amplamente utilizado na pratica da engenharia.
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Figura C.3: Tela de definicdo das propriedades

Para importar o desenho dos blocos gerados através da utilizagcdo do AutoCAD, a aplicacdo
desenvolvida possui a opcdo File->Import->DXF. Deve-se fornecer a esta aplicacdo o nome do
arquivo em formato DXF, tendo-se em mente que todas as linhas contidas no citado desenho serdo

inseridas no arquivo atual da aplicacgéo.
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Procede-se, em seguida, a definicdo dos blocos que serdo posteriormente divididos em elementos
finitos. Para atingir este objetivo, primeiramente escolhe-se o grupo de propriedades, utilizando-se
para isto a tela apresentada na Figura C.4. Em seguida seleciona-se o tipo de bloco a ser adotado.
Por exemplo, utiliza-se a opcdo Blocks->Define->Eight Sides, no caso especifico de se adotar
blocos quadréaticos de oito nds. O programa entdo solicita ao usuario o tipo de elemento finito que
serd utilizado. Vale ressaltar que, na aplicacdo desenvolvida, pode-se optar entre onze tipos de
elementos finitos diferentes (quadrilateros de 4. 8, 9, 12, 16, 17 e 25 nos; e tridngulos de 3, 6, 10 e
15 n6s), conforme apresentado na Figura C.6. No caso especifico da utilizacdo dos blocos
quadraticos de oito nos, o usuario deve entdo clicar em oito linhas, definindo assim oito lados do

bloco em questao.
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Figura C.4: Blocos desenhados no AutoCAD para a geracdo da malha
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Para efetivar a geracdo da malha seleciona-se a op¢do Mesh->Generate. A Figura 4.30 mostra a
malha gerada e a diferenciacdo de propriedades através do uso de cores selecionadas previamente
na tela de definicdo de propriedades. Observa-se ainda, na Figura C.7, as condi¢des de contorno
impostas, onde os circulos representam condi¢cbes de contorno em velocidade e os quadrilateros
representam condi¢des de contorno em tensdo. Tais condi¢cbes de contorno sdo fornecidas através da
opcdo Boundary->Null Velocity para condicbes de contorno em velocidade e Boundary-

>Prescribed Stress para condi¢cbes de contorno em tensao.

A aplicacdo desenvolvida fornece entdo ao usuario diversas outras informagdes como, por exemplo,

0 numero de nés na malha gerada e o nimero de elementos finitos utilizados.
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Figura C.5: Tipos de elementos finitos disponiveis no programa

Para realizar a andlise plastica limite dentro do aplicativo gerado no presente trabalho, utiliza-se a
op¢do Run->Limit Analysis, que fornece a tela indicada na Figura 4.31, onde os pardmetros da
analise sdo configurados. E possivel configurar varias opcdes de analise tais como: teorema da
analise limite adotado (limite inferior ou limite superior); forma de consideracdo do peso proprio

(fixo ou variavel); programacdo matematica linear, devendo-se neste caso fornecer o numero de
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planos adotados na linearizacdo da superficie de ruptura, bem como se esta linearizacdo sera
realizada por dentro ou por fora da referida superficie, ou programa¢do matematica ndo linear, caso
em que o usuario devera escolher o algoritmo a ser utilizado, estando disponiveis o software
comercial LINGO ou um algoritmo implementado pelo autor, com base no trabalho de Herkovits

(1986).
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Figura C.6: Malha gerada com as condic¢des de contorno

Na anéalise deste talude o software gerado encontrou um fator de ruptura dc 1,76, ao passo que,
utilizando-se o software comercial SlopeAV e 0 método de Bishop, o fator de seguranca encontrado

foi de 1,78, ou seja, uma diferenca de apenas 1,1%.

O mecanismo de ruptura pode ser visualizado utilizando-se o campo de velocidades para os nds da
malha, conforme apresentado na Figura C.9. Vale ressaltar que diversos outros exemplos foram
analisados pelo software apresentado, obtendo-se resultados compativeis com os fornecidos na

literatura.
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Figura C8: Mecanismo gerado plotando-se o campo de velocidades na ruptura
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