UNIVERSIDADE DE BRASILIA
FACULDADE DE TECNOLOGIA

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL E AMBIENTAL

ANALISE ORIENTADA A OBJETOS DE METODOS
NUMERICOS DE DISCRETIZACAO SEM MALHA

JOSE MANOEL MORALES SANCHEZ

ORIENTADOR: ATHAIL RANGEL PULINO FILHO

TESE DE DOUTORADO EM ESTRUTURAS E CONSTRUCAO CIVIL

PUBLICACAO: E.TD - 002 A/2003

BRASILIA / DF: DEZEMBRO - 2003



UNIVERSIDADE DE BRASILIA

FACULDADE DE TECNOLOGIA

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL E AMBIENTAL
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ESTRUTURAS E CONSTRUGAO CIVIL

ANALISE ORIENTADA A OBJETOS DE METODOS
NUMERICOS DE DISCRETIZACAO SEM MALHA

JOSE MANOEL MORALES SANCHEZ

TESE DE DOUTORADO SUBMETIDA AO DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA
CIVIL E AMBIENTAL DA FACULDADE DE TECNOLOGIA DA UNIVERSIDADE
DE BRASILIA, COMO PARTE DOS REQUISITOS NECESSARIOS PARA
OBTENGCAO DO GRAU DE DOUTOR EM ESTRUTURAS E CONSTRUCAO
CIVIL.

APROVADO POR:

(3 —

Athail Rangel Pulino Filho, D.Sc (UnB)
(Orientador) )

-

Eh?,‘l%l/d»Me(;lof hD‘(ﬁU’nB)
(Ex o) '

> &\, i\ \}%\( L/ i

Paul William Partridge, PhD{UnB)
Zi

(Examinador

Paulo B}tista‘ﬁ)ncalves, D.Sc (PUC/Rio)

(Examinador Externo)

»é_%%wL

Nelson Francisco Favilla Ebecken, D.Sc (COPPE/UFRJ)

(Examinador Externo)

Brasilia-DF, 12 de dezembro de 2003.



FICHA CATALOGRAFICA

SANCHEZ, JOSE MANOEL MORALES

Anilise Orientada a Objetos de Métodos Numéricos de Discretizagdo sem Malha [Distrito

Federal] 2003.
xix, 211 p., 210 x 297 mm (ENC/FT/UnB, Doutor, Estruturas e Construgao Civil, 2003).
Tese de Doutorado — Universidade de Brasilia. Faculdade de Tecnologia.

Departamento de Engenharia Civil e Ambiental.

1. Métodos sem Malha 2. Analise Orientada a Objetos
3. Método dos Elementos Finitos 4. Método dos Residuos Ponderados
I. ENC/FT/UnB II. Titulo (série)

REFERENCIA BIBLIOGRAFICA

SANCHEZ, J. M. M. (2003). Analise Orientada a Objetos de Métodos Numéricos de
Discretizagio sem Malha. Tese de Doutorado em Estruturas e Construgdo Civil,
Publicagio E.TD-002A/2003, Departamento de Engenharia Civil e Ambiental,
Universidade de Brasilia, Brasilia, DF, 211 p.

CESSAO DE DIREITOS
AUTOR: José Manoel Morales Sanchez.

TITULO: Analise Orientada a Objetos de Métodos Numéricos de Discretizagio sem
Malha.

GRAU: Doutor ANO: 2003

E concedida a Universidade de Brasilia permissdo para reproduzir copias desta tese de
doutorado e para emprestar ou vender tais copias somente para propdsitos académicos e
cientificos. O autor reserva outros direitos de publicagdo e nenhuma parte desta tese de

doutorado pode ser reproduzida sem autorizagdo por escrito do autor.

José Manoel Morales Sanchez.
SQN 208 Bloco B Apt. 304.
70853-020 Brasilia — DF — Brasil.

1ii




A minha familia e em especial a meu pai.

iv



AGRADECIMENTO

Ao colegiado do Departamento de Tecnologia da Faculdade de Arquitetura e

Urbanismo pela consideragdo, aprego e apoio durante o desenvolvimento deste trabalho.

Aos professores Athail, Luciano, Paul e William pelos ensinamentos nas

disciplinas cursadas € no contato cotidiano.

Ao professor Guilherme pelo apoio em momento decisivo na conclusdo do

trabalho.

Ao professor Athail pela orientagdo paciente e tolerante e pela irrestrita

confiang¢a na elaboragdo do trabalho.

Aos professores Eldon e Nelson pela contribuigdo e incentivo durante a defesa

do trabalho.

Aos colegas Buzar e Milton pela convivéncia e companherismo no

desbravamento do doutorado.

Ao amigo Paulo Batista pclo ilimitado apoio académico e fraterno ao longo de

tantos anos.

Aos amigos José Humberto e Walter pela solidariedade e pelas reunides para

avaliacdo do mundo e de nossas vidas.

E, a minha familia - Tomas, Teodora, Yeda. Socorro, Bernardo e Danilo — pelo

amor fundamental e estimulo que motivou todo o esforgo durante esse anos.



RESUMO

Este trabalho apresenta uma analise orientada a objetos de métodos de
discretizagdo sem malha. A analise estabelece o Método dos Residuos Ponderados como
arcabouco do modelo matematico que, em conjunto com fungdes de forma estabelecidas
pelo Método de Minimos Quadrados Movel, permitem apresentar os seguintes Métodos
sem Malha: Diferengas Finitas Generalizadas, Galerkin sem Malha, Hp-Clouds e Ponto
Finito. Com o uso de fun¢des de forma adequadas deduz-se também o Método dos

Elementos Finitos.

O modelo computacional concebido dentro do paradigma da orientagdo a
objetos propde uma estrutura de classes que permitem a consideragdo em uma mesma
estrutura de varios métodos de discretizagdo e de diversos problemas, tais como: equagao

diferencial de segunda ordem, equagdo de Poisson e elasticidade bidimensional.

A arquitetura do sistema computacional é projetada com a utilizagdo da
linguagem de modelagem UML e € construida com base em padrdes de projeto orientado a

objetos. A implementagao realizada com a linguagem de programagio Java denominou-se
de JFraMMe.

Um novo Método sem Malha € apresentado utilizando o critério de Petrov-
Galerkin no Método dos Residuos Ponderados e aplicando as fun¢des de forma obtidas por

expansado em série de Taylor no ambito do Método de Minimos Quadrados Movel.
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ABSTRACT

This work presents an object oriented analysis of several Meshless Methods.
The mathematical model is based on the Method of Weighted Residuals with form
functions determined by the Moving Least Square Method. This allows a unified
presentation of the following Meshless Methods: Generalized Finite Difference, Element-
Free Galerkin, Hp-Clouds and Finite Point Method. It is also shown how the use of

appropriate form functions conducts to the traditional Finite Element Method formulation.

The computational model conceived here using an object-oriented paradigm
proposes a framework that allows considering in the same structure several discretization
methods and problems, such as, second order difterential equation, Poisson equation and

plain elasticity.

The software architecture is designed using the UML modeling language and
built using object oriented design patterns. The implementation using the Java

programming language is named JFraMME.

Finally, a new Meshless Method is proposed by applying the Petrov-Galerkin
criterion with the Method of Weighted Residuals and form functions obtained by Taylor

series expansion.
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1- INTRODUCAO

1.1 - CONTEXTO DA TESE

O escopo desta Tese se insere na area de conhecimento denominada Mecéanica
Computacional, definida como campo da mecanica que soluciona problemas especificos
através de um processo de simulagdo que utiliza métodos numéricos implementados em

computadores digitais (Felippa, 2000).

Na segunda metade do século vinte os métodos numéricos da mecénica
computacional se constituiram na base na qual se construiram as principais conquistas da
engenharia e da fisica. E, ndo se pode deixar de reconhecer que o desenvolvimento do
Método dos Elementos Finitos foi o mais importante avango da simula¢do numérica desse
periodo, sendo o seu uso amplamente disseminado por todos os campos da engenharia e da
ciéncia em geral. Essa abrangéncia se deve a facilidade de modelagem de dominios

complexos, a intuitiva natureza fisica de sua formulagdo, e a sua precisdo (Zienkiewicz,
1992).

Em algumas areas de aplicagio o Método dos Elementos Finitos €
inerentemente limitado, tais como problemas de fronteiras moéveis, malhas complexas,
auto-refinamento da solugdo, dentre outras. Nos 1ltimos anos vem ocorrendo um esforgo
para se investigar ¢ desenvolver novos métodos numéricos que sejam mais flexiveis,
versateis e robustos. A caracteristica fundamental desses novos métodos reside numa
discretizagdo feita apenas através de pontos nodais, abolindo a malha (ou grade) de
elementos. Estes métodos sdo usualmente chamados de Métodos sem Malha (Meshless
Methods).

O esforgo mencionado foi oportunamente documentado numa edigdo especial
da Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering intitulado Meshless
Methods, editada por Liu, Belytschko e Oden (1996).

O avango na simulagdo numérica ndo teria sido possivel sem o notavel
desenvolvimento da ciéncia da computagdo e da tecnologia de construgdo de programas. A

implementagdo (programagio ou codifica¢io) evoluiu de um paradigma procedural, onde a



concepgdo ¢ funcionalista, para um paradigma orientado a objetos, onde a concepgao é

centrada na modelagem dos objetos do mundo real.

A adog¢do do paradigma de analise, projeto e programagio orientada a objetos
objetiva a criagdo de programas extensiveis e robustos, além de facilitar a construgdo de

sistemas computacionais complexos a partir da grande reutilizagdo de codigo pronto € bem

testado.

Em artigo sobre avangos da mecénica computacional na dire¢do de um
ambiente automatizado, Tworzydlo e Oden (1993), apontam que a programagio orientada
a objetos como uma das ferramentas que permitirdo a construgio futura de um ambiente

inteligente que permita a tomada de decisdo automatizada em engenharia.

O objetivo deste trabalho é o desenvolvimento de uma estrutura computacional
orientada a objetos que facilite a criagdo de programas de aplicagdo para a resolugdo

numérica de problemas modelados pelos Métodos sem Malha.



1.2 - METODOS NUMERICOS DE DISCRETIZACAO SEM MALHA

O objetivo dos Métodos sem Malha é a discretizagdo de dominios através de
pontos nodais, que sio pontos geométricos associados a pardmetros da solugdo do
problema do dominio. Para a classificagdo de um procedimento de discretizagdo como
sendo sem malha, Ofiate er al. (1996), propdem que as seguintes condigdes sejam

satisfeitas:

1. A discretizagdo da fungdo incognita, e de suas derivadas, deve ser

feita apenas com pontos nodais do dominio;

2. A fungdo de ponderagdo para aproximago local deve ser definida

somente com pontos nodais do dominio;

3. Nio deve ser necessdria integragdo no dominio ou a integragdo
numérica ndo deve depender do procedimento de aproximagdo

local.

Uma caracterizagdo mais imediata seria definir os Métodos sem Malha como
aqueles onde os procedimentos de solugdo ndo dependem da informag@o externa da
conectividade entre pontos nodais do dominio, sendo essa conectividade determinada por

algum procedimento matematico e / ou computacional.

Os métodos assim classificados utilizam trés estratégias para definigdo da

fun¢do de aproximagdo local para a fungdo incognita do problema (Belytschko et al, 1996):
1. Minimos Quadrados Movel (Lancaster e Salkauskas, 1981);

2. Aproximag¢do por reprodugdo da fungido de ponderagdo (Lucy

apud Belytschko et al., 1994); e,
3. Parti¢do da Unidade (Babuska e Melenk, 1997).

Na verdade as duas primeiras formas de aproximag@o local podem ser
equivalentes, e a aproximagio por Minimos Quadrados Movel pode ser considerada uma

instdncia especifica da parti¢do da unidade.



As primeiras abordagens no sentido da criagdo dos Métodos sem Malha foram
empreendidas no 4mbito do Método das Diferengas Finitas com a adogdo de esquemas que
permitem a utilizagdo de malhas arbitrarias de pontos nodais (Perrone e Kao, 1975). Esta
abordagem denominada Generalized Finite Difference Method (GFD), estabelece uma
molécula (star ou stencil) de pontos nodais utilizando expansdo por série de Taylor. Uma
implementagio numericamente mais robusta utilizando um processo de minimos

quadrados ponderado foi realizada por Liszka e Orkisz (1980).

Um caminho alternativo utilizado nas primeiras experiéncias com métodos sem
malha ¢ a técnica conhecida como Smooth Particle Hydrodynamics (SPH) criada em 1977
e aplicada em problemas de astrofisica e cosmologia. Este método, também conhecido
como Free Lagrange, depende somente de um conjunto disperso de pontos ou particulas.
A aproximagio local ¢ obtida por reprodugdo da fungdo de ponderagdo, também chamada
fungdo nicleo. O método conduz a bons resultados para problemas onde ha auséncia de
contornos, embora em outras aplicagdes os resultados ndo sejam tio precisos. Uma

apresentagdo deste método pode ser encontrada no artigo de Randles e Libersky (1996).

A utilizagdo da aproximagdo local por minimos quadrados ponderados moével
no Método de Galerkin foi investigada pela primeira vez por Nayroles et al. (1992). Sua
técnica denominada de Diffuse Element Method (DEM) emprega uma nuvem dispersa de
pontos nodais conformada pelo suporte da fungdo de ponderagdo truncada, que ¢ utilizada
na obtengdo da aproximagdo local. A integracdo das equagdes originadas pelo Método de
Galerkin é feita com a utilizagdo de uma grade auxiliar. Belytschko et al. (1994),
propuseram uma extensdo dessa técnica ndo desprezando nenhum termo da aproximagao
das derivadas e uma estrutura regular de células sem conex@o com os pontos nodais da
aproximagdo local. Outra consideragdo importante foi o tratamento adequado da condigéo
de contorno essencial modelada por multiplicadores de Lagrange. Essa nova abordagem
denominada Element-Free Galerkin (EFG) é sem diuvida o método sem malha mais
pesquisado e com aplicagdes que abrangem diversas areas da mecénica computacional, e

até de outros campos da engenharia.

Liu et al. (1995), desenvolveram abordagem descendente da aproximagéo local
por reprodu¢do de nucleo (fungdo de ponderagdo) do método SPH. As fungdes de
aproximacdo foram construidas a partir da reprodugio de uma fungdo continua do nucleo

ao invés de uma fung¢@o discreta. Liu aponta a transformada de Fourier como um exemplo



de reprodugéo de niicleo. O método denominado de Reproducing Kernel Particle Method

(RKPM) ¢ objeto de intensa pesquisa liderada pelo grupo de Liu e Belytschko.

Duarte e Oden (1996) apresentaram um método baseado na aproximacdo local
construida a partir de fungdes que se comportam como uma parti¢do da unidade. As
fungdes de aproximagdo sdo organizadas em familias de fungdes que permitem a
implementa¢io de esquemas auto-adaptiveis hierdrquicos tipo hp. As funcdes de
aproximagdo sio enriquecidas com fung¢des de ordem mais elevada de modo a permitir um
controle localizado do erro por nuvem de pontos, de forma semelhante aquela utilizada no
Método dos Elementos Finitos. A fun¢do particdo da unidade empregada € a fungdo de
Shepard, obtida a partir do método dos minimos quadrados moével com fungdo base
constante igual a unidade. Este método, denominado de Hp-Clouds, vem sendo pesquisado
por grupo brasileiro em conjunto com Duarte em aplicagdes em mecénica dos sélidos

(Garcia et al., 2000).

Onate, Idelsohn et al. (1996), apresentaram um método sem malha baseado no
critério de colocagio do Método dos Residuos Ponderados e com fungdo de aproximagdo
construida a partir do método dos minimos quadrados ponderados. O procedimento €
bastante semelhante ao Método das Diferengas Finitas Generalizadas. No método de
Ofiate, denominado de Finite Point Method (FPM), as derivadas a serem introduzidas nas
equagdes diferenciais que regem o problema em estudo s3o obtidas apos a obtengdo da
fungdo de aproximagdo através do método dos minimos quadrados ponderados. Nas
Diferengas Finitas Generalizadas as derivadas sdo obtidas diretamente no processo de
minimos quadrados. Por utilizar o critério de colocag#o a integra¢do € evitada, contudo os
resultados apresentam oscilagdo numeérica que é contornada com acréscimo de termo de
estabilizagdo nas equag¢des diferenciais originais. Este método tem uso marcante em

problemas de fluidos tendo sido aplicado em elasticidade por Ofiate et al. (2001).

Atluri e Zhu (1999) e Zhu (2000) propuseram trés métodos em busca de uma
solugdo totalmente sem malha. Os trés métodos utilizam uma formulagdo integral fraca que
¢ obtida por integragdo por partes da expressdo de residuos ponderados e aplicada de
forma local e de modo que a integragdo se efetue em um dominio de formato conhecido
(no caso circular) definido pelo suporte da fungio de ponderagdo. As fungdes de
aproximagédo local sdo as obtidas pelo método de minimos quadrados movel. Dos trés

métodos propostos o que parece mais promissor € o denominado Meshless Regular Local



Boundary Integral Equation (MRLBIE) uma vez que nfo envolve o tratamento numeérico

de integrais singulares.

Conforme se evidéncia nesta resenha os Métodos sem Malha se constituem em
fronteira promissora na modelagio numérica em Mecénica Computacional. Em virtude da
diversidade de abordagens este trabalho se aterd aos métodos que possuem funcdo de
aproximagdo local geradas a partir do método de minimos quadrados mével e dentre esses

os seguintes:

1. Diferengas Finitas Generalizadas (Generalized Finite Difference
Method —GFD).

2. Método de Galerkin sem Malha (Element-Free Galerkin - EFG).
3. Meétodo sem Malha Hierarquico (Hp-Clouds).

4. Meétodo do Ponto Finito (Finite Point Method - FPM).



1.3 - ABORDAGEM ORIENTADA A OBJETOS DE METODOS NUMERICOS

A necessidade cada vez mais freqiiente da construgdo de programas de
computadores de alta complexidade exigiu uma abordagem com visio de engenharia tanto
no processo quanto nos instrumentos de desenvolvimento dos aplicativos. Nesse sentido se
estabelece como enfoque a modelagdo do objeto, ou melhor, dos conceitos do mundo real.
Um objeto (conceito concreto) é compreensivel a todos envolvidos na interagdo com um
programa de computador. A seqiiéncia de desenvolvimento, dentro desse paradigma
(orientagdo a objetos), deve basear-se na analise conceitual exaustiva, no projeto (design)
detalhado e documentado, e numa programagio baseada em modularidade e reutilizagdo de

componentes de programagdo previamente construidos e testados.

No 4ambito da modelagio computacional dos métodos numéricos de
discretizacdo esse enfoque foi reportado pela primeira vez no inicio dos anos 1990. Uma
das primeiras aplicagdes detalhadas da modelagdo orientada a objetos no Método dos

Elementos Finitos foi empreendida por Forde et al. (1990).

Na ultima década diversos autores promoveram o uso da orientagdo a objetos a
diversos problemas de engenharia modelados pelo Método dos Elementos Finitos, como
analise dindmica (Pidaparti e Hudli, 1993) e analise ndo-linear (Dubois-P¢lerin e Pegon,
1998). Uma éarea que aparece como promissora € a utilizag@o de técnicas de computagdo

paralela aplicada ao Método dos Elementos Finitos (Masters ef al., 1997).

Ainda nesse periodo Zimmermann empreendeu proficua pesquisa notadamente
em analise ndo-linear e na programacgdo simbdlica do Método dos Elementos Finitos

(Eyheramendy e Zimmermann, 2001).

A utilizagdo de bibliotecas comerciais de classes de objetos foi reportada por
Sampath e Zabaras (2000). Em seu trabalho mencionam a biblioteca Diffpack desenvolvida
para modelagdo de equagdes diferenciais parciais discretizadas pelos Métodos dos

Elementos Finitos e Diferengas Finitas.

Na literatura consultada no se observou a aplica¢do de orientagdo a objetos
aos Métodos sem Malha em seu conjunto. Krysl e Belytschko (2001), apresentaram dentro

de um enfoque procedural uma biblioteca para determinagdo de fung¢des de forma para o

Meétodo de Galerkin sem Malha.



Em consonancia com o enfoque de construgdo de programas de computador
por orientagdo a objetos se empreendera neste trabalho grande esforgo na andlise
conceitual e no projeto do sistema computacional. Num sentido oposto ao que se
depreende da literatura onde o foco € a programagdo orientada a objetos com a linguagem

C++.



1.4 - METODOLOGIA DE ANALISE ORIENTADA A OBJETOS

A transformacdo da analise teorica dos Métodos sem Malha em classes e
decorrentes objetos sera empreendida através da utilizagdo sistematica do paradigma da

orientagdo a objetos computacionais (Rumbaugh et al.,1991) .

Esse enfoque computacional objetiva uma implementagdo (programagao) que
seja robusta, adaptavel e reutilizavel. Em outras palavras uma implementagdo que seja
resistente a situagdes criticas como entrada de dados inesperados, que tenha capacidade de
evolugdo ou expansdo ¢ que seus componentes (classes) possam ser utilizados em varias

aplicagdes conduzindo a uma economia de escala (Goodrich e Tamassia, 2002).

Para consecugdo desses objetivos alguns principios devem ser seguidos
como o da abstracdo, o encapsulamento ¢ a modularidade. Por abstragio entende-se a
decomposi¢do de um sistema em partes fundamentais e genéricas que possam ser repetidas
em outros sistemas. No caso dos métodos numéricos em engenharia um exemplo desse tipo
de abstragdo seriam as matrizes. O encapsulamento busca esconder a complexidade interna
e a protegdo dos dados de um objeto dos usuarios desse objeto, facilitando a sua
reutilizagdo. Do ponto de vista computacional, um usuario ndo necessita saber como uma
matriz sera invertida mas como acessar o resultado desejado. A modularidade se refere a
organiza¢do do sistema em partes funcionais que guardam uma hierarquia definida. No
exemplo de matrizes a modularidade induz a uma separag@o das operagdes entre matrizes

em rotinas especificas.

Esses principios podem ser implementados em diversas linguagens tais
como Ada, C++ e Java, dentre outras. Neste trabalho adotou-se a linguagem Java devido a
sua forte aderéncia aos conceitos de orientagdo a objetos e aos principios acima

mencionados, além da motivagdo apresentada a seguir.

A aplica¢do do principio da abstragdo em projetos de computagdo numérica
leva ao conceito de tipos abstratos de dados (abstract data type — ADT). Um tipo abstrato
¢ um modelo matematico com uma coleg¢do de opera¢des definida nesse modelo (Aho et
al., 1987). Um tipo abstrato é uma generalizagdo dos tipos primitivos de dados (por
exemplo: integer e double), sendo as operagdes generalizagdes das operagdes primitivas

(por exemplo: adi¢do e multiplicagéo).



A linguagem Java possui uma sintaxe especifica para defini¢do de tipos
abstratos que ¢ a interface. A interface ndo passa de uma lista de declaragio de métodos
que devem ser materializadas pelas classes que implementam essa interface. Dessa forma
todas as classes que implementam uma interface possuem comportamento externo similar

diferenciando-se pela forma interna que se comportam.

Esta abordagem permite que um programa de computador possa ser acrescido
de novas classes concretas sem que o sistema existente tenha de ser alterado, desde que a

especificagdo da interface, também chamada de protocolo, seja atendida.

A heranga é um mecanismo que permite a constru¢do modular e hierarquica de
programas. Através deste mecanismo uma subclasse herda todos os dados e operagdes da
superclasse a que estd vinculada. Neste caso uma subclasse expande ou especializa o
comportamento de uma classe. Por exemplo uma matriz pode ter uma subclasse para a
constru¢do de matrizes quadradas, que especializa o conceito impondo que as dimensdes

de uma matriz sejam iguais.

A nova classe pode sobre-carregar, ou substituir, uma operagdo de sua
superclasse de forma a refinar ou especializar o seu comportamento. Em algumas
linguagens o sobre-carregamento pode ser realizado nos operadores dos tipos primitivos

(47, *=*, ¥’ /). Esta capacidade ndo foi implementada na linguagem Java.

A representagdo de um sistema computacional numa perspectiva de analise,
projeto e mesmo de implementagdo € realizada através da notagdo UML (Unified Modeling
Language). Esta linguagem de modelagdo de programas foi estabelecida em 1995 pelo
OMG (Object Management Group) a partir da fusdo dos trés métodos de modelagdo mais
proeminentes a época (Fowler e Scott, 2000; Furlan, 1998). Trata-se de uma notagao
intensamente visual e grafica utilizada para especificar, visualizar. documentar e construir

programas de computador.

Os recursos da notagdo UML a serem empregados no processo de analise,
projeto e implementagdo dos Métodos sem Malha sdo os mais comuns, tais como a notag¢éo
de interface, classe, heranga, associagdo etc. A Figura 1.1 apresenta a simbologia
comentada dos elementos da notagdo empregados neste trabalho. Os diagramas foram
produzidos utilizando-se a versdo comunitaria da ferramenta CASE (Computer Aided

Software Engineering) de construgdo de programas Poseidon for UML (2003). Esta
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ferramenta gera automaticamente o codigo de programagdo Java correspondente ao projeto

desenhado.

<<interface>> o
Define tipo abstrato |

Tipo PR
Comentarios lﬁ
g ~ ZIA Associagdo
R ~ | por agregagao
= : 1 Classe C
Classe A
_ _ | -attributos : int

e — |

Dados. ‘ﬁ’ ) Gy i

. Operagdes e algoritmos.B‘
Associagao -
\/ o
SubClasse A
Classe B Simbolo de heranga. [i

Figura 1.1 — Simbologia basica UML para modelagem de classes.

A utilizagdo dos conceitos de orientagdo a objetos conduz a solugdes de
projetos de classes e de comunicagdo entre objetos que podem ser repetidas como padrao.
Gamma et al. (2000) descrevem uma série de padrdes de boas solugdes reutilizaveis para
construgdo de programas orientados a objetos. Estas descrigdes de objetos e classes que se
comunicam, devem ser customizadas para resolver um problema especifico em um
contexto particular. O conhecimento dos padrdes de projeto é fundamental para a
construgdo de programas robustos fundados em solugdes ja testadas. Exemplos da

aplicagédo de alguns desses padrdes serdo descritos ao longo deste trabalho.

Como referido acima, os experimentos das solugdes de programagdo propostas
serdo realizados com a linguagem Java (Jandl, 2002; Lemay e Cadenhead, 2001). Mais do
que uma linguagem, Java se constitui num grande ambiente de desenvolvimento e
execucdo de programas. Dai resulta uma ampla possibilidade de utilizagdo tanto para

aplicagdes comerciais como cientificas.
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Além de ser uma linguagem concebida, e ndo adaptada, para ser orientada a
objetos, o que facilita a compreensdo desses conceitos e a sua implementagio, Java possui

extrema portabilidade sendo independente de plataforma e de sistema operacional.

Uma questio relevante que se coloca é a de performance. Como ja mencionado
uma caracteristica chave de Java é a portabilidade. Para isto Java opera numa forma
pseudo-interpretada. As técnicas de compilagdo just-in-time e os avangos da mdaquina
virtual Java, criaram condi¢es para performances aceitdveis e comparaveis em muitos
casos aos obtidos por linguagens puramente compiladas como C++ e Fortran (Moreira ez
al., 2000; Boisvert ef al., 1998) . Cabe mencionar a existéncia de compiladores Java para

plataformas especificas, que aumentam a performance, com a conseqiiente eliminagéo da

portabilidade.
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1.5- CONTEUDO DA TESE

A organizagdo do trabalho segue o enfoque conceitual requerido pela andlise
orientada a objetos. Assim o Capitulo 2 descreve a formulagio matematica e decorrente
modelagio computacional do Método dos Residuos Ponderados. Como se trata da
abstra¢do mais abrangente na abordagem orientada a objetos dos Métodos sem Malha o
capitulo conclui com a apresentagio do mapa a ser trilhado para a construgdo da interface
de programagio de aplicativos, cujos pacotes de classes serdo descritos nos capitulos

seguintes.

No Capitulo 3 desenvolve-se o procedimento critico na concepgdo dos métodos
de discretizagdo de maneira geral e dos Métodos sem Malha em particular que séo as
técnicas de aproximagdo e interpolagio para constru¢do de fungdes de aproximagio local

denominadas usualmente de fungdes de forma.

Os Métodos sem Malha analisados na tese estdo detalhados no Capitulo 4.
Como assinalado anteriormente, optou-se por estudar quatro métodos, dentre os mais
significativos: Método das Diferengas Finitas Generalizadas, Método de Galerkin sem
Malha, Método sem Malha Hierarquico e Método do Ponto Finito. Apresenta-se ainda um

padrdo para a construgdo de classes que modelam um método de discretizagao.

No Capitulo 5 apresenta-se o detalhamento da modelagdo computacional de um

problema utilizando-se como exemplo o Método de Galerkin sem Malha, aplicado a

elasticidade bidimensional.

O projeto orientado a objetos da interface de programagio para implementagdo
de aplicativos ¢ apresentado no Capitulo 6, em complementagdo e detalhamento das
classes especificas apresentadas nos capitulos anteriores. Constam, também, as classes para
modela¢do do dominio e de sua discretizagdo, de especificagdo do problema, dos métodos

de discretizagdo e de classes matriciais.

O Capitulo 7 ilustra como o projeto proposto permite a expansdo para novos
métodos, constituindo-se em bancada de experimentagdo numérica desses métodos.
Apresenta-se um método novo que utiliza o critério de Petrov-Galerkin no Método dos
Residuos Ponderados e expansio em série de Taylor na definigdo das fungGes de forma da

aproximagdo local como utilizado no Método das Diferencas Finitas Generalizadas.
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Uma compilagdo das principais conclusdes mencionadas ao longo do
desenvolvimento do trabalho encontra-se no Capitulo 8. Que também relaciona algumas

possibilidades de continuidade da pesquisa e de trabalhos futuros.

14



2 - METODO DOS RESIiDUOS PONDERADOS

2.1 - INTRODUCAO

A formulacgo de problemas de meios continuos em engenharia conduz, via de
regra. a sistemas de equagdes diferenciais e condigdes de contorno impostas as variaveis
incognitas em um determinado dominio. Esses sistemas de equagdes sdo compostos pelas
chamadas equagdes de campo (governing equations), e descrevem o modelo mecénico em

estudo . Para um problema escalar essas equagdes tém a forma

A(u)=b em (2.1)

e condi¢des de contorno

B(u)=t em [,
(2.2)

u—up=() em [,

onde A ¢ B sdo operadores diferenciais, b e t representam for¢as ou fontes externas

atuando sobre o dominio (2 e sobre o contorno /7, respectivamente. O valor u, € o valor

de u prescrito sobre /7, . O contorno I~ foi decomposto em um contorno /7, , chamado de

Neumann ou for¢ado ¢ um contorno /7, , denominado de Dirichlet ou essencial de modo

que I'=I,Ur,.

A Figura 2.1 apresenta para um dominio bi-dimensional a representagdo do

espago da solugdo de um problema do tipo regido pelas equagdes (2.1) e (2.2).

Solugdes analiticas sdo geralmente limitadas aos casos de configuragdes mais
simples. A complexidade da maioria dos problemas (da natureza) leva a busca de solugdes
tratadas por métodos aproximados. Em engenharia um procedimento padrdo € a
transformagdo do meio continuo em um meio discreto a partir do qual se estabelecem
equagdes algébricas que permitem obter uma solugdo geral do problema com um numero

finito de parametros ou coeficientes incognitos.
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Figura 2.2 — Aproximagao do meio continuo por dominio discreto.

Na Figura 2.2 um dominio bi-dimensional continuo foi substituido por um

dominio discreto onde se atribui a cada ponto geométrico (x,,y,) propriedades do
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problema tratado. como o valor da solugdo e de suas derivadas, chamado agora de ponto

nodal.

A analise do problema discreto em pontos nodais e expresso pelas equagdes
diferenciais (2.1) e condigbes de contorno (2.2), pode ser empreendida através das

seguintes formulagdes (Felippa, 2000):

e Forte — abordagem direta das equagdes de governo do problema.

e Integral — transformagdo da formulag@o forte numa expressao

integral média sobre o dominio,

e Variacional - formulagdo representada por um funcional cuja

condi¢dio estacionaria gera as formulagdes forte e integral.

Na formulagdo forte as equagdes diferenciais sdo aproximadas localmente por
equagdes de diferencas. Este tipo de aproximagdo tende a magnificar erros locais,
caracteristica peculiar do processo de diferenciagdo (Hildebrand, 1956). Ao contrario, a
formulagdo integral tende a suavizar de forma excessiva os erros locais. Neste caso €
bastante comum o rebaixamento da ordem das equagles diferenciais através de um
procedimento de integracdo por partes, conduzindo a chamada formulagdo integral fraca.
A abordagem através da formulagdo variacional permite a utilizagdo do tratamento
matematico rigoroso e poderoso do Calculo Variacional. Infelizmente nem todos os

problemas da mecénica sio regidos por um principio variacional conhecido.

Cada uma das formula¢des para analise do modelo matematico possui uma
forma natural de método de discretizagdo. Na formulagdo forte o Método das Diferencas
Finitas substitui as derivadas por diferengas, obtidas por expansdo em série de Taylor. Na
formulagdo integral o Método dos Residuos Ponderados define uma solugdo aproximada
para todo o dominio. Em fungio da ponderagio adotada surgem varios métodos:
Colocagdo, Sub-Dominio, Minimos Quadrados, Galerkin e Petrov-Galerkin. Na
formulagio variacional o Método de Rayleigh-Ritz é historicamente o primeiro método de

discretizagdo.

Na Figura 2.3 encontram-se representadas as trés formulagées com as
possibilidades de transformagdo entre as mesmas e os métodos naturais de discretizagéo.

Apresenta ainda o Método dos Elementos Finitos que é uma aplica¢io local em elementos

17



do Método de Rayleigh-Ritz, na sua dedugdio por formulagdo variacional, podendo ser

também apresentado através da variante Galerkin do Método dos Residuos Ponderados.

Cabe mencionar. de modo a apresentar um quadro mais completo dos métodos
de discretizagio, o Método dos Elementos de Contorno que usa uma formulagdo integro-
diferencial, combinando no processo de discretizagdo uma solugdo analitica com

elementos finitos no contorno.

( FORTE >_———> Diferengas Finitas

——3 Sempre possivel
——» Usualmente impossivel
/

/
+’ INTEGRAL >
C VARIACIONAL
 J
¢ Residuos Ponderados
Rayleigh-Ritz
‘ Y
Galerkin
Elementos Finitos Colocacgao
Minimos Quadrados
Sub-Dominio

Petrov-Galerkin

Figura 2.3 — Formulagdes forte, integral e variacional, e métodos de discretizagdo.

Como sera visto no Capitulo 4, os Métodos sem Malha utilizam a formulagdo
integral fraca através de uma das subclasses do Método dos Residuos Ponderados,
distinguindo-se na forma da construgdo das fung¢des locais de aproximagdo que prescindem

de um elemento geometricamente simples como no caso do Método dos Elementos Finitos.

Neste trabalho sera utilizado o Método dos Residuos Ponderados como
arcabougo matematico para geragdo dos Métodos sem Malha. Dado o seu carater geral este
método pode ser visto como superclasse computacional que permite através de subclasses
especializadas implementar os principais métodos de discretizagdo, além das diferentes

cspecializagdes dos Métodos sem Malha, como mostrado na Figura 2.4.
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Método dos

<<interface>> [~ g
Residuos

‘ MWR Ponderados
Método das Método ods
Diferengas Elementos
Finitas 1 1 Finitos
]
1 1 : 1
FDM Collocation Galerkin FEM
GFD FPM EFG HpC

D Método do Método de - Método

iferencas
Finitas Ponto Finito Galerkin sem Malha
Generalizadas sem Malha Hierarquico

Métodos sem Malha

Figura 2.4 — Modelo de classes computacionais do Método dos Residuos Ponderados.
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2.2 - METODO DOS RESIDUOS PONDERADOS

De um modo geral, os métodos de aproxima¢do buscam uma solugdo

aproximada »" para a solu¢do exata u , através de uma seqiiéncia na forma

u=u =ia,¢, =¢'a (2.3)

onde a sdo coeficientes e ¢ sdo as fungdes base, que devem ser linearmente

independentes e constituir uma seqtiéncia completa.

Essas caracteristicas matematicas sdo de grande importdncia no processo de

aproximagdo. Uma seqiiéncia de fungbes ¢é dita linearmente independente se

ap, +ap +...+a ¢ =0, somente quando os «, sdo zero. Assim, para cada nova

fun¢do ¢ acrescida a solugdo u” existira um valor a, diferente de zero. O emprego desta

seqiiéncia numa das formulagdes fraca, integral ou variacional é condigdo necessaria para

se obter um sistema de equagdes algébricas linearmente independente.

Uma seqiiéncia linearmente independente é dita completa se um niimero m de

constantes a, pode ser encontrado, tal que:

”u -u' &g (2.4)

u-xag,
i=1

onde ||-|| é uma norma e & ¢ uma quantidade pequena. Portanto, a seqiiéncia no limite
(m — ) aproximara a fungfo u . Ou seja, 8 medida que se agregam termos a seqiiéncia se
obtém uma melhor aproximagao de u . Este critério de convergéncia estabelece, entdo, que
dado um conjunto ¢ completo. uma fungdo qualquer pode ser expandida em termos deste

conjunto. Assim, u"é inerentemente capaz de representar a solugdo exata u, desde que

seja usado um ntimero suficiente de termos.

A expressdo (2.3) é conhecida na literatura como fungdo tentativa, teste ou
prova. A escolha dessa fungdo atendendo a geometrias e a condigdes de contorno

complexas € extremamente dificil, tendo sido sua utiliza¢io limitada a casos mais simples.
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Levando-se a solugdo aproximada (2.3) ao sistema de equag¢des diferenciais

(2.1) resultara uma fun¢do erro £, chamada de fungdo residual

= Aw")-b] 2.5)
sendo & igual a zero para a solugd@o exata u .

Este residuo pode ser for¢ado a zero por todo o dominio, em um sentido médio,

fazendo-se a integral ponderada da fun¢do residuo £ igual a zero

IW, L& da=0 j=1.m (2.6)
1

onde W, € um conjunto de fungdes de ponderagéo.

Num sentido matematico. definindo o produto interno (a,b) por

(a,b) = Ia.b da (2.7)
}

se (a,b)=0, as fungdes @ e b s3o ortogonais. Ou seja, a operagdo (2.6) procura
pardmetros «,, presentes em u°, que ortogonalizem o residuo com uma fungdo de
ponderagdo W . Uma fungdo € zero sc cla for ortogonal a cada membro de um conjunto

completo de fungdes. Assim se W, for um conjunto completo a fungio erro € seréa nula no

limite quando m — o (Connor e Brebbia, 1977).

O mesmo raciocinio se estende as condi¢des de contorno, sendo entdo as

equagdes de governo (2.1) e (2.2) substituidas pelas seguintes equacdes de residuos

JAWJ[A(u")—b]dQ+ j W[ Bw')-t]dr+ j P?’j[u"-uup]d]"=0
2 /0 I
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A expressdo (2.8) constitui-se no Método dos Residuos Ponderados que € 0
procedimento mais geral para a solugdo numérica do sistema de equagdes diferenciais que

descrevem um dado problema fisico (Zienkiewicz e Taylor, 1989).

Em geral empregam-se fungdes u' e W que evitem que algum integrando se
torne infinito, buscando-se utilizar fungdes finitas univocas. Outra consideragdo importante

refere-se a continuidade de u”. Caso algum termo dos operadores A( ) ou B() possua

derivada de ordem n, as fung¢des de u” deverdo ter derivadas continuas até a ordem n—/,

continuidade C"'. Pode-se verificar que esta condigio garante um integrando finito.

A expressio (2.8) pode ter a ordem de suas derivadas diminuida nos

operadores A( ) e B(),aumentando-se a ordem das derivadas das fun¢Ges de ponderagdo
W, através de um procedimento de integragdo por partes. Com esta operagdo de
relaxamento da ordem dos operadores necessita-se de uma continuidade de menor ordem

para as fungdes de u” e, em contrapartida, uma maior continuidade para as fungdes de

ponderagéo W .

Esta operagdo bastante tipica nos métodos de discretizagdo € chamada de
Jormulagdo fraca das equagdes diferenciais e de contorno que regem o problema, como

sera apresentado na Segdo 2.3.

Varios critérios levaram a escolha de diferentes fungdes de ponderagdo W ,

quase todos desenvolvidos na primeira metade do Século XX. Crandall (1956), em seu
“Engineering Analysis” unificou a consideragdo dos diferentes critérios como sendo o

Método dos Residuos Ponderados. Os critérios mais usuais sdo:
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W, =6(x-x)) Colocagao

) j /I VxeQ2 .
. Hf} = l0 Vie Q Sub-dominio
W= e Minimos Quadrados (2.9)
6al
o LI Galerkin
J aa J
. WJ # NJ Petrov-Galerkin

onde & € o deltade Dirace ¢ = [A(u") - b:l ¢ o residuo no dominio.

Finlayson (1972) investigou de forma bastante completa o Método dos
Residuos Ponderados. Levando em conta a grande diversidade de problemas analisados
concluiu que a escolha do critério ndo € crucial, obtendo resultados similares
especialmente para aproximagdes mais elevadas. Uma possivel exce¢do ocorre em
problemas que possuem principio variacional associado. Neste caso o Método de Galerkin
¢ preferido dado a sua equivaléncia com o método variacional de discretizagdo (Rayleigh-
Ritz). Na maioria dos casos a escolha do critério pode ser estabelecida por conveniéncia

computacional.

O Método dos Elementos Finitos e o0 Método das Diferengas Finitas podem ser

considerados instincias particulares do Método dos Residuos Ponderados, com as fun¢des
de ponderagdo W, H_’ e V? definidas de diferentes maneiras (Onate et al.,1996). Mesmo

o Método dos Elementos de Contorno através de um processo de integragdo por partes
pode ser deduzido a partir do Método dos Residuos Ponderados (Zienkiewicz e Taylor,
1989; Brebbia e Dominguez, 1989). Na verdade, todos os procedimentos de aproximagdo
sem malha se enquadram, também, como uma forma particular do Método dos Residuos

Ponderados.
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2.3- FORMA DISCRETA DO METODO DOS RESiDUOS PONDERADOS

.. . - - h _
Como j4 mencionado o emprego da expressdo aproximada na forma u° = ¢ a

esta limitado aos casos de geometrias e condi¢des de contorno simples. A transformagao
do meio continuo em um meio discreto, como na Figura 2.2, permite reescrever a

seqiiéncia em fungdo de algum parametro nodal na forma

u' =Y N(x)a, =N'a 2.10)

1=/

onde n, ¢ 0 nimero total de pontos nodais no dominio; a, sdo parametros nodais, todos ou
alguns incognitos, tais como o valor da fun¢do u(x,y,) ou sua derivada u_(x,,y,), sendo

(x,,y,) um ponto geométrico conhecido; e N (x) sdo fungdes expressas em termos de

variaveis independentes.

As fungdes N, (x) s@o conhecidas como fungdes de forma e determinadas nos

métodos tradicionais de discretizagdo (Método dos Elementos Finitos e Diferengas Finitas)
a partir de uma geometria simples definidas com » pontos nodais, ja nos Métodos sem
Malha os pontos ndo sdo definidos por uma geometria. Em qualquer dos casos o valor de

n adotado € bem menor que 7.

De um modo geral pode-se expressar as fun¢des de forma N, em termos das
fung¢bes de base ¢,. Para tal pode-se tomar n pontos nodais e escrevendo os pardmetros
nodais a, em termos das fungdes ¢, calculadas nas posi¢des nodais a,, e dos coeficientes

Q. , assim

" N s (2.11)

ou simplesmente
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a=Ca (2.12)

Como as fungdes base ¢ sdo linearmente independentes, ¢ como o numero de pontos

nodais escolhidos n ¢ adotado da mesma dimensdo da base m, a matriz C pode ser

invertida e os coeficientes @ podem ser expressos em fungdo dos pardmetros nodais a

a=C'a (2.13)
Levando-se em (2.3) obtém-se
u=¢g'a=¢9'C'a=N'a (2.14)
ou seja
N =o' C”’ (2.15)

como apresentado em (2.10).

Substituindo a aproximagdo a parametros nodais na forma (2./0) na expressdo

integral de residuos (2.8) obtém-se

[ W, ANTa)-b]d2+ J- W[ BN a)y—t]dr+

w2

!

(2.16)
+ J. W[Na-u |dr=o0 j=l.n
T,

Neste formato o nimero de equagdes algébricas resultante ndo € mais igual a
dimensdo da base m mas sim igual ao nimero de pontos nodais do dominio discretizado
n,.

A expressdo de residuos na forma (2./6) pode ter a ordem das derivadas dos
operadores reduzida a partir da integragdo por partes da integral sobre o dominio. Esta
operagdo conduz a chamada formula¢do fraca que além de reduzir a ordem dos

operadores, que em decorréncia passa a exigir uma menor ordem de continuidade das

fun¢des de forma N, incorpora outras propriedades & formulagio discreta do Método dos
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Residuos Ponderados. Com fregiiéncia a forma resultante é fisicamente mais coerente do
que a expressdo (2.16), uma vez que permite a descontinuidade das derivadas, impedida
pela excessiva suavizagdo decorrente da operagdo que zera o erro num sentido médio

através da integragdo no dominio (Zienkiewicz e Taylor, 1989).

A obtencdo da forma discreta da formulagdo fraca sera ilustrada utilizando-se a
equagio de Poisson sobre um dominio bidimensional mostrado na Figura 2.5. Seja o

problema de campo

_4(u)=f:(p"ﬂ)+i(p@)=b em O

ax\"ax/) ay\" oy
Buy=q=p===t em 1 (2.17)
on
u=u, em [,

onde p, b, t,e u, sdo constantes e Ou/on é aderivadanormala /.

| y Pontos

J q=p?=0 singulares
on v
v(,///////////////////‘ e
D I, C \
du A(u)=5b -
,Dg-n— I I = % b
qd = > q—Pa
Ou 2 »
—P .
ox
(A 9 E I B’f + >x
u:u; u=up
Iy s+ T, vl
rex a ruerE+rEB

Figura 2.5 — Dominio bidimensional regido pela equagdo de Poisson.

Fazendo a integrago ponderada do residuo de cada equag¢io em separado vem
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j{y(i( ﬂ\_F%[pQ _b\’ dQ =0 j:]...n (218)
/?] / v =

o \Pa) )
IW[p@-z dr=0  j=1l.n (2.19)
. 'L on 4
’ —
J Wlu-u)dr=0  j=l.n (2.20)
.

Integrando-se por partes o primeiro termo da integral sobre o dominio em

(2.19) obtém-se

B -6[{"( _G_u\\ aW’(gQ{]_
B Pal” )

Como as fungdes de ponderagdo sdo arbitrarias, sera adotado W =W .

on

e + J-WJ [paquF 0 (2.21)
A

Levando (2.21) em (2.18) e subtraindo (2.19) as expressdes resultantes sdo

-J‘[a—WL(pQ‘i)+aW*|/ a“] |d.Q+ J. W[p@-}df=
Lo Y] Py L an

(2.22)
zJ-W}bd.Q— rW!tdF j=1.n,
7} e
I W[u-u)dr=0 j=1.n, (2.23)
!-H
Como em /", o valor de u € prescrito, verifica-se que a expressdo ¢, = p%’i
n

dita fluxo, sera incognita. Percebe-se entdo que no processo de enfraquecimento da

continuidade na integral de residuos o fluxo ou/dn em I, passou a integrar numa mesma

expressdo as incognitas do problema.

Assim, adotando-se as formas discretas u = N'a, para a incognita principal,

— ===
g, =N q para a incognita secundaria e u, = N u. como ilustrado na Figura 2.6, ¢
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substituindo-se em (2.22) e (2.23), chega-se a0 seguinte sistema linear de equagdes

i i

algébricas

onde

oW T\ ow ™Y
K=_I[a f,(paN )+ ’|{paN Nd() (2.25)
ol &\ Ox oy \ by
~
F= IWde.Q—J W otdr (2.26)
[ W
H= | wN ar (2.27)
o,
G=| wWN"ar (2.28)
/"
U= Jf W N udl (2.29)
rI

Cabe observar que as fungdes de forma N, devem possuir continuidade C’ ¢ as

fungdes de forma N, devem possuir continuidade no minimo de C°. Nada impede que se

adote N, = N, com algum custo computacional extra.

Os métodos considerados neste trabalho , derivados do Método dos Residuos

Ponderados, sdo obtidos com a utilizagio de dois critérios: Colocagdo, onde

W =6(x~x) eGalerkin,onde W =N .

Aplicando o critério de Colocagao as equagdes (2.25) a (2.29) e considerando-
se as propriedades da fungdo delta de Dirac (Sokolnikoff e Redheffer, 1966), que se

comporta como uma fung¢io generalizada (Gel’Fand e Shilov, 1964), chega-se a
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i(pa\' \+i(p§,\' \; para j€(2- 1)
g(paw')+i(pa~ )_(pa/v | oN n) vara jE I
ox\  ox oy oy Oox oy
F=b(x)|,~tx)|, U=u,x),
= (2.31)
G=N'(x) H=N (x)
r, r,

A matriz K considera a descontinuidade que ocorre na fungdo de ponderagdo
delta de Dirac ao passar pelo contorno (Gel’Fand e Shilov, 1964). Essa expressdo pode ser
deduzida através de integragdo por partes aplicando-se as propriedades da fungio delta de

Dirac ao final do procedimento.

O formato acima de aplicagdo do critério de Colocagdo difere da pratica
tradicional que impde o critério na formulagdo forte da expressdo de residuos, quando ndo
nas proprias equagdes diferenciais, e nao na forma fraca como aqui. A exposi¢do acima
permite a inclusdo dos pontos gémeos no contorno e acrescenta o termo de contorno na
matriz K . Cabe lembrar que muitos procedimentos numéricos com critério de Colocagao
possuem flutuacio numérica dos resultados em torno da solugdo exata que ¢ estabilizada
com termos adicionais quase empiricos (Onate e Idelsohn, 1996). A formulagdo acima sera

relacionada como trabalho para estudos futuros.

Esta formulagao permite uma abordagem dos pontos singulares do contorno,

ou seja, pontos geométricos onde ocorrem variagdes dos valores conhecidos de # ou ¢ no
contorno e de mudanga brusca da geometria. Nesses locais pode-se adotar dois pontos

nodais distintos para a mesma coordenada geométrica (x,,y,), em outras palavras pontos

“gémeos” como na Figura 2.6. Esses pontos sdo decorréncia matematica da formulagdo
integral fraca adotada. Na verdade esses pontos s3o os limites de integragdo das integrais

do contorno.
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(u=u";.q) (u,q=0)

I, Detalhe

Figura 2.6 — Discretizagdo do dominio em pontos nodais. Pontos nodais gémeos em uma
singularidade do contorno.

Para a aplicagio do critério de Galerkin adotam-se as fun¢des de ponderagdo
W = N eW,= p ; diretamente nas equagdes (2.23) a (2.29). As integrais resultantes sao

obtidas usualmente utilizando quadratura gaussiana nos moldes do realizado nos elementos

finitos isoparamétricos.

As duas formulagdes apresentadas correspondentes aos critério de Colocagao e
Galerkin, permitem estabelecer de forma bastante geral o sistema de equagdes algébricas
dos métodos de discretizagdo que serdo detalhados no Capitulo 4. A dedug@o partiu de uma
formulagio fraca do Método dos Residuos Ponderados que permite a utilizagdo de fungdes
de forma de ordem mais baixa, incorpora as condigdes de contorno essencial e for¢ada e
surpreendentemente permite que a variavel primaria u possua derivada descontinua,
possibilidade fisicamente compativel que a formulagdo forte (2./) e (2.2) e mesmo a

equagdo de residuos original (2.8) ndo admitiam (Zienkiewicz e Taylor, 1989).

O procedimento ilustrado através da equagdo de Poisson é bastante geral,
podendo ser utilizado em outros problemas como o de elasticidade bidimensional, como

sera visto no Capitulo 5.
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2.4 - CARATER LOCAL DOS METODOS DE DISCRETIZACAO

A construgdo da expressdo aproximada a pardmetros nodais

W =Y N(x)a =N"a (2.32)
=/

com contribui¢do de todos os pontos nodais n, do dominio ndo considera que o valor da

aproximagdo em um ponto geométrico (x,,Y,), u"(x,.,y,), ¢ mais influenciada pelos
pontos nodais mais proximos desse ponto geométrico. Por outro lado o carater global das
fungdes de forma N, na expressdo (2.32) torna a sua determinagdo para diferentes

geometria e condi¢des de contorno bastante complexa. Para ndo mencionar que se a base
de fungdes ¢ for composta de mondmios, por exemplo, sistemas de ordem até mesmo

pouco elevada conduzem a notoria instabilidade numérica.

Desse modo as fungdes de forma N, sfo construidas com um caréter local
através da considera¢do de um nimero de pontos » muito menor que o numero de pontos

n, de discretizagdo do dominio, passando a possuir valores diferente de zero apenas em

um subdominio £2 de (2, como na Figura 2.7.

Figura 2.7 — Fungio de forma global sobre todo o dominio e fun¢do de forma local.
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A consideragdo das fun¢des de forma com carater local no sistema de equagdes

algébricas (2.24) do Método dos Residuos Ponderados permite substituir as integrais por

todo o dominio 2 pelo somatorio das integrais dos subdominios (2 , assim por exemplo a

equagao (2.25) torna-se

Kz_J'[f?W;'paN" o, ( 6Nj’d0
ox \ o "y

3 [[F) 55

onde n, é o namero de sub-dominios. Este procedimento estende-se as demais integrais.

(2.33)

Pode-se observar que neste formato as fungdes de ponderagdo W, e de forma
N, terdo muitos termos nulos, ou de outro modo, somente o conjunto de pontos nodais
pertencentes ao subdominio €, possuirdo valor diferente de zero. Assim pode-se definir

uma matriz local K, cuja dimensio depende do niimero de pontos nodais em (2, € um
k

operador de montagem (ou assembler) Ak que mapeia os termos da matriz local K, do

subconjunto de pontos nodais de 2, para a matriz K dos n_, pontos nodais do dominio

{2, portanto

e 1

K= kA}Kf. (2.34)

Esse operador toma formas especializadas conforme o critério seja de

Colocag@o ou Galerkin. No critério de Colocagdo K, toma a forma de um vetor linha e

no critério de Galerkin K, ¢ uma matrizz. A Figura 2.8 ilustra o procedimento de

montagem e as formas especializadas das classes computacionais Assembler que serdo

consideradas.
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AssemGalerkin

<<interface>>

Assembler
I 1
1
L AssemCollocation Assem@Galerkin
x x x x
L x x * x
AssemCollocation

Figura 2.8 — Operagdio de montagem da contribui¢o local na matriz global com critério de
colocagdo e Galerkin.

Como mostrado na Figura 2.8 um ponto nodal pode pertencer a mais do que
um subdominio existindo. neste caso, uma superposi¢do das contribuigdes locais. Este
acoplamento ¢ bastante corrente nos métodos de discretizagdo levando a uma concentragéo
das contribui¢des em torno da diagonal num formato matricial em banda. Isto decorre do
carater local das fungdes de forma que ndo consideram a influéncia dos nos distantes sobre

o ponto em consideragao.

Em geral os métodos de discretizagdo utilizam alguma forma de conectividade

entre os nés do subdominio £2, como forma de gerar as fungdes de forma N,. Por

exemplo, no método das Diferengas Finitas é utilizada uma conexdo pontual denominada
de molécula (ou star), no Método dos Elementos Finitos a conectividade entre os nos do

subdominio define o elemento. Este elemento que se confunde com o subdominio €

utilizado também como dominio de integragdo de K . Nos Métodos sem Malha as

fungdes de forma sdo obtidas a partir dos nds pertencentes ao subdominio sem a
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considera¢do de nenhuma conectividade entre esses nos, tratados em seu conjunto, como

nuvem (cloud). A Figura 2.9 ilustra.

molécula

elemento

o
&
o e i
- 1 2 i 5

cloud

Figura 2.9 — Conectividade de pontos nodais por molécula, elemento € nuvem.

Na verdade o que se busca € a associagdo de um dado ponto do dominio com
um conjunto de pontos nodais circunvizinhos de modo a permitir a construgdo de uma

aproximacdo local. Assim pode-se dizer que tanto a organizag¢do em molécula como em
elemento sdo casos particulares da organizagdo por nuvem.
Na defini¢do da matriz local K, estdo incorporados além do tipo de fungdo

de forma local N , e portanto da existéncia ou ndo de uma conectividade, o tipo de

problema a ser resolvido (potencial, elasticidade etc), caracterizado pelo operador e

propriedades incorporadas ao integrando de K 0, - Assim, para cada problema a ser

implementado computacionalmente, devem-se prover as diferentes matrizes locais que um

determinado método requer.
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2.5- EXEMPLO DE APLICACAO — BARRA ELASTICA

De modo a exemplificar a aplicagdo dos fundamentos tedricos de Método dos
Residuos Ponderados, acima expostos, sera considerado o problema unidimensional da

barra elastica submetida a esforgo axial regido pelas equagdes

d( du’
A(u)=—|(p—uJ=—b para  2:0<x<L (2.35)
de\ dx
dy
Buy=q=p— n,=Q, para [,:x=1L (2.36)
dxx:L
u(@)y=u,=0 para I :x=0 (2.37)

onde p = p(x), b=b(x), u,, O, sdo dados conhecidos e n, é o co-seno diretor na

dire¢do normal. A Figura 2.10 ilustra um problema especifico

(x) = b(x) Ly
xX)= =
P Y
7 X 0 =
2 .................................................. _{ =
Ar, (x=0) 2 Fix=10)
[ =] p=plx)=EA
= E = Modulo de elasticidade

A= Area da segao transversal

Figura 2.10 — Barra elastica submetida a esfor¢o axial.

Outros problemas de valor de contorno elipticos de segunda ordem possuem
formulagdo bastante semelhante a apresentada para a deformagdo axial de uma barra

unidimensional (Reddy, 1993).

O problema serd resolvido com a utilizagdo do critério de Galerkin na
formulagdo fraca desenvolvida na Segdo 2.3. De forma bastante similar a equagio de

Poisson chega-se a
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K=.'.N,xpN_xrd!2 H=NN
()

: (2.38)

F= J.Nbd.(2+NQ0|r G=NN'
Q2

A fungdo N no contorno pontual /[, pode ser escolhida de modo

relativamente arbitrario. No caso pode-se adotar como constante ou mais especificamente

sera adotado N = /. Na escolha das fungdes de forma N serdo adotadas fungdes com

carater local, em subdominios, como apresentado na Seg@o 2.4. A Figura 2.11 mostra as

fungdes lineares com valor unitario no ponto nodal adotadas, ou seja N,(x,) =1 para i=j

e N,(x,)=0 para i # j.Portanto, com a chamada propriedade delta de Kronecker.

g(x) =b(x)=x

PR S — A — A — e e

3
I
>
AN

r, o
] N

1 N,

1 N,

I N

20 .

Figura 2.11 — Fungées de forma lineares definidas localmente.
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Ao aplicar os dados do problema e efetuando as integragdes, bastante simples,

chega-se
4 4 0 0 0] ' 1/96 0 1
4 8 -4 0 0 1116 0 0
K=|0 -4 8 —4 0| F={1/8 0 H=G=:0y U={0| (2.39)
0 0 -4 8 -4 3/16 | |0 0
0 0 0 -4 4 11/96| 1] 0

Deve-se observar na equagdo (2.24) que a montagem de K considerou as

matrizes K, e sua superposi¢do. Verifica-se também a caracteristica de matriz em banda.

Levando ao sistema (2.24), ou seja montado a equag@o matricial

K H}[al:jF'l’ (2.40)
6" o]le) U]
e resolvendo obtém-se
a’ ={ 0.0000 0.3724 0.7292 1.0547 1.3333} (2.41)
q={1.500} (2.42)

A Figura 2.12 apresenta a solugdo analitica e a solugdo discreta determinada
acima. Percebe-se¢ que a varidvel primaria u« obtida possui bom ajustamento com a

equagdo analitica. Ja o esfor¢o axial, variavel secundaria du/dx, apresenta o resultado

escalonado devido a continuidade C' empregada nas fungdes de forma N,.

Devido ao tipo de fung¢des de forma escolhidas verifica-se que a|‘,.. —u , desta

forma o sistema pode ser simplificado e resolvendo-se para os pontos nodais incégnitos o

sistema (2.40) transforma-se

(2.43)
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onde a, se refere aos pontos nodais incognitos, a, aos pontos nodais conhecidos em r,.

Como o sistema (2.43) est4 desacoplado e K, é simétrica positiva definida chega-se

{a;}—-_-[[{”]"{j; _Ku a:} (2.44)

(2.45)

{Q'} :{f} L {K:: a:} - {K:.ra.*}

Ou seja, nas condigdes especificas consideradas € possivel resolver apenas o
sistema com pontos nodais onde o pardmetro correspondente & variavel primaria u seja
incognita (Bathe, 1996; Cook er al., 1989). Na verdade o exemplo acima apresenta a
formulagdo Galerkin do Método dos Elementos Finitos.

Deslocamento Esforgo axial interno

1.4 T 1.6
Solugao: ' Solugao
1.2 Analitica —— Analitica
! ° FEM 1.5z | ==--- FEM
1t Lo 9P '
1.4¢ ' 1
0.8t x :
S 1.3 . - .
© "
S0.61 '
1.2F :
0.4 j
0.2} 11 I
o 1
0 0.5 1 0 0.5 1
X X

Figura 2.12 — Solugdes analitica e discreta da barra elastica.
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2.6 - DECOMPOSICAO POR OBJETOS COMPUTACIONAIS DO METODO DOS
RESIDUOS PONDERADOS

Nas secdes anteriores foram apresentados os aspectos mais relevantes da
modela¢do matematica, utilizando-se o Método dos Residuos Ponderados, de problemas de
valor de contorno elipticos. A abordagem apresentada propicia um arcabougo matematico
geral para a dedugdo de diversos métodos de discretizagdo do continuo. O alto grau de

abstragiio ¢ um dos requisitos para a modelagem computacional orientada a objetos.

Assim a Figura 2.13 procura representar de forma bastante genérica a descri¢do
geométrica de um dominio, suas condi¢des de contorno e propriedades, bem como um
modelo de discretizagio através de pontos nodais representando o modelo fisico.
Apresenta-se ainda uma representagio do modelo matematico através da equagio integral
ponderada de residuos, do sistema algébrico de equagdes lineares e da expressdo de

montagem da aproximag¢do local no sistema global.

Um modelo computacional constituindo-se em um projeto orientado a objeto
do Método dos Residuos Ponderados esta proposto através dos pacotes de classes
apresentados, também, na Figura 2.13. Um pacote (package) agrupa diversas classes
relacionadas permitindo uma decomposi¢do organizada do modelo computacional. Na
visdo orientada a objetos 0s pacotes permitem a divisdo de um sistema em unidades de alto

nivel reunindo as classes correlacionadas.

O pacote Domain permite criar um objeto que descreve as caracteristicas
geométricas do problema. Como ser4 visto no Capitulo 6 a defini¢do da geometria parte de

uma abordagem de CAD (Computer Aided Design).

O pacote Discret modela a discretizagdo do dominio, ou do objeto criado de
Domain, para os diversos métodos implementados. Este pacote possui classes para a
discretizagdo em pontos nodais do contorno, e do dominio, e para discretizagdo em células

de integrag@o (ou elementos). O seu detalhamento sera apresentado no Capitulo 6.

O pacote Problem possui duas responsabilidades. A primeira € a modelagdo
dos dados de um problema, tais como constantes, e fung¢ées que representam as fontes € as

condiges de contorno. A outra atribui¢do € a de fornecer as matrizes locais para a
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montagem do sistema de equagdes lineares que caracterizam o Método dos Residuos

Ponderados. O Capitulo 5 apresenta o projeto deste pacote.

Modelo Computacional

Modelo Fisico ]

61

(61

Descrigéo do Problema

-——

l‘ Alw)=>
Woa 0

Discretizagao
- Star
A
1 —74.
\ .
~ - .
. —

Element

Cloud

MWR Analysis

Domain

Discret

6 |

Utility

k Modelo Mateméticol
\-f WJ A(Nra) - b] do+

Termos de _ 0
contorno

61
Numerical
JMatrix

Capitulo
(3]

Pacote

Figura 2.13 —Modelo Fisico, Modelo Matematico e Modelo Computacional.

O pacote MWR possui classes para a defini¢do dos dados de cada método de

discretizagdo implementado. Assim estas classes serio um container dos objetos que

compdem um método, tais como qual tipo de fungdo de forma, procedimento de integra¢do

se for o caso, dentre outros. Recebem também os objetos que caracterizam o dominio, a

discretizagdo e o problema. agindo como diretores que coordenardo a montagem do

sistema de equagdes algébricas. Estas classes serdo detalhadas nos Capitulos 4 € 6.

O pacote ShapeFunc possui classes para defini¢do das fungdes de forma.

Permite a defini¢do de classes para os Métodos sem Malha e do Método dos Elementos

Finitos. Para os Métodos sem Malha o pacote possui classes para definicdo da base de

fung¢Ges, da fungdo de ponderagdo e da estratégia de formag¢do das nuvens de pontos

nodais. O detalhamento do pacote encontra-se no Capitulo 3.
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O pacote Analysis concentra as classes e principalmente os métodos que
possibilitam a construgio de algoritmos para solugdo das equagdes algébricas. Das
diferentes modelagdes existentes na literatura das classes de analise, uma das mais simples,
extensiveis e robustas ¢ a implementagdo feita por Zienkiewicz ¢ Taylor (1989) através de
macro-instrugdes. No Capitulo 6 a classe Analysis proposta € uma releitura orientada a

objetos dessa abordagem.

O pacote Numerical reune as classes que implementam os métodos
numéricos basicos, tais como integragdo gaussiana, solu¢do de sistemas de equagdes
algébricas, bem como os objetos fundamentais na descrigdo de métodos de discretizagdo
que sdo os objetos vetores e matrizes. Neste caso se utiliza o pacote JMatrix (Sanchez e

Pulino Filho, 2003).
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2.7 - COMENTARIOS FINAIS

Na dire¢do do desenvolvimento de uma estrutura computacional orientada a
objetos que facilite a criagdo de programas de computador para problemas modelados
pelos Métodos sem Malha optou-se como ponto de partida tedrico a formulago
matematica do Método dos Residuos Ponderados. Do ponto de vista computacional esta
abordagem permite projetar um conjunto de componentes que facilitardo a implementagdo
das diferentes variantes dos Métodos sem Malha, como, também a implementagdo de

outros métodos, como por exemplo, o0 Método dos Elementos Finitos.

A abordagem do critério de colocagdo em uma formulagdo fraca ndo foi
observada na literatura. Como sera visto no Capitulo 4 os métodos de colocagdo ndo

seguem na dire¢do apresentada. Um estudo mais aprofundado pode conduzir a um novo

Método sem Malha.

A decomposi¢do em objetos computacionais proposta visa a criagdo de um
projeto (design) que possa ser ampliado e estendido de forma consistente e robusta. Nao se
constréi um aplicativo, mas um conjunto de classes que podem ser reaproveitadas e
expandidas para a construgdo de aplicativos especificos. Busca-se, entdo, a construgdo de
uma estrutura computacional (framework) que é um conjunto de classes que cooperam
entre si e que constroem um projeto reutilizavel para uma area de conhecimento especifica
(Gamma er al., 2000). Uma estrutura computacional de classes que facilite a

implementagdo de métodos e problemas discretizados por Métodos sem Malha.
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3- TECNICAS DE APROXIMACAO E INTERPOLACAO. FUNCOES
DE FORMA

3.1 - INTRODUCAO

Na Secdo 2.4 foi apresentada uma importante caracteristica dos métodos de

discretizagdo que é o carater local da aproximagéo da solugdo, conferido pela adogdo de

fungdes de forma N com valor diferente de zero num subdominio (2, de {2 com um
numero de parametros nodais n,, , geralmente, bem menor que o nimero de pontos nodais

n, do dominio. Assim

N(x)#0 se x € (2

(3.1)
N(x)=0 se x g {2

Tanto no Método dos Elementos Finitos quanto no Método das Diferengas
Finitas os pontos nodais do sub-dominio 2 sdo conectados numa estrutura geométrica
previamente definida, chamada malha. Nos métodos ditos sem malha os pontos nodais s&o

dispersos, como nuvem (cloud), sobre cada sub-dominio 2 sem nenhuma interconexao

prévia.

Fung¢Ges de aproximagdo baseadas num conjunto de pontos nodais dispersos €

sem interconexdo seguem na literatura trés linhas de investiga¢do. A mais antiga utiliza a

. ~ ’ . ~ h roe
aproximagdo de nucleo (kernel) para a aproximagdo u (x) sobre o dominio €2 na forma

=

u'(x) = j w(x = y,h) u(y) ds2, (3.2)
2

onde w(x— y,h) é o nicleo (kernel) ou fungdo peso e 4 ¢ uma medida da dimensdo do

suporte, no qual w(x — y) ¢é diferente de zero (Lucy, 1977 apud Belytschko et al., 1994).

As aproximagdes de Métodos sem Malha podem ser baseadas também em

parti¢des da unidade (BabuSka e Melenk, 1997), que se constitui em um paradigma no qual
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um dominio ¢ coberto por sub-dominios 2 , cada um associado com uma fungéo ¢, que é

diferente de zero em (2 e possui a seguinte propriedade

Z¢,(x)=1 em (. (3.3)

Neste caso a fun¢do de aproximagdo toma a seguinte forma

u"(x) =Z¢f(")(”' +Zm:bﬁq,.(x)) (3.4)

onde ¢, ¢ uma base de fungdes, geralmente polinomiais, e b, sio coeficientes.

A terceira forma de se gerar fungdes de aproximagdo de Métodos sem Malha é
a utilizagdo do método de minimos quadrados ponderados movel. Lancaster € Salkauskas
(1981), utilizaram esta técnica na sua forma bi-dimensional, para a construgdo de

superficies interpoladas a partir de dados dispersos.

A técnica consiste na minimiza¢gdo do funcional do quadrado do erro

ponderado na forma

Ew)=Y w(x)(u(x)-u) (3.5)

onde wl.(x)Ew(|x—x{|) ¢ uma fun¢do de ponderagdo positiva que decresce

monotonicamente com o crescimento de |x - x,| . A fung¢do de aproximagdo €

u(x) = iaj(x) b (x) (3.6)

J=l

onde b (x) ¢ uma base de fungdes linearmente independentes. Geralmente b, séo

mondmios.

Como se observa na equagdo (3.6) os coeficientes a (x) sdo fungdo da

posigdo. Portanto, na constru¢do da superficie aproximada sera necessaria a minimizagdo
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do funcional (3.5) para cada ponto x onde se pretenda obter o valor da fun¢do u"(x). Na

pratica a solucdo com valores pequenos de m (de 0 a 2) conduz a bons resultados. A
superficie assim gerada pode ser descrita como um ajustamento de minimos quadrados

ponderados “movel”.

Além do artigo de 1981, referéncia obrigatoria na literatura dos Métodos de
Discretizagdo sem Malha, Lancaster e Salkauskas publicaram, em 1986, livro bastante

didatico sobre ajustamento de curvas e superficies.

Neste trabalho sera utilizada como técnica para determinagdo de fun¢des de
aproximagdo o método de Lancaster e Salkauskas de minimos quadrados mével, ficando o
estudo dos Métodos de Discretizagdo sem Malha limitado aqueles que utilizam esta técnica

na geracdo de fung¢des de forma.
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32- FUNCOES DE FORMA PELO METODO DE MINIMOS QUADRADOS
MOVEL

A formulagdo a seguir busca a notagdo mais comum usada pelos diversos
pesquisadores dos Métodos sem Malha.

Seja u(x) uma fungio definida num dominio £2. A fungdo u(x) pode ser

aproximada através da combinagio linear de fungdes linearmente independentes p, de uma

seqiiéncia completa, na forma

u(x)=u'"(x)= Z pa=pa, (3.7)

1=/

onde a, sio coeficientes. Geralmente a base de fungdes {p,} ¢ adotada como sendo

mondmios em virtude das facilidades inerentes & analise numérica com polinémios. Para

um problema 2D, por exemplo, a base linear ¢ dada por

p=[1 x y], m=3 (3.8)

e a base quadratica por

p =[1 x y x xp y“:l. m=6 (3.9

onde m define a dimensdo de cada base. A Se¢io 3.4 detalha a utilizagdo da base de

fung¢des no dmbito do método dos minimos quadrados.

A determinagdo dos coeficientes pode ser feita tomando-se um conjunto de n
pontos nodais com coordenadas x,, i =/...n e valores nodais . Substituindo em (3.7) a

seguinte relagdo aparece

u'=pr(xl.)a=p,ra , i=1...n (3.10)

Ou numa organizagdo matricial
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u=Pa (3.11)

onde

uT=[ul Mg =0 un]

pxY e pa(x) 312
Bl 1

p(x) o p(x,)

Caso o nimero de termos da base (dimensdo) seja igual ao numero de pontos
nodais do sub-dominio, ou seja m = n, o sistema (3./2) pode ser resolvido. impondo-se

certas condi¢bes a organizagio geométrica dos pontos nodais, obtendo-se assim 0s

coeficientes a,, que substituidos em (3.7) possibilitam relacionar a fungo de aproximagéo

h . o
u" (x) com os valores nodais u, ou seja

a=P'u
W' (x)=p (x)P'u (3.13)
u'(x)=N"(x)u

onde N'(x)= pr(x) P~ sdo as chamadas fungédes de forma . Se o conjunto de pontos

{xl} delimitar um sub-dominio (2 , cuja geometria seja convexa, chega-se a definigdo de

fungdes de forma do Método dos Elementos Finitos.

Se ao invés de um conjunto de pontos organizados geometricamente cujo

numero, », € igual a dimensdo da base, m, o conjunto de pontos for muito maior que a
dimensdo da base e disperso num sub-dominio (2 , como nuvem, a defini¢do da fungéo de

aproximagdo devera ser feita com base em algum critério de ajustamento, por exemplo, de

minimizag¢do do funcional de quadrados do erro entre a fun¢do de aproximagdo e o valor da
fungdo

x 3

E(u)= Z(u"(.ri'}—uj)‘ (3.14)

1=
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De um modo geral pode-se supor que alguns termos do funcional (3./4)

possuem maior importincia relativa no processo de otimiza¢do. Considerando fatores de

ponderagdo w, >0, o funcional sera agora

E(u) = Z":w, (" (x)-u) (3.15)

1=1

Os valores #" num ponto x devem ser mais influenciados pelos valores de v,

relativos a pontos x, mais proximos de x . Isto implica que os pesos w, dependem de x e
devem possuir a propriedade de decrescer em magnitude & medida que a distdncia de x a
X, aumenta, ou seja, w,(x) = w,(x —x,). Ao se estabelecer a dependéncia de w, com x, 0

funcional (3.15) passa também a depender de x, fazendo com que os coeficientes da

fun¢do de aproximagdo também dependam da posigdo x . Assim o funcional torna-se

E(u,x)=iw{(x) (u"(x,,x)—ul): (3.16)
com
u'(x,x)=p’(x) a(x) (3.17)
Efetuando a substituigdo e organizando matricialmente o funcional assume a
forma
E(u,x)=(Pa-u) W(x)(Pa-u) (3.18)
onde W(x)= diag[w,(x -x) Wi(x-x,) - w(x- x")].

A fungdo de ponderagio w,(x)=w,(x—x) possui papel decisivo na
formulagdo do método. Caso o seu valor seja diferente de zero apenas em um sub-dominio

2 de (2, o nimero de pontos serda fungdo da posi¢do x, portanto n=n(x). Esse

conjunto de pontos na vizinhanga de x para os quais w,(x) s 0, formam o seu dominio de

influéncia, ou suporte, também chamado de nuvem.
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Normalmente se consideram fungdes de ponderagio que dependam somente da

distancia entre dois pontos. ou seja.
w,(x —x,)=w,(d) (3.19)

onde d = "x = ” ¢ a distancia entre 0s pontos x € x;.

A fungio de ponderagio mais utilizada é a seguinte fun¢do gaussiana esférica

truncada

exp(—B°r’) —exp(-f’) (3.20)

w,(x,'sx)=w;(r)= 2
I —exp(-47)

Na expressdo acima, r =d,/dm, = ||x =07 ||/dm,., onde dm, ¢ a dimensédo do
suporte de w,. O pardmetro [ afeta a forma do sino da fungdo de forma, e € usualmente

adotado como sendo S = 4, como serd visto na Segdo 3.4.

A escolha da fungdo ponderagdo € bastante arbitraria, outras fungdes sdo

reportadas na literatura, como detalhado na Segéo 3.4.

O processo de minimizagdo do funcional (3./8) devera ser feito para cada

ponto x em que se deseja o valor da aproximagdo u"(x), dai a referéncia a Método dos

Minimos Quadrados Pondcrados Mével.

Efetuando a minimizag¢do OE/da(x) =0, chega-se ao conjunto de equagdes

ditas normais, por produzirem uma ortogonalizagdo entre os termos da base adotada

0E r T
— =P'W = =
= (xYPa(x)-P W(x)u=0 3.21)
=A(x)a(x)-B(x)u=20
onde
A(x)=P"W(x)P
(x) (x) (3.22)

B(x)=PW(x)
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Resolvendo (3.21) chega-se

a(x)=A"(x)B(x) u (3.23)

Para que a matriz 4 possa ser invertida deve-se garantir, além de w, >0, que
o nimero de pontos dentro da area de influéncia de x,, vale dizer, dentro do suporte de

defini¢io de w , seja maior ou igual que a dimensdo da base de fungdes. De modo a

prevenir um mal condicionamento de A adota-se, geralmente. um numero bem maior de

pontos do que a dimensao da base, quer dizer, n >>m

Finalmente, a fungio de aproximagédo com este critério e condigdes passa a ser:

u"(x)=p (x)A" (x)B(x) u
=¢'(x) u

(3.24)

onde

¢'(x)=p (x)A "' (x) B(x) (3.25)

sd0 as fungdes de forma para um conjunto disperso de pontos (nuvem) em um subdominio

(9]

.

A aproximagdo de Minimos Quadrados Movel acima depende
substancialmente da maneira como se aplica a fungdo de ponderagdo (Ofate et al., 1996).

Basicamente essa ponderagdo pode ser efetuada de duas maneiras.

Inicialmente admite-se a existéncia de um conjunto de pontos nodais, x,, em
um dominio, 2. Para um ponto x, qualquer, movel sobre o dominio, determina-se o
suporte ou sub-dominio £2,, fungdo de algum critério como sera visto na Segdo 3.4, que

garanta a existéncia da solugdo das equa¢des normais, via de regra que garantam um

niimero minimo de pontos nodais dentro de (2,. A obtengdo do valor da fungdo de forma
centrada em x, sera feita com a utilizagdo dos valores da fungio de ponderagido em cada

ponto x,, W, (x,). A Figura 3.1 ilustra.
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U,W“ h

B
u(x)

E(usxk) =W, (x,_1)~(u,h_1 —u:-l)2 +

W, (x, )(u,h —U )2 +

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

: : h 2
{ wk (x) w (x) wk (xl+l)'(ul+/ —uu-l)
* I
Wy (xi- D1 ' Vi (xi+l) X
Xi-1 Xp Xi o Xipg -
Qlc

Figura 3.1 - Ponderagdo com suporte definido a partir de um ponto qualquer.

Esta abordagem ¢ a adotada no Método sem Malha denominado de Método

Galerkin sem Malha (Element Free Galerkin) como sera visto no Capitulo 4. O caso
particular que ocorre quando o ponto x,, polo da fun¢do de forma, coincide com um ponto
nodal x ¢ utilizado para a obtengdo das fungbes de forma de dois Métodos sem Malha, o

Método das Diferencas Finitas Generalizadas (Generalized Finite Difference) ¢ o Método

do Ponto Finito (Finite Point Method), também apresentados no Capitulo 4.

A outra possibilidade de ponderagdo € construida a partir da defini¢do para
cada ponto nodal x, de um suporte (2, escolhido de sorte que garanta a existéncia de
solugdo das equagdes normais e em seu conjunto recobrindo o dominio {2 . A ponderagdo
do quadrado das diferengas entre a fungédo aproximada u"(x,) e a fungdo exata u, ¢ feita
com a utilizag@o do respectivo valor da fungdo de ponderagdo determinado em um ponto

movel qualquer x, , como representado na Figura 3.2.
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u,w A llh

u(x)

=S
E(u,x,)=w,_, (%), —u_) +
W, (x,().(u," —u,)z +

h 2
w1+[ (xk )‘(uH-/ E uu-l)

Figura 3.2 - Ponderagio com suporte definido para cada ponto nodal.

Este enfoque de ponderagdo é o cerne do Método sem Malha Hierarquico (Hp-

Clouds), apresentado no Capitulo 4. Outra utilizagdo importante deste procedimento € no

tragado da curva da fungdo de forma centrada em um dado ponto nodal x,. Vale enfatizar

que as fung¢des de forma oriundas do método dos minimos quadrados movel ndo possuem

expressdes analiticas, sendo o seu tragado obtido por exercicio numérico. Neste caso o

ponto x, varre o dominio sendo feita a minimizagfo do funcional para os pontos que se

encontram no suporte do ponto nodal em consideragdo. As curvas do tragado das fungdes

de forma apresentadas na Segdo 3.4 foram obtidas com este procedimento.

As derivadas das fungdes de forma podem ser obtidas operando a equagdo

(3.25). Assim a derivada em relagdo a s sera dada por

6 (x)=p ()A'B+p" (AS_IB + A'IBS) (3.26)

onde as derivadas das matrizes valem

A =P"W (x)P
B, = P"W, (x)
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A derivada da inversa da matriz 4 pode ser obtida derivando-se ambos 0s

membros da defini¢do de matriz inversa A A~ = I.Operando chega-se

A =-a"4 4" (3.28)

A derivada da fung¢do de forma tomando uma segunda diregd@o ¢ € dada por

¢l = pLA"B+pl (4B + A'B,)
+p (4;'B+A'B,) (3.29)

+p'(4/B+4;'B +4B,+4"B,)
com

T
A, =P W (x)P

(3.30)
B, =P'W,(x)
A matriz A;l ¢ obtida diferenciando-se expressédo (3.28) com relagédo a ¢
= = =] = = .
Al =-a"[a,4"+ 447 + 44 ] (3.31)

Derivadas de ordem mais elevada podem ser obtidas por diferencia¢do

sucessiva. Ficando a ordem de diferenciagdo limitada pela grau de continuidade da fungdo

de ponderagdo w,(x). As expressdes deduzidas para as derivadas dependem da inversio da

D . o N -1
matriz A . As inversas das derivadas de A ficaram expressas em fungdo de 4 = somente.
Uma alternativa computacionalmente mais eficiente, nio apresentada aqui, para a
determinagdo das fungdes de forma e derivadas € obtida adotando-se um procedimento de

decomposi¢do tipo LU da matriz A e fazendo-se retro-substituicdes com termos

g o T T
independentes que permitem encontrar ¢’ , . eg@, .
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As fun¢bes de forma geradas pelo método de minimos quadrados mével
apresentam caracteristicas de reprodutividade e continuidade. Ela pode reproduzir qualquer
das fun¢bes de sua base. Assim, caso a fungfio constante unitaria seja a Gnica fungédo
incluida na base, as fungdes de forma sdo uma partigdo da unidade. Estas fungdes

conhecidas como fun¢des de Shepard tem a forma

g HED (3.32)
Z Wj. (x)
J=I
com a parti¢do da unidade atendida por
> g(x)=1 (3.33)
1=/

Reproduz também as fungdes x e y caso incluidas, condi¢do importante para

se garantir convergéncia.

A outra propriedade mencionada ¢ a alta continuidade obtida que depende

somente do grau de continuidade da fun¢do de ponderagio.



3.3 - BASE DE FUNCOES

Do exposto na segdo anterior depreende-se que a escolha da base de fungdes é

fundamental na defini¢do de uma fungdo aproximada u”"(x) para uma fungdo exata u(x).

Esta base de fungdes deve conter fungdes linearmente independentes de uma seqii€éncia

completa. As classes de fungdes mais encontradas sdo os mondmios {x’} que geram
aproximag¢des polinomiais; Senos € co-senos {sin kx,cos kx} que geram fungdes de Fourier,

e a classe {e'" } que gera fungdes exponenciais.

No ambito dos Métodos sem Malha a base de fun¢des mais utilizada sdo

mondmios como ja frisado. Assim para problemas unidimensionais utiliza-se a base

p =0l x x..x""] (3.34)
onde m ¢ a dimensdo da base.

Para problemas bidimensionais a base pode ser representada pelo tridngulo de

Pascal. Para uma base de ordem quadratica, por exemplo, a base tera uma dimensdo m =6

e € dada por

pP=l x y x xp )] (3.35)

Como mencionado acima, outras fungdes podem compor a base, selecionadas a
partir da analise de problemas especificos de modo a acelerar a convergéncia do problema.

Fleming et al. (1997) utilizaram em problemas de fratura em elasticidade estatica

bidimensional a seguinte base

p =l x y \[r_cos0/2 \/;sine/z

(3.36)
Jrsing/2sin@ rcos6/2 sin6]

com dimensdo m=7.

Outro exemplo de enriquecimento da base de fungdes foi realizado por Suleau

et al. (2000), que utilizou fung¢Ges seno e co-seno para analise de problemas regidos pela

55



equagdo de Helmholtz. Para problema de propagagio de onda em uma dimenséo empregou

a seguinte base com m =3

p' =[1 coskx sinkx] (3.37)

Lu et al. (1994) com o objetivo de evitar a solugdo do sistema de equagdes de
dimensdo m para cada ponto onde se deseja a minimizagdo do funcional no método dos
minimos quadrados movel, propuseram a utilizagdo de uma base de fun¢des ponderadas

ortogonais obtida com a utilizagdo do processo de ortogonalizagdo de Smith. A base de

fungdes p’ ¢ ortogonalizada com as fungdes de ponderagio W . Este procedimento pode

trazer alguma vantagem para sistemas de equagées algébricas de ordem mais elevada que o

usual.
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3.4 - FUNCOES DE PONDERACAO

Como apresentado na Segdo 3.2 e frisado na Segdo 3.3 a fungdo de ponderagdo
w, possui papel fundamental na formulagio do Meétodo dos Minimos Quadrados

Ponderados Mével. Por definigio a fungdo de ponderagdo deve atender

HDw(x)>0 Vx,
ii) w, deve ter decrescimento monotdnico com o crescimento de | x.;

Isto em conjunto com a base de fung¢des linearmente independente garante que

a matriz A(x) = P'W (x)P seja positiva definida e portanto inversivel.

Outro efeito importante é a possibilidade de interpolagdo obtida caso as

fun¢des de ponderagéo atendam a condigdo

. |w—>o sex—>0, ou
1ii)

w‘.(lx—x,|) —>®  se XX,

Esta caracteristica ndo é bastante explorada nos Métodos sem Malha de um
modo geral. Uma excegdo ¢ o Método das Diferengas Finitas Generalizadas onde a

interpolagdo é fundamental, como sera visto no Capitulo 4.

O decrescimento monotonico sugere que os pontos mais distantes sdo
considerados de forma menos significativa. Deste modo deve-se definir uma fungdo de

ponderagio truncada que atenda

) w(d)>0 parad<dm
iv
w(d)=0 para d>dm

onde d = || x - xi” é a distincia entre os pontos x e x,, e dm, ¢ a dimensdo do suporte da
fungdo de pondera¢do e que determina o dominio de influéncia de x . Deste modo o

nimero de pontos n dentro do dominio €2 pode ser variavel para cada ponto x,. Contudo

o numero de pontos n deve ser no minimo maior que a dimensdo da base de fungdes m

empregada, de modo a garantir que as equagdes normais tenham solugio unica. Assim,

57



vinef | n>m

Esta caracteristica é fundamental nos Métodos sem Malha, pois através da
defini¢do do suporte se obtém um conjunto de pontos, ou vice-versa, que permite
prescindir da tradicional conectividade nodal. Ou, de outra forma, pode-se dizer que a
conectividade é estabelecida matematicamente, ou mais precisamente através de geometria

computacional, a partir do suporte da fung@o de ponderagéo.

A forma do suporte é em geral circular, para duas dimensdes, podendo ser
também retangular. Neste caso as fungdes de ponderagdo sdo geradas utilizando-se produto

tensorial
vi) wx—x,)=w(x—x).w(y-y,)

Estas fun¢des de ponderagdes podem ser vantajosas para arranjos regulares de pontos

nodais.

Outro aspecto importante na escolha de uma fungdo de ponderagdo € a ordem

de diferenciabilidade que se espera das fungdes de forma a serem obtidas. Lancaster e
Salkauskas (1981) demonstram que se a base de fungdes é de continuidade C ' e a fungdo
de ponderagdo é de classe C” entdo as fungdes de forma serdo de classe C*, onde

k =min{/,m} . Na maior parte das vezes a ordem da base de fungdes é que controla a

diferenciabilidade das fun¢des de forma.

De um modo geral a escolha da fungdo de ponderagdo € arbitraria desde que
atenda as caracteristicas listadas acima, mormente que seja uma fung¢do positiva e continua
com derivadas até o grau desejado. Na literatura encontram-se propostas diversas fungdes
de ponderagdo aplicadas aos Métodos sem Malha. A Tabela 3.1 apresenta um resumo das

principais fun¢des encontradas com sua expressdo e respectiva bibliografia.

A Figura 3.4 apresenta a influéncia das fung¢des de ponderagdo no
procedimento de aproximagdo resultante do Método dos Minimos Quadrado Ponderados

Movel, como exemplificado por Beissel e Belytschko (1996). Utilizou-se a base de fungdes
monomial linear, ou seja p' =[/ x]. Para o caso da fungdo de pondera¢do constante com

suporte incluindo todo o dominio, a aproximag¢do se reduz ao Método dos Minimos
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Quadrados tradicional, onde ndo se observa o efeito da ponderagdo. A utilizagdo de uma
fungdo de ponderagio na forma de degrau com suporte igual 4 metade do dominio, de
forma que o niimero de nos no suporte fique sempre igual & dimensdo da base adotada, ou
seja n=m=2, induz que o Método dos Minimos Quadrados Movel produza uma
interpolagdo polinomial continua por partes, equivalente a resultante do Método dos
Elementos Finitos. A terceira fungdo de ponderagdo, a Spline Quartica (vide Tabela 3.1)
com suporte compacto € com derivadas, primeira e segunda continuas, produz uma curva

de ajustamento que aproxima e ndo interpola os pontos de dados.

A fungdo de ponderagio mais utilizada na literatura dos Métodos sem Malha,
como mencionado na Se¢do 3.2, proposta inicialmente por Belytschko et al. (1994), € a

fungdo gaussiana com suporte circular (Figura 3.3)

(exp-pr)-exp-)
w(r) =< 1-exp(-f°) (3.38)
0 r>1

onde r=||x—x,||/ dm., com dm, sendo o raio de suporte circular, no caso de duas

dimensdes, € # um parametro que afeta a forma de sino da fungéo.

A fungdo gaussiana apresenta uma descontinuidade na derivada quando r =/

(Héaussler-Combe e Korn, 1998), ouseja d = ||x = X H = dm,, neste caso

d w(r) PP |
dr g ]—e_ﬂ

(3.39)

A referida descontinuidade é bastante reduzida para S = 4, como representeado na Figura

3.5, sendo esse o valor comumente utilizado.
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0.8
0.64
0.4

Figura 3.3 - Fungdo gaussiana truncada.

A fungio gaussiana com f = 4 apresenta um descaimento muito pronunciado,
por outro lado a defini¢do do raio de suporte dm deve incluir um nimero adequado de

pontos nodais que fagam com que a matriz do sistema de equagdes normais seja bem

condicionada. Assim, sera adotado o seguinte critério para defini¢do do raio de suporte

dm 2d_ +ah (3.40)

onde

I (3.41)

d = max "x} =5

min .
J&8

sendo S, o conjunto dos m (dimensdo da base) pontos nodais mais proximos de x,, # 0

espacamento nodal e & um coeficiente que controla o numero de pontos nodais que serdo

englobados por dm, .

Como pode ser constatado no exemplo unidimensional da Figura 3.6, um valor

de a =1 a 2 conduz a um sistema de equagdes normais mais bem condicionado.
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Fungdo de Ponderagao Aproximacao tradicional de
constante Minimos Quadrados
1.5 2.5
1 2
1.5
0.5¢ . 1
0 0.5
0
0.5 .
o 1 2 3 4 5T 2 3 =

Minimos Quadrados Moével
Funcao de Ponderagao Degrau . .
Suporte metade do dominio Produz interpolagao linear
por partes

1.5 2.5
' 2
A 1.5
0.5 1
0.5}
: -0.5
o 0 1 2 3 4 01 2 3 4
. . Minimos Quadrados Movel
Fungao Spline Quartica Produz aproximag3o

Suporte = 1,5

Figura 3.4 — Efeito da fun¢io de ponderagio sobre o Método de Minimos Quadrados
Movel.

Caso o espagamento nodal A n#o seja regular pode-se adotar 4 = dm, ficando a

equagdo (3.40) independente de A, resultando na expressio

dm >(1+a)d., (3.42)
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0.8
w 06 ~_/'B=l
0.4 -
02l p=14
% 0.5 1

0 0.5 1

Figura 3.5 - Influéncia do pardmetro f na fungdo de ponderagdo gaussiana.

Fungéo de Ponderagéox a Egnd(A)
1

1t 900F
a=0.1 800
0.5¢ . 700¢
: 600+
o ¢ = - 500+t
400¢
300+
200t
100t

Figura 3.6 - Avaliagdo do efeito da dimensdo do suporte.
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A Figura 3.7 apresenta as fung¢des de forma e sua derivada considerando &
variando de um a trés. Reproduzindo experimento numérico apresentado por Askes ef al.
(2000). Como se pode verificar, para valores baixos de a a fungdo de forma assume
grande semelhanca com as fungdes de forma lineares utilizadas no Método dos Elementos
Finitos. Para valores maiores do pardmetro a (dois ou trés) a fungdo de forma possui

comportamento mais suave, como o de polindmios de ordem elevada.

base linear base quadratica

fungao de forma

derivada da fungédo de forma

Figura 3.7 - Variagéo da fun¢do de forma com a dimenséo do suporte.

Como mencionado no inicio desta se¢do, as fun¢des de ponderagdo podem ser
geradas por produto tensorial. Dolbow e Belytschko (1998 e 1999), utilizaram a seguinte

fun¢ao spline cubica como fungdo de ponderagio
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2 1
——4ri+4r 0<r<—
2
4 4 I
W(ry=<——4r+4r’ +—r’ —<rg<l (3.43)
3 8 2
0 r>1
onde r ¢ o raio do dominio de influéncia.
A fungdo de ponderagao produto tensorial € definida em cada ponto como
w(x —x,)=w(r,). w(r) (3.44)

onde w(r) ou w(r,) sdio dados por (3.43) com o valor de r substituido por r, ou r,

respectivamente. Sendo esses pardmetros dados por

= x|

r  pm ly-»] (3.45)
- dm_ q dm_
onde
dm, 2d’ +ah,
(3.46)

dm, Zds +ah

sendo h_ e h o espagamento nodal nas diregbes x e y;e, d. e d. ascomponentes x €
] min min

y da distdncia d__ definida pela equagdo (3.42). Como antes pode-se adotar A, = d._e

h =d’, ficando o critério para defini¢do do raio de suporte

dm_>(1+a)d’

min

dm, > (1 +a)d’

mn

(3.47)

Este critério difere ligeiramente do proposto por Dolbow e Belytschko com o propésito de

se obter um critério uniforme para a determinagdo do raio de suporte.
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Convém registrar que as derivadas da fungdo de ponderagdo produto tensorial
sdo calculadas por

w =——=w(r)
dr, dx '
(3.48)
dw dr,
w, =——=w(r)
dr, dy

No caso da fungao spline cubica as derivadas das fungdes de forma sdo obtidas
da expressdo

= 1
|—8r+12r' 0<r<—
gy ? (3.49)
1
a '—4+8r—4r2 —<rgl
2
substituindo por 7, e r, , respectivamente; € sendo
dr, sign(x—x)
dx dm,
(3.50)

dr, _sign(y-y)
dy dm,
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Tabela 3.1 — Fungdes de Ponderagéo.

Representacio Expressdo Bibliografia
1.0
Funcdo Gaussiana Truncada Belytschko et al. (1994)
2.2y _p2?
0.5 w=exp(—/3r) exg( £) N<r<l
' I -exp(-f°)
B=4
0.0
0.0 0.5 1.0
10 Fungdo Spline de 3° ordem Dolbow e Belytschko
; (1998)
S—4ri+qr’ 0<r<0.5
0.5 w=
i—4r+4r2+ir’ 05<r<!
3 3
0.0
0.0 0.5 1.0
49 Func¢do B-Spline de 4° ordem Duarte (1996)
de-n'-se-35' +iar-15']  0sr<is Garcia et al. (2000)
0.5 w=i {0’ -5r-3/5] 15sr<3ls
Cer-n 35<r<l
0.0 i LD
"0.0 05 1.0 Ao B
1.0
Fun¢do Spline de 4° ordem Beissel, Belytschko
w=1-6r'+8r-3r 0<r<l (1996)
0.5
0.0
0.0 0.5 1.0
o0
Fungao Poténcia Inversa Liszka er al. (1980)
w=— Liszka et al. (1996)
Clr
c=1le =6
0.0
0.0 0.5 1.0
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3.5- EXEMPLO DE APLICACAO - AJUSTAMENTO DE SUPERFiCIES

O procedimento apresentado na Segdo 3.2 para geragdo de fungdes de forma

pode ser utilizado para a construgdo de superficies a partir de dados dispersos no plano.

Como aplicagio seja o “relevo” definido pelas equagdes

z=1, se y—x21/2
z=2(y -x), se 0<y-x<1/2
1 2 2
z=3{cos(47r[(x/—3/2) se I:(x_3/2) + (3.51)
z=0 caso contrario

e com fronteira na regiio do retingulo [0 2]x[0 /], denominado aqui de “Relevo

Lancaster-Salkauskas”. A Figura 3.8 apresenta perspectiva e linhas de contorno desse

relevo.

Figura 3.8 - Relevo Lancaster-Salkauskas.

Pretende-se a construgdo da superficie do relevo a partir de um conjunto
disperso de pontos z, =(x,,y,),i=1,N, e correspondentes valores conhecidos f, obtidos

da expressdo matematica do relevo (3.51).
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A Figura 3.9 apresenta um conjunto de 150 pontos gerados aleatoriamente com
respectivos valores amostrados da expressdo (3.51). Como se pode verificar trata-se de um

conjunto esparso e que visualmente diz pouco sobre o relevo a construir.

2

Figura 3.9 - Amostra de dados aleatorios do Relevo Lancaster-Salkauskas.

Seja entdo u a fungdo a ser determinada no dominio convexo fechado que

contém z; e sendo ¥ C', ou seja uma vez diferencidvel (continuidade das tangentes),
nesse dominio, e ainda que atenda a condig¢do de interpolagdo, vale dizer u(z,) = f,, para

t=...N.

A fungdo u atendendo as imposigdes anteriores pode ser construida a partir da

combinagdo linear de m fungdes linearmente independentes b, na forma

u(z) = ia} (2)b,(2) (3.52)

onde a (z) sdo constantes que dependem de z.

Deve-se assumir que m < N, para que o sistema de equagdes algébricas possua

solugdo unica. Na pratica m ¢ bem menor que N . As fungdes b, sdo arbitrarias, desde que

sejam linearmente independentes e pertencentes a um conjunto completo, como

estabelecido na Secdo 3.2. Como o Método dos Minimos Quadrados reproduz as fungdes

da base e como se deseja a condi¢do u(z,) = f e também se pretende reproduzir o plano,
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as fungdes {1 , X € y} devem ser incluidas na base de fungdes. Por outro lado como se

deseja continuidade C' a base a ser utilizada na construgdo de u(z) sera o conjunto de

m =6 fungdes mondmios

b(z)=1, b,(z) =x, b(z)=y,
b(z)=x", b(2)=xy, b(z)=y

(3.53)

Os coeficientes a (z) de (3.82) sdo determinados a partir do funcional

ponderado

E(u,z)= YW (2)u(z) - f)

( ) (3.54)
E(u,z)= Y W(2)| D.a,(2)b,(z) —f,)
i=1 \ s=t

Efetuando a minimizagéo 6E/ da, =0, para i=1...N, chega-se ao seguinte

sistema normal de equag¢des na forma matricial

B'WBa=B'W f (3.55)

onde W ¢ a matriz diagonal com os valores da fun¢do de ponderagdo, a ser detalhada

adiante; a € o vetor de coeficientes a (z); f € o vetor dos valores dos dados f;e B éa

matriz m x N com os valores da base de fungdes coletadas na forma

b(z) - b,(z)
B=| & s i (3.56)
b(z,) - b.(z,)]

Como no caso a base de fungdes € constituida de mondmios, verifica-se que

B =P ,onde P esta definida na Segdo 3.2.

Uma vez resolvido o sistema (3.55), ficam determinados os coeficientes a,(z)

que permitem encontrar o valor u(z) através da equag¢do (3.52). Como se percebe o
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sistema de equagdes normais (3.55) deve ser resolvido para cada valor de z para o qual a

altura da superficies sera calculada.

Para que o processo de minimizagdo do funcional conduza a uma superficie
interpolante, a fun¢do de ponderagdo deve possuir o comportamento de tender a infinito

quando a distancia entre o ponto z e o ponto amostrado z, tender a zero. No caso a

distancia é dada por

d(z,2) = \(x-x) + (=) (3.57)

Lancaster e Salkauskas (1981) propdem para a fun¢do de ponderagdo uma

equagdo do tipo W(d)=e 4 /.d ’ e de modo a se evitar problemas com a singularidade €

com overflow sugerem a seguinte expressao

~ad’

W(d) = —— (3.58)
d +é)

com £=0.00] e a=), representada na Figura 3.10. Cabe observar que a fungio

proposta nio define um suporte de influéncia.

150 \
\ wid) ===
100 \\ (d +¢)
sof ||
\ _a=100
o n
0 0.5 1 1.5 2

Figura 3.10 - Fungéo de ponderagédo para determinagio do relevo de Lancaster €
Salkauskas.

A Figura 3.11 apresenta o resultado para os 150 pontos gerados de forma

aleatoria com as respectivas curvas de nivel.
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Figura 3.11 - Superficie interpolada por Minimos Quadrados Moveis.

Comparando as Figuras 3.11 e 3.8 verifica-se que a superficie interpolada

representa com boa qualidade o relevo acidentado proposto.

Zienkiewicz € Zhu (1992) utilizaram procedimento bastante similar ao
apresentado acima na constru¢do de indicadores de erro para processos auto-adaptativos
no ambito do Método dos Elementos Finitos, denominado de Superconvergent Patch

Recovery.
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3.6 - MODELAGEM COMPUTACIONAL DAS FUNCOES DE FORMA

Um principio de projeto reutilizavel orientado a objetos estabelece que se deve
programar para uma interface e nio para uma implementagio (Gamma et al., 2000). Uma
interface é um protocolo com uma lista de declara¢des de métodos, sem cdodigo, que devem
ser materializadas pelas classes que implementam essa interface. Com isto se estabelece
dentro do mecanismo de heranga uma importante decisdo. Procura-se herdar o
comportamento € ndo a implementagio. A programagéo através de interfaces ¢ a base de
constru¢io de programas de computador expansiveis. Assim todas as classes que
implementam uma determinada interface terio comportamento externo similar

diferenciando-se pela forma interna que se comportam.

As fung6es de forma serdo construidas a partir da interface ShapeFunction.
Na Figura 3.12 apresenta-se o diagrama UML com o protocolo desta interface. Uma classe
que queira se comportar como uma ShapeFunction devera implementar o codigo de
todos os métodos listados. No caso, deve fornecer métodos para determinar as fungdes de
forma e suas derivadas até a segunda ordem, que atende aos métodos de discretizagdo deste
trabalho. Deve informar ainda qual foi a nuvem de pontos e o pdlo em coordenadas

cartesianas utilizados para sua determinagao.

<<interface>>

ShapeFunction
+phi() : ColVector | = — — ColVector e Matrix: pacoﬁ
+dphiQ) : Matrix At
+d2phi() : Matrix
+Pcld() : PtList [ _ _ _ | Point - defione ponto geométri%
+Pg() : Point PtList - lista de pontos

Point e PtList : pacote Geometry,|

<<interface>>

N

<<interface>> e
MLS_SF BasisFunction, WeightFunction e
LS S +setBF(BF:BasisFunction) Cloud vide Figuras 3.15, 3.16 e 3.
i ot e +setWF(WF:WeightFunction)
+setCloud(CS:Cloud)

Figura 3.12 — Interfaces para determinagdo das fun¢des de forma.
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Na Figura 3.12 tém-se ainda duas especializagdes da interface
ShapeFunction que sdo as interfaces FEM_SF e MLS_SF. A primeira sera utilizada
para definir as fun¢6es de forma de elementos isoparamétricos. Para isso incluiu-se um
método para a determinag¢do do determinante do Jacobiano. Todas as fungdes de forma de
elementos finitos deverdo implementar tanto o protocolo de ShapeFunction como o de
FEM SF. Estas fungdes de forma tém dupla finalidade, permite construir o Método dos
Elementos Finitos e possibilita a integragdo gaussiana nos Métodos sem Malha com

variante Galerkin.

<<interface>>
ShapeFunction CLL
lﬁ .quad9() D FEM_Operations
<<interface>> ‘Q """ SRt -z:lh;,(::::(i:t:oh;atrix
FEM_SF 'Q ______ -csi, Pg : Point
l'l JAN Tri -Pcld : PiList
: L >‘ -dphidcsi : ColVector
: e S 160 -detJacob : d.oub-Ie
| S +setPoint(csi:Point)
! S~ b +setPcld(Pcid:PtList)
1 +detJacob() : double
Surf Lin ————T>{#jacobi2()
Sobrecarrega redefinido B. #gaussPoint(X:ColVector)
métodos de FEM_OPerations |_ _ | +detJacob() : double -lin30 #X( : ColVector
-Jacobi20) /\/
-surf2()

Figura 3.13 — Modelo de classes para elementos isoparamétricos.

A Figura 3.13 apresenta os elementos implementados neste trabalho que
seguem a interface a interface FEM SF: elementos quadrilateros, triangulares e lineares,
que permitem a integragio de dominios unidimensionais e bidimensionais, além de
elemento de superficie para integragdo no contorno bidimensional. A construgdo agrega as
operagdes ¢ dados comuns aos diferentes elementos numa classe abstrata (que ndo gera
objetos) denominada de FEM Operations. Estas opera¢des e dados sdo transmitidos
por heranga as classes que desejarem reaproveitar esse codigo ou parte dele. A classe
Quad. por exemplo, implementa a interface FEM SF e estende a classe abstrata
FEM Operations. Pode-se dizer que Quad herda sua genética, ou melhor, seu

comportamento de FEM_SF e que herda ou ndo o patrimdnio de codigo existente em
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FEM Operations. Por simplicidade ndo foram representados os métodos das interfaces
nas classes concretas e tampouco os construtores das classes (métodos que criam os
objetos das classes em tempo de execu¢do). Como os elementos implantados sdo de classe
C' os métodos que informam a derivada segunda das fun¢des de forma retornam valor

nulo.

<<interface>>

ShapeFunction

% MLS_Operations

-BF : BasisFunctions
-WF : WeightFunction

<<interface>>

MLS_SF
E AR -CS : Cloud
P ! -tensor : boolean
& : -P : Matrix
MLS_MULT MLS_UNI -W : DiagMatrix
-dW, d2W : Matrix
-WFMatMULT(Q) -WFMatUNIQ) -B, dB, d2B : Matrix
+MLSMULT() +MLSUNIQO -A, dA, d2A : Matrix

-Ainv, dAinv, d2Ainv : Matrix
{>{-Wmat : WMatrix

+P0O

+MLSBMat()

+MLSAMat()

+MLSAinvQ)

+MLSValQ

Figura 3.14 — Classes para modelagem do Método de Minimos Quadrado Mével.

A interface MLS_SF., representada na Figura 3.12 permite criar as classes
necessarias 4 constru¢do de fungdes de forma pelo Método dos Minimos Quadrados
Movel. Sua interface agrega a interface herdada de ShapeFunction, métodos para a
defini¢do da base de fungdes, fungdo de ponderagdo e estratégia de construgdo da nuvem
de pontos, classes que serdo detalhadas adiante. A Figura 3.14 apresenta as classes
implementadas como embasamento da Segdo 3.2. A classe MLS _UNT determina as fungGes
de forma seguindo o modelo representado na Figura 3.1 onde a ponderagdo € realizada

com suporte definido a partir de um ponto qualquer. Ja a classe MLS _MULT segue a
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estratégia de ponderagiio com suporte definido para cada ponto nodal. Aqui também foi
criada uma classe abstrata que retne os dados e métodos comuns que podem ser herdados,
ou ndo, por outras classes. No Capitulo 4 uma subclasse de ML.S UNTI serd proposta de

modo a permitir a determinagdo por especializa¢do das fungdes de forma utilizadas no

Método das Diferengas Finitas Generalizadas.

A modelagem computacional das bases de fungdes segue de forma semelhante
ao apresentado para as fungdes de forma, através da defini¢do de uma interface com o
protocolo que especifica um comportamento (BasisFunctions) e da criagdo de uma
classe abstrata (BF Operations) container de dados e métodos que podem ser
reaproveitados nas classes que implementam a interface. A Figura 3.15 apresenta esta
estrutura bem como duas classes concretas denominadas de Monomial e¢ Crack. A
primeira implementa a base de fun¢des de monémios como visto na Segdo 3.4. J4 a classe
Crack representa a base proposta por Fleming ef al. (1997) para problemas de fratura. No
Capitulo 4 serfio criadas duas classes que implementam bases de fungdes obtidas por série

de Taylor no Ambito do Método das Diferengas Finitas Generalizadas.

Monomial
<<interf BF_Operations
interface>>
————— i . -basord, delord,ndm : int
BasisFunctions <t monoVal(x:double) s
-point : Poin
+p() : colVector
+z(:() Matri #setPoint(point:)
: ix
-baseDimension()
+d2p() : Matrix |\~~~
o q SRk -pascal2(L:ColVector, M:ColVector)
-monomial ;: new Monomial(3) ‘—D #setBasord(basord:int)
et #setDelord(delord:int)

-r,teta : double

+setPolar(r:double, teta:double
-baseDimension()
-crackVal(x:double)

Figura 3.15 — Classes para modelagem das bases de fungdes.

A determinagdo da base de fungdes de mondmios e de suas derivadas em duas
dimensdes é realizada através de produto tensorial utilizando o tridngulo de Pascal

(pascal2 () na Figura 3.15). Assim ap0s determinar a base de fungdes L(x) € M(y), ¢
de suas derivadas dL(x), d2L(x), dM(y) e d2M(y) pode-se determinar utilizando a
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rotina mencionada a base de fun¢des em duas dimensdes obtendo-se os resultados através

dos métodos p(),dp () ed2p ().

A modelagem dos objetos computacionais que representam as fung¢des de
ponderagdo no Ambito do Método dos Minimos Quadrados Mével deve abranger trés
abstragdes. A primeira, mais imediata, é a determinagdo dos valores da funcdo de
ponderagdo e de suas derivadas. Todas as fun¢des apresentadas na Tabela 3.1 foram

parametrizadas com o raio adimensional r que varia de zero a um, correspondendo a
dimensdo do suporte da nuvem de pontos nodais dm,. A Figura 3.16 apresenta a interface

WeightFunction com a especificagdo do protocolo para obtengdo da funcédo e de suas
derivadas até a segunda ordem em relagdo ao raio r. As fun¢des de ponderag@o listadas na
Tabela 3.1 estdo representadas por uma classe correspondente na Figura 3.16. Devido a

relativa complexidade da determinagdo das derivadas W, e W, da matriz de ponderag¢do

em relagiio as coordenadas cartesianas, inclusive no caso tensorial, como visto na Se¢do
3.4, apresenta-se também na Figura 3.16 a classe WFDeriv. Esta classe é utilizada pelas

classes que implementam MLS_SF para determinagdo da matriz diagonal de ponderagdo e

de suas derivadas.

O segundo conceito ou abstragio importante é a defini¢do da nuvem de pontos
(cloud) que permite definir o raio de suporte para calculo dos valores da funcdo de
pondera¢do. Na literatura, a constru¢do da nuvem de pontos é realizada com diversos
critérios com respectivos algoritmos (ou estratégias). As diferentes estratégias se
constituem no terceiro conceito ou abstragdo a considerar. Portanto os dois conceitos
possuem grande acoplamento, sendo importante a possibilidade de se utilizar a mesma
nuvem com diferentes algoritmos e seria conveniente a possibilidade de se expandir o
numero de algoritmos. Em computagdo orientada a objetos a construgdo que desacopla
dois objetos (classes) possibilitando multiplos algoritmos em um deles é conhecido como
padrdo de projetos Strategy (Gamma et al., 2000). Assim a Figura 3.17 apresenta a classe
Cloud que permite a construgdo de nuvens de pontos nodais e obtengdo de seus dados tais
como raio de suporte, o conjunto de pontos nodais (nuvem) para um dado ponto pélo no

dominio, para diferentes estratégias.

A conexdo entre a classe Cloud, que constroi nuvens e os algoritmos de

construgdo € feita através da interface CloudStrategy. Esta interface estabelece o
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protocolo que permite a interagdo entre a classe Cloud e os diferentes algoritmos
concretos implementados. A operagdo computeStrategy (), que deve estar presente
em todas as estratégias concretas, executa o algoritmo propriamente. Como comentado na
Figura 3.17 a operagdo buildCloud() da classe Cloud executa o algoritmo

correspondente a estratégia corrente.

<<interface>> WFDeriv
WeightFunction -WF : WeightFunction
+setRadius(r:double) -r,dr,d2r : double
oy gy 1 [> +setDelord(delord:int] -W,dW,d2W : double
: +w() : double 4‘ - =9 -tensor : boolean
1 e +wr() : double : -delord : int
e +w2r() : double 1 : +setWF(WF:WeightFunction)
: : 45- & | : +setTensor(tensor:boolean)
Gauss : e - E : +setPo!e(pol¢.e:Pc.>|nt)
-beta : double = 4 : : E— : QuSpline +setP0|r.1t(Px-..Pomt)
+computeGauss() 1 i : +setDmf(dmf.double)
| : . , —computeQuSplinel) +setDmi(dmi:double(])
: i +computeB3Spline() : -radius()
ey} : ! ‘WDeriv()
invPow | b -WTensorDeriv(}
I . Duarte .
-cte : double = 1 B4Spline .computeWFDeriv()
-beta : double = 6 +W( : double
+computelnvPow() +computeB4Spline() SCETIEUIETNaTEY +dW() : double
+d2W() : double

Figura 3.16 — Classes que modelam as fungdes de ponderag@o.

A Figura 3.17 apresenta trés estratégias para configuragdo da nuvem de pontos.
Distance determina a nuvem selecionando os m pontos nodais mais proximos do polo,
onde m ¢é a dimensdo da base de fungdes utilizada. Devido a problemas de instabilidade
numérica o suporte da nuvem ¢é aumentado através de um pardmetro empirico @ como
apresentado na Secdo 3.4. O critério FixedSupport determina a nuvem de pontos
partindo-se de um valor pré-estabelecido para a dimens3o do suporte da nuvem. Ambos
critérios permitem determinar uma nuvem com suporte retangular para utilizagdo de
fungdes de ponderagio obtidas por produto tensorial. O terceiro critério apresentado € na
verdade uma particularizagdo para obtengdo do conjunto de pontos presentes numa célula

de integragdo, ou se for o caso em um elemento finito.
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Outros critérios podem ser facilmente implementados sem alterar a estrutura
existente. Por exemplo, um critério que determine a nuvem a partir de um numero fixo de
pontos nodais, procedimento semelhante a diferencas finitas. No Capitulo 4 serdo

apresentados outros critérios decorrentes da implementagdo dos Métodos sem Malha.

Cloud
-CS : CloudStrategy >

CS.computeStrategy()Iﬁ_ - — | +buildCloud()
+strategy() : CloudStrate,

<<interface>>
CloudStrategy
+computeStrategy()
+setPole(pole:Point)
S P +peidq : piList e -
1 +dmi() : double[] |
| JAN :
: i :
1 : 1
Distance I Cell
-alpha : double = 2 FixedSupport -Peld : PtList
-basord : int=1 -tensor : boolean = false -pole : Point
-tensor : boolean = false -Pcld : PtList -cell : cellList
-Pcld : PtList -dmi : double[] +setCell(cell:cellList)
-dmi : double[] -pole : Point +computeStrategy()
-pole : Point -poits : PtList
-points : PtList +setDmi(dmi:double)
+computeStrategy() +setDmi(dmi:double[])
+computeStrategy()

Figura 3.17 — Classes para modelagem da nuvem de pontos e estratégias de construgéo.
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3.7- COMENTARIOS FINAIS

As fungdes de forma definidas pelo Método de Minimos Quadrados Movel
apresentadas neste capitulo sdo a base para a implementagdo dos Métodos sem Malha
relacionados neste trabalho. Estas fungées, construidas através de uma ponderagéo aplicada
sobre uma nuvem esparsa de pontos nodais sem conexdo prévia, conferem o carater sem
malha (sem conectividade) aos métodos que serdo detalhados no proximo capitulo. O
aprofundamento do estudo da estratégia de constru¢io de nuvens € crucial para a

determinagdo de uma solugdo estavel nos diferentes problemas da mecénica.

A modelagdo computacional elaborada tem como foco a expansdo e a
reutilizagdo do programa criado. A utilizagdo de padrdes de projeto, como na modelag@o
das diversas estratégias de construgdo de nuvens, é uma tendéncia na concepgdo de
estruturas computacionais de classes (frameworks). A utilizagdo desses padrdes de projeto
ndo foi aprofundada na literatura orientada a objetos no dmbito do Método dos Elementos

Finitos.

Como visto, a interface criada para tratamento das fungdes de forma foi
desenhada de modo a permitir o emprego das fungdes de forma dos elementos
isoparamétricos. Outras fungdes de forma podem ser acrescidas de modo a atender a

solugdo de problemas especificos.
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4 - METODOS NUMERICOS DE DISCRETIZACAO SEM MALHA

4.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo sdo apresentados os Métodos sem Malha listados para estudo

neste trabalho, como assinalado no Capitulo 1:

1. Diferengas Finitas Generalizadas (Generalized Finite Difference

Method —-GFD).
2. Método de Galerkin sem Malha (Element-Free Galerkin - EFG).
3. Meétodo sem Malha Hierarquico (Hp-Clouds).
4. Método do Ponto Finito (Finite Point Method - FPM).

Esses métodos foram escolhidos de modo a ilustrar diferentes facetas dos
Métodos sem Malha. Dois deles seguem critério de colocagdo e dois seguem critério de
Galerkin na formulagdo do Método dos Residuos Ponderados. Todos obtém as fungdes de

forma de um modo peculiar a partir do Método de Minimos Quadrados Movel.

O Método das Diferengas Finitas Generalizadas possui cunho histérico. Uma
variante denominada de Métodos dos Operadores Discretos (Gongalves e Pamplona, 1980;

Pulino, 1989) foi o ponto de partida deste trabalho.

O Método de Galerkin sem Malha é, num sentido lato, uma generalizag¢do do
Método dos Elementos Finitos. Sua importancia no dmbito dos Métodos sem Malha ¢
bastante destacada na literatura. Além da segdo introdutoéria apresentada neste capitulo, o
Capitulo 5 ¢ dedicado ao estudo mais detalhado do método através do problema de

elasticidade bidimensional.

O Método sem Malha Hierarquico, denominado de Ap-Clouds é na verdade
uma variante do Método de Galerkin sem Malha, e que permite a incorporagdo de um
enriquecimento das fungdes de forma do tipo-p, através do aumento da ordem da base

polinomial por ponto nodal. O enriquecimento tipo-4 ¢ inerente a todos os Métodos sem
Malha.
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O Método do Ponto Finito tem origem ligada a aplicagdo em Mecénica dos
Fluidos com a utilizagdo de termos de estabilizagdo numérica em problemas com numero

elevado de pontos nodais. A necessidade destes termos torna o método dependente do

problema analisado.

A modelagio computacional, dos Métodos sem Malha listados, dentro de um
Ginico arcabougo matematico representado pelo Método dos Residuos Ponderados, como
visto no Capitulo 2, evidencia a importincia da escolha de abstragdes, ou seja, de
conceitos, de alto nivel, na construgdo de programas de computador reutilizaveis. Assim
outros métodos podem ser facilmente incorporados sendo o cédigo pré-existente

reaproveitado, como demonstra a modelag¢éo no final do capitulo.
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4.2 - METODO DAS DIFERENCAS FINITAS GENERALIZADAS

Na literatura o Método das Diferengas Finitas com esquema de pontos nodais
arranjados de forma ndo regular é conhecido como Método das Diferengas Finitas
Generalizadas. A linha de investigagio com implementagdo amplamente reconhecida como

mais robusta segue a trilha de Perrone e Kao (1975), e Liszka e Orkisz (1980).

A consideragdo da aproximagdo local € feita a partir do conceito de uma
molécula (molecule, star ou stencil) de pontos nodais com geometria arbitraria. Trata-se na
verdade de uma especializagdo do conceito de nuvem de pontos nodais, ocorrendo aqui
uma organizagdo por conectividade dos pontos nodais através das ligagdes do padrdo
gerado pela molécula. A aproximacdo das derivadas para cada ponto nodal central da
molécula é estabelecida através de expansdes em série de Taylor usando a informagdo
provida pelo numero e posi¢do dos pontos nodais de cada molécula. Ou seja, as fungdes de

forma e suas derivadas sdo obtidas simultaneamente como sera visto.

Para uma fungio qualquer suficientemente diferenciavel u(x,y), em um dado
dominio bidimensional, a expansido em série de Taylor em torno de um ponto (x,,},) pode

ser escrita como

W=+ ka;x” it 2+0(p") (4.1)

u=u(x,y), u,=u(x,,y,), h=x-x,
onde

k=y=y, e p=vh+k

A expressdo (4.1) pode ser interpretada como uma aproximagdo polinomial

com uma base de fun¢des na forma

2 2 4
=7 X ey d .. 4.2
p[,x,y,z,xyz,] (4.2)

com aplicagdo no ponto x—x,=(hk) onde x=(x,y) e x,=(x,-y,). Assim pode-se

reescrever (4.1) como sendo
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w(X)=p (X -X,)Du (4.3)

T

ou, ou, d'u, 0’u, o’y

onde Du=|u,—2%,—2L —L ——L ——F
Oox Oy oOx° OxOy oy

A base de fungdes de Taylor, expressdo (4.2), pode conter mais termos desde

que derivadas de ordem mais elevada sejam necessarias ou se aproximagdes mais precisas

sio desejadas em derivadas de ordem mais baixa. Consideragdes estas decorrentes do

Teorema de Taylor, e que permite vislumbrar uma adaptabilidade hierarquica tipo p,

como sugerido na literatura do Método dos Elementos Finitos.

Voltando a equagdo (4.1) verifica-se que s@o necessarias cinco equagdes
independentes para se determinar as cinco derivadas diferentes no ponto (x,,¥,), ou seja é

necessario conhecer os valores de u em cinco pontos vizinhos. Escrevendo (4.1) para

cinco pontos no entorno do ponto u, chega-se

PDu—-u=20 (4.4)

h, k, K12 Wk, k2
P=|: :
onde |,k K2 hk, k)2

-J"
u={u,—u, u,—u, - U; —u, |

neste caso com Du =

(Ou, du, Bu, uy Fuy|
oy e ko |

Esta é a formulagio classica do Método das Diferengas Finitas Generalizadas
para moléculas de seis pontos e que considera o carater interpolador da série de Taylor
para o valor da fungéo e de suas derivadas em um ponto. A opg¢do por moléculas com um
niimero maior de pontos nodais implica no aumento da ordem da série de Taylor, de tal

forma que o nimero total de pontos que envolvem a molécula seja igual a dimensdo da

base de Taylor menos um.

A matriz P é bastante mal condicionada e diversos esquemas foram propostos

na literatura para a escolha dos pontos nodais que compdem a molécula (Liszka e Orkisz,
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1980; Godoy, 1986), de modo a melhor condicionar a molécula e também de modo a
automatizar a constru¢io dessas moléculas. O mesmo fendmeno ocorre quando do
ajustamento pelo polindmio interpolador que conduz a matriz de Vandermonde (Lancaster
e Salkauskas, 1986), também mal condicionada, mesmo para dimensdes pequenas, € que

possui alguma similaridade com a matriz P .

No caso de uma distribui¢do ortogonal quadrada de pontos nodais a matriz P
para seis pontos nodais conduz a equagdes idénticas aquelas do esquema convencional de
diferenca central do Método das Diferengas Finitas (Pulino Filho, 1986), a menos da
derivada mista (Perone e Kao, 1975).

Liszka e Orkisz (1980) propuseram. como forma de contornar o mal
condicionamento da matriz P e melhorar a qualidade das derivadas Du, a utilizagdo de
um numero maior de pontos nodais (m > 35) para a construgdo das aproximagdes, 0 que
resulta em um sistema super-determinado. Para obten¢do das derivadas estabeleceram a

minimizagdo da norma ponderada do erro

2
N=;[(u()_u, +%:;0h,+JpLI3':] =min (45)
Escrevendo
oN
A R 4.6,
d(Du) (4.6)

chega-se a um sistema linear de equagdes com cinco incognitas.

Duarte (1995) demonstrou que a formulagdo de Liszka e Orkisz possui
similaridade com o Método de Minimos Quadrados Movel descrito por Lancaster e
Salkauskas (1981). Adotando a expansdo a partir da origem, por simplicidade, ou seja
(x5,¥,) =1(0,0), a expressdo (4.3) pode ser posta na forma

u(x,) = p' (x,) Du(0) (4.7)

Neste caso a norma do erro (4.5) fica

84



N(Du(0)) = 3" w,(0) (u(x,) -1, (4.8)
=1

onde w,(0) = Lﬂ , sdo os valores das fung¢des de ponderagdo tomados a partir da origem.

i

Colocando a expressdo (4.8) em uma forma matricial chega-se a

N(Du(0)) = (P Du(0)— u)’ W (0) (P Du(0) - u) (4.9)
onde
1 h k, W2 hk, kP2
1 h, k K12 hk, kl/2
u=[u,, u, - un]r
Du(0)=:uo ?; %l;; szuzo g;g; aa;u;’:!
Efetuando a minimizagdo obtém-se
Du(0)=A 'Bu=9¢u (4.10)
onde
A= P'_W(O)P )
B=P W)

As fungdes de forma e suas derivadas sdo dadas por

0=A'B (4.12)

onde ¢ coleta para cada termo de Du(0) as contribuigdes de cada ponto nodal. Ou,

apresentando numa forma mais explicita
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u, o[,
ou | [& - 8 - 4],
& x 1.2 nx -
Du(0)={ . }= ¢’; ¢; ¢:' du } (4.13)
azuo _¢!._\}' e T,y g ¢".}9’ Hu

Como neste procedimento adotou-se fun¢do de ponderagdo com carater

interpolador (w, = 1/ p”) é facil verificar que se obtera

u=[0 - 1 - 0]yy p=u, (4.14)

ou seja

I para i= polo damolécula

|_0 para i # polo da molécula

Neste caso a funcdo de forma obtida no Método das Diferengas Finitas
Generalizadas segue o delta de Kronecker tio caracteristico das fungdes de forma do

Método dos Elementos Finitos.

Em suma, o procedimento apresentado por Liszka e Orkisz € uma
especializagio do Método de Minimos Quadrados Movel com interpolagdo, onde os

pardmetros obtidos Du(x) sdo a fun¢do de forma e suas derivadas nesse ponto. A
especializagio é obtida através da utiliza¢do da base de fungdo de Taylor, expressdo (4.4),
e a interpolagdo decorre da fungdo de ponderagio adotada (w,=1/p”) que tende a
infinito quando x — 0, resultando  u(x,)=u,. A singularidade pode ser tratada
numericamente limitando-se w, a um valor relativamente grande, como realizado na Seg@o

3.6, ou através de procedimento de normalizagdo demonstrado por Lancaster € Salkauskas
(1986).
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A fungdo de ponderagdo utilizada ndo mantém correlagdo com o suporte
definido pelos pontos adotados na nuvem da molécula. Em artigo de 1996, Liszka et al.,

propdem fungdo de ponderagdo com o seguinte aspecto

w =—1 4.15)

onde ¢ é uma constante e £ um expoente no intervalo de 1 a 8. Como relatado na
referéncia citada para S =6 obtém-se moléculas com estabilidade pobre. Liszka ef al.

(1996), sugerem que apos alguma experimentagio os seguinte valores podem ser adotados:
Pp=3ec=24.

Convém observar que, ao contrario das fungdes de ponderagdo vistas na Se¢do

3.4, que sdo funcdo do suporte através do pardmetro r = p/d,,, a expressdo (4.15) néo

apresenta essa correlagio. Mantendo o espirito de interpolagdo, outras fungdes de
ponderacdo correlacionadas com o suporte poderiam ser sugeridas. Este assunto relaciona-

se para futuras investigagdes.

A preocupac¢do com a constru¢do da nuvem de pontos nodais que compdem a
molécula é central na formulagio do Método das Diferengas Finitas Generalizadas, devido
a instabilidade causada por moléculas desbalanceadas principalmente quando ndo se utiliza
o procedimento de minimizagdo de erro. Jansen (1972) propds uma estratégia baseada no
critério da menor distincia que contém m =6 pontos nodais. Este critério pode conduzir a
moléculas muito assimétricas (Figura 4.1-a). No caso de uma malha ortogonal quadrada
este critério conduz a equagdes de diferengas do Método das Diferengas Finitas tradicional,
como ilustra a Figura 4.1-b, onde a numeragdo é decorrente da ordenagdo lexicografica

(menor distdncia em x e a seguir em y ) dos pontos nodais.

Liszka e Orkisz (1980) propuseram uma estratégia baseada num critério
denominado de quatro quadrantes, que seleciona os n pontos nodais mais préximos em

cada quadrante. Como ilustra a Figura 4.2 a molécula fica mais balanceada, podendo,

contudo, ndo utilizar alguns pontos nodais que se encontram dentro do suporte dm,,

definido como a maxima distincia em relagdo ao polo da nuvem dos pontos nodais que a

compdem.
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Figura 4.1 — Critério de minimo de 6 pontos nodais mais proximos para constru¢io da
nuvem.

O  Ponto selecionado

+  Ponto nao selecionado

+
w- Fungdo de Ponderagao

Figura 4.2 — Sele¢do da molécula pelo critério dos quatro quadrantes.

Convém perceber que na verdade o suporte definido pela fungdo de ponderagao
w, =1/ p” ¢ infinito. Na pratica como o descaimento é muito pronunciado a maioria dos
pontos com raio p >dm, possuem contribui¢do numérica proximo de zero. Talvez mais

grave, como comenta Duarte (1995), € a ndo inclusdo de alguns pontos pertencente ao
suporte que poderiam levar a descontinuidade na fungio de aproximagdo definida pelo

Método de Minimos Quadrados Mdvel. Contudo a experimentagdo numérica conduzida,
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principalmente, por Liszka et al. (1996), ndo permite detectar evidéncias de possiveis

descontinuidades. Também este aspecto carece de novas investigagoes.

Liszka et al. (1996) com o objetivo de melhorar o condicionamento das
moléculas préximas do contorno propdem a inclusio de grau de liberdade rotacional

referente a derivada normal como incégnita do problema.

As derivadas normais da fun¢do u(x,y) sdo dadas por

ou(x,y) _ou, . ou,
o _8xn’+8y A (4.16)

onde n=(n,,n,) €o vetor normal ao contorno.

Como visto a fungdo u(x,y) expandida em série de Taylor a partir do ponto ,

¢ dada por

u(x,y) = p’ Du(0) (4.17)

Derivando (4.17) e substituindo em (4./6) chega-se a

T T
com

op T

op T

-—=|0 0 1 0 x y

2| )

Substituindo obtém-se a expressdo para as derivadas normais

.gi.’. = pI Du(0) (4.19)

onde
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.
p,= [0 n, n, xn. (yn ,+xn,) yny:l (4.20)
podendo ser interpretada como uma base de Taylor para as derivadas normais.

Aplicando a expressdo anterior aos 7 pontos do contorno obtém-se

u, =P, Du(0) (4.21)

onde

0 n, n, hn,  (kn, + hlnly) k/"/y-
P =|: '
0 n, n, hn_ (kn.+hn)) kn,
u = ‘a_u’_ 7% 6'11’ '
w _ On on
- ou, ou, ou, oOu, u, _
Du(0) = o o 0 0 0
u( ) u(j ax a)) axz axa.y 8y‘

O erro total sera dado agora por duas parcelas. Uma referente aos pontos
nodais do dominio N(Du(0)) e outra referente aos pontos nodais do contorno expressa em

termos matriciais

N, (Du(0)) = (P, Du(0)~u,)" W,(0) (P, Du(0)-u,) (4.22)

onde W, ¢ a matriz diagonal com os valores das fungdes de ponderagdo adotada

ligeiramente diferente como sendo w, = //cp”™'.

Efetuando a minimizagdo do erro total, ou, em outras palavras, efetuando o

procedimento de Minimos Quadrados Ponderados chega-se

Du(0)=[A+A,] ' Bu+[4+A,]" B, u, (4.23)

onde
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A=P W(©O)P
A, =P/W,(0)P,
B=P W (0)
B,=P/W,(0)

Colocando a expressdo em termos das fung¢des de forma vem
Du(O)=pu+o, u, (4.24)
com

p=[4+4,]"B
0, =[4+A4,]"B,

Liszka er al. (1996) partem da seguinte expressdo para realizar o procedimento

de minimizagao

= J (4.25)
uﬂ

chegando a resultados idénticos aos apresentados.

A inclusio do grau de liberdade de rotagdo, chamado por Liszka ora de
espectral, ora de Hermite, propicia uma melhora significativa nas moléculas que incluem

pontos nodais do contorno.

A expressdo anterior considerando um ponto nodal no contorno, pélo da

molécula, e quatro pontos no dominio Figura 4.3, reduz a expressio anterior a

1 0 0 0 0 0 || % u
1 B K272 % U
’ * o :

: ok don B 21 1 (4.26)
2 ’ Us
REC I eyl lUam
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Como u,=u, a expressdo anterior possui formato bastante similar com a

expressdo apresentada por Pulino (1989), e com resultados idénticos.

Figura 4.3 — Molécula do contorno com um ponto no contorno e quatro no dominio.

Apresenta-se a seguir uma variante da formulagéo de colocagdo do Método dos
Residuos Ponderados vista no Capitulo 2. Procedendo de forma similar com a equagéo de

Poisson chega-se as seguintes expressdes integrais

O B OWICl ey J‘ —dr IwudQ—J.widF
T,

axax ayay
Iﬁmr:jﬁﬂdr
I Iy

(4.27)

Utilizando a fungdo delta de Dirac como fungdo de ponderagdo, ou seja
w=w=4 e considerando a descontinuidade que ocorre quando esta fungfio se depara com

0 contorno como visto no Capitulo 2, chega-se

|
l.

|, ou
,.l on

= bln -‘ﬂ

"&u L u |, 0u
r f' (4.28)

é‘xay on

u‘r, =H|z

Simplificando vem
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o ol o
o’ |, oml, " (4.29)
u|r =E|ru
ou  _
Observando-se que a—=q em [, chega-se
n
d’u  d'u —b
o], e (4.30)
P :
u|l"~ =I7|I‘,,

Verifica-se que o contorno [/, ndo aparece nas expressbes acima.

Considerando, agora, que as fun¢des de forma do Método das Diferencas Finitas

Generalizadas com termo incluindo a derivada normal vem da expresséo

Du(O)y=p u+¢, u, (4.31)

e portanto as derivadas tomam a forma

u_xx = ¢_xx a+ ¢n,x.x an

(4.32)
u_”,' o ¢'yy a + ¢n,xy an
onde. a, = {q,} sdo as derivadas normais no contorno /7, g,; e no contorno /,, ¢,
Introduzindo na expressdo (4.30) obtém-se
(18, Ja] [0 Ja =, 5
ull'u =u ‘I‘u

ordenando

Kl=¢‘n+¢lr -‘Afl=b1 '-‘Ul=17ll

" -.)L') |{J \[‘, (4.34)

H=H+H,=¢,.+9,

nxx "y

n
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Como g, é o valor conhecido, prescrito, no contorno /,, chega-se ao sistema

matricial
Ka + Huqu o _thl +f (4.35)
Ga=U
ou seja
-K Hn- a ——Hrqr.'-fl: F
& et - (436

A formulagio acima permite a construgdo do Método das Diferengas Finitas
Generalizadas no mesmo arcabougo do Método dos Residuos Ponderados. Como estdo
presentes as derivadas normais nesta formulagdo pode-se considerar a existéncia de pontos

gémeos nos pontos de singularidade do dominio.

A aplicagio computacional das fungdes de forma deduzidas acima serd
realizada através de procedimento de especializagdo de analise orientada a objetos. Assim
a Figura 4.4 apresenta as classes necessarias para a determinagdo das fungdes de forma

baseadas em expansdo de série de Taylor.

Taylor e TaylorN sdo as bases de fungdes correspondentes as expressoes
(4.2) e (4.20), respectivamente. InvPow ¢ a classe que determina a fungdo de ponderagdo
inversa da poténcia expressdo (4.15), que também consta da Figura 3.16.
FourQuadrants ¢ a estratégia de constru¢do de nuvens dos quatro quadrantes

representada na Figura 4.2.

As fun¢des de forma por expansio em série de Taylor, denominadas de
MLS Taylor sdo, como dito, uma especializagdo do Método dos Minimos Quadrados
com nuvem centrada num pélo, ponto nodal do dominio discretizado, que foi definida
como MLS_UNTI na Figura 3.14. A classe MLS_Taylor herda de MLS_UNI todos os
dados e métodos, substituindo alguns de modo a considerar a especializagdo proposta. Esta

classe também esta representada na Figura 4.4.

A modelagem do Método das Diferengas Finitas sera vista mais adiante na

se¢do 4.7.
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Vide Figura 3.15 |

1
1

<<interface>>

BasisFunctions

<<interface>>

ShapeFunction

AN

I
1

MLS_UNI

- - - -

Taylor

-taylorVal(x:double)

BF_Operations

TaylorN

+setNormal(cosX:double[][])
-taylorNVal(x:double, cosX:double[][])

Vide Figura 3.14 |

T

MLS_Taylor

-Pn()
-MLSTaylor()

<<interface>>

CloudStrategy

7N

FourQuadrants

-npq : intf]
-alpha : double

+setN_Quad(npq:int{])
+setAlpha(alpha:double)

+computeStrategy()

Vide Figura 3.17%

Figura 4.4 — Modelagem das classes para obteng¢do da fun¢io de forma por expansdo em

série de Taylor.
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4.3 - METODO DE GALERKIN SEM MALHA

Belytschko ef al. (1994) apresentaram um método sem malha denominado
“Element Free Galerkin” (Método de Galerkin sem Malha). O método emprega como
procedimento para construgio das aproximagdes locais 0 Método de Minimos Quadrados
Movel, Secdo 3.2, que determina fungdes de forma a partir de uma nuvem dispersa € sem
conexdo prévia delimitada por um suporte definido por uma fungio de ponderagdo. E como
procedimento para discretizagio do dominio, emprega o critério de Galerkin numa

expressdo variacional (formulagdo fraca).

Como salientado por Belytschko, essas idéias foram implementadas
inicialmente por Nayroles ef al. (1992), apud Belytschko et al. (1994), como uma
formulagio para generalizacio do Método dos Elementos Finitos. O procedimento de
Nayroles denominado de Método de Elemento Difuso (“Diffuse Element Method")

continha algumas limitagdes que foram superadas pela implementagdo de Belytschko.

Estes trabalhos desencadearam uma intensa pesquisa nos ultimos anos com o

objetivo de se superar o paradigma da constru¢do de uma malha para se discretizar um

dominio.

Embora ndo observado por Nayroles, as interpolagdes usadas sdo as obtidas
pelo Método de Minimos Quadrados Mével de Lancaster e Salkauskas (1981). Como visto

estas fungdes de aproximacgdo tem a forma

¢" (x)=p" (x)A7(x) B(x) (4.37)

Por se tratar de um procedimento de ajustamento por aproximagdo, as fungdes
de forma ndo atendem & condigdo de Kronecker, ou seja, ndo alcangam o valor unitario
sobre os pontos nodais. Somente com a utilizagdo de fungdes de ponderagdo singulares o
ajustamento torna-se interpolado, passando pelo valor atribuido a um ponto nodal. Isto €
uma desvantagem para os métodos do tipo Galerkin ja que dificulta a imposi¢do da
condi¢do de contorno essencial e a aplicagdo de carregamentos pontuais. Diversos

enfoques foram desenvolvidos para imposi¢ao da condi¢do de contorno essencial.
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Belytschko et al. (1994) no artigo de apresentagdo do Método de Galerkin sem
Malha, adota o enfoque de utilizar uma formulagfo variacional impondo as condi¢des de
contorno através do método de multiplicadores de Lagrange. Essa abordagem conduz a um
sistema de equagdes idéntico ao obtido pelo Método dos Residuos Ponderados, sob
determinadas condigdes. Esta formulagio conduz a resultados bastante precisos quando
comparado com outras formas de imposi¢do das condi¢des de contorno, embora conduza
para um problema auto-adjunto linear a um sistema com matriz de coeficientes nao

positiva definida e nem apresenta configurag@o em banda.

Lu, et al. (1995) apresentaram formulagdo baseada num principio variacional
modificado, obtido a partir da dedugdo do significado fisico do multiplicador de Lagrange,

que sdo as tragdes ao longo do contorno /I, , para um problema de elasticidade. Com isto o

sistema de equagdes torna-se simétrico e em banda. Este método mostrou-se menos preciso

que o método de imposigao baseado em multiplicadores de Lagrange.

Krongaux e Belytschko (1996) conduzem a imposi¢do de condi¢des de
contorno através do acoplamento de elementos finitos na regido do contorno essencial, que
¢ aplicada do modo padrio desse método. Esta técnica pode ser utilizada em outros

métodos de discretizagdo sem malha.

Kaljevi¢ e Saigal (1997) utilizaram uma caracteristica do método de minimos
quadrados movel (Lancaster e Salkauskas, 1981) que ¢ a capacidade de gerar uma
interpolagdo caso a fun¢fio peso possua valor infinito para x =x,. Como mencionado no
Capitulo 3, essa singularidade pode ser contornada com alguma manipulagio algébrica.

Esta formulag¢io possui boa precisdo e conduz a um sistema de equagdes positivo definido

e em banda.

Como visto no Capitulo 2, a construgdo das equagdes discretas € feita a partir
do Método dos Residuos Ponderados. Esta abordagem prescinde da existéncia de um
funcional relativo as equag¢des diferenciais que regem um problema sendo por isso um
método mais geral no 4mbito da mecénica computacional. Na forma apresentada aqui a
imposi¢do da condig¢do de contorno essencial resulta num sistema de equagdes similar ao

obtido pela via variacional com imposi¢do de condigdo de contorno via multiplicadores de

Lagrange
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A solugdo das integrais necessarias a determinagdo dos coeficientes resultantes
da discretizagdo da primeira variagdo do funcional ¢ efetuada geralmente por quadratura de
Gauss-Legendre. Como o dominio £2 ¢ discretizado apenas por pontos nodais, Belytschko
estabeleceu uma grade subjacente de células que s3o totalmente independentes dos pontos
nodais, como na Figura 4.5. Em cada célula a integragdo sera efetivada se o ponto

gaussiano estiver dentro do poligono que representa o contorno do dominio.

Célulade = Bounding box
integracéo ‘*\ f

Suporté da nuvem ,.f" “\ Pontos integragao

de pontos gaussiana

Figura 4.5 — Estrutura de células de integrag¢io independentes dos pontos nodais.

Em algumas apresentagdes esse arranjo de células € utilizado também para a
identifica¢do dos pontos nodais sob o suporte que configura o subdominio de um ponto
gaussiano. Na verdade a questio da identificagdo dos pontos sob dominio de influéncia de
uma dada coordenada é crucial no tratamento de problemas de grande porte. Estruturas de
dados em arvores (de Berg er al., 2000) e ordenagio lexicografica (Goodrich e Tamassia,

2001) sdo possibilidades a estudar em futuros trabalhos.

Belytschko er al. (1994) propuseram para a estimativa do niimero de células,

n, X n., a seguinte expressao
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n = \/n_ﬂ (4.38)
onde n, € o numero total de pontos nodais da discretizagido do dominio.

Outro ponto relevante é o estabelecimento do numero de pontos gaussianos por

célula. Belytschko, ainda, propés o numero de pontos de integragdo gaussiana n, xn,

adotados pela formula.

ny =N +2 (4.39)
onde N é o numero de pontos nodais no interior da célula.

O numero de pontos de integragdo gaussiana é geralmente alto, 4x4 ou mais,
uma vez que as fungdes de forma do método dos Minimos Quadrados Mével possuem
comportamento de polindmios de ordem elevada, em virtude do fato de que as fungdes de
ponderagiio exercem influéncia marcante na sua construgdo. Dolbow e Belytschko (1998)
estudaram a relagdo entre o suporte das fungdes de ponderagdo e as células de integragdo
das integrais que formam o sistema de equagdes, concluindo que se obtém maior precisao

na quadratura quando se faz coincidir a célula com o suporte.

Quanto as integrais do contorno sdo também obtidas por quadratura gaussiana
em uma dimensdo. As células sdo consideradas, geralmente, como limitadas pelos pontos

nodais da discretiza¢io do poligono do contorno do dominio.

Alguma pesquisa vem sendo feita com o intuito de se evitar a estrutura de
células, na busca de um procedimento absolutamente sem malha. Beissel e Belytschko
(1996) propuseram um procedimento para avaliagio das integrais somente nos pontos

nodais, utilizando um funcional com termo adicional para estabilizar a solugdo numérica.

Duflot e Nguyen-Dang (2002) propuseram uma estratégia que prescinde da
grade subjacente de células. A fung¢o a integrar ¢ multiplicada por uma fung&o parti¢do da
unidade e a quadratura ¢é efetuada sobre todos os subdominios que se sobrepdem cobrindo

todo o dominio. Ou seja
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[rmae=Y [ vwswae (4.40)
Q k=1 onaQ,

A fungdo ¥, possui um subdominio associado 2, de tal forma que ¥, =0

para pontos fora de £2,. Além disso a fungdo ¥, ¢ uma parti¢io da unidade, ou seja
atende a Zi: ¥, (x)=1. A parti¢do da unidade utilizada sdo fung¢des de forma de Shepard

obtidas a partir do método de minimos quadrados mével com base p’ = [1] O valor da
integral de f(x) sobre £2 ¢ obtido através da quadratura de Gauss das fungdes ¥ (x) f(x)

sobre os sub-dominios 2 £2,, (k=1...1) e adicionando essas contribuigdes. Esta

estratégia exige um grande niimero de pontos nodais para a obtengio de uma boa precisdo.

A nuvem de pontos sob o dominio de influéncia, ou seja sob o suporte, de um
ponto gaussiano € construida utilizando-se uma estratégia de se escolher o conjunto
minimo de pontos nodais que constroem um poligono ao redor do ponto gaussiano. Este
critério, proposto por Belytschko, garante alguma simetria 4 nuvem de pontos nodais. Essa
construgdo utiliza-se das técnicas da geometria computacional (Preparata ¢ Shamos, 1985).
Obviamente os critérios citados na Segdo 3.6 também podem ser utilizados, sendo de

implementa¢do mais simples.

Do ponto de vista computacional as classes ja modeladas permitem a

constru¢do do Método de Galerkin sem Malha como sera visto na Segéo 4.7.
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4.4 - HP-CLOUDS - METODO SEM MALHA HIERARQUICO

Duarte e Oden (1995 e 1996) propuseram um método cujo principal objetivo €
a incorporagdo de adaptabilidade hierarquica para uma nuvem dispersa de pontos. A
apresentagdo do método Hp-Clouds é desenvolvida numa estrita linguagem formal
matematica com demonstragdes abundantes sobre consisténcia, convergéncia € tratamento
de erro. Apesar do forte apelo do tratamento hierarquico semelhante ao utilizado pelo
Método dos Elementos Finitos € sem o inconveniente da malha, o Método Hp-clouds tem
sido pouco reportado na literatura. Talvez o formalismo matematico e uma abordagem
bastante axiomatica ndo facilite o entendimento de seus fundamentos. A apresentagdo a

seguir, como de resto em todo este trabalho, buscara uma abordagem mais construtiva.

Um aspecto do Método Hp-clouds foge do escopo estabelecido para este
trabalho. O estudo dos indicadores de erro que permitem a construgdo de métodos auto-

adaptativos sera listado como trabalho futuro.

Seja um dominio bidimensional discretizado com pontos nodais (com atributos
geométricos do dominio e parametros do problema) espalhados de forma arbitraria.
Centrado em cada ponto nodal sera estabelecido um suporte (circular ou retangular) que

devem, em seu conjunto recobrir todo o0 dominio, como ilustrado na Figura 4.6.

Figura 4.6 — Dominio discretizado por pontos nodais com suportes circulares.

Obviamente estabelecer a dimens@o do suporte € crucial, devendo incorporar

requisitos matematicos, com sua constru¢io guiada por algoritmos da Geometria
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Computacional. No momento, busca-se estabelecer uma fungdo que de forma aproximada
solucione um problema de valor de contorno nesse dominio. Uma aproximagdo desse tipo

em fun¢do de pardmetros do problema estabelecidos nos pontos nodais vem sendo

apresentada pela expressdo

u"(x)=z¢, u, =¢Tu (4.41)
i=l
Usualmente as fungdes ¢, sdo determinadas para um ponto x a partir de um

suporte centrado no proprio ponto x, como visto no Capitulo 3. Neste caso busca-se uma
aproximagdo em x construida a partir de suportes centrados nos pontos nodais x, que
discretizam o problema. Esta variante foi apenas ilustrada na Segdo 3.2. Neste caso o
funcional a minimizar sera construido a partir dos suportes dos pontos nodais que s&o

interceptados pelo ponto x, como reapresentado na Figura 4.7.

u(x)

Wi (x)

; w,(x;)
w (%, )01 <z k(x1+lLX x
Xi-1 Xy X Xisg
2,

Figura 4.7 — Fung¢des de forma geradas a partir de um suporte e de suportes multiplos.

O funcional agora € dado pela expressdo

E(u,x)= Z w, (x) (" (x,, %)~ )3 (4.42)

i=/

onde w,(x)=w,(x—x,) sendo a fun¢do de ponderagdo em x, € x; e avaliada no ponto x.

Antes, nas demais aplicagdes dos Métodos sem Malha, a fun¢do de ponderagdo era
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estabelecida com suporte centrado no ponto x e com valores da fun¢do de ponderagéo

avaliados nos x, pontos nodais abrangidos pelo suporte de x.

A minimizagdo do funcional (4.42) leva basicamente a mesma expressao para

as fun¢des de forma ¢, , dada por

6, (x) = p" A7 (x) p(x, ), (x - x,) (4.43)
onde A(x)=P’ (x, )W (x, —x,)P(x,), os demais termos foram apresentados no Capitulo 3.

A expressdo (4.43) permite o tragado da fungdo de forma para um determinado
ponto nodal a. De fato as fungdes de forma para pontos nodais apresentadas no Capitulo

3 foram tragadas com a utilizagdo desta expressdo através do algoritmo apresentado na
Tabela 4.1.

Tabela 4.1 — Algoritmo para a construgdo do tragado de fung¢des de forma de um
ponto nodal.

Input: x; - pontos nodais que discretizam o dominio.
x - ponto do dominio.
a - indice do ponto x, que se deseja tragar a curva.

Caso x ¢ suporte(x,), ¢, =0, retorne.

Sendio procure S(x) conjunto dos pontos nodais X, cujos suportes
interceptam Xx .

Calcule A(x)= P’ (x )W (x, —x;)P(x,)

Calcule ¢, (x) = p' A7 (x) p(x,)w, (x —x,)
Output: valor de @, (x)

Como pode-se perceber a viabilidade de inversdo de 4 = P WP esta sujeita a

que a ordem da base deve ser no minimo igual ao nimero de suportes de x, interceptados

por x. Esta restrigio deve ser considerada, portanto, no algoritmo de construgdo dos

suportes que se vera adiante.
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De modo a se obter um enriquecimento hierarquico tipo p (de ordem

polinomial), Duarte e Oden propdem a substitui¢do da fun¢do de forma ¢, por outra que

toma a forma

¥, =g, L° (4.44)

onde ¢: ¢ a fungdo oriunda do Método de Minimos Quadrados Moével com k sendo a

ordem da base empregada; e I? € a base de fun¢des polinomiais hierdrquicas. Duarte e

Oden (1995) sugerem fung¢des baseadas em polindmios de Legendre ou mondmios.

Do ponto de vista matematico esta operagdo, de produto de fungdes

linearmente independentes produzir um conjunto de novas fungdes também linearmente
independentes, somente é possivel devido a que as fungdes @* sdo o que se denomina de
parti¢do da unidade. E, portanto, o conjunto L” pode ser qualquer conjunto de fungdes

linearmente independentes.

Uma partigdo da unidade atende a seguinte condigdo

ilf’a(x) =] Vxef (4.45)
a=/

Lancaster ¢ Salkauskas (1981) demonstram que as fungdes produzidas pelo

Método dos Minimos Quadrados Movel se constituem em uma parti¢ao da unidade.

Nos experimentos numéricos realizados observou-se uma relativa
independéncia do erro com a ordem k da base utilizada. Assim, adotou-se &£ =0, ou seja a
base unitaria, o que leva o Método de Minimos Quadrados Movel a produzir as fungdes de

Shepard. Portanto a parti¢do da unidade que sera implementada € a fungfo de Shepard

dada por

¢0 - wa(x)

y = — (4.46)
W, (o
£
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onde w,(x)=w,(x—x,) é uma fungdo de ponderagdo com valor diferente de zero e
positivo num suporte de raio 4,. Note-se que em um dado ponto x devem se superpor n

suportes de modo a ocorrer um fracionamento da unidade entre os pontos nodais. Caso
contrario, se um dado ponto do dominio for coberto por apenas um suporte, ndo ocorrera a

divisdo da unidade ¢ a fungio de forma ¢, tera valor unitario nessa regido. Assim, para

que a fungdo parti¢do da unidade produza efeito devera ocorrer cobertura em cada ponto do

dominio por dois suportes, no minimo.

Esta observagdo, ndo enfatizada por Duarte ¢ Oden, foi percebida por
Mendonga et al. (2000) numa aplicagdo do Método Hp-Clouds a viga de Timoshenko.
Embora computacionalmente muito faceis de produzir as fung¢des de Shepard podem

produzir a resultados inesperados, conduzindo a derivada nula sobre os pontos nodais.

Na construgio das fungdes ¥, = ¢+ L”, onde @Y ¢ a fungdo parti¢do da unidade

do Método de Minimos Quadrados Movel, e L? ¢ um conjunto de fungdes linearmente
independentes requer algum cuidado de modo que a nova base, produto das anteriores,

conserve independéncia linear. Seja por exemplo o seguinte grupo de fun¢des

¢ =¢" {1} Fungdes de Shepard

(4.47)
F=r :{1 x x2} Monomios

Como as fungdes de Shepard sdo geradas por uma base unitaria, entdo a base

linearmente independente que gera as fungdes ¥, = ¢: L? devera ser

$'r |l x x?} (4.48)

Assim a base de mondmios devera excluir o termo {/}. Essa analise deve ser realizada

para cada grupo de familia de fungdes utilizadas. Tendo sido feita aqui para um caso

simples, mas suficientemente geral.

Pertinéncias matematicas a parte, para o caso das fun¢des de Shepard o

conjunto de fungdes que gera ¥, ndo devera incluir em L? o termo {1 } , uma vez que este
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ja consta da base de fungdes ¢’ (Fun¢des de Shepard). Assim uma aproximagdo da

solugdo pelo Método Hp-Clouds toma uma forma ligeiramente diferente, isto ¢

n ma)

W (x)=Y Y (f2)LL () (4.49)

a=1 i=l

onde a ¢ o indice que percorre os n pontos nodais; i € o indice dos termos da fung¢do base

hierarquica; a,, sdo coeficientes em numero de i para cada ponto nodal; m(a) € o numero
de termos variavel da base para cada ponto nodal a; ¢’ (x) € a fungdo de Shepard, adotada

como parti¢do da unidade, para o ponto nodal a; e L? ¢é o conjunto de fungdes

hierarquicas a empregar.

Alguns comentarios sdo oportunos. Primeiro, deve-se notar que cada ponto

pode ter um nimero diferente de termos da base L? , garantindo-se uma varia¢@o de ordem

ia
p por ponto nodal. Segundo, a fungéo de Shepard, ¢2 , parti¢do da unidade foi adotada por
conveniéncia computacional, podendo outra ordens serem utilizadas. Poderia ser adotada,
inclusive, fungdes lineares como as usadas nos elementos finitos isoparamétricos que
também sdo uma parti¢io da unidade. E, terceiro, ndo € possivel com a expressdo acima
aproximar uma fun¢do com a utilizagdo de uma restrigdo de interpolagdo. O nimero
abundante de coeficientes, maior do que um, por ponto nodal requer outro critério. Por

exemplo, o erro em relagdo a solugdo exata pode ser ortogonalizado com um conjunto de
fungdes (Prenter, 1975)

ah

(r-7.%)= J [ro-F0O]Pwdi=0 i<isn (4.50)

(¢

onde f € a fungdo conhecida, f =¢,0,(1)+---+c¢,9,(t) . Usualmente adota-se ¥, =¢,. Esta
formulagio corresponde a projecdo da norma L, = " f- f " = E[f (1) - f (:)J di no espago

definido pela base ¥, =¢,. Ora, esta expressdo é bastante similar a apresentada no

Capitulo 2 para o critério de Galerkin.
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Retomando a expressio das fungdes de forma do Método Hp-Clouds,

¥, =@ I”, suas derivadas sio dadas por

(#,), =(¢2),(£7)+(22)(2"), 4.51)
(), =(62), (22)+(82) (), +(82), (2), +(2)(27),

A primeira derivada da fun¢do de Shepard é dada por

. ;‘:‘,wﬂ . (4.52)
s
B=1

Convém alertar que caso n =1/, na regido recoberta por apenas um suporte a

derivada sera nula.

A derivada da fun¢io de Shepard em relagdo a uma segunda direg¢do ¢ € dada

por

¢, =A;/B+A'B,+A'B . +A"'B,

w W w

Py =2 e e vy - (4.53)
(Xw)  (Xw)

—;LW ——le+ ! w
(Zw) " (Zwf X

De novo ¢é facil perceber que caso em um determinado ponto ocorra somente o
suporte de um ponto nodal, o valor da segunda derivada da fungdo de Shepard sera nula, ou

seja, @, , =0. Neste caso as derivadas da fungdo de forma do Método Hp-Clouds serao

dadas por
¥is =0 L
' ’ (4.54)
'P:_st = Va wa
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Portanto de modo a preservar a qualidade numérica do método deve-se utilizar
fungdes hierarquicas L” com p 2 1, eliminando-se assim, a possibilidade de derivada nula

decorrente do fato de um ponto estar recoberto por apenas um suporte.

No presente trabatho adotou-se a base de mondmios, ja definida no Capitulo 3,

como conjunto de fungbes hierarquicas L”. Assim a avaliagdo da fungdo e de suas

derivadas ¢ realizada pelos mesmos objetos, e classes definidas naquele capitulo.

A aplicagiio das fungdes de forma hierarquicas, definidas a partir do produto de
uma parti¢do da unidade por uma base de fungdes com ordem crescente p, a problemas de
valor de contorno é realizada no ambito do critério de ortogonalizagdo de Galerkin. Duarte

e Oden manifestam que se trata de conveniéncia, outros critérios podem ser empregados,

como o de colocagdo.

A tnica diferenga na implementagdo do procedimento de Galerkin, em relagéo
aos demais métodos apresentados neste trabalho, é que o resultado da solugdo do sistema
de equagbes ndo sdo as incognitas dos pontos nodais, mas sim pardmetros que quando
combinados linearmente com a partigdo da unidade e a base hierarquica resultam nas

procuradas incognitas.

Na determina¢do da fungfio de Shepard qualquer das fungdes de ponderagdo
listadas no Capitulo 3 poderia ser utilizada. Duarte (1996), e Garcia et al (2000)

apresentam uma representacdo grafica de fun¢do de ponderagdo B-spline quartica, portanto

C’, e que possui a vantagem de ter derivadas nulas quando a fungio se anula, além de ser
polinomial. A Figura 4.8 apresenta o grafico da fun¢do B-spline bem como das expressoes
polinomiais que permitem a sua construgdo. A dedugio foi realizada a partir de exposi¢@o
sobre o tema, constante de Prenter (1975), com a utilizagdo de cinco pontos nodais
eqiiidistantes e com um fator de normalizagio a soma dos valores da B-spline quartica nos

pontos nodais.
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Figura 4.8 — Fungdo de ponderagdo B-Spline quartica.

O Método Hp-Clouds faz uma extensa utilizagdo de técnicas e algoritmos de
Geometria Computacional. Dois algoritmos sdo essenciais para a implementagdo numérica
e computacional do método. O primeiro trata de um procedimento de recobrimento de todo
o dominio com os suportes dos pontos nodais. Além de garantir o recobrimento do
dominio que é antes de tudo uma imposi¢do matematica o algoritmo deve estabelecer de

forma automatica a dimensdo do suporte de cada ponto nodal.

Para o caso de distribui¢@o regular ortogonal, em grelha, dos pontos nodais o
algoritmo ¢ bastante simplificado, bastando estabelecer como dimensdo do suporte metade
da distancia diagonal entre os pontos nodais. Neste caso boa parte da area junto ao ponto
nodal serd recoberta por apenas um suporte, resultando em uma fung¢do de Shepard
unitaria. Outra possibilidade seria arbitrar para cada ponto nodal um recobrimento igual a
distdncia ao ponto mais préoximo, o que garante uma sobreposi¢do mais elevada dos
suportes. A Figura 4.9 ilustra esse algoritmo onde a dimensdo do suporte ¢ dada por

h, = fmax(d,.d).

Para uma distribui¢do irregular ou aleatoria, em duas ou trés dimensdes, um
algoritmo dessa natureza ndo € tdo simples. Duarte e Oden (1996) propdem um algoritmo
baseado em busca binaria que estabelece a dimensdo do suporte como a distdncia ao ponto
nodal mais préximo, no caso de & =0, ou seja parti¢do da unidade fun¢io de Shepard. Este

algoritmo pode falhar se a distribui¢do ao acaso redundar em forte aglomeragio de pontos
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nodais (cluster), como mostrado na Figura 4.10. Neste trabalho optou-se por utilizar um

algoritmo baseado na construgio de uma triangulagfo valida restringida pelo dominio e

adotando-se como raio do suporte &, a distincia ao ponto nodal mais distante. Com isto

evita-se a falha apontada e chega-se a uma sobreposi¢do de suportes bastante elevada.

ha=gd h =d hﬂ=\/§d

"] Regides sem recobrimento

Figura 4.10 — Distribui¢do em cluster com algoritmo de recobrimento de minima distancia.

O algoritmo de triangulagdo gulosa (greedy triangulation) com restrigdo,
apresentado na Tabela 4.2, foi elaborado baseado nos conceitos existentes em Preparata ¢
Shamos (1985), e em de Berg et al. (2000). A verificagdo de interceptagdo de segmentos
utiliza algoritmo baseado em procedimento proposto por Sunday (2003), assim como a

verificagdo se um segmento estd dentro de um poligono. Apds a triangulagio € construida a
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estrutura de dados para cada tridngulo com sua respectiva conectividade. Finalmente,
busca-se o maior segmento dentre os que partem de um ponto nodal para dimenséo do

suporte. A Figura 4.11 ilustra duas fases do algoritmo.

0.5

Figura 4.11 — Algoritmo de recobrimento baseado em triangulagéo.

Tabela 4.2 — Algoritmo de recobrimento do dominio.

Input : - pontos nodais.
- geometria de restrigdo.

Construa pool de lados com combinagdo () lados e ordenar crescente pela
dimensio.
Inclua lados da geometria de restri¢do na estrutura de dados da triangulagdo.
Loop sobre o pool de lados a partir do menor lado
Caso ndo intercepte nenhum lado
Inclua na triangulagdo.
Senio descartar lado
End.
Loop sobre a triangulagdo
Caso algum lado esteja fora da geometria de restrigdo (furos e
reentrancias) descartar lado
End.
Loop sobre os pontos nodais
Busque tridangulos que incidem no ponto nodal
Determine o suporte como sendo o maior segmento que parte do ponto
nodal
End.
Output : suporte de cada ponto nodal.
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O outro algoritmo fundamental deve responder a seguinte questio: dado um
ponto no dominio (para integragio gaussiana. por exemplo) quais pontos nodais possuem
suportes que interceptam esse ponto. Com isto as fung¢des de forma e derivadas podem ser
determinadas para construgio das matrizes que modelam a discretizagdo. O algoritmo
desenvolvido foi concebido a partir do algoritmo de buscas binaria, de Swegle (1994),
utilizado no 4mbito do método SPH (Smooth Particle Hydrodynamic), e que também foi
empregado por Duarte. Em esséncia o algoritmo procura para cada dirego cartesiana quais
suportes interceptam o ponto e a seguir faz uma verificagdo cruzada com as demais
diregdes sobre a possibilidade de novas intersec¢es. A resposta buscada sdo as

intersec¢des existentes em todas as dire¢des pesquisadas. A Figura 4.12 esclarece o

procedimento.

Lista_x:{1 2 3}
Lista_y: {1 5 2}
Lista_Solucao : {1 2}

Figura 4.12 — Algoritmo de busca multidirecional para determinag¢do dos suportes que
interceptam um ponto.

A implementagdo computacional das fungdes de forma do Método Hp-Clouds
segue os passos ja apresentados. A classe B4Spline na Figura 3.16 implementa a fungdo

de ponderagdo B-Spline de 4° ordem (vide Tabela 3.1 e Figura 4.8).

A estratégia de construgdo da nuvem de pontos € realizada em duas etapas.
Inicialmente sdo definidos os suportes dos pontos nodais. Na classe MultSupport a

defini¢do pode ser realizada através da imposigdo direta dos valores, ou pelos algoritmos
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de distancia (operagio setDmiDistance ()) que fixa o suporte em fungdo de uma
constante B que muitiplica a distAncia do pélo ao k-ésimo vizinho mais proximo
selecionado; ou ainda, pelo algoritmo de triangulagdo (operagdo setDmiTriangul())
descrito na Tabela 4.2. A seguir uma consulta a classe MultSupport informa os

suportes que um determinado pélo intercepta, utilizando o algoritmo de busca

multidirecional ilustrado na Figura 4.12.

Como as fungdes hierarquicas aqui apresentadas s3o produzidas a partir das
fungdes de Shepard que sio uma particularizagdo do Método de Minimos Quadrados
Mével para a base unitaria, uma classe especifica que implementa a formulagio baseada
em simples somatdrio, evitando-se o processo de inversio de matrizes, resulta bastante
eficiente. Assim, a Figura 4.13 apresenta a classe MLS MULT Shepard herdeira de
MLS MULT.

As fun¢des de forma do método Hp-Clouds sdo produzidas a partir de uma
partigio da unidade representada por uma classe que segue a interface MLS_SF (do
Meétodo de Minimos Quadrados Movel) com uma base polinomial. Deste modo a classe
HPC_SF segue a interface ShapeFunction diretamente agrupando por composi¢do um

objeto que segue a interface MLS SF com outro objeto oriundo da clase Monomial.
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Vide Figura 3.14[_\I. -

<<interface>>

T

<<interface>>
MLS_SF

JaN

MLS_MULT

ShapeFunction 4

MLS_MULT_Shepard

-shepard()

Vide Capitulo 6

HPC_SF

-BF : Monomial

-shep : MLS_MULT_Shepard

-HPCVal()

Monomial |_ _ _|vide Figura 3.15 bl

<<interface>>

CloudStrategy

AN

Vide Figura 3.17 l

MultSupport

-Pcid : PointList
-Pole : Point

-dmi : double{][]
-points : PointList

+setDmi(dmi:double[][])

Classes Domain e Discr

+setDmiDistance(beta:double, k:int)
eﬁ, - - <} +setDmiTriangul(domain:Domain, discret:Discret

+computeStrategy()

Figura 4.13 — Implementagéo das classes computacionais para produgdo das fungdes de
forma do Método Hp-Clouds.

Finalizando sobre aspectos computacionais, a implementa¢do do Método Hp-

Clouds utilizando o Método dos Residuos Ponderados, com critério de Galerkin, deve

considerar que a solugdo do sistema de equagdes produz pardmetros ou coeficientes que

quando combinados com a base hierarquica resultam nos valores procurados, inclusive

nodais. Em sintese a Figura 4.13 resume os diagramas de classe, numa perspectiva de

analise, ou seja, sem os detalhes de implementagdo, envolvidos na produgdo do Método

Hp-clouds, ou Método sem Malha Hierarquico.
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4.5 - METODO DO PONTO FINITO

O Meétodo do Ponto Finito (Finite Point Method) foi descrito em artigos
publicados em 1996 por Ofiate tendo como colaboradores dentre outros Zienkiewicz e R.
L. Taylor. Trata-se de um procedimento de colocagdo na formulagdo forte onde as fun¢des
de forma sdo obtidas pelo Método de Minimos Quadrados Movel e com as derivadas

necessarias a satisfagio das equagdes que regem um problema, obtidas a seguir por

diferenciagao.

Deve-se destacar um aspecto do método bastante salientado em todos os
artigos que ¢ a necessidade de se agregar um termo de estabiliza¢@o as equagdes que regem

um problema de modo a diminuir a oscilagdo da solugdo numeérica em torno da solugdo

exata.

As aplicagdes mais marcantes foram realizadas em problemas de mecanica dos
fluidos (Ofiate et al.,1996; Ofiate, Idelsohn ef al., 1996) tendo sido recentemente realizada

aplicagd@o em elasticidade (Ofiate ef al., 2001).

As fungdes de forma sdo obtidas como ja mencionado utilizando-se o Método
de Minimos Quadrados Mével, com o ponto mével coincidindo com um dos pontos nodais

chamado de pélo da nuvem (star node), como mostra a Figura 4.14. Assim, como visto na

Se¢do 3.2 obtém-se

o' (x)=p (x)A"'B (4.55)

A fung¢do de ponderagio utilizada é a gaussiana truncada apresentada na Se¢do
3.4. Como estratégia de construgdo das nuvens de pontos nodais € citado o critério dos
quatro quadrantes (Ofate, Idelsohn et al., 1996) apresentado na Se¢do 4.2, por ocasido da
descrigdo do Método das Diferengas Finitas Generalizadas. A base de fungdes sio

monomios, geralmente de ordem um ou dois, como na Se¢do 3.3.

As equagdes discretizadas do dominio sdo obtidas fazendo uso do critério de
colocagdo no Método de Residuos Ponderados. Assim, tomando W, =W,=W,=6, na

equagdo de residuos ponderados, onde &, € o delta de Dirac, obtém-se o seguinte conjunto

de equagdes
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[4@)] ~b,=0  p=1...N,
[4,] -@,=0 s=1...N
[BG)] ~1,=0  r=L..N,

(4.56)

onde N, e N, sdo o niimero de pontos nodais localizados nos contornos 7, ¢ I,
respectivamente ¢ N, € o numero de pontos restante no dominio £2 ndo pertencentes a

nenhum contorno, /”, e I,. Sendo, ainda, a aproximagéo da solugdo utilizada acima dada

u

por

a(x)=¢" u" (4.57)

onde u" ¢ o valor da solug¢do nos pontos nodais.

u(x)

w.(x)

(i w,(x;)
ik m(x‘”) »

Xi-1 X; Xis) l

i

Figura 4.14 — Método de Minimos Quadrados Mével com ponto de avaliagéo igual a um
dos pontos nodais da nuvem.

Substituindo (4.57) nas equagdes (4.56), determinando as derivada contidas nos

operadores A(u ;) e B(u ;) como na Sec¢do 3.2 chega-se ao sistema de equagdes algébricas

na forma

Ku'=f (4.58)
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com K, =[A(¢, )]J +[B(¢,)]j , sendo que K nio é usualmente simétrica. Na expressdo f

¢ um vetor contendo as contribuicdes dos termos b e ¢ das equagdes que regem O

problema e dos valores prescritos # .

Como, salientado na Segdo 3.2, as fungdes de forma obtidas pelo Método de
Minimos Quadrados Moével ndo atendem a condi¢do delta de Kronecker, ou seja, ndo
alcangam o valor unitario sobre o polo da nuvem com valor nulo nos demais pontos nodais.
Isto se deve ao carater de aproximagdo e ndo de interpolagdo dos procedimentos de

minimos quadrados.

A forma (4.58) guarda grande semelhan¢a com a formulagdo do Método dos
Elementos Finitos onde aparecem como incognitas apenas a variavel u, como mostrado na
Se¢do 2.5. De modo a manter esta formulagdo no Método do Ponto Finito, Ofiate e

colaboradores utilizam o artificio de no contorno [/, realizarem uma aproximagdo com

u
base unitaria, vale dizer p’ = {1} , € portanto com apenas um ponto nodal na nuvem. Neste

caso ¢ imediato que

¢.(x)=p (PTWPY ' (PTW)=1 (4.59)

€ entdo

a, =u, =u,(x, )L_ (4.60)

conduzindo a um sistema como apresentado na Se¢do 2.5

{al} =[Ku]_l {fl -K;a,}

(4.61)
{Q} = {fz} ‘{Kzz az} ‘{Kzl al}

De forma similar a condi¢do de contorno /I, pode ser aproximada com um

ponto nodal como

B(u(x;)) =1(x;) (4.62)
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A formulagdo conduz a dois inconvenientes. Primeiro o operador do dominio

A(#,) ndo é aplicado no contorno, como apresentado em (4.56), violando a condigdo de

que o contorno pertence ao dominio. E, em segundo lugar a aproximagao pobre dos pontos
de contorno, na busca de uma formulagio semelhante a do Método dos Elementos Finitos,

pode gerar uma solugdo nfo tdo precisa nas proximidades do contorno.

Como forma de reduzir os problemas de instabilidade numérica e mau
condicionamento do sistema de equagdes algébricas, devido principalmente a incapacidade
dos métodos de colocagiio em satisfazer precisamente as equagdes que regem um problema
em todo o dominio da nuvem de pontos, utilizando apenas o pélo da nuvem como
representativo, Ofiate e colaboradores introduziram uma técnica de estabilizagdo que
agrega as equagdes que regem o problema novos termos derivados, geralmente, de uma
expansdo em série de Taylor ou a sentimento. Estas técnicas de estabilizagdo sdo de senso
comum na solugdo numérica de equag¢des ndo auto-adjuntas de modo a se evitar oscilagdes

da solugdo (Zienkiewicz e Taylor, 1989).

Para 0 Método do Ponto Finito, Ofiate e colaboradores, desenvolveram uma
técnica baseada na imposi¢do de leis de equilibrio da mecanica sobre um dominio de
dimensio finita. As varidveis de campo incognitas sdo aproximadas dentro do dominio
finito utilizando-se expansido em série de Taylor e tomando-se termos de ordem mais

elevada do que € usual na formulag&o infinitesimal.

Para o caso da equagdo de fluxo em uma dimensio a Figura 4.15 apresenta um

segmento tipico 4B de comprimento 4 onde o equilibrio de fluxos devem estar

satisfeitos.
O(x)
h
9(xs — ) gm/ﬂ/l al) a3
| A | | hl2

I C o | —

Figura 4.15 — Dominio finito em equilibrio de fluxos (a), e equilibrio na vizinhanga de um
contorno Neumann (b).

Expandindo o fluxo em série de Taylor de terceira ordem, tem-se
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d 2 d?
q(xz—h) =‘I(x3)_hzz‘8+hz_ dx?

+O(h) (4.63)
R

Escrevendo o equilibrio para o caso estacionario

Y ¢ = a(x5) - q(x5 —h')—%[Q(xB )+O(xz )| h=0 (4.64)

i=l

onde foi assumido que a fonte O tem uma distribui¢do linear sobre o segmento AB, e

expandindo também em série de Taylor de segunda ordem vem

O(xy ~ )= Q(xg) -2} +O(H) (465

B

Substituindo (4.61) e (4.63) em (4.62) e adotando xp =x como posi¢do

arbitraria obtém-se

dq ., hd| 44,

L4+ = = 4.66,
=+ O+ > dx[ 2 Q|=0 (4.66)
A taxa de fluxo se relaciona com a variavel incognita u através da Lei de

Fourier, ou seja , g=—kdu/dx, onde k ¢ a constante de condutibilidade térmica.

Substituindo em (4.64) chega-se finalmente

_har _ 4.67
el (4.67)
com
_d Q) 4.68
r dx(kdx +0 (4.68)

Fazendo agora a equagdo de equilibrio para um dominio finito de comprimento

h/2 proximo a um contorno Neumann cujo valor de fluxo prescrito vale g, tem-se

7,-49(xs—h/2)-20=0 (4.69)
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Expandindo em série de Taylor e substituindo vem

?.EJ’Q} =0 (4.70)

Aplicando a lei de Fourier chega-se

-5

du , =
kau “A,=0 4.71
dx I (470

US|

onde r ¢ dado por (4.66).

As equagdes que regem o fluxo unidimensional sio modificadas como os

termos de estabilizagdo na forma

A—éh%=0 em (2
u—-u=0 em [, (4.72)
B—%hA:O em I
com
» d( du)
A=4(kdu) 0
dx\ " dx (4.73)
B=k%+q‘n

Como pode-se verificar o termo de estabilizagdo na primeira equagdo de (4.72)
necessita de derivadas terceiras impostas a aproximag¢do . Na maioria dos casos se utiliza
uma aproximagdo no maximo de ordem quadratica, fazendo com que o termo de
estabilizagdo no dominio seja nulo. Nas palavras de Onfate er al. (2001): “Isto embasa o
fato de que os termos de estabilizagdo chave sdo aqueles advindos das condi¢bes de

contorno Neumann.”

A seguir apresenta-se a discretizagdo do problema de Poisson com o termo de
estabilizagdo, seguindo dedugdo acima feita para uma dimensdo. Explicitando-se as

equagdes (4.72) e (4.73) chega-se
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1h E‘iu i BQ} 0 em 2
»° ayax2 o |

-g—+'—+QJ=0 em f, (474)

Desprezando-se, como sugere Ofiate, os termos de terceira ordem na equagao
do dominio e procedendo a ortogonalizagdo de residuos com fungdo de ponderagdo delta

de Dirac, padrdo em colocagdo, resulta

2 ] .
(gfﬁ a-u1 _@_ _i(h n.+h n ) azu+&1 -q \ =
_kax‘? ay2 ; on r 2 o n \ : ay2 /lr, 6
= o0 1, 80\ I )
=-gl, -| 2- h —a;-—zhy ay}g+3(hxnx+hyny)Qr (4.75)

Ofiate ndo inclui o termo du/dn em I ja que ndo utiliza a formulagdo fraca
para produzir as equagdes discretas. Aplicando as fungdes de forma e agrupando na forma

padrio, apresentada do Método dos Residuos Ponderados, chega-se

K =4, +¢w| h n +h,n )(¢.{U_¢fyy)‘rr

Ji=-7\. ‘Q———h L 1, aQJ{ +%(h,n,+hyny)Q (4.76)
.() -

ax 273y

H=G=[0}1] |

Num formato matricial e considerando-se que ocorre um desacoplamento
devido a consideragdo peculiar do contorno com nuvem de pontos composta de ponto

nodal Unico resulta

Ky Kp |fay
A AR P
onde, a; incognitas nos pontos do dominio (sem contorno) e no contorno /,; € @, = u séo

os valores prescritos no contorno /I, . Como resultado vem
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(K, ){a,} =111} - [ K2 ){a}

(4.78)
(0.} ={f2} (K {a/} -[ K, {7}

As expressdes sdo similares as do Método dos Elementos Finitos, como Ofate

almejou.

As classes modeladas no Capitulo 3 permitem a implementagdo do Método do

Ponto Finito como desenhado na Seg¢do 4.7.
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4.6 - EXEMPLO DE APLICACAO

O exemplo proposto a seguir, regido pela equagdo de Poisson, ilustra a
aplica¢do dos Métodos sem Malha. Nio € uma analise numérica exaustiva, mesmo porque
alguns dos artigos citados realizam essa tarefa. Ndo se pretende também estabelecer
comparagdes de performance entre os métodos, mesmo porque, a escolha de um método,
para a solugio de um problema especifico, ¢ ditada muitas vezes por razdes de

conveniéncia computacional ou até mesmo por tradi¢do.

Sem duvida o sistema computacional proposto permite a exaustdo a realizagéo
de ambos os tipos de analises citadas acima. Neste momento serdo realgadas as diferengas
na configuragio dos métodos, como apresentadas neste capitulo. Os resultados foram

obtidos a partir da modelagem computacional que se completara nos Capitulo 5 € 6.

Seja o problema de valor de contorno regido pela equagdo de Poisson com

fonte nula, conhecida como equagdo de Laplace, e correspondentes condi¢des de contorno

o’u  d'u [0<x<5
—+—5=0 para -
' oy lo<y<10
u(x,0)=0 O<x<$
u(y,0)=0 O0<y<l10 (4.79)
u(x,10)=1005in(1”—0 x) 0<x<5
M=0 O<y<l10
ox
A solugdo analitica € dada por
sinh(7x /10 y)sin(r /10 x)

u(x,y)=100 (4.80)

sinh(77)

A Figura 4.16 ilustra o dominio com a representagdo das condigdes de
contorno bem como grafico com as curvas de nivel geradas pela solugdo analitica

correspondente a equagio (4.80).
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u=100sin(x/10x)

N\

T i :
I :
I :
i :
| :
i :
! ;
! bu ;
u=0 L. ds :ng} f
| .
2 2 N R
Q‘+a—lf-=0 : :
i 20 L
| [ . /10
1_ l ; uzlooslnh(n//qy)snn(n 10 x)
b ! sinh(77)
l o-~ ............................
u=»0 :
0 2 4 6

Figura 4.16 — Dominio regido pela equagao de Laplace e solugéo analitica.

Na solugdo pelo Método das Diferengas Finitas Generalizadas deve-se

estabelecer uma discretizagdo como mostra a Figura 4.17 € um critério para a constru¢do
da aproximagio local. No caso foi estabelecia uma distincia fixa dm, para suporte de todos

os pontos nodais. A figura também apresenta a solugdo discreta, desenhada em conjunto

com a solugdo analitica, revelando uma boa qualidade.

Cabe observar que foram utilizados pontos gémeos nos cantos do dominio,
como indicam as normais no contorno da Figura 4.17. Uma considera¢do de ordem pratica
importante se refere a colocagdo sobre um dos pontos gémeos. Nesse caso 0 outro ponto
gémeo ndo devera estar presente na nuvem de pontos. Caso contrario se produzira
singularidade na matriz global do sistema. Quando a colocagdo se da nos demais pontos a
existéncia dos pontos gémeos se revela importante na precisdo do resultado junto aos
cantos (Pulino, 1989).

124



I
+ 4+ o+ 1
sl [
- + + + ¢
i
sl + 4+ o+ [
1
-9 + + + ¢
- ' p
* + + o+ i
!
-2 + + + ¢
2r | 1
- - - 1
!

| Obs: Diametros divididos por 5 |

Figura 4.17 - Solu¢do da equag¢do de Laplace com o Método das Diferengas Finitas

Generalizadas.
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Figura 4.18 — Solu¢do da equagdo de Laplace com o Método de Galerkin sem Malha.

A Figura 4.18 apresenta discretizagdo para solugdo pelo Método de Galerkin

sem Malha. A fungfo de ponderagdo utilizada foi a gaussiana truncada, com critério da
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distancia para estabelecer a nuvem de pontos com parametro a = 2. Utilizou-se a base
linear na determinagio das fun¢des de forma. A figura mostra além da discretizagdo dos
pontos nodais a discretizagio de células de integragdo, realizada com 3x3 pontos

gaussianos.

Como relatado, a aplicagio do Método Hp-Clouds requer que de forma
preliminar seja imposta a dimensdo do suporte para cada ponto nodal. Na Figura 4.19 os
suportes foram definidos através do algoritmo de triangularizago exposto na Se¢do 4.4. A
solugdo foi obtida com os mesmos pardmetros de integragdo utilizados acima. As fungdes

de forma foram geradas com polindmios de primeira ordem.

A utilizagdo da caracteristica hierarquica do Método Hp-Clouds depende da
avaliagdo de indicadores de erro para cada ponto nodal. Duarte (1996), apresenta um
tratamento hierarquico que pode ser aplicado em outros Métodos sem Malha. Pelo

momento se relaciona esta investigagdo para trabalhos futuros.

10} - p—O—O—6—9 i
: + + + |
+H+ " = 2
.4.,.:‘....: .......... !
st L4 H -
R e
4 i s
. L I
6- -t_‘_.z..z_.*_. ..... ' i i
T +
q).. .....
+* ; T
o N RN I e |
: SR
:-:- ++:+ +
).....Z ........ ks sisinens ik
2t ﬂ++3++ : i : .
LAy : :
Fhpi b
R = |
of - G—6—6——o6—+d .- 4 : .

Figura 4.19 — Solugio da equagdo de Laplace pelo Método Hp-Clouds.
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Por fim apresenta-se a solugdo pelo Método dos Elementos Finitos. Neste caso
as células sdo subdominio de integra¢do e seus pontos nodais geram as fungdes de forma

para a aproximagio local. A Figura 4.20 apresenta a solug@o obtida com integragdo 2x 2.

fof o i
= - . '
: i
8t 3 I
(P ..... e v oo S8, 4]
: i
6k ; I
: !
P> o st + ..... S L q]
f I
5 z i
: !
qb ..... s 57 + ..... s v ¢
2r : L]
: |
: |
ot - G—————— - - 4

Figura 4.20 — Solugdo da equagdo de Laplace com o Método dos Elementos Finitos.

De modo geral uma observagdo qualitativa permite concluir que todos os
métodos produziram boa solugdo com a discretizagdo bastante modesta proposta. Um

adensamento das discretizag¢des produziria solugées de qualidade superior.
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4.7 - MODELAGEM COMPUTACIONAL DOS METODOS SEM MALHA

Uma vez realizada a modelagem das fungdes de forma, nucleo central dos
procedimentos de discretizagio sem malha relatados, pode-se passar & definigdo
computacional de cada método em si, € como cada método monta as equagdes algébricas
que permitirdo a solugdo discreta do problema. Essas duas abstragdes serdo tratadas por

grupos de classes distintas.

A Figura 4.21 apresenta a interface Method, bem como classes para cada um
dos métodos detalhados neste capitulo, além do Método dos Elementos Finitos. A interface
estabelece e induz um protocolo comum de comunicagdo com as classes dos métodos
concretos implementados. Basicamente sio paridmetros para a definigdo das fungdes de
forma. Alguns atributos sdo invaridveis e caracterizam um método, ndo podendo ser
alterados, sendo declarados no interior da classe como estatico. Qutros podem ser

modificados até mesmo em tempo de execugdo.

Como exemplo de flexibilidade proporcionada pela programagdo através de
interfaces, a obten¢do das primeiras derivadas das fungdes de forma de um método

qualquer segue a seguinte expressao
currentMethod.SF().dphi()

onde, currentMethod é uma referéncia a instancia (objeto) de uma das classes concretas

que definem os métodos.

Além dos parimetros que a interface Method define outros atributos
especificos podem constituir o corpo de um método. Nem todos os pardmetros devem ser
implementados. Por exemplo, os métodos de colocagdo ndo devem retornar valor para 0s

acessos ao nimero de pontos gaussianos para integragdo do dominio e do contorno.

A fung¢io getEquation() chama a atengfo. As equagdes da discretizagdo devem
ser enumeradas de modo a permitir a montagem das matrizes locais no sistema global de
equagdes lineares. Os métodos de discretizagdo implementados seguem um mesmo padrdo
de numeragdo, onde todos os pontos nodais do dominio e do contorno sdo pontos para
discretizagdo. De forma diferente 0 Método dos Elementos Finitos numera os pontos

nodais das células. De qualquer modo optou-se por encapsular o conceito numa classe
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denominada de Equation, vide Figura 4.21, deixando para cada método o acesso aos dados

das equagdes. Desse modo a classe pode evoluir permitindo outros padrdes de numeragéo

de equagdes ndo implementados aqui.

Finitos

Método dos Elemento‘sj

§

FEM

Finitas Generalizadas

Método das Diierengaﬁ

1
1
L]

GFD

-BF : BasisFunction = new Taylor()

-WF : WeightFunction = new InvPow()

-tensor : boolean = false
-delord : int = 0
-SF : ShapeFunction = new MLS_TaylorQ)

-CS : CloudStrategy
-basord : int=2

+setCS(CS:CloudStrategy)
+setBasord(basord:int)
+getEquation(discret:Discret) : Equation

<<interface>> £PM | _ _ _|Método do Ponto &
Method Finito
+BF()
+WFQ <t----
+tensor()
fSO HPC K
+basord( Método Hp-Clouds
+delod) | = j———
+SF() <t----
+integDom()
+integBound()
+getEquation() _ ‘}‘l
) D. Método de Galerkin
/ \ sem Malha [
/ \ J
/ AN T
/ \ |
EFG

-BF : BasisFunction

‘WF : WeightFunction

-tensor : boolean

-delord : int

-SF : ShapeFunction = new MLS_UNI(

-CS : CloudStrategy
-basord : int
-integDom : int = 4
-integBound : int = 2

Equation

-nodelD : int(]
-eqNumber : int[J[]

+MWR(discret:Discret) : Equatior

+FEM(discret:Discret) : Equation

-equationOrder()

Figura 4.21 — Interface para defini¢do de métodos de discretizagao.

As classes que implementam a interface Method conformam os métodos de

discretizagiio implementados. A classe abstrata MWR na Figura 4.22 é o engenho. Nesta

classe € executado o procedimento de montagem das matrizes globais. Uma classe abstrata

ndo pode criar objetos, apenas classes que a estendem por heranga criam objetos. Assim,

caso um método siga o critério de Galerkin basta instanciar um objeto da classe Galerkin
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informando o tipo de problema (vide o Capitulo 5), uma discretizagdo (vide o Capitulo 6) e
um dos métodos como os definidos na Figura 4.21. Claro estd que a inconsisténcia entre

critério e método acarretara um procedimento de excegao.

Toda a funcionalidade de execu¢do da montagem do sistema global reside na
classe abstrata MWR. As classes derivadas devem se incumbir de implementar dois
métodos denominados de domain() e boundary(), que sdo operagdes abstratas (sem
c6digo) em MWR. Essa construgdo é denominada de padrio de projeto Template Method
(Gamma et al., 2000). Novos motores podem ser criados implementando o cédigo das
fungdes abstratas. Por esse padriio o esqueleto de um algoritmo ¢ definido num método da
classe abstrata, no caso na operagdo XEQ(), sendo postergados alguns de seus passos para

subclasses, no caso domain() € boundary().

Por exemplo o algoritmo domain() em Galerkin realiza a integragdo gaussiana
no dominio construindo as matrizes K e F . J4a boundary() integra o contorno resultando

as matrizes F,, U, G, e H. No caso F, agrupa os valores prescritos em /. Esta

construgdo permite grande flexibilidade permitindo a construgdo de engenhos especificos

para métodos particulares.

Uma questio relevante na construgdo das matrizes globais € o procedimento de
montagem, ou de assembler. Dependendo do critério, Galerkin ou colocagdo, as matrizes
serdo montadas com o acréscimo de outras matrizes, de vetor coluna, ou de um vetor linha,
e podendo ainda ser um escalar, como mencionado na Secdo 2.4. Na verdade trata-se de
incorporar um procedimento particular de adigdo a um objeto do tipo matriz (vide
MatrixType no Capitulo 6). Essa incorporagdo se dara ao tempo de execugdo ja que nem
todas as matrizes utilizadas necessitam de assembler. Incorporar em tempo de execugdo
um comportamento € tratado pelo padrdo de projetos denominado de Decorator (Jandl,

2003). Normalmente esse padrdo € usado para dar e tirar em tempo de execugdo alguma

decoragdo a um objeto grafico.

A Figura 4.23 apresenta a classe Assembler que implementa a interface
MatrixType (vide Capitulo 6). Ou seja, um objeto do tipo Assembler ird emular o
comportamento de uma matriz. Foram criadas duas subclasses, uma para realizar o
assembler (adi¢do) em matrizes retangulares denominada de MatrixAssembler, e outra

para realizar a operag@o em vetores colunas, denominada de ColVectorAssembler.
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Nome em itélico indicabl_ -
classe abstrata [

domain() e boundary(

sdo operagdes abstratasb‘-

MWR

-problem : Problem
-discret : Discret
-method : Method

K
-G

: Matrix
: Matrix
-H : Matrix
-F . ColVector
-Ft : ColVector
-U : ColVector

-equation : Equation

-

Problem vide Capitulo

Discret vide Capitulo Gﬂ

+KQ : Matrix

+G() : Matrix
+H() . Matrix

+F() : ColVector
+UQ) : ColVector
+XEQQ

-domain()
-boundary()
#createEquation()

[ D
// Cédigo em XEQ

createEquatio();
domain();
boundary();

A

Galerkin

-domain()
-boundary()

Equation:method.getEquation(discret:Discretﬁ

Collocation

-domain()
+boundary()

Figura 4.22 — Classes para construgio das matrizes globais.

Uma classe Matrix que assume o comportamento de MatrixAssembler tera

uma operagdo denominada add() que realiza a montagem em fungdo dc uma lista de

pontos nodais. Por polimorfismo pode-se adicionar uma matriz, como em Galerkin, ou

uma linha (RewVector), como em colocagdo. Do mesmo modo em um vetor coluna

(ColVector), pode-se adicionar por assembler outro vetor coluna ou um escalar (Scalar).

Embora a classe Assembler se relacione de forma marcante com o pacote

JMatrix, que sera apresentado no Capitulo 6, optou-se pela exposi¢do mais oportuna junto

a classs MWR. Essa construgdo ¢ bastante flexivel, e a0 que parece ndo reportada na

literatura, j4 que incorpora o comportamento de assembler a uma matriz somente em

tempo de execugdo e aquelas matrizes que o necessitam.

As classes propostas cobrem os casos previstos para os critérios de colocag@o e

Galerkin.

1
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Assembler

-matrix ; MatrixType .
-eqNumber : int[][]
+setMatrix(matrix:MatrixType)
+setEqNumber(egNumber:int[][1)
+toMatrix() : Matrix

MatrixAssembler

+MatrixAssembler(A:Matrix)
+add(Ap:Matrix, Pcld:PointList)
+add(Vp:ColVector, Pcld:PointList, idf:int)
+add(Vp:RowVector, Pcld:PointList, idf:int)

, ttulo 6
<<interface>> == = Vide Capitulo Ij

MatrixType

+toMatrix() : Matrix

JAN i

[
i
1

ColVector

Matrix

ColVectorAssembler

+ColVectorAssembler(V:ColVector)
+add(Vp:ColVector, Pcld:PointList)
+add(Sp:Scalar, node:int)

Figura 4.23 — Classes para incorpora¢do de comportamento de assembler a matrizes e
vetores.
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4.8 - CONSIDERACOES FINAIS

A exposigio do Método das Diferengas Finitas Generalizadas buscou reunir as
suas principais caracteristicas de forma a apresentar um quadro completo do recolhido em
diversos artigos. Além disso a apresentagdo objetivou justificar ou demonstrar
teoricamente alguns aspectos relevantes. No dmbito do Método dos Residuos Ponderados
os pontos gémeos sdo naturalmente justificados como limites dos intervalos de integragdo
no contorno. Demonstrou-se, através da minimizagdo da soma do erro no dominio e no
contorno, como sdo geradas as fun¢des de forma considerando as derivadas normais no
contorno. Na literatura a apresentagdo € mais axiomatica. Cabe destacar que a apresentagdo
matricial da construgdo do sistema global de equagdes, resultante da abordagem do
Meétodo dos Residuos Ponderados com formulagdo fraca, ndo se encontra na literatura,
onde se emprega uma abordagem com viés algoritmico. O estudo da fungio de ponderagéo

e da geragdo da nuvem de pontos deve ser relacionado como objeto de trabalhos futuros.

Visto como uma generalizagdo do Método dos Elementos Finitos, o Método de
Galerkin sem Malha possui grande possibilidade de evolugdo e aplicagdo em diversos
problemas da mecénica computacional. A exposi¢do iniciada aqui é detalhada no préximo

capitulo, onde os aspectos praticos da constru¢do do método sdo apresentados.

A apresentagio do Método Hp-Clouds seguiu um caminho mais construtivo ao
invés da apresenta¢io axiomatica presente na literatura. Devido a necessidade de conciséo,
ndo foram incluidos alguns exemplos que dariam maior didatica aos conceitos. A fungdo
de ponderagdo construida a partir de uma base de fungdes splines, apenas citada na
literatura, teve sua formulagdo apresentada. O algoritmo de recobrimento do dominio
baseado em triangularizagdo restringida apresentado garante uma construgio segura da
nuvem de pontos embora o algoritmo greedy utilizado ndo seja muito eficiente. A
implementagdo desse método requer uma forte aproximagdo conceitual com a Geometria
Computacional, como fica evidente nos algoritmos descritos, sendo este um caminho

natural de novas investigagdes.

O Método do Ponto Finito possui forte ligagdo com um problema especifico
devido aos termos de estabilizagdo numérica empregados. Estes termos conduzem a
alguma dificuldade na implementagdo computacional. O procedimento de colocag¢do na

formulag3o fraca, mencionado no Capitulo 2, pode conduzir a uma implementagdo mais
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simples de um método de colocagio que se utiliza diretamente das fung¢bes de forma
geradas pelo Método de Minimos Quadrados Mével. Esta deve ser como ja lembrado uma

diregdo de trabalhos futuros.

A modelagem dos objetos computacionais proposta permite grande
flexibilidade na escolha do método de resolu¢do de um problema, passivel de realizar-se
até mesmo em tempo de execug¢do. Como a literatura consultada sobre orientagio a objetos
aplicada a métodos de discretizagdo se restringe ao Método dos Elementos Finitos, a
possibilidade de alternincia de método nfo possui referéncia para comparagdo. Cabe
destacar que a modelagem da abstragio, método de discretizagdo, em uma classe de
conformagio do método e outra classe com os engenhos de resolugio, levou a uma

arquitetura que beneficia a clareza e a expansibilidade.

O procedimento de se incorporar uma operagdo especial de adig¢do indexada a
uma matriz para a realizagio da montagem (assembler) das matrizes globais em tempo de
execuc¢do demonstra uma das caracteristicas fundamentais da analise orientada a objetos,
qual seja, a viabilidade de se aproveitar codigo existente em grande escala. Ndo foi
necessario o acréscimo de nenhuma linha de cédigo ao pacote JMatrix para que seus

objetos adquirissem a opera¢do de assembler.
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5- METODO DE GALERKIN SEM MALHA EM ELASTICIDADE

5.1 - INTRODUCAO

No Capitulo 4 foram apresentados os Métodos sem Malha objeto de analise
neste trabalho. Dos métodos apresentados o Método de Galerkin sem Malha € atualmente o
mais pesquisado. Este método propicia a abordagem de uma grande gama de aplicagbes em
diferentes campos da fisica e da engenharia. Dessas aplicagdes o problema mais

fundamental no Ambito da mecinica € o da elasticidade bidimensional.

O objetivo aqui ¢ o estudo da formulagio de um novo problema, elasticidade
no caso, dentro de uma estrutura computacional que se pretende expansivel, inclusive

quanto a modelag¢do de novas aplicagdes.

Via de regra o caminho adotado para a apresenta¢do deste problema na
literatura é o da formulagdo variacional. Neste capitulo a apresentagdo da formulagdo
discreta sera realizada como no Capitulo 2 com a utilizagdo do Método dos Residuos

Ponderados.

Além do problema de elasticidade, exposto a seguir, o0 Método de Galerkin sem
Malha vem sendo aplicado em diferentes problemas de mecénica computacional. Cabe
destacar os trabalhos de Belytschko e colaboradores em dindmica da fratura (Belytschko e
Tabbara, 1996). Muitos outros pesquisadores vem abordando o método ocorrendo na
literatura vasta gama de aplicagdes, dentre elas pode-se citar: analise modal de estruturas
(Ouatouati e Johnson, 1999), analise elastoplastica (Barry e Saigal, 1999), acustica (Suleau
et al., 2000), fluxo de 4guas rasas em rios (Du, 2000), e analise de cascas € estruturas

espaciais (Nogushi, 2000).
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5.2 - FORMULACAO DISCRETA EM ELASTICIDADE

Seja um problema de elasticidade bidimensional, com pequenos
deslocamentos e material isotropico elastico linear, num dominio €2 delimitado por um
contorno /~, como o representado na Figura 5.1. Um elemento infinitesimal desse dominio
esta submetido a forgas que produzem o diagrama de corpo livre, também representado na

Figura 5.1, cujo equilibrio é dado por

) or.,
ZF, =(o, + 99, dx)dy —o dy + (1, + ——dy)dx —7_dx + b dxdy =0
ox Yooy -
;.1
67“ 50',,
S F, =(z,,+ L di)dy ~ 1, dy+ (0, +—= )i~ dr + byddy =0

onde b, e b, sdo as forgas atuantes no corpo por unidade de volume nas direges x ¢ y,
respectivamente, positivas nas dire¢des desse eixos. o, € o, sdo as tensdes normais nas

dire¢des dos eixos e 7, a tensdo cisalhante mostrada na dire¢go positiva na Figura 5.1.

Simplificando as expressdes (5.1) obtém-se as equagdes diferencias de

equilibrio

G

%9+ Zlo v =g

5r 8 (3.2)
o5 99, Ly g

ox Oy

As condigdes de contorno sobre /° podem ser tanto essenciais /, como

u
naturais /. A representagdo desses contornos ndo € tdo simples como no caso da equagdo

de Poisson, uma vez que agora ndo se tem um problema com incdgnita escalar e sim um
problema com duas incégnitas por ponto geométrico do dominio. Assim, as condig¢des de
contorno essenciais resultam em equagdes de compatibilidade na superficie devido a

deslocamentos prescritos, também chamadas de condi¢Ges de contorno de deslocamento

(5.3)
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Figura 5.1 — Problema de elasticidade com diagrama de corpo livre.

As condi¢des de contorno naturais sdo resultantes das equagdes de equilibrio
devidas a tensdes prescritas na superficie, sdo também chamadas de condi¢des de contorno

de tenso e sdo dada por

on+t.n =1 em [,

>

[
<
N

T ton, =1

onde n, € n, sdo os co-senos diretores do vetor unitario normal a superficie; e, f et, sdo

as tensGes prescritas.

De modo a adequar a formulagdo do problema a sua implementag¢do
computacional, as equagdes acima serdo representadas na nota¢do matricial. Assim as

expressdes acima se tornam

DE+b=0 em (2
o,=Poc=t sobre [ (3.5)
u=u sobre [

u

onde 6={o, o, 1.} éo vetorde tensdes; b={b, b} ¢& vetor das forgas de corpo;

- 7 .x ~ . ~ 0 p g
t={t 1} sdo as tensOes impostas; u={u, uy}7 sdo os deslocamentos incognitos; e,
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u={u, u,) sdo os deslocamentos prescritos. A matriz D, denominada na literatura de

gradiente simétrico, é dada por

£ 0
D=0 % (5.6)
L £
& £
A matriz P, ¢ dada por
n 0 I
P =[ ' g (3.7)
0 n, n

O Meétodo dos Residuos Ponderados sera aplicado as expressdes (5.5) que
representam as equagdes diferenciais que regem o problema de elasticidade, considerando-

se que agora o problema possui duas incégnitas por ponto nodal

J- w [D'o+bld2=0 (5.8)
[ w [Po—tldl =0 (5.9
Jr,

(5.10)

J- W [u-a)d =0

’-0

onde w={w, w} ,w={w, sdo fungdes de ponderagdo nas

direcdes x e y.

Integrando-se por partes o primeiro termo de (5.8) chega-se a

» :
J wT(DTa)d.(2=—J-(Dw)Tad.Q+ [wTPnaa’l“ (5.11)
2 2

Jr

Levando a expressdo acima em (5.8), adotando, como no problema de Poisson,

w' =w' , e subtraindo (5.9) de (5.8) chega-se as seguintes expressdes de residuos
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r 't
- L(Dw]’ad.(2+ J

P

r
w bd + J

re

r
le’,,O'dF+J witdl =0 (5.12)

j W [u-uldl =0 (5.13)

Na expressio (3.12) a integral sobre o contomo essencial I, € feita

considerando-se a grandeza incognita ¢, = P,o, ja que em /[, os deslocamentos u sao

u

prescritos. No dominio vale a relagdo tensdo-deformagio da Lei de Hooke dada por

c=F¢ (5.14)

onde E ¢é a matriz de elasticidade fun¢do das propriedades do material que para o estado

plano de tensdo vale

1 v 0
E=1E2 v I 0 (3.15)
Yo 0 g-vy2
e para o estado plano de deformagéo é dada por
(I-v) v 0
e e (I-v) 0 (5.16)
(I+v)(1-=-2v)
0 0 (I-2v)/2]

onde E € o modulo de Elasticidade e v o coeficiente de Poisson. Ainda na equagéo (35./4),
e={g, ¢, y_r_.,}-;r ¢ a deformagdo especifica que pode ser colocada em fungdo dos

deslocamentos

I
= 0
ol
= Dy = O ([%|
s=Dus| 0 — {u_,,j (5.17)
8 8
& o




Em decorréncia, as tensdes postas em termos dos deslocamentos se

transformam em

c=Et=EDu (53i9)

onde todos os termos ja foram definidos. Substituindo nas equagdes de residuos chega-se,

apds separagdo das grandezas incognitas das grandezas prescritas, a

J-(Dw)7 EDud$ + j wio dI = jw7'bd.(2+ I w'tdlh (5.19)
) 3 /9]

/& I

j w udl = j wadl (5.20)
I, [y

A discretizagdo sera realizada expandindo-se os deslocamentos do dominio,

£2, e as tragdes no contorno  /~, pelos pontos nodais adotados para a solug@o discreta com

a utilizagdo de fung¢des de forma adequadas. Assim

u= {:x} =p(x)a (5.21)

y
n

g = {"", } = N(x)a, (5.22)
O-)'

Os vetores de deslocamentos nodais e as tragdes no contorno essencial séo

definidos por

x Ox

aly le
a=!'": o, =y i} (5.23)

nx er

ny | Cry

onde o primeiro sobrescrito se refere ao ponto nodal e o segundo indica a componente.
Convém perceber que o niumero de pontos nodais que discretiza a e o, sdo indicados

como diferentes.
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As matrizes com as fung¢des de forma sdo dadas por

Mx)=l¢.‘ ¢2 ot G’u : (524)
N@x)=[N, N, - N
onde ¢, =¢, I,, N, = N, I,, ou de forma mais explicita
- | ] ( .
o(x) =F" : 2 Do o 1
= . ¢J’ : : ¢2 : : ¢n_ (5 25)
N, - IN, AN, T |
Nx)=|""' 2 R R
m & N, N; | : Nr_

A notagdo para as fungdes de ponderagdo foi considerada no ambito da
formulagdo infinitesimal. Colocando agora do mesmo modo que as fungdes de forma em
uma formulagio discreta, as fungdes de ponderagéo se transformam em

W, w,

w(x)=

| v,
i & e (5.26)
wl : : : wn_

Substituindo essas matrizes com a formulagdo discreta nas equagdes de

residuos ponderados (5.19) e (5.20) chega-se a

; = .
J. (Dw)' EDpad + | w'No, dF=J w'bd 2+ f witdl (5.27)
2 Jru 02 Jr,
J.f:'(oadl"= | ®aar (5.28)
r. Jr,

Substituindo a forma discreta dos deslocamentos na relagdo tensdo deformagao

obtém-se

c=FEDgpa=FEBa (5.29)

onde B ¢ definida por
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com

¢ 0]
B=| 0 ¢, (5.30)
_¢I,y ¢!,l_

Formato tradicional de apresentag¢do no Método dos Elementos Finitos.

Substituindo B nas expressdes discretas de residuos ponderados € observando
que as incognitas discretas @ € 6, sdo constantes no processo de integracdo, a seguinte

expressdo resulta

K H)la|_[r] 5
G 0jle,| |1
onde
K= r(Dw)TEBd_Q (5.32)
2
H=- J' WIN dI" (5.33)
Ty
= j  odl (.39
ru'
f= j w bd+ I witdlh (5.35)
2 r;
= J' wudlr (5.36)
T,

Neste ponto sera aplicado um dos critérios que caracterizam o Método dos
Residuos Ponderados. Neste caso sera empregado o critério de Galerkin que permitira
resolver um problema de elasticidade por qualquer dos métodos baseados em Galerkin

nomeados neste trabalho, vale dizer, Método de Galerkin sem Malha, objeto deste capitulo;
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Método sem Malha Hierarquico (Hp-Clouds); e até mesmo o Método dos Elementos

Finitos.

Fazendo, entdo, w=¢, e, como as fun¢des de ponderagdo sdo arbitrarias,

adotando w =-N chega-se

.‘ - G'JJI“ LI/ } (5.37)
6" ofle] [
com
K= !.B’EBd_Q (5.38)
Jo
G=- f o' NdIr (5.39)
fE !'¢de!2+ Jf p'tdlI (5.40)
Jn r,
f.=- [ N'adr (5.41)
Jr,

Seria possivel empregar o critério de Colocagdo do Método dos Residuos
Ponderados, que permitiria a solu¢do do problema de elasticidade pelo Método das
Diferen¢as Finitas Generalizadas ou pelo Método do Ponto Finito, a partir de uma
formulagdo fraca, como realizado no Capitulo 2. Este caminho sera relacionado para

trabalho futuro.

As fungdes de forma N sobre o contorno essencial I, poderiam ser adotadas
iguais as fungdes de forma empregadas no dominio ¢. Contudo deve-se observar que no
contorno os requisitos de continuidade ndo sdo tdo severos quanto no dominio. Assim basta

adotar no contorno fungdes continuas C’, sem necessidade de continuidade das derivadas,
uma vez que basicamente trata-se de obter a aproximagdo da fungdo ao longo do contorno.
Nestas condi¢des serdo adotadas fungdes de forma polinomiais lineares, como as utilizadas

nos elementos isoparamétricos, listadas no Capitulo 3.
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Para se chegar a formulagio do Método dos Elementos Finitos, a partir da
formulagio Galerkin apresentada, algumas consideragdes acerca das fungdes de forma

devem ser postas. Primeiro, as fungdes do dominio pertencentes a ¢ devem ser adotadas
de modo que seus valores se anulem ao longo de I, . Segundo, as fungdes ¢ ¢ N devem

atender a condigdo delta de Kronecker, vale dizer, devem ter valor unitario no ponto nodal

sob consideragdo, e valor nulo em todos os demais. E, terceiro as fun¢des N que
discretizam o contorno /-, devem ser descontinuas, C ~!'com valor unitario sobre o ponto

nodal e zero em todo o restante. Uma fungio dessa natureza esta desenhada na Figura 5.2.

" N(x)= em x = x,
y=Nx) N(x)=0 V x#x,
] | B S = EPUe -
I
|
. 5 X
iy >

Figura 5.2 — Fungdes descontinuas para discretizagdo do contorno essencial I, .

De modo a melhor entender o resultado das trés restrigdes das fungdes de

forma sobre o sistema discreto do Método dos Residuos Ponderados, seja o vetor dos

deslocamentos nodais particionado @ ={a, a,} de tal modo que em a, se localizem as

incégnitas que ndo estio sobre /I, (ou seja aquelas que estdo em [, e aquelas que estdo

no dominio sem o contorno), e, em a, as incognitas referentes ao contorno /7, . Dessa

maneira o sistema (5.37) pode ser reorganizado como a seguir

_Ku K, G, 'al Ji
KZI Kzz Gz i
G| G, 0

(5.42)

A aplicagdo da primeira restrigdo, qual seja que as fun¢ées do dominio
possuem valor nulo quando avaliadas em I, , faz com que a matriz G, seja identicamente

nula, como abaixo
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G, =- I o (I,)NdI =0 (5.43)
,”-

A adogdo da funcdo de ponderagdo descontinua (Figura 5.2) para discretizagéo

do contorno essencial faz com que a matriz G, assuma a forma

) n [—1 parax, = X,
(’2=_J. (Dz(x.)N(xj)dr='|0 (3.44)
= _ parax, #x,

ou seja transforma-se numa matriz identidade, a menos do sinal

G=-1I (5.45)
onde r € o numero de pontos nodais no contorno 7, .

Da mesma forma o vetor com deslocamentos prescritos equagdo (5.41/) torna-se

h Y

7. =[-j N'(x)N(x)dI |,

(5.46)
f.=-1,4u,
onde &, sdo os valores nos pontos do vetor com deslocamentos prescritos # =N 4.
Assim o sistema (5.42) resulta
P K, 0 - Ia!. J ‘
K, K, -I |ya,,=1 [, (5.47)
0 -1 0 ||o, l—I,Ep[

Portanto ocorre um desacoplamento do sistema. com a,, deslocamentos no

contorno, assumindo o seguinte valor em decorréncia da terceira equagdo em (3.47)

(5.48)

Substituindo o valor de a, =%, na primeira equagdo de (5.47) vem
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a, :-'K,-:(f; _Kr:i;-) (5.49)

e a partir da segunda equagdo de (5.47) tem-se

o, =—(f,-K,a,-K,u,) (5.50)

Assim no Método dos Elementos Finitos trabalha-se somente com as
incégnitas que ndo estio sobre o contorno essencial, facilitando a solugdo do sistema de
equagdes. Entretanto a ado¢do de uma fungdo descontinua para a discretizagdo das tensdes
no contorno essencial resulta, de uma maneira geral, em baixa qualidade da aproximagao.
Sem mencionar que os resultados nas variaveis secundarias (tensdes) no dominio s&o

obtidas por derivagio de fungdes de ordem de continuidade C’ resultando em

aproximagdes C~', portanto fungdes constantes, oferecendo valores de aproximagdo

bastante sofriveis em grandezas bastante relevantes na pratica da engenharia.
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5.3- TRATAMENTO DE DESCONTINUIDADE DE MATERIAL

E comum em problemas de elasticidade a existéncia de meios ndo-
homogéneos, ou seja, com mais de um material constituindo o corpo. Devido a essa
importdncia serdo apresentadas a seguir as linhas de ataque, vistas na literatura, para

abordagem desse problema, ficando a sua implementagdo para trabalhos futuros.

Cordes e Moran (1996) apresentam um método baseado no tratamento da
interface com enfoque variacional. O meio ndo-homogéneo € separado em meios
homogéneos e a seguir é imposta uma condi¢do de interface de modo a re-conectar as
partes. Formato semelhante ao visto no Método dos Elementos de Contorno (Brebbia e

Dominguez, 1989). A Figura 5.3 apresenta uma representacdo dessa abordagem.

A formulagio variacional de Cordes e Moran pode ser deduzida com bastante
similaridade pelo Método dos Residuos Ponderados, seguindo os passos apresentados na

se¢do anterior.

Figura 5.3 - Corpo ndo-homogéneo.

A questdo crucial na aplicagdo do Método de Galerkin sem Malha a problemas
de descontinuidade de material reside na escolha adequada do dominio de influéncia de
cada no. Assim, o algoritmo de construgdo da nuvem de pontos deve ter algum critério de

visibilidade que impe¢a a inclusdo de um ponto nodal ndo pertencente ao subdominio

homogéneo em analise.
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Os pontos que definem a interface foram tratados na implementagio de Cordes
e Moran como pontos gémeos, ou duplos, um para cada lado do meio que a interface
separa. Procedimento ja comentado no Capitulo 2. A Figura 5.4 ilustra modelo desta
implementagdo destacando-se ainda a estrutura de células de integragdo utilizadas, que
emprega os pontos nodais para a sua defini¢io. De modo a melhor integrar, proximo da
interface ocorre um adensamento das células de integragdo construidas de forma

totalmente independente dos pontos nodais.

Células de
integracao

Adensamento
de células

N
X Pontos nodais

de interface

Figura 5.4 — Tratamento de interface entre dois materiais.

Os resultados apresentados sdo bastante precisos, embora alguma oscilagdo
seja observada nos valores baseados nas derivadas. Alguma explicagdo pode residir no fato
de ter sido utilizada uma forma variacional modificada ao invés de técnicas baseadas em

multiplicadores de Lagrange.

Krongauz e Belytshko (1998) apresentam, uma técnica alternativa para
tratamento de meios ndo-homogéneos ou casos de descontinuidades nas derivadas de
forma geral. A técnica enriquece as fungdes de aproximagéo através da adigdo de fungdes
de forma especiais que contém descontinuidades nas derivadas. A fungdo de aproximag&do

transforma-se em
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nd

W' (x)=u"C+) g ¥ (x) (5.51)

=l

onde g, sdo pardmetros de amplitude; ¥ (x) sdo fungGes de forma com salto; e nd é o

nimero de pontos nodais onde ocorre descontinuidade.

G

O termo u**® ¢ a aproximagio padrio do Método de Galerkin sem Malha

)= g u (5.52)
1=]

Os pardmetros de amplitude g. s@o considerados como incognitas no processo

de discretizagdo, resultando em equagdes adicionais. Quando a localizagdo da
descontinuidade pode ser inferida a partir do problema proposto, como no caso de meios
ndo-homogéneos em elasticidade, as equagdes adicionais sdo entdo lineares em relagdo as

incognitas do problema.

As fungdes ¥, que geram a descontinuidade das derivadas so desenhadas de

tal sorte que garanta a existéncia de um suporte compacto; que sejam linearmente

independentes com relagdo as fungdes de formag, geradas pelo método dos minimos

quadrados ponderados moével; e, que sejam capazes de reproduzir a fungdo salto de

Heaviside que reproduz a descontinuidade das derivadas.

Duas fung¢des foram utilizadas por Krongauz e Belytshko. A primeira € uma

fungdo spline clbica na forma

+=r’ - -
vin=1"6 "2 2 6 (5.53)
10 r>1

onde r ¢ a distincia normalizada a partir da descontinuidade. A segunda fungdo €

¥ (x)=(x-x,)- D 4,(x)(x -x,) (5.54)

onde a fungdo (x) é
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0 x<0

{x)= { (5.55)
X x20
Os resultados dos experimentos numéricos, confrontados com solugdes
analiticas, sdo bastante precisos tanto no valor da descontinuidade quanto na extensdo de
sua influéncia. Ao contrario da formula¢do de subdominio homogéneos conectados numa
formulagdo variacional, referida acima, oscilagdes dos resultados na superficie da

descontinuidade sio evitadas.

Embora apresentado para o Método de Galerkin sem Malha, esta técnica pode

ser utilizada por outros métodos cujas fungdes de forma sejam obtidas por minimos

quadrados ponderados méveis. Neste caso a aproximagdo u~° deve ser adequadamente

substituida.
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5.4 - ALGORITMO DO METODO DE GALERKIN SEM MALHA

O procedimento de solugio empregado no Método de Galerkin sem Malha
segue, de forma geral, os passos decorrentes da aplicagdo do critério de Galerkin dentro do
Método de Residuos Ponderados. De fato a implementagdo € bastante similar a

organiza¢do do Método dos Elementos Finitos.

Virios autores apresentam um fluxograma para o Método de Galerkin sem
Malha (Belytscko et al., 1994; Lu et al., 1994; Hegen, 1996; Dolbow e Belytscko , 1998,
Du, 2000). As concep¢des das implementagdes sdo bastante similares. Na maioria desses
algoritmos a montagem das matrizes globais é feita a partir da aproximagdo local de cada
ponto de integragdo gaussiano. Hegen (1996) realiza a montagem das matrizes globais a
partir da contribui¢io de cada célula. Como o numero de pontos da nuvem pode varia em
cada ponto gaussiano, deve-se realizar um assembler local. Ambos procedimentos sdo
equivalentes. A opg¢io ¢ mais de ordem computacional de forma a permitir que o formato

tradicional de assembler por elementos tenha objetos compativeis.

A Tabela 5.1 apresenta o fluxograma do Método de Galerkin sem Malha
implantado. Na verdade ¢ o mesmo para todos os Métodos sem Malha deste trabalho,
diferindo no procedimento de integragdo que no critério de Galerkin ¢ feito por quadratura
gaussiana e no critério de colocag@o a integragdo é a soma das parcelas de cada ponto

nodal, decorréncia da ponderagdo com a fungdo delta de Dirac.

Além da marcha de calculo para obtengdo da solugdo, o algoritmo da Tabela
5.1 também apresenta as etapas de defini¢do dos objetos que modelam um problema
especifico. O algoritmo foi desenvolvido com pseudocomandos, marcados em negrito. A

seguir sdo comentadas as etapas do fluxograma ficando a aplicagdo numérica para a Se¢do
5.

Inicialmente é definido o tipo de problema, que no caso é de elasticidade
bidimensional com pequenas deformagdes, e fornecidas as propriedades dos materiais a
serem empregados. A estrutura computacional que permite a criagdo de novos problemas

sera apresentada na Se¢do 5.6.

151



Tabela 5.1 — Algoritmo do Método de Galerkin sem Malha.

defina o Tipo de Problema e as Propriedades dos Materiais.

defina o Dominio e introduza a descri¢do geométrica e condigdes de contorno.
defina a Discretizagdo do contorno, do dominio e das células de integragéo.
defina a Base de Fungdes.

defina a Funcio de Ponderagéo.

defina o Critério de Construgdo das Nuvens de Pontos.

defina as Fungdes de Forma.

loop sobre as células de integragio C do Dominio.
loop sobre os pontos de quadratura X da célula C.

caso X, esteja fora do Dominio, entdo préximo X .
construa nuvem de pontos de X, com o critério definido.
calcule as fungdes de forma ¢,.(xq) e suas derivadas @, (x,).
N e h ~h gk ph
construa a aproximagao local (K" .G", f". f.").
assembler matrizes globais K, G, f, f,.
end integragao.
end loop sobre as células.
K Gl|a f
r ‘ =
G 0||o, £,

determine grandezas secundarias: tensoes, erros etc

resolva sistema

Em seguida ¢ definida a geometria do dominio. A descri¢do € realizada com
técnicas de CAD (Computer Aided Design) com criagdo de pontos nodais e segmentos de
reta que definem o corpo. Outras curvas podem ser implementadas, tais como parabolas e
splines cibicas. Além da seqiiéncia do caminho do contorno externo, outros caminhos
internos podem ser introduzidos, permitindo a defini¢do de furos. Outros detalhes serdo
apresentados no Capitulo 6. A Figura 5.5 representa o estado do objeto dominio até esta

etapa do algoritmo.
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Problema : Elasticidade
Constantes: E,V

‘\<‘ Direg&o do
caminho

Caminho
interno

L

Figura 5.5 — Defini¢do dos objetos do problema e do dominio.

Caminho externo

Neste ponto deve ser realizada a discretizagdo do dominio definido na etapa
anterior. Optou-se por discretizar de forma separada o contorno do objeto de seu dominio
(regido interna ao contorno). Assim garante-se uma melhor defini¢do do contorno do
problema, inclusive com a criagdo se necessario de pontos gémeos. A discretizagdo pode
ser realizada por varios critérios: geragdo a partir de uma grade ortogonal; aleatoria; dentre
outros que podem ser implementados. A Figura 5.6 representa um problema nesta etapa.
Cabe comentar que pode ser criada nesta etapa uma discretizagdo por elementos finitos,

por exemplo, evitando a separag@o contorno-dominio.

e Ponto da ,— Ponto da
definicao discretizacao
do Dominio do Dominio

'— Ponto Gémeo Ponto da discretizagéo
do Contorno

Figura 5.6 — Critérios de discretizagdo aleatorio e grade ortogonal.
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Outra discretizagio que deve ser definida sobre o dominio € a criagdo de
células ou zonas de integragio. Belytschko et al. (1994), no trabalho seminal do Método de
Galerkin sem Malha, utilizaram uma grade ortogonal definida a partir de um retngulo que
envolve todo o dominio (bounding box) , como mostra a Figura 5.7. Assim, caso um ponto
de integragdo esteja fora do poligono que define a regido do dominio é simplesmente
abandonado. Kaljevié e Saigal (1997) utilizaram um critério para as células proximas a
contornos irregulares que se assemelha ao procedimento de clipping de figuras utilizado
em CAD (Foley e al., 1990). Uma alternativa seria realizar a integragdo com células
triangulares geradas a partir de uma triangulagio valida restringida pelo dominio e seus
furos. Um algoritmo desta natureza foi implementado seguindo Preparata e Shamos

(1985). A Figura 5.7 apresenta duas discretizagdes de células de integragao.

Célula de

Célula de — Bounding box [~ integragéo

integragao_\ : ‘,‘

| Pontos integracéo \
‘ ' | Pontos
|
gaussiana — integragsio
gaussiana

Figura 5.7 — Discretizag¢do de células de integragao.

As integragdes sdo realizadas utilizando-se a quadratura gaussiana. Como as
fungdes de forma e suas derivadas se comportam como polindmios de ordem elevada ¢
necessario que se utilize ordem de integra¢do mais elevadas, iniciando-se com 3x3 pontos
gaussianos. Deve-se mencionar que um refinamento das células de integracdo ¢ mais

utilizado do que o uso desmesurado do nimero de pontos gaussianos.

O procedimento de integragdo é bastante semelhante ao empreendido nos

elementos finitos isoparamétricos. Dada a liberdade na defini¢io das células, devem-se
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estabelecer propor¢des que evitem um determinante jacobiano negativo. Neste caso deve-

se utilizar subdivisdo das células, principalmente para células triangulares.

A proxima etapa deve definir a construgdo das fun¢des de forma. Como visto
no Capitulo 3 alguns objetos devem ser criados para a definigdo das fungdes de forma que
utilizam o método dos minimos quadrados ponderados moveis. A base de fungdes
empregada em problemas de elasticidade é a base linear que atende aos critérios de
reproducdo do movimento de corpo rigido. Ja quanto as fungdes de ponderagdo além da
fungio gaussiana truncada, também pode ser utilizada a fungdo spline cubica, por exemplo,

apresentada no Capitulo 3.

Mais laborioso na definigfio das fung¢ées de forma € a defini¢do de um critério
para a construgio da nuvem de pontos sob o dominio de influéncia de um ponto de
integragdo gaussiano. Como referido no Capitulo 3, varias estratégias ou algoritmos podem
ser estabelecidos. O mais simples, talvez seja 0 que define um numero minimo de pontos
nodais, no caso m =3 (polindmio linear). De modo que haja alguma eficiéncia na busca
dos m pontos mais proximos deve ser utilizado algum algoritmo de busca binaria com

ordenagao lexicografica dos pontos nodais (de Berg et al., 2000).

Outro algoritmo, sugerido por Belytschko ef al. (1994), é a construgdo a partir
da escolha dos m pontos mais proximos que constroem um poligono contornando o ponto
de integragdo. Neste caso o poligono é um tridngulo que pode ser obtido com o algoritmo
de triangulagdo mencionado na discretizagdo das células de integragdo triangulares. O
ponto mais distante dos trés € o escolhido para diametro do suporte do ponto de integragéo.

A Figura 5.8 representa os pontos nodais onde se busca a solugdo e os pontos gaussianos

com a defini¢do do suporte.
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Critério da
nuvem de
pontos

@)

Ponto de

integragao
gaussiana
Limite da
o célula de
integracao

\ Ponto nodal

Figura 5.8 — Critério de construgéo poligonal da nuvem de pontos.

A partir da definigdo do didmetro de suporte dm, de um ponto gaussiano x,

deve-se construir a lista com pontos nodais dentro desse suporte para determinagdo das
fungdes de forma, que, com o critério estabelecido, sio obtidas sem singularidade na

matriz de equagdes normais.

No processo de integragdo numérica, para montagem das matrizes globais que
representam a discretizagdo, alguns comentdrios sdo necessarios. Primeiro, caso seja
utilizada a grade de células definida pelo bounding box, pode ocorrer que o ponto
gaussiano se localize fora do poligono que define o dominio. A determinagdo da
localizagdo de um ponto em relagdo a um poligono pode ser empreendida com o algoritmo
que determina se o nimero de vezes que um raio horizontal partindo desse ponto corta o
poligono € par ou impar (Preparata e Shamos, 1985). A implementagdo realizada baseia-se

na apresentagdo de Harrington (1987).
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Outro comentario ¢ sobre a constru¢do de matrizes com a aproximagio local
(K",G", f", ) de uma célula. Cada ponto gaussiano pode ter uma lista de pontos nodais
diferentes em seu dominio de influéncia. Assim a lista de pontos nodais que constroem a
célula é o conjunto unido das listas dos pontos gaussianos. Deve-se observar que o numero

total de pontos nodais que influenciam cada célula € geralmente diferente. Isto também ¢

comum no assembler de elementos finitos com nimero variavel de nos por elemento.
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5.5- EXEMPLO DE APLICACAO

O exemplo a seguir apresenta alguns resultados do Método de Galerkin sem

Malha aplicado a elasticidade como descrito no decorrer deste capitulo.

A Figura 5.9 mostra uma chapa solicitada por dois casos de carregamento. O
problema é de longa data utilizado para verificagio numérica no ambito do Método dos
Elementos Finitos (Belytschko et al., 1994; Taylor et al., 1976). A solugdo analitica ¢
fornecida por Timoshenko e Goodier (1970). Para o caso de E=] € v=1/4, os

deslocamentos valem para o caso de carregamento 1 (vide Figura 5.9)

Ue =X (5.56)
u,=- y/4
e para o caso de carregamento 2
u =x
. (5.57)
u,=(—4x"-y°)/8
y
Caso 1 Caso 2
|l> 1 3
P =
3
b )
X
§> 1 0
L L L Y
Condigao de contorno
’ para o Caso 2
6
|
Figura 5.9 — Chapa submetida a trago axial.
A Figura 5.10 representa as solugdes analiticas para os dois casos de
carregamento.
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Caso 1: Tensao Axial Unitaria
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0.4
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02
.1

Figura 5.10 — Solugdo analitica para a chapa submetida a tragdo axial.

A Figura S5.11 apresenta a discretizagdo adotada para o contorno, para o

dominio e as células de integragdo utilizadas. Estdo representadas duas distribui¢des de

pontos no dominio: uma uniforme e outra como pontos gerados de forma aleatoria.

-T—'--— R s L
. : : : i
e e D !

T +: - B + + t}l
: i
........................................................... !
o) + + + + + &IJ
......................................................... i

: : !

& e e R — &

[N .g___.a_.. — ] - '_—'-Q—"—"—‘."El—'— — )
: + : 3

Figura 5.11 — Discretizagdo da chapa: pontos nodais e células de integragao.

A Figura 5.12 mostra a varia¢do do erro relativo no ponto 4 (vide Figura 5.9)

em fungio do pardmetro @, que controla a dimensdo do suporte. Utilizou-se base de
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fungdes linear e fung¢do de ponderagdo gaussiana. Foram tragadas curvas para cada caso de

carregamento e de distribui¢do de pontos no dominio.

Caso 1 Caso 2
2 ~ 5
N
of 1]
0 PN 8
2t
® 5
e o 5
= >
s 6} =
) & \
o e .10 i
g = &
10t o Dist. uniforme O Dist. uniforme
5 A Dist. aleatéria ) A Dist. aleatéria 4
‘14 > ; : . 20
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4
a a

Figura 5.12 — Variag#o do erro relativo com o parametro a, para os casos de carregamento
e de distribui¢do de pontos nodais.

A seguir é realizada uma avaliagdo da influéncia da escolha da funcdo de
ponderagio sobre a solugdo. A Figura 5.13 apresenta o erro relativo no ponto 4 em fungio
do pardmetro a para as fungdes de pondera¢do denominadas de Gauss, B3Spline ¢
B4Spline conforme representagdo na Tabela 3.1. Utilizou-se o caso 1 de carregamento e

distribui¢do uniforme de pontos nodais.

Na Figura 5.14 consta um estudo da influéncia da ordem da base. Utilizou-se
base linear e quadratica. A base constante ndo produz convergéncia no exemplo
apresentado. Novamente fez-se uso do caso 1 de carregamento distribui¢do uniforme e

fung¢do de ponderagdo gaussiana.

De forma a averiguar o comportamento da solugdo discreta em todo o dominio
a Figura 5.15 apresenta as curvas de nivel com a solugdo exata e discreta, sendo utilizada

base linear, fungdo de ponderagdo de Gauss, distribuigdo uniformee @ =2.

Os resultados mostram boa aproximag¢io com a solugdo analitica. Mais ainda:
uma caracteristica do Método de Galerkin sem Malha ¢é a alta taxa de convergéncia que se

observa em estudos de analise de erro (Belytschko er al., 1994).
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Figura 5.13 — Erro relativo versus a em fun¢do da fun¢do de ponderagéo.
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Figura 5.14 — Erro relativo em fun¢do da ordem da base.
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Figura 5.15 — Solugdo aproximada e exata da chapa submetida a tragdo axial.
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5.6 - MODELAGEM DAS CLASSES DE UM PROBLEMA

No Capitulo 3 foram modeladas as classes para descri¢do das fungdes de
forma. No Capitulo 4 as classes necessrias para a definigdio de um método, sua
configuragdo e execugdo foram detalhadas. Neste capitulo, a proposito da apresentagéo do
problema de elasticidade bidimensional, sera empreendida a modelagem das classes que
permitem a consideragdo das equagdes diferenciais que regem um problema de valor de

contorno.

Como ja discorrido no Capitulo 2, Se¢do 2.4, a consideragdo de um
determinado tipo de problema é feita principalmente quando se consideram as matrizes
locais com a aproximagdo por um nimero limitado de pontos nodais dos operadores
diferenciais que regem um problema. Esta consideragdo é obviamente aderente ao tipo de
método utilizado para a montagem das matrizes discretas globais, ou seja, se 0 método

utiliza o critério de colocagdo ou de Galerkin, por exemplo.

Como a expansibilidade do sistema computacional é principio basilar, a
arquitetura a seguir busca assegurar que a implementagdo de novos problemas, equagdes
diferenciais, ou método de solu¢do sejam estanques em relagdo ao sistema ja existente.
Mais ainda, busca-se a possibilidade de alteragdo do método durante o tempo de execugdo

o que facilitaria a implementagéo de interfaces graficas.

Inicialmente a Figura 5.16. apresenta a interface Problem que permite a

defini¢do de um problema. Na verdade, parte da defini¢do, uma vez que a caracterizagdo
de um problema necessita o estabelecimento de uma geometria que sera atribui¢do da

classe Domain, no Capitulo 6. Como ilustragdo seja a equagdo diferencial de segunda

ordem

d’u du
a(x) _dT +b(x) E +c(x)u=f(x)

u(x)=g(x) em x=0
du

—=h(x em =L
in (x) x
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onde: f(x) - fonte
a(x), b(x), c(x) - constantes
g2(x), h(x) - fungdes no contorno

Portanto para definigdio do problema linear acima, serd necessario o
estabelecimento de uma classe fonte (Source), de uma classe para definigdo dos
coeficientes (Coefficient) e de outra para caracterizagdo dos valores e tipos de contorno
(Edge). A estrutura de dados que implementa a classe Coefficient permite sua utilizacdo
para a definicdo de outros valores, como por exemplo o modulo de elasticidade e o
coeficiente de Poisson no problema de elasticidade bidimensional. Neste caso o0s
coeficientes que multiplicam os termos das equag¢des diferenciais no formato de tenses

sd0 unitarios, como mostrado na Segdo 5.2

A interface Problem requer ainda a defini¢io de um método, através da
operagio setMethod() e a definicdo de um objeto denominado ProblemMethod cuja
representagdo se dara adiante. Por fim, a interface requer a implementagio de métodos de
acesso a matrizes e vetores locais que permitirio a montagem do sistema global de
equagdes, tais como Kp(), para a matriz de “rigidez” local, Fp(), vetor com a discretizagdo

da fonte, e assim por diante.

Como referido acima o acoplamento entre um problema e um método €
realizado através da interface ProblemMethod, como mostrado na Figura 5.17. Esta
interface emula os pedidos das matrizes locais direcionados a interface Problem. Assim os
pedidos a Problem sdo redirecionados ao objeto da interface ProblemMethod, este sim
responsavel por atender a solicitagdo. Visto de outro modo, isto significa que um mesmo
objeto Problem respondera de forma diferente dependendo do estado definido por um
determinado método. Esse comportamento varidvel com um determinado estado configura
o padrdo de projeto orientado a objetos denominado State (Gamma et al., 2000). Sua
arquitetura ¢ bastante similar ao padrao Strategy, que visava a altera¢do do algoritmo € ndo

do estado como agora.

A escolha do objeto especifico que acopla um método a um problema ¢
realizada através da classe ProblemMethodFactory, que implementa a construgéo de um
objeto através de uma operagdo chamada de fabrica. Este é um padrdo de projeto bastante

utilizado na constru¢io de estruturas computacionais (frameworks), denominado de
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FactoryMethod (Jandl, 2003). Como apresenta o comentario na Figura 5.17, junto a classe
ProblemMethodFactory, trata-se simplesmente de uma seqiiéncia de decisGes que sdo
tomadas dependendo do tipo de problema e de método que estdo correntemente em uso.
Esta constru¢io permite isolar do problema o método de discretizagdo empregado na

construgdo da aproximagao local.

<<interface>>

Problem

+setSource(source:SourceList)

+setCoefficientt(coefficient: CoetficientList)

+setEdgeAttribute(edge:EdgeList)

+setMethod(method:Method)

+Kp() : Matrix

+Hp() : Matrix

+Gp() : Matrix Equagido diferencial de 2* ordem Iﬁ

+Fp() : ColVector 1

+Up(} : colVector :

ProbMethod vide Figura 5'”%_ R +setProblemMethod(probMeth:ProblemMethod ODE20
+getProblemMethod() : ProblemMEhod ﬂ'

Elast2D

Poisson = = = -|Elasticidade bidimensionaﬁ

-source : SourcelList
-coefficient : CoefficientList

-edge : EdgeList

-method : Method

-probMeth : ProblemMethod
+Poisson(method:Method)
+setProblemMethod(probMeth:ProblemMethod

= = = -| 77 Cria ProblemMethod para este problema e para
// o método escolhido
probMeth=ProblemMethodFactory.create(this,method)

+Kp() : Matrix

. 7 S [N Y
*+HPO : Matrix // redireciona solic:it:u;éoL
+Up() : ColVector probMeth.KpQ

Edge
Source Coefficient -edgelD : int[}

-constant : double -constant : double -constant : double
-func : FunctionType -func : FunctionType -func : FunctionType
+value(pt:Point) : double +value(pt:Point) : double +value(pr:Point) . doubie

Figura 5.16 — Classes para modelagem de um problema.

Com esta arquitetura a implementagdo de um novo método de discretizagdo

para um problema requer uma interven¢do bastante reduzida. Primeiro a constru¢do da
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classe que implementa a interface ProblemMethod ¢ segundo a introdugdo de uma

condi¢dio no método fabrica create() da classe ProblemMethodFactory.

Como estas classes sdo demandadas pelos algoritmos da classe MWR (vide
Capitulo 5), devera ocorrer uma consisténcia entre ambas. No caso da subclasse Galerkin
0 acesso as matrizes locais é feito diretamente através da classe Problem instanciada.
Algumas vezes um método pode apresentar uma matriz local particular cujo acesso ndo
esta previsto na interface Problem. Neste caso o acesso se dara através da chamada de
getProblemMethod(). Se for o caso podera ser criada uma subclasse de MWR especifica.
Isto ocorreu no Método das Diferengas Finitas Generalizadas que monta a matriz H a
partir do dominio, resultando numa alteragdo do algoritmo de colocagdo refletida na

criagdo da classe CollocationGFD.

ODE20oCollocation

<<interface>> ,<}
ProblemMethod
+KpQ : Matrix
PoissonCollocation +Hp():: Matrix ODE20oGalerkin
,_--—{> +Gp() : Matrix
+FpQ : ColVector

+Up() : ColVector <}_ -———q

PoissonGalarkin

!
I
|
I
L !
I
I
!

-problem : Problem Elast2DGalerkin

-shpFuncCell : ShapeFunction

-shpFuncPhi : ShapeFunction
+Kp() : Matrix =——
+Hp() : Matrix b
+Gp0 : Matrix ’ N
+Fp() : ColVector i izsle by

//K=B' DB
+Up() : ColVector return B().transpose.times(D()).times(BJ
-B() : Matrix // Vide Capitulo 6 - Pacote JMatrix
+0{) : Matrix
+HQ : Matrix
+N() : Matrix

ProblemMethodFactory N
// Codigo em create
+create(problem:Problem, method:Method) : ProblemMethod| | L] (prohlem.|s|ns(¢:mce(Pc|sso‘n.Class) && method.isinstance(EFG.Class))
return new PoissonGalerkin{problem);
else it ...

Figura 5.17- Classes para vinculagdo de um problema a um método.
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5.7 - CONSIDERACOES FINAIS

A apresentagdo da aproximagdo discreta do Método de Galerkin sem Malha
aplicado a elasticidade linear seguiu, como de resto em todo este trabalho, formula¢do do
Meétodo dos Residuos Ponderados. Esta abordagem, mais a algebra linear, é bastante direta
sem a necessidade de se partir de um funcional, nem sempre de existéncia € compreensao
simples, e sem a utilizagdo do calculo variacional. A analise de erro, tanto no ambito do
Método dos Elementos Finitos como nos Métodos sem Malha, segue pelo caminho aqui
sugerido, percorrendo os espagos normados da algebra, como base de sua estratégia de

avaliag3o.

Dentro desse enfoque matematico é que se insere a apresentag¢do da dedugdo do

Método dos Elementos Finitos. Como visto somente a adogdo de fungdes descontinuas, de

classe C', permitem chegar a formulago tradicional, mostrando a precariedade imposta a

aproximagdo no contorno I, . Esse formato ndo € visto na literatura mas permite perceber

com clareza a natureza do erro introduzido na dedugdo do método. No entanto a
simplicidade obtida no sistema de equag¢des e o relativamente baixo valor do erro, na

maioria das vezes, justificam a tradi¢do e a amplitude de seu uso na engenharia.

Como mostra a modelagem computacional a extensdo do problema de
elasticidade aos outros métodos se da facilmente através da inclusdo de classes que fagam a

ponte entre o problema de elasticidade e os respectivos métodos.

A estrutura computacional (framework) esta agora preparada para enfrentar
grande gama de problemas que devem ser devidamente vinculados a métodos
oportunamente escolhidos. Na introdugéo deste capitulo foram relacionadas diversas areas
de aplicagdo do Método de Galerkin sem Malha que podem ser implementadas tendo esta

estrutura computacional como embrido.
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6 - UMA ESTRUTURA COMPUTACIONAL PARA OS METODOS
SEM MALHA

6.1 - INTRODUCAO

Nos capitulos precedentes empreendeu-se a analise das diferentes classes para
modelagem computacional dos Métodos sem Malha. Neste capitulo sdo apresentados os
passos que completam o mapa geral do Modelo Computacional ilustrado na Figura 2.13 do
Capitulo 2. Nas se¢des seguintes constam as classes para a defini¢do geométrica de um
dominio (Domain), para a discretizagio em pontos nodais (Discret) da representacao
geométrica do dominio, para a analise do problema (Analysis), e para a criagdo de objetos

matrizes (JMatrix).

A concep¢do computacional utilizada visa a criagdo de classes que possam ser
expandidas e especializadas por novas classes deixando intacto o nucleo central
previamente programado. Para isto utilizou-se sobremaneira o conceito de interface
presente na andlise orientada a objetos € como metodologia buscou-se 0 emprego
sistematico de padrdes de projeto como forma de melhor conceber e documentar a solugdo

de programagao apresentada.

Norteou a modelagem a constru¢do de um arcabougo de classes (framework)
que de forma consistente apresentam uma solugdo para um dominio especifico de
aplicagdo, no caso os Métodos sem Malha, e que de forma flexivel possa vir a incorporar
novos problemas, métodos de discretizagdo e procedimentos de solugdo. Ao final do
capitulo € apresentado em resumo o sistema computacional denominado de JFraMMe

(Java Framework for Meshless Methods).
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6.2 - MODELAGEM DO DOMINIO E DA DISCRETIZACAO

As classes para modelagem geométrica do dominio (Domain) e para
constru¢do da discretizagdo em pontos nodais possuem grande interagdo. A separa¢do em
classes distintas visa sobretudo possibilitar a interface futura com classes que procedam a

descrigio e representagdo num ambiente CAD (Computer Aided Design).

A descri¢io geométrica de um dominio € realizada através da criagdo de uma
lista de pontos (PointList), uma lista de contornos (EdgeList) e de uma lista de caminhos,
ou caminhamentos, denominada de PathList. Por simplicidade adotou-se que o primeiro
caminho é externo com sentido anti-horario e possibilitando quantos caminhamentos
internos de sentido horario que se deseje. Com isto pode-se representar um dominio com

furos. A Figura 6.1 ilustra o resultado da imagem desta estrutura de dados.

‘ —Bounding Box ;
6 - 19 e :18 .................................. iy ..-‘
Point(9) : I
5t u 35 4 S
\-Edge(4) :
at 8F—6 6 - A
- |
3t b i1 N3 -
2F Path(1) 10 (Path(2) 4
1 e 4
/—Point(1) Edge(1) :
or....c'li 3+ T - MNP ._
L 1 1 1 A1 1 = = 1 1 1

Figura 6.1 — Representagdo da geometria de um dominio através de pontos, contornos €
caminhamentos.

A utilizagdo de lista encadeada de pontos é suficiente para a construgdo do
modelo pretendido. Outras estruturas mais adequadas ao CAD, tais como lista duplamente
encadeada (Preparata e Shamos, 1985; de Berg er al., 2000), podem ser implementadas e

desde que as classes que as implementem sigam a interface Demain, os objetos
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decorrentes poderdo ser usados no restante do sistema computacional deste trabalho. Neste
caso essas novas classes se comportardo como adaptadoras (padrdo de projeto Adapter). A
Figura 6.2 ilustra duas classes concretas que utilizam a interface Domain. A classe
DomainGeometry implementa a estrutura em lista encadeada e a classe DomainCAD,
nio implementada, ¢ um exemplo de possibilidade para uma estrutura de dados mais
adequada 4 computacdio grafica interativa. O método de classe plotDomain() induz a que

todas as implementagdes possuam alguma forma de estabelecer uma representacéo grafica

do dominio.
<<interface>>
Domain
+setPoint(point:PointList)
+setEdge(edge:Edgelist)
+setPath(path:PathList)
+boundingBox() : double[]
+plotDomain(}
. -
1
)
DomainGeometry DomainCAD
-point : PointList
-edge : Edgelist
-path : PathList :
-boundBox : double(] Classe tipo padrao Adapter parab
-ndm : int uso em CAD com estrutura de
+ndm() dados dupla lista encadeada.
Point Edge Path
-x : double -ipt : Point -path : EdgeList
-y : double -jpt : Point
-z : double -edgelD : int[}
+X() : double -cte : doubie
+Y() : double -func : FunctionType
+Z() : double +value(pt:Point)
+dist(ptl:Point, pt2:Point) : doubls

Figura 6.2 — Classes para modelagem geométrica de um dominio.

Na Figura 6.2 constam ainda as classes que em composi¢do constroem o objeto

Domain. A classe Point baseada na implementagio de Sunday (2003), permite a
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modelagdo de pontos em qualquer dimensdo. A classe Edge ¢ um refatoramento da classe

apresentada na Figura 5.16, com a inclusdo do atributo representando os pontos inicial e

final de um segmento de contorno. A classe Path modela um caminhamento,

representando uma lista de contornos.

A classe Discret conforme a Figura 6.3 possibilita a discretizagio do dominio,

do contorno e das células de integragdo. Optou-se por separar a discretiza¢do do contorno e

do dominio em duas classes distintas de modo a se garantir uma maior precisdo na

defini¢io do modelo discreto. Assim a classe Discret se incumbe de criar as trés

discretizagdes e prové os meios de acesso aos componentes dessas discretizagoes.

Discret

-domain : Domain

-problem : Problem

-discretDomain ; DiscretDomain
-discretBoundary : DiscretBoundary
-discretCell : DiscretCell

DiscretDomainGrid

<<interface>>

DiscretDomain 4 2

+domainNode() : PointList <]-\_

+createDiscretDomain(type:string)
+domainNode() : PointList
+domainNode(i:int) : Point
+createDiscretBoundary(type:string)
+boundNode() : PointList
+boundNode(i:int) : Point
+boundEdge() : BoundEdgelList
+boundPath() : boundPathList
+createDiscretCell(type:string)
+cell() : CellList

+cell(i:int) : Cell

7aN s,

DiscretDomainTens

1
I \
1

DiscretDomainRand \

-domain : Domain \
-domainNode : PointList

-inPolygon()

-discRand() v _| DiscretDomaininput

DiscretDomainFactory
-type : string[] = {INPUT','RAND','TENS','GRID"}
+CREATE(domain:Domain, type:string) : DiscretDomain

Figura 6.3 — Classe para discretiza¢do em pontos nodais da geometria de um dominio.

A interface DiseretDomain permite a criagdo de diversos procedimentos de

discretizagdo do dominio. A Figura 6.4 ilustra quatro possibilidades: geragdo randomica,

em grelha, por produto tensorial e imposi¢do de pontos diretamente. Cabe ressaltar que

através de algoritmo de geometria computacional (Harrington, 1987; Preparata e Shamos,

1985). evita-se a inclusdo de pontos fora do dominio. Outros procedimentos podem ser
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acrescentados ao sistema seguindo a interface DiscretDomain e alterando-se o método

fabrica DiscretDomainFactory.
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Figura 6.4 — Procedimentos de discretizagdo do dominio em pontos nodais.

A classe DiscretBoundary Figura 6.5 é a responsavel pela discretizagdo do
contorno. Na verdade no processo de discretizagdo a estrutura de dados do contorno do
dominio geométrico é substituida por outra incorporando os dados do problema nesses
contornos. Assim, os pontos nodais do contorno discretizado possuem agora informagédo
sobre o tipo de contorno, o co-seno diretor da normal externa, valor da condi¢do de

contorno para todos os graus de liberdade, além das coordenadas cartesianas do ponto.

Como esse ponto nodal de contorno possui atributos que permite diferengar
dois pontos geométricos, fica estabelecida a estrutura de dados que leva em conta a
existéncia de pontos gémeos. Caso um método de discretizagdo ndo permita a consideragdo
desses pontos, na verdade dos métodos implementados no Capitulo 4, somente o Método

das Diferengas Finitas Generalizadas permite pontos gémeos, entio se deve empregar a
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operacio discardTwinNode(). O descarte do ponto gémeo segue sugestdo de Reddy

(1993) que estabelece o predominio do contorno I, (essencial) e do maior valor absoluto.

Uma possibilidade que pode comprometer todo o processo de solugdo da
discretizagdo é a ocorréncia de pontos nodais clones, que acarretaria singularidade no
sistema de equagdes. O método de classe checkCloneNode(), elimina os pontos clones que

porventura uma entrada de dados inapropriada tenha produzido.

DiscretBoundary

-domain : Domain

-problem : Problem
-boundNode : BoundNodelList
-boundEdge : BoundEdgelList
-boundPath : BoundPathList
-cloneDeleted : boolean = false
-boundSegment : int[]

+setBoundSegment(boundSegment:int[])
+discardTwinNode()

+checkCloneNode()

-boundDiscret()

BoundNode BoundEdge BoundPath
-node : Point -nodei : BoundNode -path : BoundEdgel.ist
-nodeCos : double(] -nodej : BoundNode
-nodelD : int[]

-nodeVal : double[]
-edgeDomain : Edge

Figura 6.5 — Classe para discretizagdo do contorno.

A Figura 6.6 apresenta a saida que a classe DiscretBoundary produz com o
proposito de permitir a verificagdo dos dados discretizados no contorno. Para geragdo dos
pontos nodais de contorno a unica entrada de dados necessaria ¢ a informagdo da

quantidade de segmentos que se deseja em cada face do contorno do dominio geométrico

original.
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Figura 6.6 - Representagio da discretizagdo do contorno com propriedades nodais.

A discretizagio das células para integragdo numérica ou geragdo do Método
dos Elementos Finitos é realizada com classes que implementam a interface DiscretCell,
Figura 6.7. Como os pontos nodais para defini¢do das células sdo totalmente independentes
dos pontos gerados na discretizagio do dominio e do contorno, foi estabelecida uma classe
especifica para os pontos de defini¢do das células. Para consisténcia no caso do Método
dos Elementos Finitos cada ponto de célula possui atributo para identificar o tipo de ponto

nodal. Ou seja, se pertence ao dominio, ou a um dos contornos essencial ou natural.
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DiscretCellTens

<<interface>>

DiscretCell

- >

+cell() : CellList
+cellNode() : CellNodeList
+plotDiscretCell()

DiscretCellinput

7N

DiscretCellGrid DiscretCellTriang

-nCellX : int -celNode : CellNodeList

-nCellY : int -cell ; CellList

-cellNode : CellNodeList -cellTria()

-cell : CellList -checkClone()

-cellGrid()

-checkClone()

CellNode Cell DiscretCellFactory

-node : Point -cell : CellNodelist -type : string[] = {INPUT','TRIANG',' TENS','GRID’}
-nodel(D : int[] -type : string +create(domain:Domain, type:string) : DiscretCel
-nodeVal : double[]

Figura 6.7 — Classes para discretiza¢do das células de integra¢do e elementos finitos.

A Figura 6.8 apresenta algumas possibilidades de gera¢do de células: grelha,

produto tensorial e triangularizagdo. Cabe destacar a geragdo de células com o emprego do

algoritmo de triangularizagio restringida seguindo os passos apresentados no algoritmo da

Tabela 4.2.
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Figura 6.8 — Algoritmos para geragdo de células de integragio.
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6.3 - CLASSE ANALYSIS BASEADA EM ALGORITMOS

A classe Analysis tem como atribuigéo a formagio e resolugdo do sistema de
equagles algébricas discretas que substituem as equagdes diferenciais que regem o
problema. O enfoque tipico adotado em diversos trabalhos (Forde et al, 1990;
Zimmermann et al., 1992; Pidaparti e Hudl, 1993; Archer, 1996; McKenna, 1997), € a
abordagem tradicional de caixa-preta presente na programagdo do Método dos Elementos
Finitos. O algoritmo de solugo seja de uma analise estatica ou dindmica € executado com

pouco controle externo sobre as classes € etapas que o compdem.

Os modelos de classe Analysis vistos na literatura citada se baseiam numa
hierarquia de classes que encapsulam um determinado algoritmo de classe especifica. Dada
a grande diversidade de tipos de analises as arvores da hierarquia de classes possuem uma
grande quantidade de ramifica¢des levando a uma dificuldade de expansdo e compreensao

desses modelos.

Zienkiewicz e Taylor (1989 e 1994) apresentam abordagem de solugdo dos
algoritmos através de uma linguagem de macro-programac¢do ou macro comandos. Esse
enfoque, embora implementado numa linguagem procedural, revela grande flexibilidade e

modularidade, responsaveis pela sua longevidade na literatura. A primeira apresentagdo
data de 1977.

A abordagem de macro-comandos permite realizar diversos tipos de analise
utilizando-se um numero relativamente restrito de instru¢des. Portanto, o objetivo aqui
deixa de ser como encapsular um algoritmo por classe mas sim como encapsular numa

classe as agdes necessarias a diferentes tipos de algoritmos.

Como habitual, de modo a permitir expansibilidade e flexibilidade, definiu-se a
interface Analysis e uma classe abstrata container de dados e operagdes comuns,
denominada de AnalysisOperations. A Figura 6.9 apresenta esses componentes além de

duas classes concretas que implementam a interface Analysis.

A classe FEAP ¢ baseada nas instru¢es de macro-comandos de Zienkiewicz €
Taylor e contempla diversos algoritmos como analise linear estatica, dindmica e ndo-linear

incremental. As instrugdes existentes na implementagdo original para execugdo de lagos de
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instrugdio e desvios ndo sdo necessarias. uma vez que estes comandos devem ser realizados

com a propria linguagem de programagéo utilizada. Java.

A classe JFraMMe, na Figura 6.9, representa o estado implantado neste

trabalho contemplando a analise linear estatica.

<<interface>>
Analysis
AnalysisOperations +setProblem(problem:Problem;
-problem : Problem +setDiscret(discret:Discret)
-discret : Discret +setMethod(method:Method)
-method : Method 43 /\
-mwr : MWR : :
PR |
L " : JFraMMe
]
FEAP +JFraMMe()
-betal : double +CHECK()
-beta2 : double +FORM()
-dt : double +NORM(O)
-tangl : double +REACQO
-tang2 : double +SOLV(
-tol : double +TANG()
-nl:int
+FEAP()
+BETA(betal:double, beta2:double)
+CHECK()
+DT(dt:double)
+FORM()
+MASS()
+NEWF()
+PROP(nl:int)
+SOLV()
+TANG()
+TIMEQ)
+TOL(tol:double)

Figura 6.9 — Interface para classe de analise do problema.
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A implementagio dos algoritmos como apresentado na Figura 6.9 requer a
modifica¢do dos componentes da interface Problem, com a inclusio da matriz de massa
local e para determinagdo de residuos, por exemplo. Bem como um fracionamento das
operagdes existentes na classe MWR para montagem das matrizes globais. Essas
intervengdes se acomodam com facilidade na arquitetura proposta. O formato obtido para a
classe Analysis permite grande controle e versatilidade do processo de analise de um
problema, conforme testemunha o proprio enfoque original de analise através de macro-

instrugdes.
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6.4 - CLASSES MATRICIAIS - O PACOTE JMATRIX.

Os objetos matriciais sdo os tipos primitivos mais utilizados na implementacao
de procedimentos numéricos em mecinica computacional. A utilizagdo de matrizes e da
algebra matricial na apresentagio de teorias e algoritmos é consagrada e habitual
notadamente na engenharia. Como assinalado por Besset (2001), o paradigma da
orientacdo a objetos possibilita a manipulag¢do de conceitos matematicos de tal maneira que
os limites entre o objeto real e de seu modelo computacional sejam quase inexistentes,
facilitando a conversdo da linguagem matematica, empregada na exposi¢do teorica, para a

linguagem computacional.

A abordagem computacional da algebra matricial deve considerar os seguintes
aspectos: a definicio matematica dos principais tipos de matrizes com suas operagdes
basicas; formas de armazenamento das matrizes (completo, banda, perfil e esparsa, por
exemplo); e algoritmos de solugfo de sistemas de equagdes e problemas de autovalores. Os
modelos de classes reportados na literatura atendem de forma parcial aos aspectos citados,
muitas vezes fun¢do de problemas especificos tratados (Forde er al., 1990; Scholz, 1992;
Zeglinski et al., 1994; Lu er al., 1995; Devloo, 1997; Jeremi¢ e Sture, 1992; McKenna,
1997; Java Matrix Package, 1999; Besset, 2001).

A Figura 6.10 apresenta o diagrama das classes que compdem o pacote JMatrix
(Sanchez e Pulino, 2003). A constru¢do do pacote buscou como requisito basico uma
especificagdo de interface simples e minima. A interface MatrixType € a chave para
defini¢do de um tipo abstrato de dados (Aho et al., 1987) que modele objetos matrizes.
Deve-se observar dentre as operagdes de MatrixType a denominada de toMatrix(), que
deve ser implementada em cada tipo de matriz de modo a permitir a coer¢do
(transformagdo) entre os diversos tipos de matrizes. Com isto ndo se viola uma
caracteristica de algumas linguagens orientadas a objetos que se denomina de tipagem
Jorte (Goodrich e Tamassia, 2002). As operag¢des de interesse comum ficam reunidas na

classe abstrata MatrixOperations.

No mesmo sentido de preservar a tipagem forte, ou seja, de restringir a mistura
de tipos, foram criadas as classes ColVector ¢ RowVector, de modo a modelar com

precisdo o objeto matematico, seguindo a solugdo de Lu er al. (1995). Assim, operagdes
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inapropriadas entre os diferentes tipos, sdo verificadas ainda em tempo de compilagéo,

reduzindo a possibilidade de temiveis erros de execugao.

De modo que a sintaxe das operagdes de matrizes com escalares fique o mais
proximo possivel da sintaxe matematica foi criada a classe Scalar, Figura 6.10, que na
realidade é apenas uma classe adaptadora (seguindo o padrdo de projeto Adapter) que
envolve um tipo numérico primitivo da linguagem em uso, por exemplo um double. Assim

as seguintes sintaxes sdo compativeis
scalar.times(matrix);
matrix.times(double);

matrix.times(scalar).
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VectorOperations

+norm1() : double
+norm2() : double

<<interface>>

MatrixType

+toMatrix() : Matrix
+rows() : int
+columns() : int
+getArray() : double[][]
+getPackedArray() : double[]

MatrixOperations

+norm1() : double
+inverse() : Matrix
+det() : double
+trace() : double
+random() : Matrix

Scalar

-a : double

+times(A:MatrixType) : Matrix
+times(y:Scalar) : Scalar

+times(B:DiagMatrix) : DiagMatrix
+time(B:Matrix) : Matrix

ﬁ& A\ 2% IX
: £
|
. : Matrix
ColVector | i Py——
: . . |-A:double][]
-V : double[] | | , 55
. K 1 -m:in
+time(U:RowVector) : Matrix | : &, it
- ]
+transpose() : RowVector ; : +times(B:DiagMatrix:Matrix)
: : +time(B:ColVector:ColVector)
RowVector I
-V : double[] DiagMatrix
+times(U:ColVector) A : double[][]
+transpose() : ColVector

MatrixIO

+print(X:MatrixType, w:int, d:int]

Figura 6.10 — Projeto de classes do pacote JMatrix.

O tratamento de sistemas de equagdes lineares poderia ser considerado

diretamente dentro da classe Matrix, como realizado por diversas implementagdes citadas.

Optou-se como usual na matematica por uma separa¢do destes conceitos numa classe

denominada de LinearEquations na dire¢do dos trabalhos de McKenna (1997) e Besset

(2001). Essa separagdo permite uma maior clareza, no tratamento computacional, do objeto

matematico sistema linear de equagdes.

O modelo computacional da Figura 6.11 utiliza o padrdo de projeto Strategy

para permitir que o tipo de solver, ou seja da estratégia de solugdo do sistema possa ser

alterada com facilidade e novos algoritmos possam ser acrescidos sem que a classe de

contexto LinearEquations seja alterada.
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LinearEquations

-A : MatrixType
-solver : Solver
-decomposed : boolean

+solve(C:Matrix) : Matrix
+solve(B:ColVector) : ColVector

<<interface>>

Solver

+solve(C:Matrix) : Matrix
+solve(B:ColVector) : ColVector

AN JAN

I I
1 I
1 1

LUDecomposition

CholeskyDecomposition

+solve(C:Matrix) : Matrix
+solve(B:ColVector) : ColVector
+det() : double
-soverDecompostion()

+solve(C:Matrix) : Matrix
+solve(B:ColVector) : ColVector
-soverDecompostion()

Figura 6.11 — Classe para modelagem do sistema linear de equagdes.

Um aspecto que sera tratado em futuras versdes do pacote JMatrix € o

armazenamento de matrizes esparsas. Boa parte da arquitetura foi concebida tendo em

vista esta possibilidade.

Nesta implementagdo fez-se uso dos algoritmos do pacote JAMA — Java

Muatrix Package (1999), tendo em vista a sua qualidade ¢ seu carater de dominio pablico. O

pacote JAMA foi desenvolvido com vistas a futura introdugdo de um padrdo de classes

matriciais na linguagem Java.
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6.5 - JFraMMe: UMA ESTRUTURA COMPUTACIONAL EM JAVA PARA OS
METODOS SEM MALHA

A analise computacional empreendida em segdo especifica de cada capitulo
precedente e completada neste capitulo teve como mote a construgdo de uma estrutura
computacional que facilite a implementagdo de aplicativos para a resolugdo de problemas

da mecénica computacional através dos Métodos sem Malha.

Uma estrutura computacional (framework) pode ser definida como um
conjunto de classes que cooperam entre si € que constroem um projeto reutilizavel para um
tipo especifico de programa de computador (Gamma et al., 2000). Nesse sentido foi
projetada a arquitetura apresentada. A flexibilidade de expansdo proporcionada pelo
desacoplamento através de interfaces e classes abstratas permite que a criagdo de uma
aplicag@o especifica seja feita através de classes e subclasses que se inserirdo no contexto
do projeto elaborado. Como conseqiiéncia o desenvolvimento de novos aplicativos ou

aplica¢des de novos métodos de discretizagdo e problemas terdo uma construgdo mais

célere.

O emprego extensivo de padrdes de projeto orientado a objetos propicia uma
arquitetura adequada a diferentes aplicagdes sem necessidade de reformula¢des do nicleo
central da estrutura computacional (framework). Por outro lado, facilitam a documentagao,

uma vez que, seu uso intensivo é uma tendéncia na boa pratica da analise orientada a

objetos.

Os diagramas UML foram elaborados numa perspectiva dita de analise (Fowler
e Scott, 2000), ou seja com poucos detalhes de implementagdo e sem referéncias a
linguagens de programagdo, a ndo ser por alguns comentarios. Convém frisar que a analise

efetuada € independente da linguagem de programagao.

O proximo passo na constru¢do da estrutura computacional para os Métodos
sem Malha é o detalhamento e a implementagdo em uma linguagem computacional
especifica. Pelas razdes ja apresentadas no capitulo de introdugdo, adotou-se a linguagem

Java para implementagdo computacional, dai JFraMMe (Java Framework for Meshless
Methods).
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6.6 - CONSIDERACOES FINAIS

Este capitulo encerra a apresentagdo da modelagem computacional
desenvolvida neste trabalho. A analise orientada a objetos ndo conduz a solugdo unica.
Buscou-se através do estudo de abstragdes de alto nivel da teoria dos Métodos sem Malha

aquelas solugdes de programagdo mais proximas do modelo teorico.

Os diagramas UML, com a estrutura de interfaces e classes, foram
apresentados numa perspectiva de analise, sem muitos detalhes e com simbologia
resumida. Contudo, o desdobramento em diagramas de projeto, vinculados a uma

linguagem de programagio, é de decorréncia natural.

A modelagem computacional do dominio e da sua discretizagdo requer a
incorporagio de conceitos da Computagdo Grafica e da Geometria Computacional. Nas
classes propostas forma utilizados conceitos basicos dessas areas suficientes para o
objetivo aqui pretendido. O aprofundamento da aplicagdo dessas areas na modelagem
computacional dos Métodos sem Malha é fundamental para o desenvolvimento de

programas em ambiente grafico e para problemas em trés dimensoes.

O enfoque dado aos procedimentos de solugdo através de macro-comandos visa
a futura incorporagao com facilidade dos diferentes algoritmos para solugdo dos problemas
da engenharia. A solugdo adotada ¢ uma releitura orientada a objetos da concepgdo de
Zienkiewicz e Taylor (1989).

O pacote matricial apresentado foi desenvolvido como sugestdo de padrdo para
a linguagem Java. A incorporagdo de um ambiente de trabalho interativo resultaria em um

programa para soluc¢do de problemas matriciais de baixo custo.

A estrutura computacional (framework) resultante da modelagem realizada
encontra-se em uma fase inicial de desenvolvimento se adotado como novo objetivo o
emprego por analistas modeladores de métodos de discretizagdo. Questdes como manual
de usuario, ambiente grafico para modelagem, ferramentas graficas para entradas de dados

e apresentagdo de resultados, sdo tarefas pendentes.
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7 - METODO SEM MALHA PETROV-GALERKIN COM
APROXIMACAO LOCAL EM SERIE DE TAYLOR

7.1 - INTRODUCAO

Um dos principais objetivos deste trabalho é a construgdo de um sistema
computacional que se convertesse em verdadeira bancada de experimentagdo numérica,

facilitando a comprovagdo computacional de desenvolvimentos tedricos realizados.

Neste capitulo desenvolve-se um Método sem Malha que utiliza o critério de
Petrov-Galerkin na escolha das fungdes de ponderagdo no Método dos Residuos
Ponderados e para aproximagdo local emprega a expansdo em série de Taylor a
semelhanga do Método das Diferencas Finitas Generalizadas. Como visto no Capitulo 4,
essas fun¢des de aproximagdo incorporam termo com a derivada direcional normal ao

contorno, possibilitando maior consisténcia da modelagdo dominio-contorno.

Portanto pretende-se utilizar fun¢des de aproximagdo baseada em série de
Taylor, que possuem grande qualidade de aproximagdo em torno de um ponto. Essas
fungGes, obtidas no aAmbito do Método de Minimos Quadrados Movel, apresentam
caracteristica de interpolagdo seguindo o delta de Kronecker. E, no procedimento de
integracdo da formulag¢do fraca sera utilizada fun¢do de ponderagdo distinta da fungdo de

aproximagdo (critério de Petrov-Galerkin).

A modelagem computacional sera feita com a extensio da estrutura
computacional (framework) desenvolvida criando-se as classes especificas para o método
proposto. Basicamente somente devem ser implementadas classes para fung¢des de forma,
método e problema. Assim este capitulo é um exemplo de aplicagio da estrututra

computacional JFraMMe desenvolvida neste trabalho.
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7.2 - METODO SEM MALHA PETROV-GALERKIN TAYLOR

A apresentagdo utilizara o exposto no Capitulo 2 tomando como exemplo a
equagdo de Poisson. Apos aplicar procedimento de enfraquecimento, ou seja integrando-se

por partes, chega-se ao seguinte sistema de equagdes
ou [

(v aa]| o [ vior= [wea- |
— < — | | d€2 + w—dI = wb dQ - wtdl
L[\\&x ¢ 25 Jr, on /7] r,

J ﬁucﬂ':jﬁur dr
T, T,

+

2@
o[

Q

(7.1)

onde, w ¢ a fungio de ponderagdo, u € a varidvel primaria e du/dn a variavel secundaria.

Demais termos com significado detalhado no Capitulo 2.

Adotando a seguinte discretizagdo para a fungdo u

Du=¢a+(pn§% (7.2)

ou como visto no Capitulo 4

Du=[A+a,]'Ba+[A+a,]' B % (7.3)

com significado ja ecxposto.

O vetor Du coleta a fun¢do de forma e suas derivadas até a ordem
estabelecida. As derivadas da incognita principal ¥ necessarias a expressio (7.1) sdo dadas

por

u=Pop arp 2
Toox ur @ P on
Ou oa (74
u,=—=¢ a+@, —
Y {3}, ¢-.‘ ¢’|.} an

Logicamente se o conjunto de pontos utilizados (nuvem) ndo inclui pontos no

contorno o segundo termo de (7.4) se anula. A derivada no contorno, du/dn , € prescrita no
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contorno natural. [, e incognita no contorno essencial, 7, . Consideragdo idéntica ja

menciona no Método das Diferengas Finitas Generalizadas.

As fungdes de ponderagio no dmbito do Método dos Residuos Ponderados
devem ser linearmente independentes e constituir uma seqiiéncia completa, conforme
assinalado no Capitulo 2. No critério de Galerkin adotam-se fun¢des de ponderagdo
idénticas as fungbes de aproximago local. No presente caso devido & consideragédo do grau
de liberdade correspondente a derivada normal no contorno, a utilizagdo do critério de
Galerkin acarretaria um acoplamento entre as incdgnitas primaria e secundéria, além de
levar a uma formulag¢fo mais trabalhosa. Como a escolha é relativamente arbitraria, serdao

utilizadas fun¢des baseadas em série de Taylor sem a expansio da derivada normal.

Portanto

Dw=¢, a
Dw=(A"B)a

onde Dw coleta a fun¢do de forma e derivadas da fung¢éo de ponderagdo w.

Neste caso pode-se dizer que o método serd de Petrov-Galerkin como
apresentado no Capitulo 2. Caso nio se utilize a expansio das derivadas normais, o método

seguiria o critério de Galerkin.

A escolha acima, expressdo (7.5) prevé a utilizagdo das mesmas matrizes ja
empregadas para determinagdo da aproximagdo local. No caso do Método das Diferengas
Finitas Generalizadas, por se tratar de critério de colocagdo, teve-se que prover as
derivadas segundas. No presente caso isto n3o é necessario ja que apenas a primeira
derivada comparece na formulagdo. Contudo, quanto maior a ordem da base melhor a
precisdo dos termos de menor ordem na aproximagdo de um ponto, como prevé o Teorema
da Formula de Taylor (Kaplan, 1973; Stewart, 1989). Assim sera mantida a determinagado

até a segunda ordem utilizando-se de forma preliminar de uma certa hierarquia tipo- p .

Levando as expressdes das fun¢des acima na primeira expressdo (7.1) e

adotando para aproximag&o no contorno fun¢des isoparamétricas chega-se
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}T } mJ fual s

o T %0 T oa 7.6
+[L[({ax}{ax} +{ay}{ay} }dQJ{an}, (7.6
(L)) - Lo Lo ]
Adotando w = N e introduzindo na segunda expressdo de (7./) obtém-se
[ [ (NHNY dFJ{a}= j (N} u, ar (7.7)
Jr, ) r,

onde

Dw=A'B

DH=(A+A)"'B (7.8)

DQ=(A+A)"B,

N- fungoes de forma isoparamétricas

O termo de dominio produz uma matriz que multiplica as derivadas normais de

contorno, parte delas prescritas, parte incognita. Chamando

da || _{q,}. {3_"} - {3_"} . 7.9)
{an_lr a.) \anfl,” " \onf], ™™ (
chega-se a
|Ka+Qlg ¢} +H,q,=F,+Fq, (7.10)
|G"a=U
particionando Q em Q, +Q, e reagrupando vem
Ka+(Q,+H,)q,=F,+(F+0Q)q, (7.11)
G a=U

ou
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(7.12)

o[ {He ) )]«
- L{w}b a0
A R

e~ [[[2 32 -

G- L{N}{N}T ar (7.13)
A= [ () ar

v= J' (N} u dr

H=0 +H,
F=Fb+(E+Q:)ql
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7.3 - IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

A implementagio do método proposto utilizando-se a estrutura computacional
JFraMMe requer a modelagem de trés classes. Inicialmente deve-se criar uma classe que
implemente a interface Method de modo a configurar os dados relativos a0 método, tais
como fun¢des de forma, de ponderagio, dentre outros, como visto no Capitulo 4. Esta
classe sera denominada PGT (Petov-Galerkin Taylor). Como pode ser visto na Figura 7.1,
esta classe possui dados semelhantes a classe GFD (Diferengas Finitas Generalizadas),

complementados com dados para integragdo.

O método proposto ndo utiliza os critérios de colocagdo ou Galerkin ja
definidos como subclasse de MWR (Método dos Residuos Ponderados). Desse modo sera
necessaria a criagio de uma classe denominada de PetrovGalerkin que se incumbira de
realizar as integra¢des considerando fungdes distintas para ponderagdo (no ambito do
Método dos Residuos Ponderados) e para aproximagdo local. O algoritmo de integragao
dessa nova classe possui grande semelhanga com a classe Galerkin. sendo as alteragdes no
algoritmo bastante simples. Numa vis3o orientada a objetos se poderia dizer que a classe

Galerkin € na verdade uma especializagdo da classe PetrovGalerkin.

Finalmente deve-se criar uma classe que fornega as aproximagoes locais para o

problema que se soluciona denominada de ODE2oPetrovGalerkin, como consta da

Figura 7.1.
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Vide Figura 4.21 ]_ L

L

<<interface>>

Method

JAN

|
I
i
L

MWR

Vide Figura 4.22 [ﬁ

PGT

-BF : BasisFunction = new Taylor()

-WF : WeightFunction = new InvPow(

-tensor : boolean = false
-delord : int = 0
-SF : ShapeFunction = new MLS_TaylorQ

-problem : Problem
-discret : Discret
-method : Method
equation : Equation
-K : Matrix

-G : Matrix

-H : Matrix

-F : ColVector

-Ft : ColVactor

‘U : ColVector

-CS : CloudStrategy
-basord : int =2
-integDom : int =4
-integBound : int = 2

+56tCS(CS:CloudStrategy)
+setBasord(basord:int)
+getEquation(discret:Discret) : Equation

1 <<interface>>
Vide Figura 5.172}_ e

ProblemMethod

+KpQ) : Matrix
+Hp() : Matrix
+Gp() : Matrix
+Fp() : ColVector
+Up() : Colvector

JAY

L
ODE20oPetrovGalerkin

-problem : Probiem
-shpFuncCell : ShapeFunction
-shpFuncPhi : ShapeFunction
-shpFuncW : ShapeFunction
+KpQ : Matrix
+HpQ : Matrix
+Gp() : Matrix
+Fp() : ColVector
+UpQ : ColVector
BQ : Matrix
-D() : Matrix
-H(Q) : Matrix
-NQ) : Matrix

+K() : Matrix
+G() : Matrix
+H() : Matrix
+F() : ColVector
+UQ : ColVector
+XEQ()
+domain()
+boundary()

#createEquation)

PN

PetrovGalerkin

+domain()
+boundary()

Figura 7.1 — Modelagem computacional do Método Petrov-Galerkin Taylor.



7.4 - CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo foi apresentado um Método sem Malha denominado de Petrov-
Galekin Taylor (PGT). A inclusdo do método, no corpo deste trabalho, tem como objetivo
ilustrar a utilizagdo da estrutura computacional JFraMMe na implementa¢do de novos
Meétodos sem Malha. Por outro lado, visa documentar resultado atingido em decorréncia do

estudo, analise e implementag¢do dos Métodos sem Malha escothidos.

Fica para trabalhos futuros a exploragdo do método inclusive com oportuna

analise de erro e comparativa.
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8 - CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

8.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo de encerramento apresenta-se um resumo destacando as
principais contribui¢des presentes no trabalho, as conclusdes ¢ uma selegdo de possiveis

rotas de investigagéo futura.

A consecugdo do objetivo inicialmente delineado, qual seja, o desenvolvimento
de uma estrutura computacional orientada a objetos que facilite a criagdo de programas de
computador para resolugio de problemas modelados pelos Métodos sem Malha, resultou
no enfrentamento de tarefa de complexidade multidisciplinar. Para a compreensido €
implementagio dos Métodos sem Malha foi necessario o estudo da Geometria
Computacional e de Computagdo Grafica na busca de um tratamento eficiente de uma
nuvem dispersa de pontos nodais. Sem mencionar a incursio computacional que a
implementagdo da orientagdo a objetos requer: estrutura de dados, algoritmos, UML,

linguagens de programagéo.

A analise orientada a objetos mais do que uma ferramenta computacional €
valorosa metodologia de analise de problemas. A dedug¢io dos Métodos sem Malha a partir
do Método dos Residuos Ponderados e dai a construgdo de um arcabougo comum foi

decorréncia do principio da busca da abstragdo de maior nivel na modelagdo de um

fendmeno.

A apresentag@o dos Métodos sem Malha selecionados procurou reunir de forma
didatica fragmentos coletados em uma bibliografia relativamente extensa. Com isto

pretende-se que a monografia possa se constituir em texto para compreensdo desses

métodos e permita a frutificagdo em novos trabalhos.
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8.2 - RESUMO E CONTRIBUICOES

As principais contribuigdes foram assinaladas nas consideragdes finais
presentes em cada capitulo. Devido ao tema proposto € ao seu desenvolvimento, as
contribui¢des foram de natureza computacional, como pretendido, ocorrendo tambem

contribui¢des aos Métodos sem Malha.
As principais contribuigdes aos Métodos sem Malha relacionam-se a seguir:

e A abordagem do critério de colocagdo em uma formulagio fraca
resulta em termo de contorno nio observado nos métodos de
colocagdo tradicionais. Alguns resultados apontam que um
estudo mais aprofundado pode conduzir a um Método sem
Malha baseado em fung¢des de forma oriundas do Método de
Minimos Quadrados Movel, sem a dependéncia marcante com o
tipo de problema como ocorre com o Método do Ponto Finito €

seu termo de estabilizagao.

e A exposigdo feita do Método das Diferengas Finitas

Generalizada permite registrar algumas contribuigdes:

— Justificativa da existéncia dos pontos gémeos como
sendo os limites das integrais, com colocagdo, realizadas

no Ambito do Método dos Residuos Ponderados.

— Demonstragdo através de minimizagdo do erro no
dominio e contorno da formulagdo para a derivada

normal.

— Apresentagdo em um formato matricial, deduzida a partir
do Método dos Residuos Ponderados com colocagdo na
formulagdo fraca, ao invés da abordagem tradicional

mais algoritmica.

e A apresentagdo do Método sem Malha Hierarquico, Hp-Clouds,

conduziu as seguintes contribuigdes:
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— Exposi¢do mais conceitual e didatica com reduzido
enfoque matematico, normalmente exacerbado na

literatura.

— Dedugdo da fungdo de ponderagdo construida com uma

base de fun¢des spline, que ¢ apenas citada na literatura.

—  Proposi¢io de um algoritmo de recobrimento do dominio
baseado em triangulagio restringida a partir de conceitos

da Geometria Computacional.

e O estudo do Método de Galerkin sem Malha resultou nas

contribuigdes:

— Formulagio dos problemas baseada no Método dos
Residuos Ponderados que prescinde de um funcional
natural € evita a imposi¢do do contorno essencial via

multiplicadores de Lagrange.

— Dedugdo do Método dos Elementos Finitos com
imposi¢do de fun¢des descontinuas no contorno essencial
permitindo perceber com clareza a natureza da

aproximac3o realizada.

e Proposta de um novo Método sem Malha que utiliza o critério de
Petrov-Galerkin para ponderagdo na formulagdo do Método dos
Residuos Ponderados e para fungdo de forma emprega a

expansdo em série de Taylor.
No escopo da estrutura computacional orientada a objetos proposta, podem-se
registrar as seguintes contribui¢des:
e Aplicagdo da andlise orientada a objetos aos Métodos sem

Malha tema no registrada na literatura consultada.

o Utilizagdo generalizada do Método dos Residuos Ponderados

como modelo matematico base do modelo computacional.
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Construgdo de uma estrutura computacional (framework) para o
desenvolvimento de aplicativos e de novos métodos de

discretizagdo.

Utilizagdo disseminada de padrdes de projeto orientado a objetos
na analise e concep¢do do modelo computacional e a utilizagéo
sistematica de diagramas UML na constru¢io de programas.
Pratica de escassa referéncia na orientagdo a objetos aplicada a

métodos de discretizagio.

Apresentagdo de classes para modelagem de varios métodos de
discretizagdo e de classe baseada em delega¢do de algoritmo
para execucdo da solugdo do sistema. Na literatura se resume a

um método, quase sempre o Método dos Elementos Finitos.

Generalizagdo do conceito de assembler como adigdo indexada
de matrizes e a atribuigdo em tempo de execugdo dessa operagao

a um objeto matriz especifico.

Estrutura de classes que permitem a consideracdo de diferentes
tipos de problema e da sua solu¢do por método especifico que

pode ser atribuido em tempo de execugio.

Utilizagdo de classes para a descrigdo e discretizagdo do
dominio, comuns a todos os métodos e problemas, baseadas em

CAD e Geometria Computacional.

Releitura orientada a objetos, da analise de macro-comandos que

constroem um algoritmo, proposta original de Zienkiewicz €
Taylor (1989).

Proposta de padrdo de classes matriciais para utilizagdo como
objetos primitivos na modelagdo computacional de problemas de

engenharia.

Apresentacdo sintética de todo o projeto computacional através
de diagramas UML permitindo a implementagdo em diferentes

linguagens de programagio.

197



8.3 - CONCLUSOES

A estrutura computacional orientada a objetos construida para modelagem dos

Métodos sem Malha permite as seguintes principais conclusdes:

O desenho através de diagramas da linguagem de modelagem
UML ¢ independente da linguagem de programagdo. O modelo
foi implementado no ambiente cientifico MATLAB, em um
programa denominado Meshless, ¢ com a linguagem Java na
estrutura computacional JFraMMe. A primeira verséo facilitou a
verificagdo dos desenvolvimentos tedricos numa programagao
semi-procedural. A segunda versdo totalmente orientada a
objetos explora os conceitos e principios que demarcam a

orientagao a objetos.

A viabilidade de modelagem sob uma mesma estrutura
computacional de diversos métodos e diferentes problemas €
atestada pela implementagdo de varios métodos de discretizagéo,
inclusive do Método dos Elementos Finitos. Quanto aos
problemas foram testadas implementagdes para solugdo de
equagdo diferencial ordindria de segunda ordem, da equagdo de

Poisson e de elasticidade bidimensional.

A utilizag3o da analise orientada a objetos deve ser vista além da
modelagem computacional, trata-se de metodologia de analise
atil no trato da complexidade dos sistemas da natureza. A
determinagdo do Método dos Residuos Ponderados como ponto
de partida do estudo foi decorréncia do principio da maior
abstragdo preconizada pela andlise orientada a objetos, como ja

mencionado.

O estudo e implementagdo dos Métodos sem Malha no dmbito da analise

empreendida permitem algumas conclusdes:

Os Métodos sem Malha permitem a utilizagdo em grande escala

de desenho assistido por computador (CAD), tanto na
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modelagdo geométrica do dominio do problema, como na
discretiza¢do por pontos nodais. A inexisténcia de uma malha
fixa, restringida a um contorno, viabiliza o uso sistematico dessa

ferramenta.

e No atual estagio de desenvolvimento a utilizagdo dos Métodos
sem Malha requer um acumulo de experiéncia numérica no seu
trato. Principalmente no que se refere a defini¢do da nuvem de
pontos e a sua fun¢do de ponderagdo associada. Serd necessaria
ainda alguma investigagdo para se alcangar a constru¢do de um

programa de carater comercial.

e A grande facilidade de adensamento dos pontos nodais torna os
Métodos sem Malha uma ferramenta importante na abordagem
de problemas com singularidades, geométricas e de
carregamento, ou com fronteiras moveis, como em fraturas e
contato de superficies. A utilizagdo de indicadores de erro por
ponto nodal com adensamento automatico parece ser um

caminho natural de investigagao.

e O tratamento de varios materiais ndo € tdo simples em
comparag¢do com o0 Método dos Elementos Finitos, por exemplo.
As alternativas apresentadas requerem implementagao cuidadosa
tanto na defini¢do dos atributos dos pontos nodais, como na

escolha da nuvem de pontos.

Oden, Belytscko, Babuska e Hughes (2003) em artigo sobre perspectivas de
investigagdo em mecénica computacional, enfatizam que a computagdo paralela de alto
desempenho em conjunto com o desenvolvimento de programas criara uma revolugdo na
analise de problemas em engenharia. Nesse sentido os Métodos sem Malha e analise
orientada a objetos de programas de computador conforme apresentado s3o alternativas na

busca da construgio de ferramentas computacionais de alta performance.
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8.4 - TRABALHOS FUTUROS

O objetivo estabelecido neste trabalho foi concebido de modo a lastrear
investigagdo nos dois ramos aboradados da mecanica computacional. Assim, a monografia
buscou um tratamento didatico de modo a se constituir em texto que possa disseminar os
Métodos sem Malha, e a estrutura computacional (framework) foi concebida de modo a
abarcar novos problemas e métodos em uma construgdo que prioriza a flexibilidade ¢ a

expansio.

Em ambas as linhas mestras mencionadas as possibilidades de futura
investigagio foram assinaladas ao longo do texto. No que se refere aos Métodos sem

Malha pode-se vislumbrar como novos trabalhos, dentre outros:

e Investigagio do critério de colocagdo na formulagdo fraca,
exposto no Capitulo 2, cujos resultados preliminares sugerem
novo método de colocagdo baseado em fungbes de forma

oriunda do Método de Minimos Quadrados Movel.

e Exploragdo do novo Método sem Malha, apenas proposto. A
utilizagdo de fungdes de forma baseadas em série de Taylor €
obtidas no dmbito do Método de Minimos Quadrados Movel
permite uma maior flexibilidade como na imposi¢do do contorno
essencial e carregamentos pontuais, caracteristicas ndo presentes

no Método de Galerkin sem Malha, por exemplo.

e Aplicagdo a outros tipos de problemas como os de mecénica da

fratura e de contato de superficies.

e Extensio a problemas tridimensionais sem grande esfor¢o

técnico ou teodrico.

e Investigagdo da construgdo automatica de nuvem de pontos e de
fun¢des de ponderagdo que induzam a um bom condicionamento
da aproximagdo local. O uso da Geometria Computacional

parece promissor.

Dentro de uma perspectiva mais computacional alguns novos trabalhos podem

ser relacionados:
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Desenvolvimento de versdo documentada do sistema
computacional JFraMMe, com manuais de sistema e usudrio, e
construgido de classes que isolem o nicleo central de cédigo,
mas permitindo o acoplamento de novas classes com a expansao

do sistema.

Projeto de ambiente grafico de desenvolvimento de programas
utilizando a linguagem de modelagem UML, tornando mais

rapida a constru¢do e o conhecimento da estrutura interna do

sistema JFraMMe.

Desenvolvimento de ferramentas graficas para entrada de dados

e visualizagdo de resultados.

Incorporagdo de um ambiente de trabalho interativo ao pacote
JMatrix, viabilizando um programa para solu¢do de problemas

matriciais de baixo custo.
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