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Resumo

Neste trabalho estudaremos como as sequéncias de Lucas sao aplicadas para obter
solucoes de algumas equacoes Diofantinas. Faremos um estudo dos trabalhos
Pan Xioawei (2013) e Attila Bérczes ( 2012). Estudaremos as equagoes Diofantinas
2?2 +C =y, paraC=d**ouC=p*™emquel >0, m>1,péprimoed>0éum
inteiro livre de quadrados. Verificaremos que as equacoes possuem o uso de sequéncias

de Lucas para encontrar as solucoes.

Palavras-chave: Sequéncias de Lucas, Equacoes Diofantinas, Estudo dos trabalhos

Pan Xioawei e Attila Bérczes, Livre de quadrados.
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Abstract

In this work we study how Lucas sequences is applied in order to obtain solutions of
certain Diophantine equations. We study papers by Pan Xioawei (2013) and Attila
Bérczes (2012) and we consider the Diophantine equations 22 + C = y", for C' = d?*!
or C' = p?™ where [ > 0, m > 1, p is prime and d > 0 be a squarefree integer. We wil

verify that Lucas sequences are used to find solutions of those equations.

Keywords: Lucas sequences, Diophantine equations, Study of the works Pan Xioawei

and Attila Bérczes, Squarefree integer.
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Introducao

Suponha queremos encontrar as solucoes da equacao 25x + 10y = 20. Se z pode

assumir qualquer valor, entao basta fazer y = %. Se adicionarmos a condicao
de que = e y sejam inteiros, entao o problema se torna mais dificil. Este tipo de
equagoes, cujas solucoes sao obrigadas a ter valores inteiros, ou mais geralmente valores
racionais, sao conhecidas por equacoes Diofantinas, em homenagem ao matemaético
grego Diofanto de Alexandria, nascido em torno de 200/214 d. C. e falecido em torno
de 284/298 d. C. Dados que nao sdo conhecidos com precisao. Diofanto é conhecido
por seu trabalho em aritmética relacionada com a solugao de equacgoes algébricas e
na teoria dos numeros. Ele escreveu a obra "Aritmética" distribuida em treze livros
dedicados a resolugao de equagoes algébricas, buscando dar métodos para encontrar
suas solucoes inteiras ou racionais. E de salientar que dos 13 livros s6 os seis primeiros
sao conhecidos. O contetudo desses livros ¢ uma colecao de problemas e, em todos estes,
o matemético grego apresenta uma solucao tnica.

E indiscutivel sua originalidade para resolver problemas, que chamariamos hoje de
Teoria dos Numeros elementar, e sua importancia como inspiracao grandes matematicos
ao longo da historia. Um dos exemplos mais famosos dessa "inspiracao" ¢é, sem duavida,
o ultimo teorema de Fermat.

Um dos problemas desta obra, o nimero 8 do livro /I para ser exato, tem a
seguinte declaracao: escreva um dado quadrado como soma de dois quadrados. As
afirmacoes de Diofanto descrevem sempre as equagoes (iguais) de maneira retorica.
Hoje, escreverfamos assim: 2 + y? = a?.

Mas qual é a relacao da equagao descrita acima com ultimo teorema de Fermat? Em

1621, Bachet publicou uma versdo latina dos seis livros da Aritmética de Diofanto
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Introducao 12

com comentarios proprios sobre cada problema. Fermat, que tinha uma copia do livro
de Bachet, acrescentou a margem desse problema a notacao mais famosa da histéria
da matematica. Na margem de sua copia do Aritmética de Diofanto, Fermat tinha
marcado o seu resultado: "vocé nao pode escrever um cubo como uma soma de dois
cubos ou uma quarta poténcia como uma soma de duas quartas poténcias". Em geral,
uma poténcia maior que dois nao pode ser escrita como a soma de duas poténcias do
mesmo tipo. Ou seja, nao ha solucoes racionais positivas para a seguinte equacao:
"4+ y" = 2z" comn > 2. A qual, o mesmo Fermat acrescentou: "Eu tenho uma prova
verdadeiramente notavel deste fato, mas as margens do livro sao demasiado estreitas
para a conter". A prova deste resultado tao facil de enunciar revelou-se extremamente
evasiva e teria que esperar até 1995 para alcanca-la, usando técnicas bem sofisticadas.
Essa provavelmente nao era a prova que Fermat havia pensado para ao problema.

A demonstracao do tultimo teorema de Fermat (UT'F') por Andrew Wiles, concluida
em 1995, foi uma das realizacoes matemaéticas mais proeminentes do final do século
XX, e certamente um dos eventos cientificos que recebeu mais atencao dos meios
de comunicacao e do publico em geral. Nao é todo dia que se resolve um problema
que esta aberto ha mais de 350 anos. O trabalho de Wiles e o UTF' ofereceram ao
publico nao-matemético uma oportunidade sem precedentes para aprender mais sobre
o mundo da pesquisa neste campo em geral e na teoria dos nimeros em particular.
A obra Aritmética serviu de inspiracao para personalidades tdo importantes para a
matematica como Viéte, Bachet, Fermat, Descartes, Euler, Dirichlet, Poincaré e muitas
outras.

Os matemaéticos devem frequentemente inventar ou desenvolver extensivamente
ferramentas inteiramente novas para resolver os problemas teéricos, e estes, por sua
vez, tornam-se ramos importantes da matemaética, que muitas vezes tém aplicagoes em
problemas completamente diferentes daqueles dos quais se originam.

A teoria das equacoes Diofantinas passou a ser citada entre as areas mais belas
e dificeis da matematica. O grande matematico Johann Carl Friedrich Gauss (1777 —
1855) chegou a dizer que a matematica é a rainha das ciéncias e a aritmética (chamada
modernamente Teoria dos Numeros) é a rainha da matemética.

A equacao 2? + C = y" tem uma historia interessante e atraiu a atencao de

varios matematicos. Varios artigos foram escritos sobre este topico, especialmente
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Introducao 13

para valores particulares de C'. O primeiro resultado nao trivial é devido a Lebesgue
e data de 1850. Ele provou que a equacao acima nao tem solugoes para C' = 1. Mais
recentemente, outros valores de C' foram considerados. O caso em que C' = p¥, uma
poténcia de um namero primo, foi estudado em [3], [22] e [23] para p = 2, em [5], [27]
e [35] para p = 3, em [37] e [34] para p =5 e em [29] para p = 7. Alguns avangos para
um p primo arbitrario aparecem em [4]. A equagdao 2? + C = y™ com 1 < C < 100
foi completamente resolvida em [I1]. Também, as solugoes para os casos C' = 24 - 3%,
C =2%.5"eC =513 onde z e y sdo coprimos, podem ser encontrados em [28],
[30] e [36], respectivamente. Progressos recentes sobre o assunto foram feitos nos casos
C=5"-11>, C=2"-11°, C =2%-3".11¢, C = 2.5 .13° e pode ser encontrado em
[13], [12], [20] e [42].

Nosso interesse neste trabalho é estudar a equacao 22 + C = y", para os casos
C = d** e C = p™ que podem ser encontrados nos artigos de Xiowei [44] e Bérczes
[9], nos quais sdo utilizadas as sequéncias de Lucas para encontrar as solugbes das

equacoes Diofantinas.

Na perspectiva de atingir o objetivo proposto, este trabalho foi organizado em
duas partes, os quais apresentamos a seguir.

Nas preliminares, apresentamos os conceitos e resultados sobre sequéncia de
recorréncia, nimeros de Lucas, nimeros algébricos, corpos quadraticos, discriminante

e base integral.

O capitulo 2 & dedicado ao estudo da equacao Diofantina 22+C = 3" e apresentamos
resultados para encontrar solucoes de algumas equacoes Diofantinas que sao similares
em estrutura a equacao mencionada. Em seguida, apresentamos as solucoes das equagoes
22 4+ d®H =y e 2 + p*™ = y”. Uma breve justificativa de como sdo empregadas as
sequéncias de Lucas para ajudar a encontrar as solucoes das duas equacgoes Diofantinas

é apresentada no final capitulo.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, planejamos fixar as notagoes e estabelecer uma base para o texto,
apresentando as definicoes e resultados que serao utilizados na construgao do proximo
capitulo e secoes. Inicialmente apresentaremos a definicao da sequéncia de Lucas,
que ¢ uma ferramenta muito 1til para a solucao de equagoes Diofantinas. Também
apresentamos propriedades relacionadas a sequéncias recorrentes, ntimeros de Lucas e

corpos quadraticos, que serao necessarias para entender os topicos seguintes.

1.1 Sequéncias Recorrentes

Uma sequéncia numeérica ¢ uma funcao real com dominio N que a cada n, associa

um numero real Z,. Vamos escrever as sequéncias na forma
I, Loy 23y ey L,y ... (1.1)

ou vamos denotar por (Z,)n>1.
Se existe um nimero natural k e ntimeros ay, as, ...., ax (reais ou complexos), nao

todos nulos,
Zn = a1 Lp_1 + (ZQZn_Q + -+ (lan_k, n > ]{f, (12)

entao chamamos (Z,),>r+1 de sequéncia recorrente linear homogénea de ordem k e

(1.2) é chamada de equagao recorrente de ordem k.
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1.1. Sequéncias Recorrentes 15

Um exemplo de sequéncias como ([1.2)), sdo as progressoes aritméticas e as progressoes

geométricas. De fato, sejam Z e d € R, e (Z,,) a sequéncia tal que
Zn = Z 4+ (n—1)d,para todon € N,
isto & Z,,.1 = Z, +d para todo n € N. Note que
Dnso = Lpni1+d e Zyyw = Zy,+d.
Subtraindo em cada membro e igualando os dois termos, obtém-se
Znso — Zins1 = Zns1 — Ln,

isto & Z,,.0 = 27,1 — Z,. Isso implica que as progressoes aritméticas sao sequéncias

recorrentes lineares de ordem 2. Por outro lado, se Z,, é uma sequéncia tal que
Z, = Z-d" ! para todon € N,

tem-se que Z,.1 = d-Z,, o que implica que as progressoes geométricas sao sequéncias
recorrentes lineares de ordem 1.
Um dos exemplos mais famosos de sequéncia de recorréncia linear, homogénea de

ordem 2 é a sequéncia de Fibonacci dada por

F,=F, 1+ F,2 com Fyb, =0 e F; = 1.
Assim obtemos a sequéncia
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, ....
reescrevendo para n > 2, obtemos
Iin—AZy 1 —BZ, =0. (1.3)
Substituindo Z; = z7, assumindo z # 0, obtemos a equagao polinomial
0 =a2"—Az" ' — Ba"? = 2" %(2? — Ax — B).

O polinomio P(z) = x? — Ax — B é chamado de polinomio caracteristico da sequéncia

(Zn)-
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1.1. Sequéncias Recorrentes 16

Vamos considerar somente sequéncias com A? # —4B, nesse caso o polinomio P(x)

tem duas raizes distintas

A+ A2+ 4B 5 A —+vVA2+4B
a = e = :
2 2

Consideremos agora a fungao geradora
o0
F(z) = Z Znpa™.
n=0
Retomando para ([1.3)) , com n > 2, obtemos

F(z)— Ziw— Zy = Y Za"

n>2
= AY Znax"+BY  Zyaa"
n>2 n>2

= zA Z Z.x" + 2°B Z Z,x".
n=1 n=0
Logo,
F(z)— Ziw— Zy = xA(F(x)— Zy) + 2>BF(x),

e assim,

F(x)(1—2A—2*B) = Zy+ Zix —xAZ,
2&)+'$(Z&-—442%)

Fla) = 1—2A—22B
1
Observe que — e E sdo rafzes de 1 — xA — 22 B, logo
Q
Zb'+‘$(231——44220 2&]+‘17021-—142%)
F(x) = = B
—B(:v—i)(x—%) @(1—xa)(1—$ﬁ)
B M N N M1 —28)+ N1 —za)
 l—za 1—z8 (1 —za)(1l—ap)
Entao temos
o
M1 —z8)+ N1 —-za) = —(Zo+ (2 _AZ(]))E
-7, 71— AZ
M+ N —z(MB+ Na) = g)‘ﬁ—x( — 0)af

PPGMat — UnB



1.1. Sequéncias Recorrentes 17
logo
7z — AZ
MB + Na = & = o8 g4z, (1.4)
-7,
M+ N = ;aﬁ = Zy, pois aff = —B. (1.5)
Das equacdes ([1.4)) e ((1.5]), concluimos que
(Z()—N)ﬁ—i—Na/ = AZQ _Zl
N(Oé—ﬁ) = AZO—Z()B—Zl
7Z(A— 3 —
N _ ZA-B-2)
a—p
e
Zola—pB) — Zy(A — Z
M= Z—N = ola—=B) = Zy(A—-B)+ Zy
a—p
. Z()Oz — ZOB — Z()A — Z()ﬁ + Zl
= "3
. Zo(Oé — A) + Zl
= " _
Assim
M N
Ja —
(z) l—za 1—af’
com
M - Zl+Zo<CY—A> N — ZO(A_ﬁ)_Zl
a—pf a— 0
e concluimos que
1 1
F = M
(z) 1 —za + 1—zap
= MZanx" + NZB":B”.
n=0 n=0
Como F(z) = Z Znx", igualando os coeficientes obtemos
n=0
Z, = Ma"+ Np".
Asim, podemos concluir que
AR "— (41— Z n
Zn _ ( 1 O/B)a ( 1 00[)6 . (16)

a—f
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1.2. Nameros De Lucas 18

Tomando n = 0 e n = 1 recuperamos os valores de Z; e Z; fixados inicialmente. Assim
dada a sequéncia de recorréncia (Z,,) como em , com « e [ sendo as raizes distintas
do polindomio caracteristico P(z) = 22 — Az — B, com A = a+ 3 e B = —af3, obtemos
a formula explicita para a determinacao dos valores de Z,,, sem a necessidade de
recorrer & relagdo de recorréncia. Se considerarmos a sequéncia de Finonacci (F,) e

substituirmos os valores em (|1.6) obtemos a famosa formula:

oo L1V 1 (1-45)"
"5 2 V5 2

Por outro lado, sendo A = a+ f e B = —a/3, obtemos

AZn—l +BZ, 2 = (Oé + /B)Zn—l - O‘BZn—Q

_ <Z - ? (21— ZoB)a"™ = (Z1 = Zoa)8™']
_aa_ﬁﬁ (2 — ZoB)a™ 2 — (21 — Zoa)B" 2]

(Z1 = ZoB)a™ — (Zy — Zya) B"
a—p3

= Zp.

1.2 Numeros De Lucas

Defini¢ao 1.2.1 Definimos um par de Lucas como um par («,f) de inteiros

algébricos tal que o + B e aff sao numeros inteiros coprimos diferentes de zero e

% nao € raiz da unidade.

Assim, obtemos «, 3 como raizes de 22 — Ax — B, ou seja,
1 1
a = 5(A +1VA2+4B), g = 5(A — 1V A% +4B)

Dado um par de Lucas (a, 3), definimos os nimeros de Lucas como

an_ﬁn

Ln_ )
a—f

Logo temos Lo =0, L1 = 1, Ly = a+ 3, etc. Como vimos na se¢ao anterior, a expressao

n € N. (1.7)

(1.7) determina uma sequéncia de recorréncia (L), com
L, = ALnfl + BLn727 n =2

com A=a+ e B=—af e valores iniciais Lo =0e L; = 1.
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1.3. Nameros Algébricos e Corpos Quadraticos 19

Um ntmero primo p é chamado de divisor primitivo de L,, se p divide L,,, mas
nao divide (v — B8)2Ly -+ Ly, 1.

Um par de Lucas (a, 3) tal que L,(c, 5) ndo tem divisores primos, sera chamado
de par de Lucas n-defeituoso.

Chamamos (A, B) os parametros do par de Lucas («a, ). Dois pares de Lucas

Q7 51

(v, B1) e (aw, B2) sdo equivalentes se — = % = #41. Para pares equivalentes
8% 2

de Lucas (a1, 51) e (a2, 52), temos L, (o, 81) = £L, (a2, 52) para qualquer n > 0.
O resultado a seguir é uma compila¢ao do Teorema 1.4 de [I0] e do Teorema 1 de [43].
Teorema 1.2.2 Se n satisfaz 4 < n < 30 en # 6. Entdo, a menos da equivaléncia

definida acima, todos os pardametros dos pares de Lucas defeituosos sao dados na tabela

1.1. Paran > 31, todos os pares de Lucas sao nao defeituosos.

n | (AB)

5 | (1,5),(1,-7),(2,-40),(1,-11),(1,-15),(12,-76),(12,-1364)
7 (1, 7) (1,-19)

8 | (2,-24),(1,-7)

10| (2,-8),(5-3),(5,-47)

12 | (1,5), (1,-7),(2,-56),(1,-15),(1,-19)

13| (1,-7)

18 | (1,-7)

30 | (1,=7)

Tabela 1.1:

O proximo resultado também sera 1til para nosso trabalho e pode ser encontrado

m (Lucas [31]).

Lema 1.2.3 Se p é wm divisor primitivo de Lip(a,() com k > 2, entao
p= ( ) (mod k), donde (%) é o simbolo de Legendre, e (A, B) sdo os parametros do
Par de Lucas («a, 3).

1.3 Numeros Algébricos e Corpos Quadraticos

1.3.1 Corpo numérico algébrico

Nesta secao considera-se que L e K sao corpos tais que Q ¢ K ¢ L C C.
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1.3. Nameros Algébricos e Corpos Quadraticos 20

Definicao 1.3.1 Seja K um corpo, uma extensao de K ¢ um corpo L tal que LDK.
Dizemos que a € L € algébrico sobre K quando « € raiz de algum polindomio em

K|z]. Caso contrario, dizemos que « € transcendente sobre K.

Definicao 1.3.2 Seja K um corpo. Uma extensao L O K ¢é dita extensao algébrica

de K quando todo o € L € algébrico sobre K.

Seja o € L algébrico sobre K e seja p(z) um polinémio em K[x], monico, de
menor grau tal que p(a) = 0. Pela minimalidade do grau de p(x) segue claramente que
p(x) é o tnico polindémio monico irredutivel em Klz] tal que p(a)) = 0 e denotamos por

p(z) =irr(a, K).

Definicao 1.3.3 Um corpo numérico algébrico é um subcorpo de C da forma

Q(aq, g, ..., ), onde aq, ag, ..., ap, G0 nimeros algébricos.

Exemplo 1.3.4 Q(v/2,V3,V7), QW1 +1i,0), onde 0 ¢é uma raiz do polindomio
2 —x+1, e QV1+vV2 + V1—v2,V53 + V/5) sio todos exemplos de corpos

numéricos algébricos.

Definicao 1.3.5 Se a € C € uma raiz de um polindomio monico integral de grau d,

1880 € uma raiz de um polinémio da forma

d
fla) = Zaﬁj =ap+ar+ -+ ag 7 +agat € 2,
=0

o qual € irredutivel sobre Q, entdo o é chamado um inteiro algébrico de grau d.

Exemplo 1.3.6 a +b\/—1=a+bi, a,b € Z, b # 0 € um inteiro algebrico de grau 2,
raiz de x* + 2ax + a® + b?.

A seguir relembraremos varios resultados classicos que podem ser encontrados por

exemplo em [I].

Teorema 1.3.7 Se K ¢ um corpo numérico algébrico entao existe um numero algébrico
0 tal que K = Q(6).

O conjunto de todos os inteiros algébricos ¢ um dominio de integridade e é
denotado por . O conjunto de todos os inteiros algébricos que se encontram no
corpo numérico algébrico K é também um dominio de integridade. Esse conjunto sera

denotado por Og; isso é, O = Q2N K. Observe que K ¢é o corpo de fracoes de Og.
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1.3. Nameros Algébricos e Corpos Quadraticos 21

Defini¢ao 1.3.8 (Ideal fracionario) Seja D um dominio de integridade. Seja K o
corpo de fracoes de D. Um subconjunto ndao vazio A de K é chamado de ideal fraciondrio

de D se satisfaz as sequintes trés propriedades
(i) « € A, B € A entio a+ f € A,
(ii)) a« € A, v € D entio ya € A, e

(i1i) existe v € D com v # 0 tal que yA C D.

Teorema 1.3.9 Seja K um corpo numeérico algébrico. Seja Ok o anel de inteiros de
K. Entao o conjunto de todos os ideais fraciondrios de Ok formam um grupo abeliano

I(K) com respeito a multiplicacdo.

Observe que os ideais principais em [(K) sao da forma (o) = {ra|r € Ok} para
algum o € K*, e estes formam um subgrupo denotado por P(K) de I(K).

O Grupo I(K) é um grupo abeliano, assim P(K) é um subgrupo normal de [(K)
e o grupo de quociente H(K) = I(K)/P(K) esta bem definido e é abeliano. Esse grupo
é chamado Grupo de classes de K. A ordem do grupo de classes H(K) é chamada de
nimero de classes de K e é denotado por h(K).

Se dois ideais diferentes de zero A e B de Op estdao na mesma classe de
H(K) = I(K)/P(K), dizemos que eles sdo equivalentes e escrevemos A ~ B.

Claramente

AP(K) = BP(K)
A'B € P(K)
A'B = (a) para algum o € K*

B = A{a) para algum o € K*

11117

(a)A = (b)B para alguns a,b € Ok.

O principal resultado sobre o grupo de classes é que sua ordem h(K) é sempre finito.

Observe que

hK) =1 <= Ok éum dominio de ideias principais

<= Ok é um dominio de fatoracao tnica.
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1.3.2 Corpos Quadraticos

Nesta secao vamos apresentar de forma mais detalhada o conceito de Corpos

Quadraticos e suas principais propriedades.

Definicao 1.3.10 Um corpo quadrdtico é uma extensao finita de Q de grau 2.

Seja f(r) = 2® + ax + b € Q[z] um polinémio irredutivel e « € C uma raiz de

f(z), entdo o menor subcorpo de C contendo Q e « é denotado por Q(«), entdo

Q(a) = {x+ya:z,y € Q}.

Teorema 1.3.11 Se K ¢é um corpo quadrdtico, entao existe um tnico inteiro livre de

quadrados D tal que K = Q(v/D).

Demonstracao: Suponha que K = Q(«), onde « é uma raiz do polinémio ménico
irredutivel f(z) = z*+ bx + c.

Pela formula quadratica temos que o € {1, s}, onde

b+ Vb —de . —b— V0% —4c

Qg =

2 2

aq

Note que a3 = —as — b com b € Q entdo Q(a;) = Q(az) = Q(«). Logo

0oy -0 (2 F) QW=

Seja a = b* — 4c = ? € Q, entdao a # d? para qualquer d € Q, pois f(x) é irredutivel
em Q [z]. Sem perda de generalidade, podemos supor que mdc(e, f) = 1 e f & positivo.
Seja ef = n?D, em que D ¢ a parte livre de quadrados de ef. Assim, D # 1 e

@(ﬁ):@(M)z@( f—f) ~Q(vef) =@ (vwD) =@ (VD).

logo Q (?) = Q (ef), Isso mostra a existéncia.

Provemos agora a unicidade.
Seja Dy & um inteiro livre de quadrados tal que Q(vD) = Q (\/Dl). Entao
VD = u+ vyv/D; com u,v € Q e elevando ao quadrado temos

D = u? + 2uv\/D; + v?D;.
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Suponha, por absurdo, que uv # 0. Dai, temos que

.2 2
/D, = P-w = Dv

2uv
logo v/D; € Q o que é uma contradicao ja que D; é livre de quadrados, logo uv = 0.
Se v =0 entao VD = u € Q, o que é, novamente, uma contradicao com o fato de que

D é livre de quadrados entao v? = 1 e portanto D = D;. [ |

Agora vamos a determinar o conjunto Og dos inteiros algébricos no corpo
quadratico K = Q(v/D) = {a + bW/D | a,b € Q}, onde D é um inteiro livre de
quadrados.

Teorema 1.3.12 (Anéis de inteiros em corpos Quadraticos) Se K ¢ um corpo
quadrdtico e seja D o unico inteiro livre de quadrados tal que K = Q(\/E) entao

Z [H;/E] ,se D=1 (mod 4)

Or = Z[\/ﬁ} ,se D # 1 (mod 4).

A fim de demostrar o Teorema [1.3.12] vamos precisar do seguinte Teorema, que pode

ser encontrado como Teorema 5.3.2, pag 92 [2].

Teorema 1.3.13 Se a é um inteiro algébrico, entao irrg(a) € Zlz].
Demonstracao: (do Teorema [1.3.12))Seja

2 ,se D=1 (mod 4)

0' _—
1 ,se D#1 (mod 4).
1 D 2 1+ D
Entao o namero +—\/_ é uma raiz de z? — il + + entao temos
o o o

Z+Z(ﬂ> C Og.
o

Provemos que

Z[”;/E} ,se D=1 (mod 4)
Ok C
Z[\/E se D 21 (mod 4).

Seja o € Ok entdo o € K e a = a + by/D para alguns a,b € Q. Entdo a é raiz do

| —

polindémio monico

2? — 2az + (a®* — Db*) € Q[x].
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Temos que o discriminante deste polindomio é
(2a)? — 4(a® — Db?) = 4Db?,

deste modo temos que é redutivel em Q [z] se b = 0 e irredutivel em Q [z] se b # 0.

Consequentemente temos que

r—a ,se b=10

irrg(a) =
r? — 2az + (a®> — Db?) ,se b # 0,

em que irrg(e) ¢ o polindmio minimal de « sobre K.
Como « é um inteiro algebrico entdo irrg(«) € Z [x] (Teorema ), assim obtemos
que
a €7 ,seb=0

2a, a®> — Db? €Z ,seb#0.
Se b = 0 entao temos o = a € Z C Z[x]. Agora suponhamos que b # 0. Se 2a € 27Z
entdao a € Z e como Db? € Z e dado que D é livre de quadrados temos que b € Z, nesse
caso a = a+bv/D € Z[D].
Suponha agora 2a € 2Z + 1. Como 4(a* — DV?) € Z deduzimos que 4DV* € Z e
como D é livre de quadrados temos que 20 € Z. Se 2b € 27 entao b € Z e assim
a? = (a®* — Db?) + DV?* € Z, contradizendo 2a € 2Z + 1. Assim 2b € 2Z + 1. Portanto

2 1 2 1
a = u2+ eb= vt em que u,v € Z. Logo
2Dy — (2u—|—1)2+D(2v+1)2
4 4
A4 du+1 - D +4v+1)
B 4
1-D
= u2+u—D(02—v)+—4
que implica
1—-D

T:uz—i—u—D(vQ—v)—az—i—DbQEZ.
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Assim, temos que D =1 (mod 4) e

2u+1 2v+1
a=a+b/D = u; +U2+\/5

2u —2v +2v +2vvV/D + 14+ VD
2
2u — 2v + (2u +1)(1 4+ /D)
2
1++D
= (u—v)+(21}+1)< +2\/_)€Z

1++vD
2

Isso completa a prova do teorema. |

1.3.3 Discriminante e Base Integral

Dado um corpo numérico K, seja a um inteiro algébrico tal que K = Q(«). Dado

B € K, podemos escrevé-lo como ser escrito como

B=q+qa+ - +q 1t eqQ

em que |K : Q| = d. Em outras palavras, {1, a,a?,...,a? !} é uma base para K.

Definicao 1.3.14 (Base integral) Se Ok é um anel de inteiros de um corpo numérico

K, entao uma base de Og sobre 7. é chamada uma base integral de K.

Corolario 1.3.15 A base integral de K = Q(v/D) ¢ igual a

(1,52} se D =1(mod 4),
{1,v/D} ,se D #1(mod 4).

Demonstracao: Segue do Teorema [1.3.12 |

Exemplo 1.3.16 Se K = Q(v/2), entio Ox = Z[V2] pelo Teorema (1.3.12, Logo
B = {1,V/2} é uma base integral para K.

Exemplo 1.3.17 Se K = Q(/13), entao pelo teorema |1.3.12| temos

1+\/_

Ok =7 # Z[V13]

em que o = 1+2V 13 ¢ uma raiz do polinémio minimal P(x) = x> — x — 3, enquanto que

= /13 é uma raiz de H(X) = x* — 13. Assim, embora {1, 3} seja uma base para K
consistindo de inteiros algébricos, nao € uma base integral para K. Uma base integral
para K é {1,a}.

2
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Lembre-se que o discriminante de un corpo numérico algébrico K ¢é o discriminante de
uma base integral de K.

Defini¢ao 1.3.18 (Discriminante de uma Base) Seja K = Q(«a) um corpo
numeérico algébrico com |K : Q| = d. Se B = {a1,qs,...,aq} € uma base de K e

8, (1 <j <d) sao todas as imersoes de K em C, entdo o discriminante da base é dada

por
disc(B) = det(0;(c))?,

onde det denota o determinante da matriz com entrada 0;(c;) na i-ésima linha e

J-ésima coluna.

2

Em particular, se B = {1,a,a?,...,a% '}, entio o determinante da matriz (6;(a’™1))

¢ chamado o determinante de Vandermonte e tem valor
det(0;(a' ") =[] (e — )
1<i<j<d
onde ag = Ok (a) é o K-ésimo conjugado de o para K = 1,2, ..., d.
Teorema 1.3.19 (Discriminante de corpo quadréatico) Se D € o unico inteiro
lwre de quadrados tal que K = Q(\/ﬁ) € um corpo quadrdtico, entao o discriminante
de K € dado por
) D ,seD=1(mod4),
N Y5 ,se D # 1(mod 4).
Demonstragio: Seja K = Q(v/D) um corpo quadratico, onde D # 1(mod 4). Entdo

pelo Teorema [1.3.12) temos que Ox = Z[V/D]. Assim, B = {1,v/D} é uma base
integral de K e

912\/Bf—>\/5 e QQZ@H—\/E
sao imersoes de K em C, entao

01(1) 02(1)
91(\/5) (92(\/5)

2

disc(B) = det(0;(a’™1))* = det

~ et ! ! = (-2V/D)? = 4D.
vD —vD

Vamos considerar D = 1(mod 4). Entio pelo Teorema|l.3.12} temos que Ox = Z[v/D].
Assim, B = {1, %ﬁ} ¢ uma base integral de K e

1+vD 1++D 1+vD 1-+D
: 5 — 5 e bOy: 5 — 5

0,
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sao imersoes de K em C. Entdo

disc(B) = det(0;(a’™1))? = det

= det

Teorema 1.3.20 (Unidades em corpos quadraticos imaginario) Se K = Q(v/D)

¢ um corpo quadrdtico tmagindrio, isto ¢ D < 0, entao

(Go) = (D) [ se K = Q(v=3),
UK = UOK = <<4> = <\/__1> ) S€ K= Q(\/__1>7

(o) = (—1) , caso contrdrio.

Demonstracao: Pelo Teorema podemos escrever u = a + bv/D € Up, com
oa,ob € Z onde o ¢ definido como no Teorema [1.3.12] Daqui, se D # 1 (mod 4) entao
a? —b*D = 1 para alguns a,b € Z. Se D < —1, entao a®> — b>D > 1 para b # 0. Entao,
b= 0 para D # 1(mod 4) com D < —1. Em outras palavras

Uop = (—1) =(¢) se D=2,3(mod 4) e D < —1.

Agora assumimos que D = 1(mod 4), entdo a*> — b*D = 4 para a,b € Z. Se D < —4,
entdao para b # 0, a® — Db?> > 4, uma contradi¢ao. Daqui, para D = 1(mod 4) e
D < —4, Up,, = ((2). Resta considerar os casos D = —1,—3. Se D = —1 entédo pelo
Teorema Ok = Z[i) = Z|\/—1] com a + bi uma unidade de Ok se, e somente se
a’? +b* = 1. As solugdes sao (a,b) € {(0+,1),(£1,0)}.

Em outras palavras
Ugpg = {%1, £}

Se D = —3 entdo a® + 3b*> = 4, entdo temos a = b = +1 ou b = 0 e a = £2. Portanto
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as unidades sao +£1, %j?’ No entanto, 1 = (¢ e temos:

-1 = gg
1 - _3 5
g
TV =
e
1- =3 .
assim, Up, = ((s), como se queria provar. |
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Capitulo 2

A Equacao Diofantina 2 4+ C = y"

Neste capitulo apresentamos os conceitos e propriedades relacionados a equacao
2?2 + C = y". Iniciamos, com um breve survey sobre resultados relacionados com
essa equacao e apresentamos alguns resultados sobre solugoes de equacoes Diofantinas
semelhantes em estrutura a equagao que queremos desenvolver neste trabalho.

Na secao [2.2] apresentamos o resultado de Attila Bérczeso, o qual estende o
resultado de Saradha e Srinivasan [41] e Le e Zhu [45], que resolvem completamente a
equagdo x? + d?*1 = y" sob a hipotese de h(—d) = 1.

Finalmente apresentamos, na secao [2.3, o resultado de Pan Xioawei, que faz
uma classificacdo completa de todas as solugoes positivas (x,y,m,n) da equagao
2?2 + p*™ = y", mdc(z,y) =1, com n > 2.

Muitos casos especiais da equacao x2 + C = 4", onde x e y sao inteiros positivos
e n > 3, foram considerados ao longo dos anos, mas a maioria dos resultados para n
geral é de origem bastante recente. A referéncia mais antiga parece ser uma afirmagao
de Fermat de que ele havia mostrado que, quando C' = 2, n = 3, a tinica solugao ¢ dada
por x = 5, y = 3; uma prova foi publicada por Euler [I8]. O primeiro resultado para
n geral é devido a V. A. Lebesgue [25] que provou que quando C' = 1 ndo héa solu¢oes.
Nagell [38] provou que ndo hé solugdes para C' = 3 e C' = 5, mas ndo completou uma
prova para C' = 2. Ljunggren [26] generalizou o resultado de Fermat e provou que para
C = 2 a equacao nao tem outra solucao senao x = 5, um resultado redescoberto por

Nagell [39], que também mostrou em [40] que quando C' = 4 as tnicas solugdes sao
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r=2ex = 11. Chao Ko [21I] provou que 2 = 3 é a tnica solu¢ao para C' = —1.
Nesta capitulo, vamos olhar solucoes inteiras da equacao 22 + C = y", onde C e

n sao inteiros dados para n > 3 (de outra maneira a equagao é trivial).

Comentarios sobre o caso n par

Vamos escrever n = 2m, e nossa equagao pode ser reescrita como

C = (y"+xz)(y™—x). Observe que podemos considerar somente solu¢oes com x,y > 0,

pois obtemos imediatamente que (x,—y),(—xz,y) e (—x,—y) também serao solugdes.

Assim vamos assumir y™ + x > y™ — x. Vamos considerar dois casos simples.

Se C'=1, teremos 1 =y™ +x =y™ — z, logo x = 0 e y = 1 sdo solugodes.

Se C' = 4 temos duas possibilidades:

i) y"+r=4,y"—z=1

e
i) y"+r=ym—x=2

No caso (i), obtemos 2z = 3, logo x ¢ Z ou seja, nao existem solugdes. No caso (i7)
obtemos x = 0 e y™ = 2. Logo existem solucdes para a equacao x2 + 4 = y*™, somente
se m = 1 e as solugoes para esse caso serao x =0 e y = £2.

Podemos prosseguir um pouco mais e considerar C' um primo. Nesse caso, y" +z = C
C -1 C+1

ey” —x = 1. Logox = —— e y" = . Considerando C' primo

2 2
e C < 100, é facil verificar a equaciao 2?> + C' = y*™ tem solugdo somente para
C € {7,17,31,53,71,97} e as solugdes sao facilmente obtidas pelas formulas acima.
Outra consequéncia imediata desas formulas ¢ que se C = 2™ + 1 entdo a equacao

22 + C = y*™ tem solucao.

Teorema 2.0.1 Seja n > 4 par e seja C' um inteiro positivo com 1 < C < 100 livre
de quadrados nao congruente a —1 maodulo 8. Os 1nicos valores de n e C' para os
quais a equagao Diofantina x> + C = y" tem solugdo sio para (n,C = 1) com solugoes
(z,y) = (0,£1) ou (n,C) € {(4,17),(6,53),(4,65),(4,77),(4,97)} com as respectivas
solugoes (z,y) = (£8,43), (£26,£3),(+4, £3),(£2,+3) e (£48, £7).

Demonstragao: Seja n > 4 um inteiro e C' um inteiro positivo com 1 < C' < 100 livre
de quadrados tal que C' # —1(mod 8). Vamos a considerar dois casos, o primeiro caso

quando C' é par e o segundo quando C' é impar.
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(i) Suponhamos C par, entao C' = 2r, com r € N, entao a equagao z? + C' = y*™,
pode ser escrita como (y™ + z)(y™ — x) = C. Fatore r = p; - - - p;, como produto

de primos, com k € N, temos os seguintes sub-casos:

1. ym+x =2r, y" —x = 1. Neste caso, 2z = 2r + 1, o que implica que x ¢ Z.
Logo nao existem solugoes.

229" +x = r, y* —x = 2. Como C é livre de quadrados temos que
C =2r =2(p-py- .. pr) k €N, com p; primos diferentes e p; # 2.
Temos que 2x =r—2=2l+1-2=2l—1,1 € N, logo ¢ Z. Assim temos
que nao existem solucoes.

.yt H+ar=pi-...op; e Y"—x =2 -pjg1-... P, com 1 < j <k, segue
analogo ao caso 2. Assim temos que nao existem solucoes.

4. y"+x=2-p1-..op; € Y —x =pPis1 ... Pp, com 1 < i <k, segue

analogo ao caso 2. Assim temos que nao existem solucoes.
Portanto para C par nio existem solucoes para a equacio z2 + C = y*™.

(ii) Suponhamos C impar, como C é livre de quadrados e nao congruente a —1
modulo 8 com 1 < (C < 100, temos que C pertence ao conjunto
E = {1,3,5,11,13,17,19, 21,29, 33, 35,37, 41,43, 51, 53,57, 59, 61, 65,67, 69, 73,
77,83,85,89,91,93,97}.
Agora a equacao 22 + C = y" pode ser escrita como y™ +x = p; e Y™ — T = po,
onde p; e py sdo nimeros primos (se C' nao for primo), podendo ocorrer p; = 1
P1— P2 m D1+ P2

ou po = 1 (se C for primo). Logo x = 5 e y" = 5 Logo

podemos verificar que os elementos do conjunto E para os quais a equacao

2 + C = y" tem solugao sao (n,C,z,y) € {(n,1,0,41),(4,17,+8,+3),
(6,53, 226, £3), (4, 65, £4, £3), (4,77, £2, £3), (4,97, £48, £7)}.

2.1 O caso C livre de quadrados

Nesta segdo seguimos a apresentagdo dada em [16]. Inicialmente observe que é

suficiente resolver a equacio z2 + C = y?, com p primo. Pois se n = p - Q entdo a
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equacgao 2 + C = y" pode ser escrita como 22 + C = (y?)? que, em principio sabemos
resolver. Por razdes que logo se tornarao claras, fazemos as seguintes definicoes.

Definicao 2.1.1 Diremos que a condi¢ao H(p,C) € satisfeita por p e C, se p for um
primo impar, C' € inteiro positivo livre de quadrados nao congruente a —1 mddulo 8, e
p ndo divide o nimero de classes do corpo quadrdtico imagindrio Q(v/—C'). Por abuso

de notagao, vamos dizer que H(C') estd satisfeito se C' é um inteiro positivo livre de

quadrados nao congruente a —1 maodulo 8.

Proposigao 2.1.2 Assuma que H(p,C) € satisfeita e defina A,(C) para ser o

(possivelmente vazio) conjunto de inteiros nao-negativos que satisfazem

(p—1)/2

P\ 2k(_ n\(p-1)/2~k _
> <2k)a (—C) +1.

k=0

O congunto de solugoes (x,y) € Z* da equacdio Diofantina x>+ C = y™ é dada pelo par

(r=1)/2
(y) =+ > <2ki 1)a2k+1(_c)[(1’1)/2]k7 24
k=0

para cada a € A,(C), além dos chamados pares especiais

(z,y) = (£(a® + 3ea), a® + 2¢)

se p=3 e C = 3a® + 8¢ para ¢ = +1 e a impar tal que a > 1 sec =1 ou a > 3 se
e=—1.

Demonstragao: Seja (z,y) uma solugio da equagao x*>+C = y?. No corpo quadratico
K = Q(v/=C) podemos escrever (x — /—C)(z + v/—C) = yP. Notemos que os ideais
formados pelos dois fatores a esquerda sao coprimos. De fato, assuma o contrério,
entdo seja [ um ideal primo de Ok dividindo esses fatores. Assim, divide sua soma e
diferenga, entdo se ¢ é o menor nimero primo em [ temos que ¢ |2z e ¢|2C. Se y é
par, entdo = é impar ( caso contrario 4|C, o que contradiz o fato de C ser livre de
quadrados), entdo C' = y?—2? = —1(mod 8), contradiz nossa suposicao sobre C'. Assim
y ¢ fmpar, portanto, I ndo pode conter 2. Como ¢|mdc(z,C) entao q|y, logo ¢*|C,
novamente contradizendo o fato de que C' ¢ livre de quadrados e provando a afirmacao.
Ja que o produto dos dois ideais coprimos (z — v/ —~C) Ok e (v +/—C)Ok é uma p -

ésima poténcia, segue-se que (r++/—C') Ok = af para algum ideal a de Og. Por outro
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lado, se h denota o niimero de classes de K, entdo, o ideal a” é um ideal principal. Ja
que por suposicao p e h sao coprimos, existem inteiros v e w tal que vp + wh = 1, de
modo que a = (a”)”(a")¥ é um ideal principal, digamos a = a Ok para algum o € O.
Deduzimos assim que existe uma unidade ¢ € K tal que z +v/—C = ea”. No entanto,
como K é um corpo quadratico imaginério, entdo o grupo de unidades é {41} exceto
para C' =1 e C' = 3. Nesses casos, 0os grupos tem ordem 4 e 6 respetivamente. Segue-se
que além do caso especial (p, C') = (3,3) a ordem do grupo de unidades é coprima com
p, dai qualquer unidade é uma p-ésima poténcia, entao, nesses casos, a equacao fica

reduzida a x + v —C = of com a € Og. Veremos na Proposicao abaixo que nao
(a+bv/—C)

hé solugao para (p, C') = (3,3). De outra forma, escrevemos o = ——, comae
b inteiros, em que d = 1 ou quando C'= —5(mod 8) , além d = 2 e a e b impares.

Expandindo a relacao = + v —C = o obtemos as duas equacoes

(p—1)/2 p
4P — 21€+1bp—21c—1 —-C [(p—1)/2]-k
’ ; <2k: + 1) ¢ (=C)

(p—1)/2 p
P _ 2kpp—2k( _ \[(p—1)/2]-k
d > (Qk)a w2 (—C) :

k=0

pois, temos que dPz + dP/—C = (a + b/—C)P, logo
(a+dv=Cyp = > (i) a* (bv/—C)P*

p) a®(bvV=C)" + <’19) a'(bV=C)yP '+ + <p> ap(bM)O}

p

p)a()(b\/—_mu (p>a2(b\/$)p—2+---+( b )ap—l(b\/?)}

p—1

Ki’)mb\/—c*)p—l + (g) a*(bV/—=C)P3 4. + (i) a”(b\/—C)O] ,
da equacao de acima denotaremos por

I = :(é))ao(b\/j)pqt(g)az(b\/j)p_Q—l—---%—( b )ap_l(b\/—_C)}

p—1

= (f) a(by/=C)' + (g) POV —CY 4+ (ﬁ ) a”(b\/j)o} :
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logo
I = b/—C (pi/g( ) F(by/—C)p=(kHY)
(r-1)/2
_ JO Z ( ) k(b2 (— )2k

(r—1)/2
I — Z ( p )a2k+1<b /__0>p7(2k+1)

2 \2k +1
oz,

_ 2k+1 b p—2k—1 -C [(p—1)/2]—k
S R i

logo, igualando as partes real e imaginaria obtemos:

—1)/2
Pr = Z (% N 1) a2k+lbp—2k—1(_C)[(p—l)/Q]—k‘
k=0
€
(p—1)/2
L — (2pk> a?kbprk(_C)[(Pfl)/Z]fk‘
k=0

Notemos que podemos supor a > 0 pois mudar a para —a nao altera a segunda equacgao
e mudar z para —x nao altera a primeira equacao. Pela segunda equagao conclui-se

que b | d? e logo b = 1. Segue que

(p—1)/2
P Z ( ) (—C)l-D/2-k

Se d = 1, obtemos a formula para x substituindo na primeira equacao e temos
y=a’?+b*C. Se d = 2, entdo ja que p é um primo fmpar temos
—op — o p-1)/2 — —C\ _
2:2p::t0p =4 — :0, :I:l(mOd p),
p
o qual é possivel para p = 3, dados C' = (3a®> F8), = —a® + 3a, y = a® F 2, obtendo

os casos dados na proposicao. |

Observacao 2.1.3 (i) Para dados C e p, em principio € possivel encontrar todos
os valores possiveis de a € A,(C). O que é consideravelmente mais dificil em
geral € encontrar os conjuntos A,(C) quando sé p € fizo. Gragas a um Teorema
notavél de Bilu, Hanrot, e Voutier, esse problema esta parcialmente resolvido;

ver abaizo.
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(ii) Considerando a formula mddulo p, note que o sinal + no lado direito da defini¢ao

da formula A,(C) € igual a (ij) (O Simbolo de Legendre).
p

Corolario 2.1.4 Seja p > 3 um primo, seja x ey inteiros, e assuma que C = yP — 2

satisfazendo H(C) (de modo que, em particular, x e y sao coprimos e y é impar ).
Suponha também que y — C' € nao quadrado, e além disso quando p = 3 temos que
(y,C) # (a® + 2¢,3a? + 8¢) para algum impar a e algum € = +£1. Entdo, o nimero de
classes do corpo quadrdtico imagindrio Q(v/—C) ¢ divisivel por p.

2.1.1 O caso p =3 e C livre de quadrados

Para aplicar a proposi¢io [2.1.2] (assumindo que H(p,C) é satisfeita), resta
encontrar os conjuntos A,(C). Como ja mencionado, podemos conseguir, se p e C
forem fixados. A dificuldade é dar resultados gerais quando apenas uma dessas duas
varidveis ¢é fixa. Vamos dar resultados detalhados abaixo e, em particular, resultados
completos para alguns valores fixos de C'. Nas proximas subsecoes, nés damos os

resultados completos para p fixo.

Proposigao 2.1.5 Suponha que H(3,C) é satisfeita.
(i) Seja C' = —2(mod 4) ou C = —3(mod 4). Entdo :
o Se C ndo ¢ da forma 3a* 1, com ¢ € {£1}, a equagio 2* = 3> — C nao
tem solucoes inteiras.
o Se C ¢ da forma 3a® + ¢, com € = %1, as solugoes inteiras sio y = 4a® + ¢,
r = +8a® + 3ae.
(i1) Quando C = —5(mod 8). Entao :
e Se C nao € da forma 12a®> — 1 ou 3a® &£ 8, ambos com a impar, a equacdo
22 + C = y3 ndo tem solucoes inteiras.

o SeC éda forma 12a®>—1, com a impar, as solucoes inteiras sao y = 16a>—1,
r = +(64a® — 6a).

o Se C € da forma 3a® + 8¢, com € = £1 e a impar, as solucoes inteiras sao
y=a®+2¢, v = £(a® + 3ae).

Demonstracao: Mostraremos apenas o caso (i). Neste caso, podemos ver que as
equacoes que definem os conjuntos A3(C') sdo lineares em C. Obtemos também pela

Proposicao que C =3a’>+1,y =a’>+C, e x = £(a® — 3aC), para o qual devemos
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adicionar as solucoes para o caso especial C' = 3a? £ 8.

Agora consideremos o caso C = 3, que foi adiado em resultados anteriores. Na
prova da Proposicao [2.1.2] temos que z + v—C = ua?® para alguma unidade w.
Entao voltamos a equacdo da proposi¢ao, se u = =+1; ou existe ¢ € {£1} tal que
v+ vV—=C = ((a +b/=0C)/2)3(—1 + e/—=C)/2). Igualando os coeficientes de /—C

obtemos
16 = £(a® — 9b%a) — 3b(a® — b?). (2.1)

Se a = 0(mod 3), entdo 3|16, oque é uma absurdo. Logo 3 { a. Se b = 0(mod 3),
obtemos que 16 = ea® (mod 9). Como ea® (mod 9) € {£1}, temos novamente uma
contradicao.  Assim, nem a nem b sao divisiveis por 3.  Consequentemente
a’? = b?

e(a® — 9a). Note que o lado direito de (2.1) ainda é congruente a +1 modulo 9, o

= 1(mod 3), desta tltima congruéncia obtemos que 16 é congruente a

que é mais uma vez uma contradi¢ao, portanto nao héa solucoes para C' = 3. |

Notemos que o caso C' = 2 da equacao x2 + C = 3 ja foi resolvido por Fermat,

que o colocou como um problema desafiador para seus contemporaneos ingleses.

2.1.2 Comentarios sobre o caso C < 0 e p = 3.

Proposicao 2.1.6 Seja a um inteiro impar e seja b um inteiro tal que 3 t b. Suponha
que C' = b* —8a3, com b impar, ou que C = 4b*> — a3, com C # —1(mod 8). Enlao, se
C ¢ livre de quadrados, podendo ser positivo ou negativo, a equacdo x> + C = y® nao

tem solucao inteira.

Demonstragao: Notemos que em ambos casos C' é impar. Podemos comprovar que y
deve ser impar e z par. De fato, se y é par, entdo 22 = y® — C é impar o que implica em
C =y3 — 22 = —1(mod 8), o que contradiz a suposigao do segundo caso e contradiz a
congruéncia C' = b? = 1 (mod 8) do primeiro caso.

Agora separamos 0s casos e reescrevemos a primeira equagao r? = y° + (8a® — b?) como
2? + b = (y +2a)((y — a)® + 3a?).

Como y e a sao impares, segue que (y — a)? + 3a®> = 3(mod 4) e como esse é um

ntimero positivo, isso implica que existe um primo p = 3(mod 4) dividindo (y—a)*+3a?
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—1
com uma poténcia fmpar. Portanto, x> + b* = 0 (mod p) e como (—) = —1, entao
p

p divide b e z. Podemos afirmar que p 1 (y + 2a). De fato, dado
(y — a)* + 3a® = (y + 2a)(y — 4a) + 12a®

se p|(y + 2a) temos entdao que p| 1242, ou seja, temos que ou plaoup =3 (p=2¢é
impossivel ja que p = 3(mod 4)). Mas p| a implica p?| — C = 8a® — b%, 0 que ¢ uma
contradi¢ao, ja que C é livre de quadrados. Enquanto que p = 3, implica 3 | b, contraria
uma hipotese, provando a afirmacdo. Assim, a avaliacdo p-adica de x? + b? é igual &
avaliagao p-adica de (y — a)? + 3a?, o que é uma contradigao, ja que (y — a)* + 3a® &
impar, portanto (%) =—1

Para o segundo caso, ja que x é par escrevemos x = 2x;, onde x; € Z, entao

reescrevemos a equagao z2 = y® + (a® — 4b%) como
427 +0°) =y* +a® = (y + a)(y(y — a) + a?).

Como y — a é par e a é impar, segue-se que 4| (y + a). Fazendo y + a = 4y;, onde

Y1 € Z obtemos
:z:f 4+ = y1((4y1 — a)(4yy — 2a) + a2) = y1(16yf — 12ay; + 3a2).

J& que a é impar temos 16y? — 12ay; + 3a® = 3 (mod 4). Assim como na prova anterior
existe um primo p = 3(mod 4) dividindo essa expressdo com uma poténcia impar.
Como acima, isso implica que p divide z; e b. Pode-se afirmar que p t y;. De fato,
caso contrario p| 3a?, entdao p|a ou p = 3. Como acima, p|a ¢ impossivel, uma vez
que implica p? | C, uma contradigao desde que C ¢é livre de quadrados, se p = 3, entao
3|b, que foi excluido. Assim, a avaliagao p-adica de 2% + b? é impar, uma contradigao,
isso implicaria (_—1) = —1. |
p

A Proposicao [2.1.5] aplica-se a C' livre de quadrado, negativo, nao congruente
a -1 modulo 8, de modo que o nimero da classe de Q(v/—C) ndo & divisivel por 3.
A Proposicao acima resolve a equagao x? + C' = y® para os seguintes valores
adicionais de C' com |C| < 250: C' = 241,129 (namero de classe divisivel por 3), -7,
-11, -13, -23, -39, -47, -53, -61, -67, -83, -87, -95, -109, -139, -155, -159, -167, -191, -215,
-239 (C' < 0).
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Finalmente, note que ja se resolveu o caso C' = —1 (Corolario 6.4.32), pagina 386, [15],

como uma aplicacao do teorema de Skolem.

2.1.3 O casop=>5 e C livre de quadrados
Neste caso, podemos também dar uma resposta completa da seguinte forma.

Proposicao 2.1.7 Suponha que H(5,C) € satisfeita. Os unicos valores de C para
0s quais a equagdo x? + C' = y° tem uma solugdo sio C = 1 (com unica solugdo
(x,y) = (0,1)), C = 19 (com unicas solugoes (z,y) = (£22434,55)), e C = 341 (com
unicas solugoes (x,y) = (£2759646, 377)).

A fim de demostrar a Proposi¢ao vamos precisar do seguinte lema, que pode ser
encontrado como Corolario 6.8.4, pag 423, [15], consequéncia do estudo de quadrados

nas sequéncias de Lucas e Fibonacci.
Lema 2.1.8 Considere a equacao Diofantina
y? =5zt + a.
(i) Para a =1, as tnicas solugoes inteiras sao (x,y) = (0,£1) e (£2,49).

(i) Para a = —1, as unicas solugoes inteiras sao (z,y) = (£1,£2).

(11i) Paraa = 4, as unicas solugoes inteiras sao (x,y) = (0,42),(+1, £3) e (£12, £322).

(iv) Para a = —4, as unicas solugées inteiras sao (x,y) = (£1,£1).

Demonstracao: (da Proposicao 2.1.7) A equagao que define o conjunto A;(C)

(via Proposi¢ao[2.1.2) ¢ C*—10a?C'+5a*+£1 = 0. Isto tem uma solugao racional em C
se, e somente se, o discriminante é um quadrado, consequentemente, se, e somente se,
20a* T 1 = b?, para algum inteiro b. Olhando médulo 4 concluimos que b? = 20a* + 1,
ja que b* = —1 (mod 4) nao tem solugdo em Z e portanto (20)? = 5(2a)* + 4. Essa é
uma das equagoes que sao resolvidas no Lema Concluimos que a = 0 ou a = +6.

O valor a = 0 leva a C' = 1 (dando a solugdo (z,y) = (0,1)) e a = £6 leva a C' = 19,
(x,y) = (£22434,55) e C' = 341, (z,y) = (£2758646, 377). |

O seguinte Corolario ¢ um fortalecimento do Corolério 2.1.4] no caso p = 5.
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Corolario 2.1.9 Sejam x e y inteiros tais que o par ordenado (x,y) ndo € igual a
(0,1), (422434, 55), ou (£2758646,377). Suponha que C = y° — x? satisfaz H(C)
(de modo que, em particular, x e x sao coprimos e y € impar). Entao o nimero de
classes do corpo quadrdtico imagindrio Q(v/—C) é divisivel por 5.

Notemos que é necessario impor algumas condigoes em x e y. Por exemplo, se
(z,y) = (5,2) temos que C' =7 = —1(mod 8), mas o ntimero de classes de Q(1/—7)
é 1. No entanto, pode-se mostrar que, se assumirmos que apenas T e y Sa0 Coprimos,
mas C' nao necessariamente livres de quadrados, entao o nimero da classe da ordem
quadrética do discriminante C' (ou —4C se C = —2 ou — 3 mobdulo 4) é divisivel

por 5.

2.1.4 Aplicagao do Teorema de Bilu-Hanrot-Voutier

Para tratar o caso p > 7, usamos um teorema notavel dos autores acima, mencionado
no Capitulo 1. O teorema a seguir apresenta um caso especial do Teorema no
Capitulo 1.

Teorema 2.1.10 Seja L,, = L,(«a, f) uma sequéncia de Lucas como na Deﬁmgdom
. Entao

(i) Sen > 30, L, sempre tem um divisor primitivo.

(ii)) Se5 < n < 30 é primo e L, = L,(a, B) ndo tem divisor primitivo, entio
oun="7e(afB)=(1+vV=7)/2,(1-v-7)/2),
oun=7e (af)=(1+v-19)/2,(1 - +v/~19)/2),
oun=13 ¢ (a,8) = (1 ++/-7)/2,(1 —/=7)/2).

Este teorema resolve um problema secular, e sua prova envolve estimativas muito

1
1

delicadas sobre formas lineares em logaritmos e novos algoritmos para resolver equagoes
de Thue. E, portanto, uma bela combinagao de mateméatica com uma extensa computagao

rigorosa. Uma aplicacao imediata do teorema acima para nosso problema ¢é a seguinte.

Teorema 2.1.11 Seja p > 7 um primo, e suponha que H(p,C) € satisfeita. O unico
valor de C livre de quadrados para o qual a equacio x> + C = yP tem uma solucdo ¢

C =1 com unica solugao (z,y) = (0,1).

Demonstracgao: A equacao que define o conjunto A,(C) &

(a? = BP)/(a—p) =2l coma=a++/—Ce f=a—+/—C. De fato, note que

O‘; - gp _ 2\/1__0 (a4 V=C)" — (a— V0]
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- = ;(@)a’fw—_cvk—é(ﬁ)a%mw—lw]

- = [(O)evmare s ey e (7)o v=0)
= [(O)arrv=epr+ (Darv=epr s (7)o

_ (Z)/ (7)o

_ <>/ (2)ost-cp-ave

- “’:0/2 ( ka) k(-

Com a notacao da defini¢do acima L,(c, ) = £1. Temos 0 € A,(C) se e s se C' = +1,
de modo que C' = 1 j& que assumimos C' > 0. Caso contrario, temos que a+f e a3 sao
inteiros, e a/f3 pertence ao corpo quadratico imaginario Q(v/—C). J4 que o/ # +1
para a # 0 pode ser uma raiz de unidade somente quando C' = 1 ou C = 3. No
entanto, ¢ verificado que para C' = 1 os unicos valores nao nulos de a tal que a/f é
uma raiz da unidade sao a = £1, e para C' = 3 sao a = £1 e a = £3. Em todos
esses casos, se mostra que para p > 7 se tem |L,(«, 5)] > 1. Assim, esses casos nao
fornecem nenhum elemento de A,(C'), portanto, podemos aplicar o teorema acima.
Assim, para p > 30, A,(C) deve ter um divisor primitivo, e em particular, ndo pode
ser igual a +1, enquanto para 7 < p < 30 todas as possibilidades listadas no teorema
dio a = (u++/v)/2 com u e v impares, que assim nio podem ser da forma a ++/—C.
|

Observacao 2.1.12 Se pode generalizar o raciocinio acima para outros valores de C,
mas, gracas ao teorema de Bilu-Hanrot-Voutier, nao precisamos fazé-lo. De fato, para
valores pequenos de C' satisfazendo H(C') temos o sequinte resultado definitivo, provado
em [15] e [52].

Teorema 2.1.13 Suponha que ocorre H(C). Paran > 3 el < C < 100 a equagio
Diofantina x*> +C = y™ ndo tem nenhuma solucdo inteira, exceto para as solucoes com
r = 0, quando C' = 1, e para os pares (C,n) dados na tabela abaizo, para os quais as

unicas solugoes (x,y) sdo as indicadas.
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(C,n) (z,) (C,n) (z,)
(2,3) (£5,3) (11,3) | (£4,3) e (£58, 15)
(13,3) (£70,17) (17,4) (£8,+3)
(19,3) (+18,7) (19,5) (£22434, 5)
(26,3) | (+1,3) e (£207,35) || (35,3) (£36,11)
(53,3) | (£26,9) e (£156,29) || (53,6) (£26,3)
(61,3) (+8,5) (65, 4) (4, £3)
(67,3) (£110,23) (74,3) (+£985,99)
(74,5) (£13,3) (77, 4) (£2, £3)
(83,3) (£140,27) (83,9) (£140, 3)
(89, 3) (6, 5) (97, 4) (48, £7)

Solugoes de z? + C' = y™ para (C,n) como no Teorema.

2.2 A Equacao Diofantina x? 4 d?*! = y»

Nesta secao e na proxima apresentamos alguns resultados que servirao de ilustracao
dos métodos desenvolvidos até o momento. Inicialmente vamos revisar os resultados
anteriores, agora considerando C' = dc?, com d > 0 e livre de quadrados. Vamos assumir
n fmpar e n > 5 e usaremos a notacgdo K = Q(y/—d). Continuamos interessados em

encontrar solugoes inteiras para a equacao
y" = 2% + dc?
assumindo que mdc(x,y) = 1. Sobre o corpo K podemos reescrever essa equagao como
y" = (x4 v/ —d)(x — ev/—d).

Aqui observaremos alguns lemas como apresentados em [19]. Nos lemas abaixo assumiremos
y" = x? + dc’.
Lema 2.2.1 Suponha que d £ 7 (mod 8) ou y impar. Entdo os ideais

(x+cv—=d) e (z—cvV—=d) (2.2)

sao coprimos em Op.
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Demonstracao: Inicialmente suponha que y é par, logo = deve ser impar, pois

mdc(z,y) = 1. Entdo
0=y" =2>+dc* =1+d(mod 8)

um absurdo pois d # 7 (mod 8). Portanto vamos assumir que y é impar. Seja P8 um
ideal primo divisor comum dos ideais em (12.2). Nesse caso y e 2z € B. Como y &

impar, isso implica que 1 € 3, um absurdo. |

Lema 2.2.2 Se os ideais em (2.2)) sao coprimos e mdc(h(—d),n) = 1 entdo existe
a € Ok tal que x + c/—d = ™.

Demonstracao: Como y" = (z+cv—d)(z —cyv/—d) e esses ideais sdo coprimos, entao
existem um ideal J tal que (z + ¢/—d) = J". Como mdc(h(—d),n) = 1, esse ideal J

tem que ser principal. Logo existem § € Ok e p uma unidade em O tal que
x+cvV—d=pupg".

Como K é um corpo quadratico imaginario, temos que pu'? = 1. Como n é impar,

n

n > 5, entdo mde(12,n) = 1. Logo existe uma unidade w € Ok tal que w" = pu.

Portanto temos que = + ¢/ —d = a". [ |

Lema 2.2.3 Se a € Ok € tal que " = x + c/—d, entao existem u,v € Z tais que

a=u+vy—d.
Demonstracao: Sem perda de geralidade, escreva

a+byv—d
oO=—————"
2
com a,b € Z e a = b(mod 2). Vamos assumir que a,b sdo impares. Neste caso
devemos ter

1++v—d

Ok € Z[0], com 6 = 5

e d=3(mod4).

Como estamos assumindo que a, b sao impares nos temos que

Q= (%__d)n - (“;bme)n — 0" ou (1+0)"(mod2) (2.3)
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Agora, 0> =60 ou 146 (mod2),ese 0*=1+0(mod2) entao 6°=1(mod 2).

Em qualquer caso, como n é impar e n > 5, nés temos que

0"=0 ou 1+ 6(mod2).
Um raciocinio similar nos da que (1 4+ 60)" = 6 ou 1 + 0 (mod 2). Portanto segue de
e dos ideais acima que

a"=60 ou 14 6(mod 2).

Por outro lado, o" = = + ¢v/—d = (xr —¢) + 2¢0 = 0 ou 1(mod 2), um absurdo.

Portanto a, b devem ser pares e temos que o = u + v/ —d. [ |

Teorema 2.2.4 Suponha que x,y € Z com mdc(z,y) = 1, se sao solugdes da equagao
2?2 +dc® = y", com n fmpar e n > 5. Se d #Z T(mod8) ou y € impar, e
mdc(h(—d),n) = 1, entdo podemos escrever x + c/—d = ", com o = u + vy/—d,

eu,v € Z. Além disso, temos que

(n—1)/2

B n i 93 o
r = u Z <2j>u T (=1)d
7=0
vz
_ n—2j—1,2j+1(_1\i @i
c v jzo (2j+1)u v (1)

y = aa = u? + vd.
Demonstracao: Segue dos lemas anteriores e de seguinte expansao de
r4+cev—d = (u+ovv—ad)"

- S

j=0
(n—1)/2 (n—1)/2
_ Z ( ) n—2; U\/_)zg Z <2n.>un2j1(,0\/__d>2j+l
§=0 §=0 J
(n—1)/2

(n-1)/2
_ u" 2]U2] ]d] + ( ) n— 2j—1v2j+1 -1 jdj
(3 i e v=i | 3 (-1)

=0
de onde obtemos o resultado desejado. Ja que (y)" = (a@)", logo y = aa = u? + vd.

Nossa primeira ilustragao desses métodos é o seguinte teorema devido a Bérzes e

Pink [9].
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Teorema 2.2.5 Considere n,d,l € N U {0}, com n,d impares, n > 5, com
mdc(n,6) = 1 e d livre de quadrados. Suponha que d ndo seja primo e que h(—d) €
{1,2,3}.

Nesse caso a equagao
z? 4+ P =y (2.4)
nao tem solugao inteira, se d # 7 (mod 8) ou se d =7 (mod 8) ey € impar.

Demonstracao: Como estamos assumindo que h(—d) € {1,2,3} e n é impar e maior
ou igual a 5, temos que mdc(h(—d),n) = 1. Assim todas as hipoteses do Teorema [2.2.4]
acima estao satisfeitas. Se existem solugdes inteiras x,y, com mdc(z,y) = 1, entdo
existem o € Ok, u,v € Z tais que x + d'v/—d = o™ = (u + vy/—d)". Além disso
temos que v | z, v | d', y = u? +v3%d, e y é impar. Logo x é par pois d é impar.
Como mde(z,y) =1 e u | o temos que mdc(u,y) = 1. Denote a = u + vv/—d e
f=u—uvv—d=a.

Nesse caso temos que
a+p=20u€Z e a-B=y=u*+0v?deZ.

Além disso temos que mdc(a + B, aff) = mde(2u,y) = 1.
Para o corpo quadratico imaginario as tUnicas possibilidades satisfazendo as condic¢oes

de d ser impar livre de quadrados e h(—d) € {1,2,3} sao
d e T = {15,35,51,91, 115, 123, 187, 235, 267, 403, 427} (2.5)

(ver por exemplo Cohn [I4]), cujas fatoracoes sao:

15=3-5  35=7-5 51=3-17, 91=7-13, 115=75-23,
123 =3-41, 117=11-17, 235=5-47, 267=3-89, 403=13-31, (2.6)
427 =7-61.

. . . @
Nesses casos temos que o conjunto das unidades de O é igual a {£1}, logo se B é

uma unidade entdo % =41. Mas
o u? —v2d  2uvivd _

- = ==+l
6] u2+02d+u2+02d
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logo isso implica que u =0 ou v = 0, se v = 0 entdao d = 0 absurdo, se u = 0 entao
r = 0 implicaria que y" = dd? nao é possivel.
Portanto (a, #) é um par de Lucas e temos a sequéncia de Lucas
a — ﬁn
a—p
(u+vv—=d)* = (u—vV/—d)"
(u+vv—d) — (u—vv—d)
(z + d'vV/—=d) — (x — d'\/—d)
20y —d
2d'\/—d
2uv/—d
dl
;.

L, =

Os possiveis divisores primitivos de L,,, sao os divisores primos de d, mas estes nao

podem dividir
(= B)?Ly-+ Ly = (20V/=d)?Ly -+ Ly_1 = —4dv*Ly - L,_;.

o que é impossuivel pois d é divisor desse nimero. Logo L,, nao tem divisores primitivos.
Segue do Teorema(l.2.2{que se n > 31, L,, tem divisores primitivos, portanto concluimos
que a equacao ([2.4]) nao tem solugoes se n > 31. Para valores de n impares e menores
que 31, as tinicas possibilidades estao descrita na tabela (pag. 20). Assim a equagao
(2.4) nao tem solugdo para n impar, n > 5, com as possiveis excecoes de n € {5,7, 13}
com os parametros A = a + e B = —af descritos na tabela [I.2] Inicialmente temos

que
A=a+ [ =2u, par e B:—aﬁ:—(u2+v2d):—y e y é impar

com isso excluimos os casos n = 7 e n = 13, pois nesses casos temos A = 1. Paran =5,
também nao temos um par (A, B), pois precisamos de A par e |B| impar. Portanto

concluimos que a equagao (2.4)) ndo possui solugoes inteiras x,y com mde(z,y) =1. B

Observacao 2.2.6 Claramente podemos estender esses resultados considerando a

winclusao de outros valores de d em nosso conjunto T mencionado nessa demostracao.

Gostarfamos de mencionar que Arif e Murifach [4], provaram o seguinte Teorema.
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20+1

Teorema 2.2.7 Considere a equacio x>+ q =y", com q um primo impar, tal que

g # T(mod8), n > 5 e impar e suponha que n nao € mulliplo de 3 e que
mde(n,h(—q)) = 1. Entao essa equagao nao tem solugoes a menos que ¢ = 19 e

n = 5. Nesse caso temos a sequinte familia de solugoes

| =5M, x=22434-19°M  y =55-19*M,
Vamos concluir essa se¢ao considerando a equagao
e S T (2.7)

e como anteriormente fizemos, vamos considerar d > 0 livre de quadrados, impar,
h(—d) € {1,2,3} e mdc(z,y) = 1 com y impar e x par.
Podemos escrever ([2.7) como

(v* + 2)(y* — x) = ",
logo mdc(y? + x,y* — x) = 1, pois mde(z,y) = 1. Assim temos que
y2 +or= d%lJrl e y2 —r = d%lJrl’

comdy,dy € N, dydy = d, mdc(dy, ds) = 1 edy,dy livres de quadrados. Consequentemente

temos
A2 g2 = 92, (2.8)
Para completar a demostracao do caso n = 4, vamos recorrer ao seguinte resultado

provado em Bennett e Skinner [7].

Teorema 2.2.8 Suponha que x,y,z € 7 sao diferentes de zero e dois a dois coprimos.

Se m > 5 um inteiro, entdo a equacao
™ 4y = 22
tem tnicas solugoes (m,x,y, z) € {(5,3,—1,+11), (5,—1,3,+11)}.
Retomando a equacao , temos que como d; -dy, = d > 0, entao nao existem solugoes
para (2.7) para 2[+1 > 5, ou seja, para [ > 2. Vamos considerar [ € {0,1}. Lembremos

que estamos considerando d € T. Temos em ({2.6)), todas as possiveis fatoragoes de d.
Precisamos determinar quando didy = d e (ver (2.8)))

di +d d3 + d3
1—; 2 é¢ um quadrado ou 1

é um quadrado.
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Percorrendo o conjunto T dado em |} verificamos que 15 = 3-5 e % = 4,
um quadrado. Nesse caso temos y = 2, ou seja, par e d = 15 = 7(mod 8), uma
impossibilidade. Portanto a equacao (2.7) também nao tem solugdes inteiras, com as

condicoes impostas.

2.3 A Equacao Diofantina z? 4+ p?*™ = y™, p primo
impar

Outro topico central deste trabalho é o Teorema de Pan Xiaowei [44], que apresenta

solucoes para essa equacao.Vamos iniciar considerando a equacao 22 + p? = y", para

entendermos mais sobre a equacao do titulo desta secao.

Observe que, podemos fatorar 22 + p? = y" em K = Q(v/—1) e obter
y" = (z+pv—-1)(x —pv-1).

E conhecido que h(—1) = 1, ou seja, Ok ¢ dominio de fatoracdo tnica. Como

d =1% 7(mod 8) podemos aplicar o Teorema da sec¢ao anterior e obter
r+pv—1=a" = (u+ovv-1)" com u,v € Z,.

Além disso

Temos também que y é impar e como p primo impar, segue que x é par. Como visto

anteriormente, tomando a = u + vv/—1 e f = u — vy/—1, obtemos
a+B=20€Z e af=u+1v*=y€cZ

como u|x e mde(z,y) = 1, tem que mde(a + 5,af) = 1. As unidades de O sao
{#£1, +i} que sdo raizes da unidade, assim devemos consideramos as possibilidades de

«

5 € {£1, +i}.
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a  u?—0? 2uv ) . e
Agora iR + - = 5V —1, como vimos na segdo anterior 5 ¢ {£+1}. Vamos
u2+0v2 w4
supor que
2
w—1P=0 e uwo_ +1
u? 4 v?
Isso implica que u? = v? e
2uv 2w
w402 202w

logo u = £v. Mas entdo y = u? + v? = 2u?, par, um absurdo.

o
Logo — n&o é raiz da unidade e, portanto («, 3) é um par de Lucas. Assim temos

B
an_ﬁn
i

Se v = p temos que L,, nao tem divisores primitivos V n > 31, contrariando o Teorema

P
.

Vamos assumir v = 1. Entao p é o tnico possivel divisor primitivo de L,,. Como
(= B)Y?Ly- Ly =2V-1)?Ly--Ly_1=—4Ly -+ L,_;.

O que mantém a possibilidade de p ser divisor primitivo de L,,. Neste ponto o método
é inconclusivo. Assim precisamos de uma abordagem mais eficiente.

Vamos comecar apresentando alguns resultados e notacoes que serao tuteis para a
demostracao de nossos resultados. Para qualquer inteiro nao negativo k£ definimos:

(14 V2 + (1= VD) (14 V2!~ (1= VD))

Uk = y Vk - )
2 2v/2
N CERY (RN C I, G RS (T L
k — 2 y k — 2\/3 ) .
L(a) = %(e’wek), Li(a) = 2—\/1__1(9k gy, (2.10)

em que a € ZT,
0=a++—1, O=a—+—1, (2.11)

também enunciaremos agora trés Lemas e dois Teoremas os quais ajudarao na demonstragao

de nosso Teorema principal e corolérios.
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O livro de L. J. Mordell [33] ¢ uma mina de ouro de resultados especiais em
anélise de equagoes Diofantinas. O livro esta dividido em 30 capitulos, mas s6 vamos
precisar de um lema do capitulo 15, o qual est4 enunciado abaixo. O contetido deste

capitulo é formado por aplicacoes da teoria algébrica dos ntimeros.

Lema 2.3.1 Seja n um inteiro positivo impar. Toda solugao (X,Y,Z) da equagao
X2 +Y?*=27" X)Y,Z €N, mde(X,Y) =1,

pode ser erpresso como

X+YV=1 = M(a+XbV/-1)", A, X € {1}
Z = a®+ 1, a,b € N, mde(a,b) =1, 2]a.

No artigo [17] foi mostrado que a equagao A* + B?> = CP, ndo tem solugoes
inteiras para os primos maiores que 211 e mdc(A, B,C') = 1. Os artigos de Ellenberg
[17); Bennett, Ellenberg e Ng [6] conseguiram estender esse resultado para expoentes
menores. E para a equacdo relacionada A* 4+ 2B% = CP. Desses resultados temos o

seguente lema:
Lema 2.3.2 Seja g um primo impar com q > 5. A equacdo
X2+y*t=271 XY, Z€eN, mde(X,Y) =1,

nao tem solugao (X,Y, 7).

Agora vamos enunciar alguns resultados que serao usados nesta se¢ao para a demonstracao

dos dois corolarios que seguem do Teorema de Pan Xiaowei [44].

Teorema 2.3.3 Se (x,y,m,n) € solugio de x* + p*™ = y" com 2|n, entdo m = 1.

Teorema 2.3.4 Se (z,y,m,n) é solugio de x? + p*™ = y" com 3|n, entdo m = 1,

exceto para (p,x,y,m,n)=(3,46,13,2,3).

Nesta secao vamos apresentar uma classificacao completa de todos os inteiros
positivos (x,y, m,n) solugoes da equagao x> + p*™ = y™ onde mdc(z,y) =1,n>2ep
primo, conhecida como a equagao exponencial de Lebesgue-Nagell.

Alguns mateméticos trabalharam na equacgao z? + p™ = y" para certos valores
pequenos de p. Um deles é o trabalho de Bérczes e Pink [§] resolvendo a equagao x* +

p?™ = y" para todos os valores de 1 < p < 100. Nesta secdo, também trabalharemos tal
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equacao para certos casos interessantes, utilizando resultados recentes sobre a existéncia
de nimeros de Lucas e a solubilidade da equacao exponencial
Diofantina.
O resultado abaixo ¢ um Teorema devido a M. H. Le [24].
Teorema 2.3.5 Se (z,y,m,n) é uma solucdo de x* + p*™ = y" com m = 1, entio é
obrigado a cumprir um dos quatro tipos segquintes:
(i) p = 239, (x,y,m,n) = (28560, 13, 1,8);

2_
(i1) p = Uy (x,y,m,n) = <(U‘12 1),%,1,4), em que q € um primo impar;

(iii) p = ugr, (x,y,m,n) = (8v3, + 3vyr, dvor +1,1,3), em que r € um inteiro positivo;

(iv) p = (=)D L(a), (2,y,m,n) = (|Ly(a)l,a® +1,1,q), em que q ¢ um

primo impar, a € um inteiro par positivo.

Nosso objetivo nesta secao ¢ apresentar a demostragao completa da seguinte generalizacao

do teorema acima provado por Pan Xiaowei [44]

n

Teorema 2.3.6 Se (z,y,m,n) é uma solugio de z* + p*™ = y" com m > 1e

mdc(6,n) = 1, entdo temos
(0) P = (=1)PVRFEDRL (a), (2, y,m,n) = (|Lg(a)],as + 1,21 + 1, 9),
onde q € um primo impar com q > 5, a el sao inteiros positivos com 2 | a.

" com m > 1

Demonstragao: Seja (z,y,m,n) uma solucao de z? + p*™ = y
e mdc(6,n) = 1. Considere ¢ um primo impar com ¢ > 5 e suponha que 2|m.
Note que % + p*™ = 4" pode ser visto como z% + (pm/2)4 = (y”/q)q, logo temos que
(X,Y,Z) = (z,p™? n/q), entdo dado ¢ > 5 e pelo Lematemos uma, contradicao,
j4 que a equacao X2 +Y? = Z% com mdc(X,Y) = 1 nao tem solugao. Assim temos
que que 2¢fmem = 2l+1,1 €N.

Além disso, temos que z% + p?™ = y" pode ser visto como % + (p™)? = (yV/9)4,

logo pelo Lema temos

T+ p"y -1 = )\1(& + Aaby/ _1)(17 )\1, Ay € {:l:l}
Yy = g 4 b2, a,b €N, mde(a,b) =1, 2]a.
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Assim,
(z+p™V—-1) = X(a+brv/—1)1
= nY (Z) a®F (M\oby/—1)*

k=0

Y Kg) a”" 4 (‘i) a® (Agbi)! + -+ (Z) ao()\gbz‘)q]

= N Kg)aqo(Agb\/—_l)“ TRt (

qg—1

Jato=1]

Y Kq) a® (Mgby/=1) + - + (Z) ao()\gb\/—_l)q] .

1

Da ultima igualdade vamos denotar

I =N :(q>aq0(>\gb\/—_1)0+...+( q >a(b\/_—1)q1}

0 q—1

1

= x :<q>aq_1(/\26\/—_1)_|_...+ (Z)ao(AQb\/__l)q}’

logo

(¢—1)/2 q
_ —1-25 2\j
= na 3 (g )y

J=0

IT = Ahgb Kq) a1 (i) + (g)aq_3()\2b)2(i)3 TR (

aq—1—2j (/\2b)2](l)2j+1

_l_rQ

(g=1)/2
= Mob
D> (5,

(¢-1)/2 q
= AAb
3 (ot

Desta maneira temos

at= 172 (B2,

)
1) at= 1% (\gh) ¥ (i)
)

(2.12)
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(g—1)/2
"= a® 1 (=Y. 2.1
pr= b Y (2;+1) (=) (2.13)

7=0

Dado que p € um ntimero primo impar, temos por (2.13]) que
b=p", reZ, 0 <r<m.

Fazendo b = p” em (2.13) temos

(¢—1)/2

m—r __ q q—1-25(__ 2r\j 214
=S (4 ) (214
J=0 .
Sejam
a=a+pv-1, B=a—pv—1. (2.15)
note que o + 8 = 2a e af = a® + p* = y™? sdo inteiros coprimos positivos, a/f3
satisfaz

v a/B)? —2(a® = p*)(a/B) +yM1 =0,
De fato, seja P(z) = y™/92? — 2(a® — p*")x + y™/9. Logo

A = 4(a—B)? — 4(a? + b?)?

= —16a°b%.

Assim, temos que as raizes do polinomio P(x) sao:

2(a? — b?) & daby/—1
2(a® +v?)
a? — b? 2ab

= Et e pVr (2.16)

Tr =

Como

a a+b/—1 (a®—b%) +2aby/—1

B a—bv/—1 a2 + b2 ’

Q@
por (2.16]) temos que % é raiz de P(z). Logo B nao ¢é raiz da unidade. Portanto temos

que (a,3) é um par de Lucas com parametros (A, B) = (a + 3, (a + §)* — 4afB) =
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(2a,4a® — 4(a* + b*)) = (2a, —p*").
Notemos que por (2.14) e (2.15) temos
P = [Ly(a, B)]. (2.17)

De fato, por (2.15)) temos
~ (q ~ (q
_ —k/, ra\k —k/ rnk k
ar—pr = S (Dartorit =Y (it

(g=1)/2

r q —1-25 ¢, 2r\j ( \2j+1
= 2 q J J J
P (2j+1)a (p™)’(9)

J=0

Logo,

Assim,

Ly(a. B) = (qzw( o)y (2.18)

o \2j+1

logo por (2.14) e por (2.18)) temos

Se r > 0, temos que L,(«, 8) ndo tem divisor primitivo, ja que

(Oé - ﬁ)2L1 o Lnfl = _pQTLl U Lnfla
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¢ divisivel por p primo. Logo, como g > 5e (A, B) = (2a, —4p*), pelo Teoremam
temos que L, tem um divisor primitivo, o que é uma contradigao.

Logo r = 0, como b = p" entdo b = 1. Substituindo b = 1 em 37 = a® + b* temos
Y =a? +1. (2.19)

Aplicando o Teorema (2.1.11]) da se¢ao 2.1.4 em ([2.19)) temos que n/q = 1 entdo n = q.
Logo

y = a’+1.

Agora por (2.10) e (2.11) temos § = «, 0 = B e L,(a) = Ly(a, 8). De fato

Lio) = o= (=)

Como b= p" =1, entao

(g=1)/2 q ' '
Ly(a) = Z (2j+1)aq123(_p2r)].

Por (2.13)

Além disso, por (2.10), (2.12) e (2.17)), temos

v = |Ly(a)l

p" = |Ly(a)l. (220)

De fato, com p" = 1 temos
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L(a) =

e por outro lado

Ly(a)

Como r = 0, temos

— N = N =N =
e R
\_/”MQ

p"o= |Lq(a)|
(g—1)/2 ‘ '
(—1)(@D/2 (—1) (2‘1,) a? | (2.21)
=0 J
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De fato,

Ly(a) = (07— 07)

[(a+8)" = (a—4)7)]

= ¥l

Il Il
<. | (N}
55
1
/\w
S R <
o
@O PN
= S~—
ﬁ? Q
S =
o~
+ =
VR JT
DN Q
—— |
@w o~ -
‘- ©
N~—
fa) /\
Lo e
+ Q
B
~—~
o~
=
+ i
B
VN —
ES |
= =
= T
N——
s}
[}
L
Yy
ol
_

De fato, como 2 |a entdo a® = 0 (mod 4). Além disso, por (2.21)) temos que

_(— (q—l)/z_(q_l)/2 T\ 250 _1\i
Ly(a) = (=1) = Z 2 a”(—1).

j=1
Logo

(g—1)/2

> (;;) a®(=1) = 0(mod 4).

J=1

(2.22)

Por outro lado, dado que 2 { m e p™ = p = (=1)?"V/2(mod 4), da equacio ([2.20),

temos p” = —L,(a) ou p™ = Ly(a).
Se p™ = —L,(a) entao , por (2.22)) obtemos
p" = —Ly(a)(mod 4)
(-0 = (1)) (mod 4

(_1)(1)71)/24’((1*1)/2 = (-1)<m0d 4)
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Desse modo,

P = (=) DD (),

De maneira analoga, quando p™ = L,(a), temos por que
(_1)(17—1)/2 = (1) Y2(mod 4)
(—1)e=D/2@=D2 = 1(mod 4).
Dai,

P = (—1)(p‘1)/2+(‘1‘1)/2Lq(a).

Dessa maneira concluimos que
P = = (2R (o), (2.23)

Portanto, vemos que m = 2l+1,n = ¢,y = a®>+ 1 ez = |L,(a)|, se a equagao
2?2 + p*™ = y" tem soluc¢do (r,y,m,n) com m > 1 e mdc(6,n) = 1, entdo p satisfaz
. Além disso, se (2.23)) ¢ satisfeita, entao a equacao x* + p*™ = y™ tem solugao
(e,y,m,n) = (Lyfa)l, a®+1, 20+ 1, q).

[

Corolario 2.3.7 Se (z,y,m,n) € uma solugio da equagio de x? + p*™ = y", entdo

d?2 2
p— (=102 = 0 (mod 2n), se2|n, (2.24)
0 (mod 4n), se 21 n.

exceto para (p,x,y,m,n) = (3,46,13,2,3) e (7,524,65,1, 3).

Demonstracao: Usaremos os Teoremas [2.3.5] [2.3.4] e 2.3.6] se p > 3, toda solucao

(p,z,y,m,n) de %+ p?™ = y" deve ser de um dos tipos (3), (i), (ii1), (iv) e (v), (0 caso

(v) é 0 Teorema [2.3.6) ).
Para tipo (i), temos p = 239, n = 8, p —(—1)P"1/2 = 240 = 2-8-15 e ([2.24) ocorre.

Para tipo (i), temos p = U, e n = 4. Dado U? — 2V} = —1, de fato
o gye _ [QEVEI— (= vEY] [ vEr - - vEy
q q 2 2\/5
A1 +V2) (1 - V2)
B 4
—
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Aplicando mo6dulo p, temos

2V? = 1(mod p)

q

4V = 2(mod p)

q

(2V,)? = 2(mod p).

Logo temos que <%> =1, ja que 2V} é solucao de z* = 2 (mod p). Como

<2> = (—1)P- /8 = 1 ,sep=+£l (mod 8),

p —1 ,se p= =43 (mod 8).

Isso implica que p = £1 (mod 8), e temos que p — (—1)®P~Y/2 = 0 (mod 8). De fato:

(i) Se p=—1 (mod 8) entdo p = 8k — 1, onde k € Z, logo

-1 8k—-2
p2 = =4k — 1, é impar

entao

p=(=)# 72 (mod 8),

(ii) Se p=1 (mod 8) entdo p = 8k + 1, onde k € Z, logo

-1 8k
p—:?:élk,épar

entao

p=(—1D)PY2 (mod 8).

Portanto, temos p — (—1)®~1/2 = 0 (mod 8) e (2.24)) ocorre.

Para o caso (i), temos p = ugr e n = 3. Por ([2.9), obtemos

) ) 7 ,ser = 1,

P = Uy = Up—1 + Uy-1 =
2-31);_1 +1 ,ser > 1.

De fato, seja

(2+V3)* +(2-V3)*

Ugr =
2

(2.25)
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Se r = 1, entao uyr = 7. Além disso, para qualquer inteiro positivo k , obtemos
up — 30 =1, uy, vy €N, (2.26)

De fato, sejam o = (2 ++/3) e 8 = (2 — v/3).Logo
(Ozk +ﬁk)2 (Ozk o 51@)2

2 3 2 — _
uy, — 3vj; 1 1
— Ozk’ﬂk
= (2+V3)2-V3))
= 1
Assim por (2.26) temos
Uyr = Ujeo1 + 3V5my

— 31]37‘71 + 1 + ng'rfl

= 2‘31137714— 1.

Note que 2| vyr—1 se 7 > 1. De fato,
CERE g IR
2V/3

= (22;_1)22”‘1(@ + (22;_1)22”—3(@3 ot (;Z:)QO(@W—I

Vor—-1 =

Alem disso, temos

p— (_1)(17*1)/2
2-31;;71-5- 1-1

2-3v5 1+ 1 — (1) 2

0 (mod 4n)

0 (mod 12

(
( )
2302 .+ 1 — (=1)%% 0 (mod 12)
( )

0 (mod 12

2
6’1]27‘71

Portanto, vemos  por (12.25]) que (2.24)) ocorre, exceto  para
(p,x,y,m,n) = (7,524,65,1, 3).
Para os tipos (iv) e (v), no Teorema 2.3.6 foi provado que p é um divisor primitivo

dos ntimeros de Lucas L,(a,3), com n = ¢ um primo fmpar, b = p*" = 1, («a, )
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¢ um par de Lucas com parametros (4,B) = (2a,—4) e p = (=1)®"Y/2 (mod 4).
Portanto, temos 4 | p — (—1)?~1/2, Entdo, pelo Lema e propriedades do simbolo

de Legendre obtemos

) (3)

Assim, o corolario esté provado. |

p— (=) Y2 = 0(mod 4n).

Corolario 2.3.8 Se p > 3, p
p—(—=1)P=D/2 satisfaz ¢ = 1

43 (mod 8) e todo divisor primo impar q de

—~

mod 4), entdo x?+p*™ = y" ndo tem solugao (x,y,m,n).

Demonstracao: Suponha que (z,y,m,n) ¢é uma solucdo da equagdo
22 + p*™ = y" sob as hipoteses do Corolario m .
Seja p = +3(mod 8). Pela demostracao do Corolario temos que a solucao deve
pertencer aos tipos (iv) ou (v).
Como 2 t m e pelo Corolario temos que n = ¢ é um primo e
2

p— (=1)P7Y/2 = 0(mod 4). Entdo n é um divisor primo impar de p — (—1)P~1/2,
Isso implica que n = 1(mod 4). Entretanto, ji que p — (—1)®=Y/2 = 0(mod 4) e

2| (;) para i > 1, pelos Teoremas e , temos que

pm p= (_1)(p—1)/2+(n—1)/2Ln(a)

Il
T
=
)
L
<
(V)
N
[
|
TN
o3
~
Q
[\
+
_|_
N
S
|3
—
~
Q
3
N
~

p—(=1)*PV2 = 0(mod 8),

0 que é uma contradicao. Assim, o corolario esta provado. |

Pelo Corolario pode-se concluir que a equagido 2% + p*™ = y” ndo tem
solugao para p =19, 53, 67, 101, 149, 163, 211, 269, 293, 389, 499, 47, 677, 739, 773,
787, 821, 883.

Finalmente, vejamos como os resultados relacionados aos divisores primitivos dos
numeros de Lucas e Lehmer sao tteis na resolucao de certos problemas as equagoes
Diofantinas.

Vimos para n > 5 como empregar os nimeros de Lucas, em que relacionados a e

B sao inteiros algébricos tais que a + [ e a3 sao inteiros coprimos diferentes de zero.
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Também temos que 5 nao ¢ raiz da unidade e denotamos (a, ) como um par de Lucas,
assim conseguimos uma sequéncia de Lucas L, (a, ).

Pela escolha de o e 5 em nas demonstracoes do estudo de nosso trabalho, temos
que L, (o, B) = L, nao tem divisores primitivos. Mas pelo Teorema temos que se
L,, ¢ uma sequéncia de Lucas com n > 5, n primo, entao L,, tem um divisor primitivo.
O qual é uma contradicao. Isto mostra que a equacao Diofantina tratada nao tem
solucao para valores n > 5.

Assim, as sequéncias de Lucas e Lehmer sao ferramentas importantes para a

solucao de equacoes Diofantinas que foram estudadas neste trabalho.

PPGMat — UnB



Bibliografia

[1] S. Alaca and K. S. Williams, Introductory algebraic number theory, The
Mathematical Gazette 89 (2005), no. 514, 145-147.

[2] S. Alaca and Kenneth S Williams, Introductory algebraic number theory.,
Cambridge University Press, 2004.

[3] S. A.. Arif and Fadwa S Abu Muriefah, On the diophantine equation
22+42% =y, International Journal of Mathematics and Mathematical Sciences

20 (1997), no. 2, 299-304.

[4 S. A. Arif. and F. S A. Muriefah, On the diophantine equation
2?2 + ¢***1 = y", Journal of Number Theory 95 (2002), no. 1, 95-100.

[5] S. Akhtar Arif and Fadwa S Abu Muriefah, The diophantine equation x*+3™ = y",
International Journal of Mathematics and Mathematical Sciences 21 (1998),

no. 3, 619-620.

[6] M. A. Bennett, Jordan S Ellenberg, and Nathan C Ng, The diophantine equation
a* + 2°b* = ¢", International Journal of Number Theory 6 (2010), no. 02,
311-338.

[7] M. A. Bennett and Chris M Skinner, Ternary diophantine equations via galois
representations and modular forms, Canadian Journal of Mathematics 56

(2004), no. 1, 23-54.

[8] A. Bérczes and Istvan Pink, On the diophantine equation x? + p?* = y™, Archiv
der Mathematik 91 (2008), no. 6, 505-517.



Bibliografia 63

[9] A. Berczes and Istvan Pink, On the diophantine equation x>+ d**! = y*, Glasgow
Mathematical Journal 54 (2012), no. 2, 415-428.

[10] Y. Bilu, Guillaume Hanrot, Paul M Voutier, et al., Ezistence of primitive
divisors of lucas and lehmer numbers, Journal fur die Reine und Angewandte

Mathematik 539 (2001), 75-122.

[11] Y. Bugeaud, Maurice Mignotte, and Samir Siksek, Classical and modular
approaches to exponential diophantine equations 1. the lebesque—nagell

equation, Compositio Mathematica 142 (2006), no. 1, 31-62.

[12] I. N. Cangiil, Musa Demirci, Goékhan Soydan, Nikos Tzanakis, et al., On
the diophantine equation x* + 5%3b11¢ = 4", Functiones et Approximatio

Commentarii Mathematici 43 (2010), no. 2, 209-225.

[13] I.N. Cangiil, Musa Demirci, Florian Luca, A Pintér, and GOKHAN Soydan, On
the diophantine equation x? + 2°11° = y", Fibonacci Quart 48 (2010), no. 1,
39-46.

[14] H. Cohen., A course in computational algebraic number theory, Graduate texts in

Math. 138 (1993), 88.
[15] H. Cohen, Number theory; volume i: Tools and diophantine equations., 2007.

[16] J. Cohn., The diophantine equation x*+ c = y", i1, Acta Arithmetica 109 (2003),
205-206.

[17] J. S. Ellenberg, Galois representations attached to g-curves and the generalized

fermat equation a* 4+ b*> = ¢, Amer. J. Math, Citeseer.
[18] L. Euler, Algebra, vol. 2.

[19] H. Godinho and V. Neumann, The diophantine equation x> + p¢® = 9,
Mathematics Subject Classification. (2010).

[20] E. Goins, Florian Luca, and Alain Toghé, On the diophantine equation x> +
205°13¢ = y™, International Algorithmic Number Theory Symposium, Springer,
2008, pp. 430-442.

[21] C. Ko, On the dlophantine equation x*> = y™ + 1 ,oy # 0., Journal of Sichuan
University (Natural Science Edition) 1 (1962), 000.

PPGMat — UnB



Bibliografia 64

[22] M. Le., An ezponential diophantine equation, Bulletin of the Australian
Mathematical Society 64 (2001), no. 1, 99-105.

[23] M. Le, On cohn’s conjecture concerning the diophantine equation

1?2 + 2™ = y", Archiv der Mathematik 78 (2002), no. 1, 26-35.

[24] M.-H. Le, On the diophantine equation x* + p* = y", Publ. Math. Debrecen 63
(2003), 67-78.

[25] Victor A Lebesgue, Sur ['impossibilité en nombres entiers de l’équation x™ =

y?> + 1, nouv, Ann. Math 9 (1850), no. 9, 178-181.

[26] W. Ljunggren, Uber einige arcustangensgleichungen, die auf interessante

unbestimmte gleichungen fiihren, Natura, 1943.

[27] F. Luca, On an diophantine equation, Bulletin of the Australian Mathematical
Society 61 (2000), no. 2, 241-246.

[28] F. Luca., On the equation x? + 2°3° = y", International Journal of Mathematics

and Mathematical Sciences 29 (2002), no. 4, 239-244.

[29] F. Luca and Alain Toghé, On the diophantine equation x? + 7** = y", Fibonacci
Quart 45 (2007), no. 4, 322-326.

[30] F. Luca. and Alain Togbé, On the diophantine equation x> + 2°5° = y",
International Journal of Number Theory 4 (2008), no. 06, 973-979.

[31] E. Lucas, Théorie des fonctions numériques simplement périodiques, American

Journal of Mathematics (1878), 289-321.

[32] M. Mignotte and Benjamin MM de Weger, On the diophantine equations x®+74 =
y® and x? + 86 = y°, Glasgow Mathematical Journal 38 (1996), no. 1, 77-85.

[33] L. J. Mordell, Diophantine equations, vol. 30, Academic Press, 1969.

34] F. S A. Muriefah, On the diophantine equation x> + 5°* = y", Demonstratio
[ y
Mathematica 39 (2006), no. 2, 285-290.

[35] F. S. A. Muriefah and S Akhtar Arif, On a diophantine equation, Bulletin of the
Australian Mathematical Society 57 (1998), no. 2, 189-198.

[36] F. S. A. Muriefah, Florian Luca, and Alain Togbé, On the diophantine equation
2?2 + 5213% = y", Glasgow Mathematical Journal 50 (2008), no. 1, 175-181.

PPGMat — UnB



Bibliografia 65

[37] F.S.A. Muriefah and S Akhtar Arif, The diophantine equation z* + 521 = yn,

38] T.

39] T.

[40] T.

[41] N.

142] G.

43] P.

[44] P.

[45] H.

INDIAN JOURNAL OF PURE & APPLIED MATHEMATICS 30 (1999),
no. 3, 229-231.

Nagell, Sur l'impossibilité de quelques équations a deux indeterminées, Norsk.

Mat. Forensings Sknifter 13 (1923), 65-82.

Nagell., Verallgemeinerung eines fermat schen satzes, Archiv der Mathematik

5 (1954), no. 1-3, 153-159.

Nagell.., Contributions to the theory of a category of diophantine equations of
the second degree with two unknowns, Almqvist & Wiksells boktr., 1955.

Saradha and Anitha Srinivasan, Solutions of some generalized ramanujan-nagell

equations, Indagationes Mathematicae 17 (2006), no. 1, 103—-114.

Soydan and N Tzanakis, Complete solution of the diophantine equation x> +

5711° = y", Bull. of the Hellenic Math. Soc 60 (2016), 125-151.

M. Voutier, Primitive divisors of lucas and lehmer sequences, mathematics of

computation 64 (1995), no. 210, 869-888.

Xiaowei, The exponential lebesque-nagell equation x* + p*™ = y", Periodica

Mathematica Hungarica 67 (2013), no. 2, 231-242.

L. Zhu, A note on the diophantine equation x* + ¢™ = 33, Acta Arith 146
(2011), no. 2, 195-202.

PPGMat — UnB



