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INSTITUTO DE CIÊNCIAS EXATAS
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NUNCA DESISTA DE SEUS SONHOS.”

Augusto Cury

(Nunca desista de seus sonhos, 2004)



Resumo

Em 1844, Liouville explicitou os primeiros exemplos de números transcendentes.

Eles são conhecidos como números de Liouville. Em 1906, Maillet provou que a

imagem de um número de Liouville por uma função racional não constante (com

coeficientes racionais) é também um número de Liouville (lembre-se que funções

racionais são exemplos de funções algébricas). Em 1984, Mahler perguntou so-

bre a existência de funções transcendentes com essa propriedade. Neste trabalho,

apresentamos uma condição suficiente, devido a Marques e Moreira, que implica

nesta questão e, entre outros resultados, provamos um resultado que implica que

a condição dada por eles não é satisfeita por séries de potências lacunárias com

coeficientes racionais. Na segunda parte do nosso trabalho, obtemos um resultado

relacionado a outro problema proposto por Mahler, para o qual seguiremos de forma

mais construtiva, a fim de mostrar a existência de funções transcendentes com coe-

ficientes inteiros com alguns conjuntos excepcionais prescritos.

Palavras-chave: Problemas de Mahler. Funções transcendentes. Números de

Liouville. Séries de potências lacunárias. Conjuntos excepcionais.
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Abstract

In 1844, Liouville explicited the first examples of transcendental numbers. They

are known as Liouville numbers. In 1906, Maillet proved that the image of a Liou-

ville number by a non constant rational function (with rational coefficients) is also

a Liouville number (recall that rational functions are examples of algebraic functi-

ons). In 1984, Mahler asked about the existence of transcendental functions with

this property. In this work, we present a sufficient condition due to Marques and

Moreira which implies in this question and, among other results, we prove a result

which implies that the condition given by them is not satisfied by lacunary power

series with rational coefficients. In the second part of our work we obtain a result

related to another problem proposed by Mahler, for which we will follow a more

constructive way, in order to show the existence of transcendental functions with

integer coefficients with some prescribed exceptional sets.

Keywords: Mahler’s problems. Transcendental functions. Liouville numbers. La-

cunary power series. Exceptional sets.
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2.4 Solução do Problema 1.33 para ν < 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.5 Uma reformulação do Problema 1.33 e um resultado relacionado . . . 30

3 Um Resultado Relacionado ao Problema C de Mahler 35

3.1 Conjuntos excepcionais e o Problema C de Mahler . . . . . . . . . . . 35

3.2 O Teorema D e algumas consequências . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.3 Lemas auxiliares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.4 Prova do Teorema D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

Conclusão 58

Referências Bibliográficas 61
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Introdução

Um número α é dito algébrico se é raiz de algum polinômio não nulo com coeficientes

inteiros. Caso contrário, dizemos que α é um número transcendente. A definição

de número transcendente é do século XVIII e, segundo Euler, esses números são

chamados transcendentes porque “transcendem”as operações algébricas. Contudo,

apenas no século seguinte, verificou-se sua existência quando, em 1844, Liouville

explicitou os primeiros exemplos.

Para provar a existência desses números, Liouville teve a seguinte idéia: ele en-

controu uma propriedade que era satisfeita por todos os números algébricos (reais e

irracionais) e assim um número que não satisfizesse tal propriedade seria, necessari-

amente, transcendente. Tal resultado, chamado Teorema de Liouville, foi utilizado

para provar a transcendência dos números que hoje são conhecidos como números

de Liouville. Esse foi o primeiro grande resultado em Teoria dos Números Trans-

cendentes.

O conjunto dos números de Liouville tem diversas propriedades interessantes,

dentre elas, é um conjunto que tem medida (de Lebesgue) nula, é um subconjunto

Gδ de R (isto é, esse conjunto é a interseção enumerável de abertos densos de R) e,

em particular, é não enumerável.

Em 1906, Maillet [17] provou que funções racionais não contantes com coeficientes

racionais levam o conjunto dos números de Liouville nele mesmo, ou seja, a imagem

de qualquer número de Liouville por esse tipo de função é um número de Liouville

também. Funções racionais são exemplos de funções algébricas.

Tendo em vista esse resultado, questiona-se sobre a existência de funções trans-

cendentes que preservam o conjunto dos números de Liouville. Em um de seus

últimos artigos, Malher (1903-1988) propôs o seguinte problema:
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Existem funções inteiras transcendentes f(z) tais que se ξ é um

número de Liouville qualquer, então f(ξ) também o é?

Embora o problema proposto por Mahler ainda não tenha sido completamente

resolvido, em 2015, Marques e Moreira [22] constrúıram um conjunto G ⊆ L sub-

conjunto Gδ de R e provaram a existência de uma quantidade não enumerável de

funções inteiras transcendentes para as quais f(G) ⊆ G. A prova deles mostra que a

questão de Mahler tem uma resposta afirmativa se a resposta para a seguinte questão

também for “sim”, denotando por den(z) o denominador do número racional z.

Problema 1.33. Existem funções inteiras transcendentes f(z) tais que f(Q) ⊆ Q

e den(f(p/q))� qν, para algum ν ≥ 0 e para todo q suficientemente grande?

No contexto do Problema 1.33, obtivemos o Teorema A e o Teorema B.

Teorema A. Se ν é um número real positivo, então não existe função inteira com

série de potências lacunária f(z) ∈ Q[[z]] tal que f(Q) ⊆ Q e den(f (p/q)) � qν,

para todo q suficientemente grande.

Portanto, o Teorema A garante que a resposta para o Problema 1.33 é “não” para

funções inteiras tais que suas séries de potências são lacunárias e seus coeficientes

são racionais.

Teorema B. Não existe uma função inteira transcendente f(z) ∈ Q[[z]] tal que

f(Q) ⊆ Q e den (f (p/q)) = o(q).

Em particular, isso implica que o Problema 1.33 tem resposta negativa para

ν < 1. Vale ressaltar que o resultado provado por Marques e Moreira mostra ainda

que, se obtivermos uma resposta afirmativa para a questão abaixo, obteremos uma

resposta afirmativa para a questão proposta por Mahler:

Problema 2.11. Existem funções inteiras transcendentes f(z) tais que f(Q) ⊆ Q

e den(f(p/q)) ≤ F (q), para algum polinômio fixado F (z) ∈ Z[z] e para todo q

suficientemente grande?

Na direção desse problema, obtivemos o seguinte resultado.

Teorema C. Não existe função inteira transcendente f(z) ∈ Q[[z]] tal que f(Q) ⊆ Q
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e den(f(p/q)) = F (q), para todo q suficientemente grande, onde F (z) ∈ Z[z].

Mahler [15] propõe outros problemas relacionados ao comportamento de funções

transcendentes, os quais foram denominados problemas A, B e C.

O Problema A, ainda está em aberto. Por outro lado, os Problemas B e C foram

resolvidos completamente por Marques e Moreira (ver [21] e [20], respectivamente).

Nosso último resultado principal, está relacionado ao Problema C de Malher.

Teorema D. Seja A ⊆ B(0, 1)\{0} enumerável e fechado para conjugação complexa.

Defina, para cada s ≥ 0 e para cada α ∈ A, um conjunto E(α,s) ⊆ C satisfazendo as

seguintes condições:

(i) E(α,s) é denso em C;

(ii) E(α,s) ∩ R é denso em R;

(iii) E(α,s) é fechado para a conjugação complexa;

(iv) E(α,s) = E(α,s).

Então, existe uma quantidade não enumerável de funções transcendentes f ∈ Z{z}

tais que f (s)(α) ∈ E(α,s), para cada α ∈ A e cada s ≥ 0.

Neste trabalho, veremos algumas consequências desse resultado, dentre elas uma

versão para séries com coeficientes inteiros dos teoremas de Faber, Stäckel e do

Problema C de Mahler.

3



Caṕıtulo 1

Números de Liouville e um

Problema de Mahler

O objetivo principal deste caṕıtulo é apresentar um problema de Mahler relacionado

ao conjunto dos números de Liouville.

Inicialmente, apresentaremos algumas definições e resultados preliminares em

Teoria dos Números Transcendentes, com foco nos números de Liouville. Veremos

alguns teoremas importantes, dentre eles o Teorema de Maillet. Por fim, veremos

um problema baseado nesse teorema e proposto por Mahler [16], em 1984.

1.1 Números algébricos e transcendentes

Definição 1.1 Um número complexo α é chamado algébrico se é raiz de algum

polinômio não nulo com coeficientes inteiros. Caso contrário, dizemos que α é

transcendente.

Como números racionais1 são ráızes de polinômios com coeficientes inteiros que

têm grau 1, vemos que esses números são exemplos triviais de algébricos (a saber

algébricos de grau 1 ). Observe que esse fato implica na densidade do conjunto dos

números algébricos reais em R.

1Enfatizamos que, ao longo deste trabalho, vamos considerar números racionais a/b de modo

que a e b sejam números inteiros tais que mdc(a, b) = 1 e b ≥ 1.
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Existem também números algébricos que não são racionais, por exemplo os

números
√

2 e i, que são soluções das equações quadráticas x2− 2 = 0 e x2 + 1 = 0,

respectivamente. Esses dois números são denominados algébricos de grau 2. Mais

geralmente,

Definição 1.2 Se α ∈ C é um número algébrico, definimos o polinômio minimal

de α como o polinômio mônico (isto é, com coeficiente ĺıder igual a 1) de menor

grau, com coeficientes racionais, que tem α como raiz. Nesse caso, o grau de α é

definido como o grau do seu polinômio minimal.

O conjunto dos números algébricos é denotado por Q, que constitui, na ver-

dade, um corpo (ver [19, p.70]), o que implica trivialmente na densidade desse

conjunto em C. Esse fato também implica que, se t é transcendente, então t + α é

transcendente, para cada α ∈ Q[i]. Logo,

Qc 6= ∅ ⇒ Qc
denso em C

e, analogamente,

Qc ∩ R 6= ∅ ⇒ Qc ∩ R denso em R.

A seguinte proposição nos possibilita verificar a existência de números transcen-

dentes, mesmo sem exibir exemplos expĺıcitos.

Proposição 1.3 O conjunto dos números algébricos é enumerável.

Demonstração. Ver [19, p. 66].

�

Em particular, Q ∩ R é enumerável e, portanto, existe uma quantidade não

enumerável de números transcendentes reais (e, consequentemente, complexos).

Embora a definição de números transcendentes tenha surgido no século XV III,

foi apenas no século seguinte que verificou-se, de fato, a existência desses números

quando, em 13 de maio de 1844, Liouville apresentou os primeiros exemplos de

números transcendentes, atualmente conhecidos como números de Liouville, que

veremos na próxima seção.

A seguir, relembramos a definição de conjuntos de medida (de Lebesgue) nula

em R.
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Definição 1.4 Um conjunto A ⊆ R tem medida (de Lebesgue) nula, e escreve-

mos m(A) = 0 se, para todo ε > 0, existe uma quantidade enumerável de intervalos

abertos (In)n≥1 tais que A ⊆
⋃
n≥1

In e
∑
n≥1

|In| < ε.

Proposição 1.5 Se E ⊆ R é enumerável, então, E tem medida nula.

Demonstração. Ver [19, p. 67].

�

Dizemos que uma condição é satisfeita por quase todos os números reais,

se o subconjunto de R dos elementos que não satisfazem tal condição tem medida

nula.

Proposição 1.6 Quase todo número real é transcendente.

Demonstração. Pela Proposição 1.3, segue que, em particular, o conjunto dos

números algébricos reais é enumerável. Além disso, pela Proposição 1.5, esse con-

junto tem medida nula. Com isso conclúımos que quase todo número real é trans-

cendente.

�

Na próxima seção, apresentaremos o Teorema de Liouville, a definição de números

de Liouville e a demonstração da transcendência desses números.

1.2 Teorema de Liouville e os primeiros números

transcendentes

Teorema 1.7 (Liouville) Seja α ∈ R um número algébrico de grau n ≥ 2. Então,

existe uma constante A = A(α) > 0 tal que∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ > A

qn
,

para todo p/q ∈ Q.

Demonstração. Ver [19, p.82].

�
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Sabemos que o conjunto dos números racionais é denso em R. Logo, é posśıvel

aproximar qualquer número real por números racionais. Contudo, o Teorema de

Liouville afirma que números algébricos (reais) não racionais não podem ser muito

“bem aproximados” por racionais, no sentido em que qualquer aproximação tem que

respeitar esse comportamento. O que Liouville fez depois foi construir números reais

não racionais que podem ser muito “bem aproximados” por racionais e, portanto,

não são algébricos.

Definição 1.8 Um número real ξ é chamado número de Liouville se existir uma

sequência infinita de racionais (pj/qj)j≥1 tal que qj > 1 e

0 <

∣∣∣∣ξ − pj
qj

∣∣∣∣ < 1

qjj
,

para todo j ≥ 1. Denotamos por L o conjuntos dos números de Liouville.

Observação 1.9 Diremos que uma sequência é infinita se possuir uma subsequência

de termos distintos.

A seguir, apresentamos alguns resultados que serão utilizados para garantir a

transcendência dos números de Liouville.

Proposição 1.10 A sequência (qj)j≥1 é ilimitada.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que a sequência (qj)j≥1 é limitada por uma

constante positiva C. Assim, 1 < qj ≤ C, para todo j ≥ 1. Como

0 <

∣∣∣∣ξ − pj
qj

∣∣∣∣ < 1

qjj
< 1,

temos

|pj| − |qjξ| ≤ |qjξ − pj| < qj,

que implica

|pj| < qj |ξ|+ qj ≤ (|ξ|+ 1)C.

Portanto, a sequência (pj)j≥1 é limitada, que é uma contradição, uma vez que a

sequência (pj/qj)j≥1 é infinita.

�
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Proposição 1.11 Todo número de Liouville é irracional.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que existe p/q ∈ Q ∩ L. Assim, existem

infinitos pj/qj, tais que

0 <

∣∣∣∣pq − pj
qj

∣∣∣∣ < 1

qjj
.

Como |pqj − qpj| deve ser um número inteiro positivo, então

1

|q|qj
≤
∣∣∣∣pqjqqj

− qpj
qqj

∣∣∣∣ < 1

qjj
.

Portanto, qj−1j < |q|, que contradiz a Proposição 1.10.

�

Teorema 1.12 Todo número de Liouville é transcendente.

Demonstração. Seja ξ um número de Liouville. Vamos supor, por absurdo, que

ξ é algébrico. Pela Proposição 1.11, ξ tem grau n maior do que 1. Assim, pelo

Teorema de Liouville, existe uma constante A > 0 tal que, para todo p/q ∈ Q,∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ > A

qn
.

Em particular,

A

qnj
<

∣∣∣∣ξ − pj
qj

∣∣∣∣ < 1

qjj
,

para todo j ≥ 1. Em vista disso, qj−nj < 1/A. Isso contradiz a Proposição 1.10.

�

A seguir, exibimos nosso primeiro exemplo de número de Liouville, conhecido

como a constante de Liouville.

Exemplo 1.13 (Constante de Liouville) O número

` =
∞∑
n=1

10−n!

é um número de Liouville. Para provar isso, consideramos as sequências de inteiros

pj =

j∑
n=1

10j!−n! e qj = 10j!.

8



Observe que, (pj/qj)j≥1 é uma sequência infinita de racionais. Além disso,∣∣∣∣`− pj
qj

∣∣∣∣ =
∞∑

n=j+1

10−n! =
∞∑
n=1

10−(j+n)! =
∞∑
n=1

10−(j+1)!

10(j+n)!−(j+1)!

≤
∞∑
n=0

10−(j+1)!

10n
=

10

9 · 10(j+1)!
<

1

10(j+1)!−1 ≤
1

10j·j!
=

1

qjj
.

Observação 1.14 Argumentos similares aos vistos no exemplo anterior podem ser

utilizados para provar que
∞∑
n=1

a−n! é um número de Liouville, para cada inteiro

a ≥ 2. Isso garante que existem infinitos números de Liouville, uma vez que a

função f(z) =
∞∑
n=1

z−n! é tal que f({2, 3, . . .}) é um subconjunto infinito de R.

Com base nos resultados anteriores, sabemos que todo número de Liouville é

transcendente e que existem infinitos números de Liouville. Em vista disso, surge

um questionamento natural:

Todo número transcendente é de Liouville?

Com a finalidade de responder essa pergunta, apresentaremos o seguinte resul-

tado.

Teorema 1.15 O conjunto dos números de Liouville tem medida nula em R.

Demonstração. Ver [19, p. 85].

�

Com esse último resultado, vemos que, se todo número transcendente fosse de

Liouville, teŕıamos (Q ∩ R) ∪ L = R e, assim, o conjunto dos números reais teria

medida nula, o que é uma contradição.

Os números e e π são exemplos de números transcendentes que não são de Liou-

ville (ver [29, p. 330]). Na verdade, com o teorema anterior, conclúımos que apesar

de quase todo número real ser transcendente, “quase nenhum” é de Liouville. Isso

significa que o conjunto dos números de Liouville é pequeno em R, do ponto de vista

da medida de Lebesgue.
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1.3 Teorema de Erdös e a propriedade Gδ

Não é dif́ıcil provar que qualquer número real pode ser decomposto como soma de

dois números transcendentes, contudo, esse não é um resultado tão interessante,

visto que quase todo número real é transcendente. Nesta seção, veremos que qual-

quer número real pode ser escrito como soma de dois números de Liouville. Esse

resultado é bem interessante, uma vez que o conjunto dos números de Liouville tem

medida nula em R. Segundo Marques (Ver [19, p. 86]), podemos pensar então que,

mesmo sendo um conjunto “inviśıvel”, os números de Liouville estão estrategica-

mente posicionados na reta real.

Erdös provou esse resultado em 1962, no artigo Representations of real numbers

as sums and products of Liouville numbers. Nesse artigo, ele deu uma prova cons-

trutiva, onde os números de Liouville são explicitados (Ver [19, p. 86]), e uma prova

não construtiva, em que ele utiliza as propriedades de subconjunto Gδ. Com a fina-

lidade de destacar essa propriedade do conjunto dos números de Liouville, optamos

por apresentar aqui a prova não construtiva.

Em vista disso, vamos relembrar a definição de subconjunto Gδ e algumas pro-

priedades de subconjuntos desse tipo.

Definição 1.16 Seja X um espaço topológico, diremos que G ⊆ X é um subcon-

junto Gδ de X, se G é a interseção de uma famı́lia enumerável de abertos densos2

em X.

Observação 1.17 Pode-se observar que a interseção enumerável de subconjuntos

Gδ de X ainda é um subconjunto Gδ de X (ver [30, p. 29]).

Exemplo 1.18 O conjunto R\Q é um subconjunto Gδ de R, pois,

R\Q =
⋂
x∈Q

R\{x}.

2Alguns livros de Topologia definem conjunto Gδ como uma intersecção enumerável de aber-

tos, não necessariamente densos. Entretanto, tendo em vista os objetivos deste trabalho, vamos

considerar a definição como acima.
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Analogamente, podemos mostrar que o complementar de qualquer subconjunto

enumerável de R é um subconjunto Gδ. O seguinte lema será utilizado para provar

que, apesar de seu complementar ser não enumerável, o conjunto dos números de

Liouville é um subconjunto Gδ de R.

Lema 1.19 (Equivalência para a definição de número de Liouville)

O número real ξ é de Liouville se, e somente se, para todo n ≥ 1, existe p/q ∈ Q,

tal que q > 1 e

0 <

∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < 1

qn
.

Demonstração. Se ξ é um número de Liouville, dado n ∈ N, podemos tomar

p = pn e q = qn. Reciprocamente, dado n ∈ N, vamos escolher pn/qn ∈ Q de modo

que qn > 1 e

0 <

∣∣∣∣ξ − pn
qn

∣∣∣∣ < 1

qnn
.

Seja

A =
⋃
n≥1

{
pn
qn

}
.

Se A for finito, então existe p/q ∈ A tal que p/q = pn/qn, para n ∈ N′, com N′ ⊂ N

infinito. Logo, |ξ − p/q| < q−n, para n ∈ N′. Assim, ξ = p/q, contradizendo

|ξ − p/q| > 0. Portanto, A é infinito. Conclúımos que ξ é um número de Liouville.

�

Observação 1.20 Mais geralmente, podemos obter a seguinte equivalência para a

definição de número de Liouville: O número real ξ é de Liouville se, e somente se,

para todo número real positivo ω, existe uma quantidade infinita de racionais p/q,

tal que q > 1 e

0 <

∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < 1

qω
.

Proposição 1.21 O conjunto dos números de Liouville é um subconjunto Gδ de R.

Demonstração. Mostraremos que L =
⋂
n≥1

Un, com
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Un =
⋃
q≥2

⋃
p∈Z

(
p

q
− 1

qn
,
p

q
+

1

qn

)
\
{
p

q

}

e que cada Un é aberto denso em R. De fato, seja ξ ∈ L, pelo Lema 1.19, dado

n ≥ 1, existe p/q ∈ Q, com q ≥ 2 tal que

ξ ∈
(
p

q
− 1

qn
,
p

q
+

1

qn

)
\
{
p

q

}
e, consequentemente,

ξ ∈
⋃
q≥2

⋃
p∈Z

(
p

q
− 1

qn
,
p

q
+

1

qn

)
\
{
p

q

}
.

Como n ≥ 1 foi tomado arbitrariamente, temos

ξ ∈
⋂
n≥1

(⋃
q≥2

⋃
p∈Z

(
p

q
− 1

qn
,
p

q
+

1

qn

)
\
{
p

q

})
=
⋂
n≥1

Un.

Reciprocamente, seja x ∈
⋂
n≥1

Un. Temos que, para cada n ≥ 1,

x ∈
⋃
q≥2

⋃
p∈Z

(
p

q
− 1

qn
,
p

q
+

1

qn

)
\
{
p

q

}
.

Desse modo, para cada n ≥ 1 existem q ≥ 2 e p ∈ Z tais que

x ∈
(
p

q
− 1

qn
,
p

q
+

1

qn

)
\
{
p

q

}
.

Isto é, para cada n ≥ 1 existe p/q ∈ Q, com q ≥ 2, tal que

0 <

∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ < 1

qn
.

Portanto, x ∈ L. Assim, provamos a primeira parte.

Observe que

Un =
⋃
q≥2

⋃
p∈Z

((
p

q
− 1

qn
,
p

q
+

1

qn

)⋂({
p

q

}c))
,

consequentemente, aberto, para cada n ≥ 1, já que é uma união enumerável de

abertos. Logo,

Un =
⋃
q≥2

⋃
p∈Z

(
p

q
− 1

qn
,
p

q
+

1

qn

)
\
{
p

q

}
⊃
⋃
q≥2

⋃
p∈Z

(
p

q
− 1

qn
,
p

q
+

1

qn

)
\
{
p

q

}
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para cada n ≥ 1 (aqui A denota o fecho topológico de A em R).

Agora, como

⋃
q≥2

⋃
p∈Z

(
p

q
− 1

qn
,
p

q
+

1

qn

)
\
{
p

q

}
=
⋃
q≥2

⋃
p∈Z

[
p

q
− 1

qn
,
p

q
+

1

qn

]
⊃
⋃
q≥2

⋃
p∈Z

{
p

q

}
,

obtemos, para cada n ≥ 1,

Un ⊃
⋃
q≥2

⋃
p∈Z

{
p

q

}
⊃ Q.

Como Q é denso em R, segue que Un é denso, para cada n ≥ 1. Conclui-se que L é

dado pela intersecção enumerável de abertos densos e, portanto, é um subconjunto

Gδ de R.

�

Em [30], podem ser vistas diversas propriedades interessantes de subconjuntos

Gδ. Vamos listar algumas, das quais obteremos outras propriedades do conjunto dos

números de Liouville.

A seguir, relembramos a definição de espaços de Baire.

Definição 1.22 Um espaço topológico no qual todo conjunto magro 3 tem interior

vazio é chamado de espaço de Baire.

Proposição 1.23 Se X é um espaço de Baire, então todo subconjunto Gδ de X é

denso em X.

Demonstração. Seja G um subconjunto Gδ de X. Assim, Gc é uma reunião

enumerável de conjuntos fechados com interior vazio. Se X é um espaço de Baire,

então Gc tem interior vazio, consequentemente, G é denso em X.

�

Teorema 1.24 (Teorema de Baire) Todo espaço métrico completo com a topo-

logia induzida pela métrica é um espaço de Baire.

3Dizemos que A ⊆ X é um conjunto magro em X se A é uma reunião enumerável de conjuntos

fechados com interior vazio.
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Demonstração. Ver [10, p. 164]. �

Segue, em particular, que R é um espaço de Baire. Logo, o conjunto dos números

de Liouville é denso em R.

Proposição 1.25 Seja X 6= ∅ um espaço métrico completo, sem pontos isolados, e

seja E um subconjunto Gδ de X. Seja F um subconjunto enumerável de E. Então,

E\F é um subconjunto Gδ de X.

Demonstração. Ver [30, p. 32]. �

Portanto, o conjunto dos números de Liouville é não enumerável, uma vez que

R é um espaço métrico completo (não vazio), sem pontos isolados.

A seguir, mostraremos que dado um subconjunto Gδ de R, qualquer número real

pode ser escrito como soma de dois elementos desse subconjunto.

Lema 1.26 Se G ⊆ R é um subconjunto Gδ, então dado α ∈ R, existem x, y ∈ G

tais que x+ y = α.

Demonstração. Sabemos que

G =
⋂
n∈N

An,

onde An é aberto denso em R, para cada n.

AFIRMAÇÃO 1: α−G = {α− s | s ∈ G} é um subconjunto Gδ de R.

Inicialmente, mostraremos que

α−G =
⋂
n∈N

(α− An)

em que α−An = {α− s | s ∈ An}. Note que, dado t ∈ α−G, existe s ∈ G, tal que

t = a−s. Como s ∈ G, tem-se s ∈ An, para todo n ∈ N, e assim, t = α−s ∈ α−An,

para todo n ∈ N. Logo,

t ∈
⋂
n∈N

(α− An).

Reciprocamente, dado
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t ∈
⋂
n∈N

(α− An),

tem-se t ∈ α − An, para cada n ∈ N. Assim, para cada n ∈ N, existe sn ∈ An tal

que t = α − sn. Pela unicidade do inverso aditivo, si = sj mesmo que i 6= j, defina

s = s1. Desse modo,

t = α− s ∈ α−
⋂
n∈N

An = α−G.

Agora, observe que An é aberto e denso para cada n ∈ N, desse modo, α−An é

aberto e denso, consequentemente α−G é Gδ. E a Afirmação 1 está provada.

Como G e α−G são conjuntos Gδ, então, G∩ (α−G) é Gδ e, consequentemente,

não vazio. Conclui-se que, dado α ∈ R existe y ∈ G ∩ (α−G). Desse modo, y ∈ G

e y ∈ α−G. Assim, existe x ∈ G tal que y = α− x.

Portanto, existem x, y ∈ G tais que x+ y = α, como queŕıamos demonstrar.

�

Teorema 1.27 (Erdös) Todo número real pode ser escrito como soma de dois

números de Liouville.

Demonstração. Segue diretamente da Proposição 1.21 e do Lema 1.26.

�

1.4 Teorema de Maillet e um problema proposto

por Mahler

Outro resultado interessante sobre o conjunto dos números de Liouville foi provado,

em 1906, por Maillet [17]:

Teorema 1.28 (Maillet) Se f ∈ Q(x) é uma função racional não constante.

Então, f(L) ⊆ L.

Demonstração. Sejam P,Q ∈ Q[x] tais que f(x) = P (x)/Q(x). Dado ξ ∈ L,

existe I ⊆ [ξ − 1, ξ + 1] um intervalo fechado tal que ξ ∈ I e Q(x) · f ′(x) 6= 0,

para cada x ∈ I. Podemos supor que existe uma sequência (pj/qj)j≥1 de racionais

distintos, com pj/qj ∈ I, qj > 1 e
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∣∣∣∣ξ − pj
qj

∣∣∣∣ < 1

qjj
.

Para cada j ≥ 1, utilizaremos o Teorema do Valor Médio para o intervalo com

extremos ξ e pj/qj. Assim, existe ζj nesse intervalo tal que

f(ξ)− f
(
pj
qj

)
= f ′(ζj)

(
ξ − pj

qj

)
.

Pelo Teorema de Weierstrass, existe α ∈ I tal que |f ′(α)| ≥ |f ′(x)| para todo

x ∈ I. Em particular, |f ′(α)| ≥ |f ′(ζj)|, para todo j ∈ N. Portanto,

0 <

∣∣∣∣f(ξ)− f
(
pj
qj

)∣∣∣∣ ≤ |f ′(α)|
∣∣∣∣ξ − pj

qj

∣∣∣∣ < |f ′(α)|
qjj

. (1.1)

Observe que, se P (x) =
n∑
i=0

aix
i e Q(x) =

m∑
i=0

bix
i, então,

f

(
pj
qj

)
=

qmj (a0q
n
j + a1pjq

n−1
j + · · ·+ anp

n
j )

qnj (b0qmj + b1pjq
m−1
j + · · ·+ bmpmj )

.

Tome

Aj = qmj (a0q
n
j + a1pjq

n−1
j + · · ·+ anp

n
j )(−1)σj

e

Bj = qnj (b0q
m
j + b1pjq

m−1
j + · · ·+ bmp

m
j )(−1)σj ,

onde

• σj = 0, se qnj (b0q
m
j + b1pjq

m−1
j + · · ·+ bmp

m
j ) ≥ 1;

• σj = 1, se qnj (b0q
m
j + b1pjq

m−1
j + · · ·+ bmp

m
j ) ≤ −1.

Note que

f

(
pj
qj

)
=
Aj
Bj

(1.2)

e que (Bj)j≥1 não pode ser limitada, já que (qj)j ≥ 1 é ilimitada e

b0q
m
j + b1pjq

m−1
j + . . .+ bmp

m
j ∈ Z\{0}.
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Agora, de |ξ − pj/qj| < 1, segue que |pj| < (1 + |ξ|)qj. Assim,

|Bj| = |qnj (b0q
m
j + b1pjq

m−1
j + cldots+ bmp

m
j )|

≤ |b0qn+mj |+ |b1pjqn+m−1j |+ cldots+ |bmpmj qnj |

< |b0||qn+mj |+ |b1|(1 + |ξ|)|qn+mj |+ cldots+ |bm|(1 + |ξ|)m|qn+mj |

≤ L(Q)θmqm+n
j ,

onde L(Q) = |b0|+ |b1|+ . . .+ |bm| e θ = 1 + |ξ|.

Bj ≤ L(Q)θmqm+n
j . (1.3)

Utilizando (1.3) e (1.1),

0 <

∣∣∣∣f(ξ)− f
(
pj
qj

)∣∣∣∣ < |f ′(α)|
qjj

≤ |f ′(α)|(
Bj

L(Q)θm

) j
m+n

=
|f ′(α)| (L(Q)θm)

j
m+n

B
j

m+n

j

. (1.4)

Como (Bj)j ≥ 1 é ilimitada, temos

lim
j→∞

|f ′(α)|(L(Q)θm)
j

m+n

B
j

2(m+n)

j

= 0

e, portanto, existe C > 0, tal que∣∣∣∣∣∣ |f
′(α)|(L(Q)θm)

j
m+n

B
j

2(m+n)

j

∣∣∣∣∣∣ < C. (1.5)

Utilizando (1.2) a (1.5),

0 <

∣∣∣∣f(ξ)− Aj
Bj

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f(ξ)− f
(
pj
qj

)∣∣∣∣ < C

B
j

2(m+n)

j

.

Para mostrar que f(ξ) é um número de Liouville, vamos construir uma sequência

infinita (ci/di)i≥1 através da sequência (Aj/Bj)j, de modo que,

0 <

∣∣∣∣f(ξ)− ci
di

∣∣∣∣ < 1

dii
.

Inicialmente, escolhemos j1, de modo que C < B
j1

2(m+n)
−1

j1
e, para cada i > 1, esco-

lhemos ji, de modo que ji > ji−1, Bji /∈ {Bj1 , . . . , Bjn−1} e C < B
ji

2(m+n)
−i

ji
.
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Assim, definimos
ci
di

=
Aji
Bji

e obtemos

0 <

∣∣∣∣f(ξ)− ci
di

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f(ξ)− Aji
Bji

∣∣∣∣ < C

B
ji

2(m+n)

ji

<
1

Bi
ji

=
1

dii
.

Portanto, f(ξ) é um número de Liouville.

�

Exemplo 1.29

• Observe que, em particular, α +
p

q
é um número de Liouville, para cada α de

Liouville e
p

q
racional. Esse fato nos fornece outra maneira de verificar que o

conjunto dos números de Liouville é denso em R.

• Observe ainda que, se f é um polinômio não constante com coeficientes raci-

onais, então f(L) ⊆ L.

No próximo caṕıtulo, veremos as definições de funções algébricas e transcenden-

tes. Veremos também que funções racionais são funções algébricas. Foi baseado

nesse fato e no Teorema de Maillet que Mahler [16] levantou o seguinte questiona-

mento: “Quais funções anaĺıticas f(z) têm a propriedade que se ξ é um número de

Liouville qualquer, então f(ξ) também o é? Em particular, existem funções inteiras

transcendentes com essa propriedade?”.

O Teorema de Maillet garante a existência de funções anaĺıticas algébricas tais

que f(L) ⊂ L, bem como a existência de funções inteiras algébricas com essa pro-

priedade. Em vista disso, o foco principal da primeira parte de nosso trabalho será

o seguinte problema:

Problema 1.30 (Mahler) Existem funções inteiras transcendentes f(z) tais que

se ξ é um número de Liouville qualquer, então f(ξ) também o é?

Tal problema ainda não foi completamente resolvido, entretanto, apresentaremos

no próximo caṕıtulo alguns passos em sua direção.

Recentemente, alguns autores (ver [22,25,27]) constrúıram grandes4 subconjun-

tos de L que são levados em L por funções inteiras transcendentes. Por exemplo,

para provar isso, Marques e Moreira [22] mostraram o seguinte resultado.

4No sentido topológico.
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Teorema 1.31 (Marques, Moreira) Existe uma quantidade não enumerável de

funções inteiras transcendentes f(Q) ⊆ Q com 1/2 < f ′(x) < 3/2, para todo x ∈ R,

tais que den(f(p/q)) < q8q
2

, para todo p/q ∈ Q, com q > 1.

Observação 1.32 Lembre-se que den(z) denota o denominador do número ra-

cional z, em que z = a/b, com a e b números inteiros tais que mdc(a, b) = 1 e

b ≥ 1

A prova deles mostra que o Problema 1.30 de Mahler tem uma resposta afirmativa

se a resposta para o seguinte problema também for “sim”:

Problema 1.33 Existem funções inteiras transcendentes f(z) tais que f(Q) ⊆ Q

e den(f(p/q))� qν, para algum ν ≥ 0 e para todo q suficientemente grande?

Observação 1.34 Ao longo deste trabalho, a constante impĺıcita em � depende

somente de f .

No próximo caṕıtulo, veremos que o Teorema 1.31 implica que existem funções

inteiras transcendentes f(z) tais que f(G) ⊆ G, para algum G ⊆ L, com G subcon-

junto Gδ de R (em particular, G é não enumerável). Além disso, apresentaremos

alguns resultados relacionados ao Problema 1.33. O primeiro deles garante que esse

problema tem resposta negativa para séries de potências lacunárias com coeficien-

tes racionais. O segundo garante que o Problema 1.33 tem resposta negativa para

ν < 1.

19



Caṕıtulo 2

Sobre Funções Inteiras

Transcendentes que Levam

Racionais em Racionais

Neste caṕıtulo, mostraremos que a resposta para o Problema 1.33 é “não” para séries

de potências lacunárias com coeficientes racionais. Além disso, apresentaremos uma

solução para esse problema quando ν < 1.

2.1 Funções algébricas e transcendentes

Definição 2.1 Uma função f : D −→ C, D ⊆ C, é chamada algébrica se existe

um polinômio não-nulo com coeficientes complexos P (x, y) tal que

P (z, f(z)) = 0, para todo z ∈ D.

Caso contrário, dizemos que f é transcendente.

Claramente, toda função racional é algébrica. Em particular, qualquer po-

linômio com coeficientes complexos é uma função algébrica, independente da na-

tureza aritmética de seus coeficientes. Por outro lado, as funções trigonométricas,

exponenciais e suas inversas são exemplos de funções transcendentes.

Note que a definição de função algébrica se assemelha à definição de número

algébrico, no sentindo que a existência de um polinômio não nulo com coeficientes
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complexos P (x, y) tal que

P (z, f(z)) = 0, para todo z ∈ D

é equivalente à existência de um polinômio não nulo A(w) com coeficientes em C[z]

tal que

A(f(z)) = 0, para todo z ∈ D.

Seja 0 < r ≤ ∞, denotaremos por B(0, r), a bola aberta de centro 0 e raio r

no plano complexo, isto é, B(0, r) = {z ∈ C : |z| < r}. No caso em que r = ∞,

B(0, r) corresponde a todo o plano complexo. Além disso, dada uma função f

anaĺıtica em B(0, r), para algum 0 < r ≤ ∞, denominaremos coeficientes dessa

função, os coeficientes de sua série de Taylor centrada em z = 0 (isto é, de sua série

de Maclaurin).

Dado K ⊆ C, denotaremos por K[[z]] o conjunto das séries de potências com

coeficientes em K. O seguinte teorema nos permite concluir que existe apenas uma

quantidade enumerável de funções anaĺıticas algébricas em Q[[z]] (e, em particular,

com coeficientes racionais ou inteiros).

Teorema 2.2 Sejam K um subcorpo de C e f(z) ∈ K[[z]] uma função anaĺıtica,

com raio de convergência 0 < rf ≤ ∞. Assuma que existe um polinômio não nulo

P (x, y) ∈ C[x, y] tal que

P (z, f(z)) = 0, para todo z ∈ B(0, rf ).

Então, existe também um polinômio não nulo P0(x, y) ∈ K[x, y] tal que

P0(z, f(z)) = 0, para todo z ∈ B(0, rf ).

Demonstração. Ver [15, p. 35].

�

A seguir, apresentamos um resultado bem conhecido e que será útil no decorrer

deste trabalho.

Teorema 2.3 Uma função inteira é algébrica se, e somente se, é um polinômio.
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Demonstração. Ver [18, p. 36].

�

Alguns critérios para verificar a transcendência de funções não necessariamente

inteiras podem ser encontrados em [15]. De fato, nesse livro, Mahler define trans-

cendência para séries de Laurent formais e estabelece critérios sem uma preocupação

expĺıcita com sua convergência. A seguir, veremos a definição de séries de potências

lacunárias, cuja transcendência está estabelecida em [15, p. 42], mas uma demons-

tração bem simples pode ser feita no caso em que essa série de potências representa

uma função inteira.

Definição 2.4 Uma série de potências f(z) =
∑
k≥0

akz
k é chamada lacunária se

existem duas sequências de inteiros (sn)n≥1 e (tn)n≥0 tais que

(i) 0 = t0 ≤ s1 < t1 ≤ s2 < t2 ≤ . . . ;

(ii) asnatn 6= 0, para n ≥ 1;

(iii) ak = 0, para sn < k < tn;

(iv) lim
n→∞

(tn − sn) =∞.

Observação 2.5 Em particular, se f(z) =
∑
k≥0

akz
k é uma série de potências la-

cunária, então,

f(z) = at0 + at0+1z
t0+1 + · · ·+ as1−1z

s1−1 + as1z
s1 + 0 + · · ·+ 0 +

at1z
t1 + at1+1z

t1+1 + · · ·+ as2−1z
s2−1 + as2z

s2 + 0 + · · ·+ 0 +

at2z
t2 + at2+1z

t2+1 + · · ·+ as3−1z
s3−1 + as3z

s3 + 0 + · · · ,

com lim
n→∞

tn =∞ e atn 6= 0, para cada n ≥ 1. Consequentemente, f(z) não pode ser

um polinômio. E, portanto, uma função inteira com série de potências lacunária é,

necessariamente, uma função transcendente.

22



2.2 Uma variação do Problema 1.30 de Mahler

Em 2014, Kumar, Thangadurai e Waldschmidt [7] utilizaram a seguinte proposição

(provada por Alniaçik e Saias [1], em 1994) de modo a obter diversos resultados

sobre o comportamento dos números de Liouville sob a ação de funções cont́ınuas.

Proposição 2.6 (Alniaçik, Saias) Sejam I um intervalo (não degenerado) de R,

G um subconjunto Gδ de R e (fn)n≥0 uma sequência de funções definidas em I, que

são cont́ınuas e não-localmente constantes 1. Então⋂
n≥0

f−1n (G)

é um subconjunto Gδ de I.

Observação 2.7 Nas hipóteses da Proposição 2.6, se ϕ : I −→ R é tal que fn = ϕ,

para cada n ≥ 0, então, ϕ−1(G) é um subconjunto Gδ em I, para cada G subconjunto

Gδ em R. Isto é, a imagem inversa pela função ϕ de todo subconjunto Gδ em R é

Gδ em I. Isso ocorre porque a continuidade de ϕ garante que a imagem inversa dos

abertos (da interseção) vão ser subconjuntos abertos de I e a densidade decorre por

ϕ ser não-localmente constante.

A seguir, relembramos o prinćıpio da continuação anaĺıtica.

Teorema 2.8 (Prinćıpio da continuação anaĺıtica) Sejam f e g funções anaĺıticas

em um domı́nio 2 D ⊆ C. Então, f = g em D se, e somente se, o conjunto

{z ∈ D : f(z) = g(z)}

tem um ponto de acumulação em D.

Demonstração. Ver [2, p. 79].

�

Observe que, se a resposta para o Problema 1.30 de Mahler for “sim”, isto é, se

existe uma função f inteira transcendente tal que f(L) ⊆ L, então a transcendência

1Diremos que f : I −→ R é não-localmente constante se, para todo subintervalo (não

degenerado) J ⊆ I, a restrição de f a J é não constante.
2Relembramos que um domı́nio D ⊆ C é um aberto simplesmente conexo.
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e a continuidade dessa função implicam que ela é não constante e que f(R) ⊆ R,

respectivamente.

Por outro lado, podemos utilizar o prinćıpio da continuação anaĺıtica e a Ob-

servação 2.7, para mostrar que, para qualquer função inteira não constante f tal

que f(R) ⊆ R, temos que f−1(L) é um subconjunto Gδ de R. E, como a interseção

de dois subconjuntos Gδ de R também tem essa propriedade, podemos garantir que

existe um subconjunto G ⊆ L que é Gδ em R tal que f(G) ⊆ L.

O Problema 1.30 de Mahler questiona a existência de funções inteiras transcen-

dentes tais que f(L) ⊆ L e, por sua vez, o Teorema de Maillet implica que isso vale

para polinômios não constantes com coeficientes racionais.

No entanto, a partir das observações anteriores, não podemos garantir nem

mesmo a existência de funções inteiras transcendentes para as quais f(G) ⊆ G,

para algum G ⊆ L subconjunto Gδ de R. A seguir, veremos um resultado pro-

vado por Marques e Moreira [22], que garante a existência de uma quantidade não

enumerável de funções com essa propriedade.

Primeiramente, considere as funções exp[0](x) = x e

exp[n](x) = exp(exp[n−1](x)), para cada n ≥ 1.

Definição 2.9 Um número real ξ é chamado ultra-Liouville se para qualquer

inteiro positivo k, existe uma quantidade infinita de números racionais p/q tais

que q > 1 e

0 <

∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < 1

exp[k](q)
.

O conjunto dos números ultra-Liouville será denotado por Lultra.

Observe que o conjunto dos números ultra-Liouville está contido no conjunto

dos números de Liouville e também é um subconjunto Gδ de R. Marques e Moreira

utilizaram o seguinte resultado para garantir a existência de uma quantidade não

enumerável de funções inteiras transcendentes f(z) tais que f(Lultra) ⊆ Lultra.

Teorema 2.10 (Marques, Moreira) Existe uma quantidade não enumerável de

funções inteiras transcendentes f(Q) ⊆ Q com 1/2 < f ′(x) < 3/2, para todo x ∈ R,

tais que den(f(p/q)) < q8q
2

, para todo p/q ∈ Q, com q > 1.

24



Demonstração. Ver [8, p. 22].

�

Os detalhes dessa demonstração podem ser encontrados em [8, p. 22], onde

observa-se que, dado um número ultra-Liouville ξ e um inteiro positivo k, existe

uma infinidade de números racionais p/q com q ≥ 7 tais que

0 <

∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < 1

exp[k+2](q)
.

Se f é uma função como no Teorema 2.10, segue do Teorema do Valor Médio que∣∣∣∣f(ξ)− f
(
p

q

)∣∣∣∣ ≤ 3

2

∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < 3

2 exp[k+2](q)
.

Por fim, verifica-se que f(p/q) = a/b implica
3

2
exp[k](b) < exp[k+2](q), para cada

k ≥ 1. Assim, ∣∣∣f(ξ)− a

b

∣∣∣ =

∣∣∣∣f(ξ)− f
(
p

q

)∣∣∣∣ < 3

2

∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < 1

exp[k](b)
.

Portanto, f(ξ) ∈ Lultra, para cada ξ ∈ Lultra.

Observe que o Problema 1.33 surge naturalmente a partir dessa demonstração.

De fato, suponha que para algum ν > 0, existe uma função f(z) inteira transcendente

tal que f(Q) ⊆ Q e den(f(p/q)) � qν , para todo q suficientemente grande. Então,

dados ξ e uma sequência infinita de racionais (pj/qj)j≥1 tal que qj > 1 e

0 <

∣∣∣∣ξ − pj
qj

∣∣∣∣ < 1

qjj
,

para todo j ≥ 1, denotamos por f (pj/qj) = aj/bj e procedendo de maneira análoga

à demonstração anterior, obtemos, para todo j ≥ 1,∣∣∣∣f(ξ)− aj
bj

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f(ξ)− f
(
pj
qj

)∣∣∣∣� 1

qjj
� 1

b
j/ν
j

,

para todo q suficientemente grande, que implica f(ξ) ∈ L.

Isso mostra que, se existe uma função f inteira transcendente tal que f(Q) ⊆ Q

e den(f(p/q)) � qν , para todo q suficientemente grande (isto é, se a resposta para

o Problema 1.33 for “sim”), então f é tal que f(L) ⊆ L (isto é, a resposta para o

Problema 1.30 de Mahler também será “sim”).
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O primeiro resultado deste trabalho mostra que a resposta para o Problema 1.33

é “não” para funções inteiras tais que suas séries de potências são lacunárias e seus

coeficientes são racionais.

2.3 Um resultado relacionado a séries de potências

lacunárias

Observe que, no ambiente das funções transcendentes, as séries de potências la-

cunárias podem ser vistas como análogas de certos números de Liouville, no sentido

em que elas apresentam blocos cada vez maiores de zeros em sua representação. Em

vista disso, essas funções poderiam ser vistas como candidatas naturais a resolver

o Problema 1.30, de Mahler. Por esse motivo, buscamos averiguar se essas funções

resolveriam o Problema 1.33 e, consequentemente, o Problema 1.30. Isto posto,

apresentaremos o primeiro resultado principal deste trabalho.

No contexto do Problema 1.33, em [26] obtemos o seguinte resultado.

Teorema A. Se ν é um número real positivo, então não existe função inteira com

série de potências lacunária f(z) ∈ Q[[z]] tal que f(Q) ⊆ Q e den(f (p/q)) � qν,

para todo q suficientemente grande.

Demonstração. Suponha, por contradição, que, para algum ν > 0, existe uma tal

função, digamos

f(z) =
∑
k≥0

akz
k ∈ Q[[z]].

Sejam (tn)n e (sn)n as sequências definindo as lacunas dessa série de potências

lacunária (de acordo com a Definição 2.4). Em particular, existe um inteiro positivo

N tal que tN − sN > ν + 1.

Defina

fN(z) =

sN∑
k=0

akz
k.

Afirmamos que fN (1/q) 6= f (1/q) para infinitos q ≥ 2.
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De fato, suponha o contrário, então, f (1/q) − fN (1/q) = 0, para todo q sufici-

entemente grande. Assim,

0 = qtN (f (1/q)− fN (1/q)) = atN +
atN+1

q
+
atN+2

q2
+ · · · ,

para todo q suficientemente grande. Logo,

−atN =
atN+1

q
+
atN+2

q2
+ · · · =

∑
k≥1

atN+k (1/q)k .

Vamos mostrar que

lim
q→∞

∑
k≥1

atN+k (1/q)k = 0.

Com esse objetivo, definimos

g(z) =
∑
k≥1

atN+kz
k

e provamos a seguinte afirmação.

AFIRMAÇÃO 1: lim
z−→0

g(z) = 0.

Note que

g(z) =
f(z)− fN(z)

ztN
− atN ,

que é uma função inteira. Em particular, a série∑
k≥1

atN+kz
k

converge uniformemente em B(0, 1). Consequentemente,

lim
z→0

g(z) = lim
z→0

∑
k≥1

atN+kz
k =

∑
k≥1

atN+k0
k = 0.

A Afirmação 1 está provada.

Segue que

lim
q→∞

∑
k≥1

atN+k (1/q)k = lim
q→∞

g (1/q) = lim
z→0

g(z) = 0.

Em particular, −atN = 0, que é uma contradição. Portanto, fN (1/q) 6= f (1/q) para

infinitos q ≥ 2.
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Seja q um tal inteiro. Note que,

fN (1/q) =
AN,q
c · qsN

∈ Q,

onde c = den(a0) · den(a1) · · · den(asN ) e AN,q ∈ Z\{0}.

Como f (1/q) é um número racional,

|f (1/q)− fN (1/q)| ≥ 1

c · den (f (1/q)) · qsN
. (2.1)

Por outro lado, como q ≥ 2 e a sequência (an) é limitada (pois, f é inteira),

temos

|f (1/q)− fN (1/q)| ≤ 1

qtN

(
|atN |+

|atN+1
|

q
+
|atN+2

|
q2

· · ·
)
≤ M

qtN
, (2.2)

para alguma constante M > 0.

Combinando (2.1), (2.2) e usando a suposição sobre f , temos

1

c · den (f (1/q)) · qsN
≤ 1

qtN
,

para infinitos q.

Em particular, qtN−sN � den(f (1/q)) para infinitos q. Como N foi escolhido

de modo que qtN−sN > qν+1 e den(f (1/q)) � qν , conclúımos que qν+1 � qν , para

infinitos q ≥ 2, que é uma contradição.

�

Na próxima seção, veremos que, através de uma demonstração similar, podemos

solucionar o Problema 1.33 para ν < 1.

2.4 Solução do Problema 1.33 para ν < 1

Dizemos que a função real ϕ(x) é tal que ϕ(x) = o(x), se

lim
x→∞

ϕ(x)

x
= 0.

Teorema B. Não existe uma função inteira transcendente f(z) ∈ Q[[z]] tal que

f(Q) ⊆ Q e den (f (p/q)) = o(q).
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Demonstração. Suponha que tal função existe, digamos

f(z) =
∑
k≥0

akz
k ∈ Q[[z]].

Tome

fN(z) =
N∑
k=0

akz
k,

tal que aN+1 6= 0. Como na demonstração do Teorema A podemos mostrar que,∑
k≥N+1

akz
k = f (1/q)− fN (1/q) 6= 0

para todo q suficientemente grande (sem perda de generalidade) e, assim,

|f (1/q)− fN (1/q)| � 1

den(f(1/q)) · qN
. (2.3)

Além disso,

|f (1/q)− fN (1/q)| ≤ 1

qN+1

(
|aN+1|+

|aN+2|
q

+
|aN+3|
q2

+ · · ·
)
� 1

qN+1
.

Logo,

1

den(f(1/q)) · qN
� 1

qN+1
.

Assim,

q � den(f(1/q)) = o(q),

que é uma contradição.

�

Em particular, para quaisquer ν < 1 e c > 0 dados, não existe função inteira

transcendente f(z) ∈ Q[[z]] tal que f(Q) ⊆ Q e den(f(p/q)) ≤ c · qν , para todo q

suficientemente grande.

De fato,

lim
q→∞

c · q
ν

q
= c · lim

q→∞
qν−1 = 0.

Ou seja, se ν < 1 e c > 0, então c · qν = o(q). Isso resolve o caso ν < 1, no Problema

1.33.

Para finalizar a primeira parte de nosso trabalho, apresentaremos um resultado

relacionado a uma reformulação do Problema 1.33.
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2.5 Uma reformulação do Problema 1.33 e um re-

sultado relacionado

Vale ressaltar que o Teorema 2.10 mostra ainda que, se obtivermos uma resposta

afirmativa para o problema abaixo, obteremos uma resposta afirmativa para o Pro-

blema 1.30 de Mahler.

Problema 2.11 Existem funções inteiras transcendentes f(z) tais que f(Q) ⊆ Q e

den(f(p/q)) ≤ F (q),

para algum polinômio fixado F (z) ∈ Z[z] e para todo q suficientemente grande?

Em uma tentativa de responder ao problema anterior, um problema natural

surge: “Existem funções inteiras transcendentes f(z) tais que f(Q) ⊆ Q e

den(f(p/q)) = F (q),

para algum polinômio fixado F (z) ∈ Z[z] e para todo q suficientemente grande?”.

No contexto desse problema, em [28] obtemos o seguinte resultado.

Teorema C. Não existe função inteira transcendente f(z) ∈ Q[[z]] tal que f(Q) ⊆ Q

e den(f(p/q)) = F (q), para todo q suficientemente grande, onde F (z) ∈ Z[z].

Demonstração. Suponha, por contradição, que para algum F (z) ∈ Z[z], existe

uma tal função, digamos

f(z) =
∑
k≥0

akz
k ∈ Q[[z]].

Primeiramente, observe que o Teorema B garante que o polinômio F (z) ∈ Z[z]

não pode ser constante, caso contrário teŕıamos F (q) = o(q) e, consequentemente,

den(f(p/q)) = o(q), que é uma contradição. Logo, podemos supor que F tem grau

m ≥ 1. Vamos supor, sem perda de generalidade, que a0, a1, . . . , am−1 ∈ Z (caso

contrário, basta multiplicar por A = den(a0) · den(a1) · · · den(am−1)).

Agora, observe que para todo q suficientemente grande, temos

f

(
1

q

)
=
∑
k≥0

ak
qk

(2.4)
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e

f

(
1

q

)
=
n(q)

F (q)
, (2.5)

onde n(q) ∈ Z. Assim, (2.4) e (2.5) implicam

n(q)

F (q)
=
∑
k≥0

ak
qk

=
m−1∑
k=0

ak
qk

+
am
qm

+
∑

k≥m+1

ak
qk

=
C(q)

qm−1
+
am
qm

+
∑

k≥m+1

ak
qk
,

de modo que C(q) ∈ Z[z] e tem grau menor ou igual a m− 1. Logo,

n(q)− C(q)F (q)

qm−1
=

amF (q)

qm
+
∑

k≥m+1

akF (q)

qk
.

Portanto,

n(q)− D(q)

qm−1
=

amF (q)

qm
+
∑

k≥m+1

akF (q)

qk
, (2.6)

onde D(z) ∈ Z[z] tem grau menor ou igual a 2m− 1.

Note que, dividindo D(q) por qm−1, podemos escrever

D(q) = G(q)qm−1 + E(q), (2.7)

onde E,G ∈ Z[z] são tais que:

• E = 0 ou o grau de E é menor ou igual a m− 2 e

• o grau de G é menor ou igual a m.

Substituindo (2.7) em (2.6), obtemos:

n(q)−G(q)− E(q)

qm−1
=

amF (q)

qm
+
∑

k≥m+1

akF (q)

qk
, (2.8)

que implica

n(q)−G(q) =
E(q)

qm−1
+
amF (q)

qm
+
∑

k≥m+1

akF (q)

qk
. (2.9)

Vamos analisar o que ocorre com cada uma dessas parcelas quando q →∞.

AFIRMAÇÃO 1: lim
q→∞

E(q)

qm−1
= 0.
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Isso segue, pois E = 0 ou o grau de E é menor ou igual a m− 2.

AFIRMAÇÃO 2: lim
q→∞

amF (q)

qm
= amε, onde ε é o coeficiente ĺıder de F .

De fato, como o grau de F é igual a m, lim
q→∞

F (q)

qm
= ε. Portanto,

lim
q→∞

amF (q)

qm
= amε.

AFIRMAÇÃO 3: lim
q→∞

∑
k≥m+1

akF (q)

qk
= 0.

Tome δ ∈ R tal que

0 < δ < 1/ε ≤ 1

(pois ε deve ser um inteiro positivo, uma vez que F (q) = den(f(p/q)) para q sufici-

entemente grande). Então,

δk ≤ δ < 1/ε,

para todo k ≥ m+ 1. Logo, ε < 1/δk, para todo k ≥ m+ 1. Portanto,

qk

δk
≥ qm+1

δk
> qF (q),

para todo q suficientemente grande. Consequentemente,

|F (q)|
qk

=
F (q)

qk
<

1

qδk
,

para todo q suficientemente grande. E, então,∣∣∣∣∣ ∑
k≥m+1

akF (q)

qk

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
k≥m+1

|ak||F (q)|
qk

≤ 1

q

∑
k≥m+1

|ak|
δk

=
1

q

∑
k≥m+1

∣∣∣ak
δk

∣∣∣ .
Agora observe que ∑

k≥m+1

∣∣∣ak
δk

∣∣∣ <∞,
pois f é inteira. Além disso, essa série não depende de q . Logo,

lim
q→∞

1

q

∑
k≥m+1

∣∣∣ak
δk

∣∣∣ = 0.

E, portanto,

lim
q→∞

∑
k≥m+1

akF (q)

qk
= 0.
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Isso prova a validade da Afirmação 3.

Utilizando (2.9) e as afirmações 1, 2 e 3, obtemos:

lim
q→∞

[n(q)−G(q)] = lim
q→∞

[
E(q)

qm−1
+
amF (q)

qm
+
∑

k≥m+1

akF (q)

qk

]
= amε.

Portanto, para q suficientemente grande, vale

0 ≤ |n(q)−G(q)| ≤ |am|ε+ 1.

Assim, existem t ∈ Z e um conjunto infinito S ⊆ N, tais que, para cada q ∈ S,

n(q)−G(q) = t.

Logo, para q ∈ S, temos

f

(
1

q

)
=
n(q)

F (q)
=
G(q) + t

F (q)
=

e0 + e1q + · · ·+ enq
m

d0 + d1q + · · ·+ dmqm
, (2.10)

onde ei, di ∈ Z.

Sejam

Q(z) =
m∑
i=0

diz
m−i

e

P (z) =
m∑
i=0

eiz
m−i.

Observe que Q(0) = dm = ε 6= 0,

Q

(
1

q

)
=

1

qm
(d0 + d1q + · · ·+ dmq

m)

e

P

(
1

q

)
=

1

qm
(e0 + e1q + · · ·+ emq

m).

Considere r > 0, tal que

r < min {|z| : Q(z) = 0} .

Então, a função

h(z) =
P (z)

Q(z)
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é anaĺıtica em B(0, r). Além disso, por (2.10), temos que as funções anaĺıticas f(z)

e h(z) coincidem no conjunto{
1

q
: q ∈ S ∩ (1/r,∞)

}
⊆ B(0, r),

que tem ponto de acumulação em B(0, r). Portanto, pelo prinćıpio da continuação

anaĺıtica, temos f(z) = h(z) em B(0, r).

Em particular, as funções inteiras Q(z)f(z) e P (z) coincidem em B(0, r) e, pelo

mesmo prinćıpio, coincidem em cada z ∈ C.

Consequentemente, a função f(z) satisfaz P (z, f(z)) = 0, para todo z ∈ C,

onde P (x, y) = Q(x)y − P (x), que é um polinômio não nulo. O que contradiz a

transcendência de f . Isso completa a prova.

�

No próximo caṕıtulo, veremos um resultado na direção de outro problema pro-

posto por Mahler, para o qual faremos uma prova por um viés mais construtivo,

com o intuito de mostrar a existência de funções transcendentes satisfazendo certas

condições.
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Caṕıtulo 3

Um Resultado Relacionado ao

Problema C de Mahler

Neste caṕıtulo, apresentaremos um resultado que, dentre outras consequências, im-

plica uma versão para séries com coeficientes inteiros dos teoremas de Faber, Stäckel

e de um problema proposto por Mahler.

3.1 Conjuntos excepcionais e o Problema C de

Mahler

Primeiramente, apresentaremos o Teorema de Hermite-Lindemann e algumas de

suas consequências.

Teorema 3.1 (Hermite-Lindemann) Se α1, . . . , αm são números algébricos dis-

tintos, então eα1 , . . . , eαm são linearmente independentes sobre o corpo dos números

algébricos.

Demontração. Ver [19, p.165].

�

Dado um número algébrico não nulo α, podemos fazer m = 2, α1 = 0 e α2 = α.

Desse modo, α1 e α2 satisfazem as hipóteses do Teorema de Hermite-Lindemann e,

obtemos o seguinte caso particular que é conhecido como Teorema de Lindemann.
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Corolário 3.2 Se α é algébrico não nulo, então eα é transcendente.

Utilizando a Identidade de Euler, a saber eiπ + 1 = 0, vemos que o Teorema de

Hermite-Lindemann também implica na transcendência do número π. A seguinte

proposição enfatiza outras consequências importantes desse teorema.

Proposição 3.3 Os seguintes números são transcendentes:

(i) senα, cosα, tanα, sinhα, coshα, tanhα, para todo α ∈ Q\{0};

(ii) logα, arcsenα, e em geral as funções inversas do item (i), para todo α ∈ Q,

α /∈ {0, 1}.

Demonstração. Ver [19, p. 108]

�

Observe que as funções da proposição anterior são transcendentes, bem como a

imagem em todos os pontos algébricos, exceto possivelmente em α = 0 ou α = 1.

Isso nos direciona ao seguinte questionamento:

Com exceção de apenas “alguns” pontos, uma função anaĺıtica transcendente

sempre assume valores transcendentes em pontos algébricos?

Por exemplo, quando consideramos a função exponencial ez, o ponto z = 0 seria

essa “exceção”. É claro que o Teorema de Hermite-Lindemann dá um ind́ıcio de que

ao avaliarmos uma função transcendente em um ponto algébrico de seu domı́nio,

encontraremos um número transcendente, ao passo em que podem existir algumas

exceções. Todas essas exceções constituem o chamado conjunto excepcional,

denotado por Sf . Em outras palavras, dada uma função f anaĺıtica em B(0, rf ),

onde 0 < rf ≤ ∞ é o seu raio de convergência, definimos:

Sf = {α ∈ Q ∩B(0, rf ) : f(α) ∈ Q}.

Em 1886, Strauss tentou provar que uma função f anaĺıtica e transcendente

não pode assumir valores racionais em todos os pontos racionais de seu ćırculo

de convergência. No entanto, Weierstrass forneceu um contraexemplo e também

afirmou que existem funções inteiras transcendentes que assumem valores algébricos
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em todos os pontos algébricos. Essa afirmação foi provada por Stäckel (ver [31]),

que estabeleceu o seguinte teorema mais geral.

Teorema 3.4 (Stäckel, 1895) Sejam Σ um conjunto enumerável e T um conjunto

denso no plano complexo. Então, existe um função inteira e transcendente f(z) tal

que f(Σ) ⊆ T.

Observação 3.5

• Quando Σ = T = Q, obtemos a afirmação de Weierstrass.

• Se o conjunto dos números de Liouville fosse enumerável, o Teorema de Stäckel

poderia ser utilizado para resolver o Problema 1.30 de Mahler. De fato, se-

gundo Mahler [16] “a dificuldade desse problema consiste, é claro, no fato de

que o conjunto de todos os números de Liouville é não enumerável”.

Mais tarde, Faber [4] provou o seguinte resultado.

Teorema 3.6 (Faber, 1904) Existe uma função inteira transcendente

f(z) =
∞∑
h=0

fhz
h

com coeficientes racionais tal que f(z) e todas as suas derivadas assumem valores

algébricos em todos os pontos algébricos.

Assim, esse teorema garante que existem funções inteiras transcendentes tais que

Sf (t) = Q, para todo t ≥ 0.

Em 2010, Huang, Marques e Mereb [6] mostraram que qualquer subconjunto de

números algébricos é o conjunto excepcional de uma quantidade não enumerável de

funções inteiras transcendentes. De fato, eles estabeleceram o seguinte resultado.

Teorema 3.7 (Huang, Marques, Mereb) Seja A ⊆ C enumerável. Defina, para

cada s ≥ 0 e para cada α ∈ A, um conjunto denso E(α,s) ⊆ C. Então, existe uma

quantidade não enumerável de funções inteiras transcendentes f tais que f (s)(α) ∈

E(α,s), para todo α ∈ A e s ≥ 0.
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No entanto, a única informação com relação à natureza aritmética dos coeficientes

da série de Taylor de f obtida nessa construção é que, no máximo, eles devem estar

em Q[i].

No Caṕıtulo 3 do livro Lectures on Transcendental Numbers, Mahler [15] definiu,

para cada 0 < r ≤ ∞, o conjunto Tr de todas as séries de potências transcendentes,

com coeficientes racionais, que têm raio de convergência igual a r. Além disso,

considerando S ⊆ B(0, r) ∩Q, ele propôs o seguinte problema:

Problema C. Existe para cada escolha de S uma série f em Tr que assume valores

algébricos em todos os pontos de S e em nenhum outro ponto algébrico?

Em seguida, Malher apresentou um resultado provado por ele em [14] que garante

uma resposta afirmativa para esse problema, quando S é fechado para conjugação

algébrica em B(0, r) (isto é, se α ∈ S e α′ ∈ B(0, r) é um conjugado algébrico de α,

então α′ ∈ S).

Observe que, para qualquer função f ∈ Tr temos que f(0) ∈ Q e, para qualquer

α ∈ B(0, r), f(α) = f(α). Logo, “S ser fechado para conjugação complexa” e

“0 ∈ S” são condições necessárias para que o Problema C de Mahler possa ter

resposta afirmativa.

Nessas condições, Marques e Ramirez [24] mostraram que esse problema tem

resposta afirmativa para r = ∞. Mais recentemente, Marques e Moreira [20] re-

solveram completamente esse problema provando que, dado 0 < r ≤ ∞, qualquer

subconjunto de Q∩B(0, r), que é fechado para conjugação complexa e que contém o

elemento 0, é o conjunto excepcional de uma quantidade não enumerável de funções

anaĺıticas transcendentes com coeficientes racionais e raio de convergência r.

Outro tipo de problema surge quando exigimos que os coeficientes sejam inteiros.

Segundo Marques e Moreira [23], a questão para coeficientes inteiros é consideravel-

mente mais dif́ıcil, uma vez que Z não é denso em R.

Mahler [14] chegou a estudar o comportamento aritmético de funções trans-

cendentes com coeficientes inteiros. De fato, ele provou que todo conjunto S ⊆

Q ∩ B(0, 1), que é fechado para conjugação algébrica e tal que 0 ∈ S, é excepcio-

nal de alguma função transcendente em Z{z} (onde Z{z} denota o conjunto das

séries de potências com coeficientes inteiros e que são anaĺıticas em B(0, 1)).
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Observação 3.8 Lembre-se que o Teorema 2.2 implica que o conjunto das funções

algébricas em Z{z} é enumerável.

Definindo o conjunto excepcional de uma função transcendente f ∈ Z{z}, como

Sf = {α ∈ Q ∩B(0, 1) : f(α) ∈ Q},

Marques e Moreira [23] resolveram a seguinte versão do Problema C de Mahler.

Problema C para funções em Z{z}. Existe para qualquer S ⊆ Q ∩ B(0, 1)

(fechado para conjugação complexa e tal que 0 ∈ S) uma função transcendente

f ∈ Z{z} para a qual Sf = S?

Mais especificamente eles provaram que

Teorema 3.9 (Marques, Moreira) Seja S ⊆ Q∩B(0, 1) fechado para conjugação

complexa, com 0 ∈ S. Então, existe uma quantidade não enumerável de funções

transcendentes em Z{z} tais que Sf = S.

Na proxima seção veremos o Teorema D, que será provado na Seção 3.4 e teve

sua construção baseada na demonstração desse teorema de Marques e Moreira.

3.2 O Teorema D e algumas consequências

Teorema D. Seja A ⊆ B(0, 1)\{0} enumerável e fechado para conjugação complexa.

Defina, para cada s ≥ 0 e para cada α ∈ A, um conjunto E(α,s) ⊆ C satisfazendo as

seguintes condições:

(i) E(α,s) é denso em C;

(ii) E(α,s) ∩ R é denso em R;

(iii) E(α,s) é fechado para a conjugação complexa;

(iv) E(α,s) = E(α,s).

Então, existe uma quantidade não enumerável de funções transcendentes f ∈ Z{z}

tais que f (s)(α) ∈ E(α,s), para cada α ∈ A e cada s ≥ 0.
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A demonstração desse resultado será apresentada na Seção 3.4.

Veremos que, embora nossa construção tenha sido feita com a hipótese

A ⊆ B(0, 1)\{0},

a função obtida é tal que

f (s)(0) ∈ s!Z,

para cada s ≥ 0, uma vez que f ∈ Z{z}. Em vista disso, podemos obter a seguinte

reformulação do Teorema D para o caso em que 0 ∈ A.

Teorema E. Seja A ⊆ B(0, 1) enumerável, com 0 ∈ A, e fechado para conjugação

complexa. Defina, para cada s ≥ 0 e para cada α ∈ A, um conjunto E(α,s) ⊆ C, de

modo que s!Z ⊆ E(0,s) e, para α 6= 0,

(i) E(α,s) é denso em C;

(ii) E(α,s) ∩ R é denso em R;

(iii) E(α,s) é fechado para a conjugação complexa;

(iv) E(α,s) = E(α,s).

Então, existe uma quantidade não enumerável de funções transcendentes f ∈ Z{z}

tal que f (s)(α) ∈ E(α,s), para cada α ∈ A e cada s ≥ 0.

Fazendo A = Q ∩ B(0, 1) e E(α,s) = Q(i), para cada α ∈ A, no Teorema E,

obtemos seguinte versão do Teorema de Faber para funções em Z{z}.

Corolário 3.10 (Versão do Teorema de Faber para funções em Z{z})

Existe uma função transcendente f ∈ Z{z} tal que

f (s)(Q ∩B(0, 1)) ⊆ Q(i),

para cada s ≥ 0.

Veremos que em nossa construção os coeficientes não são a priori limitados. Na

verdade, o Problema A de Mahler [15] questiona exatamente a existência funções

transcendentes f ∈ Z{z} com coeficientes limitados tais que

f(Q ∩B(0, 1)) ⊆ Q.
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Vale ressaltar que esse ainda é um problema em aberto.

Outra consequência dos Teoremas D e E é a seguinte versão do Teorema de

Stäckel para funções em Z{z} (enfatizamos que não existe qualquer informação com

relação aos coeficientes das funções na construção original de Stäckel).

Corolário 3.11 (Versão do Teorema de Stäckel para funções em Z{z})

Seja Σ ⊆ B(0, 1) um conjunto enumerável e seja T um subconjunto denso de C,

ambos fechados para conjugação complexa1. Suponha que se 0 ∈ Σ, então Z ⊆ T .

Então, existe uma função transcendente f ∈ Z{z} tal que f (s)(Σ) ⊆ T , para cada

s ≥ 0.

Por fim, veremos que os teoremas D e E implicam em uma generalização do

Teorema 3.9 provado por Marques e Moreira e, consequentemente, uma resposta

afirmativa para o Problema C de Mahler para funções em Z{z}.

Corolário 3.12 Se S ⊆ Q ∩ B(0, 1) é fechado para conjugação complexa e 0 ∈ S.

Então, existe uma quantidade não enumerável de funções transcendentes em Z{z}

tais que Sf (t) = S, para cada t ≥ 0.

Demonstração. De fato, seja S um tal conjunto. Defina, para cada t ≥ 0 e, para

cada α ∈ S, E(α,t) = Q, se α ∈ S;

E(α,t) = C\Q, se α ∈ Sc ∩Q.

(3.1)

�

Na próxima seção, veremos alguns lemas importantes para a demonstração do

Teorema D.

3.3 Lemas auxiliares

Nossa construção para a demonstração do Teorema D foi baseada na construção de

Marques e Moreira em [23]. Inicialmente, vejamos o Lema de Harbater.

1Enfatizamos que essa hipótese é importante, pois desejamos obter funções anaĺıticas em B(0, 1)

com coeficientes inteiros, em particular, reais.
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Lema 3.13 (Harbater, 1984) Seja r um número real positivo menor do que 1 e

seja λ um número complexo não-nulo de valor absoluto no máximo r. Então, existe

uma função f ∈ Z{z} tal que

(i) f(0) = 1;

(ii) f se anula com ordem 1 em λ e em seu conjugado complexo;

(iii) f não se anula em nenhum outro ponto z ∈ B(0, r).

Demonstração. Ver [5, p. 810].

�

O próximo lema é um caso particular do Lema 3.13 de Harbater, que apareceu

em [23], mas aqui também estamos interessados no fato de que f ′(α) não se anule.

A posteriori veremos que esse fato tem grande utilidade em nossa construção.

Lema 3.14 Sejam α, β ∈ B(0, 1), com β /∈ {α, α}. Então, existe uma função

f ∈ Z{z} tal que

(i) f se anula com ordem 1 em α e em seu conjugado complexo;

(ii) f(β) 6= 0.

Além disso, existe uma constante C > 1 dependendo de α e β tal que

|f(z)| ≤ C

1− |z|
,

para todo z ∈ B(0, 1).

Demonstração. Tome

r =
max{|α|, |β|}+ 1

2

e λ = α no Lema 3.14 de Harbater.

Isso implica na existência de uma função f ∈ Z{z}, com f(0) = 1 tal que os únicos

zeros de f na bola B(0, r) são α e α (e se anula com ordem 1 nesses pontos).

Como β ∈ B(0, r), então f(β) 6= 0. A construção de Harbater fornece uma função

da forma

f(z) = fs(z)(1 + b1z + b2z
2 + · · · ),
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onde fs(z) é um polinômio com coeficientes dependendo de α e α, de modo que

fs(0) = 1, e |bi| ≤ 1/2. Portanto, os coeficientes de f são limitados por L(fs)/2

(onde L(f) denota o comprimento2 do polinômio f) e L(fs) depende somente de α,

α e

s =

⌊
log(2(1− r))

log r

⌋
+ 1.

Isso nos fornece o limitante desejado.

�

Para o próximo lema não é posśıvel utilizar o Lema 3.14 diretamente, uma vez

que o conjunto A pode ter ponto de acumulação em {z ∈ C : |z| = 1}.

Lema 3.15 Seja A ⊆ B(0, 1)\{0} enumerável e fechado para conjugação complexa

e seja α ∈ A. Então, existe uma função f ∈ Z{z} tal que

(i) f(0) = 1;

(ii) f(z) = 0 para z ∈ A se, e somente se, z ∈ {α, α};

(iii) f ′(α) 6= 0.

Além disso, existe uma constante positiva C, tal que

|f(z)| ≤ C

(1− |z|)4
,

para todo z ∈ B(0, 1).

Demonstração. Escreva (A ∪ {0})\{α, α} = {β1, β2, . . .} ∪ {β1, β2, . . .}, comβ1 = β1 = 0;

βi /∈ {βj, βj}, se i 6= j.

Pelo Lema 3.14, para todo j ≥ 1, existe uma função fj ∈ Z{z} tal que

fj(0) = 1;

fj(α) = 0;

f ′j(α) 6= 0;

fj(βj) 6= 0.

2O comprimento de um polinômio é definido como a soma dos valores absolutos de seus

coeficientes.
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Existe uma constante Cj > 1 tal que

|fj(z)| ≤ Cj
1− |z|

,

para todo z ∈ B(0, 1).

A função f será definida por

f(z) = f1(z) +
∑
k≥2

ztk(fk(z))2,

onde (tk)k é uma sequência crescente de números naturais a ser escolhida posterior-

mente, satisfazendo: t1 = 0;

tk ≥ Ck
2 + k, para todo k ≥ 2.

AFIRMAÇÃO 1: f(0) = 1.

De fato, f1(0) = 1 implica

f(0) = f1(0) +
∑
k≥2

0tk(fk(0))2 = f1(0) = 1.

AFIRMAÇÃO 2: f(α) = f(α) = 0.

De fato, fj(α) = 0, para todo j ≥ 1, implica

f(α) = f1(α) +
∑
k≥2

αtk(fk(α))2 = 0.

Analogamente, f(α) = f(α) = 0.

AFIRMAÇÃO 3: f ′(α) 6= 0.

De fato,

f ′(α) = f ′1(α) +
∑
k≥2

tkα
tk−1(fk(α))2 +

∑
k≥2

αtk2fk(α)f ′k(α) = f ′1(α) 6= 0.

AFIRMAÇÃO 4: Existe uma constante positiva C tal que

|f(z)| ≤ C

(1− |z|)4
,
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para todo z ∈ B(0, 1).

A prova desta afirmação será dividida em dois casos.

Caso 1: z = 0

Neste caso, considere C̃1 = 2. Assim, |f(0)| = 1 < 2 = C̃1/(1− |0|)4.

Caso 2: 0 < |z| < 1

Neste caso, a função x 7→ x|z|x tem máximo em x = 1/| log |z||. Em particular,

Ck
2|z|Ck

2 ≤ 1

| log |z||
· |z|

1
| log |z|| =

1

| log |z||
· e| log |z||−1·log |z| =

1

| log |z||
· e−| log |z||−1·| log |z||,

em que utilizamos | log |z|| = − log |z|, para 0 < |z| < 1, na última igualdade.

Segue que

Ck
2|z|Ck

2 ≤ 1

| log |z||
· e−1. (3.2)

Assim,

|f(z)| ≤ |f1(z)|+
∑
k≥2

|z|tk · |fk(z)|2

≤ C1

1− |z|
+
∑
k≥2

|z|C2
k+k · C2

k

(1− |z|)2

=
C1

1− |z|
+
∑
k≥2

C2
k |z|C

2
k · |z|k · 1

(1− |z|)2
.

De (3.2), segue que

|f(z)| ≤ C1

1− |z|
+
∑
k≥2

1

| log |z||
· e−1 · |z|k · 1

(1− |z|)2

≤ C1

1− |z|
+

(| log |z|| · e)−1

(1− |z|)2
·
∑
k≥0

|z|k

≤ C1

1− |z|
+

1

| log |z|| · e · (1− |z|)2
· 1

1− |z|

=
1

1− |z|
·
(
C1 +

1

| log |z|| · e · (1− |z|)2

)
.

Agora, observe que a função x 7→ x − log x − 1, definida para todo x > 0, tem

mı́nimo em x = 1. Em particular, para 0 < |z| < 1, temos |z| − log |z| − 1 ≥ 0, que

implica

| log |z|| ≥ 1− |z|. (3.3)
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Logo,

|f(z)| ≤ 1

1− |z|
·
(
C1 +

1

(1− |z|)3

)
=

1

1− |z|
· C1 · (1− |z|)3 + 1

(1− |z|)3

≤ 1

1− |z|
· C1 + 1

(1− |z|)3
.

Agora, vamos definir C̃2 = C1 + 1/e > 1. Assim,

|f(z)| ≤ C̃2

(1− |z|)4
,

para 0 < |z| < 1.

Definindo C = max{C̃1, C̃2}, obtemos

|f(z)| ≤ C

(1− |z|)4
,

para todo z ∈ B(0, 1). E a Afirmação 4 está provada.

AFIRMAÇÃO 5: f(βk) 6= 0, para cada k ≥ 1.

Inicialmente, considere a sequência (t̂k)k dada por t̂1 = 0 e, para k > 1,

t̂k = max

{
C2
k + k , t̂k−1 +

(k log 2 + logC2
k) + max1<r≤k | log |C−2r (fr(βr))

2(1− |βr|)2||
min1<r≤k | log |βr||

}
.

Essa sequência (t̂k)k é crescente e satisfaz, para k > n > 1,

t̂k − t̂n ≥ t̂k − t̂k−1 ≥
(k log 2 + logC2

k) + | log |C−2n (fn(βn))2(1− |βn|)2||
| log |βn||

.

Isto é, para cada k > n > 1, temos

t̂k − t̂n ≥ − log(2kC2
k)

log |βn|
− | log |C−2n (fn(βn))2(1− |βn|)2||

log |βn|
. (3.4)

O Lema 3.14 implica que |C−2n (fn(βn))2(1− |βn|)2| ≤ 1 e, portanto,

t̂k − t̂n ≥ − log(2kC2
k)

log |βn|
+

log |C−2n (fn(βn))2(1− |βn|)2|
log |βn|

≥ log
(2−kC−2

k )

|βn| + log
|C−2

n (fn(βn))2(1−|βn|)2|
|βn| .

Segue que

|βn|t̂k−t̂n ≤ 2−kC−2k C−2n |(fn(βn))|2(1− |βn|)2.
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E, como Cn > 1,

|βn|t̂k−t̂n ≤ 2−kC−2k |(fn(βn))|2(1− |βn|)2,

que implica

|βn|t̂kC2
k(1− |βn|)−2 ≤ |βn|t̂n2−k|(fn(βn))|2. (3.5)

Por outro lado, pelo Lema 3.14, temos que∣∣∣∣∣ ∑
k≥n+1

β t̂k
n (fk(βn))2

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
k≥n+1

|βn|t̂k |fk(βn)|2 ≤
∑
k≥n+1

|βn|t̂kC2
k(1− |βn|)−2.

E, utilizando (3.5), obtemos, para k > n > 1,∣∣∣∣∣ ∑
k≥n+1

β t̂k
n (fk(βn))2

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
k≥n+1

|βn|t̂n2−k|(fn(βn))|2

= |β|t̂n|(fn(βn))|2
∑
k≥n+1

2−k

= 2−n|βn|t̂n|(fn(βn))|2

≤ 1

4
|βn|t̂n|fn(βn)|2.

Agora, modificaremos, se necessário, a sequência (t̂k)k de modo a obter uma sequência

(tk)k tal que, para qualquer N ≥ 2,∣∣∣∣∣f1(βN) +
N∑
k=2

βtkN (fk(βN))2

∣∣∣∣∣ > 1

2
|βN |tN |fN(βN)|2. (3.6)

Tome inicialmente tn = t̂n para todo n ≥ 1. A construção da sequência (tk)k será

feita indutivamente de modo que no n-ésimo passo modificaremos seu n-ésimo termo

e os termos subsequentes, mas não os anteriores.

CASO N = 2: Seja tn = t̂n, para todo n ≥ 1. Se

∣∣f1(β2) + βt22 (f2(β2))
2
∣∣ > 1

2
|β2|t2|f2(β2)|2, (3.7)

não há o que fazer. Suponha então que a desigualdade (3.7) não é válida. Assim,

∣∣f1(β2) + βt22 (f2(β2))
2
∣∣ ≤ 1

2
|β2|t2|f2(β2)|2.
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Logo,

∣∣βt22 (f2(β2))
2
∣∣− |f1(β2)| ≤ 1

2
|β2|t2|f2(β2)|2,

que implica

|f1(β2)| ≥
1

2
|β2|t2|f2(β2)|2. (3.8)

Agora, vamos redefinir a sequência (tk)k.

Seja ` o menor inteiro positivo tal que |β2|` < 1/4. Afirmamos que, se substitúımos

t2 por t̃2 = t2 + `, então (3.7) vale. De fato, primeiro observe que

4|β2|t̃2|f2(β2)|2 = 4|β2|t2|β2|`|f2(β2)|2 < |β2|t2|f2(β2)|2. (3.9)

E, portanto, ∣∣∣f1(β2) + β t̃2
2 (f2(β2))

2
∣∣∣ ≥ |f1(β2)| − |β t̃2

2 (f2(β2))
2|

≥ 1

2
|β2|t2|f(β2)|2 − |β t̃2

2 (f2(β2))
2|

> 2|β t̃2
2 (f2(β2))

2| − |β t̃2
2 (f2(β2))

2|

= |β t̃2
2 (f2(β2))

2|

>
1

2
|β t̃2

2 (f2(β2))
2|,

em que utilizamos (3.8) e (3.9), na segunda e na terceira desigualdade, respectiva-

mente. Além disso, utilizamos que β2 6= 0 e que a função f2 foi escolhida de modo

que f2(β2) 6= 0.

Isso prova a desigualdade (3.7).

Agora, substitúımos tm por tm + ` para todo m ≥ 2.

CASO N > 2: Suponha, por hipótese de indução, que (3.6) vale para todo 2 ≤ j ≤

N .

Agora, precisamos escolher tN .

Se (3.6) é válida, não há nada a fazer. Então, supondo o contrário, obtemos∣∣∣∣∣f1(βN) +

(
N−1∑
k=2

βtkN (fk(βN))2

)
+ βtNN (fN(βN))2

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2
|βN |tN |fN(βN)|2.
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Assim,

|βtNN (fN(βN))2| −

∣∣∣∣∣f1(βN) +

(
N−1∑
k=2

βtkN (fk(βN))2

)∣∣∣∣∣ ≤ 1

2
|βN |tN |fN(βN)|2.

Logo,

1

2
|βN |tN |fN(βN)|2 ≤

∣∣∣∣∣f1(βN) +

(
N−1∑
k=2

βtkN (fk(βN))2

)∣∣∣∣∣ . (3.10)

Seja ` o menor inteiro positivo tal que |βN |` <
1

4
. Devemos provar que, se subs-

titúımos tN por t̃N = tN + `, então (3.6) vale. De fato, primeiro observe que

4|βN |t̃N |fN(βN)|2 = 4|βN |tN |βN |`|fN(βN)|2 < |βN |tN |fN(βN)|2. (3.11)

E, portanto,∣∣∣∣∣f1(βN) +
N−1∑
k=2

βtkN (fk(βN))2 + β t̃N
N (fN(βN))2

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣f1(βN) +

N−1∑
k=2

βtkN (fk(βN))2

∣∣∣∣∣
−|β t̃N

N (fN(βN))2|

≥ 1

2
|βN |tN |fN(βN)|2 − |β t̃N

N (fN(βN))2|

> 2|β t̃N
N (fN(βN))2| − |β t̃N

N (fN(βN))2|

>
1

2
|βN |t̃N |(fN(βN))|2,

em que utilizamos (3.10) e (3.11), na segunda e na terceira desigualdade, respecti-

vamente. Isso prova a desigualdade (3.6).

Agora, substitua tm por tm + ` para todo m ≥ N , e repita este processo indutiva-

mente, substituindo N por N + 1 na construção acima.

Observe que, no final, obtemos a sequência (tk)k que ainda satisfaz (3.4), e então,

para todo N > 1, ∣∣∣∣∣ ∑
k≥N+1

βtkN (fk(βN))2

∣∣∣∣∣ ≤ 1

4
|βN |tN |fN(βN)|2. (3.12)
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Assim, temos pelas desigualdades em (3.6) e em (3.12),

|f(βN)| =

∣∣∣∣∣f1(βN) +
N∑
k=2

βtkN (fk(βN))2 +
∑

k≥N+1

βtk(fk(βN))2

∣∣∣∣∣
≥

∣∣∣∣∣f1(βN) +
N∑
k=2

βtkN (fk(βN))2

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣ ∑
k≥N+1

βtk(fk(βN))2

∣∣∣∣∣
>

1

2
|βN |tN |fN(βN)|2 − 1

4
|βN |tN |fN(βN)|2

=
1

4
|βN |tN |fN(βN)|2.

Consequentemente, |f(βN)| > 0 e, portanto, f(βN) 6= 0, para todo N > 1.

�

O próximo lema é um resultado provado por Lekkerkerker, que também será

utilizado fortemente em nossa construção.

Lema 3.16 (Lekkerkerker, 1949) Sejam (α1, β1), (α2, β2), . . . , (αn, βn) pares de

números complexos que satisfazem as seguintes condições:

(i) Os números α1, α2, . . . , αn são todos distintos;

(ii) 0 < |αk| < 1, k = 1, 2, . . . , n;

(iii) Sempre que αk é real, então βk é real;

(iv) Quando αk não é real, existe um ı́ndice l tal que αl e βl são conjugados com-

plexos de αk e βk, respectivamente.

Então existe uma série de potências g(z) =
∞∑
h=0

ghz
h com coeficientes inteiros limi-

tados tais que g(αk) = βk, k = 1, 2, . . . , n.

Demonstração. Ver [15, p. 56].

�

É importante enfatizar que o limitante dos coeficientes da série

g(z) =
∞∑
h=0

ghz
h

do Lema 3.16 depende somente dos números α1, α2, . . . , αn. Veremos que o fato de

não depender dos números β1, β2, . . . , βn será importante para a nossa construção.
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3.4 Prova do Teorema D

Seja A = {α1, α2, . . .} ∪ {α1, α2, . . .}, com αi /∈ {αj, αj}, se i 6= j.

A construção será feita indutivamente de modo que no n-ésimo passo construire-

mos as funções f(n,0), . . . , f(n,n−1) ∈ Z{z} tais que, para cada m ∈ {0, 1, . . . , n− 1},f
(s)
(n,m)(αn) ∈ E(αn,s), para 0 ≤ s ≤ m;

f
(s)
(n,m)(αk) ∈ E(αk,s), para 1 ≤ k ≤ n− 1 e 0 ≤ s ≤ n− 1.

(3.13)

Com esse objetivo, seguiremos os passos descritos abaixo:

Passo 1: Será constrúıda a função f(1,0) de modo que

f(1,0)(α1) ∈ E(α1,0).

Passo 2: Serão constrúıdas as funções f(2,0) e f(2,1), satisfazendo:

• f(2,0)(α2) ∈ E(α2,0);

f(2,0)(α1) ∈ E(α1,0), f
′

(2,0)(α1) ∈ E(α1,1).

• f(2,1)(α2) ∈ E(α2,0), f
′

(2,1)(α2) ∈ E(α2,1);

f(2,1)(α1) ∈ E(α1,0), f
′

(2,1)(α1) ∈ E(α1,1).

Passo 3: Serão constrúıdas as funções f(3,0) , f(3,1) e f(3,2) satisfazendo:

• f(3,0)(α3) ∈ E(α3,0);

f
(s)
(3,0)(αk) ∈ E(αk,s), para 1 ≤ k ≤ 2 e 0 ≤ s ≤ 2.

• f(3,1)(α3) ∈ E(α3,0), f
′

(3,1)(α3) ∈ E(α3,1);

f
(s)
(3,1)(αk) ∈ E(αk,s), 1 ≤ k ≤ 2 e 0 ≤ s ≤ 2.

• f (s)
(3,2)(αk) ∈ E(αk,s), 1 ≤ k ≤ 3 e 0 ≤ s ≤ 2.

E assim por diante, de modo que, no Passo n sejam constrúıdas as funções

f(n,0) , f(n,1) , . . . , f(n,n−1)

satisfazendo (3.13), para cada m ∈ {0, 1, . . . , n− 1},
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Em particular,f(n+1,0)(αn+1) ∈ E(αn+1,0);

f
(s)
(n+1,0)(αk) ∈ E(αk,s), para 1 ≤ k ≤ n e 0 ≤ s ≤ n.

Ao final, veremos que a função f ∈ Z{z} tal que f (s)(α) ∈ E(α,s), para cada α ∈ A

e cada s ≥ 0, será definida por f(z) = lim
n→∞

f(n+1,0)(z).

Em nossa construção, considere, para cada j ≥ 1, a função fj como no Lema 3.15 ,

isto é, fj ∈ Z{z} é tal que

(i) fj(0) = 1;

(ii) fj(z) = 0 para z ∈ A se, e somente se, z ∈ {αj, αj};

(iii) f ′(z) 6= 0, se z ∈ {αj, αj},

com

|fj(z)| ≤ Cj
(1− |z|)4

,

para todo z ∈ B(0, 1).

Passo 1: Iniciamos nossa construção escolhendo f(1,0) com coeficientes inteiros li-

mitados como no Lema 3.16, de modo que:f(1,0)(α1) ∈ E(α1,0);

f(1,0)(α1) ∈ E(α1,0).

Passo 2: Agora, defina f(2,0)(z) como

f(2,0) = f(1,0)(z) + zt1f1(z)g1(z),

em que t1 ≥ 1 será escolhido posteriormente e g1 é escolhida utilizando o Lema 3.16

f(1,0)(α2) + αt12 f1(α2)g1(α2) ∈ E(α2,0).

e

f
′

(1,0)(α1) + αt11 f
′
1(α1)g1(α1) ∈ E(α1,1),

em que utilizamos que f1(α2) 6= 0, f ′1(α1) 6= 0 e, a priori, a densidade de E(α2,0)

e E(α1,1) em C (é claro que se α2 ∈ R, por exemplo, então, f(1,0)(α2), α
t1
2 e f1(α2)
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seriam ambos números reais. Neste caso, utilizamos a densidade de E(α2,0) ∩ R

para escolher a imagem de g1(α2) ∈ R, através do Lema 3.16, analogamente para

α1). Enfatizamos que, embora a escolha de g1 dependa de t1, o limitante de seus

coeficientes depende apenas de α1 e α2.

Assim, 

f(2,0)(α1) = f(1,0)(α1) + 0 ∈ E(α1,0);

f(2,0)(α1) = f(1,0)(α1) + 0 ∈ E(α1,0);

f(2,0)(α2) ∈ E(α2,0);

f(2,0)(α2) = f(2,0)(α2) ∈ E(α2,0) = E(α2,0);

f
′

(2,0)(α1) = f
′

(1,0)(α1) + 0 + αt11 · f ′1(α1) · g1(α1) ∈ E(α1,1);

f
′

(2,0)(α1) = f
′

(1,0)(α1) + 0 + α1
t1 · f ′1(α1) · g1(α1) ∈ E(α1,1).

Agora, defina f(2,1) como

f(2,1)(z) = f(2,0)(z) + zt2 [f1(z)]2f2(z)g2(z),

em que t2 > t1 será escolhido posteriormente e g1 é escolhida utilizando o Lema 3.16

de modo que

f
′

(2,0)(α2) + αt22 [f1(α2)]
2f
′

2(α2)g2(α2) ∈ E(α2,1),

em que utilizamos que f1(α2) 6= 0, f ′2(α2) 6= 0 e, a priori, a densidade de E(α2,1)

em C (é claro que se α2 ∈ R, por exemplo, então, f
′

(2,0)(α2), α
t2
2 , [f1(α2)]

2 e f
′

2(α2)

seriam ambos números reais. Neste caso, utilizamos a densidade de E(α2,1) ∩R para

escolher a imagem de g2(α2) ∈ R, através do Lema 3.16). Enfatizamos que, embora

a escolha de g2 dependa de t2, o limitante de seus coeficientes depende apenas de

α2.
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Segue então que 

f(2,1)(α1) ∈ E(α1,0);

f(2,1)(α1) ∈ E(α1,0);

f(2,1)(α2) ∈ E(α2,0);

f(2,1)(α2) ∈ E(α2,0);

f
′

(2,1)(α1) ∈ E(α1,1);

f
′

(2,1)(α1) ∈ E(α1,1);

f
′

(2,1)(α2) ∈ E(α2,1);

f
′

(2,1)(α2) ∈ E(α2,1).

Passo n: Suponha que no Passo n, obtemos a função f(n,n−1) de modo que

f
(s)
(n,n−1)(αk) ∈ E(αk,s), (3.14)

para 1 ≤ k ≤ n e 0 ≤ s ≤ n− 1.

Passo n+1: Defina a função f(n+1,0) de modo que

f(n+1,0)(z) = f(n,n−1)(z) + zti [f1(z)]n · · · [fn(z)]ngi(z),

em que ti > ti−1, com

i = (2 + · · ·+ n) + 1 =
n(n+ 1)

2
,

será escolhido posteriormente e gi é escolhida utilizando o Lema 3.16 de modo que

f(n,n−1)(αn+1) + αtin+1[f1(αn+1)]
n · · · [fn(αn+1)]

ngi(αn+1) ∈ E(αn+1,0)

e

f
(n)
(n,n−1)(αk) + n!αtik [f1(αk)]

n · · · [f ′k(αk)]n · · · [fn(αk)]
ngi(αk) ∈ E(αk,n),

para k = 1, . . . , n. Observe que esse último termo, a saber

f
(n)
(n,n−1)(αk) + n!αtik [f1(αk)]

n · · · [f ′k(αk)]n · · · [fn(αk)]
ngi(αk),

corresponde exatamente à n-ésima derivada de f(n+1,0) aplicada em αk, para cada

k = 1, . . . , n.

Observe também que, para garantir a existência dessa função gi, utilizamos para

j = 1, 2, . . . , n:
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• fj(αn+1) 6= 0,

• fj(αk) 6= 0, para k = 1, . . . , n, k 6= j,

• f ′j(αj) 6= 0,

bem como argumentos de densidade, como nos casos iniciais. Enfatizamos mais

uma vez que, embora a escolha de gi dependa de ti, o limitante de seus coeficientes

depende apenas de α1, α2, . . . , αn+1.

E assim, f(n+1,0)(αn+1) ∈ E(αn+1,0);

f
(s)
(n+1,0)(αk) ∈ E(αk,s), para 1 ≤ k ≤ n e 0 ≤ s ≤ n.

Defina f(n+1,1) como

f(n+1,1)(z) = f(n+1,0)(z) + zti+1 [f1(z)]n+1 · · · [fn(z)]n+1fn+1(z)gi+1(z),

em que ti+1 ≥ ti será escolhido posteriormente e gi+1 é escolhida utilizando o Lema

3.16 de modo que

f
′

(n+1,0)(αn+1) + α
ti+1

n+1[f1(αn+1)]
n+1 · · · [fn(αn+1)]

n+1f ′n+1(αn+1)gi+1(αn+1)

seja um elemento de E(αn+1,1).

Segue então que

f(n+1,1)(αn+1) ∈ E(αn+1,0);

f(n+1,1)(αn+1) ∈ E(αn+1,0);

f
′

(n+1,1)(αn+1) ∈ E(αn+1,1);

f
′

(n+1,1)(αn+1) ∈ E(αn+1,1);

f
(s)
(n+1,1)(αk) ∈ E(αk,s), para 1 ≤ k ≤ n e 0 ≤ s ≤ n;

f
(s)
(n+1,1)(αk) ∈ E(αk,s), para 1 ≤ k ≤ n e 0 ≤ s ≤ n.

Por fim, definimos recursivamente

f(n+1,r) = f(n+1,r−1)(z) + zti+r [f1(z)]n+1 · · · [fn(z)]n+1[fn+1(z)]rgi+r(z),
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para 2 ≤ r ≤ n, em que ti+r ≥ ti+r−1 será escolhido posteriormente e gi+r é escolhida

utilizando o Lema 3.16 de modo que

f
′

(n+1,r−1)(αn+1) + r!α
ti+r

n+1[f1(αn+1)]
n+1 · · · [fn(αn+1)]

n+1(f
′

n+1)
r−1(αn+1)gi+r(αn+1)

seja um elemento de E(αn+1,r). Portanto,

f
(s)
(n+1,n)(αk) ∈ E(αk,s),

para 1 ≤ k ≤ n+ 1 e 0 ≤ s ≤ n. Agora, seja f definida por

f(z) = lim
n→∞

f(n+1,0)(z),

para cada z ∈ B(0, 1).

A seguir, ilustraremos como pode ser feita uma escolha para a sequência (tk)k de

modo que f(z) seja anaĺıtica em B(0, 1).

De acordo com nossa construção,

f(z) = f(1,0)(z) + zt1f1(z)g1(z) + zt2 [f1(z)]2f2(z)g2(z) + zt3 [f1(z)]2[f2(z)]2g3(z)

+ zt4 [f1(z)]3[f2(z)]3[f3(z)]g4(z) + zt5 [f1(z)]3[f2(z)]3[f3(z)]2g5(z)

+ zt6 [f1(z)]3[f2(z)]3[f3(z)]3g6(z) + zt7 [f1(z)]4[f2(z)]4[f3(z)]4[f4(z)]g7(z)

+ zt8 [f1(z)]4[f2(z)]4[f3(z)]4[f4(z)]2g8(z) + · · · .

Sabemos que os coeficientes de cada gi são limitados e dependem, no máximo, de

α1, α2, . . . , αi. Além disso, para cada j ≥ 1,

|fj(z)| ≤ Cj
(1− |z|)4

,

para todo z ∈ B(0, 1). Assim, existem contantes

λ0 = λ0(α1), λ1 = λ1(α1, α2), λ2 = λ2(α1, α2, α3), λ3 = λ3(α1, α2, α3, α4), . . .

tais que

|f(z)| ≤ λ0
1− |z|

+
λ1

1− |z|
· |z|t1

(1− |z|)4
+

λ2
1− |z|

· |z|t2
(1− |z|)4(2+1)

+
λ3

1− |z|
· |z|t3

(1− |z|)4(2+2)

+
λ4

1− |z|
· |z|t4

(1− |z|)4(3+3+1)
+

λ5
1− |z|

· |z|t5
(1− |z|)4(3+3+2)

+ · · · .
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Assim,

|f(z)| ≤ λ0
1− |z|

+ λ1|z|λ1
|z|t1−λ1

(1− |z|)4+1
+ λ2|z|λ2

|z|t2−λ2
(1− |z|)4·22+1

+ λ3|z|λ3
|z|t3−λ3

(1− |z|)4·32+1

+ λ4|z|λ4
|z|t4−λ4

(1− |z|)4·42+1
+ λ5|z|λ5

|z|t5−λ5
(1− |z|)4·52+1

+ · · · .

Escolhendo (tk)k de modo que tk − λk > 4k3, obtemos

|f(z)| ≤ λ0
1− |z|

+ λ1|z|λ1
|z|4·13

(1− |z|)4+1
+ λ2|z|λ2

|z|4·23

(1− |z|)4·22+1
+ λ3|z|λ3

|z|4·33

(1− |z|)4·32+1

+ λ4|z|λ4
|z|4·43

(1− |z|)4·42+1
+ λ5|z|λ5

|z|4·53

(1− |z|)4·52+1
+ · · · .

Logo, fixando 0 < R < 1, segue que, para z ∈ B(0, R),

|f(z)| ≤ λ0
1− |z|

+
1

1− |z|
· |z|4·13

(1− |z|)4+1
+

1

1− |z|
· |z|4·23

(1− |z|)4·22+1

+
1

1− |z|
· |z|4·33

(1− |z|)4·32+1
+

1

1− |z|
· |z|4·43

(1− |z|)4·42+1

+
1

1− |z|
· |z|4·53

(1− |z|)4·52+1
+ · · · .

Assim,

|f(z)| ≤ λ0
1− |z|

+

(
1

1− |z|

)2

·
(
|z|

1− |z|

)4

+

(
1

1− |z|

)2

·
(
|z|2

1− |z|

)4·22

+

(
1

1− |z|

)2

·
(
|z|3

1− |z|

)4·32

+

(
1

1− |z|

)2

·
(
|z|4

1− |z|

)4·42

+

(
1

1− |z|

)2

·
(
|z|5

1− |z|

)4·52

+ · · · .

Então, para z ∈ B(0, R),

|f(z)| ≤ λ0
1− |z|

+

(
1

1− |z|

)2

·
∑
k≥1

(
|z|k

1− |z|

)4k2

≤ λ0
1− |R|

+

(
1

1− |R|

)2∑
k≥1

(
Rk

1−R

)4k2

,

em que utilizamos, na segunda desigualdade, o fato de x 7−→ xk/(1−x) ser crescente

para 0 ≤ x < 1.

Como |R|k < 1− |R|
2

, para k >
log(1−R)− log 2

logR
=: k̃(R),
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|f(z)| ≤ λ0
1− |R|

+

(
1

1− |R|

)2
bk̃(R)c∑

k=1

(
Rk

1−R

)4k2

+
∑

k≥k̃(R)

(
1

2

)4k2


para todo z ∈ B(0, R), para cada 0 < R < 1. Fazendo

λ(R) =

bk̃(R)c∑
k=1

(
Rk

1−R

)4k2

,

obtemos

|f(z)| ≤ λ0
1− |R|

+

(
1

1− |R|

)2
(
λ(R) +

∑
k≥1

1

2k

)

=
λ0

1− |R|
+
λ(R) + 1

(1−R)2
<∞,

para todo z ∈ B(0, R), para cada 0 < R < 1.

Segue que, para essa escolha apropriada de (tk)k, f converge em B(0, R), para cada

0 < R < 1, que implica f anaĺıtica em B(0, 1).

Além disso, por construção,

f (s)(α) ∈ E(α,s),

para cada α ∈ A e para cada s ≥ 0.

Por fim, podemos observar que ao escolhermos t1, t2, . . . , tn, temos diferentes possi-

bilidades para a escolha de tn+1, os quais fornecem valores diferentes para f(αn+1)

(que não dependem das escolhas de tk, para k > n). Consequentemente, existe uma

árvore binária de diferentes possibilidades para f . E, portanto, podemos construir

uma quantidade não enumerável de posśıveis funções, o que completa a demons-

tração, uma vez que o conjunto das funções algébricas em Z{z} é enumerável.

�
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Conclusão

Na primeira parte de nosso trabalho, o Teorema A mostra que a resposta para o

Problema 1.33 é “não” para funções inteiras tais que suas séries de potências são

lacunárias e seus coeficientes são racionais. Isso nos possibilita eliminar uma classe

de funções que poderiam fornecer uma resposta afirmativa para esse problema. Uma

direção de pesquisa em torno desse teorema é estudar outras classes de funções,

agora entre as séries de potências com coeficientes racionais não lacunárias. Além

disso, espera-se melhorar o expoente 8q2 (em ordem) obtido por Marques e Moreira

no Teorema 1.31, de modo a obter classes ainda maiores de números de Liouville

que são levadas, por funções inteiras transcendentes, no conjunto dos números de

Liouville.

O Teorema B garante que o Problema 1.33 tem resposta negativa para ν < 1.

Um caminho natural para a realização de pesquisas relacionadas a esse teorema é

verificar o que ocorre quando ν ≥ 1, buscando verificar se existe algum ν a partir

do qual a resposta para o Problema 1.33 seja afirmativa e, consequentemente, para

o Problema 1.30 de Mahler.

No Teorema C, provamos um resultado relacionado à reformulação do Problema

1.33, no qual mostramos que sob certas condições, o denominador de f(p/q) não

pode ser um polinômio em q (com coeficientes inteiros), para todo q suficientemente

grande. Mais resultados interessantes podem surgir ao averiguarmos se a resposta

pode ser afirmativa para determinadas classes de polinômios com coeficientes intei-

ros.

Por fim, os Teoremas D e E nos deram, dentre outras consequências na teoria

das funções transcendentes em Z{z}, uma generalização para o Teorema 3.9 obtido

por Marques e Moreira, no qual os autores provam uma versão forte do Problema C
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de Mahler para funções em Z{z}. Por outro lado, vimos que em nossa construção os

coeficientes não são a priori limitados. Então, em pesquisas futuras, seria interes-

sante verificar se é posśıvel modificar algumas hipóteses de modo obter esse resultado

com coeficientes limitados ou ao menos com fatores primos limitados. Enfatizamos

que um resultado desse tipo poderia nos proporcionar novos avanços com relação

ao Problema A de Mahler [15], o qual questiona exatamente a existência funções

transcendentes f ∈ Z{z} com coeficientes limitados tais que f(Q ∩B(0, 1)) ⊆ Q.
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