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Resumo

Neste trabalho, estudamos o Espaco de Variacdo Limitada BV ({2) e entendemos o
significado de um ponto critico para o funcional de energia associado ao problema
do operador 1-Laplaciano dado por —Au = f em €2, onde (2 é limitado e u € BV (Q2).

Além disso, obtemos a equacao de Euler-Lagrange para esse problema.

Palavras-chave: Espaco de Variacdo Limitada, Ponto critico, Operador 1-Laplaciano

e Equacdo de Euler-Lagrange.
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Abstract

In this work, we study the Bounded Variation Space BV (2) and we understand the
significance of a critical point for the energy functional associated with the problem of
the 1-Laplacian operator given by —Au = f on (2, where  is limited and u € BV (Q2).

In addition, we obtain the Euler-Lagrange equation for this problem.

Keywords: Space of bounded variation, Critical point, Operator 1-Laplacian and

Euler-Lagrange equation.
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Introducao

Em 1881, as funcoes de variacdo limitada foram introduzidas pela primeira
vez por C. Jordan em [2] para estudar a convergéncia pontual das séries de Fourier.
Ap6s da introducdo por Jordan de funcdes de variacdo limitada de uma varidvel real,
varios autores tentaram generalizar o conceito para funcoes de mais de uma variavel.
A primeira tentativa foi feita por Arzela e Hardy em 1905, seguida por Vitali, Fréchet,
Tonelli e Pierpont. No entanto, o ponto de vista que se tornou popular e hoje é aceito
na literatura como a generaliza¢do mais eficiente da teoria unidimensional é devido
a De Giorgi e Fichera. Embora com definicoes diferentes, as abordagens de De Giorgi
e Fichera sao equivalentes.

Em [2], as func¢des de variacdo limitada BV ({2) tiveram um papel muito impor-
tante em varios problemas cldssicos do cdlculo de variacoes, por exemplo, na teoria
de gréficos com drea minima ou no processamento de imagens. Enrico Giusti [15]
d4 o seguinte exemplo: dado u : © C RV — R uma funcéo suave, entio a drea do
seu grafico € dado por

Au) = /Q Vv 1+ |Vu|?dx

e, portanto, v minimiza a drea se, e somente se, ¢ uma solucdo da equacao de su-

perficie minima
Vu

V14 [Vul?

Uma pergunta natural é a existéncia de solucoes do problema de Dirichlet as-

DivT(u) = 0 onde T'(u) =

sociado, i.e.,

—DivT = Q,
T (u) f em 8
u

= 0 sobre 01,



2

onde f é uma funcao dada. Jenkins e Serrin [16] provaram que o problema de
Dirichlet tem solucdo no caso N-dimensional se a curvatura média de Jf) ndo for
negativa em nenhum ponto. Assim, a equacao (1) pode nao ter solucdo dependendo
das condicdes geométricas da fronteira 0f). Para evitar essa inconveniéncia, podemos
generalizar levemente a no¢do da solucdo de (1). Mais precisamente, ndo impomos
a condicao de fronteira u = ¢ mas, ao invés disso, a introduzimos no funcional
de energia associado, o qual penalize funcbes que ndo sejam iguais ¢.t.p em OS2, e

procuramos um minimo de

A(u):/ \/1—|—|Vu\2dx+/ lu — @|dHN !, u e X,
Q o9

onde X é um espaco de tal forma que a equacéo (1) ¢é satisfeita e H"V~! é a medida
de Hausdorff de dimensdo N — 1. Por outro lado, poderiamos pensar que o espaco
das funcées W1(Q) é adequado para o funcional A, mas acontece que A néo é semi-
continuo inferiormente nesse espaco. Assim, seria muito dificil provar a existéncia
de minimos. Enrico Giusti [15], provou que o funcional A sempre tem um minimo
em BV (), independentemente da curvatura média de 0f2.

No caso do processamento de imagens, Rudin [21] apresenta um modelo de
restauracdo de imagens: se v, € a funcdo de intensidade observada, ug(z,y) denota
os valores de pixel de uma imagem ruidosa para x,y € Q) e u(x,y) é a imagem limpa

desejada, entao

UO(xay) = U([E,y) + n<$7y)7 (2)

onde n é o ruido aditivo. E claro que desejamos construir u a partir de u,. O problema

de minimizacao motivado pela equacao (2) é dado por

/(Um + uyy)Qa
0

/QUI/QUOG/Q(U—UO)2:02~

Neste modelo, sabe-se que o espaco das funcées BV (f)) é adequado para muitas

com condicoes

tarefas basicas de processamento de imagens.
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Chambolle [6], provou que os elementos de W(Q) sdo muito regulares para mos-
trar imagens de forma eficiente, ja que ndo podem conter descontinuidades através
de uma linha (como bordas ou fronteiras de uma imagem) ou qualquer hipersu-
perficie em geral.

Bernand Kawhol [18], apresenta o problema de torcao

—Ayu = 1 emQ,
u = 0 sobre 0,

(3)

onde © € RY é um dominio limitado e —A,u = div(|Vu[P~2Vu) com p € (1, 00).

A funcdo u € W,"(Q2) é chamada solucio fraca de (3) se e sé se

/ \VulP2VuVpdr = / wdz, Yo € CF(Q).
Q Q

Portanto, o funcional de energia associado ao problema (3) é

1
Jp(u):];/Q|Vu|pdx—/Qudx,

com p € (1,00) e esse funcional estd bem definido. Para o caso p = 1 obtemos o

seguinte problema:

—div (E) = 1 em¢),

u = 0 sobre 09,

4)

Se tentamos minimizar sobre W, (1), existem problemas com a existéncia de
uma solucdo em W' (Q) pois esse espaco néo é reflexivo. Uma maneira de superar
essa dificuldade é trabalhar no espaco BV'(2). Nesse caso, o funcional de energia

associado a (4) é dado por

Ji(u) :/|Du|+/ \u|d”HN_1—/ud:B,
0 o9 0

onde, pelo Teorema 4.2.9, existe u € BV ({2) solucdo de variacdo limitada (ponto



critico de J;) que satisfaz

32 € Lo°(Q,RY) tal que ||z]|o < 1, Divz € L¥ (1),

—/uDivzdx:/ |Du\+/ luldHN
0 Q o9

—Divz = f q.t.p em ),

\

com % < p < oo e a ultima equacao é chamada de Equacao de Euler-Lagrange.

Os objetivos centrais do trabalho é o estudo detalhado do Espaco de Variacio
Limitada apresentados por [2, 3, 10]. Apresentaremos as propriedades desse espaco
e mostraremos as condicOes necessdrias para um minimizador de um funcional de

energia associado ao problema

—dv <|§—Z|) = fem (),

onde 2 é um dominio limitado e u € BV (Q2) . Descreveremos agora a estrutura deste
trabalho.

No capitulo 1, apresentaremos um breve resumo dos conceitos basicos de te-
oria da medida e integracdo com foco naqueles que serdo mais relevantes para a
construcao dos capitulos posteriores. Alem disso, estabelecemos as notacoes que fo-
ram utilizadas durante todo o texto. Inicialmente, abordamos as medidas de Radon e
as de Hausdorff. Por fim, fizemos um breve estudo sobre as propriedades das medidas
de Radon que sao necessdrias nos capitulos 2 e 4.

No capitulo 2, apresentamos uma sintese da teoria do Espaco de Variacdo Li-
mitada BV (£2). Na primeira secdo motivados pelo teorema de caracterizacdo de
WhP(Q), definiremos naturalmente os Espagos de Varia¢io Limitada e, em seguida,
estudaremos um teorema de caracterizacdo de BV ({2) que serd muito importante
nas provas de varios resultados descritos no capitulo 4. Na segunda secdo, estuda-
remos o0s principais resultados de imersdo e mostraremos os teoremas generalizados
de Green e Poincaré no espaco BV ({2).

No capitulo 3, abordaremos o estudo do subdiferencial e o gradiente generali-
zado de Clarke, apresentando uma revisao dos principais resultados encontrados na

literatura e que serdo de muita importancia para as provas dos teoremas do Capitulo



No capitulo 4, apresentaremos o problema de torcdo que é modelado pelo o
operador 1-Laplaciano onde esse operador nao estda bem definido em pontos x € )
tal que Vu(x) = 0. Mostraremos que os pontos criticos do funcional de energia
associado satisfazem uma versao de (4.37), na qual aparece um campo vetorial que

esta bem definido.



Capitulo 1

Espaco das Medidas de Radon e suas

propriedades

Neste capitulo, fixaremos as notacoes e estabeleceremos os principais resultados
que serao utilizados na construcao dos proximos capitulos. Inicialmente apresenta-
remos as definicoes de Medida de Radon e Hausdorff. No fim deste capitulo, faremos
uma revisao das principais propriedades das medidas de Radon. As principais re-

feréncias deste capitulo sao Folland [14], Bogachev [4] e Brezis [5].

1.1 Sobre Medidas

Definicdo 1.1.1 (Algebra) Seja X um conjunto ndo vazio. Uma dlgebra de subcon-
juntos de X é uma cole¢cdo ndo vazia A de subconjuntos de X que é fechada pela unido
de quantidades finitas e complementares. Em outras palavras, A C P(X) - o conjunto

das partes de X - e:
(a) seEy,...,E, € A, entao |J,_, Ex € A,

(b) seE € A, entao E° € A.

Podemos generalizar a definicdo acima para a unido de quantidade infinita.

Definicao 1.1.2 (Sigma-algebra) Dizemos que uma o- algebra de conjuntos de X é
uma coleg¢do ndo vazia A de subconjuntos de X que é fechada pela unido de quantidades

enumerdveis e complementares, isso €,

(a) se E € A, entdo E° € A,



(b) se{E,}>2, € A, entdo|J.”, E, € A.

Nesse sentido, estabelecemos e denotamos o que serda o dominio de uma me-
dida. Ou seja, se X é um conjunto ndo vazio e A C P(X) é uma o-dlgebra, entdo
X = (X, A) é chamado um espago mensurdvel e os subconjuntos de X sdo chamados
de conjuntos mensuraveis.

Sempre existe uma menor o — dlgebra contendo um subconjunto de X.

Teorema 1.1.3 (0-dlgebra gerada) Seja X um conjunto ndo vagio e © um subcon-
junto de P(X). Entdo existe uma tinica e menor o- algebra M(©) que contém ©. Além

disso, essa o- dlgebra é dada pela intersegdo de todas as o- algebras contendo ©.
Demostracao: Ver [4], pag. 4.
Uma o- dlgebra especial.

Definicao 1.1.4 (o- dlgebra de Borel) Considere X um espago topoldgico (em parti-
cular, se X for um espaco métrico). Dizemos que a o- algebra gerada pela familia de
conjuntos abertos de X € a o- algebra de Borel sobre X, e a denotamos por Bx ou B(X).

Além disso, seus elementos sdo chamados conjuntos de Borel ou Borelianos.

Um exemplo de uma o- dlgebra de Borel.

Proposicao 1.1.5 Seja Bg a o- dlgebra de Borel sobre R. Entdo By € gerada por qual-
quer um dos tipos de conjuntos abaixo:

(a) intervalos abertos da forma (a,b) com a < b,

(b) intervalos fechados da forma [a,b] com a < b,

(¢) intervalos semi-abertos (a,b] com a < b ou [a,b) com a < b,

(d) intervalos abertos semi-infinitos (a,o0) ou (—o0,a) com a € R,

(e) intervalos fechados semi-infinitos |a, c0) ou (—oo, a] com a € R.
Demonstracao: Ver [4], pag. 7.

Definicao 1.1.6 Seja X um conjunto ndo vazio munido de uma o- algebra M. Dizemos
que uma medida sobre M é uma fungdo p : M — [0, 0] que satisfaz:

(a) u(®) =0,



(b) se {E;}32, é uma sequéncia de conjuntos disjuntos em M, entdo

8

[e.e]

() Ej) = ZM(E;‘)-

J

Como uma consequéncia imediata da definicdo de medida, temos que se
n n

E,, ..., E, sdo subconjuntos disjuntos em M, entdo “(U E;) = Z w(E;), pois E; =0
j=1 j=1
para todo j > n.

Por todo este texto, adicionalmente, nos referiremos ao conjunto X munido de

uma o- algebra M e a medida u sobre X, como sendo:
e 0 espaco de medida (X, M) := (X, M, u),

e um espaco de medida finita se u(X) < oo, isso é, u(E) < oo para todo £ € M,

pois pu(X) = pu(E) + p(E°),
+o0
e uma medida c—finita se X = U E;com E; € Me p(E;) < +ooVjeN,

j=1
e uma medida completa se M (o dominio da medida) contém todos os subcon-

juntos dos conjuntos de medida nula.

Um exemplo especial de medida.

Definicao 1.1.7 (Medida de Borel) Considere X um espago topoldgico. Dizemos que
uma medida cujo dominio é B(X) é uma medida de Borel.

De forma mais geral, temos.

Definicao 1.1.8 Uma medida exterior sobre um conjunto ndo vazio X é uma fungdo
p*: P(X) — [0, o0] que satisfaz:
o u*(A) < p*(B)se AC B,
o w(JA) <D w4y
j=1 j=1

Um exemplo de medida exterior.
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Proposicao 1.1.9 Sejam © C P(X) e pu: © — [0,400] tal que B, X € © e u(h) = 0.
Para cada A C X defina

+00 +0o0
p(A) = inf {u(U E;):E;e@eAC UEJ}’
j=1 j=1
entdo p* é uma medida exterior.

Demonstracao: Ver [14], pag. 29.

E consequéncia imediata da definicdio acima que vale a desigualdade

p(E) < p (ENA)+ p*(EnN A°) para todos A e E dados.
Definicao 1.1.10 Dizemos que um conjunto A C X é chamado p* — mensuravel se
p(E)=p (ENA)+ p (EN A para cada E C X. 1.1

Teorema 1.1.11 (Carathéodory) Seja p* uma medida exterior sobre X. Entdo a
colecdo N de todos os conjuntos p* — mensurdveis é um o — algebra. Além disso,
a restri¢cdo de p* a colegdo N é uma medida completa.
Demonstracao: Ver [14], pag. 29.

Um caso especial de medida exterior sobre um espaco métrico. Considere
X = (X, p) um espaco métrico, onde p(A, B) = min{p(x,y) : + € A,y € B} para
conjuntos A, B C X dados. Para mais detalhes, veja Folland [14].

Definicao 1.1.12 Dizemos que p* é uma medida exterior métrica sobre X se p* é uma
medida exterior e satisfaz

p (AU B) = pu*(A) + p*(B) para todos A, B C X dados com p(A, B) > 0.

A respeito de Borelianos, temos.

Proposicao 1.1.13 Seja p* uma medida exterior métrica sobre X. Entdo cada conjunto
boreliano de X é j*—mensurdvel.

Demonstracao: Ver [14], pag. 349.

No que segue, vamos denotar o didmetro de um conjunto A por diam(A), ou seja,

diam(A) = max{p(z,y) : z,y € A}.
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Um caso especial de medida exterior métrica, e que desempenha um papel muito
importante no contexto dos espacos de Variacao Limitada, é a medida de Hausdorff.
Para definirmos essa medida, observamos inicialmente que a Proposi¢do 1.1.9 implica
que HP° : P(X) — [0, +0o0], definido por

HPO(A) = inf {Z(dmm : AC U B;, diam(B;) < 5}

j=1

¢ uma medida exterior para cada p > 0 e § > 0 dados, onde o infimo é tomado sobre
todos as coberturas | J;Z, B; de A pelos conjuntos B; C X, com a convengéo de que
inf @ = oo.

Quando passamos ao limite em 6 — 0, obtemos.

Proposicao 1.1.14 Seja p > 0. Entdo a fungdo H? : P(X) — [0, 400, definida por
HP(A) = lim HPO(A), A€ P(X),
6—0
¢ uma medida exterior métrica.

Demonstracdo: Desde que HP° é uma medida exterior, segue da Proposicdo 1.1.9
que HP é uma medida exterior também. No que segue, vamos concluir que H? é uma
medida exterior métrica. Considere A, B C X tal que p(A, B) > 0. Seja {C;} uma

cobertura de AU B tal que
diam(C;) <0 < p(A, B), Vj € N.

Entdio C;NB=@ouC;NA=2oquenolevaa

> (diam(Cy))" > HP(A) + H*(B)

J=1

apds passar ao infimo em tais coberturas. Novamente passando ao infimo, obtemos

HPP (AU B) > HPP(A) + HP°(B) para todo § > 0.
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Portanto, fazendo § — 0, obtemos
HP(AU B) > HP(A) + HP(B).

Agora, lembrando que H” é uma medida exterior, temos a desigualdade contraria.

Isso conclui a prova. [

Uma consequéncia imediata das Proposicoes 1.1.13 e 1.1.14, temos que a
restricio de H? aos conjuntos Borelianos é uma medida, que ainda denotaremos
por H?. Essa medida restricdo é chamada de medida de Hausdorff p-dimensional.

De volta a uma medida geral.

Definicdo 1.1.15 Considere (X, M) um espaco mensurdvel e pi,v : M — [0, +00]
duas medidas. Dizemos que uma medida v é absolutamente continua com respeito a
medida y, e denotamos isso por v < u, se para cada E € M com u(E) = 0 tivermos
v(E) =0.

Refinamos a definicdo de medida para incluir medidas com valores negativos.

Definicao 1.1.16 (Medida com sinal) Considere (X, M) um espago mensurdvel. Di-

zemos que uma medida com sinal é uma fungdo p : M — [—o00, +00] tal que:

i1) p assume no mdximo um dos valores 400 ou —oo,

i1i) para cada cole¢do enumerdvel {E;} C M de conjuntos disjuntos dois a dois temos

n(J Ba) =) u(E).

Adicionalmente, dizemos que p ¢ uma medida com sinal real ou medida real

se ela ndo assumir nenhum dos valores +o0o.

Generalizando o conceito de medida real.

Definicao 1.1.17 (Vetor Medida) Considere (X, M) um espago mensurdvel. Dizemos
que um vetor medida é uma fungdo p : M — RY tal que:
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iii) para cada cole¢do enumerdvel {E;} C M de conjuntos disjuntos dois a dois temos
p(lJ En) =D wE).
n=1 n=1

Como consequéncia imediata da definicdo (1.1.16), temos que toda medida é uma
medida com sinal e para enfatizar as medidas, como definidas na Definicdo (1.24),
vamos a referir a elas como medidas positivas.

Um exemplo de medida real.

Definicao 1.1.18 Considere X um espago topoldgico. Dizemos que uma medida real
cujo dominio é B(X) é uma medida de Borel real.

Assim, podemos definir “conjuntos com sinal”.

Definicao 1.1.19 Dizemos que um conjunto E € M é positivo (respectivamente nega-

tivo, nulo) para y se

w(F)>0(<0,=0)VE € Mtalque F C E.

Isso nos permite definir.

Definicao 1.1.20 Considere (X, M) um espaco mensurdvel e i, v duas medidas com
sinal. Dizemos que y e v sGo mutuamente singulares (ou v é singular com respeito a i),
e denotamos isso por v 1 p, se existirem dois conjuntos A, B € M tais que X = AU B,

A é nulo com respeito a medida . e B é nulo com respeito a v.

Definicao 1.1.21 Considere (X, M) um espago de medida. Dizemos que um enunciado
é verdade em quase todos os pontos x € X ou para quase todos os pontos (q.t.p) z € X,
se for verdadeira, exceto para x em algum conjunto de medida nula.

Com o objetivo de definir integrabilidade de uma funcao, vamos definir funcéao

mensuravel.

Definicdo 1.1.22 Considere (X, M) e (Y, N') espagos mensurdveis. Dizemos que uma
fungdo f : X — Y é (M, N) — mensurdvel ou simplesmente mensurdvel, se

f(E) € Mparatodo E € N.
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Como uma consequéncia dessa definicio, temos que uma funcdo f : X — R é
M — mensurdvel se ela for (M, Bg) — mensurdvel, onde Bz = {E CR: ENR € Br}
¢é a o-algebra de Borel.

Um exemplo de funcdo mensurdvel é a funcdo caracteristica Xg : X — R de
um conjunto £ C M,

1 sexe L,
xe(z) =
0 sex¢E.

Uma combinacao linear finita de funcdes caracteristicas de elementos de M é
dita ser uma funcéo simples (mensurdvel) em X.

No que segue, vamos considerar que (X, M, ;) seja um espaco de medida e
denotar o espago das funcdes ndo negativas mensurdveis por LT = {f : X —

[0, +00] : f € M — mensurével}.

Defini¢ao 1.1.23 Seja ¢ € Lt uma fungao simples tal que ¢ = >

i1 ajXE; com

X =j_, Ej(unido disjunta), definimos a integral de ¢ por

/¢du = i@ju(@)

com a convengdo de que 0.co = 0.

Para fungdes f € L*.

Definicao 1.1.24 Para f € L, definimos

/fdu:sup{/ ¢du:0§¢§f,¢ésimples}
X X

E de forma geral.

Definicao 1.1.25 Dizemos que uma fun¢do f mensurdvel é integrdvel se pelo menos

/Xerduou/deu

for finita. Nesse caso, a integral de f é dada por

/deuZ/Xﬁdu—/deu,

uma das integrais
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onde

fH(z) == max(f(2),0) e f(z) := max(—f(z),0)
sdo as partes positiva e negativa de f, respectivamente.

Em particular, temos que f integravel se, e somente se, [ |f|du < +oo. Em

consequéncia disso, denotaremos por
LNX, )= LY(p) = LNX) :={f: X = (X, M, ) — R : f é integravel}

e observar que esse conjunto é um espaco vetorial real com as operagdes usuais sobre

func¢des. Assim podemos definir as funcdes p integraveis.

Definicao 1.1.26 Sejap € R com 1 < p < oo. Dizemos que uma fung¢do mensurdvel f
é p-integrdvel se | f|P € L'(u). Em consequéncia disso, denotaremos

LP(X) := {f é mensurdvel : |f|’ € L'(X)},
para p = oo
L>®(X) := {f é mensurdvel : |f(z)| < C q.t.p em X, para alguma constante C}.

Estamos em condi¢oes de enunciar o Teorema de Radon-Nikodyn.

Teorema 1.1.27 (Teorema de Radon-Nikodyn) Sejam v uma medida com sinal o-
finita e ;» uma medida positiva o-finita sobre (X, M). Entdo existem medidas positivas
o-finitas e ps em (X, M) tais que

v=pn e com pig L p,o pig Lv
Além disso, existe uma funcdo integrdvel f : X — R tal que

wi(E) = / fduy para todo E € M
E

e esta decomposigdo € tnica, ou seja, se

/fdi/ = / gdv, entdo f = g q.t.p
E E

Demonstracao: Ver [20], pag. 122, [14], pag. 90.
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Uma consequéncia.

Corolario 1.1.28 Sejam ;. uma medida positiva sobre (X, M), g € L*(u) e

i (E) = / gdp, E € M.
E

Entao
1| (B) = / gldu, E € M.
F

Demonstracao: Ver [20], pag. 125.
Para finalizar essa sec¢do, vamos voltar as medidas com sinal para mostrar que

elas podem ser escritas como a diferenca de duas medidas positivas.

Teorema 1.1.29 Seja p uma medida real sobre um espaco mensurdvel (X, M). Entdo,
existem conjuntos disjuntos X+, X~ € M tais que X = X+t U X~. Além disso, para
todo A € M temos

PANX")<0epu(ANX*) >0.

Demonstracao: Ver [4], pag. 176.
Uma consequéncia.

Corolario 1.1.30 Assume as hipdteses do teorema anterior e considere u+ e p~ defini-
das por
p(A):=pu(AnX)ep (A) = —pu(ANX")para A e M.

Entdo it e u~ sdo medidas positivas. Além disso, p = p* — p~.
Demonstracao: Ver [4], pag. 176.

Definicao 1.1.31 Definimos a variagdo total de uma medida real ;i como sendo a me-

dida |p| dada por |u| = u* + p~ e a variagdo de p como ||u|| = | (X).

Generalizando o conceito de variacdo total para um vetor medida.

Definicao 1.1.32 Definimos a variagdo total de um vetor medida como sendo a medida
|ie|, dado por
|| (E) := sup {Z u(E;)| : E; € M disjuntos, E = | E} ,

i=1 i=1

para cada E C M.
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Teorema 1.1.33 (Teorema de decomposicao de Jordan) Se ;1 é uma medida com
sinal, entdo existem tinicas medidas positivas e u~ tal que = put — p~.

Demonstracao: Ver [14], pag. 87.

1.2 Medidas de Radon

Nesta secdo, vamos definir uma medida de Borel especial, a medida de Ra-
don, e apods rever e apresentar varios resultados, vamos enunciar o Teorema Riesz-
Alexandroff que mostra um isomorfismo isométrico entre tais medidas e o dual to-
polégico do Cy(€2). Nesse sentido, vamos considerar em toda essa secdo X como
sendo um espago de Hausdorff localmente compacto, a menos que se faz necessario
condicoes adicionais que serdo enunciadas.

Inciamos com alguns fatos bdsicos de Andlise.

Definicao 1.2.1 (Espaco Cy(X)) Dizemos que f é nula no infinito se para cada ¢ > 0
o conjunto {x : |f(x)| > €} é compacto e denotamos o conjunto de tais fungdes por

Co(X) ={f € C(X) : f € nula no infinito}.

Um outro conjunto importante.

Definicao 1.2.2 Considere f : X —— R sendo uma func¢do continua. O suporte de f,
que serd denotado por supp(f), é definido como

supp(f) ={z € X : f(z) # 0}

Co(X)={f € C(X) : supp(f) é compacto}.

E bem conhecido que tanto Cy(X) e C.(X) sdo espacos de Banach com as

operacoes usuais de fun¢des e normas uniformes.

Teorema 1.2.3 Para 1 < p < oo, 0 espago C.(X) é denso em LP(11) na norma de LP(p).

Demonstracao: Ver [20], pag. 68.

O lema importante.
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Lema 1.2.4 (Lema de Urysohn) Seja K C U C X, onde K é um compacto e U é um
conjunto aberto. Entdo existe uma fungdo f € C(X,[0,1]) talque f =1em Ke f =0

fora de um subconjunto compacto de U.

Usando esse Teorema clédssico, podemos provar a préxima Proposicao.

Proposicao 1.2.5 O espaco C.(X) é denso em Cy(X).

Demonstracdo: Vamos mostrar inicialmente que WH'”OO C Co(X). Seja
VRS m”'”m. Entdo existe (f,) C C.(X) tal que f, converge uniformemente a
f € C(X), isso é, para cada ¢ > 0 existe ng € N tal que || f, — f||co < € for all n > n,.
Dai, |f(z)| < € para todo = ¢ supp(f,) e portanto f € Cy(X).

Por outro lado, se f € Cy(X), vamos construir uma sequéncia (f,) € C.(X) tal

que f, — f uniformemente. De fato, para cada n € N dado, o conjunto
1
Ko={z:|f@)] 2 -} c X

¢ compacto. Assim, pelo Teorema de Urysohn 1.2.4, existe g, € C.(X) satisfazendo
0<g,<1leg,=1sobre K,.

Definindo f,, = g, f, n € N, temos que f, € C.(X), pois g, e f sdo continuos, e

supp(fn) = supp(gnf) C supp(gn) N supp(f) C supp(gn).

Assim,

1o = flloo = llgnf = flloc < lgn — Ulscll flloc < 1/n

0 que mostra que f,, — f uniformemente em X. [ |

Definicao 1.2.6 Considere X um espago topoldgico e E C X. Uma parti¢do da unidade
sobre E é uma cole¢do {h, }aca de fungoes em C(X, [0, 1]) tal que:

e cada x € X tem uma viginhang¢a na qual, exceto uma quantidade finita, todas as
demais fungbes h., sdo identicamente zero.

® > caha(z) =1paracada x € E.

Ainda dizemos que a partigdo da unidade {h,,} estd subordinada a uma cobertura aberta
U de E se para cada o € A existir um conjunto U € U com supp(h,) C U.
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Um exemplo importante de Particdo da Unidade subordinada a uma cobertura
aberta.

Proposicao 1.2.7 Sejam K um subconjunto compacto de X e {U;}} uma cobertura
aberta de K. Entdo existe uma particdo da unidade em K subordinada a cobertura

{U;}} consistindo de fungbes com suporte compacto.

Demonstracao: Ver [14], pag. 134.
Agora estamos em condicdo de definir e apresentar algumas fatos sobre Medi-

das de Radon.

Definicao 1.2.8 (Medida Regular) Considere E' um conjunto boreliano em X. Dize-
mos que u ¢ uma medida regular se ela é regular exterior e interior, isso €, para cada E

vale:

(1) (regular exterior)

w(E) =inf{u(U) :U D E, U é aberto }

(ii) (regular interior)

pu(E) =sup{u(K): K C E, K é compacto }.

Essa definicdo nos permite definir.

Definicao 1.2.9 (Medida de Radon) Dizemos que uma medida de Borel sobre X que
é finita sobre todo compacto, regular exterior sobre todo boreliano e regular interior

sobre todo conjunto aberto é uma medida de Radon.

Uma aproximacdo por funcdo continua de suporte compacto de uma funcdo men-

suravel.

Teorema 1.2.10 (Lusin) Sejam p uma medida de Radon sobre X e f : X — R uma
fungdo mensurdvel tal que {x : f(x) # 0} tem medida finita. Entdo, para cada € > 0
dado, existe ¢. € C.(X) tal que

{z: ¢.(x) # f(x)} tem medida menor que .

Adicionalmente, se f é limitada podemos escolher ¢, tal que

ol < [1£1]
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Demonstracao: Ver [4], pag. 115.

Como uma consequéncia do Teorema da Decomposi¢do de Jordam, podemos definir.

Definicao 1.2.11 (Medidas de Radon real) Considere B(X) uma o —dlgebra de Bo-
rel. Dizemos que uma medida de Radon real é uma medida de Borel real cujas variagbes
positiva e negativa (ou seja, medidas positivas) sdo medidas de Radon.

Com o objetivo de enfatizar as propriedades das medidas de Radon sobre X,

dependendo da estrutura topoldgica de X, vamos denotar por:

e M(X) o espago das medidas de Radon real quando X é um espaco de Haus-

dorff localmente compacto,
e M(X) o espago das medidas de Radon real quando X é compacto.

Para enunciarmos o préximo Teorema, vamos considerar um funcional linear
positivo I sobre C.(X), isso é, (I, f) > 0 para todo f > 0. Denotaremos o conjunto
de tais funcionais por (C.(X )): Além disso, vamos denotar por M*(X) o conjunto
das medidas de Radon positivas.

Assim, defina a aplicacdo

*
+

1 MH(X) = (C(X)
w—S(p)=1:C(X)—R

Fotrn)= | g

O préximo Teorema mostra que a aplicacdo S esta bem definida.

Teorema 1.2.12 Seja I um funcional linear positivo sobre C.(X). Entdo existe uma
tnica medida de Radon p (n € M™(X)) tal que

(I,f)= /deupara cada f € C.(X). (1.2)

Além disso, p satisfaz:
D wU)=sup{{I, f): feCX), f<U} paracada aberto U C X.

i) u(K)=inf{(Il, f): f € C.(X), f > xx} para cada compacto K C X,
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onde xx denota a func¢do caracteristica em K e f < U denota o conjunto das fungées
0 < f <1comsupp(f) C U sempre que U for um abertoem X e f € C.(X).

Demonstracao: Vamos provar inicialmente a unicidade. Sejam ; uma medida de

Radon tal que (1.2) valha e U C X um aberto. Entao
(I, fy < p(U) paratoda f < U. (1.3)

Por outro lado, se K C U é um compacto, entdo pelo Lema de Urysohn (1.2.4),

existe f € C.(X) tal que f < U e f =1 sobre K, ou seja,

AXK=MKn;£ﬂm=UJy 1.4

Desde que i € uma medida de Radon, entéo p é regular interior sobre U. Assim,
tomando o supremo sobre todos os compactos X C U e usando (1.4), obtemos

u(U) < (I, f) o que junto com (1.3) nos leva a obter
w(U) =sup{{I, f): f e CAX), f<U}, (1.5)

para cada aberto U C X. Deste modo, i € determinada por [ sobre todos os con-
juntos abertos e, portanto, sobre todos os conjuntos de Borel, devido a regularidade

externa, i.e., para cada subconjunto Boreliano £ C X
p(E) =inf{u(U) : U D E,U é aberto}. (1.6)

Agora, assuma que existam duas medidas u, A € M(Q2) com p # A tal que

<Lﬂ=Lﬁm=Aﬂm
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Dai, tomando o supremo para as funcoes f € C.(X) tal que f < U, segue de (1.5),

M(U)Z{/Qfdu:fe(?c(X%f<U}

{/Qfdn:fecc<X>,f<U}

n(U).

Logo, pela regularidade exterior de p, isso €, da propriedade (1.6), obtemos que
u(E) =n(E), VE € X,

ou equivalentemente, ;1 = 7 0 que € um absurdo.

No que segue provaremos a existéncia de u. Defina
w(U) =sup{(l, f) : f € Ce(X), f < U} (1.7)
para cada conjunto aberto U dado e p* por
p*(E) =inf{u(U) : U D E, U é aberto} (1.8)

para cada E € X arbitrdrio. Assim, segue das definicoes que p(U) < u(V)seU C V
e u*(U) = u(U) se U é aberto.

A estratégia para o resto da prova da existéncia é mostrar as trés afirmacgoes
abaixo:
(a) 1 é uma medida exterior. De fato, mostraremos primeiro que se {U;} é uma

sequéncia de abertos e U = (J;Z, U, entéo

wl) < Zu(Uj)

Sejam U = |J;2, Uj, f € C(X), f < U e K = supp(f). Desde que K é compacto,
temos

K C U U,, para algum n finito,

Jj=1
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e assim pela Proposicdo 1.2.7, existem ¢, --- , ¢, € C.(X) comg; < U; e Z;;l gi=1
sobre K.
Portanto, temos que [ = Z;‘:l fg;, fg; < U,. Assim, segue da definicdo de

(ver 1.7) que
(L) =Y (I fap) <> uU;) <> ulUy),
=1 j=1

=1

vale para toda f < U, ou seja,
p(U) < uUy),
j=1
isso €,

inf {ZM(UJ-) :U; é abertoe E C U Uj} >inf{u(U):U é abertoe E C U},
j=1 j=1
(1.9
para todo E C X.

Por outro lado, desde que U = |J;Z, Uj, entdo U; C U e assim pu(U;) <

pn(U),¥j € N, ou seja,
> ;) < u(U)
j=1

o que nos leva a

inf {ZM(UJ) :Uj € abertoe E C U Uj} <inf{u(U):U é abertoe E C U},
=1 j=1
(1.10)
para os conjuntos U D E.

Assim, das desigualdades (1.9) e (1.10) temos

p*(E) =inf{u(U) : U D E, U é aberto}

= inf {ZN(UJ») :U; é abertoe E C U Uj}
j=1

=1

o que define uma medida exterior por (1.1.9).

(b) Todo conjunto aberto é ;*—mensuravel. Em particular, ., é regular exterior
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e satisfaz (i). E suficiente mostrarmos que para cada conjunto aberto U/ dado vale
p(E) Z p (ENU) +p (ENU)

para todo subconjunto £ C X com p*(F) < oo.
Primeiro suponha que E é aberto, entdo £ N U é aberto. Assim, segue pela

definicdo de ;» dado em (1.8) que para cada ¢ > 0 dado existe um f € C.(X) tal que
f<EnUe(lf)>uENU)—e

Além disso, F \ (supp(f) é aberto e portanto existe um g tal que

g = E\supp(f)e(l,g) > u(E\ supp(f)) —e.

Dai, obtemos que

0< f+g<1lesupp(f+g) Csupp(f)nsupp(g) C E,

isso é, f +¢ < E. Como uma consequéncia desse fato e de supp(f) C UNE, obtemos

que

p(E) = p(E) = I1(f) + 1(g) > p(ENU) + u(E\ supp(f)) — 2
> p(ENU) +p(E\U) — 2€

> (ENU)+p (E\U) — 2

para cada ¢ > 0 dado. Isso nos leva a desigualdade desejada, fazendo ¢ — 0.
Para o caso geral, dados um conjunto arbitrdrio £ C X com p*(E) < oo e
e > 0, segue de (1.8) que existe um aberto V' D E tal que u(V') < p*(F) + €. Assim,

aplicando o primeiro caso ao aberto V, segue

pw(E)+e>u(V)=p (V)2 (VNU)+p (VU

> (ENU)+p(ENUY)
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o nos leva a desigualdade afirmado, fazendo ¢ — 0. Isso completa a prova da
afirmacao.

Como qualquer aberto U C X é p*—mensuravel, concluimos pelo teorema de
Carathéodory (1.1.11), todo conjunto de Borel é p*—mensurdvel e que p = p*|p,
¢ uma medida de Borel (a notacdo é consistente porque p*(U) = p(U) para cada
U aberto). Como consequéncia disso, temos que a medida p é regular exterior e p
satisfaz (i), devido a sua definicdo dada em (1.7).

Para finalizar a prova do Teorema, resta apenas mostrar que a medida p é finita
para todo conjunto compacto K C X e regular interior sobre conjuntos abertos. Para
mostrar isso, vamos provar as duas afirmacoes abaixo.

(¢) A medida ;. satisfaz (i7). Considere KX C X um conjunto compacto e f uma
funcdo em C.(X,[0,1]) tal que f > xx. Assim, dado ¢ > 0, segue que o aberto

U = {z: f(r) > 1—¢} étal que U. D K. Portanto, dado g < U,, segue que

1{5 — g > 0em X o que implica

devido a linearidade positiva de 1.

Entdo, pela arbitraridade de g < U, e a definicdo de u(U,), temos

(1, f)
<
) = 77
isso é, fazendo ¢ — 0 obtemos
u(K) < (I, f) paratoda f € C.(X;[0,1]) com f > xk-. (1.11)

Por outro lado, dado um conjunto aberto arbitrario U D K, segue pelo lema de

Urysohn que existe g € C.(X, [0, 1]) tal que g > xx e g < U. Assim, segue de (1.11)
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e da definicdo de u(U) que

u(K) < (I,g) < p(U) para toda f € C.(X;[0,1]) com f > xx.

Desde que p € regular exterior (veja item (b) acima), segue das desigualdades acima

que

p(K) <inf{(l, f) : f € C.(X;[0,1]) e f > xk}
= inf{u(U) : U é abertoe U D K} = pu(K)

o que mostra a afirmacao (ii). Isso completa a prova da afirmacéo.

Consequéncias da afirmacdo provada, isso é, da validade do item ii):

e a medida u é finita sobre conjuntos compactos. De fato, dado um compacto
K C X, segue Lema de Urysohn que existe uma ¢ € C.(X, [0, 1]) tal que ¢|x =

1, isso é, ¢ > xx o que nos leva a u(K) < (I, ¢) < oo,

e a medida p é regular interior sobre conjuntos abertos. De fato, seja U um sub-
conjunto aberto de X e o € R tal que o < u(U). Portanto, segue da definicao
de u que existe uma f < U tal que (I, f) > «, ou seja, existe f é tal que

K =supp(f) CU, xxk > fe(l,f) > a.

Dado g € C.(X) tal que g > xk, segue da escolha de f que g — f > 0, isso é,
(I,g) > (I, f) > a. Assim, passando ao infimo sobre tais g, segue da desigual-
dade acima e de ii) que

w(K) > a. (1.12)

Pelo Lema de Urysohn existe h < U tal que h|x = 1, isso é, (I,h) > u(K).

Assim, segue dessa desigualdade, usando o item (7) j& provado, que

pU) = (I h) = p(K).

Portanto, isso juntamente com (1.12), nos leva a obter que o < u(K) < u(U),

ou seja, p € medida regular interior sobre U.

Finalmente, falta apenas provarmos que
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(d) (I, f) = [y fdp para cada f € C.(X). E suficiente demostrarmos que

(1.4) = | sduparatodo f € C.(X.[0.1),

Considere f € C.(X,[0,1]). Dado N € N, defina

K;={x: f(x) > %} e Ko = supp(f)

para 1 <j < N. Assim, temosque Ky C --- C K; C K;_; C--- C K; C K.
Agora, definindo fi,--- , fy € C.(X) por

;

0 sex ¢ Kj_q,

fil@) =\ f@) = 5 sew € Ki\K,

Nt sex € Kj,
\
observamos que
f‘(ﬁﬁ):i>XstexeK
! N~ N 7
J—1 J—1 _ XK.
fa(l’):f(fU)—Tﬁl— N < N sex € K1\ Kj.

(1.13)

isso é,
1
NM(XKJ-) < / fidu < p(xk,_,)-
X

A seguir, relacionamos as medidas dos compactos K; e K;_; com (/, f;). Desde

que N f; € C(X,[0,1]), segue de (1.13) que

XK]' S Nf] S XK]'—I'
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Quanto ao compacto K, segue de ii) que
u(K;) < (I N f5), (1.14)

para todo Nf; € C.(X) com Nf; > xi,. Quando ao compacto K;_ ;, dado um

conjunto aberto U D K;_; temos N f; < U, e assim segue de i) que

(I, N f;) < u(U),

para todo Nf; € C.(X) com Nf; < U. Logo, tomando o infimo na desigualdade

anterior, segue da regularidade exterior de ¢ em K;_; que
(I, Nf;) < u(Kj-1). (1.15)

Portanto das desigualdades (1.14) e (1.15) segue que

1 1
NN < (I, f;) < XK (1.16)
Desde que
N
F=>f
j=1
segue (1.16) que
N 1 N-1
N O HG) < [ Fdes D7 (),
Jj=1 7=0
e
1N | N
NZM(KJ) <(I,f) < N 2 p(K;),
Jj=1 7=0
valem. Ou seja,
(I, f) —/ fdu| < (Ko) ]_VM(KN) < N(Su%g(f)) para todo N € N
X

o que nos leva a concluir a prova do Teorema. [
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No que segue, vamos estender o Teorema anterior para o caso de funcionais e
medidas reais. Para isso, primeiramente, vamos definir as operacoes soma e produto

em M(X) por
(i) soma: (1 + p2) (B) = u(E) + jia(E),VE € B(X),
(7i) produto: (Au)(E) = A\u(E),VE € B(X)e XA € R.

Nesse caso, temos.

Teorema 1.2.13 M(X), com a soma e produto acima, é um espago vetorial. Além
disso, ||u|| = |u|(X) é uma norma sobre M(X), onde |u|(X) é a variagdo total da
medida.

Demonstracao: Ver [14], pag. 222.
O Préximo Lema mostra que podemos escrever um funcional com a diferenca
de dois funcionais positivos.

Lema 1.2.14 Seja I € (Cy(X))". Entdo existem funcionais positivos I, I~ € (Co(X))"
talque I = It — 1.

Demonstrag¢do: Dado I € (Cy(X))", defina
(I, f) = sup{(l,g) : g € Co(X,R),0 < g < f} para cada f € Cy(X,, [0, +00))

que estd bem-definido, pois [(/,g)| < |I|[|lg]] < ||I]|||f|| para todo 0 < g < f e é
positivo, pois (IT, f) > (1,0) = 0.

No que segue mostraremos que /* é "linear” para f > 0. Primeiro, observamos
que segue diretamente da definicdo que (/" ,cf) = ¢(IT, f) se ¢ > 0. Além disso,

dados f1, f2 € Co(X, [0,4+0)), segue novamente da definicdo de I+ que

(IT, fi+ fa) > (I fi) + (I, fa). (1.17)

Por outro lado, dado g € Cy(X,[0,4+00)) com 0 < g < f; + fo, Seque que g; :=
min{g, fi} € go := g — g1 satisfazem 0 < ¢; < f; e 0 < g5 < f» e assim obtemos da

definicdo de I* que

<]7g> = <[7gl> + <1792> < <I+7f1> + <[+7f2>‘
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o que nos leva, apds passar ao supremo, a desigualdade
(I* fut fo) <(TF f) + (7, o). (1.18)
Portanto, das desigualdades (1.17) e (1.18) concluimos que
(I fit fo) =17 f) + (I, fo).
Para finalizar a definicdo de I, considere f € Cy(X,R) tal que
(I, f) =T f7) = (I ),

onde as fungdes partes positiva e negativa [T, f~ € Cy(X,[0,00)). Provemos agora

que [T é linear.

e A linearidade de 7. De fato, sejam fi, fo € Co(X,R) e f = fi + f», entdo
fr=f=f-H+hL-1f,
isso &,
(I5 )+ )+ (I fy ) = )+ (I D) + (I f),
e portanto
(I f) = I )y = (I A0 = I )+ (I ) = I fy),

que nos a prova da afirmacao.

e A continuidade de I". Segue de
(I, )] < max{(I, f7), (I, f7)} < | [fmax{[| £ [1£7 1= IZNA]

e, em particular, ||I7| < ||I]].

Finalmente, definindo /= = I* — I, obtemos que I~ € (Cy(X))" e ¢ positivo
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também. Isso termina a prova do Lema. [

Para enunciarmos o préximo Teorema, vamos definir a seguinte aplicacdo
T: M(X)— (Co(X))"
p—T(p) :=1:Co(X)—R

fo ) = /X fdu. (1.19)

O proximo Teorema mostra em particular que essa aplicacao esta bem definida.

Teorema 1.2.15 (Teorema de Representacao de Riesz-Alexandroff) A aplicagdo T
dada acima é um isomorfismo e ||T(u)|| = ||I|| = |||| para cada p € M(X).

Demonstracao: Para prova desse teorema vamos a seguir as seguintes etapas
Afirmacao 1: A aplicacdo T estd bem definida, ou seja, para cada u € M(X) dado,
a aplicagdo T'(1u) € (Co(X))". De fato, dado y € M(X) defina

(J.f) = /X fdu, Vf € C(X).

Assim, J ¢é linear pela linearidade da integral. Em seguida, vamos mostrar que .J
¢ continuo se, e somente se, 1 € uma medida finita. De fato, segue do Teorema

(1.2.12-7), que

u(X):sup{/deu:fecc<X), os;‘g},

e desde que

[ | < [ 1t < 171 [ s para toda 1 € (),
X X X
obtemos dessas informacoes que
ux) < sw{| [ san: 11 =1} < i),
X

isso é

1]} = p(X).
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Portanto, |(J, f)| = | [y fdu| < [|f]n(X) é satisfeito se, e somente se, X tem
medida finita. Concluindo que J é um funcional linear continuo sobre C.(X) se x é
uma medida finita.

Do Teorema 1.2.5, temos que C.(X) é denso em Cy(X ) na norma do supremo.
Assim, o operador J é densamente definido (WH'H“ = Co(X )) Entdo existe um

operador J € (Cy(X))" tal que

() = /X Jdu¥f € Cu(X).

Novamente, da densidade do espaco C.(X) em Cy(X), dado f € Cy(X) existe
(fn) C Co(X) tal que ||f, — f]lo — 0 e da desigualdade

[Tofu) = (T = 1T o = OIS TN = Flloo,

obtemos

isso é

X

n—oo

Agora vejamos que (f,) C C.(X) satisfaz as hipdteses do Teorema da Con-
vergéncia Dominada. Com efeito, f,, C L'(u) converge a f € Cy(X) q.t.p em X

e

‘ / fdu‘ < fulleont(X) < Cp(X),

para alguma constante C' > 0, pois || f, — f|l« — 0.

Portanto,

(.5 =t [ fdu= [ sin=@n.5)
X X

isso é T'(u) = J € (Co(X))" 0 que mostra a afirmacfo 1.

Afirmacdo 2: A aplicacfio 7' é sobrejetiva, ou seja, dado I € (Co(X))", existe p €
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M(X) tal que I = T'(u), ou seja,

%ﬂzéﬁmwe%@)

Vamos considerar 2 casos:
Caso 1: O funcional linear I/ é positivo sobre Cy(X). Nesse caso, a restricdo .J, :=
I|¢,.(x) também € um funcional linear positivo em C,(X). Assim, existe pelo Teorema

1.2.12 uma tnica medida Radon y tal que

(i, f L/ﬂ%erO()

Portanto, segue da prova da Afirmacdo 1 que / = T'(u). Isso mostra que 7' é
sobrejetiva.
Caso 2: O funcional linear I € (Co(X ))>k € ndo-necessariamente positivo. Nesse caso,
desde que / é um funcional linear limitado sobre C(X), segue do Lema 1.2.14 que
existem funcionais lineares positivos /™ e I~ sobre Cp(X) taisque I = [T —]~. Assim

pelo Caso 1 acima, existem medidas de Radon p; e ps tais que

(L f) = {17 ) = (I
/fmu /fMQ
= [ fam =)
= [ fdn = (). ). 5 € Col),

onde y := u; — p2 € uma medida de Radon. Isso termina a prova da Afirmacéo 2.
Afirmacao 3: A aplicacdo 7' é uma isometria (em particular, 7" é injetiva). De fato,

primeiro temos que

fdu’ S/ [Fldp < [ f ool (X < N Fllool (X)) = N1 lloclal],
X X

para todo f € Cy(X) e assim, obtemos
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Por outro lado, considerando i = dyu/d|pu| entdo h = 1, segue que pelo Teorema
de Lusin 1.2.10 que para cada ¢ > 0 dado existe f € C.(X) talque ||f|| =1e f=h

exceto em um conjunto £ C X com |u|(E) < €/2. Assim,

loll = [ it < | [ ga | [ (7= nyan
X X X

<\[ sanl+|[ - h)du‘ - h)du‘
X X\E E

< | [ fdu|+2Aul(E)
X

< |l +e.

Portanto das desigualdades anteriores, obtemos ||u|| = ||/||, mostrando assim a

afirmacdo 3. Portanto das afirmacdes 1,2 e 3 concluimos que a aplicacdo 7' é uma

isomorfismo isométrico. [ |

Como uma consequéncia do Teorema de Riesz-Alexandroff para o caso escalar,

obtemos uma versdo para o caso vetorial.

Corolario 1.2.16 Nas condicbes anteriores do Teorema de Riesz-Alexandroff, temos que

T acima é um isomorfo isométrico, onde T é definido como

T: M(X,RY) = Co(X,RY)"
p— T(p):=1:Co(X,RY) =R

N
f= AL f) = 2; /X fidyus (1.20)

e denotamos:
o 1= (pu,piz,- o) € M(X,RY) e py € M(X).

b f: (f17f27"' 7fN) € CO(XaRN)/efi < C()(X)

onde a normas dos espagos M(X,RY), Co(X,R¥)" sdo ||u|| = |u|(X) e || f||c respecti-
vamente.

Demonstracao: A bijetividade é mostrada pelo teorema anterior e para mostrar que

eles preservam normas ver [2], pag. 28. [ |

Ainda no contexto de M(X), temos.
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Definicdo 1.2.17 (Convergéncia em M (X)) Considere uma sequéncia (p,) C M(X)
e i € M(X). Dizemos que

(1) (un) converge fracamente a yu (pu, — 1) se

/ odj, — / wdp para cada ¢ € C.(X)
Q Q

(ii) (pn) converge fracamente* a p (p, — 1) (ou converge vagamente) se
/ odjt, — / wdp para cada ¢ € Cy(X).
Q Q

A relacao entre esses dois conceitos é dado pelo seguinte resultado.

Proposicao 1.2.18 Sejam (u,,) uma sequéncia em M(X) e u € M(X). Entdo

[ = = [y — 1€ Su§|un|(X) < 00.
ne

Demonstracao: Ver [3], pag. 62.

Como uma consequéncia do Teorema 1.2.15, temos.

Corolario 1.2.19 Seja Q) subconjunto compacto de RY. Entdo
T: M(Q) — (C(Q2)*

definido como em (1.19) é um isomorfismo isométrico, isso é, para cada F € (C(2))*
existe uma tnica p € M(Q2) tal que

(F,p) = /Qsodu,

M (£2) estd definido apds a definicdo (1.2.11). Demonstracdo: Ver [19], pag. 310.

Observacao 1.2.20 Pelo coroldrio anterior indentificamos o dual topoldgico de C(f2)
com as medidas de Radon real M (f2), i.e. M(Q2) = (C(2))*.

A partir dos resultados acima, quando dissermos que ; ¢ uma medida de Radon
real, entdo estaremos identificando ;¢ como um funcional linear e continuo definido
sobre C'(€2) se 2 é compacto, isto é, u € (C(2))* e u € (Co(£2))* se 2 é Hausdorff

localmente compacto.
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1.3 Propriedades das Medidas de Radon

Nesse secdo, vamos considerar 2 como sendo um subconjunto aberto e limitado
de RY, a menos que se faca necessdrio condicdes adicionais que serdo enunciadas.
Apresentaremos propriedades do espaco das medidas M (€2), enunciaremos um Te-
orema que mostra uma identificacdo de L'(Q2) como um subespaco de M(Q) e a
partir dele obtemos um resultado muito importante de compacidade em L!(f2). As
principais referéncias utilizadas neste capitulo sado : Folland [14], Brezis [5].

Definamos agora as funcoes p integraveis.

Definicdo 1.3.1 Considere Q) um subconjunto aberto de RY, ndo necessariamente limi-
tado. Denotaremos por L} () com 1 < p < oo, 0 espaco das fungbes u : Q — R tais
que |u|P é integrdvel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K C RY, simbolica-
mente:

Lp

loc

(Q):{u:Qr—>R:/|u\pdx<+oo,VKCQ}.
K
O seguinte teorema € muito importante para nossos préximos segoes.

Teorema 1.3.2 Seja f € L} (). Entdo

loc

1. fe LY Q) < A=sup{[ fg; p € C.(Q), |l¢)l <1} < 0,
2. A=|fll se f € L\ (Q).

Demonstracio: Sejam f € L'(Q) e ¢ € C.(Q) com |||l < 1. Entdo tomando o

supremo para tais funcoes ¢ na desigualdade

| seda < ‘ | feds

4= sup{ [ £ v e, ol < 1} < Ifllo-

< el /K Fldz < [l

obtemos

Por outro lado suponha que A < co. Mostraremos que f € L'(Q) e || f| ;1) < A. De

fato, dado T2l € C.(9) segue direitamente da definicdo de A que
'
/ P e < A, (1.21)
0" [l@lle
isso é,
[ soda] < Aol vo e i), (1.22)
Q
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Seja K C 2 qualquer subconjunto compacto e i) € C.(2) uma funcdo tal que 0 <
p<ley=1emK.
Dada uma funcdo u € L>°(2) arbitrdria, segue do Exercicio 4.25 (Ver [5]) que

existe uma sequéncia (u,) C C.(Q2) tal que
[tunlloo < ||t]loo € up —> w g.t.p em Q.
Assim, tomando u = Sign(f), segue do afirmado acima e (1.22) que

/Qfdzundx /K fupdx

ou seja, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

< < Allunll < A, para todo n,

/ | f|dx < A para cada subconjunto K C ).
K

Desde que (2 é limitado, dado ¢ > 0 existe um conjunto compacto K, C {2 tal
que u(Q\ K,) < € (ver Teorema 1.4.8 [4]). Em consequéncia dessas desigualdades e

da densidade do espaco C°(2) em L'((2), obtemos

1fllr) < If = enllor@) + lenlloi@) < €+ lonllim + [[onllLr k)

<et At [ pids < et A fgallen(@\ K)
A\K
e fazendo ¢ — 0, obtemos
1fllrey < Ae feL(Q).
Isso prova o Teorema. L

O seguinte teorema € importante para mostrar um resultado de compacidade
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em L'(Q). Para fazermos isso, defina

T: LY(Q) — M(Q)
u— T(u): C() - R

f 5 (Tw), f) = / ufda. (1.23)

Q
Assim, temos.

Teorema 1.3.3 A aplicagdo T é uma isometria. Em particular, o espago das fungdes
integrdveis L'(Q2) pode ser identificado a um subespago fechado de M ().

Demonstracao: Basta provar que a seguinte aplicacdo € injetora Por definicao, temos
que
[(T'(w), f)]

1T [ar@y = sup ==
jec@ oo

JF#0
T
Z sup W = HuHL1(Q) (124)

FEC(Q) f#0

Por outro lado, dado v € L'(Q2) temos que

< [ leollullzr (-

(Tw), f)] = \ [ v

Portanto, segue da desigualdade acima que

[(T'(w), f)]

HT(U)HM@) = sup ———— < HUHLl(Q), (1.25)
feC() Hf”oo

e assim das desigualdades (1.24) e (1.25), obtemos

1T (W)l pr@) = Ilullzre), Yu € LH(Q).
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Agora mostremos que a aplicagdo 7' é injetora. Sejam u,v € L*(2).

u=v<u—v=0VvuveL(Q)
= |lu =@ =0
& [T(u) = T@)|[ @ =0

< T(u) =T(v).

Mostraremos agora que T'(L'(92)) é fechado em M (), isto é, dado (u,,) C T(L*(Q))
tal que u,, — u em M (Q) entdo existe v € L'(Q2) tal que T'(v) = u. De fato, como
a sequéncia (u,) C T(L'(Q)) entdo existe (v,) C L'(Q2) tal que T'(v,) = u,,Vn € N.

Além disso (v,,) € uma sequéncia de Cauchy, pois

[on = vmlli@) = [T (0n) = T(0m) sy = ltun = wmll @ — 0,
e isso implica que existe um v € L(Q) tal que v, — v. Por outro lado

lu =Tl ar@) = llv = tn + un =t + i = T(0) || )
< Ju = tnllpr@) + ln = tmll @y + 17 (0m) = T(0) | @

= llu = unllpr) + llun = tmllar) + llom = vl @)-

e fazendo m,n — oo, obtemos u = T'(v). Concluindo assim que T'(L*(2)) é fechado.
Portanto, identificaremos de agora em diante L!(Q2) como sendo um subespaco veto-

rial fechado de M (Q). u

Uma consequéncia imediata do tltimo Teorema e do fato de C(Q).

Corolario 1.3.4 Seja (f,) é uma sequéncia limitada em L' (). Entdo existe uma sub-

sequéncia (f,,) e uma medida de Radon p tal que f,, — 1, i.e.,

/anku — {p,u), Yu € C(Q).

Vejamos algumas propriedades topoldgicas do espaco M (Q).

Teorema 1.3.5 O espaco das medidas de Radon M (Q) ndo é reflexivo e ndo é separdvel.
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Demonstracgio: Desde que L'(Q) ndo é reflexivo e é um subespaco fechado de M (),

segue do Teorema 5.0.1 que M (2) ndo é reflexivo.

Agora, vamos mostrar que M (£2) ndo é separdvel. Seja

5a: C() = R

© = (0o, ) = @(a),

onde a € (). Defina o conjunto

Ou = {f € M(Q): If = bl < 1/2},

o qual é néo vazio pois se f = d, = 0 = [|f — dal|pr@m < 1/2. Assim, temos que

O, C M(Q).
Afirmacao: ©,N 0, = & se a # b. Suponha por contradicdo que 6, N O, # &. Entdo

existe f € M () talque f € ©, e f € O, isso é,

1f = dallar@ < 1/2 € |[f = Ol prmy < 1/2.

o que nos leva a

100 = ol pe@y < I1f = dall ey + I1f = Ol army < 1- (1.26)

Por outro lado, temos

da — Op, o(a) — (b

T I | g 2@ = 20
0eC(Q) |]loo 0eC(Q) lelloo
»#0 p#0

o que implica, por (1.26) e (1.27), que
2 < |00 = Oullpry < 1,

por uma escolha de uma funcdo ¢ com suporte compacto tal que p(a) = 1 e

o(b) = —1.

Portanto, ©, N ©, = & e assim as hipdteses do Teorema 5.0.2 sdo satisfeitas.
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Dai, concluimos que M (Q2) nfo é separdvel, o que prova o Teorema. [
No que segue vamos mostrar a densidade de C:°(Q2) na Topologia fraca* em
M(Q).

Definicao 1.3.6 O conjunto C:°(2) é definido pelas fungées ¢ : Q) — R que satisfazem
as seguintes condigoes:

(i) ¢ € C=(Q),
(7i) ¢ é de suporte compacto.

Teorema 1.3.7 O fecho do conjunto C°(£)), na norma de L*(2), é um conjunto préprio
em M (), isso é, C“(Q)” I C M(Q).

— _

Demonstracdo: Suponha por contradicdo que C°(12) =M (Q2). Portanto, seguiria
I _

do Teorema 1.2.3, isso é, C.7(Q2) - L'(9), que dado p € M(Q) existiria uma

sequéncia (f,,) C C>(Q) tal que || f,, — il ar@ — 0, isso €,
1o = ptlli) = 0= fo — pem LH(Q)

e, em particular, teriamos que x € L'(Q). No entanto, se considerarmos y = §,, com

a € ) definido por
(00, 0) = wla), ¢ € C(Q),

a informacdo acima implicaria que §, € L'(Q).

Isso ndo pode ocorrer. De fato, se existisse uma funcéo f € L], (Q) tal que
| s@plais = pla), vo e oz @), (1.27)
entdo, tomando ¢ € C2°(12) definida por
V(@) = E@)]le —al’, Ve CX(Q), (1.28)
obteriamos de (1.27) que

/f D)z — al> = &@)]la—af? =0, VE € ().
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Dai, aplicando o Lema de Du Bois Raymond, teriamos f(z)||x — al|* = 0 q.t.p
em (2, mostrando que f(x) = 0 q.t.p em ). Mas de (1.27) resultaria que ¢(a) = 0,
YV € C°(52), o que é um absurdo. [

Abaixo, apresentamos uma noc¢do de convergéncia.

Teorema 1.3.8 Dado um pu € M (), existe uma sequéncia (u,) C C=(Q) tal que
Uy — 1, 1850 6,

/Q wnf —> (u, f), Vf € C@Q).

Demonstracdo: Inicialmente, vamos denotar por E o espaco C'(§2) com a norma do

: ~  —o(E*E
supremo e observar que a afirmacdo A (=55

C Bpg- € via identicacgdo pela aplicacao
(1.23). Seja A = {u € C=(Q) : [[ullp0) < 1} € LL(Q). Entdo T(A""") ¢ M(@Q).
Suponha por contradicdo que exista um g ¢ T(ZU(E*’E)) tal que T(ﬁU(E*’E)) NB,, =
0.

E)

Desde que T(ZU(E*’ ) e B, sdo convexos e fechados na topologia o(E*, E),

segue da segunda forma geométrica do Teorema de Hahn-Banach 5.0.3 que existem

um fo € C(2) com fy #0eum « > 0 tal que

*7E)

(s fo) < @ < {po, fo), Vi€ TEAED)),

E*7E)

Em particular, segue de (1.23) que para cada u € T(ZU( ) C T(A), existe um

unico u € A tal que p = T'(u), isso é,

/ ufodr < o < (o, fo), Yu € A. (1.29)
Q

Por outro lado, pelo Teorema 5.0.5, temos que A é denso na bola unitaria de
LY(Q), isso é
At = By o= {u e LNQ) : full e < 1,

o que implica que T'(By1(q)) C M(€). Assim, pelo Coroldrio 5.0.4 e (1.23), temos

I foll = sup {[{, fo)| : b € T(Brio)) }

= sup {/ ufodx :u € BLl(Q)}
Q
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e assim tomando o supremo sobre tais u € A em (1.29), obtemos

[ folle < @ < {pto, fo) < [ folloe

o que é um absurdo. Mostrando que yq € T(ZU(E*’E)), isso é

M@) c T(A"P),

Além disso, desde que £ = C(f2) é um espaco de Banach separavel, segue do

Teorema 5.0.11 que a bola unitaria By é metrizavel. Portanto, de

—o(E*,E)

po € T(A ) C B

logo existe (u,,) C C(Q) tal que T(u,,) — o = T(uo). Assim, pela Proposi¢io 5.0.9,
obtemos
isso €,

/Qunfda: — {uo, f),Vf € C(Q).

Agora estamos aptos a introduzir os Espacos de Variacao Limitada.



Capitulo 2
Espaco de Variacao Limitada

Neste capitulo, vamos aproveitar a Proposicdo 5.1.6 para definir o espago de
variacdo limitada que serd denotado por BV (£2). Observamos que no caso p > 1 essa

proposicdo afirma que

u € WH(Q) «+ 3 C > 0 tal que < Ollell gy Yo € C2(Q2,RY)

2.1)

/ uDivpdr
Q

No entanto, quando p = 1, pode se construir um exemplo de uma funcdo u que

satisfaz

< Oll@lloos Yo € C2(Q,RY),

/ uDivpdr
Q

mas v néo pertence a W1 (2). A partir disso vamos dizer que uma funcio u € L'(Q) é
de variacdo limitada se ela satisfaz (2.1). Na Secdo 2.1 apresentaremos 0s principais
resultados topoldgicos de BV (2) que serdo utilizados nas provas de varios resultados
apresentados no Capitulo 4. Na Secdo 2.2 discutiremos as principais propriedades de
imersdo do espaco BV ({2) em LP(12).

As principais referéncias utilizadas neste capitulo sdo: Ambrosio [2], Attouch [3] e

Lawrence [10].

2.1 DefinicOes e propriedades

Iniciamos com o caso p = 1 da Proposicdo 5.1.6.

Proposicdo 2.1.1 Sejam Q2 C RY um subconjunto aberto e u € L*(f). Consideremos:

43
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(i) uw e WhH(Q),

(1) existe uma constante C' > 0 tal que

/ uDivpdx
Q

(iii) existe uma constante C' > 0 tal que para todo aberto w CC Q) e todo h € RY com
|h| < dist(t0, 0F2), tem-se

< Cllglloo, Vo € CZ(Q,RY),

|Tht — ul[ o) < C|h],
onde tu(x) := u(x + h).
Entdo (i) = (ii) <= (iii). Além disso, temos que C' = ||Vu/|;1(q) em (77) e (iii).
Aproveitando essa Proposicdo, denominamos por BV ({2) o subespaco vetorial,

com as operacdes de soma e produto do L'(Q), das funcbes que satisfaz (ii) acima,

ou seja

BV@%={u€UGDw1wawm

< Cllpllo Vo € 0§<Q,RN>}

e por

ulaviey =sup { [ Divpds: o € CHORY), ol <1}
Q

N
a ) . . . e~ 4 .
onde Divyp = E a(p . Segue imediatamente da defini¢do que | - |gy (o) € uma semi-
L
=1

norma em BV ?2)

Definicao 2.1.2 Dizemos que BV () construido anteriormente é o espago vetorial das
funcoes de variagdo limitada.

Para enunciarmos o préximo teorema, relembramos que M(Q, RY) é o espaco
das medidas de Radon que é isomorfo ao espaco produto M(Q)" e de acordo com

esse isomorfismo,

e MQRY) & =, -, py) comp € M(Q), i=1,--- N,

Teorema 2.1.3 Seja 2 um subconjunto aberto de RY. Entdo sdo equivalentes:

(1) uwe BV(Q),
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(ii) uw € LY(Q2) e Du € M(Q,RY). Em particular € M(Q) para todo i =

ou

8ZEZ‘
1,---, N, onde g—; ¢ a derivada direcional de u no sentido distribucional,

(ii7) uw € LY () e ||Dul| := sup{(Du, ) : ¢ € Co(,RY), [|¢]loc < 1} < +00,
onde Du é o gradiente de u no sentido distribucional e

Demonstracao:

i) = 1) Defina

T: BV(Q) = (C=(Q,RM))"
u— T(u): C2(Q,RY) — R

Afirmacées:

o C(Q,RN) " = (02, RY), onde ||-|| é a norma do supremo de Cy(Q2, RY). Para

a prova dessa afirmacdo veja-se a demonstracdo do Teorema 1.2.5.

e T'(u) é linear pela linearidade da integral e continua, pois u € BV (£2), ou seja

< cllelloo, Vi € CZ(Q,RY).

(7)) = | [ upiv o
Q
Portanto, por extensado, existe uma unica
€ (CO(Q7]RN))* - M(QJRN)

tal que
(u, ) = (T(u),p) = — / uDiv pdx, Yo € CSO(Q,]RN) (2.2)
Q

e da definicdo de derivada distribucional, segue

ou
(s ) = Z/ 5y, Pide = (Du, ), Vo € C&(Q,RY), (2.3)
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u o0
. em C2°(Q).

a medida p; definida

Isso é, pelo isomorfismo de M(Q)N e M(Q,RY), obtemos p; =

ou

Ainda da unicidade da extensdo acima, vamos denotar por 5
T

no espago M ().

ou

i1) = 1iii) Pela hipdtese de que € M(9Q), segue que

%

ou
(5 )| < Cllplle, Vo € Cof@),

pois M (£2) é o dual topoldgico de C(€2).
Desde que C.(£2) é denso em Cy(2), obtemos

ou
o,

P)l < Cllelloo, Vo € Ce(9),

ou seja, tomando o supremo sobre tais fun¢oes, na desiguadade acima, obtemos o
afirmado.
iii) = i) De fato, sabemos que 7' : L} (2) — (C=°(Q))", definida por

loc

(Tu, ) = / updzx
Q

¢ uma distribuicao.

Como consequéncia, temos que

Op B dp .. ou
a5 =1z 52 =1 - (5t
e portanto
/ua"”dx —w Py <o vpeox@
o al’z - ’3% — ) QO c )

onde a ultima desigualdade segue da hipétese. Seja ¢ € C1(Q). Entdo existe uma
sequéncia ¢, € C°(Q) tal que ¢, — ¢ € C}(Q) na norma ||-||c:. Assim, segue da

desigualdade acima e do Teorema da Convergéncia Dominada, que

i
/Q U o, dx

< C, Yo eCHQ).
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Essa desiguladade nos leva a

N

<y

i—1

< CN, Vo e CHQ,RY)

/uDivgpdx /uago dx
Q o Oz

o que mostra que u € BV (). Isso finaliza a prova. [

Observacdo 2.1.4 Da equivaléncia entre i) e ii) do teorema anterior, segue que para
cada u € BV (), existe uma medida de Radon 1 := Du tal que

N
Z/ %% = —/uDivgpdx,Vgo € C=(Q,RM). 2.4
i=1 7% O; Q

Além disso, pela aplicagdo definida em (1.20) e de (2.4) ,segue que

IT(Dw)|| = sup{{T(Du), ¢) : ¢ € Co(2,R™)}

P
N
ou ou

i=1

= sup {— / uDiv pdz = ¢ € CHQRY), [|¢]|oe < 1} .
Q
e, portanto, pelo Teorema da representacdo Riesz-Alexandroff, obtemos que

/QIDUI = [Du|(Q) = [ Dul| = [[T(Du)|

= sup {/ uDivpds - ¢ € CHOLRY), @)oo < 1} : (2.5)
Q
Teorema 2.1.5 O espaco W(Q) é um subespago vetorial proprio de BV ().

Demonstracdo: A inclusdo de W'(Q) em BV (Q) segue imediatamente da Proposicéo
2.1.1. Além disso, W!(Q) é um subespaco vetorial de BV () com as operacdes de
soma e produto consideradas.

No que segue vamos exibir um exemplo de uma fun¢io u € BV (Q2) \ WiH(Q).
Dado um conjunto aberto £ C 2 com fronteira suave tal que m(E) < oo e HVN"L(OF) <
oo, onde HV~! denota a medida de Hausdorff de dimensdo N — 1 e m(E) denota a
medida de Lebesgue do conjunto F em R”. Mostraremos que xz € BV (Q).

Desde que yr € L'(Q), resta apenas provar que a variacdo € finita. De fato, se-



48

gue pelo Teorema 2.16 (Teorema generalizado de Green) que para todo ¢ € C1(Q, RY)

com ||¢||o < 1, temos

/XEDz'wpdx:/Divgodx:/ v-eHN?
Q E OE

< /a ellalillH = HYOE) < oo,

onde v € o normal exterior a 0f). Logo tomando o supremo para tais ¢ obtemos

/ |Dxg| = sup {/ xeDiv pdx : ¢ € C'(}(Q,RN), |o]loo < 1} < HN_I(ﬁE) < 0.
Q Q

No que segue, vamos mostrar que yg ¢ W (Q). Para isso mostraremos a seguinte
afirmacao.

Afirmacdo 1: Seja Q um subconjunto conexo de R e Q O E um conjunto
mensuravel. Entdo yz ¢ W' (Q2) a menos que £ = Q ou F = .

Para provar essa afirmacdo usaremos o seguinte resultado,
u,v € WH(Q),u =v qt.pem B € B(Q)) = Du = Dv q.t.p sobre B, (2.6)

onde D denota a derivada no sentido distribucional. A prova dessa afirmacao pode
se encontrar em [11], pag. 203.

De fato, suponha por contradicio que yr € WhH(Q) para todo E C ) excepto
quando £ = Q2 ou F = @. Logo, ja que xg = 1 q.t.p sobre F, entdo por 2.6 obtemos
que

Dxg = D(1) =0 q.t.p sobre E.

Analogamente como yz = 0 sobre 2 \ E segue de 2.6 que
Dxg = D(1) =0q.t.p sobre O\ E.

Portanto, Dy = 0 sobre 2. Consequentemente da desigualdade de Poincaré (5.1.8)
segue que Y € constante, i.e. £ = 2 ou £ = & o que € uma contradicdo. Concluindo

assim a prova da afirmacéo 1. Portanto, yr ¢ WH(Q). ]
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Proposicao 2.1.6 Considere (u,),ey uma sequéncia em BV (Q) tal que
SUP,en |Unl By () < +00. Se (u,) converge em L'(Q2) para algum u € L'(Q), entdo

u € BV(Q) e |ulpy) < lirg&f [Un| BV ()-

Demonstracdo: Seja ¢ € C1(Q,RY) tal que ||¢|l. < 1. Dai existe um conjunto
compacto K tal que supp(¢) C K. Em consequéncia da continuidade de |Divp| em

K e supp(Divy) C K, obtemos que sup | Divp(z)| = C' < co. Logo,
zeK

/ (u,, — u)Divpdx
K

SC’/ ]un—u\d$§0/|un—u]dx.
K Q

Como u,, — u em L'(Q) segue que

/unDivgpdx—/uDivgodx §/ |, — u||Diveldr
0 Q K

/ uDivpdr =  lim up,Divipdr = liminf | w, Divedz.
Q

n—>-+o00 Q n—> 400 Q

Tomando o supremo para ¢ € C'(Q,RY) tal que ||¢|l« < 1 e da hipétese

SUP,en |[Un| BV (@) < 00, Obtemos
[u|pv (o) < liminf |u,|pyvQ) < oo.
n—>- —+00

Portanto, pelo Teorema 2.1.3, u € BV (9Q). [

Desde que | - |py = 0 define apenas uma seminorma em BV (2), pois | - |z = 0 ndo

implica que v = 0, vamos definir

IlBve) : BV(Q) = R

u = ||lullBvie) = llullL @) + |ulsv@)

que torna uma norma em BV (Q).

Teorema 2.1.7 O espaco BV (§2) munido com a ||| pv(q) € um espago de Banach.

Demonstracao: Seja (u,),cy uma sequéncia de Cauchy em BV (1), isso é, para todo



e > 0 existe N, € N tal que

Hum - unHBV(Q) = Hum - un”Ll(Q) + ‘um - un‘BV(Q) < €>v m,n > Ne-
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Entdo (u,),ey € uma sequéncia de Cauchy em L'(f2). Em consequéncia, da comple-

titude de L'(2), existe u € L*(Q) tal que u,, — u em L'(Q2). Em particular para

p,q € N e fixando ¢ > N,, obtemos
up — Uy — U — Uy, quando p — oo
e também sendo (u,,) uma sequéncia de Cauchy em BV ({2), temos que

sup |up — uq| gy () < supllup, — gl Bvo) < e
peEN peEN
Assim da Proposicao 2.1.6 obtemos

lu — uq|BV(Q) < lifg?of |up — uq|BV(Q) <,

logo

[u|pv () < |u—uglpv) + |Uq| BV (@) < 00,

e como u € L'(Q2) conclui pelo Teorema 2.1.3 que u € BV (£2). Além disso,
||U — uqHBV(Q) = ||U — uq||L1(Q) + |U — uq|BV(Q) — 0, em BV(Q)

Portanto BV (2) é um espaco de Banach.

Corolario 2.1.8 Se u € W (Q), entdo ||uw11) = ||ulsv@)-

2.7)
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Demonstracdo: Considere u € W'(Q). Entdo segue do Teorema 1.3.2, que

N
ou
[ullwra) = llullrr ) + 2_1: Ha—@Hme
l ou
e + 3w { [ Shodes e @l <1
i=1 Q=

N
i
= ||u|| 1) + sup {—Z/ﬂuazdx L € CHQ), il < 1}
i=1 '

= ||u|| 1) + sup {— / uDivedx : p € Ccl(Q,RN), o]0 < 1}
Q

= |lullzr ) + |ulBv(e)-

Isso prova o coroldrio. [

Teorema 2.1.9 O espago BV (2) ndo é reflexivo.

Demonstracao: Primeiro, vamos provar a seguinte afirmacao.
Afirmacdo: Wh(Q) é um subespaco fechado de BV (). De fato, seja (u,) C
Wh1(Q) tal que

u, — uem BV ().

Pelo Teorema 2.1.8, a norma de u,, no espago BV ({2) coincide com a norma de u,

em WhH(Q). Logo, (u,) é um sequéncia de Cauchy em W11(Q), pois

[tun — umllwia = |lun — umllBv) < lun —ullsvQ) + |um — ullByv @) — 0,

quando m,n — co. Em consequéncia, existem (u,, ) e &« € W' (Q) tal que u,, — u

em W'1(Q). Por outro lado

||u — aHBv(Q) < ||U - unkHBV(Q) + Hﬂ — Un, “BV(Q)

= llu = un,llBvie) + It = un, [lwr1@) — 0,
quando n —» oo, mostrando que u = @. Assim obtemos que

u, — uem W (Q).
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Portanto W'!(Q)) é um subespaco fechado de BV (), o que conclui a prova da
afirmacao.

Assim, pelo Teorema 5.0.1, BV () néo é reflexivo, pois W' (Q) néo reflexivo.

2.2 Convérgencia e imersoes

Das propriedades dos Espacos de Sobolev temos que o espaco C'*°(£2) é denso

em W (Q) com respeito a norma ||-||yy1.1(q). Assim, segue do coroldrio anterior que

C=@) N BV ) P — Ty A BV @) e c whi() ¢ BV(Q),

ou seja, C*(2) N BV (£2) ndo ¢ denso em BV (f2) com a topologia da norma. Dessa
forma, nosso objetivo é encontrar uma nova nocao de convergéncia que torne o
espaco C*(Q2) N BV (Q2) denso em BV (2) com respeito a topologia induzida por esta
convergéncia. Para este objetivo, primeiro definimos a Convergéncia Intermedidria.

Definicao 2.2.1 (Convergéncia Intermediaria) Considere uma sequéncia (uy,)nen C
BV (Q2) e u € BV (2). Dizemos que u,, — u no sentido da convergéncia intermedidria
se

u, — wem L'(Q) e [tn| BV () — |u|BV ()

Relembramos a seguinte definicao.

Definicao 2.2.2 Uma fung¢do regularizante p. é definida por

pe(x) = € p(x/e),

onde p é uma fungdo ndo negativa que satisfaz

p € CZ(RY), supp(p) C Bi(0) e / pdr = 1.

RN

A partir de uma funcdo regularizante, podemos definir a seguinte convolucao.

Definicdo 2.2.3 Considere n € M(RY RM) e p. uma fungdo regularizante. Definimos

pe* p(x) = /RN pe(z —y)p(y).
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Teorema 2.2.4 Seja p. uma fungdo regularizante e p, * u definido como na Defini¢do
acima. Entdo p. * p € C°(RN,RM) e além disso, satisfaz

i) pe* u — p fracamente em M(RY RM),

i) Jan |pe* pl < Jou |1,

i) [an |pe* Bl — [pn |p| quando e — 0.

Demonstracao: Ver [3], pag. 132.

Teorema 2.2.5 O espaco C*(Q2) N BV () é denso em BV () no sentido da con-

vergéncia intermedidria.

Demonstracdo: Note que C*(2) N BV (Q) = C>=(Q) N W1(Q). De fato, a inclusdo

C>(Q) N BV(Q) D C=(Q) N WH(Q) é evidente. Por outro lado, dado u € C=(Q) N
ou

BV () entdo existe a derivada

J,

(2). Assim, por definicdo de derivada fraca obtemos que

continua e assim para todo conjunto compacto
X4

K C () obtemos que
ou

81'7;

da:<ooe/|u|dm<oo,
K

1
loc

isso &, u, 2% € L

()% ou ~
/Quaxidx = —/Q axigodx, Vo € C°(Q).

Logo, pela densidade do espaco C°(Q2) em C(f2) na norma do supremo e do Teo-

rema da Convergéncia Dominada de Lebesgue segue que

Oy ou 1
- — Q
/Quaxidx /Q oz edx, Yo € C, (),

e como u € BV () tomando supremo para ¢ € C!(Q) tal que ||¢||. < 1 temos que

0
SUp{/ 8“9061:5: 0 € Ce(Q), [|@lloe < 1} < co.
0 0%;

Portanto, pelo Teorema 1.3.2 obtemos que ||§—;||L1(Q) < 00, isso é u € C*(Q) N
wWhi(Q).

Agora mostraremos que para todo u € BV (Q) existe (u.) C C=(Q) N Wh1(Q)

/ Du,| - / Dul
Q Q

tal que

< 4e

/]u—ue\dx<ee
Q



54

onde a integral de |Du,| € no sentido de Lebesgue (veja (2.5) na observacdo 2.1.4)
e a integral de | Du| é no sentido da variacdo total da medida definida em (1.2.13).

Consideremos uma familia (€2;);cn de subconjuntos de (2 tal que
o
/ |Du|dm <€, Q, CC Q7;+1, Q= UQ,
Q\Q Zf
Construimos uma cobertura aberta (C;);cn de €2 da seguinte maneira
Cl = Qg (S C,L = Qi+1 AN ﬁi*h Vi > 2.

Seja (¢;)iey uma particdo da unidade subordinada a cobertura (C;);ecn. Assim, as

funcoes ¢, satisfazem
i=1

Note que ¢; = 1 em (2;. Para cada i € N escolhamos ¢; > 0 tal que as seguintes

estimativas sejam satisfeitas (ver prova do Teorema 2.2.4 em [3] pag. 132-133)

supp(pe, * piu) C Cj, (2.8)
/|p€l (wp;) — up;ldr < § 2.9
/Q\pEl * (o1 Du)dx — /Q |1 Duldz| < ee (2.10)
/Q|p€i « (uDg;) — uDgilde < . 2.11)

onde p., sdo funcdes regularizantes. Defina a funcdo

Z pe. * (upi).

Observe que a soma é localmente finita, pois para cada = € () pertence ao maximo
dois, entre os conjuntos {C;} e por (2.8), u,. estd bem definido. Além disso, temos

pelo Teorema 2.2.5 que u, € C*°(€2) e como > .-, ¢; = 1, obtemos > .~ p;u = u.
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Logo, pela estimativa dada em (2.9) obtemos

u—uedx:/u— e ¥ (up;) dg::/
/QI | Zp ” )

< Z /Q |uw; — pe, * (up;)| de < e,
i=1

oo

> (i = pe, x (upy)) | d,

=1

fazendo ¢ — 0 obtemos que u, — u em L!(Q)). Resta apenas mostrar que

/|Du€|—>/|Du|.
Q Q

Derivando no sentido distribucional obtemos que

D(up;) = p;Du+uDyp; e Z Dy, =0,

i=1

logo

Z D(pe, * (up;)) = Z Pe; ¥ D(up;)
= Z Pe; * gpzDu + Z Pe; * UDQOZ'>
=1

_Z pe, * (piDu) + Z s (uDg;) — uDy;). (2.12)

Assim das estimativas (2.11), (2.12) e do Teorema 2.2.4 obtemos que

\ [ pawnenie [ 1pud
Q Q

<> [l (Dulda
1=2
+ Z /Q |pe; * (uDp;) — uDy;|dx
i=1
<3 [ o (Do +¢
1=2
< Z/Q |oi Duldx + €
=2

g/ |Du| + € < 2. (2.13)
o\Q
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Por outro lado, sabendo que ¢ = 1 em (2, e da estimativa (2.10) temos

/\pq*(uDsol)\dx—/\DUI /Ipq*(uDsol)!dﬂﬂ—/lsolDU\
Q Q Q Q
+| [e0ul = [ 1D
Q Q
<ct| [ Joipul - [ ipu
Q Q

< e+/(1 — ¢1)|Dul
Q

<e€ +/ |Du| < 2e, (2.19)
O\

<

Portanto, das desigualdades (2.13) e (2.14) obtemos

\/Wme—/WDm
Q Q

Mostrando que se ¢ — 0 entdo

/ﬁpmy—»/ﬁpm,
Q Q

o que conclui a prova. |

< 2€ + 2¢ = 4e.

Defini¢do 2.2.6 (Fronteira Lipschitziana) Considere 2 um subconjunto aberto de RY
com fronteira 0S). Dizemos que 2 tem fronteira Lipschitziana se para p € 0f) existe um
hiperplano H de dimensdo N — 1, uma fung¢do Lipschitz continua g : H — Rer,h > 0

tais que
i) QNC={zx+yn:z € B,(p)NH, —h<y<gx)}
i) (0Q)NC={z+yn:z € B,(p)NH, g(x) =y},
onde, 1 € o vetor normal unitdrio a H e
o B.(p) ={z e RV : [lz —p|| <1},
o C:={x+yn:2z€B,(p)NH, —h<y<h}

Teorema 2.2.7 Seja Q2 um subconjunto aberto limitado do RY com fronteira Lipschit-
ziana. Entdo para todo p com 1 < p < X~ a imersdo

BV(Q) — LP(Q)
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¢ continua. Mais precisamente, existe uma constante C' > 0, que depende somente de
Q,pe N, tal que

1
</ |u|Pd:(;> ’ < C||lu||v (o), para todo u € BV (2).
Q

Demonstracdo: Seja uma sequéncia (u, )neny € C(Q) N BV () = C=(Q) N Wh1(Q)
que converge a u € BV(Q2) no sentido da convergéncia intermedidria, ver Teo-
rema 2.2.5. Assim, (u,) € WH(Q2). Da imersdo continua W!(Q) — LP(Q) para

1<p< % existe uma constante C' > 0, que depende somente de 2, p e N tal que

1
P
( / |un|pdx) < Cllunllwae = € (lunllzyey + lunlsvia) < oo.

Como LP(12) é reflexivo para p > 1 e (u,) é limitado, segue que u, — u em LP(Q))

para p > 1 e pelas propriedades da convergéncia fraca em LP({2), temos que

</ |U|pdx) ’ <liminf (/ |Un|pd95) '
Q n—-~oo (e}
<Timi
_lhmlng (HUnHLl(Q) + |Un|BV(Q))

=Cllullsve,

onde usamos a convergéncia intermedidria para obter a ultima igualdade. Isso ter-

mina a prova. |

Observacao 2.2.8 De acordo com o teorema anterior, cada elemento de BV ({2) per-
tence a LP(Q?) para 1 < p < 5. Isso nos permite melhorar levemente o Teorema de

densidade (2.2.5) para a seguinte forma.

Corolario 2.2.9 Seja u € BV (2). Entdo existe (u,,) € C*°(Q) N BV (Q) tal que
Up, —> u em LP(Q) e |un’BV(Q) — |u’B\/(Q)
No que segue, passaremos a usar a seguinte notacao

I (2.15)
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Teorema 2.2.10 Seja 2 C RY um aberto limitado com fronteira Lipschitziana. Entdo
para todo p com 1 < p < = a imersdo

BV (Q) — LP(Q)

¢ compacta.

Demonstracdo: Seja uma sequencia (u,) C BV(Q) tal que |lu,| v < 1. Pela

Observacgdo (2.2.8) temos que existe v, € C*(2) N BV (Q) tal que
|vn — unll, < 1/n, ¥p € [1,17] e [[Vuu|lr1@) <2,
onde a ultima desigualdade segue da hipdtese ||uy,| gy o) < 1. Assim,

[onllwr@) = l[onllLi@) + IVonllei@) < llon = unllor + lunllzr@) + IVonl Ly

< lvn = unllzr + JunllBve) + [ VUallpr@) < 4

Desde que (v,,) é limitado em W'(Q), segue da imersdo compacta de W' (Q) —
LP(Q) para p € [1,1*) que existe uma subsequéncia v,, e u € LP(Q2) tal que v,, —
uem LP(Q2). Logo

[uny, = ullLe) = llvn, = wng llLo@) + llvng = ullLe@) — 0,

quando k& — oo. Portanto u,, — u em LP(2). Mostraremos agora que u € BV ({2).
Como ||un, ||Bv) = [[tn, 1) + |tng|Bv@) < 1 entdo supgey |un, B < 1 e além
disso u,, — uem L(Q), isso é, pela Proposi¢do 2.1.6, obtemos que u € BV (Q2) o

que completa a prova. [

Teorema 2.2.11 (Teorema do Traco em BV((2)) Seja Q2 C RY aberto e limitado com
fronteira Lipschitziana. Entdo existe um operador linear e continuo I' : BV (Q) —
LY(0Q, HN71) tal que:

i) T(u) = uy,, se u € C(Q) N BV(Q),

i1) vale a versdo generalizada da formula de Green:

/ wDu = —/uDiU<p+/ U P - vdHN ! Vo € CHQ,RY) (2.16)
Q Q o9
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onde v(x) é o vetor normal exterior a §) em x, que estd definido para todo x € 0}, a
menos de un conjunto de medida H"~! nula.

Demonstracao: Ver [3], pag. 379.

Teorema 2.2.12 (Desigualdade de Poincaré em BV((2)) Seja €2 um aberto limitado

de RY com fronteira Lipschitziana. Entdo existe uma constante C' = C(Q2) > 0 tal que

lll o~ <c< [ 1o+ [ |u|cmN—1),
LN-1(Q) Q o0

para todo u € BV (2).

Demonstracao: Ver [10], pag 189.



Capitulo 3

Subdiferencial e o Gradiente de

Clarke

Neste capitulo, vamos apresentar as no¢des de subdiferencial e o gradiente ge-
neralizado de Clarke. Por todo este capitulo, denotaremos por X um espaco de
Banach real munido da norma ||-||, seu dual serd representado por X* e a notagdo

(-,-) significard o par de dualidade entre X* e X.

3.1 Subdiferencial

As definicoes e demonstracoes dos resultados listados nesta secao podem ser

encontrados em Carl [22] e Zsulkin [23].

Definicdo 3.1.1 Considere ¢) : X — (—00, +00] uma fung¢do convexa localmente Lips-
chitz. Definimos o dominio efetivo de 1) como

D) ={u € X : ¥(u) < +o0}.

Definicao 3.1.2 Considere ¢ : X — R U {+o0} uma fung¢do convexa (v #Z +o0). Um
elemento u* € X* é chamado subgradiente de i) em u € D(v) se satisfaz a seguinte
desigualdade

P(v) —P(u) > (u*,v—u), Yo e X. (3.1

Além disso, o conjunto de todos u* € X* satisfazendo (3.1) é chamado de subdiferencial
de ¢ em u e é denotado por JY(u).
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Definicao 3.1.3 (Derivada de Gateaux) Considere X, Y espacos de Banach e G :
U C X — Y uma fungdo cujo dominio U é um aberto de X. Definimos a derivada
direcional de G no ponto u € U na dire¢do h € X por

(G (u), h) = Tim G(u+th) — G(u)

t—0 t ’

desde que o limite exista. Se (G'(u), h) existe para todo h € X e se a seguinte fung¢do

G'(u): X —Y
h — (G'(u), h)

é linear e continuo, entdo dizemos que G é Gateaux diferencidvel em u, e chamamos
G'(u) a derivada de Gateaux de G no ponto u € U.

Teorema 3.1.4 Seja G : X — R uma fun¢do convexa e Gateaux diferencidvel em
u € X. Entdo 0G(u) tem um s6 elemento, a saber, u* = G'(u).

Demonstracdo: Sejam u,v € X et € (0, 1]. Da convexidade de G obtemos que

Glu+tlv—u)=G{tv+ (1 —t)u) <tGw)+ (1 —t)G(u) = t(G(v) — G(u)) + G(u).

Logo,

Como G é Gateaux diferenciavel, decorre que

(G (), 0 — ) = Tim GEFHY W) = G(w)

t—0 t

< G(v) — G(u).
Mostrando que G'(u) € 0G(u). Agora seja u* € 0G(u). Entdo paracadav € X et >0
Gu+tv) — G(u) > (", u+tv —u) = (U, tv) = t(u*,v),

de modo que
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isso é, (G'(u) — u*,v) > 0, para todo v € X. Portanto, (G'(u) — u*,v) =0, Vv € X, 0

que mostra que G'(u) = u*. Isso finaliza a prova. [

3.2 O gradiente generalizado de Clarke

As defini¢des e demonstracoes dos resultados listados nesta secdo podem ser

encontrados em Chang [7], Clarke [9] e Carl [22].

Definicao 3.2.1 Um funcional f : X — R ¢ dito localmente Lipschitz
(f € Lipi.(X,R)) se para cada x € X existe uma viginhanga V = V, de = e uma
constante K = K, > 0 tal que

|f(y) — f(2)| < K|y — z||, paratodo y,z € V.

Exemplo 3.2.2 A func¢do f : R — R definida por f(t) = |t| é uma fungdo localmente
Lipschitz.

Definicao 3.2.3 Considere f € Lip;,.(X,R) e u,v € X. A derivada generalizada de f
em u na dire¢do v é definida por

f°(u;v) = limsup flz+tv) — f(x)

)
r—u, t10 t

ou equivalentemente,

o) = limsup flu+h+ ) — f(u+h)

b
h—30, M0 A

Proposicao 3.2.4 Seja f € Lip;,.(X,R). Entdo

(1) dado u € X, o funcional f°(u;-) é subaditivo, positivamente homogéneo, convexo

e satisfaz a desigualdade

|9 (u; 0)] < KlJof], Vo € X,

(15) fo(u;—v) = (—f)°(uw;v),Vu,v € X,

(i79) a fungdo (u,v) € X x X — f°(u;v) € R € semicontinua superiormente.
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Demonstracao: Prova do 7). Vamos mostrar primeiro a subaditividade.

Sejam u,v,wey € X

t t _
fo(u;v + w) = limsup fly +to+tw) — f(y)
y—>u, t10 t

tw + tv) — t ) —
< limsup fly +twt i) — fly + tw) + limsup fly +tw) = /)
y—u, t0 t y—u, t10 t
tv) — t tw) —
= lim sup flz+tv) — fly+tw) + lim sup [y + tw) JE(?J)7
y—>u, t10 t y—su, 110 t

= J7(u;0) + f2(u; w),

onde x := y + tw na segunda igualdade.

Vamos mostrar que f°(u;-) é positivamente homogénea. Dado A > 0, temos

fly +t ) — f(y)

f%(u; Av) = limsup

y—u, tJ0 t
— lmsap LW - fy)
y—u, t}0 AT
M limsup LY W)
y—u, tJ0 r
= M),

onde r := At na segunda igualdade. Para finalizar a prova do item ), observamos de

f € Lipioe(X,R) que

f°(u;v) = limsup fly+r) = fy) < limsup fly+ 7’7;) —fy)
y—ru, tJ0 y—su, t0

t _
TR T) _ Koll, Vo € X.

< limsup K||
y—u, tJ0 t

Prova do ii). Segue da definicdo de f e tomando w := = — tv que

flz = tv) = f(=)

f°(u; —v) = limsup

rz—u, t}0 t
s SN ) = (1) (w)
w—u, t}0 t

= (=f)°(u; v).
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Prova do iii). Sejam (u,) e (v,) sequéncias arbitrdrias tais que uw, — u e
v, — v respectivamente. Entdo segue da definicdo de f € Lip;,.(X,R) que existem
w, € X et, >0 tal que

1
|wn — wn|| +t, < —
n

Desde que f € Lip,,.(X,R), obtemos que

1 wy, + t,0) — f(w, Kt,||v, —v
gy — L < L) = o) Kl =0l

para algum K > (. Assim, fazendo n — oo, obtemos

lim sup f2(tn, vn) < f2(,0).

n——aoo

Agora estamos em condi¢Oes de definir o gradiente generalizado de Clarke.

Definicao 3.2.5 O gradiente generalizado de Clarke de um funcional localmente Lipz-
chitz (f € Lipio.(X,R)) em um ponto u € X € o subconjunto de X* definido por

Of(uw) ={C € X*: f(u;v) > ((,v),Vv € X}.

Denotemos por ||| x+ a norma em X* definida por

1€

x+ =sup{(¢,v) 1 v € X, ||v]| < 1}.

Teorema 3.2.6 Seja f € Lip;,.(X,R). Entdo o conjunto 0f(u) é ndo vazio.

Demonstracdo: Pela Proposicdo 3.2.4, temos que f°(u;-) € um funcional positi-

vamente homogéneo e subaditivo. Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach, forma
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analitica, existe um funcional ¢ : X — R tal que

(C,v) < fousv), Yo e X (3.2)

e, como uma consequéncia da Proposicdo 3.2.4, obtemos que

(¢, 0) < Kllvf|, Vo € X,

isso é, ( € X*. Portanto, segue disso e de (3.2) que ¢ € 9f(u). [ |

Proposicao 3.2.7 Sejam f € Lip,,.(X,R) e u € X. Entdo:

(i) Of(u) C X* é convexo, fraco*-compacto e

1€

x+ < K para todo ¢ € 0f(u),

onde K = K, > 0 € a constante de Lipschitz,

(i2) fo(u;0) = max{(¢,v) : ¢ € Of ()},

(74i) a multifungdo w — Of(u) é fraco*-fechado, no seguinte sentido: se (u,,¢,) C
X x X* é uma sequéncia satisfazendo

o € Of (), Un > u € Cp =,

entdo ¢ € 0f (u).

Demonstracdo: Prova do 7).

Pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki obtemos que

Bajwy ={® € 0f (u) : ||®]

x+ < 1} é fraco™ — compacto

e o caso geral é obtido pelo Teorema 11, pdg. 34 em [24]. Por outro lado, como

f € Lipio(X,R) segue que

ICllx+ = sup (C,v) < sup f(usv) < Ky, V¢ € Of(u).

loll<1 [oll<1

Prova do ii).



66

De fato, segue diretamente da definicdo que ((,v) < f°(u;v), Vv € X. Suponha
por contradicao que para algum v € X, vale a desigualdade estrita. Entao segue do

Teorema de Hahn-Banach-Forma Analitica, que existe um funcional { € X* tal que

fo(u;0) > (G, 0) = f(us0),

o que nos leva a uma contradicao.
Prova do iii).
Dado (u,) C X satisfazendo u, — u em X e seja ¢, € f(u,) com ¢, — ¢ em

X*. Entao por definicdo temos
(Cnyv) < fOup;v), Yo € X.
Assim, segue da semicontinuidade superior de f°(u;-) que

fo<u; U) > lim sup fo(un; U) > lim SuP(ém U) > <C7 U>7 Vo e X.

n—aoQ n—:oQ

Como v € arbitrario, segue que ¢ € df(z). |

Proposicao 3.2.8 Seja f : X — R um funcional convexo. Entdo o gradiente generali-
zado de Clarke O f(u) coincide com o subdiferencial de f.

Demonstracao: Ver [9], pag. 167.

3.3 Propriedades do gradiente generalizado de Clarke

Como referéncia para as demonstracoes feitas nesta secdo, o leitor pode con-

sultar Clarke [9] e Carl [22], que foram os textos base na construgdo deste topico.

Definicao 3.3.1 Um elemento u € X ¢é dito ser um ponto critico de um funcional
f € Lipioe(X;R) se
0€df(u).

Proposicao 3.3.2 Seja f : X — R uma fungdo localmente Lipschitz, A € Re u € X.
Entdo

OANS)(u) = AOf (u).
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Em particular, temos

O(=f)(u) = =0f(u).

Demonstracao: Se A = 0, a propriedade é obvia.

Se A > 0, temos

¢ €A = (5¢v) = 5 (G, —0)
< — SO (0 =) = = (-Af)"(w0) = f*(usv), Vo € X
(€ Nf(u)
Isso completa a prova. [

Definicao 3.3.3 Uma fungdo localmente Lipschitz f : X — R é chamada regular em
um ponto u € X se:

(1) a derivada direcional (f'(u),v) := f (u;v) existe, para cada v € X,
(ii) folusv) = f (w;v),Yv € X.

Proposicao 3.3.4 Sejam f,g: X — R fungbes localmente Lipschitz. Entdo para cada
u € X, temos a seguinte inclusdo:

If +g)(u) C Of(u) + dg(u).

Além disso, se as fungbes f e g sdo regulares no ponto u € X, entdo a inclusdo acima se
torna uma igualdade e f + g € regular em w.

Demonstracdo: Seja ¢ € d(f + g)(u). Por definicdo, temos

(Cv) < (F +9)°(wv) < ;) + g°(us v), Yo € X, (3.3)
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Argumentando por contradi¢do, admitamos que ¢ ¢ Jf(u) + dg(u). Entdo como X*

¢ um espaco de Haussdorff munido da topologia fraca*, existe w € X tal que

(C,w) > max{(z,w) : z:= 21 + 22 € If (u) + dg(u)}
= max{(z1,w) + (29, w) : 21 € Of(u), 25 € Ig(u)}
= max{(z1,w) : 21 € Of(u)} + max{(z9,w) : 22 € dg(u)}

= f(u;w) + ¢°(u; w),

onde a ultima desigualdade segue da Proposicao 3.2.7 (i¢). Isso contradiz (3.3).
Suponha agora que f e g sdo regulares em u € X. Seja ( € df(u) + dg(u). Entdo por

definicdo, obtemos que

(¢, v) < fo(u;v) + ¢°(u;v) = f'(u;v) + g'(u;v)

=(f+9)(u;v)=(f+9)°u;v),Vov € X.
Onde concluimos que ¢ € I(f + g)(u), isso é

o(f +g) D 9f(u) + dg(u).



Capitulo 4

Equacao de Euler-Lagrange para

problemas com 1-Laplaciano

Neste capitulo, consideraremos 2 C RY um aberto limitado com fronteira Lips-
chitzina e v é o vetor normal unitdrio sobre 0. No capitulo 2, apresentamos o
Teorema 2.1.3 que caracteriza os espacos de variacdo limitada e no Capitulo 1 o
Teorema de Riesz Alexandroff que nos da uma identificacdo das medidas de Radon
M(Q) com o dual topolégico do espaco Cy(f2), onde a norma em M(2) é igual a
variacao total da medida.

Esses teoremas serdo de muita importancia na prova do Teorema 4.1.8 que nos
fornecerd um significado para as solucdes de Variacdo Limitada de um problema cujo
funcional energia contém um termo que € uma varia¢ao limitada de uma medida de
Radon. Para provar esse teorema serd necessdrio utilizar as Proposicoes 4.1.1 e 4.1.2.

Além disso, entenderemos o significado de um ponto critico para o funcional de
energia associado ao problema do operador 1-Laplaciano dado por —Au = f em (2,
onde () é limitado e u € BV({)) e obteremos a equacdo de Euler-Lagrange que ¢
satisfeita pelos pontos criticos do funcional de energia associado.

Os resultados e as demonstracoes deste capitulo podem ser encontrados nas re-
feréncias [1, 12, 17].

Para as seguintes secOes precisaremos do seguinte conjunto,

(o) ._ 0 Ny . .
L) :={z € L™(Q,RY) : Divz € LI(Q)}, paraq > 1.
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4.1 Resultados do espaco BV((?) e das medidas de Ra-

don

Proposicao 4.1.1 Para cada z € L5°(2) existe uma fungdo [z,v] € L>(02), chamada
traco normal de z, tal que

[z, Yl 200 < |12l 2o (),

/uDivzdI + / zDudz = / [z, VJudHN Y, para todo u € C (). 4.1)
Q Q o9
Além disso, se z € LgO(Q), para algum 1 < ¢ < oo, entdo

/ uDivzdxr + / zDudz = / 2, V]uy,ndHY !, para todo u € WH(Q) N LY (Q).
Q Q o0
(4.2)

Demonstracao: Fixe z € L{°(2) e defina a seguinte aplicagéo linear
alu) == / uDivzdxr + / zDudx, Yu € C®(Q).
Q Q

Desde que () tem fronteira Lipschitziana, escolhemos uma cobertura aberta {U;}._,

de Q ez, € RV \ {0} com
B(z + exy,) C Q, Yo € Q) := Uy N Q e Ve > 0 pequeno.
Seja p € C>°(RY) uma funcfo regularizante, definimos
Pk (x) = m"p(max + x1) e 28 = pF 2 € C(Qy).

Entéo supppl (v — ) C Q para x € Q, e para todo € > 0 pequeno. Pelo Teorema 5.0.7

do apéndice, decorre que

phoxz =128 — zem L' (). (4.3)



71

Além disso, dos Teoremas 5.0.8 e 2.16 obtemos

|Divz(z) — Divzk (2)|dx = |Divz(z) — Div(pf, x 2(x))|dx
Qk Qk

= |Divz(z) — Divpt * 2(x)|dx

Qp

= [ [Divz(x) - / 2(y) Divpy, (x — y)dyldz
2 Q

= |Du)z(;p) — / p:%(l’ — y)DZUZ(y)dy|dZL‘
Qi Q

= |Divz(x) — pf * Divz(z)|d
Qp

= || Divz(z) — pk, * Divz(z)| 11(ay)-
Desde que z € L°(Q), Divz € L'(£) segue do Teorema 5.0.7, que
/ |Divz(x) — Divzk (z)|de — 0, quando m — oo. 4.4)
Q

Seja {¢F}L_, € C*°(Q) uma parti¢do da unidade subordinada a {€2;}. Assim, defi-

nindo l
Zm = ZCkzﬁl € C™(9),

k=0

obtemos
! !
zmllz@) = 1) CFabllos@ = 1) ¢* b * 2l
k=0 k=0
!
= inf{C} kapfn*z < C qt.pemQ}. (4.5)
k=0

Desde que

! ! !
D Fomrz| <D 1M 2l < Nzl ) IC,
k=0 k=0 k=0

em que foi usado

1k % 2] = ‘/prn(x —y)z2W)dy| < |zl @), (4.6)
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para obtermos a ultima desigualdade, segue de (4.5) que

[2mllLoo@) < |2l (0)-
Como podemos reescrever z := 3 . (*z, temos que Div(C*z) = 2D¢* + (¥ Divz e

| Divzy, — Divz|| i) = ||28.DC* + ¢F.Divzl, — 2.DC* — (*Divz| 11(q)
< IDC (2, = 2)llzae) + [ICF (Divzy, — Divz)l| gy

S k?lHan — ZHLl(Qk) + kQHDZUan — DiUZ||L1(Qk),
o que implica de (4.3) e (4.4) que
Divz,, — Divz em L'(Q). “4.7)

Além disso, segue de (4.3), que

l

> ¢

k=0

— 0. (4.8)

l
lzm — 2l = 1D ¢F2k = 2l < N2k — 2l
k=0

Assim, segue de (4.7), (4.8) e do Teorema de Green generalizado 2.2.11 e da

continuidade do operador traco

()| = Jim_

/uDivzmdx+/szudx
Q Q

/ Uy 2 - VAHN
a0

12| oo @) [t | 11 002)» Vo € C(Q). (4.9

= lim
m—r00

IN

Em particular, dados u,v € C*°(12), concluimos que
a(u—v) =0se uy,, =v,, H' 'qtpemdQ,
i.e., a(u) depende s6 de u,,. Agora, defina a aplicac¢do linear 3 : Y — R por

ﬂ(ubg) = a(u), Vu € Ow(§)7
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onde Y = {u, : u € C*(Q)}. Assim, Y é um subespaco de L'(d9) e, de (4.9),

obtemos que
|ﬁ<u|asz)‘ = |O‘<u>’ < HzHLOO(Q)Hu|asz||L1(3ﬂ)7 Vu € COO<§)> (4.10)

i.e., 8 é continuo.
Portanto, pelo Teorema de Hahn-Banach existe uma extensdo linear continua
de 3 ao espaco L'(0f)) e que preserva norma. Ou seja, de 3 € (L'(99))" existe uma

funcdo [z, v] € L>(00) tal que
(W) = Aluige) = [ [eirlutpudH L, Vu € O
a0
o que nos leva a
/ uDivzdxr + / zDudz = / (2, V], dHN !, para todo u € C(1Q).
Q Q a0
Isso mostra (4.1.2). Além disso, segue de (4.10), da preservacdo de normas que

|or(w)]
1Tz, ¥]lloo = 18l L1 o) = llafloe = sup < ll2llzee

ueCee(Q) Hu\asz HLl(aﬂ)

e isso mostra (4.1.1).
Para finalizar a prova resta mostrar (4.2). Assuma que z € L;*(Q) e u € Wh' N

L9 () para algum 1 < ¢ < co. Entéo pela Proposicdo 5.1.11 existe uma sequéncia

(um) C C(Q) tal que
Up, — u em WH(Q) e u,, — uem L7 (Q), (4.11)

entao

/umDivzdx+/uDivzdx
Q Q

/zDum+/zDu
Q Q

< Hum - UH

L (Q)||Divz||Lq(Q) — 0, quandom — oo e

< [zl @) [| Vi — Vul|p1(q) = 0, quando m — oo.
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Desde que o operador traco é continuo em W' (Q), segue de (4.11) que

/ [z,l/]umdeN_l—/ 2, V]uy g dHY
G

o

< [Tz Y]l os (00 | tm e, — Wjog Nl 21002

< Ozl oo llum — ullwra@) — 0.
Usando isso, (4.1) e (4.11), obtemos
/ uDivzdxr + / zDudzr = / 2, V]uy,, dHN ", para todo u € Wh(Q) N L7 (Q).
Q Q 80

Agora assuma que ¢ = 1 entdo z € L*(Q) e u € W N L*>®°(Q). Pelo Teorema 5.1.11

obtemos que existe (u,)n,>1 C C*°(£2) tal que
Uy, — u em WH(Q).

Assim, como u,, — u € L'({), entdo existe uma subsequéncia (u,, ) e uma funcdo

g € L'(Q) tal que

U, () — u(x) q.t.p em €,

|t ()] < g(2) q.t.p em €,
o que nos leva a

Uy, (x) Divz(z) — u(x)Divz(z) q.t.p em €,

|tm,, (x) Divz(z)| < |KDivz(x)| q.t.p em €.

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue seque que

k—o0

lim umkDivz:/uDz'vz.
Q Q

Também obtemos de u,,, — v em W (Q) que

/zDumk+/zDu
Q Q

< ||2]| o @)l Vttm,, — V|| 1) = 0, quando k — oo,
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e da continuidade do operador traco em W'!(Q2) obtemos

< 2 Yl @y l[tmipg = Uonll L @00)

/ [z,l/]umdeN_l—/ [z, V]uy g dHY
G

o

< Ozl oo llum — ullwra@) — 0.
Entdo, para (u,,) em (4.1) segue que
/uDivzdx + / zDudx = / [z, V]u,, dH"N ", para todo u € Wh'(€),
Q Q Py

onde a ultima igualdade é obtida. Isso finaliza a prova da Proposicao. [

Proposi¢ao 4.1.2 Para cada u € BV (2) N LP(2) com 1 < p < oo e z € L7(Q) existe
uma medida de Radon (z, Du) € M(Q,RY), tal que

/uDivzdm+/d(z,Du) :/ [z, V]uy o dHY (4.12)
Q Q o9
e
((z, Du), @) = —/ungivzdx - / uzDodz, Yo € C°(Q).
Q Q

Além disso, para cada aberto Q) C Q, valem

((2: 00, 9) < Ilsleleqey [ 1Dk, Vo € C() (4.13)

/d(z,Du)dx §ﬁ|d(z,Du)]dm§ HZHLOO(Q)[ | Du| (4.14)

0 0 0

para todo conjunto Boreliano ) C .

Demonstragao: Fixe u € BV(Q) N LP(Q),z € L7(12) e defina a seguinte aplicacdo

linear

(z,Du) : CF(Q) — R

p — (2, Du), )

(2. D)) == [

ugoDivzdx—/uzDgpdx. (4.15)
Q

Q
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Além disso, observamos que para cada conjunto aberto 2 C Q fixado, temos

que ulg € BV(Q2). Pelo Teorema 2.2.5 podemos aproximar u|s por uma sequéncia

(U )m>1 € C(Q) N BV (), isso &,
U, — uem LY(Q) e [ |Du,,| — / | Dul. (4.16)
9 9!

Usando integracao por partes, obtemos

/umgoDivzdx—i—/uszgodx
Q Q

/ wzDuy,dx
Q

< ellolell e / Dy, para g € C=(2).

(4.17)

Consequentemente se tomarmos u,, € C*({2) em (4.15) segue de (4.16) e (4.17)

que

(2, Du), ¢)| < IISOIIOOIIZIILoo(Q)/QIDUIdx, Vi € CF(Q)

e isso mostra (4.13).

Agora passando ao supremo sobre os ¢ € C'°(Q2) tal que ||¢|« < 1, segue da

Observacao 2.1.4 que

/Q d(z, Du)da

< / |d(z, Du)|dx < HZHLOO(Q)/ | Du)|,¥ conjunto Boreliano Q C
0 0

0 que mostra (4.14).

Resta mostrar que

/ uDivzdxr + / d(z, Du)dx = / 2, V]uy g dHN
Q Q )
De fato, para cada e > 0 dado, escolha um aberto Q cC Qe p € C°(Q) tal que

|Du|(09) = 0, |Du|(Q\ Q) <€, 0<p(z) <lemQe p(zr)=1emQ. (4.18)

Além disso, segue da prova do Teorema 2.2.5, que existe uma sequéncia (u,,) €
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C>(Q2) N BV(Q) N LP(Q) tal que
Uy, — wem LP(Q2) e | Duy,|(2) — |Dul(9) (4.19)

e |Du,,|(Q\ Q) < 3|Du|(Q\ Q). Entdo de (4.14) segue que

/Q d(z, Dun) — /Q d(z, Du) /Q d(z, Duny) /Q d(z, Du)
< (5 Dum = Dup )| + [ (s, D)

O\Q
+ [ JdeDu)
Q\Q

< [{(2 Dty — Du), )| + 412l e / el

< +

Pela arbitrariedade de ¢ em (4.18) e das convergéncias em (4.19), segue da

desigualdade anterior que

lim = 0. (4.20)

/ﬂ d(z, Duyy) — /Q d(z, Du)

Logo, de (4.14) obtemos

| #Dun [ dtz.0u)

<

/zDum—/ |d(z,Dum)|‘
Q Q

/|d(z,Dum)—/d(z,Du)

Q Q

§2Hz\|Loo(Q)/|Dum]+ /]d(z7Dum)—/d(z,Du)
Q Q Q

e fazendo m — oo segue da hipotese (4.19) e pela igualdade anterior (4.20) que

/Q 2Dy, — /Q d(z, Du)

+

lim
m—ro0

< 22l / Dul

~2lalioy ([ 1Dul+ [ 1Dul)
o0 )

< 2|zl o,

onde o termo [ |Du| = 0 pois das hipdteses (4.18) temos que p(z) = 1 em Q. Por-



tanto, pela arbitrariedade de ¢ > 0 concluimos que

lim zDumda::/d(z,Du).
0

m—-r00 0

78

Note que u,, € W"!(2) e pelo Teorema 2.2.11 temos que u, = — uj,, em L'(9%Q).

Assim, de (4.2) obtemos

N—-1 __ : N—-1
/BQ [Zv V]ubsde = lim [Z’ V]umlm dH

= lim (/ umDivzdx+/zDumdx)
m—r00 Q Q

:/uDz'vzdx—l—/(z,Du)dx.
Q

Q

Isso finaliza a prova.

Teorema 4.1.3 Considere Q C RY um aberto e limitado com fronteira Lipschitziana e

B C RY a bola unitdria tal que Q C B. Sejam u € BV () e

u(z) €,
0 zeB\Q

u(z) =

Entdou € BV (B) e

_ N-1
Du = Du —u,,vH, ",
onde v(x) denota o vetor unitdrio exterior a {2 em z € OS.

Demonstracio: Aplicando o Teorema 2.16, para cada ¢ € C'(Q, RY), obtemos

/@Dﬂdx: —/ ﬂDivgpdm—l—/ ﬂmgoudHN_l
B B oB

= —/uDivgpda::/goDuda:—/ u|mgpdeN_1.
Q Q o9

Desde que u e u € L'((2), segue que
Dy = Du — u|agl/7-[]z;1,

no sentido distribucional.
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Observacao 4.1.4 Veja que pelo Teorema 2.1.3, identificamos Du como uma medida

de Radon e portanto a variagdo total de Du é
Dal(B) = 1Dul(@) + [ ol (4.21)
o9

Defini¢io 4.1.5 Considere f : X — R, onde X € o dual do espaco Y. Definimos a
fungdo conjugada de f sobre Y, com respeito da forma bilinear (z,y),z € X ey € Y,
por

fr(y) = sup({z,y) — f(2)), y e Y,z € X.

rzeX

Teorema 4.1.6 Seja E um espaco vetorial e ¢ : E — (—00, 00| convexa semicontinua

inferiormente e ¢ # +o0. Entdo ¢** = ¢.

Demonstracao: Ver [5], pag. 13.

Definicao 4.1.7 Seja E um espago de Banach e A C E. Definimos a fungdo indicador
14 por

0 x € A,
Ia(z) =
00 caso contrdrio.

No que segue, com o objetivo de entender o significado de solucdes para pro-

blemas envolvendo o 1-Laplaciano, definimos

/|Du|—i—/ luldHY ™t w e BV(Q) N LP(Q),
Ei(u) = Q o0

00 u € LP(Q)\ BV(Q).

Es(u) == —/qudx, E3(u) := oz/Q lu — g|"dz, Yu € LP(Q),
G(u) = /Q |u — h|%dx, Yu € LP(Q).
Vamos também assumir as seguintes hipdteses:
(H\) felL’(Q), geL’(Q), he BV(Q)NLIQ),
(Hs) %§p<oo, 1<q, 7<p, aceR.

Teorema 4.1.8 Sejam u € BV (Q) e Q C RY um aberto com 0N fronteira Lipschitzi-
ana. Entdo:
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(1) O funcional FE; é convexo, semicontinuo inferiormente e positivamente homogéneo
de grau 1 em LP(Q2). Além disso, u* € OFE;(u) para v € LP({2) se e sO se existe
z € L(Q,RY) com
12|l 2oy < 1, u* = Divz € LV (), (4.22)
Ei(u) = (u*,u) = — / uDivzdx
Q
Se Eyi(u) > 0, entdo ||z|| () = 1 em (4.22).

(2) O funcional E, é continuamente diferencidvel sobre LP()) com

Ey(u) = —f, para todo u € LP().

(3) Para q > 1 o funcional G é convexo, Lipschitz localmente continuo, e Gateaux
diferencidvel sobre LP(S)) com

G'(u) = qlu — h|"2(u — h).
O subdiferencial é dado por
OG(u) = {qlu — h|"*(u — h)}, para todo u € LP(2).
Demonstracdo: Prova do (1). Defina o conjunto
M* = {v* € LF'(Q) : v* = —Divz, z € L®(Q,RY), ||z z() < 1}.
Afirmacdo 1: M* é fechado.
De fato, consideremos uma sequéncia {v*} C M* com v} — v* em L” (). Entfio

existe z, € L>(Q) tal que ||z, |1~ < 1ev) = —Divz,. Como z, € L>(2), entdo

/ s Divgds < g, Vi € C2(Q),
Q
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Portanto, z, € BV (). Pela versdo generalizada da Férmula de Green, temos

/v;godx: —/Divzngodx
Q Q
:/angodx—/ Zn, ordHN T,
0 oo ¢

= /anDgodx, Vo e C°(R2), n e N. (4.23)
Desde que {v}} é limitado em L*>({2), segue pelo Teorema 5.0.10, que
2y — z em L®(Q) (4.24)
o que implica por (4.23), que

/v*gpdw = / zDpdr = —/ Divzpdx, ¥V € C*(Q),
Q Q Q

e, por Du Bois Raimond 5.0.6, v* = —Divz € L (Q). Além disso, segue de (4.24)
que

') < ] ] oo <
Iy < lim ]|z 1o < 1,

obtendo que v* € M*, i.e., M* é fechado. No que segue mostraremos que [},. = £},

onde I,,+ denota a funcdo conjugada da funcdo indicadora de M*, ou seja,

Iy(v) = sup ((v*,v) — Iy« (v*)) = sup (v*,v), paratodo v € LP(Q).
v*eLr () vreM*

Para cada v* € M*, v € LP()) segue das Proposicoes 4.1.1 e 4.1.2 que

(v*,v) :/v*vdx: —/vazdx
Q Q
:/d(z,Dv)—/ [z, V]v),gdHN !
Q G
/d(z,Dv)—/ 2, V]v), dHN !
Q o0
/d(z,Dv) / 2, V], dHN !
Q G)
< Paalior ([ 1901+ [ oala®®™) < EL0),
Q o0

<

< +
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isso é,

I (v) < Eq(v), Yo € LP(Q). (4.25)

Por outro lado, segue pela Observacao 4.1.4, que

o) = [0+ [ e = pil) = [ Dl

para todo v € LP(£2). Assim

Ei(v) :/ |Do| = sup{/ vDivzdr : z € CP(B,RY),||2]|p(a) < 1}
B B
= sup{/ vDivzdr : z € C°(B,RY), ||2]| pe(a) < 1}
Q
< sup {/ vDivzdx - z € L= (Q), ||2|| gy < 1, Divz € LP (Q)}
Q

sup{/ vivdr vt € M*}
Q

= I%,.(v), Yo € LP(Q). (4.26)

Portanto de (4.25) e (4.26), obtemos

I,.(v) = By (v), Vv € LP(). (4.27)

Desde que M* é convexo, segue de (4.27) e do Teorema 4.1.6 que

Iy = (I3;.)" = ET. (4.28)

Afirmacao 3: v* € 0F;(v) <= Ei(v) + Ef(v*) = E1(v) + Iy = (0¥, 0).

De fato, seja v* € 0F;(v), entdo

v € OF(v) <= Ey(u) — Ey(v) > (v*,u —v),YVu € LP(Q)
— (v, u) — Fy(u) < (v*,v) — E1(v),Yu € LP()

<~ sup {<U*7u> - El(u)} < <U*7U> - El(”)
v*eLP(Q)

< Ef(v*) < (v*,v) — Ey(v). (4.29)



Por outro lado, de (4.28) decorre que

Ly () = sup {(v",0) = Iy-(v")} = sup {(v",v) = E{(v")}

v*eLP' (Q) v*eLP (Q)

> <U*7U> - ET(U*)u

ou seja,

ET(v") > (v, v) — I} (v) = (v, v) — E1(v).

Entdo de (4.29) e (4.30), obtemos

v € 0B (v) <= E1(v) + Ef(v") = E1(v) + Iy (v7) = (0", 0).

Portanto,

v* € 0B (v) <= F1(v) = (v*,v).

Prova do (2).

Calculando a derivada de E, no ponto u € L?(f2), na direcdo h € L?((2)

Es(u+th) — Es(u)

(Ey(u),h) = lim

t—s0 t
b — Jo flu+th)dz + [, fudx _ _/ fhd.
t—0 t Q

Assim, (Fj(u),h) = — [, fhdz existe para todo h € LP(2) e a fungéo

Ey(u) : LP(Q) — R

h — (Ey(u), h) = —/thdx

¢ linear pela linearidade da integral e continua pois

(B (u), b)]| = ‘ / fhds

< A llzr @ 1Al zo@) = Cliklle()-

Portanto,

Ey(u) = —f, Yu € LP(Q).

83

(4.30)
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Prova do (3).

Mostremos que G € convexo. De fato, definamos

onde ¢(t) = ¢qt?'. Isto é, G(u) = F(||lu — h|/Ls@)). Mostrar que G é convexa, é
equivalente a provar que F' é convexa. Para 0 < s < t, sejan = As + (1 — A\)t com

s,t € [0, 1]. Entdo

v

o(T)dr w(n —n)e(n),

IN

o(T)dr e(n)dr = (n— s)p(n).

- [z [t
AT

Dai temos que

(I =X (F(t) = F(n) > 1 =Nt —=n)e),
—MF(n) = F(s)) > =X —s)e(n),

somando estas desigualdades, obtemos
AF(s) + (L= NF(t) — F(n) > (As+ (1 = M)t —n)e(n) = 0.

Isto é,

Fs + (1= Nt —15) < AF(s)+ (1= NF(1),

o que prova que F' (e portanto () é convexo. Agora calculemos a derivada de Gate-

aux. Seja w € L*(Q2)

(G(u), w) = Tim G(u+ tw) — G(u)

t—s0 t
B Jo lu—h+tw|%dz — [ |u— h|%dz
N t_r)no t
1
= lim [ —(Jlu—h+tw|?— |u— h|?)dz. (4.31)
t—0 Jq t
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Parat € (0,1) definamos uma funcéo ¢ : [0,1] — R por
9(s) = |stw(z) + u(z) — h(z)[*.

Lembrando que |y| = ySign(y) obtemos

g (s) = qlstw(z) + u(x) — h(x)|* ' Sign(stw(z) + u(z) — h(z))tw(z) (4.32)
e, portanto,

%g(s)\é = /0 |stw(z) + u(z) — h(x)|* ' Sign(stw(z) + u(z) — h(z))w(x)ds.
Assim,

(1) = 9(0) = /1 |stw(z) + u(x) — h(z)|7 ' Sign(stw(z) + u(x) — h(z))w(z)ds,
qt 0

ou seja,

|u—h+tw|? —|u— hl?
qt

1
= / |stw 4+ u — h|9 Sign(stw + u — h)hds. (4.33)
0

Logo, pelo Teorema do Valor Médio, existe £ € (0, 1) tal que g(1) — g(0) = ¢'(§), isso
é)
Ju(@) = h(z) + tw(@)| — Ju(z) — h(2)|"] = |glétw(z) +u(z) — h(z)|"" Sign(&tw(z)
+u(x) — h(z))tw(z)|

= qt|¢tw(z) + u(z) — h(z)|"".|w ()]

< qt|lu(z) — h(@)] + fw(@)]|* w(z)|.

Equivalentemente,

u(x) = h(z) + tw(@)|? — Ju(x) — h(z)|*
t

< gllu(z) — h(z)| ilw(x)llq_llw(fv)y

F(z)
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Afirmacdo: F(z) € L'(Q). De fato, da desigualdade de Holder, decorre que

[t =i+ iy ulde < o [ Gu= i+ d) (/ rqudx)
= ([ 1+ fulyae) " (f |w|qda:)

Aplicando o Lema 5.1 obtemos

[ a1+ poly ol < g ([ 27— g7+ ol dx) ([t \qu)

g=1
= 25 (lu — Al + 0ly)  Tlssco

Veja que para 1 < ¢ < p, LP(Q2) C L), entdo u + h € L9(2). Assim, a funcao
q(Jlu — h()| + |w()) w(-)| estd em L'(£2). Portanto, temos todas as hipGteses para

aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada em (4.31), logo de (4.33) obtemos

Chatwld — lu— hle
(G'(u),w) :/ lim Ju +twl? — Ju— hl dx
Q

t—0 t

= q/ lim / |stw +u — h|9" ' Sign(stw + u — h)hdsdx
Qt—>

:q/w hm/ |stw +u — h|9 Sign(stw + u — h)dsdx
Q

q/ w(x)|u — h|9 Sign(u — h)dx
0

q/ w(x)|u — h|72(u — h)dz,Yu € LP(Q),w € LY(Q),
0

isso é,

G'(u) = qlu — h|7?(u — h),Yu € LP(Q).

Como G é Gateaux diferenciavel e convexo, pelo Teorema 3.1.4, obtemos que seu
subdiferencial é

0G(u) = {qlu — h|"*(u — h)}.

Mostremos ainda que o operador G é localmente Lipschitz continuo, isso é,

G(w) — G(v)| < K lu— vl ey, Yu.v € L),
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onde,

|G(u) = Gv)] =

/ |u — h|%dx — / |v — h|%dz
Q Q

< / ||lu— h|? — |v — h|?|dzx. (4.34)
Q

De fato, se 1 < ¢ < p, entdo LP(Q2) C L%(Q2). Definamos uma funcéo g : [0,1] — R
por

9(s) = ls(u—h) + (1 —s)(v = h)|.

Lembrando que |y| = ySgn(y), obtemos

g'(s) = als(u—h)+ (1= s)(v—h)|" " Sgn(s(u—h) + (1 = s)(v — h))(u—v)
e pelo Teorema do Valor Médio, existe £ € (0,1) tal que g(1) — g(0) = ¢'(§), isso &,
u—h|"—|v—h|" = q|s(u—h)+(1—s)(v—h)[""" Sign(e(u—h)+ (1 —e)(v—h))(u—v).
Como € € (0,1) segue que

[lu = h|* = v —h|?] = qlle(u — h) + (1 = €)(v = h)|*" (u—v)]
< qllu—hl + v = A" |u -]

< @2 (ju—=h|" 4+ o= h|T N u— vl (4.35)

Note que, da desigualdade de Holder, obtemos

1/p 1/q
[ =l ol < ( / |u—hr<“>p) ( / |u—v|q)
Q Q Q

= [l — |y 1t = vl| ooy

1/p 1/q
[ o= b= oo < ( / |v—h|<q-”p) ( / |u—v|q)
Q Q Q

= |lv = R #he) lu = vl ooy
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Integrando em (4.35) e das desigualdades anteriores decorre que
/ [[u— R = v = h|?|dz < g2 (Ju = h]| %) + [ = Bll%o) e = vl a@)
Das hipdteses dadas temos que u, v e h € L(2), logo

/|yu—h|q— v — hllde < Klu— o] zogo. (4.36)
Q

Assim de (4.34) e (4.36) concluimos a prova.
Por outra parte, claramente podemos fazer o mesmo procedimento para o fun-
cional

Es(u) == a/ |u — h|"dz, Yu € LP(2).
Q
Lembremos que pelo Teorema 3.3.2, temos que
d(aF)(u) = adF(u).
Concluimos assim que

O(aBs)(u) = af{rlu — h|"*(u — h)},Va € R.

4.2 Problema de torcao

Nesta secdo, motivados pelo artigo de Bernand Kawhol [17], vamos estabelecer
as condicdes necessdrias para que um minimizador do funcional de energia associado

ao problema (4.37), definido sobre BV (), satisfaca

—Au = f em¢),
u = 0 sobre 0f),

(4.37)

onde Q C RN é um dominio limitado, f € L (Q 775 < p < oo e o operador

\ :

diferencial 1-Laplaciano é definido como A;u = Div < ) Dessa maneira, o ob-

Vu
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jetivo é entender o significado de uma solucao de variacado limitada para o funcional

de energia associado ao problema (4.37).

4.2.1 Funcional de energia

Nesta secdo, vamos definir o funcional de energia associado ao problema de
torcao (4.37). Para isso, construiremos o funcional de energia associado ao seguinte

problema
—Apu = 1 emQ,
u = 0 sobre 0,

onde 2 C RY é um dominio limitado e —A,u = div(|Vu|P~2Vu) com p € (1,00). Para

abordar esta secéo, o espaco BV ({)) estard munido com a seguinte norma:

lulllsy = / Dul + / fudHY T,
9] o0

que é equivalente a ||-|| gy -

Teorema 4.2.1 As normas ||| - |||pv (o) € ||| pv sdo equivalentes.

Demonstracao: Do Teorema 2.2.12 obtemos

lall v = llullza + / Dul < C, ( / Dl + / |u|dHN-1) 4 / Dyl
Q Q o0 Q

< (Cy + D[|ull|sv -

Por outro lado, pela Teorema do Operador Trago 2.2.11, existe C' > 0 tal que

alllsvi = / Dul + / uldHN T < / Dul + Cllull v
Q o0 Q

< (14 O)lullBve)-

Portanto, das desigualdades obtemos que

1

Ll < ulllsvie < (14 O)llullsviey, para todo u € BY(9).
(C1+1)
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Assim, os resultados obtidos para o espaco (BV (), ||-|| sv(e)) no Capitulo 2 sdo
validos para o espaco (BV (Q), ||| - ||| sv))-
Com o objetivo de obter o funcional energia associado ao problema de tor¢cao

(4.37), definamos o conjunto de perimetro finito.

Definicao 4.2.2 (Conjuntos de perimetro finito) Considere E C 2 um conjunto men-
surdvel. Definimos o perimetro de E em ), denotado por P(FE, (), como a variagdo total
da fungdo carateristica x g em 2, ou seja,

P(E,Q) :=sup {/ Divpdzr = o € CHORY), ||¢]loe < 1} :
B

Dizemos que E é um conjunto com perimetro finito em {2 se P(F,Q)) < oc.

Teorema 4.2.3 Seja u uma fungdo localmente integrdvel sobre Q (u € L},.()) e
Ey ={x € Q:u(z) > t}. Entdo

/|Vu|dx:/ P(E,, Q)dt.
Q —o0

Demonstracao: Ver [13], pag. 219.

Teorema 4.2.4 Para cada subconjunto aberto 2 C RN e u € L} (), temos

loc

|u|BV(Q) :/ P(Et,Q)dt

o0

Em particular, se u € BV (), entdo o conjunto E, = {x € Q : u(z) > t} tem perimetro
finito em 2. Além disso,

\Dul(B) = / " |Dxsl(B)dt e Du(B) = / " Dyu(B)dt,

(e}

para todo conjunto Boreliano B C (.

Demonstracao: Ver [2], pag. 145.
Agora vejamos um fato muito importante antes da construcdo do funcional de

energia associado ao problema (4.37). Considere o seguinte problema

—Apu = 1 emQ,
u = 0 sobre 02,

(4.38)
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onde Q C RY é um dominio limitado e —A,u = div(|Vu|P~2Vu) com p € (1,00). A

funcdo u € W, ?(9) é chamada solucéo fraca de (4.38) se e s6 se

/ |VulP2VuVpdr = / edx, Yo € C(Q).
0 Q

Portanto, o funcional de energia associado ao problema (4.38) é

Jp(u):%/ﬂ\Vu\pd:c—/Qudx.

Para p € (1,00) esse funcional estd bem definido. Para o caso p = 1, se tentarmos
minimizar sobre W, (), existem problemas com a existéncia de uma solucio em
Wy (Q), pois existem sequéncias limitadas em 1/, (Q2), que convergem na topologia
de L'(Q) para uma funcéo, a qual niio pertence ao espaco W, ().

Uma maneira de superar essa dificuldade é trabalhar no espaco BV (€2). Nesse

caso, pelo Teorema 4.2.3, J; pode ser estendido para o espaco BV (£)) como

Ji(u) = /OO(P(Et,Q) — A(Ey))dt, (4.39)

para 0 < u € BV({2), onde:
i) By ={x € Q:u(x) >t} éo conjunto de niveis de u € BV ((2),
ii) P(E;,)) denota o perimetro de E; em Q C RY,

iii) A(FE;) denota drea ou volume, isso é, a medida de Lebesgue N-dimensional de

E,.

Impondo as condicoes de fronteira, considerando o termo uldHN !, onde HN !
P

¢ a medida de Hausdorff (N — 1)-dimensional. Pelo Teorema 4.2.4 pode se reescrever

(4.39) como
Ji(u) :/|Du|+/ |u|d7—[N_1—/udx.
Q o9 Q

Portanto, pelos argumentos anteriores, estamos em condi¢oes de definir o funcional
de energia associado ao problema (4.37), o qual seria I = ¢) — ® definido em BV (Q)

com

W (u) :/Q|Du\ e d(u) = /qudm.
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Mas, observamos que o problema de torcao (4.37) possui condicdo de fronteira de
Dirichlet homogénea. Assim, impondo essa condi¢do consideremos o funcional I =

1) — ® definido em BV (2) como

zﬂu>:1/|Duw+ | dHY Y,
Q o

isso €,
](u):/ |Du|+/ |u|d7—[N_1—/fud:B. (4.40)
Q a0 Q

4.2.2 Ponto critico

Baseado na teoria de subdiferenciais [7, 9, 23] pode se definir um ponto critico

para o funcional de energia associado ao problema de torcao.
Definicdo 4.2.5 (Ponto critico) Considere I = ¢ — ®, onde ® € C'(BV(Q)) e ¢ :
BV (Q2) — R U {400} funcional convexo localmente Lipschitz. Dizemos que um ponto
critico é uma fungdo u € BV () tal que 0 € 01 (u), ou equivalentemente

U(v) = ¥(u) 2 (¥'(u), v —u), Yo € BV(Q).

Observacao 4.2.6 Da defini¢do anterior temos

0€dl(u) <= (Y(v) —P)) — (V(u) — P(u)) > 0,Yv € BV(Q)
> Y(v) —(u) > P(v) — P(u), Vv € BV (Q).

Logo, como ® € C*(BV () e pela convexidade da fungdo 1), temos que

O(u+t(v—u)) — P(u)

(@' (u),v —u) = lim

t—0 t
_ hmo O((1—t)u —: tv) — d(u)
< iy 0= 00 0) =40

< Y(v) —P(u),Yv € BV ().

Assim, a desigualdade anterior é obtida.
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Proposicdo 4.2.7 Seja I = 1) —® um funcional sobre BV (), onde ® € C'(BV(Q),R)
e : BV (Q2) — RU{+o0} convexa e semicontinua inferiormente. Entdo, todo minimo

local é um ponto critico de I.

Demonstracdo: Seja v um minimo local de 7, isso é, I(u) < I(v) para toda vizinhanca

de u. Dado t > 0 suficientemente pequeno, da convexidade da funcdo ) obtemos

0 <I((1—t)u+tv) —I(u)
= (1 = t)u+tv) = (u +t(v = u)) = (P(u) — ©(u))
<) = P(u)) = (@(u+tv —u)) — B(u)).

Assim, dividindo por ¢ e fazendo t — 0 obtemos
() = (u) = (¥ (u), v —u), Vv € BV(Q).
|

Em particular, para o funcional (4.40), u € BV (2) N LP(2) é ponto critico se e
SO se

Y(w) —Y(u) > (P (u),v —u), Yo € BV(Q).

Assim, estamos em condicoes de definir uma solu¢édo de variacdo limitada para

o problema (4.37).

Definicao 4.2.8 (solucao de variacao limitada) Dizemos que uma fungdo u €
BV (Q) N LP(Q) é solugdo de variagdo limitada para o problema (4.37) se

Holllv = [[ulllsv = / fv —u)dz, Yo € BV(Q) N LP(Q).
Q
Teorema 4.2.9 Seja u € BV (Q2) N LP(§2) um minimizador do problema (4.37). Entdo:

3z € L®(Q,RY) tal que || 2|« < 1, Divz € LP'(Q),
/ | Dul| +/ luldHN ! = /quzd:c (4.41)

—Divz = f q.t.p em (Q,

N
ondem§p<oo.
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4.2.3 Equacao de Euler-Lagrange

Mostraremos que os pontos criticos do funcional de energia (4.40) satisfazem

uma versdo de (4.37) na qual aparece um campo vetorial z € L>*(Q2, RY) que estd

.. . Vu .
bem definido e que coincide com m nos pontos onde Vu # 0. Por essas razdes e
u

com o objetivo de aplicar o Teorema 4.1.8, estendemos os funcionais definidos em

BV (Q) para LP(f2) da seguinte maneira

Y(u) sewe BV(Q)N LP(Q),

00 seu € LP(Q)\ BV(Q),

5(u):/9fudx,

onde I(u) = 1(u) — ®(u). Dessa forma, temos que ® € C*(L?(Q2),R) e ¢ é convexa
e semicontinua inferiormente. Assim, o subdiferencial 97 (u) estd bem definido. O
seguinte teorema nos d4 uma condicdo necessdria para que uma funcdo seja ponto

critico.

Teorema 4.2.10 Seja u € BV (Q). Se 0 € 91 (u) entdo 0 € 91 (u).

Demonstracao: Da hipdtese temos que
() —P(u) > (P (u),v —u), Yo € BV(Q). (4.42)
Mostraremos que
0 € 0l (u) <= (v) —(u) > (D (u),v —u), Yo € LP(Q).
Caso 1: se v € BV (2) N LP(2) obtemos de (4.42) que

v) = (u) = (' (u),v —u)

U(v) = Y(u) = ¥(v) -
:/Qf(v—u)dx:<5/(u),v—u>, Vv € LP(9).
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Caso 2: se v € LP(Q) \ BV (Q) segue que ¢)(v) = +oo e, como u € BV (), obtemos

que
$(v) = (u) = +00 > (¥ (u),v — u),
isto é,
B(v) = Pu) > (@ (u), v —u) Yo € LP(Q)
Portanto, concluimos que 0 € 91 (u). |

Provemos agora o Teorema 4.2.9. Suponha que v € BV(Q2) N LP(2) é um
minimizador do problema de torcao (4.37). Logo, pela Proposicdo 4.2.7, obtemos
que u é ponto critico do funcional de energia I := 1) — ® que, por sua vez, é soluciio

de variagdo limitada, ou seja,

olllaviey — llelllsve = / f(v — w)dz, Vv € BV(S),

Pelo Teorema 4.2.10, se 0 € dI(u) entdo 0 € 9I(u) e da convexidade de i) e ® €
CH(LP(Q),R) segue que ® (u) € d¢(u). Assim, da definicio de subdiferencial obte-
mos

32 € (LP(Q))* = L” (Q) tal que 2* € 9P (u) e D (u) = z*. (4.43)
Logo, pelo Teorema 4.1.8, existe z € L°°(2, R") tal que ||z]|» < 1 satisfazendo

2* = —Divz € (LP(Q))* = L7 (Q),

Y(u) = (2", u) = — / uDivzdz. (4.44)

Q

De (4.43) e (4.44) obtemos que

. /Q vDivzde = (2*,v) = (& (u),v) = /Q foda,

isto é,

/(f + Divz)vdz = 0,Yv € BV(Q).
Q



Portanto,

— Divz = f q.t.p em (.

De (4.44) e (4.45), conclui-se que

(

3z € L=(Q,RY) tal que ||z||o < 1, Divz € L7 (Q)

—/uDivzda::/ ]Du|—|—/ luldHN
0 Q o9

—Divz = f q.t.p em ),

\

onde a ultima equagéo é chamada Equacdo de Euler-Lagrange.
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Capitulo 5

APENDICE

Lema5.1 Sel<r<ooea>0,b>0,entdo (a+0b)" <2 '(a" +1").

Teorema 5.0.1 Seja F' C E subespago fechado. Se E é reflexivo, entdo F € reflexivo.

Demonstracao: Ver [5], pag. 70.

Teorema 5.0.2 Seja E' um espago de Banach. Suponha que existe uma familia (O;);cr

tal que
i) para cada i € I, O; é um subconjunto ndo vagzio de E,
it) O;,N0; =D sei#j,
iii) I ndo é enumerdvel.
Entdo F ndo é separdvel.
Demonstracao: Ver [5], pag. 103.

Teorema 5.0.3 Seja F um espago de Banach. Dados A, B C E* conjuntos convexos
tal que AN B = &, A fechado em o(E*, E) e B compacto em o(E*, E). Entdo existem
rg € E, 19 #0e a € R tal que

H=A{fe€E":(fz)=a}
separa A e B estritamente, isto é

(f,m0) <a—e VfEA,
(f,xog) > a+e€ Vf € B.

97
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Demonstracao: Ver [5].

Corolario 5.0.4 Seja E um espaco de Banach. Entdo para cada x € E temos

g- = sup{[(f,2)]: f € E" e | f|| <1}
= max{[(f,z)| : f € E" e[| f[| < 1}.

||

Demonstracao: Ver [5], pag. 4.

Proposicdo 5.0.5 Seja 2 um subconjunto aberto de RY. Entdo C°(2) é denso em
LP(QY), para 1 < p < +o0.

Demonstracao: Ver [5], pag. 109.

Lema 5.0.6 (Du Bois Raymond) Seja u € L, .(Q2) tal que

loc

/ updr =0, Vo e C(N).
Q

Entdo u = 0 q.t.p em €.
Demonstracao: Ver [5], pag. 110.

Teorema 5.0.7 Seja f € LP(2) com 1 < p < oc. Entdo
(pn x f) — fem LP(Q). 5.1)

Demonstracao: Ver [5], pag. 109.

Teorema 5.0.8 Sejam f € C*(RY), k> 1ege L. (RY). Entdo fxg € C*(RY) e
D*(f*g)=D"f*g, Ya com |a| < k. (5.2)

Em particular, se f € C°(RY) e g € L}, (RY), entdo f * g € C(RY).

Demonstracao: Ver [5], pag. 107.

Proposicao 5.0.9 Seja (f,,) uma sequéncia em E*. Entdo

fo > femo(E* E) <= (f,,2) = (f,r), Vo € E.

Demonstracao: Ver [5], pag. 63.
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Teorema 5.0.10 Seja FE um espago de Banach separdvel e { f,,} uma sequéncia limitada

em E*. Entdo existe uma subsequéncia { f,, } que converge na topologia o(E*, E).

Demonstracao: Ver [5], pag. 75.

Teorema 5.0.11 Seja E um espago de Banach separdvel. Entdo Bp- é metrizdvel na
topologia o(E*, E). Reciprocamente, se B« é metrizdvel em o(E*, E) entdo FE € se-
pardvel.

Demonstracao: Ver [5], pag. 78.

5.1 Propriedades dos espacos de Sobolev

A principal referéncia utilizada neste capitulo é : Brezis [5] e Lawrence [11].

Definicao 5.1.1 Seja k € N U {0} um numero ndo negativo. Dizemos que um multi-

indice « de ordem k é uma n-upla o = (o, -+ , «v,) tal que
ol =g+ + o, =k

onde o; € NU {0}. Além disso o nimero « acima é chamado ordem do multi-indice «,
denotaremos

k
R —

9105z - 9an”
se |a| > 1.

Agora definamos a derivada fraca de uma funcéo p-integravel.

Definicdo 5.1.2 Sejam Q C RY um aberto, o um multi-indice e f, g € L (). Dize-

loc

mos que g é a a-ésima derivada fraca de f em ) e escrevemos por D®f = g se
/fDC“sod:v = (1) / gedz, Yo € CZ(Q).
Q Q

Definicdo 5.1.3 (Espaco de Sobolev W'?(Q)) Considere Q2 um aberto de RY com
1 < p < +o0. O espago de Sobolev W'r(Q) é defindo por

WP (Q) = {u € LP(Q) : 3 D*u € LP(Q)},

onde D®u denota a a-ésima derivada fraca de u em (.
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Proposicdo 5.1.4 O espaco W'P(Q) é um espago de Banach para 1 < p < oo, reflexivo

para 1l < p < oo e separdvel se 1 < p < .

Proposicdo 5.1.5 O espaco W2(Q) := H'(Q2) munido com o seguinte produto escalar

=/ Ou Ou N ou dv
(U,v)—(U,U)m-l-;(a—%»a_%)p _/gluv+;8xi3xi’

¢ um espaco de Hilbert separdvel.

Demonstracao: Ver [5], pag. 264.

Proposicdo 5.1.6 (Caracterizacio de W'?(Q)) Consideremos um subconjunto aberto
QdeRY eu e LP(Q) com 1 < p < +oc. As seguintes propriedades sdo equivalentes:

(i) ueWhr(Q),

(71) existe uma constante C' > 0 tal que

(’de

I
QO 8x

(ii1) existe uma constante C' > 0 tal que para todo aberto w CC ) e todo h € RN com
|h| < dist(w, 02), tem-se:

S CHSOHLP’(Q)a vgp € CEO(Q)’ \V//L = 1’ [ 7N’

||Thu — U||Lp(w) S C|h|,

onde tyu(x) := u(x + h). Além disso, se pode tomar C' = 2||Vul|1») em (i7) e (iii).
Demonstracao: Ver [5], pag. 267.

Definicdo 5.1.7 Sejam Q@ Cc R, 1 < p < oo e k € NU {0}. O espago Wi*(Q) é
definido como sendo o fecho de C'>°(Q2) na norma ||-||x,,, i.e.

WP = Cr@)

De acordo com a definicdo, u € Wf’p () se, e somente se, existe uma sequéncia
() C C(Q) tal que u,, — u em WHP(Q).

Teorema 5.1.8 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q@ C RY limitado e 1 < p < N.
Entdo existe C = C(N,p,|Q2]) > 0 tal que

lullzny < ClIVullzo@), Yu € WEP(Q).
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Demonstracao: Ver [5], pag. 290.

Proposicdo 5.1.9 Seja Q) um aberto limitado de RY e 0N de classe C*. Entdo para
cada u,v € H'(Q),

Ou vdr = —/uav dac+/ uv(n.e;)dS, 1 <i < N.
o O; o O o0

Demonstracao: Ver [3], pag. 189. e [5], pag. 316.

Teorema 5.1.10 (Teorema do traco) Sejam Q2 C RY um aberto limitado de classe C*
e 1 < p < oco. Entdo existe um operador linear limitado

T : W (Q) — LP(09)

tal que
(1) T(u) = ulaq se u € WHP(Q) N C(),

(i) existe C' = C(p,Q) > 0 tal que, para todo u € WP (Q), vale

| TullLra0) < Cllullwir)-

Demonstracao: Ver [11], pag. 258.

Proposicido 5.1.11 Sejam Q C RY um aberto limitado e 92 de classe C'. Entdo para
cada u € WHP(Q) com 1 < p < oo existe (Up)m>1 C C(Q) tal que

Uy, —> uwem WH(Q).

Demonstracao: Ver [11], pag. 252.

Definicao 5.1.12 (Imersao continua) Consideremos (X, || - ||x) e (Y,|| - ||y) espagos
normados com X C Y. Dizemos que X estd imerso continuamente em Y se existe C' > 0
tal que

[z]ly< Cllz|x, Vo € X.

Nesse caso, escrevemos X < Y.

Definicao 5.1.13 (Imersao Compacta) Consideremos X e Y dois espacos vetoriais
normados com X < Y. Digzemos que a imersdo de X e Y é compacta se a aplicacdo
identidade i : X — Y for compacta. Nesse caso dizemos que X estd imerso compacta-

c
mente em Y e escrevemos X — Y.
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Uma maneira equivalente de definir uma imersao compacta é dizer que X estd imerso
compactamente em Y, se toda sequéncia limitada (u,) C X possui subsequéncia

convergente em Y.

Teorema 5.1.14 (Rellich-Kondrachov) Seja Q2 um subconjunto limitado e de classe
C. Entdo as seguintes imersdes sdo compactas:

o W'P(Q) = L1(Q); 1<¢< NN—_’; sep <N,
o WP(Q)— LI(Q); 1< qg< +oosep=N,

o WhP(Q) — C(Q); sep > N.

Demonstracao: Ver [3], pag. 285.
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