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Resumo

Este trabalho faz uma revisao sobre a teoria do campo de Duffin-Kemmer-Petiau (DK P)
e seus principais aspectos algébricos. Analisamos a estrutura das fun¢des de onda para
os setores escalares e vetoriais do formalismo de DK P correspondendo, respectivamente,
a particulas de spin 0 e spin 1. Um estudo sobre o formalismo da Dinamica de Campos
Térmicos (DCT) é realizado, expondo os principais aspectos tedricos e algébricos para
os campos relativisticos bosénicos. Também ¢ desenvolvida uma abordagem matematica
para o calculo do vacuo térmico do tensor de energia-momento do campo de DK P, apés
a duplicagao do espago de Hilbert. Em seguida, utilizamos esses resultados para calcular
a Lei de Stefan-Boltzmann e o Efeito Casimir sobre o formalismo do campo de DK P

através dos processos de vacuo térmico.

Palavras-chave: Campo de Duffin-Kemmer-Petiau, Dindmica de Campos Térmicos, Lei

de Stefan-Boltzmann, Efeito Casimir
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Abstract

This work presents useful information about the Duffin-Kemmer-Petiau (DK P) Field
Theory. We analised the struture of the wave functions in the scalar and vectors sectors of
formalism in the DK P corresponding, respectively, at particles with spin 0 and particles
with spin 1. A study on Thermo Fields Dynamics (T'F'D) is performed, exposing the
very important theoretical and algebrics aspects for bosonics relativistics fields. Is also
developed a approach mathematic for calculation of thermal vacuum in the DK P energy-
momentum tensor, after dupling Hilbert space. Then, we use these results for calculation
Stefan-Boltzmann Law and Casimir Effect in formalism DK P through of process thermal

vacuulll.

Keywords: Duffin-Kemmer-Petiau Field, Thermo Fields Dynamics, Stefan-Boltzmann

Law, Casimir Effect
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Capitulo 1
Introducao

Um dos principais interesses da fisica é entender o comportamento das flutuagoes quanticas
de vacuo. Com isso, é natural que se procure estudar tedrica e experimentalmente os
processos macroscopicos e microscépicos. Desta forma, quando ocorre o desenvolvimento
de uma tecnologia baseada em algum fundamento da mecanica quantica, como ocorre com
a Computagao Quantica, por exemplo, o conceito que desempenha crucial importancia é
o da temperatura.

Na presente dissertacao investigamos a lei de Stefan-Boltzmann e o efeito Casimir a
partir do método da Dindmica de Campos Térmicos (DCT) aplicada ao campo de Duffin-
Kemmer-Petiau (DK P), para uma melhor compreensao dos efeitos térmicos em campos
relativisticos bosonicos.

Apos investigar o problema dos estados de energias da equagao de Klein-Gordon-Fock,
Dirac propde uma teoria relativistica explicando a existéncia de uma equagao de primeira
ordem na derivada temporal que conduzisse a uma densidade de probabilidade positiva-
definida, andloga a equagao de Schrodinger, e invariante pelas transformagoes de Lorentz.
Com o sucesso da teoria de Dirac para descrever particulas relativisticas de massa m e
Spin—% surge o interesse em direcionar os esforcos na busca de equagoes relativisticas de
primeira ordem que descrevam particulas de spin-0 e spin-1, que possam ser usadas como
uma forma alternativa as equagoes de segunda ordem de Klein-Gordon (KG) e Proca,
respectivamente. As primeiras investigacoes tiveram inicio principalmente com de Broglie
[1], que buscou combinar dois 1éptons para obter um féton massivo, e prosseguiram com
Petiau [2] e, independentemente, com Kemmer [3] e Duffin [4]. A forma final do que
passou a ser conhecida como a equagao de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) foi apresentada,
por Kemmer em 1939 [5].

A equacao de DK P é uma equagao matricial de forma similar a de Dirac, em que as
matrizes v sdo substituidas por matrizes que satisfazem uma algebra mais complicada,

conhecida como algebra de DKP, admitindo trés representacoes irredutiveis: uma de



ordem 5 para particulas com spin-0, uma de ordem 10 para particulas com spin-1 e uma
representacao trivial de ordem 1.

Apesar de ter motivado a elaboracao de varios trabalhos, o estudo da teoria de DK P
apresentou algumas desilusoes nos anos 1950 originadas da incerteza na equivaléncia com-
pleta com a teoria de KG. Contudo, resultados como os obtidos por [6] no estudo de
quebras de simetria e processos hadronicos mostram que os dois formalismos, DK P e
KG, podem produzir resultados diferentes. Entretanto, o formalismo DKP mostrou-se
mais rico do que o de KG quanto a introdugao de interagoes [7]. Recentemente, pes-
quisas realizadas mostram provas de equivaléncia entre os elementos fisicos da matriz S
para o campo escalar quantico ao interagir com campos eletromagnéticos e de Yang-Mills,
externos ou quanticos, e também com um campo gravitacional externo [8].

Ao longo dos anos, o estudo de efeitos térmicos no contexto de fisica fundamental,
principalmente aqueles fendmenos ligados a fisica de altas energias e cosmologia, favoreceu
a criagao de trés maneiras de introduzir efeitos de temperatura em estados quanticos. A
primeira abordagem para tratar uma teoria quantica de campos a temperatura finita foi
apresentada por Matsubara [9], chamada de formalismo do tempo imagindrio, aplicada &
sistemas em equilibrio associando temperatura com uma coordenada complexa.

O segundo formalismo abordando efeitos de temperatura em teoria quantica de cam-
pos surge da necessidade de estudar sistemas fora do equilibrio, onde o tempo real é
fundamental. Diante deste contexto, Schwinger [10, 11] e Keldysh [12] propuseram um
formalismo de tempo real construido a partir de elementos de tempo imaginario. Esse
formalismo, via integrais de trajetoria, é conhecido como trajetéria temporal fechada.

Finalmente, hé o formalismo da Dindmica de Campos Térmicos (DCT), a qual serd
usada neste trabalho, duplica o espago de Fock e usa a transformacao de Bogoliubov
para introduzir temperatura. Tal teoria, baseada no estado |0(3)), foi desenvolvida por
Takahashi e Umezawa [13, 14, 15] e é usado para sistemas em equilibrio. Sendo elabo-
rado a partir da nocao de espacos vetoriais, a DCT se diferencia de outros formalismos
térmicos por ser estabelecido numa estrutura vetorial de espacos de Hilbert H. Assim,
a construcao da DC'T faz uma duplicacao nos graus de liberdade, usando as chamadas
regras de conjugacao til (dual). Dessa forma, o espaco de Hilbert térmico Hp é um espago
de Hilbert duplicado composto pelo produto direto entre espago de Hilbert H original,
que tem informacoes dos estados fisicos, e o espaco de Hilbert til H ligado a um sistema
ficticio. De modo similar, todo operador A atuando em H tem um operador imagem A
atuando em H.

Esta dissertacao foi estruturada da seguinte forma: No Capitulo 2 revisamos o forma-
lismo do campo de DK P, introduzindo a equacao fundamental e as propriedades algé-

bricas que as matrizes v de DK P devem satisfazer [16, 17]. Além disso, apresentamos os



operadores que selecionam as componentes fisicas do campo de DK P, ou seja, o setor de
spin-0 (campo escalar) e o setor de spin-1 (campo vetorial). No Capitulo 3 desenvolvemos
os principais aspectos do formalismo da Dinamica de Campos Térmicos para a construgao
da teoria quantica de campos a temperatura finita. O Capitulo 4 apresenta a Dinamica
de Campos Térmicos sobre o campo de DK P. J& o Capitulo 5 destina-se em apresentar a
aplicacao dos campo térmicos de DK P. As conclusoes desta dissertacao sao apresentadas

no Capitulo 6.



Capitulo 2

Campo de Duffin-Kemmer-Petiau
(DKP)

2.1 A equacao de DKP e a algebra das matrizes "

A equacao de DK P fundamental é dada por
iv'o —map =0, (2.1)

onde y* sao as matrizes de DK P com dimensao 16 e que satisfazem a algebra

VAT TN ="+ g7, (2.2)
e g" é o tensor métrico de Minkowski com assinatura (+,—, —, —).
H&4 um conjunto de matrizes hermitianas que complementa as matrizes v* de DK P,

definidas por
0t =291 — g™, (2.3)

que satisfaz a relacao
(n")? = (¢")* = 1. (24)

A édlgebra DK P das matrizes v* admite trés representagoes irredutiveis: uma represen-
tagao de 5 dimensoes associada com particulas de spin-0 (setor escalar), uma representacao
de 10 dimensdes associada com particulas de spin-1 (setor vetorial) e uma representagao
trivial de 1 dimensao. Uma possivel representacao para as matrizes de DK P sao defini-
das em (A.1) e (A.2), para campos escalares, e em (B.1) e (B.2), para campos vetoriais.
O estado dinamico v é uma funcao de onda multicomponente: para uma particula de
spin-0 tem um espinor de 5 componentes e para particulas de spin-1 tem um espinor de

10 componentes. Dessa forma, devido a irredutibilidade das trés representacoes, das quais
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uma ¢é de ordem 1, uma de ordem 5 e a outra é de ordem 10, a algebra expressa por (2.2)

gera um conjunto de 126 matrizes linearmente independentes [5] dada por
(1)? + (5)* + (10)* = 126, (2.5)
As matrizes v* tem seu conjugado hermitiano dado através de
A =0yt (2.6)

A funcdo de onda v multicomponente de DK P tem funcao de onda adjunta v definida

por

b =9h’, (2.7)

onde 1T é o conjugado hermitiano de ).

Assim, tomando o conjugado hermitiano da equacao de DK P em (2.1), obtemos
(i7" 0u)" = myT =0
—iﬁu@/ﬁvm _ m@Z)T =0
—i0, 0" — myt =0
=10, (") (n°)* = myn® =0
10,0y + map = 0. (2.8)

A equacao de continuidade da teoria de DK P é obtida através de uma préatica ma-
nipulacio matemdtica. Multiplicando a equacio de DK P em (2.1) por ¢ a esquerda,

temos
Wy 0, — myyp = 0. (2.9)
Agora, multiplicando a equacdo de DK P conjugada em (2.8) por ¢ a direita, temos

10,0y + mabyp = 0. (2.10)

Somando (2.9) e (2.10), obtemos

Wy O 4 10 hytih = 0
O (Py"v) = 0. (2.11)

Assim, podemos definir a densidade de quadricorrente como

3" =Py (2.12)



e, portanto
B,5" = 0. (2.13)

Entretanto, o componente temporal de quadricorrente, j°, ndo é positivo-definido,
impedindo sua interpretacao como uma densidade de probabilidade. Todavia j° pode ser
interpretado como uma densidade de carga.

A covariancia da equacao de Duffin-Kemmer-Petiau ¢ estudada sob as transformagoes

de Lorentz

' =AM Y, (2.14)
o = (A1) 9, 2.15
(A7), 9 (2.15)
V(') = UA)p(), (2.16)
m = m, (2.17)
onde a invariancia da equacao se expressa por
i (2') — ' (2') = 0, (2.18)
sob estas transformacgoes. O operador U(A) deve satisfazer
U™ NrU = A" A (2.19)
Para as transformacoes infinitesimais, consideremos
A = 6+ w” + O(w?), Wy = —Wyy, (2.20)
logo,
1 v
U=1+ iwwS“ , (2.21)
onde
SH = [y, v"] . (2.22)
A densidade lagrangiana na teoria do campo de DK P ¢é dada por
i — _ _
Loxp = 5 (070 — ") — mipy, (2.23)

a qual gera as equacoes de movimento (2.1) e (2.8). Portanto, sob as transformagoes de

Lorentz, a densidade lagrangiana de DK P permanece invariante.



2.2 Projetores de Umezawa

O espinor de DK P apresenta um excesso de componentes e a teoria deve ser suplemen-
tada por uma equacao que permita a eliminacao dos componentes redundantes. De modo
a facilitar a identificacdo das componentes fisicas e eliminar os componentes sem signi-
ficado fisico do campo de DK P, Umezawa [18] desenvolve um conjunto de projetores
que selecionam componentes do espinor ¢ que se transformam de acordo com as leis de

transformagoes de Lorentz para escalares, vetores e tensores de ordem 2.

2.2.1 Setor Escalar

Seja um operador P, definido por
P==(") () () () (2:24)

onde P2=P e
PH = P, (2.25)

Disso, é possivel mostrar que P e P* possuem as seguintes propriedades

Pty = Pgt, (2.26)
pS™ = Swp =y, (2.27)
PESTY = gl PY — g Pe. (2.28)

Sob transformagdes infinitesimais (2.21), temos
P(UY) = Py. (2.29)

Logo, o operador P seleciona o setor escalar da teoria de DK P pois P se transforma

como um escalar. Similarmente, temos
PHU) = PMb + wh (PY), (2.30)

pois P*) transforma-se como um vetor na teoria de DK P.
Fazendo os operadores P e P* atuarem, respectivamente, na equagao de DK P em
(2.1), obtemos
i0,(P") —m(Py) = 0, (2.31)

Py = ;au(mu). (2.32)



Entao, substituindo (2.32) em (2.31) resulta que
(9,0 +m?) (Py) = 0. (2.33)

Com esses resultados, todas as componentes da matriz coluna de Pt representam
campos escalares de massa m que satisfazem a equacao de Klein-Gordon.

Denotando a funcao de onda v por

Yo
(G
p=1x)= | |, (2.34)
Vs
Yy

e usando a representagao 5 X 5 para as matrizes v* do campo de DK P dada no apéndice

A (ver expressoes (A.1) e (A.2)), a atuagdo dos operadores P e P* em 1 nos fornece

0 0
0 0
Py=1|0 |, Pip=10 |, pn=0,1,23. (2.35)
0 0
L ¢4 ] L % ]
Assim, a equagao (2.32) pode ser escrita como
7
Yy = m Ly (2.36)
Definindo
s = Vmyp (2.37)
teremos )
1
Y = ﬁauga (2.38)
Logo, podemos escrever 1) como
_ 6o ;
10
Y= L z‘ali (2.39)
= == 2 ) .
by | VM|
1030
L m(p -




que é a forma fisica da fun¢do de onda do campo de DK P do setor de spin 0. Portanto,

temos que P e P satisfazem a equacao de Klein-Gordon

(0.0" +m?) o =0. (2.40)

2.2.2 Setor Vetorial

Assim como no caso escalar, definimos o operador de selecdo para o caso vetorial como

RM = (71)2 (72>2 (73)2 (v9° — 9°) (2.41)

R™ = RF4". (2.42)

Usando a algebra das matrizes DK P em (2.2) podemos obter as seguintes propriedades

R = —R"M (2.43)
SRt = 0, (2.44)
RF~* = RFg"™ — R"gM", (2.45)
RISV = g"RP — g""R", (2.46)
RMSP? = ¢g"PRMT — g"" RY — ¢"" R*" 4+ gM" R"P. (2.47)
Sob transformacoes infinitesimais de Lorentz, temos
RFUY = RMp+w, (R™Y), (2.48)
R™UY = Ry +wh (R7Y) +w”, (R7Y) . (2.49)

Logo, essas relagoes mostram que o operador R* seleciona os componentes de ) que se
transformam como o componente p de um quadrivetor. Entretanto, R*” seleciona aqueles

que se transformam como o componente puv de um tensor de segunda ordem.



Aplicando o operador R* na equacgao de DK P fundamental, temos

O —map =0
i (R*Y") ) — mRM) = 0
8, RMp = —imRMp, (2.50)

enquanto que aplicacao do operador R*” na equagao de DK P fundamental, conduz a

0" (RMp) — O*(R"Y)) = —imRM. (2.51)
Definindo
Ur = 0*(R") — 0" (RMy), (2.52)
onde U = —U"", podemos escrever
RMvp = ——Um, (2.53)
m

Entéao, substituindo (2.53) em (2.50)

9,U" = m2RM)
o,U" —m?R") = 0
QU™ +m?*Rip = 0 (2.54)

ou, de forma explicita,
0,(0" R*p — O*R"y) + m*RF) = 0, (2.55)

que é a equacao de Proca para uma particula livre de spin 1. Disso, podemos obter mais

informacoes aplicando 9, em (2.55)

0,[0,(0” R™Mp — 0" R¥p) + m2RP)] = 0
0,0,0" R*p — 0,0,0" ¥ + m20,(R*p) = 0
. (R") = 0 (2.56)

Combinando essas equagoes resulta em

(0,0 +m*) Ry = 0. (2.57)

10



Portanto, os elementos da matriz R*1 representam componentes de campos vetoriais

que satisfazem as equagoes de Proca. Aplicando R* na fun¢ao de onda 1, na representacao

das matrizes v* do campo de DK P dadas em (B.1) e (B.2), temos o setor fisico selecionado

=
S

o O O O O O o o O

RY%

|
&

o O O O O O o o O

|
<
no

S O O O O o o o o

Ry

|
<
w

S O O O O o o o o

(2.58)

Temos que a equagao (2.56) vincula os componentes g, ¥4, 19 e 13 do espinor 10-

dimensional, obtendo assim trés componentes fisicos. Os componentes restantes (14, ¥,

g, U7, g € 1g) sdo os componentes nao-fisicos do setor de spin 1.

2.3 Campo Escalar de DKP

2.3.1 Funcao de onda de DKP - Setor de Spin 0

Da equacao de DKP fundamental dada em (2.1), temos

@"y'“a“@/) - m@[; = 07

onde aqui y* sao as matrizes de DKP com dimensao 5 x 5.

(2.59)

Consideremos a seguinte fun¢ao de onda para o campo de DKP dada por (2.39)

Assim, o complexo conjugado da fungao de onda 1 é dado por

wT

1

~vm

i i0op
101
i0ap
103
me

{—i@ogo* —i01"  —idap* —i03p* me* |.

11
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2.3.2 Lagrangeana do Campo de DKP - (Spin 0)

A lagrangeana do campo de DK P na sua forma livre é dada por

(B7 0,6 — DBy — map, (2.62)

N | =

'CDKP =

onde p =10,1,2,3.
Usando as fungbes de onda em (2.60) e (2.61) em conjunto com as matrizes DK P
dadas em (A.1) e (A.2) temos que o primeiro termo dentro dos parénteses em (2.62)

torna-se, apés a realizacao do produto matricial,

D0, = YIn’y000 + I’y o1 + iy 0u + ¥intyPosy

@’Vuauw = — 6“90*)(8;#7) + i(p*@“(@ugo). (2.63)

Para o segundo termo dentro dos parénteses em (2.62), temos

(01N v + (O nPyPeh + (05T )Py

vy = (0" )’y Y +
_l’_

Oy = —i0,(0"9")p +i(0"¢")(Ouep)- (2.64)



Para o terceiro termo em (2.62), obtemos

oy = Pin’y
;[(30@*)(3090) — (O19") (1) — (020" ) (Bap) — (D30*) (D3¢p) + P ]
[(B0")(8%) + (8107) (0" ) + (820")(0%p) + (050)(0%p) + m* @™ ]

oY = —[(0"")(Oup) + mPptpl. (2.65)

1

m
1

m

Substituindo as expressoes (2.63), (2.64) e (2.65) em (2.62), obtemos

Loxp = 5 (0700 = 0.07"4) — mipy
= 2 (T0u0) - £ (0uTr"0) — mit
= L [Hi0u)(@"0) + i (Bup)] — 5110, ) + (0,07 (@)
- [(0,)(@9) + M
= S08")(0") — 50 (00) — 50,05 + 5 (0,67)(0"9)
—(0up™)(9"p) —m*e"p
= (0 (0u0) — 5170 (D) + 0 (D)l — (067N (Ou) — 0
Loke = —5[0°0"(Oup) + 90" (00)] — s (2.66)

2

Notemos as seguintes equagoes diferenciais

O (9 0up) = @ 0" (9up) + (0"9") (Ouyp) (2.67)

" (9up*) = 90" (0u") + (™) (0"p) - (2.68)

Somando as (2.67) e (2.68), obtemos:

O (" 0up + 90,0") = @ 0" (Oup) + " (0.p") +
= @ 0" (Oup) + 90" (0up™) + (0"
M (9" Oup 4+ @0up™) = @ 0" (Oup) + 0" (0u9") +

13



Logo,
©" 0" (0up) + 00" (0,p") = 0" (" O + Oup™) — 2(0"¢™) (Ouyp) - (2.69)

Substituindo (2.69) em (2.66), obtemos

Lpkp = —; (0" (¢"Oup + @0up") — 2(0"¢") (Oup)] — m*¢™
= 300 (5°¢) — 2(0"") (Bug)] - e
= 500 (09) + (09) () — M
Lok = (06) Oup) —mPs"0 — 500, (%) (2.70)

No dltimo termo em (2.70) temos a densidade de quadricorrente para um campo

escalar, isto é,
J* =" (2.71)

Disso, temos que a equacao de continuidade para um campo escalar é dada por
" = 0. (2.72)

Assim, ap6s eliminagao do termo 4-divergente em (2.70), a lagrangeana DK P em

termos da componente escalar ¢ é dada por
Lprp = (0"¢") (Oup) — m2<p*g0. (2.73)

2.3.3 Tensor de Energia-Momento do Campo de DKP - (Spin-0)
Consideremos a equacao para o tensor de energia-momento dada por

oL

w
T = 56

8" d; — g L. (2.74)

A partir da lagrangeana DK P em (2.62) obtemos o tensor de energia-momento para

o campo de DK P como

Bip = 5 (07100 = " 09) — 9" Loxe. (2.75)
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Substituindo as equagoes (2.63) e (2.64) em (2.75), obtemos

v Z - v v - v
bie = 5 (6990w — 97 0,07") — ¢ Loxcp

2
i v, 7’ v A v
59 “@/W“apﬂ/f - 59 “Omm"w —g" Lpkp

= g0 00) + i (D)) — 54" 1000 ) + (0467 (D)

2
—9" Lprp
1

1 1 1
= —g"(0"0")(0up) — g™ 0" (D) — =g 0" (D" + 59““@“9@’“)@@)

2
—QWLDKP

2 2

1 * 14 1 * 124 1 124 * 1 * 124 v
= 5(0“90 )(0"p) — 3% o*(0"p) — 5900“(8 @) + 5(0’“‘90 )(0"¢) — g"" Lpkp

174 * 14 1 * 4 124 * 174
prp = (0"")(07p) — B [p*0"(0" ) + ¢0"(8"¢")] — 9" Lpkp
Entao, a equagao (2.76) fica

Bip = (049)(@"0) — 5 [0'0" (@) + p0"( ")
—g" {—; 070" (Datp) + 90" (Day™)] — mgso*so}
= (@9)(0") — 5 [0 (09) + 90 (")
+;g‘“’ (0" 0%(Datp) + 9% (Day™)] +mg" "
= (0"¢")(0"p) — ; [p*0"(9"p) + ¢0"(0”¢")]

1 v * (0% 12 (0% % * v E3
+=9" [0 0%(gar 0" ) + 0% (g 0" ¢")] + Mg o

9
* v 1 * v vV, %
= (0"p")(0"¢) — 3 (™ 0" (0" p) + d" (0" ¢™)]
1
50" Gou [970 (0" 0) + 90" (0"¢")] + Mg "

= (@6)(@) — 5l 0@ 9) + 00 (@)
0@ 0) + 907 (0"0)] + e

= (9"")(0"p) - ;

[P0 ) + 90" )] + g

brp(@) = 0" (2)0"p(x) +m*g" " (2)p(2).

("0 (0" p) + 0" (0" "))

15
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2.3.4 Estado de Vacuo do Campo Escalar de DKP

O céalculo do valor esperado de Thyp(x) no estado de vadcuo ndo é bem definido para
o produto de operadores de campo em um mesmo ponto do espago-tempo. Para evitar
divergéncias utilizamos um método de regularizacao no qual consiste em tomar o produto
de dois operadores de campo em diferentes pontos do espago-tempo e tomar o limite de
separacao zero no final do cdlculo. Assim, o tensor de energia-momento fica dado por

]

Bicp(x) = lim 7{0"0" (2)0"p(2) + mg" " (z) (') } (2.78)

' =z
onde 7 ¢é o operador de ordenamento temporal.
Na presente dissertagdo os operadores de campo escalar ¢ sdo hermitianos. Assim,

©*(x) = @(x) e reescrevemos a equagao acima como

Bep(@) = lim 7 {0%0(@)0"p(a') + m2g™ p(a)p(a))} (2.79)
o que nos leva a
Bep(@) = lim (940 + m?g) rlp(a)o(a), (2:80)
onde
Tlo(@)e(2')] = 0(xo — 2p)p(x)p(2) + 0(xf — zo)p(a) () (2.81)

é o operador de ordenamento temporal para bdsons.

O valor esperado do tensor de energia-momento no estado de vicuo |0) é dado pela

expressao
(Towp(x)) = (0| Tpgp(x)|0)
= lim (9"9" +m’¢" ) (0] rlp(x)o(a")] 0)
(Thrp(x)) = lim (8“8/”—1—77129‘“’) iGo(z — ) (2.82)

onde Go(x —2') é a fun¢ao de Green para a equagao de Klein-Gordon. O propagador para

o campo escalar é dado por

(O] 7[e(x)p(a)] 10) = iGo(z — ). (2.83)
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2.4 Campo Vetorial de DKP

Nesta secao realizamos os céalculos afim de obter a Lei de Stefan-Boltzmann e o Efeito
Casimir para o campo vetorial de DKP (particulas de spin-1). Assim como no caso do
campo escalar, obtemos a forma fisica do campo vetorial de DKP. A lagrangeana e o

tensor de energia-momento do campo também sao calculados.

2.4.1 Funcao de onda de DKP - Setor de Spin 1

Recordemos a equacao de DKP fundamental dada por
iv'o —mayp =0, (2.84)

onde y* sao as matrizes de DKP e 4 = 0, 1,2, 3. Para spin-1, as matrizes v* tem dimensao
10 x 10.
Uma solucao possivel para o campo vetorial de DKP ¢é dada por uma func¢ao de onda

com 10 componentes tal que

<
=)

<
G

o
&

8

< S <
w

(2.85)

<
Il
pox
&2
I
<
ot

8

<
[=

< <
w N
8 8

8

~
AN N N N N N N N /N
NSNS NS NS NSNS NS NS N N

<
©

8

Assim, expandindo (2.84) em termos das matrizes de DK P, temos

i’ 00t + iy O + iy20a1) + iy* 0510 — map = 0. (2.86)
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Substituindo (2.85) e as matrizes (B.1) e (B.2) em (2.86), e apés os devidos cdlculos,

obtemos

0
0ot
Oot)®
Ooy)°
0ot
0ot
0oy’

0

0

0

oyt
0
—?
ohy®
—1019°
0
0
0
—o1y°
ohy?

+1

o’ | [ ot ] [0 ]
Do1)? —D51)® Pl
0 D37 2
—Dpt)" 0 (0K
4
H i(;) p |t 8 - Z”
— U2
0 —i039)" (0K
Do1)? —D31)? Y7
0 Dzt Y®
ot ]| 0 | [

Disso, vem o seguinte sistema de dez equagoes acopladas

0 +
it +
i0p)® —
i0o® +
i0t  +
i0? +
i0o®  +

0 +
O —
0 +

it + i + 105y — my? = 0
0  + 0 — 05® — myt = 0
iY? + 0 4+ 0T — may? = 0
iy — io)T + 0 — my* = 0
oY + 0+ 0 - myt = 0
0 + 0 + 0 - my® = 0
0 + 0 + 9¢° — my® = 0
0  + i0® — 05?2 — my)T = 0
o + 0 4+ it — my® = 0
iy — it + 0 — my® = 0.

Entao, de forma simplificada, temos

my® =i (00 + 0y0° + 95U°) |

3
<
I

my? = i (Op)® — 0y° + O

m® = i (O0y)° + S — Oy
myt = idot)" + 010",
m¢5 = iao¢2 + 82¢07
my° = i0o0” + 051,

)
i (00" + 000 — 050°) ,

)

)

)
)
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mp" = iy’ — id3)?,
map® = —i0 > + 0, (2.92)
map® = iOp? — iOx".

Sendo que as equagoes do campo vetorial de DKP se reduzem as de Proca para spin-1,

identificamos as componentes de 1) com fungoes escalares e fungoes vetoriais conforme

W=, F=@L10%0¢7%, G=@"¢"¢%), H= (4507 (2.93)
Entao, da equagao (2.89) obtemos

my® = i (0" + 0p0° + 95
m(p) = i (G +G* + 05G*)
my = V- G. (2.94)

Das equagoes em (2.90), temos

mF" =i (0G" + 0. H® — 0 H?),
mF? =i (0G* — 0 H® + s H" ), (2.95)
mF3 =1 (80G3 + 61]‘12 - 82H1> .
Mas o vetor F pode ser representado por
F = F'e; + F’e, + Fe;. (2.96)

Disso, vem

mF = mF'& +mF?6, + mF3e;
— (3001 O, H? — 33H2) 8
+i (8002 — O H? + 83H1) &,
i (80G3 + o, H? — ang) 84
— 0y <G161 + G2y + G3é3>
+i (82[{3 _ agHQ) & —i (81H3 _ ang) 8y i (81H2 ~ 62H1) &

mF = i0,G +iV x H. (2.97)
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Agora, das equagoes em (2.91), temos

mGl = ia()Fl + (91(,0,
mG? = i0yF? + Dy, (2.98)
mG? = i0yF? + Os.
Mas
G = G'e; + G%&, + Gs. (2.99)

Entao

mG = mG'e +mG¥e, + mGe,
= (i0F" + 0ip) &1 + (100F” + Do) &2 + (106 F° + Dsp) &
= iy (F'&) + F*& + F*83) + (01681 + Drp®; + Dsp3)
mG = i9,F + V. (2.100)

E das equagoes (2.92), obtemos

mH' =i (0,F — 0;F?) |
mH? = —i (0 F* - 05 F"), (2.101)
mH* =i (0, F* — 0,F") .

Mas
H = H'e, + H?@, + H’e;. (2.102)

Entao

mH = mH'Y%, +mH?%6, + mH?>8é;
== 2(82F3 —83F2) 61 —2(81F3 —83F1) 62 +Z(81F2 —82F1) 63
mH = iVxF (2.103)

Assim, a funcdo de onda v do campo vetorial de DKP tem os termos ¢, F, G e H

acoplados como

mep =iV - G,

mF =10,G + iV x H,
mG = i0,F + Vo,
mH =1V x F.

(2.104)
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Portanto, usando (2.98) e (2.101) a fungao de onda v em (2.85) pode ser reescrita

CcOomo -~ ~
@
Fl
v F?
Fl FS
F? 1
F3 E (Z@OFl + 8190)
1
1 2 2
b = gz _ | m 00F7 + 5e0) (2.105)
1
o3 o (100 F? + O3¢)
1 .
Z 2 % (0, F — 04F?)
| H % (D3 F" — 9, F3)
_ % (0.F” — O, F") |

O vetor de DKP 1 nos remete ao campo de Proca, que pode ser descrito em termos

de um quadri-vetor
Fr = (F, ', F%, F%) = (. F) (2.106)

e mais seis componentes de um tensor antissimétrico de segunda ordem

P = gFF” — Y F*. (2.107)

2.4.2 Lagrangeana do Campo de DKP - Setor Vetorial (Spin-1)

A densidade Lagrangeana £ é um escalar de Lorentz que pode ser construida de um
campo vetorial A* e suas derivadas. Disso, e das equagoes vistas na se¢ao anterior, temos

que a Lagrangeana para o campo vetorial massivo de DKP ¢é dada por

1 1
Lpxp = —ZFWF’“’ + §m2AﬂAﬂ — JuA*, (2.108)

onde j, ¢ definido como sendo a densidade de quadricorrente e, por simplicidade na
nomenclatura, fazemos F* = /mA*.

Considerando que nao ha fontes, j¥ = 0, a lagrangeana torna-se

1 1
Loxp == FuF" + §m2AMA“. (2.109)

onde F'*¥ = gFAY — OV AH.
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2.4.3 Tensor de Energia-Momento do Campo de DKP - Setor
Vetorial (Spin-1)

Nesta secao calculamos o tensor de energia momento para o campo vetorial de DKP. Para

isso, lembremos que

T _ a(aai)ayA" _ gL (2.110)
nwilo

Logo, para o campo de DKP, temos

(A a‘CDKP
DKP a(aﬂAU)

GVAU —gw/[,DKp. (2111)

Da andlise vetorial e tensorial [19], temos

Aa,B — ga'yg,BVA

) " (2.112)
uA, = A,

onde o delta de Kronecker ¢y é definido por

o =

ot (2.113)

1 se pu=w.

{O se W #F v,

Calculemos inicialmente

0 (FopF?) o
0(0,A,) N 0(0,A5)

(Fusg™ " B,)

(FaﬁFw)

_ gavgﬁv

50,4 (Os = 05A0(0,4, — 0,4,))

0
9 7g {(8QA[3 O*BAQ)L?(@NAU)(&YAV 8,,A7)]
0

+ [W@am - agAa)] (0,4, - 9, Av)}

0

— 40748V _ —

a g (o2
+ LW (040,054, — 040,05A,) ] (0,4, — 9,A,) }

080,0, Ay — 610,07 Ay
2l v

= g“”gﬁ”{Faﬁ (0467 — o407 + (d10g — o447 Fw}
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= Fap (9°7049™ 60 — g789™07) + (9™ 0g™ 05 — 9™ 0598 Foy

= Fag (9°9" — g™'g") + (99" — 9" 9"") P
= g9 Fop — g™ 9" Fop + 9" g" Fy, — 9" g7 F,,
= ¢"9" Fap + ¢"° g7 Foa + ¢ g7 Fo + ¢ 97 Fy
— FHO | pEO | ue | puo

0 (FopF?)

= 4F*+°, 114
0, 4,) F (2.114)

Assim, usando (2.111) e a identidade (2.114) obtemos

Y oL . 5
DuKP = 8(852:)8 Ay — 9" Lpkp
0 1 1
— - _ 04,3 - 2 a v M
a((?MAU) { 4Fa5F + 2m AaA }8 AU g »CDKP

10 (FagFe?)
- _ = I/A 7

prp = —F"0"A; —g" Lpkp. (2.115)

Finalmente, substituindo (2.109) em (2.115) obtemos o tensor de energia-momento do
campo de DKP

1 1
b = —FRQUA, — g" —ZFaﬁFoﬁ + imQAaAO‘ . (2.116)
Notemos que o tensor (2.116) nao é simétrico sob trocas dos indices pv. Assim,
para torna-lo simétrico é necessario reescrevé-lo para satisfazer as exigéncias do tensor de

energia-momento [20]

1 1
by = —Fr g0 A, — g" {—4Fa5Faﬁ + 2m2AaAa]
o, VA v 1 af 1 2 «@
= —F"g"(Fyy + 0,4)) — g" [—4FQBF + o™ A A ]

| |
= PRGAE = P70, (¢ ) - g | FasF o P A,A°]

1 1
= —FWRY, — FR79,AY — g {—4FQ5F‘*5 - 2m2AaAa} .
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Notemos que

Oy (F'"AY) = FM9, A" + (9,F"7) A

Fro,A" = 0, (FMAY) — (0,F") A,
Logo,
(2% uo v Uo AV uo v ,ul/ 1 af 1 2 «a
1 1
— _FMUFVU + ZguVFaﬁFaB _ 577129#1/14041404 + (aO_FHG) AV — (90- (F,UUAV) )
Mas da equagao vetorial de DK P, dada em (2.55), temos

Oy (07 AF — 9" A”) +m*AF = 0
O, F7' +m?Ar = 0
O, F7F = —m® A
O, FH = mPAr, (2.117)

Disso, obtemos
1 1
brp=—FYF + Zg“”FaﬁFo‘ﬁ — §m29“”AaAO‘ +mPAPAY + 0, K7, (2.118)

onde K" = — K+ = —F#? AV é um tensor antissimétrico nos dois primeiros indices.
Dessa forma, o tensor de energia-momento do campo vetorial de DKP pode ser escrito

como

onde
1 1
O xp=—F"F" + ig‘“’FagFaﬁ — §m2g‘“’AaAa + m2ArAY (2.120)

é o tensor simétrico. Assim, as leis de conservaciao permanecem inalteradas pois

0, THY p = 0,01 1 + 0,0, K7 = 0,00 p = 0. (2.121)
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2.4.4 Estado de Vacuo do Campo Vetorial de DKP

Prosseguimos para o calculo do valor esperado do tensor de energia-momento do campo
vetorial de DKP no estado de vdcuo. Para isso, usamos o tensor simétrico dado em (2.120),

a saber

O (x) = —F¥7(2)F¥, () 4 10 Faa(r) P (2) = S Ag() A°(x) +m® A#(2) A1)
(2.122)

Assim como no caso escalar, também temos para o caso vetorial que o produto de dois
operadores em um mesmo ponto do espago-tempo nao é bem definido. Para contornar
essa divergéncia utilizamos novamente o método de regularizacao a diferentes pontos do

espaco. Entao, o tensor simétrico de energia-momento fica dado por
1
Ocrle) = lim o = PR+ 10 PP
' —x
1 2 v af .t 2 Al v,/
—5my An(z)A% (") + m~AF(x) A” (z')

Ople) =l { — PP+ o7 [Pl )] |

' —x
=z

+ lim { — ing"”T [Ap(2) A% (2")] + mP7 [A¥(z) A (2)] }, (2.123)

onde 7 é o operador de ordenamento temporal.

De modo simplificado, fazemos

Ol (o) = T ) + Tiiss (o), (2.121)
onde
v 3 / 1 v « /
B = { = PP e [Falor@] | )

é o tensor de energia-momento para o campo eletromagnético sem fonte e

Tiass(@) = lim { — ;ng% [A(2) A% (2)] + m?T [A*(2) A" ()] } (2.126)

' —x

¢ o tensor de energia-momento associado ao termo de massa na teoria do campo de DKP.

Tomando o valor esperado no estado de vacuo do tensor de energia-momento do campo
de DKP em (2.124) como (©%)x p(2)) = (0|05 p(x)|0), temos

(Obxp(®)) = (Tan () + (Tirass(x))- (2.127)
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A solugao do termo (T2, (z)) em (2.127) corresponde ao valor esperado do tensor de

energia-momento para o campo eletromagnético sem fonte e seu calculo é descrito nas

referéncias [21] e [22]. Apresentamos aqui a solucao deste limite como sendo
1
(Ttir()) = =i im {10, 2) Gl — o) + 2 (g — 0™ ) 0w =)}, (2128)

' —x

onde )
™ (z,2') =2 (a“a’V - 4gﬂ”a/36/ﬁ) (2.129)

iDog(z — ') = (0]7[Aa(x)As(2")]]0)
= GapiGo(z — '), (2.130)

é o propagador para campos vetoriais A*, conforme referéncia [23].
Neste momento nos concentramos na resolugao da equagao para (7 4sq(x)). Assim,

usando a métrica covariante para baixar indices,

A = g™ As (2.131)
Ar = g€ A, (2.132)
AV = ¢g"A, (2.133)
9" Gua = 0y (2.134)
temos
v : 1 v « / v /
(Tiiass(@)) = J,hinx{ — 5m°g" (0l7 [Aa(w) A (2)]0) + m* (0|7 [A¥ () A" (a) \0>}
: 1 v / g U /
= { = SOl A A 0) + e Ol (A4, 0
1
= lm { = 59" G gapiGolx — ') +m’g" g 9o iGo( — x')}
< 1: 1 2 _pvsa 2 _ue v /
= @a}}inx (—2m g o +mcg 5€> Go(x — 2')
< 18 1 2 _pv 2 v /
= le/lglm (—2m g +mg )Go(x—x)
v e 1 v /
(Tiiass(@)) = le,l{nm {27”29” Go(z — = )} (2.135)
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Entao, substituindo (2.128) e (2.135) em (2.127), obtemos

1
(Opkp(x)) = —i Q}}Lnx {FW(JC7 2 )Go(zr —2") + 2 (7}57}6’ — 4g“”) oz — a:’)}
+i lim {;m2g"”GO(QJ — :c’)}

(Opkp(x)) = —ilim

onde
AR ! — Tw ! 1 2 _uv —9 aua/u 1 uuaﬁa/ 1 Y 2137
(r,2') = (x,a:)—img = — 39 ) —gm g (2.137)

Portanto, a expressao acima para (O p(z)) fornece o valor esperado no estado de

vacuo do tensor de energia-momento do campo de DKP para o setor vetorial.
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Capitulo 3
Dinamica de Campos Térmicos

Neste capitulo sdo introduzidas as principais ideias da teoria da Dindmica de Campos
Térmicos (DCT). Esta teoria consiste essencialmente em introduzir a temperatura nos
campos através de uma transformacao unitaria, chamada de transformacao de Bogoliubov,
aplicada ao vacuo. Em linhas gerais, seguiremos as referéncias [14], [15] e [21] para os

principais aspectos algébricos.

3.1 Espaco Termal de Hilbert

Considerando um sistema em equilibrio térmico, a média de um operador A no ensemble

canonico ¢ dada por

1
A) = Tr(e P2 A), 3.1
() = 57T (3.)
onde Z(3) é a fungdo de partigdo, H é o hamiltoniano do sistema e = K;T, com T

a temperatura e kg a constante de Boltzmann. No presente trabalho, adotaremos as
unidades naturais: kg = ¢ = h = 1, onde ¢ é a velocidade da luz no vacuo e h ¢é a
constante de Planck.
Seja a base formada pelos autoestados |n) do hamiltoniano H e que respeita as se-
guintes relacoes
H|n) = E,|n), (3.2)

<n|m> = Onm, (3.3)

i mnl = 1, (3.0

temos que
oo

Z En(n|Aln). (3.5)

n
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O objetivo essencial da DCT é encontrar um estado térmico, denota por |0(3)) e defi-
nido em um espago de Hilbert apropriado, pelo qual podemos expressar o valor esperado

de qualquer operador nesse estado de modo analoga a teoria a temperatura zero, ou seja

(A) = (0(B)|A[0(3))
= L 3 e BE” n n
= 20> |Aln). (3.6)

Assim, investigando como |[0(3)) pode ser um vetor no espago de Hilbert, usamos a

relacdo de completeza em (3.4), temos

0(8)) = 1[0(8))
= ;IHW\O(B»

PE) = 3 aB)). 3.)
onde g,(5) = (n|0(B)) é uma fungao escalar.
O valor médio do operador A pode ser reescrito como
(0(B)|AJo(s Zgn B)(n|Ajm). (3.8)

Usando a condigao imposta por (3.6), temos

9n(B)gm(B) = (3.9)

Contudo, a expressao (3.9) ndo pode ser satisfeita, pois g,(3) sdo nimeros. Portanto,
|0(8)) nao poder ser um elemento do espago original de Hilbert. Entretanto, a condicao
acima é como uma condi¢io de ortogonalidade, sugerindo entdao que g,,(3) seja elemento
de um espaco vetorial. Uma forma de contornarmos esse problema é introduzir um dupli-
camento do espaco de Hilbert. Dessa maneira, o espaco de Hilbert duplicado serd dado
pelo produto tensorial entre o espago de Hilbert H original e um espago ficticio idéntico,
chamado de sistema til, que denotamos por H. Disso, resulta que um vetor arbitrario

nesse espago duplicado é dado por |n,m) = |n) ® |m).
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Em DCT, cada grau de liberdade dindmico é duplicado; para qualquer operador A
é associado & ele um conjugado til A. Esses operadores obedecem as seguintes relacoes

bésicas [15], chamadas de regras de conjugagao til

(A4;)" = /L‘Aj, (3.10)
(cAi + A))” = A+ A, (3.11)
(Ah™ = (A, (3.12)
(A)” = A, (3.13)
[Ai,,aij} = 0, (3.14)
0(0))" = 10(6)), (3.15)
(0(0)" = (0(0)] (3.16)

Agora, considerando |0(f)) um vetor do espago de Hilbert duplicado, tomemos
Im(B) = fm(B)|2), (3.17)

de modo que (3.7) torna-se

=3 )m) @ ) = 3 £ 8 ) (319)

Assumindo que o operador A atua somente nos vetores sem-til, temos que o valor

esperado fica

OBIAOE) = 33 £(8)fulB) (| Alm, in)

n=0 m=0
[e's)

= > [r(B) fm(B)(n| ® (A Alm) @ )

n,m=0

= Z [2(B) fm(B) (0| Alm) (nm)

n,m=0

n,m=0

0(B)|AJo(s)) = Zf p)(nlAln). (3.19)

O til em um vetor |m,m) indica que |m) é uma copia de |m). Em um vetor como

|m,n), o til enfatiza somente o elemento do espago de Hilbert-til. Com o objetivo de
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reproduzir a média termal, comparando (3.6) e (3.19), temos

1 o0
Fr(B)fa(B) = e Do e 7P, 3.20
B3 = 752 (3:20)
cuja solucao ¢é dada por
1 o
_ —BEn/2
Portanto, o estado de vacuo termal pode ser escrito como

1 o
10(8)) = > e B nq). (3.22)

Z(B)

Assim, o vetor |0(53)) é entao definido no espago de Hilbert duplicado.

3.2 Osciladores Térmicos

Nesta secao iremos discutir as ideias do formalismo da DC'T' considerando um sistema
simples com osciladores bosonicos. A abordagem algébrica aplicada aqui sera util para o
estudo de campos termais. O processo de termalizacao serd implementado via transfor-

macao de Bogoliubov em notagao de dupleto.

3.2.1 Osciladores BosoOnicos

Iniciamos o formalismo da DCT através de um exemplo simples. Consideremos um

oscilador bosonico, a temperatura zero, descrito pela Hamiltoniana
H = wd'a. (3.23)

Os operadores criacao e destruicao, respectivamente a' e a, satisfazem a &lgebra

[av aT] =1
la,a] = 0; (3.24)
[a',a’] =0

Os autovalores e autoestados de H sao dados por

H|n) = nw|n), (3.25)
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onde o estado de vacuo |0), definido como sendo o estado de menor energia possivel, é tal

que
al0) = 0, (3.26)
aln) = /njn—1), (3.27)
a'ln) = Vn+1n+1), (3.28)
ah)®
In) = ( )|0). (3.29)

Vn!

O operador ntimero, definido por N = a'a, satisfaz a equacdo de autovalor
Nn) = nln), (3.30)

onde os autovalores de N, os inteiros n = 0,1, 2, ..., determinam os niveis de energia do
oscilador, ou seja, F, = nw. Assim, sendo que os operadores a' e a descrevem bésons,
temos que |n) é o estado com n bdsons.

Afim de construir o formalismo da Dinamica de Campos Térmicos para o sistema
bosonico, devemos realizar a duplicacao dos graus de liberdade aplicando as regras de

conjugacao til em (3.24) resultando na introducio dos operadores a' e . Assim, teremos
H = wi'a, (3.31)

onde os operadores criacio e destruicdo, respectivamente a' e @, satisfazem a algebra
1

la,a] = 0; (3.32)
0

O estado de vacuo termal [0(F)) em (3.22) é agora dado por

1 o
0 = e PEn/2 n,n
10(5)) 20 En: |n, )
1

o0
= ST, q)
e¢]

VZ(8)
1

_ Ze npwp2 (@) (@) 10,0). (3.33)

NAG I Vvl Vil
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Sendo que |0(8)) é um estado normalizado, temos que a fungao partigao Z(3) é obtida

CcOomo

(0(B)l0(B)) =

Usando o fato que (0(5)|0(3)) =

encontramos

Com isso, a expressao para |[0(5)) em

Z(lﬁ)i<m,m\e ulntm)/2|p, 1)

1 (o0}
E: —pwlntm)/25 5
6 nmvymn
Z(B)
1 o0

- e~ Buwn
70) &=

n=0

1 e a expansao da série geométrica

(3.33) torna-se

—n,@w/Q
= Vime s @0

Exploramos na préxima sub-se¢ao que o estado de vacuo térmico |0(3)) pode ser escrito

como uma transformacao unitéria na forma

0(8)) = U(8)I0,0),

onde U(f) é um operador unitario, ou seja,

Ul(B)U(B) = 1.
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3.2.2 Transformacao de Bogoliubov de Operadores Boso6nicos

A transformacao de Bogoliubov é uma transformacao canonica que leva o estado de vacuo
nao térmico ao estado de vacuo térmico. Afim de determiné-la, notemos que a soma na

expressao (3.37) é a exponencial de um operador. Logo, podemos reescrevé-la como

00 efnﬁw/Z 5
0B) = V1—e ) ———(a")"(@)"|0,0)

n
- i [e—ﬁw/zafat}”
= 1—-ev
0(8)) = /1 —eBeexp(e™/2aTal)|0,0). (3.40)

10,0)

n!

Este resultado pode ser escrito como uma tnica funcao exponencial, tal como um
operador unitario. Para isso, consideremos a seguinte relagdo de conjugacao canodnica

para os operadores bosonicos de criacao e destruicao
[a,a'] = 1.

Definimos um novo par de operadores, b e bf, escritos em termos dos operadores a e

a'. Assim, temos

b = wua+val, (3.41)
b = wal + v, (3.42)

onde u e v sao nimeros complexos.

Avaliando o comutador [b, b'], obtemos

{b, bq = [ua+va',u*a’ +v*a]
= [ua,u*a’] + [ua,v*a] + [va', u*a'] + [val, v*a]

= wutla,d'] + wla, a] + vula’, a'] + vo*[al, d]

= |u’|2[a’7 aT] - |’U|2[(I,CLT]
b6 = Jul? = o (3.43)
Entdo, para que tenhamos uma transformacio candnica é necessario que [b,b] = 1.
Consequentemente
lul® — [v]? = 1. (3.44)
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Esta forma sugere uma identidade hiperbolica, pois
cosh? z — sinh? z = 1. (3.45)

Com isso, definimos as seguintes fung¢oes hiperbolicas

1
efﬂw/Z
sinh (8) = ———— = v(8), (3.47)

V1—e B
onde

u?(B) — v*(B) = cosh? §(3) — sinh?H(B) = 1. (3.48)

Como resultado destas defini¢oes, temos
tanh 0(5) = e /2, (3.49)

Portanto, substituindo (3.46) e (3.49) em (3.40), obtemos

0(8)) = [cosh0(B)] " enho@)'aT|o, )
etanh B(ﬁ)affﬂefln cosh 0(B)(aat+ata) etanh 0(B)(—aa) ’07 6>’ (350)
onde usamos
/@20, 0) = ¢°(0,0) = [0,0), (3.51)

para o qual f(f) é uma funcao arbitraria de 6.

Para prosseguir, consideremos inicialmente a seguinte identidade para operadores

e7'(A—|—B) _ etanhTBelncoshaCetanhTA, (352)
onde C = [A, B].
Disso, fazemos a associacao
A = -—aa, (3.53)
B = dal, (3.54)
C = [A B]=—aa' —d'a, (3.55)
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Isso leva &
0(8)) = e~ “?|0,0),

onde

G(B) = —if(B)(aa — a'a").

Entdo, um operador unitario que transforma |0,0) em |0(3)), é dado por
U(H) = e,

onde o operador U() é chamado de transformacao de Bogoliubov.

3.2.3 Operadores Térmicos Bosonicos

Usando U(f) podemos construir os operadores termais através das relagoes

a(B) = U(B)aU'(B)
af(8) = U(P)U(B)
a(B) = UBav'(s)
a'(p) = U(B)a'UT(B)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

3.60
3.61
3.62

(
(
(
(3.63

)
)
)
)

Fazendo o operador destruicao termalizado a(f) atuar sobre o estado térmico |0(53)),

obtemos

iss
I~
S
=
=
=
=
\O/I

a()lo(p)) = U

()
= U(B)al0,0)

= U(B)a(lo) 2 [0))
= U(B) (al0) ® |0))

a(B)|0(8)) = 0.

De modo andlogo para a(/3), obtemos

a(p)lo(p)) = U

a(p)lo(s)) = 0.
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Notemos assim que |0(3)) é o estado de vacuo para os operadores a(f) e a(). No

entanto, |0(f)) nao é vacuo para os operadores a e @, pois

al0(8)) = a( : ieﬁE"/z\mM)

= Ze’fBE"/Q (Jn) @ |n))

= Ze_ﬁE"/Q (a|n) @ |n))

- S0 e (il — 1) @ 7))

g

alo(3)) = \/m Z \/ﬁeiﬁEn/2 In—1,7) (3.66)

1 o0
al0 = e BE"/2n n
10(5)) ( 70 En: | )

= e o)

)

= S e P (|n) @ i)
J2(8) %
1

— > e P (n) @ Vala — 1))
VZ(B)
1

alo(p)) = 3 Ve P2 n n—1). 3.67
0(8)) 70 En: | ) (3.67)

~—

Neste sentido, |0(8)) é um estado puro para operadores térmicos, e um estado termal
para operadores nao-termais.
Sendo que U(f) é uma transformagao unitaria, a dlgebra dos operadores originais a e
a mante-se invariante, ou seja, os operadores termais a(f) e a(3) satisfazem as seguintes
relacoes de comutagao
[a(B),a"(B)] =
[a(s),a' ()]

com todas as outras relacoes de comutacao sendo nulas.

L,
(3.68)
1
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Usando a relagao (3.59), podemos escrever o operador a(f) como

a(f) = U(B)aU'(B)
¢TI0 e 1GA) (3.69)

O desenvolvimento da expressao em (3.69) é realizada utilizando a seguinte relagao

entre operadores

e B AP = A+ (—i)[B, A + (_2?2 [B,[B, A]] + (_3?3 [B,[B,[B,A]]] +---. (3.70)

Escolhendo A = a e B = G(f), de (3.69) temos

() = (1 + 21!92(6) + 41!94(6) - ) a

~(008) + 380 + 50°B) + - ) @
= cosh@(B)a — sinh §(B)al

a(B) = u(B)a—v(B)a. (3.71)

Procedendo de forma similar, derivamos também as relacoes para os operadores a'(f3),

a(B) e a'(B). Em suma, temos

a(}) = u(B)a — v(B)a', (3.72)
a(B) = u(B)a — v(B)al, (3.73)
a'(8) = u(B)a’ — v(B)a, (3.74)
a(8) = (@) — v(B)a, (3.75)

onde u(f) e v(f) sdo dadas pelas expressoes em (3.46) e (3.47), respectivamente.
Os operadores nao-termais a e a' sdo obtidos dos termais através da inversio dessas

relagoes. Em suma, temos

a = u(B)a(B) +v(B)a' (), (3.76)
a = u(B)a(B) + v(B)a' (), (3.77)
a' = u(B)a'(B) +v(B)a(s), (3.78)
a' = u(B)a'(8) + v(B)a(B). (3.79)

Em muitos casos, as observaveis fisicas sdo escritas como uma combinagdo dos ope-

radores a e a'. Com isso, é conveniente escrever os operadores nio-termais em termos
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dos termais. Como exemplo, calculemos o valor médio do operador niimero N = a'a no

estado de vacuo térmico. Encontramos que

(N) = (0(8)|N]0(3))
= (0(8)]atal0(8))
= (0(B)] [u(B)a’ (B) + v(B)a(B)] [u(B)a(B) + v(B)at(B)] [0(3))
(8) =

= 0?8 1 (3.80)

-1’

onde foi usado a(B)|0(8)) = 0 e a(B)|0(8)) = 0. O resultado em (3.80) mostra que a
média do operador nimero N, quando tomada em termos do vacuo térmico, nos da a
distribuicao de Bose-Einstein para um sistema em equilibrio térmico.

A notacao de dupleto é introduzida definindo

A= (;) . (3.81)

Assim, podemos escrever os operadores térmicos na forma matricial

A(B) = (a@) : (3.82)

a(B) a
(d*( B)) = B(6) (a*) : (3.83)

Portanto,

onde

3.3 Transformacao Generalizada de Bogoliubov

A transformacao de Bogoliubov é escrita como uma matriz 2x2,

| ulk,a)  —v(k,a)
B(kq, o) = ( o(ka) ulka) ) , (3.85)

onde
u?(k, o) — v*(k,a) = 1. (3.86)
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Escrevemos uma funcao de Green duplicada como

| o
G (z — ;) = (2m)* kMG (ks ), (3.87)
m

onde
G (k;a) = B (ky, )G (k) BI™) (k,, a); (3.88)

e as componentes de G (k; ), com v2(a) = v2(ka; @), sdo

) (k; a) = v () [Golk) — G(k)],

Wiksa) = ]
(k) = vn(a) [1 4+ v2()] " [Galk) = Golk)].

(k) =

Q Q
Q @

Na presente dissertacido, um teoria de campo em topologia I'Y, = (Sl)d x RP=4 com
1 < d < D, é considerada [21]. D sao as dimensoes espago-tempo e d representa o
numero de dimensoes compactificadas. O parametro « é assumido como um parametro de
compactifica¢ao definido por o = (g, oy, ..., ap_1). A temperatura é descrita pela escolha

ag = 3, onde = /@B%T A transformacao de Bogoliubov generalizada é dada por

o2 (ko ) Nfzsl;(ﬂ;*%) lfj exp{—jilocojlojkgj}, (3.89)

s=1 {Us 017---7l05:1

onde a = (ag, aq, g, ..., ay), com N sendo o nimero de coordenadas espaciais compacti-

ficadas. Isto leva ao caso geral de (INV 4 1)-dimensoes, de modo que

o' —x

s=1 {os}

@én)(x —25a) = lim Nizl 2oy (H flas, > i (3.90)

loy yerslog =1

S S
X [GS(I’ — ' —i Znajaajlajnaj) - GO('T — ' —i Znajaojlajnaj) )
j=1 j=1
onde 7,, = +1, se 0; = 0,e 1,, = —1 para o; = 1,2,..., N. Ainda temos que f(a;) = 0
para a; =0, f(a;) =1 para a;; # 0 e {0} denotam o conjunto de todas as combinacoes
com s elementos, {0y, 09,...,0:}, dos primeiros N + 1 ntimeros naturais {0, 1,2, ..., N},
que sao todos subconjuntos contendo s elementos, os quais escolhemos escrever em forma

ordenada, 01 < 09 < ... < 0.
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Na situagdo mais geral do espago-tempo 4-dimensional (com N = 3), o tensor de

energia-momento renormalizado para o campo livre devido ao parametro-a é dado por

T’W(H)(:C; a) = —i xl/linm {Fuu<x,x’)Géﬂ)(w —a'; Oz)}
2 : 3
= —= Z 271 Z ( f(ao'n)> Z (3:91)
™ {os} \n=1 loqseslos=1
YRR WL S R
[Zjil No; (O-’Uj laj )2]2 [Zj‘:l N (aaj laj )2]3 |

A expressao geral em (3.91) o tensor de energia-momento renormalizado serd ttil em

calculos posteriores neste trabalho.
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Capitulo 4

Dinamica de Campos Térmicos
aplicada ao Campo de

Duffin-Kemmer-Petiau

4.1 Estado de Vacuo Térmico do Campo de DKP

Neste capitulo direcionamos nossa atencao para calcular o vacuo térmico do tensor de
energia-momento no campo de DKP usando as ferramentas matematicas desenvolvidas
no Capitulo 2. Para isso, aplicamos as regras de conjugacao til, bem como a notacao de
dupleto para os campos a-dependentes. Disso, construimos o valor esperado no vacuo
térmico para os setores escalar e vetorial do campo de DKP, os quais correspondem,

respectivamente, as particulas com spin 0 e spin 1.

4.1.1 Vacuo Térmico - Setor Escalar

Usando a notacao de dupleto, o tensor de energia-momento no espaco duplicado, em

termos de um parametro «, é dado por

(TH (w:0)) = (0(e)| THE () 0(a))
(T (@) = lim (970" + m2g™)iGS(x — 2'; ) (4.1)

' —x

Afim de estimar o efeito da topologia, caracterizada pelo conjunto de pardametros-
«, introduzimos, via um procedimento de regularizacao, um tensor de energia-momento

finito dado por
Th (@ a) = (TH& (;0)) — (THE (@) - (4.2)
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Substituindo (4.1) e (2.82) na equagao anterior, obtemos

) (pa) = lim (3“8/” + ng‘“’) iGY (z — 2';a) — lim (3“3/” + m2g“”> iGY (z — o)

' —x ' —x
= lim (8“8/” + m2g“”> i {Géab) (z — 2';a) — GY(z — x’)}

' —x

) (rra) = lim (8“8/” - ng’“W> iGY(z — ;) (4.3)
' —x

onde
Gz —2'ia) = GV (z — o'y a) — GY(x — o). (4.4)

Na representagao de Fourier, temos

(ab) ' d*k —ik(z—a’) ~v(ab)

G =) = [ e G ), (4.5)
com
Go(k 0
GY (k) = olk) . (4.6)
0 Gi(k)
A parte a-dependente da funcdo de Green,na representacao de Fourier, é dada por

a d4k —ik(x—z' a

Gia —'s0) = [ e MG ki) (47)

onde G (k; o) = B~1()GY™ (k) B(«).
Também temos que Géab) (k; ) é dada explicitamente por
Go™ (ks ) = GE (k) + v (ks ) |GG () — GG (k)] (48)
Sendo G(()H)(k) = Gy(k), temos

1 1
k2 —m?2 —d4e k2 —m2+ e

Go(k) = Go(k) =

Substituindo (4.7) e (4.5) em (4.4), obtemos

Gz —20) = Gz —11a) - GY (w—2')
d*k . / d*k ; '
_ / k(e )Géab)(k;; Q) — / p—ik(@—a )Ggab)(k)

(2m)* (2m)*
d4k —ik(z—ax’ ab . ab
] e o -]
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E usando (4.8) na equagao acima, vem

C_Jéab) (z — 2 a) = / (er];:4€_ik(z z') (k a) [G ab)* (k) — G(ab)(k?)} . (4.10)

4.1.2 Vacuo Térmico - Setor Vetorial

Nesta secao empregaremos as regras de conjugacao til, bem como a notacao de dupleto,
para o calculo do valor esperado do tensor de energia-momento do campo vetorial de DPK

no vacuo térmico. Assim, a eq. (2.122) torna-se

v(ab o(a v (a 1 v n(ab aB(a
O (1) = =P @)F ) () + 1g" 5 (@) F (x)

— ;m2g“’”Agl) (x)Aa(b) () + m2AM@ (x)A”(b) (x), (4.11)

onde os indices a,b = 1,2 sao definidos de acordo com a notacao de dupleto, e
b a
) 9, A® 5, A0 (4.12)

O propagador em notacao de dupleto dado em (2.130) para campos vetoriais (f6ton)

fica reescrito como

iDD(x —a') = (0,017[A@(x)AY (a")]]0,0)

= GugiGY (x — '), (4.13)
onde as componentes nao-nulas de G ab)(x —2') sdo
GV =) = i [ Ak TG k), (4.14)
com
Go(k 0 ~
CROEE N (4.15)
0 —G§k) 0 -
k? — ie

No espaco de configuragao, temos

(G(()ab)@ — x/)) _ ( Go(xo_ ') _G*<g ) ) , (4.16)

O valor esperado do tensor de energia-momento no vacuo térmico

(O (x)) = (0,010/5% ()]0, 0). (4.17)
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Entao, usando (2.136), temos

1
O @) = i ;,ignx{AW<x,x'>Gé“”)<w—x’> +2 (s = 59" 5<x—m'>6g},
(4.18)
onde
AH ! Qv ! 1 2 _pv w ol 1 uv a8 9/ 1 2 _pv
(x,2") =T (x,x)—img =2(0"0 39 0”0y - 5mg. (4.19)

Em termos dos campos a-dependentes, introduzimos o tensor

(O (w;0)) = (0,004 (;a)0,0)
= (0(a)|O% P (@)]0(a)), (4.20)
o qual nos da
1
OB )y = =i i (A0 )GE o - o) 42 (s — o) o - g
(4.21)

Usando o procedimento de regularizacao como aquele realizado para o campo escalar
de DKP, introduzimos um tensor de energia-momento finito, dado pela diferenca entre
o valor esperado do tensor energia-momento a-dependente e o valor esperado do tensor

energia-momento sem efeitos devido ao parametro «
v(ab v(ab v(ab
Thr (w0) = (OpF (x30)) — (57 (2)). (4.22)

O objetivo central do procedimento de renormalizagao visa obtermos uma expressao
finita descrevendo quantidades fisicas que podem ser medidas. Explicitamente, usando as

expressoes (044 (1)) e (©4\Y (2)), temos

' —x 4

1
T (w;a) = —i lim {AW(w')Gé“”(x—x’;a)+2(nf;ns—gﬂ”) 5<x—x'>5z}

' —x

1
+i lim {A“”(x, )Gz — ') + 2 (778776’ — 4g’“’> §(x — x’)él‘}}

= —2i lim {A“”(m, x') [G’((]ab) (x —2';a) — GY(z — 1:')”

' —x

' —x

T (12:0) = —ilim {A‘“’(x, x')@(ab) (x —2; 04)} : (4.23)
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onde fizemos
@@ —a'0) = GV (w —aia) - G (@ — o). (424)

Na representacao de Fourier, temos

1 . '
G(ab) (.l’ i {L‘/; Oé) _ (27T)4 /d4k’ ezk(:v—z )G(ab)(k?, Oé), (425)
onde
G (k;a) = B, ") ()G (k) BY(a). (4.26)

Portanto, apresentamos neste capitulo as ferramentas matematicas necessarias para o

calculo do vacuo térmico do tensor de energia-momento no campo de DKP.
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Capitulo 5

Aplicacoes dos Campos Térmicos de
DKP

No capitulo que segue abordaremos a aplicagdo da Dinamica de Campos Térmicos ao
campo de DKP com o objetivo de obter a Lei de Stefan-Boltzmann e o Efeito Casimir.
Particulas de spin-0 sao descritas pelos campos escalares e particulas de spin-1 sdao des-
critas por campos vetoriais.

A lei de Stefan-Boltzmann estabelece que todo corpo que possui temperatura acima
de zero grau Kelvin emite radiagdo cuja magnitude é proporcional a temperatura com
quarta poténcia. O Efeito Casimir é uma das mais notaveis manifestacoes de flutuacoes
quanticas de vacuo. Este fenomeno ¢ uma modificagdo na energia de vacuo de um dado
campo quantico devido as condigoes de contorno e efeitos topologicos neste campo. Para
o campo eletromagnético, o Efeito Casimir consiste na atracao entre duas placas metalicas

neutras paralelas uma com a outra e colocadas no vacuo.

5.1 O Campo Escalar de DKP

5.1.1 Lei de Stefan-Boltzmann

Nesta secao a lei de Stefan-Boltzmann para o campo escalar de DKP é obtida a partir da

equacao do tensor de energia-momento dado em (4.3), a saber

5}}(;17) (z;a) = lim (3“8/” + m2g“”) iégab)(x — 2 a) (5.1)

' —x
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Aqui, o pardmetro-a da topologia de compactificagoes é o = (3,0,0,0) e a transfor-

macao de Bogoliubov generalizada, eq. (3.89) para p=1 e s=1, toma a forma

=) e Fholo, (5.2)
lo=1
Usando (4.10), obtemos o contetdo fisico dado explicitamente por
Gz -2 8) =2 Gola —a' — iBlony). (5.3)

lo=1

Portanto, o tensor de energia-momento finito fica dado por

' —x

= lim (8“8 +m g’“’) 12 Z Go(z — 2" — iBlgng)

' —x lo=1

5}'((1131)@; B) = 2i Z lim (8“8 +m g””) Go(z — 2’ — iBlony) (5.4)

lilxﬁx

Para u = v = 0 obtemos a lei de Stefan-Boltzmann para o campo escalar de DKP

D(I)(}gl)(x p) = 2i Z lim (808 +m ) Go(z — 2’ — iBlony). (5.5)

lo— lx—mc

A fungao de Green para Gy(x — 2’ — ifflong) na forma integral é dada por

d4k e—ik(w—w’—iﬂlono)

Golx — ' — iBlong) = / G P (5.6)
Sendo = = z* = ¢g"”x,, temos
o = (2% 2! 2% %) = (20, %), (5.7)
z, = (%o,1,T2,73) = (20, —X), (5.8)
ko= (Ko, k), (5.9)
K = ki -k, (5.10)
ne = (n”,ng) = (1,0,0,0), (5.11)
wip = k¥4+m? (5.12)
kx =k'z, = koro—k-x (5.13)
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Calculemos Go(xz — ' — ilyng) em (5.6) como segue

—ik(z—x'—iBlono)

/ dk rdky e

— 2 — Bl _ -
Go(x — 2’ = iBlono) @m)F ) 2 kg — K2 —m? +ie

_ / @k zk (x—x' zﬁlono)/dko e_Zko o~ xO_Z’BZOnO )
(2m)3 2m k3 — k> —m? + ie

B 21 k2 — (K2 + m?) + ic

d3k n [ dky e oo
Golz — ' — il :/ Zk"x)/ 5.14
o(x r —if ono) o k:2 _ Wk T e ( )
onde
Sendo € um parametro muito pequeno, notemos que
(ko + wi —i€)(ko — wi +i€) = [ko + (wk — i€)][ko — (wk — i€)]
= ki — (wi —ie)?
= ki — (Wi — 2wyie — €)
= ki — wp + 2wyie + €
ks — wi + 2wyie
(ko + wi — i€) (ko — wy +i€) =~ ki — wyp + i€, (5.16)

2 < ¢, desde que € seja um pardmetro

onde trocamos 2wyge por €. Também temos €
infinitesimal tendendo a zero.

Assim, a integral sobre kg na equacao (5.14) fica

dk Zko)\o 1 77;]60)\0
o€~ - = /dko ° . (5.17)
21 k§ — wi + ie 27 (ko + wy — i€) (ko — wy + i€)
Usando o Teorema do Residuo, o resultado acima ¢ dado por
dk, —iko)\o ; iwk)\o
o - (5.18)
2 ki — wi + i€ 2wy

onde wy, = vk?Z +m2.

49



Logo, a equagao (5.14) torna-se

. d3k, ik (x—x' iei“’k/\o
Go(x — 2’ —iBlong) = / (27r)3€k( ) (— oon >

. ) e
i / 5 ez)\owkezk (x—x")

2(2m)3 Wk
) » i 5 ei)\ox/meik(x—x’)
Go(z — 2" —iBlong) = _2(27r)3 /d k e

Identificamos o integrando acima como

1)\0\/k +m? etk (x—x")
k)= [ dK"
k2 + m?2

Fazendo uso das coordenadas esféricas, temos

&Pk = |k|” sen 6 dk d do,

0<O<m, 0<o¢p<2m, 0<k| <o

Assim, a integral em (5.20) fica

) eiroy/ k|2 +m?2 eik-(X7Xl)
(k) = // k|2 sen § dk df do
VIK[* +m?

|k| +m? zk (x—x)

_ 27T// kP e sen 0 do dk

Vk|” + m2
(k) = —27r/ i

eiro \k| +m? z|k||x x/|cos 0

VIk[? 4+ m?

onde

k-(x—x') = |k||x—x|cos@
senfdf = —d(cosb).

Fazendo cos = &£, temos
cosmt=—-1=¢&=—1

cos0=+1= ¢ =+1

50

d(cos0) dk

(5.19)

(5.20)

(5.23)

(5.24)



Logo

00 k2 i)‘O\/|k‘2+m2 -1 . ,
—or [ L die [ ellxlege
0

VI +m? 1
o |k oV IEE
— o / dk / il =l g
o Ik + m? -1

o) ’k’ 6 0V |k‘2+m2 dk €i|k||x_xl‘ . 6—i|k|‘x—x’|
B |X - X’\ /

\/ k| + m? 2
0o |k’ |k‘ +m?
(k) = / sen(k| [x — x'|) dk (5.25)
|X X" k] +m?

Usando a tabela de integrais em [24], temos
0o g e wVertet (b)) d cb
——— sen(bz)dxr =
0 Va4

A
onde A = vw?+ b2 Os fatores K, sao as funcoes de Bessel modificadas de sequnda

espécie.

K (cA) (5.26)

Disso, identificamos

r = k
b = |x—X|
c = m
w = —i)\
de modo que
A=/=23+[x—x (5.27)

Entao, a equagao (5.25) fica

Ar m|x —X/|

0 = A KA
(k) = ‘“Z”Kl (mA) (5.28)

Portanto, substituindo (5.28) em (5.19), obtemos

;. mm K; (mA
Go(z — 2" —iBlyng) = _471‘21(14). (5.29)
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Agora, da equagao (5.6), também obtemos

0°Go(x — a' — iBlyng)

/ Q' k2 e—ik(a—a'=iBlono)
(2m)* k? —m? + e

/ d k ’Lk (X x/ 15101‘10) / dko ]{j2 —lko xO mo—lﬁlonéo))
(2r)? 21 kg — k% —m? +ie

_ / Pk eex [ ko k3 e~ kolwo—rg=ilo)
B (2m)3 2w ki — (k2 + m?2) + ie
/ d3k ik (x—x') dko k'g e*iko)\o
e — .
(2m)3 21 kg — wi + i€

808I0G0(x - JZ, - Zﬁlono) (530)

Aplicando novamente o Teorema do Residuo, o resultado da integral em ky acima é

dado por .
% k2 e~ kot _ MK i (5.31)
21 k3 — wi + ie 2 ’
onde wy, = vk? +m2.
Disso,
/ . dgk ik (x—x' w iw
8% Go(z — 2’ — iBlyng) = / G © ke (x—x') <—2ke m)
— J k wkei)\owk eik-(xfx’)
= —2(2;)3 / Pk VK2 + m?2 ePoVkEm? ik (x=x)
/ ) 1
8°0°Gy(x — 2’ — iBlong) = _2(271-)36(1{)’ (5.32)
onde
— [ @V PV el x), (5.33)
Em coordenadas esféricas, temos
Gk) = // k2Vk2 + m?2 ePoviitm? oik =x) gop 0 dk dO dp
= 27/ k2Vk2 + m2 ePovkiFm® ok =x) g0 0 dOdk
= 27 / kK2 + m?2 eroviitm? pilklx=xlcost (5 ) k. (5.34)
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Entéo, fazendo k* = k - k = |k|*, vem

oo -l ; 2mZ /
Gk) = —27r/ / K2VK2 + m2 ePoVkitm? gilk|lx—x'|¢ dedk
0 J41
= —or / C VI Fo? PV g, [ i ge
0 +1

~ on / TIVIE i ePoVERE g / T eillx=x e
0 -1

= 97 /°° k|? \/|k|2 + m2 oV Hm? g [
0

eilklx—x'|¢ rl

Ar > 2 ; 2, o5 ei|kHX_X,| _ e—i|k||x—x"
= k| /|k 2 piroV/ K +m? g1,
|
4 o0 , _
0 = = [ IRV e VI en k. (5.35)

Usando uma tabela de integrais [24], a solugao da integral acima é dada por

A2 T A
2bc  8bhw?c  bwic?
BT T

00 ot bc?  4bw?c?
/ eVt + 2 eV sen(br)dr = ( S wc) Ko (cA)
0

) K (cA) (5.36)

onde, como definido anteriormente,

x = k
b = |x—X|
c = m
w = —i)\o
Logo, a solugao para G(k) é
47 be?  4bw?c? 2bc  8bwlc  bw?c?
Gk) = —<|—-—5+—+—]Ko(cA ——t — K1 (cA
= g (e ) meen (B S e
47 Ix —x'|m?  4|x — x| (—iXg)?m?
— _ Ky (mA
|x — x| ( A? + At 0 (mA)
4w 2|x —x'|m = 8|x —x|(—iXo)*m  |x — x| (—iXg)*m?
- K1 (mA
|x—x/y< FER A5 + A3 1(md)

4rm? 16w Em? 8mm  32mA\dm  AwAdm3
_< =t Ky (mA) — VR e Ky (mA).

(5.37)
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Portanto, substituindo (5.37) em (5.32), obtemos

800/06*0(:1: — :U/ — ’iﬁlono)

1 4rm? 167w \Em?
_ 63 l— < 1 + A4 Ky (mA)
i 8mm 327w Am  AmA\im3
_167-(3 [— < Ve + PE + 13 K (mA)
/ . m m  4\*m 2 8A2  A\2m?
303 0G0($ — l’l — 'L/BZOTLO) = m [(142 + 14{)4> KO (mA) + ( 0 0

ﬁ—{—?%— AS)Kl(mA)].

(5.38)
Agora, substituindo (5.29) e (5.38) em (5.5) vem
D%g)(ﬂc% B) = 2i) l}gl (303/0 + m2) Go(z — 2’ —iflono)
lozlx T

o
= 2 lim
> lim

lo=1

{808/0G0(x — 2’ —iBlyng) + m*Go(x — 2’ — zﬂlono)}

X im m 4\m 2 8A2  A\2m?
= QZZJ}EZ{WKMJF 4 >K0<WA>+<
lo=1

m
St Bt >K1(mA)]
it K
472 A
0(11 m o . m  4X\m
DK(P)(ﬂ?%ﬁ) = o2 £}§I{<A2 é) Ko (mA)

(5.39)

Finalmente, tomando o limite na equacao acima quando =’ — x, obtemos a expressao da lei
de Stefan-Boltzmann para o setor escalar do campo de DKP. Assim

)\0 = —iﬁlo
A= ﬂlo

(5.40)
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4B%15
T = 5 3 { (g~ ) o

+< 2 _ 83%5  BPlem? mz) K, (mﬁlo)}

R T T T
> 4
- —2:’;2{(52";2 i) Ko (mal)

2 8 2 2
+@wnw—&—&%www}

0(11) 6m  2m
TDOK(P ; = 271'2 Z { (52[2) KO (m/BZO) <B3l3 + ﬁl ) Kl (m,Blo) } (5‘41)
No limite de massas muito pequenas (m — 0), a fungao de Bessel modificada pode ser escrita
como
K, (2) =T(v)2r 127", (5.42)
onde I'(v) é a fungdo gama.
Logo, para m — 0, temos
') §¢Y)
K lo) & —= ; K lp) ~ 5.43
o(mplo) 5 : 1(mBlo) il (5.43)

Para o problema em questao, temos v = 0 e v = 1. Entao, das propriedades da funcido gama,

temos
r0)=cc ; I(1)=1 (5.44)
Disso, a equagao (5.41) fica
01, o L X [3m*) T(0) 6m  2m? r(1)}
Toxr (5) = 5o = 1{(,3%2) > T\FE " Blo ) mBly

1 &6 ()
B ?Z (ﬁ?’l?’ /310)
3 X /1
- i 2 ()
3
TB%? z;f) = WCM)’ (5.45)

onde

C(4) = EOO (1) - (5.46)
= g/ 90 '
o=1
¢ a fungdo zeta de Riemann.

Portanto,

Tonp (@ 8) = 3364' (5.47)

95



5.1.2 Efeito Casimir para o Campo Escalar de DKP a Tempe-

ratura Zero

Usando a transformagao de Bogoliubov dada em (3.89) e o pardmetro a = (0,0, 0,i2d), obtemos
(o] ) 3
v*(k;d) = Z e~ 2dk7ls (5.48)
I3=1
Assim, da equagao (4.10) e sendo ng = (0,0,0,1), vem
_ o0
G(()H) (x —2';d) =2 Z Go(z — 2’ — 2dlzn3). (5.49)
I3=1
Energia de Casimir & Temperatura Zero
O tensor de energia-momento finito em (4.3) para =0 e v = 0, fica
oo
D%g)(ac; d) =21 Z lim

lg:lx —T

(803,0 + m2) Go(z — 2’ — 2dl3ng). (5.50)

Entao, realizando o procedimento de calculo similar ao realizado para calcular a lei de Stefan-

Boltzmann, a funcdo de Green torna-se

Go(x — :L'/ — 2dl3n3)

d*k e—ik(m—z’—le;gng)
/ @1 K2 —m? +ie

/ Bk [ dko o~ iko(wo—zf—2dlsng)) +ik:(x—x' ~2dl3n3)

- om)3 ) 2w k2 — k2 —m2 + e
— ol (0)
= / dSk*eik-(xfx’f2dlsn3) % e~ holo—wy~2dlsn; )
(2m)3 2m k3 — (k2 +m?2) + ie
Bk . , dky e—iko(aco—mé))
G — 2 —9dl _ / @ ik-(x—x'—2dl3n3) “- 551
ole - 3ns) (271')36 21 k3 — wi + i€ (5:51)
Usando um resultado similar ao encontrado em (5.18), temos
dky e—tko(zo—q) jeiwk(To—xp)
=0 = 5.52
21 k3 — wi +ie 2w (5.52)

onde wi = vVk2 + m?2.
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Entao,

A3k . , jeiwk(zo—1()
29 _ / tk-(x—x'—2dl3ng) [ _
Go(x —x dlsngs) on)? e o

otk (x—x’ 2dl3n3)eiwk (zo—z()
= / d3
271' Wk

i 5 ei(zo— z())Vk2+m? k2
S d
/ vk? + m?

Go(r — 2’ — 2dlsn3) = - J(k), (5.53)

onde
3 =x—x' — 2di3ng (5.54)

J(k) / d3ke"(x°—%>v [K[*+m? k-2
VIk|? + m?

) ci(@o—a()V/[k[*+m? ik
= ///|k\ sen 6 dk df do

VIKk|? +m?2

|k| i(zo—() \k| +m?2 ek Z
= 27 // sen 0d0 dk
k\ + m2

|k|2 ci(@o—a()V/[k|* +m? ilk||Z|cos 0
27 // d(cos0) dk

VKk|? +m?2

Jk) = 47%”1{1 (mA) (5.55)

onde

A=/~ (mo— )2 + 3> (5.56)
Portanto, substituindo (5.55) em (5.53) obtemos

im Kq (mA
Go(z — 2’ — 2dlzng) = —Wl(A). (5.57)

o7



Agora, através de um célculo similar ao realizado em (5.38), obtemos

p im m 4A(xo — xh)?m
6060G0($—$/—2dl3n3) — 47-‘-2|:<A2+(0A40)>K0(mA)

2 8(zo—h)? (w0 — x})?m?

(5.58)
Finalmente, substituindo (5.57) e (5.58) em (5.50) temos

TDO%}DD(CC; d = 2 Z lim {808/06‘0(3: — 2’ — 2dl3ng) + m*Go(x — 2’ — 2dl3n3)}

l3:1x —x
= im [ (m  4(zo— xp)*m

= 20 lm {w { <A2 A ) Ko(md)
I3=1

AST T AR T Al A
m < . m  4(xo — xh)*m
Toxp (@) = ‘WZJ%L“I{(A? # S ) K ()
I3=1
2 8(zg — xh)? xo — zh)2m2  m?2
+<A3+ ( °A5 0)” | (@ A?‘j) A) K (mA)}. (5.59)

Tomando o limite quando 2’ — x na equagao (5.59), temos

xg—xy =0,
x—x =0, (5.60)
A =X =2ds.
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Disso, vem

0(11 m o= .. m  4(xo — zh)*m
o wd) =~ > tm | (AZ ¢ o= B)m ) Ko (mA)
I13=1
2 8(wo—xp)?  (x0—xp)*m?  m?
+ (AB ool SO TR T ) K (A }

m m 2 m?

> m? m m3
- - Ko (2dl - K (2dl
132::1{ sr2eg o 3m)+< 87r2d3l§+47r2d13> 1 3m)}

[e%S) 2 3
0(11), . 1 Z _m oom m

Tomando o limite para m — 0, temos

r I'(1
Ko(2dlsm) ~ (20) ; K1(2dlsm) ~ 2d§ T)n (5.62)
3

Portanto, a energia de Casimir d temperatura zero para o campo escalar de DKP é

o) 2 3
o .y o L {_ m?> () ( m  m’ F(l)}
prp (#:d) 47r22_: 222 2 2d3l3+dlg 2dlzm
ls=1 3 3
1 & m? T(0) 1 m?\T(1)
- 47r2l3z::1{_2d2l§ 2 +<_2d3l§’+dl3 2dl3}
1 & 1 I(1)
T 4n? ZZI{_M%?; 2dl3}
-
- o 2 (1)
- > (4
167[-2d4l3:1 l3
_
167244 \ 90
2
T
pip (@ d) 1440 (5.63)
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Pressao de Casimir a Temperatura Zero

O tensor de energia-momento finito em (4.3) para p =3 e v = 3, fica

733(}31)@ d) =2i E lim (830 3 2) Go(z — 2’ — 2dI3ns). (5.64)
' —x
I3=1

Considerando que n3 = (0,0,0,1), calculamos 838/36‘0(3: — 2/ — 2dl3n3)

B9°3Go(x — &’ — 2dlznz) = / d*k k§ e~ ho(wo—ag)+ik-(x—x'~2dlna)

(2m)* kg — wi + e

/ A3k 2 eik.(x—x/_zdzgns)/clkoe—i’m(:m—%)
(2m)3 ™ T

B dk je(r0=p)
B / (2m)3 2wy

i / 5 k?%ei(xo—xé)\/kQ—l—erikE

202m)? Vk? +m?
345’3 / i
— ' —2dl = ———K(k 5.65
8 8 Go(x X 3713) 2(27‘()3 ( ), ( 6)
onde
2 pi(zo—w )\/kZ-l-m2 k-2
37 k3 0
/ &Pk (5.66)
VK2 +m?2
Em coordenadas esféricas, temos
Bk = |k|*sendkdo do,
ks = |k|cos,
k-2 = |k||X]|cosb. (5.67)
Disso, a equacao (5.66) torna-se
2 Ji(zo—zy)Vk2+m? ik-B
K(k) = /d?’k:k‘ge 0 e
R T2
k 9)2 i(zo—zf)Vk2+m2 ilk||X|cos 0
_ /]k\gsenﬁdkdecw(' |cos §)” em*0 ¢
vk? +m?
ei(gcof:r:())\/k%rm2 )
= /|k|4 dk:/ senecoﬁeeﬂkl'ﬁlwseda/d¢
VIKI? + m?
© ei(xo—mé)\/k2+m2 7r )
Kk) = 277/ k| dk/ sen B cos 2e!kIZleost gg. (5.68)
0

VIkI* +m2
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Para resolver a integral sobre 6 fazemos

cos

—senfdf

coSs T

cos 0

Tr .
/ sen 0 cos 20! IklIElcos 0 g
0

(5.69)

= +1

1o ke +1
_/ W2 ¢kl |udu:/ u
+1 —1

2 ez|kHE\udu

_ ei|k||z|< 1 2

. +
ikl B k|2

2
ik’ =)

il ( 1 2

2
Ik [Z] k=) i|k|3!2|3>

1 . . . .
- ik[[z| _ —ilk]|Z] i3] 4 ik
- B € e —|— e +€
i k| |2 ( ) k| |=)? ( )
'k|32|2\3 (cfll=l _ gikli=)
i
/7r sen B cos 20"KlIZleosb g — 2 sen(|k|\2|)+%cas(|k||2|)
0 k| [%] k|* %]
Entao
09 ® g L
K(k) = 27r/ k dk
0 VIkI* + m2
4 4 2
- — k|| — k| |2 k||X
< e S+ e cos(K 1) + ey sen(i )
87 0 ez(xg—xé Vk2+4+m?
Kk) = —@ 'k - sen(|k| |X|)dk
0 [k|” + m?
87 o ez(mg—mg)\/kQ—i-m?
+— k| cos(|k| |X|)dk
= Jo I + m?
At [ 4 ei(aco—x(’))\/kQ-l—m2
+E ; k| sen(|k| |X|)dk. (5.71)

\|Kk[* + m?2

Considerando a equagao (5.25) e as devidas modificagdes, a primeira integral em (5.71)

torna-se

eilzo —xz()Vk2+m?

[k
0 \|k[* + m?2

onde A = \/—(3:0 — )2 + |3

sen(|k||X])dk =

61

m |3

A

Ki(mA), (5.72)



Sejam as seguintes relagoes de recorréncia para as fungoes de Bessel modificadas [25]

Ko@) = Koa(o)+ 2Ky @)
dfill/x(m) = _% [Kl/—l(x) + Ku+l(x)] ’ (573)
dK,(x)

v
“ar EKV(:LI) + Kyt1(z).

Assim, usando as equagdes em (5.73) e através de um procedimento algébrico um tanto

longo, obtemos

) i(zo—xz()Vk2+m? 2|1 2 2m | 2
k|2 & cos(|k| |S|)dk m |2‘ Ko(mA) + |2 — m|3| K1(mA),
0 /|k|2+m2 A A A
(5.74)
e
00 i(zo—z))Vk2+m2 2 2 3
e 0 3m* Xl 4m|X
f? sen(i| [k = [P A B A
0 /|k|2+m2 A A
6m|Z|  sm|Z> m? B
HUE T )
(5.75)
Agora, substituindo (5.72), (5.74) e (5.75) em (5.71), vem
8T (m|X 8T m? |3 m  2m|%?
K(k) — —M{L‘Kl(mA)}—i—‘E’Q{— A|2| Ko(mA)—F[A—A':szl(mA)}
A ([3m?|®|  4m? |3 6m |2 8m|Z]® w3 |zP
R e R LY
8mm 8mm? 8mm 16mm
- mKl(mA)NKO(mAHLEFA AP ]Kl(mA)
120m?2  167rm?2|%)? 24rm  32mm |BfF drm? | B[
[ AT A4| |}K0(mA)+{ A5 A5‘ " _ A3| }Kl(mA)
gmm?  12xm?  167m? |Z|?
_ <_ S+ - )KO(mA)
8mm 8tm  16mm  24wm  32rm|E* dam? |Z)?
B NS S A
drm?  16mm? |8 8rm  32rm|Bf°  4rmd B
Ko = (15 - - |>K0(mA)+(A3 - EL A ’)Kl(mm.
(5.76)
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Entao, substituindo (5.76) em (5.65), obtemos

: 2 2 1312

3,73 B i dmm 16mm= |X|

0°0°Go(x — x — 2dlzng) = — 1673 l:( A2 A4 Ky(mA)
(87rm 32mm B2 4mm? | D

Y S ¥ )Kl(mA)}

A? A1
om  8m|T)? m3 T’
A3 AP A3

: ' 2 4m?|3)?
638 3G0($ — l'/ — 2d13n3) = _4L7T2 |:<m — W)Kg(mA)

)Kl(mA)} . (5.77)

Finalmente, substituindo (5.57) e (5.77) em (5.64) obtemos

TDgi(}gl (x;d) = 2i Z lim {838 3Go(x — o' — 2di3ng) — m*Go(x — 2’ — 2dl3n3)}

ls— 1:pﬁz
m2  4m?|s)?
- % - (- oy
I3=1
8m[2| m? |2|? z’m3K1(mA)}
+( A3 )Kl(mA)F@r? A

= 2@( 2 )Z hm{(m2 W)Kg(mA)

' —x

( m 8m|2| m3 |2|?

3 AB )Kl(mA) — TZgKl (mA) }

+

1 m2  4m?2|X
T = g3 { (- e Koo
I3=1

om  8m [T mAZPF m?

Novamente, tomando o limite quando 2’ — z, temos

zo — x( = 0,
x—x' =0, (5.79)
= ‘2| = 2dl3.
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Portanto, a pressdo

de Casimir a temperatura zero para o campo escalar de DKP é

2 2
33(11) m*(2dl3) )
; = Kp(2
Tokp (x:d) 27r2 Z {( Qa7 (@dy)t ) Kodlsm)
2m 8m(2di3)?  m3(2dl3)?  m3 > }
— — — Ky (2dl
+((2dl3)3 (2dl3)5 Qd?  2ai ) K1 (2dlm)
1 & m? 4m?
= — Ky(2dl
o2 2{(2% (2d13)2> o(2dlzm)
2m 8m m3 m3
— — — K(2dl
+((2dl3)3 (2d13)3 2dls 2dl3) i 3m)}
3
33(11) 6m m
; = 5 K (2dl —— + — | K1(2dl .
Tokp (x:d) 5.2 Z{ 2dl5)? 0(2dlzm) + ((2dl3)3 +dl3> 1( 3m)}
(5.80)
No limite de pequenas massas (m — 0) e usando (5.62), obtemos
3311), N _ 1 & 3m? T(0) ( 6m m3) I'(1) }
TDKP ( v ) N 27T2 Z{ 2dl3) 2 + (leg)s dl3 2dl3m
B N
272 i (2dl3)*
1 & 6
= 33 > Toqi
272 o 16d413
3 =1
= a2
1672d* o 13
3
- ——
167T2d4C( )
_ .3 (=
© 16m2d* \ 90
TR0 (wyd) = - (5.81)
DEP A 480d*
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5.1.3 Efeito Casimir para o Campo Escalar de DKP a Tempe-

ratura Finita

Nesta secao calculamos o efeito Casimir para o campo escalar de DKP a temperatura finita.
Aqui, tomamos o parametro de compactificagées como a = (,0,0,i2d), correspondendo ao
confinamento ao longo do eixo-z, ou seja, ng = (0,0,0,1). O vetor tipo-tempo é ny = (1,0,0,0),
o nimero de dimensdes compatificadas é p = 2 para s = 2 elementos. Entdo, a transformacao

de Bogoliubov é

o0 oo [e.e]
v2(ﬁ,d) _ Z efﬂkolo + Z efideiglg +9 Z 675k0107i2dk3l3_ (5.82)
lo=1 I3=1 lo,l3=1
Energia de Casimir a Temperatura Finita

De (4.10), temos

7ab d4k —'L 1:_3;/ ao)*x a
Gy i) = [ e T k) [ G () - G ()]

Logo, para G[(]H)(k) = Gy(k), obtemos

4 o0 0 ) e%e] )
é(()ll)(ﬁ’d) _ /(6217:;4{2 o~ Bk + Z e 12dk313 +9 Z e—ﬁkolo—z2dk3l3]

lo=1 I3=1 lo,ls=1
e~ kK@= [Gr(k) — Go(k)]

_ d4k —ik(z—x') - —BkO1 *
= [ &t S e 0 (G () = Go(k)]

lo=1
d*k N =
+ [ omge M) S e Gk) — Go(k)]
(2) o]
d k 7zk (z—2z') Z efﬁkolo i2dk313 [G*(k') N G()(k)]
lo,l3=1
Gy = c(gm(x — 2 8) + GV (@ — o' d) + GV (z — o3 8, d), (5.83)
onde usamos (5.3) e (5.49) e
é(()ll)(a: —a';8,d) =4 Z Go(x — 2’ — iBlong — 2dl3n3). (5.84)
lo,l3=1
Entao, o tensor de energia-momento fica
Thich (8.d) = THidE) (@: B) + THith (w d) + Thidp) (@ B, d). (5.85)
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Para y =0 e v = 0, temos que os dois primeiros termos da equacao anterior sdo, respectiva-

mente (5.4) e (5.50). Do terceiro termo, temos a seguinte forma

7-5}/(1131)( ;6,d) = 4i hm (8“8”’ +m g‘“’ Z Go(x — 2’ —iBlong — 2dl3n3).

l07l3 1
(5.86)
Logo
pap) (@ pd) = 4i Y lim {808’0G0(x — 2’ —iBlong — 2dl3ns)
loda—1 x'—x
+m2G0(:1: - (L'/ - iﬂlono — 2d13n3)}
= . i m?  4X\im?
= 4Zl§1ml’lglm{47r2|:<m+(24 KO(mQ)
Om Adm3 ] im3 K1(mgQ) }
- Q) - ——
< 03 >K1(m LT
1 & m?  4XZm?
LS () e
l07l3 1
2m  8A¢m  A3m3 3
<3 6]5 (;23 Kl(mQ) - Kl(mQ)}
00 2 2,.,2
0(11) 1 . m* 4A\gm
prp (@ B,d) = —— logl ml/lglx{ <Q2 R > Ko(mSQ)
2m  8Adm  AZm?  m3
+ <Q3+ RE + 03 _ﬁ Kl(mQ)}, (5.87)
onde )\0 =0 — 1‘6 — i,Blo, (§
Q = /=A% + [x — x' — iBlono — 2dlsns|* (5.88)
Tomando o limite quando ' — x, temos
xo — xy = 0,
x—x =0,
Ao = —ifly.
Logo,
Q = \/(Blo)? + (2di3)2. (5.89)
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Disso, obtemos

Towp (x: 8, d)

T (x; 8, d)

Assim, usando (5.41), (5.61) e

- 5 2 (e R o

<o (e
. (2(;7; - 8(682% _ (ﬁl(gjm?’ B g) Kl(mQ)}

_ 210123: { ‘?;fl(;)] Ko (my/(3l0)? + (22
ngg) _uiﬁ;QZm”Ki(m”/ﬂhz*'@th)
A o |

(5.90) a energia de Casimir do campo de DKP a temperatura

finita é entdao dada por

E(f,d)

Toup (B, d)

TN (2 8) + T (2; d) + T (2 6, d)

+471TQ§1 { 2:;2 Ko (2dl3m) + (— 2;;[3 Zl‘g) Ky (2dlsm)}

5 1, s v (2 0P+ @)
K;i;;;f oyl
e (T
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Entao, tomando o limite de massas muito pequenas (m — 0), temos

Ko(msto) = 52 5 K(mplo) = 0L,
Ko(2dlsm) ~ r(20) : K1(2dl3m)z22§;)n,
ro) N I'(1)
1 (my/ (7 + as?) = 5 (B0 a7 ) e

e a equagao (5.91) para a energia de Casimir torna-se

B r(0) 6m  2m3\ I'(1)
E.d) = 2772 Z { <52z2> > T <53zg 50, > mﬁlg}
m? T(0) m m3\ I'(1)
+47r21321{ 2B 2 <_2d3z§ " dl3> 2dlgm}
1 & (2di3)? - 3(Blo) mQF(O)
™ lzl{wls) + (Bl 2

(2di13)? — 3(Blo )2
+[(2dl3 + (Blo) ]5/2 ( 610 2dl3 ]1/2)

(2dl3)* +2(Blo)? < )}
[(2dl3)2 + (Blo) ]3/2 ,8[0 2dl3 2)1/2

_ r(o 2m2 r(1)}
B2l2 B3l3 Blo ) Blo

2
1§{_ w10 () )
4 Pt 2d2l2 2 2d3l§ dls ) 2dls

LSS [ (2P =330 ,T(0)
2% {[(26113) +(Blo)2? 2
(2d13)* — 3(Blo)* (2d13)* +2(8Blo)? 2
disy + Bl [(2dly)? + (3l0) " v}

= ;li{(ﬁgl?’)ﬁllo} w22{< d?’l?’)?;l?’}

2
L& (2dI3)* - 3(Blo)?
m zo,lg:l { [(2dl3)? + (/%)2]32}

3 &y 1 &y 2 & (2di3)? — 3(Blo)?
B 7T264lozl<lé> 16w2d4l§<l§> wzlogl{[(zdzg)u(,@’zo)?ﬁ}
(2di3)* — 3(Blo)? }
(2dl3)2 + (Blo)2)* )

2 2 9

s i 3
E(f,d) = 3054_M40d4_7r2l0§:1{[

(5.92)
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Pressao de Casimir a Temperatura Finita

Calculamos a pressio de Casimir a temperatura finita a partir de (5.85) para y=3 e v =3

Tonp) (B,d) = Toaep (@3 8) + Ty (w;d) + Tpgep? (a3 8, d). (5.93)

Disso, calculamos inicialmente TD?’:;(}DI)(:U; B). Logo, usando (5.4), obtemos

Tgi{(g (x;8) = 21 Z xhinx (230" —m*)Go(x — 2’ — iBlong). (5.94)
lo=1

Entao, para A = \/—)\g +|x - X’|2 e \g =x — a2’ — iflgng, temos

638/3G0($ — :L'/ — Zﬂl(]n(]) ﬁ T

2 Slx—x* m?lx—x|?
o o - T ) Kama)|.

im [(m  4m|x—x?

(5.95)

Assim, a equacao (5.94) torna-se

Tgiﬁ.} (z;8) = 2 Z xhinz [638’36’0(1: — 2’ —iBlong) — m?*Go(x — 2’ — zﬂlono)]
lo=1

= 22211m{—

' —x

m?2  4m?|x — x'|?
(-

om  8mlx—x|° md|x —x?
G- )t
—m2[ im K (mA)} }

472 A
m2

= Z {( 4’"2”‘_"/‘2)1(( A)
N 27r2 z—>:c A4 ot

om  8m|x—x|° mlx—x
+ F— A5 - A3 —Z Kl(mA) . (5.96)

Agora, tomando o limite quando ' — z na equacao anterior, vem

ro—x, = 0,
x—-x = 0,
Ao = —iflo,
A = Bl (5.97)
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Portanto,

2m m3

33(11)
= ! K l 5.98
TPl = 5 Z { oy ot + (g5 = i ) alman | (599
Em seguida, usando (5.86) obtemos o terceiro na expressao (5.93) como

Dgi(}pl)( :8,d) = 4ilim (930 —m?) Z Go(z — 2’ —iBlong — 2di3ns).

’
T'—x lo,l3:1

(5.99)

Entéo, calculamos inicialmente

d4k e—ik(w—x'—iﬂlono—?dlg,ng)
2m)4 k? —m? + ie

OB — o — iBlong — 2dlsny) = H30® / :

4, 939" [e—ik(z—aﬁ’—iﬁlono—2dl3n3)
- / (2m)4 k? —m? + ie

B / d4k k% e—ik(z‘—x’—iﬁlono—?dlgng)
N (2m)4 k2 —m?2 + ie

_ / dSk k§eik.(x_x’—iBlOnO—le3n3)
(2m)?

ke e~ ko(@o—ag—iBlony” ~2disny”)

o k:%—wﬁ—{—ie

Pk ik-(x—x'—2dI3gn
[t

/ dko e—ik‘o (CE()—IG —iﬂlo)

- 5.100
2r  k} —wi +ie ( )

e usando (5.18), vem

Bk
(2m)?

,L'eiwk (zo—z{—1pBlo)
X{— |

((x—x’—2dl3ng)

838’36'0(3: — :L'/ — i,BlQTLQ — 2d13n3) = /

2wk
k% ei)\o Vk24+m? 6ik-E
vk2 4+ m?

3 /3 : — ! 3
°9°Go(x — o’ — iflong — 2dlznz) = _2(27T)3/d k

(5.101)
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onde

Ao =
2:

Wk =

- iﬂZOa
X — X/ — 2dl31’13,

vVkZ +m2.

Iofl‘lo

Entao, fazendo uso da equagao (5.76), com as devidas modificagdes, obtemos

3 5/3 I i m®  4m? |E|2
8 8 G[)(ﬂf —r — ’L,Blono — 2dl3n3) —4771-2 @ — T KO(mQ)
om  8m|E)?  mP T
+(Q3_ » > )Kl(mm]’
(5.102)
e usando também (5.57), com as devidas modificagoes, temos
L im K1 (mQ)

Go(z — 2" —iflong — 2dl3ns) 2 q (5.103)

onde ) = \/—/\% +|x — x’ — iflopng — 2dlgn3]2.
Assim, substituindo (5.102) e (5.103) em (5.99), obtemos

[e.9]

Tonp) (@ f,d) = 4 Y lim {836’3G0(x—:n’—iﬂl0ng—2dl3n3)
lo,lgzlx_m
—m2G0(a: — 2’ —iplong — 2dl3n3)}
S i [(m® _ 4m? |5
= 4 Z xl’linz{ - KQQ Ol )Ko(mﬂ)
lo,l3=1
om  8m|Zf?  m3 %]
+<Q3 - o )Kl(mQ)]
o im K, (mQ)]}
" [ 42 Q
e 2 2 2
7733(11) 1 : m*  4m*®|X|
Torp (@ 8,d) = — Z a}}glx{(m—m Ko(mQ)
lo,l3=1
om  8m|Zf? m3|Z? m3
(m S T Q)Kl(mQ)}. (5.104)
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Tomando o limite quando ' — x, temos

33(11), L& (Blo)? — 3(2dl3)* 2K
TDKP ( aﬁ,d) - 71_2 lo%:zl{[(ﬁlo)Q—i-(leg (m\/ Blo 2dl3 )

_ 2
i [((ﬂﬁl(l)z) (?2);215)[3])5/2 2mK <m\/(ﬁl0)2 + (2dl3)2)

2
e )|

Portanto, substituindo as expressoes (5.98), (5.80) e (5.105) em (5.93) obtemos a pressdo de

Casimir a temperatura finita para o campo escalar de DKP como

P(p.d) = Toiip (5.d)
= Tokrp @ ﬁ)+T33 P (@ d)+ Ty (v 6.4)

3

P = 5 3 (it + (G~ oo

1 3m? 6m m?
- ———K(2dl —_— Kq(2dl
QWQZZzl{(zdls)? o@dtym) + (s + ;) o2atam |

1 & [ (Blo)? — 3(2dls)?
R G107 + e ™ Ko (/07 < )

(Blo)® — 3(2dls)*
+[(ﬁlo) + (2dl3)? ]5/2 mka (m\/ Blo)? + (2dl3)? )

Blo)? + 2(2dl3)?
_[((ﬁlo(;) (2£u3)3])3/2 (m\/ Blo)? + (2dl3) )} (5.106)

No limite de massas muito pequenas (m — 0), temos

Ko(msto) = 52 5 Ka(mplo) = 0L,
K()(legm) ~ P(zo) ; K (zdl?)m) ~ zzg;?na
r'(0) I'(1)
(m\/ Blg 2d13 ) ~ T ;o IKG (m\/ Blo 2dl3) ) ~ m\/(ﬂlo)Q i (2dl3)27
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Logo,

1 & om? T(0) 2m  m3\ I'(1)
P60 = 523 i+ (G~ ) mits)
1 & 3m? T(0) 6m m3\ T(1)
o 2 {<2dz3>2 2 " ((2d13)3 " dz3> 2dz3m}
> )2 —3(2dl3)? ,T(0
+i2 3 { (Blo)* — 3(2dl3) 2 (0)

m2 = U(Blo)? + (2dI5)?* 2

(Blo)? — 3(2dl3)? 2m( (1) >
[(B10)? + (2d13)?*"* [(Bl0)2 + (2dl)?] "

 (Blo)? + 2(2dl3)” m( (1) )}
[(Blo)? + (2dl3)%)*/? [(Blo)? + (2d13)]"/?

B (0) 2 m?
- 2w2z{mo?2 +<Blo B)BZO}
1 & 3m? T(0) 6 m?\ (1)
“on? Z{ (2dlz)? 2 +((2dls)3+dl3>2dls}
(Blo)? — 3(2dl3)? sz(O)
77210%: {[(WO) + (2dl3)?)? 2

(L) = 3y gy (Blo)? +2(2)° wr(n)

[(Bl0)? + (2d13)] [(Bl0)? + (2d13)?]

_ ;i{( E 5110} %zZ{(zdzg )2dlg}

{ (Blo)? — 3(2dl3)? 2}
[(Blo)2 + (2dl3)2]?

lo=1
>
1 (774

1
7

T oz L(Blo)? + (2dl3)?]
1 (=Y 3 (2dl3)* — (Blo)®
-ompt 90) 167r2d4< ) m? llzl{ (2di3)? (,310)2]3}

_oom w2 35 [ 3(2dly)° — (Bly)
P(g,d) = 9044  480d* 2 logl{[(2dl3)2+(ﬁlo)2]3}. (5.107)
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5.2 O Campo Vetorial de DKP

5.2.1 Lei de Stefan-Boltzmann

Nesta secao a lei de Stefan-Boltzmann para o campo vetorial de DKP é obtida a partir da

equagao do tensor de energia-momento dada em (4.23), a saber

T (w50) = =i lim {A"(2,2))G (@ — a'50)}. (5.108)

' —x

Aqui, o pardametro-a da topologia de compactificagoes é o = (,0,0,0) e a transformacao

de Bogoliubov generalizada, eq. (3.89) para p=1 e s=1, toma a forma

Pk, g) = e, (5.109)
lo=1
Disso, e usando (4.10), obtemos
é(n)(m —a2',B)=2 Z Go(x — 2’ —iBlong). (5.110)
lo=1

Entao, de (5.108) obtemos o tensor de energia-momento & temperatura finita no vacuo térmico

T (0:8) = —i lim {T“”(%ﬂ?')G(H)(fE -, )} +% lim {mgng(n)(x —w',ﬂ)}
' —x ' —x
(5.111)

De forma compacta, fazemos

TR (2:8) = TV RE(8) + Thikisha(B), (5.112)
onde
T4 Rp(8) = —i lim {F“”(:c, )G (@ -, 5)} (5.113)
e
v Z =
T ha0) = 5 i {me Ve — o' ). (5.114)

pv(11)

Temos que a solucao de T T 1vRE> @ qual estd relacionada com o valor esperado da tempera-
tura finita no estado de vacuo do campo eletromagnético sem fonte, é descrita nas referéncias [21]
e [22], a saber

11 2 s g'uy — 4n“n”
T pp(B) = —— S L 00, (5.115)

com ng um quadri-vetor tipo-tempo.

4



Recordando a equagdo (5.29), temos

. m K1 (mA)
Go(x — z" —iBlong) = “i2 A (5.116)
onde A = \/—)\% +x = x| e Mg =z — x — iBlo.
Portanto, reescrevendo a equagao (5.111) com as devidas substitui¢oes, obtemos
2 ‘
(11 4 L[ im K (mA)
T%I((P)( B) = _45ﬁ4 (g" 4n0n0 +1 Z hgl:c {m gt [_471'214} }
2 v Kl mA)
T G +4 29# th%{ A }
MV(ll) 7T2 v 3 v 1
Togp (x:8) = “ 1550 (¢ — Angng) + 4729“ Z ﬁTKl (mBlo) . (5.117)

Para p=v =0 e ng = (nf) = (1,0,0,0), obtemos a lei de Stefan-Boltzmann para o campo

vetorial massivo de DKP. Logo

2

Thep(z:6) = 1757ﬁ4 47r2251 1 (mpBly) . (5.118)

No limite de massas muito pequenas (m — 0), temos K;(mfly) ~ Tl;(ﬁll)o = ﬁ Logo

2 P 1 1
7000 (. _ T m’ 1 < )
pxp () 1544 T lozzl Blo \mplo
2
™
= _— + _— _—
1584 " 472 lozl (Blo)?
2
T
THip (2:8) = : (5.119)

1554

Esta é a lei de Stefan-Boltzmann para o campo vetorial sem massa.

5.2.2 Efeito Casimir para o Campo Vetorial de DKP a Tempe-

ratura Zero

Nesta se¢ao calculamos o efeito Casimir para o campo vetorial de DKP a temperatura zero.
Aqui, tomamos o pardmetro de compactificagdes como a = (0,0,0,i2d), correspondendo ao
confinamento ao longo do eixo-z, ou seja, n3 = (0,0,0,1). Entao, a transformagao de Bogoliubov
é
>0 ; 3
V(kyd) =) e 2 (5.120)
I3=1
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G (@ —a'5d) =2 Gola — o' — 2dlgng) (5.121)
I13=1

¢é a funcao de Green.

Usando o tensor de energia-momento renormalizado em (5.108), temos

T’g}({%)( ;d) = —zmhglm {A‘”’(m x )G( )( —x';d)}
= — ml'iglx {F‘“’(x, $/)é(11)($ —a, d)} + % xl/iglx {mQQ“”G(H)(z -, d)}
= THURe() + Thy gk (d), (5.122)
onde
T4y g (d) = —i lim {F’”(w’ NG (@ -, d)} (5.123)
e
i) = § im {m?g" G Vo - o). (5.124)

Mas a solugao para T%S}?E(d) é encontrada fazendo uso da equagao (3.91). Assim, apds os

devidos calculos, obtemos

o0

v(11 gHv + dnknk
T R (d) - Z 2yt - (5.125)

O tensor de energia-momento renormalizado associado a massa é dado por

v { s ~(11
Tiilskald) = % lim {m?¢" @@~/ 0)}
i [e's)
= 35 'an {m2g’“’2 Z Go(z — 2’ — 2d13n3)}
I3=1
= i Z;l hi)nz {m g Go(z — 2’ — 2dl3n3)} (5.126)
Da equagao (5.57), temos
im Kq (mA
Go(z — 2’ — 2dlgng) = 47721(A)’ (5.127)

ondeA:\/ (2o — )2 + |Z|* ¢ B = x — x' — 2di3n;.
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Assim, substituindo (5.125) e (5.126) em (5.122), obtemos o tensor de energia-momento no

vacuo térmico com compactificagdo o = (0,0, 0,72d)

2 )
pr(11) . _ m . . 2
Thip (x;d) = ~ 50 (g™ + 4nknf) + lejlxl}glw {m g Go(x — 2 — 2dl3n3)}
5=
2
= = (g“”+4n”n”)+im2 ‘“’OO lim {Go(z — 2’ — 2dl3ns)}
790d4 373 g P 0 313
-
2 [e's) .
- m v Hoov . 2 pv : _ﬁKl (mA)
)+ 3y (L
T (x:d) = - - (g™ + 4nknk) + m—gg“” S iKl (m2dls) . (5.128)
720d* 472 o] 2dls

Energia de Casimir a Temperatura Zero

A energia de Casimir para o campo vetorial de DK P a temperatura nula é descrita quando
pu =v = 0. Entao, sendo n3 = (n§) = (0,0,0,1) e usando (5.128), obtemos

T (2:d) = —7277(;4 + :;32 lg 2;31(1 (m2dl3) . (5.129)
No limite de massas muito pequenas (m — 0), temos K;(m2dl3) ~ 771:2(23 = m21dl3' Logo
TER D) = o+ i > g ()
- _727:)2614 " ZL; g:l (2d113)2
TYW (1) = —72”024. (5.130)

Pressao de Casimir a Temperatura Zero

A pressio de Casimir para o campo vetorial de DK P a temperatura zero é obtida quando

pu = v = 3. Logo, usando (5.128), obtemos

2 3

33(11 m m 1
THeP (wd) = —W(ggg +4n3n3) + o > mKl (m2dls3)

I5=1
7T2 7,n3 00 1
= T (144 - S K (m2d
moat Y T g 2;1 2y (m2dls)
33(11), . 2 m3 &1
I5=1
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Para o caso de particulas de massa muito pequenas (m — 0), obtemos

2
33(11 K (m2dl3)
Toir (@:d) = 240" 47r2 Z 2dls

_ Z( )
~ 2404* 47r2 = 2dls \m2dls

2

20~ 12 2 T9aE
240d% ~ 4x? = (2dly)
2

33(11 ™
THip (1:d) = ~ 510 (5.132)

5.2.3 Efeito Casimir para o Campo Vetorial de DKP a Tempe-
ratura Finita

Nesta secao calculamos o efeito Casimir para o campo vetorial de DKP a temperatura finita.
Assim, a energia de Casimir a temperatura finita e a pressio de Casimir a temperatura finita
serdo dadas, respectivamente, por E(3,d) = T%OKI}J (8;d) e P(B,d) = ?SKI}D)(B d).

Tomamos o parametro de compatificagoes como « = (3,0, 0,i2d), correspondendo ao confi-
namento ao longo do eixo-z, a temperatura finita. Entdao, a transformacao de Bogoliubov fica
dada por

— 0 o~ _i2dk? — 0lg—i2dk31
(Bid) = 3 e 3T I g T o2, (5.133)
lo=1 I3=1 lo,ls=1

De (4.10), temos

—(ab d4k —ik(x—2' a0 )* a
G —ts0) = [ s k) [ () - G ).

Logo, para G[()H)(k) = Gy(k), obtemos

Gén)(ﬁ,d) _ /(2@4{2 e—,ﬁk% + Z e—szk3lg +2 Z e—,@kolo—z2dk3l3]

lo=1 I13=1 lo,l3=1
xe” =) (G (k) — Go(k)]

d*k —ik(z—a’ — *
= [ G X e (G (k) — Goh)]
lp=1

4k —ik(z—x' - —1 3 *
re MO 30 TR G (k) - Gok)

l;l

d k —ik(z—a’) Z —BRlo—i2dkls [ (1) — Gy (k)]
lo,l3=1
B = GM(x—ai) + G (@ — a5 d) + CY V(e — o5 8, ), (5.134)
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onde usamos (5.3) e (5.49); e

GM (@ —a;8,d) =4 Y Golw —a' —iBlong — 2dlzns) (5.135)
lo,ls=1

é a funcao de Green. Também temos

no = (1,0,0,0) = (1,np), com mng=(0,0,0), (5.136)
ny = (0,0,0,1) = (0,n3), com mng=(0,0,1). (5.137)

Entao, o tensor de energia-momento completo para o campo de DK P pode ser decomposto

em
v 11 v(11 v(11 v(ll
T (8.d) = T (@ 8) + Tty (a;d) + Ticp) (a5 8, d). (5.138)
Com isso, podemos calcular T%’}({% (8,d) considerando que
T (wa) = —i lim (A (2,2))G (2 - afs0) }
T’ —x

= —ilim {FW(% 1',)6(()11)@3 — 2, Oz)} + % lim {ng’“’@én)(x — 2, a)}

' =z ' =z

= —{ lim {F’“’(m, x’)é(()n)(m — ', B,d)} + * lim {mQQ‘“’é(()H) (x —2'; ﬁ,d)}

' —x 2 o' —x

T (8,d) : T e (8, d) + Thy'ieh4(8,d), (5.139)
para

T Rp(B.d) = =i lim {0 (@, 2)Gy (2 — a3 8. )} (5.140)
e

T \eba(B.d) = %1 { 290G (x — o' B, )}- (5.141)

Resolvendo (5.140) a partir de (3.91) , obtemos

o 2 (= g™ —4nhnd S gMY +4nknk
TR = - 0 =
VivRe m ,Ozl (Blo)? ,3221 (2dl3)*
+4 i (o) [g"” = Amg] + (2dl3)2§g“” g } (5.142)
ot [(B10)? + (2d13)?)
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Para o termo associado & massa em (5.141), usamos (5.135)

T (B,d) =

ml { 2 MVG( ( ,ﬁ d)}

DO | .

= 3 lm {m guu4 Z Go .%‘—l‘ —Bk00—2dl3n3)}
22—z
lo,l3=1
= 2im?g" > lim {Go(x — 2 — BKly — 2dlng) } (5.143)
l07l3:1x —x

Mas Go(x — 2’ — Bk%lg — 2dl3n3) tem solucio dada em (5.103), cujo valor é

m K1 (m$
Go(CE - 37/ - iﬁlono - 2d13n3) —i:;l((,;n), (5.144)
onde ) = \/—/\% + |x —x' —iflong — 2dlgn3]2 e \o = zo — xp — iBlo.
Entao, substituindo (5.144) em (5.143), obtemos
TﬁZASSA(ﬁ» d = 2im’g" a}/iinz {Go(x_x/ ~ Bkl 2dl3n3)}
lo,l3=1
. S m Ky (mf2)
= 2%m2gt _wm
g 3 dm {-y g )
lo,l3=1
m3 > K (mQ)
— M
271'29 Z acl’lin:v{ Q }
lo7l3:1
s Km0+ (2
T (Bd) = g S (5.145)
MASSA ) = 27T29 . .

o=t [ (Blo)” + (2dl3)°] V2

Portanto, substituindo (5.142) e (5.145) em (5.139), temos a solu¢do completa para o tensor

renormalizado T’El}((ll_l; (8,d) é dada por

2 (<= g — 4anfink Y+ dnknk
(1) _ _{ g 0" g" g_*onshy
prp (B,d) - 12—31 (Blo)* Z (dly)4
0= 3

+4 i (Blo)* [9" — 4ngng] + (2dl3)* [g" + Ann] }
lo,la=1 [(Blo)? + (2dl3)2)°
s ow K <m\/(5z0)2 n (2d13)2>

t5 59" 2 T (5.146)

ismt [(Blo)? + (2d5)’]
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Energia de Casimir & Temperatura Finita

A energia de Casimir para o campo vetorial de DK P a temperatura finita é descrita quando
u = v = 0. Entdo, usando (5.146), obtemos

00(1) 2 3Kl 1 &KL o~ —3(Blo)* + (2dl3)*
Toxp(B.d) = { 54&3*16&2%*410%:1 [(5lo)2+(2dls)2}3}

e K (m\/ Blo)? 2dl3))

m? lo,l3=1 {(ﬁlo)Q + (2dl3)2} 12

_oo2fos a1 et SR —8(80)? + ()
B WQ{ B (9()) i 16d* <90> +410,123::1 [(Blo)? + (26”3)2]3}

s o= K (m\/ Blo)? 2dl3))

_|_7
wiset [(810)” + (2d15?]

= (5.147)

E(B.d) = THep5:d)
B(5.d) — R 8 —3(Blo)? + (2dl3)?

1564 720d* @ 4= [(Blo)? + (2dI)2)°

o Ko (myf(107 + (21
- o (5.148)
T e [(5z0)2+(2dz3)2]

Tomando o limite quando m — 0, temos que a fun¢do de Bessel torna-se

(1) - |
o (0P @) ~ e T M

Entao
2 w2 8 o —3(Blo)? + (2di3)?
E(g.d) = 1588  720d% w2 273
lo,ls=1 [(ﬁlo) (2dl3) ]
N m3 & 1 1
2

’ 10,123::1 [(810)” + (2d5?] " m [(810)” + (2a15?] "
_ o8 5 D3k ()
- 2 2 (Ao 1 2uty P

m2 & 1
Ton lo,lg:l (Blo)? + (2dl3)?
o w2 8 < 3(Blo)? — (2dl3)?
E(B,d) = B3 0@ TR ZO%:l B0 + a2 (5.150)
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Pressao de Casimir a Temperatura Finita

A pressdo de Casimir para o campo vetorial de DK P a temperatura finita é descrita quando

@ = v = 3. Entdo, usando (5.146), obtemos

3301 2y 1 &1 3 &1 2. —(Blo)? + 3(2dl3)?
TP = ol m g a2 gt Y T ady )
s o I (m\/ Blo)? + (2dls) )

m? lo,l3=1 {(ﬁlo)Q + (2dl3)2} 12

330D 2 1 (a3 (= = —(Blo)? + 3(2dls)?
Torp (B,d) = 7(2{ 31 <90> + 1642 <90> +410,123::1 [(Blo)? + (2dis)?]° }

s o= K (m\/ Blo)? + (2dls) )
lo,l3=1 {(ﬁlo)Q + (2dl3)2} 12

272

Logo,

P(B,d) = TECH(8,d)

— 2 2 8 N _(/310)2 + 3(2dl3)2
PB.d) = 55~ si0at  n2 lo%:l [(Bl0)? + (2dl3)?]°
3 oo K (m\/(ﬁlo)2 + (2dl3)2)

T 9.2 1/2
2 it [(810) + (2d15)°]

(5.151)

Para o caso de particulas de massa muito pequenas (m — 0), usamos (5.149). Entao

_ 72 2 8 _(ﬁl0)2 + 3(2dl3)2
PB,d) = 4568~ 240d* w2 lo%:l [(Blo)? + (2dl3)?)°

s o K (m\/(510)2+(2dz3)2)

2 loda=1 [(510)2 + (2d13)2} V2
o 8 i —(Blo)* +3(2dl3)>  m* i 1
o ABBt 240dt P ((Blo)? + (2d13)2 277 G (Blo)” + (2dls)°
o w8 & (Bl) - 3(2dly)?
PO = e~ mai 772&%:1 [(Bl0)? + (2d13)?* (o172

Portanto, nas equagoes (5.150) e (5.152) os dois primeiros termos reproduzem a radiagdo de
corpo megro e as contribuicoes do efeito Casimir, separadamente. O ltimo termo representa a

interacao entre os dois efeitos.
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Capitulo 6
Conclusoes

Neste trabalho realizamos uma revisdo dos principais tépicos que envolvem a teoria do campo
de Duffin-Kemmer-Petiau, analisando algumas de suas propriedades algébricas. Fizemos uma
introdugao sobre a equivaléncia entre os formalismos de DK P e os formalismos de Klein-Gordon
e Proca, para o caso livre de interacao, através dos operadores de selecdo, que sdo estruturas
matemadticas que selecionam o setor de spin 0 e spin 1 da teoria DK P. Fizemos um estudo
detalhado sobre os campos escalares e vetoriais presentes na teoria, obtendo expressoes para o
estado de vacuo do tensor de energia-momento do campo de DK P.

Em seguida, introduzimos a Dindmica de Campos Térmicos (DCT), um formalismo em
tempo real para a teoria quantica de campos, mostrando as principais propriedades algébricas
da teoria para os campos relativisticos bosonicos. Com isso, expomos o processo de termalizacao
de campos através da transformacao de Bogoliubov, que consiste em uma transformagao candnica
que leva um o estado de vadcuo nao-térmico ao estado de vacuo térmico pela duplicacao do espaco
de Hilbert, isto é, pelo produto tensorial entre o espaco original de Hilbert e um espaco ficticio
idéntico, com propriedades algébricas andlogas ao espago original. Entao, aplicamos a DCT' ao
campo de DK P usando as ferramentas matematicas desenvolvidas anteriormente e usando as
funcoes de Green apropriadas para os campos escalares e vetoriais.

Finalmente estudamos os efeitos de temperatura sobre o campo de DK P. Diante disso, a
Lei de Stefan-Boltzmann e o Efeito Casimir sdo obtidas através do processo de termalizagao do
campo de DK P no contexto da Dindmica de Campos Térmicos. Dessa forma, desenvolvemos
um aparato matematico para o campo de DK P a temperatura finita, onde a energia e pressao de
Casimir sao calculadas para os setores escalares (particulas de spin 0) e vetoriais (particulas de
spin 1). Nosso estudo mostrou que ao introduzir temperatura no campo de DK P as expressoes
para a energia e pressdo sdo modificadas, de modo que a equivaléncia é somente alcancada
quando é tomado o limite de T — 0. Realizando também o limite quando m — 0 para os
campos massivos de particulas com spin 0 e com spin 1 encontramos resultados equivalentes
com aqueles presentes na literatura cientifica. Isto é, temos que a temperatura nula a energia e
pressao de Casimir sdo proporcionais a d%l, onde d ¢é a distancia de separacao entre duas placas

paralelas no fenémeno do efeito de Casimir . Fato também confirmado em nossos estudos para
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o campo de DK P a temperatura finita, onde encontramos resultados proporcionais a d—14. Foi
encontrada a proporcionalidade de ﬁ—ﬂ para o campo de DK P, confirmando a Lei de Stefan-
Boltzmann.

Além dos resultados obtidos com desenvolvimento de flutuagées quanticas de vadcuo térmico
sobre o campo de DK P, nos setores escalares e vetoriais, e do maior entendimento do mesmo, é
de grande importancia ressaltar os aspectos do formalismo da DCT'. Isto implica na facilidade
em que permite introduzir temperatura nos campos a partir de espacos Hilbertianos. Com
isso, como perspectivas de futuros trabalhos, é bastante promissor implementar a estrutura e

formalismo DCT' ao estudos de campos fisicos gravitacionais.
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Apéndice A

Matrizes 7# de DKP - Setor Escalar

Na presente dissertacdo é adotada uma representacao real para as matrizes y*.

Uma representacao para o setor escalar das matrizes v* pode ser escrita como segue:

(0000 1] [0 0 00 0]
00000 0 0 00 1
WY=]lo0o000|, ¥*'=l0 0 00 0 (A.1)
00000 0 0 000
(1000 0 (0 -10 0 0|
00 0 0 0] (0000 0 0]
00 0 00 000 0 0
=100 0 01}, ¥*=[000 0 0 (A.2)
00 0 00 000 0 1
(00 ~1 0 0| (000 —1 0|

As matrizes hermitianas n* para o setor escalar (spin-0) que complementam as matrizes
sdo definidas como:

Nt = 2yt — gt

Entao

3
o
Il
@)
@)
|

—_
=}
@)

—
>
w

~—
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Apéndice B

Matrizes 7# de DKP - Setor Vetorial

Uma representagao para o setor vetorial das matrizes v* pode ser escrita como segue:

000000O0OO0 O] 0 00 0O 1 0O0O0O
00001O0O0O0TO0OP 0 00 O O0O0OOO0OO
000 0O0O1O0O0O0OOP 0 00 O O0OOO0OO
0000O0OO0O1O0O0OQ 0 00 0O O0O0OO0OO0OT1
o 01 00O0O0OO0OO0OTOOPO o -1 00 0 O0O0O0OO0OO
001 00O0O0OO0O0D@ O 0 00 0 0O0O0OO0OO
0001 0O0O0O0O0OO 0 00 0 O0O0O0OO0OO
000 0O0OO0OO0OOTO0OQ 0 0 00 0 O0O0O0OO0OO
000 0O0OO0OO0OOTGO0OQ 0 0 00 -1 00O0O0O0
100 0000O0O0O0 0] 001 0 00000
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0 -1000O0O0 O 0O

0

0

0

(B.9)

As matrizes hermitianas n* para o setor vetorial (spin-1) que complementam as matrizes ~*
n"p

sao definidas como:
nH = 2yt

Entao

=
1
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0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
10
0 -1
0 0
0 0
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