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RESUMO

PROJETO DE CONTROLADORES PID ROBUSTOS PARA SISTEMAS POLITO-
PICOS SUJEITOS A ATRASO INCERTO: UMA ABORDAGEM LMI

Autor:Guilherme Aleksanders de Oliveira

Orientador: Eduardo Stockler Tognetti

Programa de P6s-Graduacao em Engenharia de Sistemas Eletronicos e de Automacao
Brasilia, Julho de 2018

O objetivo desta pesquisa € sintetizar controladores Proporcionais-Integrais (PI) e
Proporcionais-Integrais-Derivativos (PID) robustos para sistemas continuos no tempo polit6-
picos SISO (do inglés single input, single output) com atraso no tempo incerto e parametros
incertos. Foi desenvolvida uma extensao de Parada et al [1]] para sistemas de segunda ordem
com atraso incerto utilizando sistemas politdpicos, como critério de desempenho € avaliada a
variagdo médxima do atraso para determinado controlador. Também € apresentado um proce-
dimento de modelagem para representar funcdes de transferéncias incertas com atraso para
um sistema politdpico em espago de estados tal que os ganhos dos controladores PI ou PID
sdo obtidos como um problema de realimentacdao de estados. As novas condi¢des de desi-
gualdades matriciais lineares (do inglés Linear Matrix Inequalities ou LMIs) sdo propostas
baseados em um funcional Lyapunov-Krasovskii e no Lema de Finsler. Como critério de per-
formance, sdo avaliados o custo H., garantido e alocacdo de polos robusta para decaimento
minimo. Exemplos numéricos ilustram a efetividade da proposta abordada.

Palavras-chave: Controladores PI e PID; controle robusto; Desigualdades Matriciais

Lineares; realimentacio de estados; teoria de Lyapunov; parametros com incerteza.



ABSTRACT

ROBUST PID CONTROLLERS DESIGN FOR POLYTOPIC SYSTEMS WITH UN-
CERTAIN DELAY: A LMI APPROACH

Author:Guilherme Aleksanders de Oliveira

Supervisor: Eduardo Stockler Tognetti

Programa de P6s-Graduacao em Engenharia de Sistemas Eletronicos e de Automacao
Brasilia, July of 2018

The main goal of this research is to design robust Proportional-Integral (PI) and
Proportional-Integral-Derivative (PID) controllers for continuous-time polytopic single-
input and single-output (SISO) systems subject to uncertain delay and uncertain parameters.
It was made an extension of Parada et al [[1] to second order systems with uncertain delay
using polytopic systems, as performance criteria the maximum delay range of the control-
ler is evaluated. Therefore, a modelling procedure is presented to represent uncertain affine
transfer functions with time-delay to a polytopic state-space form such that the PI or PID
gains are obtained as a state feedback problem. New Linear Matrix Inequalities (LMIs)
delay-dependent conditions are proposed based on a Lyapunov-Krasovskii type functional
and Finsler Lemma. As performance criteria, H., guaranteed cost and robust pole place-
ment for minimum decay rate is considered. Numerical examples illustrate the effectiveness
of the proposed approach.

Keywords: PI and PID controller; robust control; Linear Matrix Inequalities; state-

feedback; Lyapunov theory; uncertain parameters.
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Capitulo 1

Introducao

Os mais comuns controladores utilizados na industria sdo o Proporcional-Integral
(PI) e Proporcional-Integral-Derivativo (PID), correspondendo a mais de 90% dos circuitos
instalados [4]. Embora muitas técnicas classicas de sintonia de PID, como as regras de Zie-
gler e Nichols (1942) [3] e o IMC, do inglés internal model controller ainda sdo largamente
utilizadas, alguns problemas demandam o estudo de novas técnicas de sintonia que alcan-
cem um critério de performance mais restrito para uma gama de sistemas dindmicos com
termos ndo lineares, incertezas e parametros variantes no tempo. Neste contexto, aborda-
gens baseadas no uso de LMIs para projeto de controladores PI e PID tem recebido atencao
da comunidade de controle por ser capaz de lidar com uma vasta gama de problemas em

andlise, performance e sintese de sistemas lineares [6} [7, 18} (9, [1]].

Muitos trabalhos tem abordado o problema de projeto de controladores PID como um
projeto de controladores de realimentagdo de saida [7, 18, [10, 4} 11, [12]. Em Gongalves [10,
4], o projeto de controladores PID € resolvido como um problema de otimizagdao dinamica
de realimentacdo e em Zhang [7, 8, [11, [12], os ganhos do PIDsao obtidos através de uma
lei de controle de realimentacgdo estitica da saida. Alguns dos trabalhos mencionados acima

podem lidar com sistemas incertos politopicos ou poliédricos [10, 4, [12].

O projeto de realimentacdo de saida € conhecido por ser um problema nio convexo e
algum conservadorismo sempre € introduzido se comparado com condi¢des de projeto de
realimentacdo de estados. Alguns trabalhos convertem o controlador PID para projetar um
problema de realimentacdo de estados [6} |13} |14, [1] onde o ganho estdtico contém todos
os parametros do controlador PID. Infelizmente, nas abordagens apresentadas em [13} [14,
1] apenas incertezas limitadas por norma sdo permitidas visto que o ganho do controlador
depende dos parametros do sistema. Em Ge[6], modelos politopicos sdo permitidos, mas os

resultados sao muito conservativos.

O afinamento de controladores PID para sistemas de segunda ordem incerto com atraso
no tempo conhecido € apresentado em [1]. O caso de atraso no tempo incerto e restricdes da

norma H,, € tratada em [14] por meio do Funcional Lyapunov-Krasovskii. A minimizagdo



das normas H., € H, para sistemas politopicos € apresentada em Gongalves[4], entretanto
os ganhos do PID sdo obtidos de um problema de otimizacdo ndo convexo multi-objetivo.

A maioria dos processos industriais pode ser satisfatoriamente aproximada por uma fun-
cdo de transferéncia de segunda ordem com atraso no tempo. A principal contribui¢ao deste
trabalho € propor condi¢des LMI para o projeto de controladores PI e PID robustos para
sistemas incertos de primeira ordem e segunda ordem SISO (do inglés Single Input, Single
Output) com atraso no tempo.

Os ganhos dos controladores sdo obtidos como um problema de realimentacio de esta-
dos por meio de condigdes LMI que garantem a D-estabilidade para uma regido aberta no
semiplano esquerdo do plano complexo e a minimizagdo do custo garantido H., da fungdo

de transféncia da referéncia para o erro de rastreamento.

No capitulo [3] ¢ realizada uma extensdo do trabalho de Parada et al. [1] considerando

incerteza no atraso do sistema.

No capitulo @ o modelamento proposto para dindmicas incertas em um modelo no es-
paco de estados com parametros pertencendo ao produto Cartesiano de Simplexes e o de-
senvolvimento de condi¢cdes LMI permitem o uso de funcdes de Lyapunov dependentes de
parametros. Pelo conhecimento do autor, esta é a primeira vez que um controlador PID ¢é
projetado como um problema de realimentacdo de estados para sistemas politdpicos com

fungdes de Lyapunov dependentes de parametros.

O presente trabalho estd organizado da seguinte forma. O capitulo [I]traz a motivacao, o
uso, objetivos, principal contribui¢do e descri¢do do trabalho, o capitulo [2] ¢ composto pela
fundamentag¢do matemadtica contemplando todas as ferramentas utilizadas para se desenvol-
ver os resultados obtidos nos capitulos [3|e ] Por ultimo, o Apéndice contém o artigo feito

com os resultados deste trabalho.



Capitulo 2

Fundamentos Matematicos

2.1 Sistemas Lineares

Um sistema dinamico linear pode ser representado na forma de uma Equagao de Trans-

feréncia ou em espaco de estados. Estas representa¢des podem ser encontradas em [15].

A representacdo de um sistema em espaco de estados, se da da seguinte forma. Seja

i(t) = f(x,u,t) 2.1)

y(t) = g(z,u,t) (2.2)

onde a Equacdo ¢ a equac@o de estado e a Equacdo (2.2)) é a equacdo de saida. Se as
funcdes vetoriais f e/ou g envolverem explicitamente a varidvel t, entdo o sistema serd dito
variante no tempo. Se as Equagdes (2.1)) e (2.2)) forem linearizadas em torno da trajetdria de
operacdo, resultam as seguintes equacdes lineares para o estado e para a saida:

() = A(t)z(t) + B(t)u(t) (2.3)

y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) 2.4)
onde A(t) é dita a matriz de estado, B(t) a matriz de entrada, C(t) a matriz de saida e D(t) a
matriz de transmissao direta.

Se as fungdes vetoriais f e g ndo envolverem, explicitamente, a varidvel t, o sistema € dito

invariante no tempo. Neste caso, as Equagdes (2.3) e (2.4) podem ser simplificadas para a



forma

#(t) = Ax(t) + Bu(t) 2.5)

y(t) = Cz(t) + Du(t) (2.6)
A Equacdo (2.5) é a equacgdo de estado de sistemas lineares e invariantes no tempo. A
Equac@o (2.6) é a equacao de saida do mesmo tipo de sistema.

No que se segue, serd mostrado como obter a funcdo de transferéncia de um sistema

monovaridvel a partir das equagdes no espago de estados.

Considere-se o sistema cuja fun¢do de transferéncia é dada por

Y(s)
U(s)

= G(s) 2.7)

A Equagdo (2.8) relaciona a Equagfo [2.7)da Funcédo de Transferéncia em termos de A,
B,CeD.

G(s)=C(s[ —A)'B+D (2.8)

Observe-se que o segundo membro da Eq. (2.8)) envolve s — A|~!. Em conseqiiéncia,
G(s) pode ser escrito sob a forma
Q)

|sI — A|

onde Q(s) € um polindmio em s. Portanto, |s] — A

G(s)

¢ igual ao polindmio caracteristico de
G(s). Em outras palavras, os autovalores de A sdo idénticos aos poélos de G(s) para o caso
em que a realiza¢do (2.5)-(2.6) é minima.

2.2 Incertezas Paramétricas

Um sistema pode apresentar parametros incertos (fixos ou variantes no tempo, com taxas
de variacdo conhecidas ou entdo com taxas de variagcdo arbitrarias). Existem diversas for-
mas de se representar incertezas paramétricas de um sistema. A representacdo politdpica é

utilizada neste trabalho.

A representacdo politdpica pode ser obtida pela combinacdo convexa dos valores extre-

mos das incertezas, ou seja, as matrizes do sistema siao construidas no vértice do politopo



como mostrado em (2.9).

T =Ala)r; Ala) € o (2.9)

em que A(«) é a matriz de um sistema cujo os pardmetros incertos sdo pertencentes a um

dominio politdpico, ou seja, escrita como a combinagdo convexa de N vértices conhecidos.

N
o ={A(): A(e) = a;A;, o € Ay} (2.10)

=1
tal que @« = («,- -+, ay) é um vetor de pardmetros invariantes no tempo que pertence ao

simplex unitario, o € Ay ,dado por

An=4C=(C W) ER D G=1,G2>0,i=1,--- N 2.11)
=1

2.3 Desigualdade Matriciais Lineares

Desigualdade Matriciais Lineares (LMIs, do inglés Linear Matrix Inequalities) sdo fer-
ramentas matemdticas amplamente aplicadas em teoria de controle. Seu surgimento prova-
velmente ocorreu hd mais de cem anos atrds, com os trabalhos de Lyapunov. Contudo, até
recentemente havia poucos algoritmos para solu¢ao numérica das LMI’s. Durante os tltimos
20 anos, o desenvolvimento de sofisticados algoritmos numéricos tornou possivel a solucao
de LMI’s de um modo eficiente (sdo os chamados algoritmos de pontos interiores). Es-
ses algoritmos exploram a convexidade dos problemas LMI para obter resultados numéricos
confidveis.

Formular um problema em termos de LMI’s equivale a resolver o problema. A equagao
diferencial & = Ax € estavel (trajetdrias iniciando em qualquer ponto convergem para z = 0)

se, e somente se, existir P = P’ tal que

P>0;AP+PA<0 (2.12)

Empilhando as varidveis de decisdo (incognitas) em um unico vetor x € R™, pode-se



re-escrever uma LMI na forma

F@) 2 Fy+ o F 4+ apnFy >0 (2.13)
com F; € R™", i =0,...,m matrizes constantes simétricas. Note que F'(x) > 0 significa
que F'(x) deve ser definida positiva para todo x, ou seja, ¢’ F'(x)y > 0 para todo vetor y # 0.

A LMI F(z) > 0 ¢é equivalente a um conjunto de n desigualdades polinomiais em X,

obtidas impondo-se que os menores principais lideres de F'(z) devem ser todos positivos.

A LMI F(z) > 0 é uma restri¢do convexa, isto é, o conjunto

{z: F(z) > 0} (2.14)

€ um conjunto convexo.

Desigualdades ndo convexas podem ser convertidas em LMIs por meio do complemento
de Schur.

[Q(X SO S 06 R(X) > 0,0(%) - SRS >0 @.15)

SX) R(X)

2.4 Lema de Finsler

O Lema de Finsler pode ser utilizado para expressar condi¢des de estabilidade (como as
condicdes de Lyapunov) em termos de desigualdades matriciais.

Este Lema introduz novas variaveis (4,2 ) em condi¢des que envolvem apenas 2,% e
9B+ possibilitando a exploragio de novos graus de liberdade na andlise de sistemas incertos,
a eliminacdo de varidveis e de ndo linearidades, de estender condi¢cdes de andlise para a
sintese de controladores e filtros.

Lema 1 (Lema de Finsler[16]) Considere w € R", 2 € R"™™ ¢ B € R"™"™ com
rank(%) < n e B+ uma base para o espago nulo de A (isto é, BB+ = 0)

Entdo, as seguintes condicdes sdo equivalentes:

(i) W2w < 0,Yw#0: Bw=0
(ii) B 25+ <0
(iii) A eR: 2 — puAB# <0

(iv) 3ZX e R Q2+ ZT B+ B X' <0



Prova:
[@ Todo w tal que $Bw = 0 pode ser escrito como w = A 1 y. Portanto,
WOw < 0,Yw#0: Bw=0=yB-" 2%y <0,Vy+0=RB-"2% <0

BY OB < 0= yBY 2By < 0,Vy # 0 = ww < 0,Yw £ 0 :
PBw =0

[(333)| = (i), [|(iv)| ={ (ii)]] Multiplicando & esquerda por %+ e a direita por %+,
recupera-se B 258+ < 0

A matriz B pode ser escrita como B = B Br com B, Br de rank
completo. Entdo, defina 9 = Bly(BrBy) (B, B1)"/? e note que

7 D29 -yl G 2B

B+ B 29 B+ 2P+
Como por hipétese|(ii)|é verificado 2~ = —5 %' satisfaz a condigdo
O

] (2-uBB) |7 B -

2.5 Estabilidade de um Sistema

O sistema linear continuo no tempo descrito por £ = Az, com A € R"*", é assintotica-

mente estdvel se qualquer uma das condi¢des abaixo for verificada:

o tlimx(t) — 0, para condicdo inicial x(0) arbitréria
—00

e marRe{\(A)} <0,i=1,---,n

2.5.1 Teorema de Lyapunov

A estabilidade de & = Ax (ou simplesmente a estabilidade de A) pode ser também inves-
tigada por meio de uma funcdo de Lyapunov v(z). Para que o sistema seja assintoticamente

estdvel, duas condi¢des devem ser verificadas:
e v(z)>0Vx#0
e U(r) <0V x+#0solucdode & = Ax

Escolhendo como candidata a fun¢do de Lyapunov uma fungdo quadrdtica v(x) = 2/ Pz,

com P = P’ a determinar, tem-se

e v(z)=2'Pr>0Ve#0& P >0

o i(z) =i'Px + a'Pi = 2/(AP+ PA)x <0< AP+ PA<0



Portanto, para determinar se A € estdvel, basta procurar uma solugdo factivel P = P’ €
R"™*™ para o problema (LMI’s):

P>0,AP+PA>0 (2.16)

Teorema 2 Os autovalores de A tém parte real negativa se e somente se para qualquer

matriz simétrica definida positiva Q a equacdo de Lyapunov

AP+ PA=-Q 2.17)

tiver uma tinica solu¢do P = P' > 0.

2.5.2 D-estabilidade

Outra forma de se analisar a estabilidade de um sistema € através da D-estabilidade. Uma

regido Z no plano complexo pode ser descrita como

9 = {Z e C: R11 + R122 + RIHZ* + R22ZZ* < 0} (218)

com R, = R}, € R4 Ry, = R}, € R™? submatrizes de R € R?¥2¢ dada por

Rll R12
Ry Ro

R= (2.19)

sendo que d € a ordem da regido. Assumindo-se o > 0, tem-se que & representa regides

convexas simétricas em relacdo ao eixo real.

)\Z(A) E.9<:>E|P:P/>OiRH®P+R12®(PA)+R/12®(A/P)+R22®A/PA<O
(2.20)
2.5.3 Funcionais de Lyapunov-Krasovskii

Os funcionais do tipo Lyapunov-Krasovskii sdo utilizados na literatura de controle ro-

busto como fung¢des de Lyapunov para sistemas que contém atraso no tempo.

O funcional utilizado no artigo é descrito nas Equagdes (2.21) e (2.22))

V(x(t)) = 2(t) Px(t) + /ti 2(0)Qz(0)do + /_ /t;jc(@)’Pj:(@)d@dﬂ 2.21)



V(x(t)) = 2(t) Pa(t)+a(t) Pi(t)+o(t) o(t) —a,Quqatri(t) Pi(t)— /t_ #(0) Pi(0)dO
(2.22)

onde z4 = x(t — 7).

2.5.4 Norma H.,

A norma H,, é definida como a norma da magnitude maxima de H(jw), ou seja, a

maxima resposta de pico a uma entrada senoidal de amplitude unitéria.

Para um sistema SISO a norma H, é de acordo com a Equagao (2.23))

A
(1 lloo = N[ Hllrms—gn = sup [H(s)| (2.23)

R{s}>

Para um sistema MIMO a norma H, é de acordo com a Equacio (2.24))

JAN .
[ H||oo = ||H||rmsfgn = SUP Omax(H(5)) = sUp e (H (jw)) (2.24)

R{s}>0 w>0

2.5.5 Desigualdade Integral no Problema de Estabilidade de Sistemas
com Atraso

Lema 3 [17] Para qualquer matriz constante M € R™ ™ M = M' > 0, um escalar p > 0,

uma fungdo vetorial w : [0,0] — R™, tal que as integragcdes a seguir sao bem definidas,

[ = ([Mw@as) o ([Moas) 2.25)

2.6 Realimentacao de Estados

entao

Considere o sistema linear

&(t) = Az(t) + Bu(t); z(t) € R", u(t) € R™ (2.26)

Uma lei de controle de realimentagéo de estados é dada por u(t) = Kx(t) resultando no



sistema em malha fechada

#(t) = (A+ BK)z(t) 2.27)

A dindmica em malha fechada (A+BK) ¢ estavel se e somente se existir uma matriz de

Lyapunov P = P’ > 0 tal que

(A+ BKYP+ P(A+ BK) <0 (2.28)

Por transformagao

P Y((A+BK)P+P(A+BK))P' = PT'A+AP'+ PT'K'B'+ BKP™' <0 (2.29)
Fazendo uma mudanga de varidveis W = P~1. Z = KW

AW + WA +BZ+7Z'B" <0 (2.30)

Portato, existe K tal que (A+BK) € estdvel se e somente se existirem W € R™ " e
Z € R™*™ tais que

W >0;,AW+ WA +BZ+Z'B"<0 (2.31)

No caso afirmativo, o ganho é dado por K = ZW 1

2.6.1 D-estabilidade para sistemas incertos

O sistema linear invariante no tempo © = Ax é D-estdvel se e somente se todos os

autovalores de A pertencem a sub-regido & C C do plano complexo.

Uma sub-regido & do plano complexo € denominada uma regido LMI se existem matri-

zes L = L' e M tais que

P ={seC:L+sM+sxM <0} (2.32)

emque s =0 + jw
O sistema ¢ = Ax é D-estdvel se e somente se existe uma matriz simétrica definida

positiva P tal que

LoP+M®(PA)+M®(AP)<0 (2.33)
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Seja I = 21N DN --- N 2 aintersecgdo de regides LMIs dadas, o sistema & =
Ax é D-estavel se e somente se existe uma matriz simétrica definida positiva P tal que
L@ P+M;(PA)+M[®(A'P) < 0,i=1,--- ,lemque %; = {s € C: Li+sM;+sxM] <
0},i=1,---,L.

Seja o sistema politépico #(t) = A(a)z(t) + B(a)u(t) em que (A,B)(a) =
S a4y, Bi). a € Ay,

Para uma dada regido LMI & C C~, se existir uma matriz simétrica definida positiva

W =W’ > 0 e uma matriz Z tais que as seguintes LMIs sdo factiveis

LOW+M® (AW +BZ)+M @ (WA, +ZB)<0,i=1,--- N  (2.34)

entdo o sistema politépico com o ganho de realimentacdo de estados K = ZW ™! é 2-
estavel.
2.6.2 D-estabilidade para sistemas com atraso no tempo

A garantia da alocac@o de polo na regido desejada pode ser obtida como mostrado em

Mao e Chu [18], isto €, seja a equacao caracteristica do sistema de malha fechada

F(s) = det(sI — A(a) — B(a)Ke ™) (2.35)

H(e) = F(e — 6) = det(el — 61 — A(a) — B(a)Ke (<97
= det(el — As(er) — Bs(e) KeT®) (2.36)

onde As(a) = A(a) + 6l e Bs(a) = B(a)e’ @, Portanto, se as raizes de H(e) = 0
satisfazem R (e) < 0, entdo tem-se R(s) < —4 para raizes de F'(s).
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Capitulo 3

Projeto de PID robusto para Sistemas de
Segunda Ordem com Atraso Incerto

Neste capitulo pretende-se extender o trabalho de Parada et al. [1] considerando incerteza

no atraso do sistema.

3.1 Definicao do Problema

Considere o sistema de segunda ordem com atraso no tempo incerto com a seguinte

funcao de transferéncia

Y(s)  bs+b
G _ _ T(a)s 3.1
() U(s) s2+a1s+ aoe -1

em que ag, aj, by € by sdo pardmetros do sistema e 7(«) representa o atraso incerto do
sistema pertencente a um dominio politdpico, ou seja, escrita como a combinagdo convexa

de 2 vértices conhecidos.
2
Ta) =) am (3.2)
i=1

tal que 7 € |11, Ta), COM T1 = Tyin € T2 = Timaws € @ = (aq, ax) é um vetor de pardmetros

invariantes no tempo que pertence ao simplex unitario, & € Ao, definido em (2.11).

O sistema (3.1)) pode ser reescrito na seguinte representagdo no espacgo de estados au-
mentado da Equagdo (3.3).

12



(3.3)

/
em que y(t) é a saida, o vetor de estados x(¢) € dado por z(t) = [ml(t) za(t) [ y(t)} , €
as matrizes A, B e C sio:

0 1 0 0 bo
A= —ap ap 0 , =11 ,Ol = bl (34)
bo b 0 0 0

A equivaléncia das expressdes podem ser provadas obtendo a transformada de Laplace

da Equagdo (3.1) com as matrizes definidas acima na Equacao (3.4).

O controlador que se deseja projetar € da forma

ki
PID(s) =k, + " + kqs (3.5)
e a lei de controle dada por
bp b1 O
u(t) = [kp s kd} 0 by 0| z(t) + kabria(t) (3.6)
0 0 1
ou
u(t) = KFx(t) (3.7)
com
K= |t b k, (3.8)

a—kgb1 a—kgby a—kgb1
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F= —b1a0 bo —b1a1 0 (39)

€

t %ﬁ PID(s) G(s) y

Figura 3.1: Diagrama de Blocos do Sistema em Malha Fechada

A regiao na qual se deseja alocar os polos do sistema em malha fechada é uma regiao
aberta a esquerda de —9, com ¢ > 0, isto é, a regido que contém os nimeros complexos
s = x + jy tais que x < —d, como mostrado na Figura[3.2l Observe que uma regido aberta
para a localizacdo dos polos € necessdria visto que o polindmio caracteristico do sistema em

malha fechada terd o termo devido ao atraso resultando em um nidmero infinito de polos.

Im

Regido de
alocagio
dos polos

= Re

Figura 3.2: Regido de alocagdo dos polos do sistema
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3.2 Projeto do Controlador PID

Teorema 4 Se existirem matrizes simétricas positivas definidas R, M € R3%3 e L € R1%3,

tal que, para um dado (o) > 0 e um dado § > 0

T 7(@)2[0(7)BIL + ()R m(a)?R(A+6I) 7(a)R'C’

% —7(a)’M = 7(a)R  7(a)’L'[0(7)B] 0 <0 (3.10)
* * —T(a)R 0
* * * -

Iy =7(a)?R(A+6I) +(A+ )R+ M — TR

e 0(7) = 711%™ + 7€,y € Ay

entdo o sistema de malha fechada (3.3) é assintoticamente estdvel e possui os polos com

parte real alocados na regido a esquerda de —9. Os pardmetros do PID sdo dados por:

L __h ko h
P kb T T kb T 1+ koby

(3.11)

em que K = [m k2 k3} — L(FR)™

Prova Considere o funcional Lyapunov-Krasovskii

vaa(x(t)) = x(t) Px(t) + /tj z(0)' Qx(0)do —i—/_ /jﬁx'(@)'Px'(@)d@dﬂ (3.12)
Uga(z(t)) = (t)' Px(t)+x(t) Po(t)+x(t) Qu(t) —ziQura+1a2(t) Pa(t)+ / ) z(0) Pi(0)do
(3.13)

onde vq = x(t —7)

Usando o Lema B3} o termo integral do lado direito da expressdo acima pode ser substi-

tuido por um limitante superior

%2(75)’132(15), 2(t) = /t (0)do = x(t) — x4(t) (3.14)

15



portanto

Vga(x(t)) < @(t) Px(t) + z(t) Pa(t) + x(t)' Qu(t) — 2,Quq + Toi(t) P (t) — %Z(t)’Pé(t)
(3.15)

Utilizando o Bounded Real Lemma [19] e o funcional vy,(-), definido acima, e impondo

Vgqa + 'y — Nw'w < 0 chega-se em (3.10).

U

A principal desvantagem desta técnica de projeto de controladores PID € a dependéncia
dos ganhos do controlador em relagio aos parametros do sistema, como pode-se observar em
(3.8), impedindo o projeto do controlador para o caso de incertezas paramétricas expressas
na forma politépica. Uma alternativa explorada em Parada et al. [1] é o uso de incertezas
estruturadas, uma forma mais conservadora que a representacdo politépica. Para superar este
problema, uma nova técnica de modelagem e de projeto foi proposta e serd apresentada no
préximo capitulo.

3.3 Exemplo Numérico

Dado o sistema (3.3) e 7(a) = 79 &+ p, 1t € [0, fhmaz), a0 = 1,01 = 0.4,bp = 1,0y = 0,
tal que

0 0 0 0
A=|-1 —04 0|.B=|1 ,02[1 0 o} (3.16)
1 0 0 0

Foram testadas quatro situagdes em que o atraso varia em torno de um valor fixo 7y
variando a margem /. até chegar ao fi,,q, de cada algoritmo, sendo Teorema [ o algoritmo
desenvolvido neste trabalho. Os graficos referentes a cada fi,,,, S€ encontram em sequéncia

e a comparacao dos valores de /i, em fun¢do de 7, para cada método € mostrada na Tabela

B.1
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‘ Método ‘ o ‘ Hmaz ‘

0.1 | 0.0605
» 0.15 | 0.1295
Teorema ﬂ
0.2 | 0.1832
0.25 | 0.2130
0.1 | 0.0509
0.15 | 0.076
FSM14[2]
0.2 |0.1026
0.25 | 0.1368
0.1 | 0.0864
. 0.15 | 0.1360
MS16/3]
0.2 | 0.1888
0.25 | 0.2523

Tabela 3.1: Exemplo 1 - Maxima variagao do atraso ({t,qz)

o n=0.0599

i= 2 T T T T

2

CEE- 0 ) ) | Teorema 4

< 0 1 2 3 B 5
Time (seconds)

o n=0.0509

o 2 T T T T

E

[+ -

g0 | | | FSM14

< 0 1 2 3 4 5
Time (seconds)

o ©=0.0864

o 2 T T T T T

2 ‘|

=8 — MS16

E 0 1 1 1 1 |

< 0 1 2 3 4 5 6

Time (seconds)

Figura 3.3: Resposta degrau do sistema em malha fechada com o controlador projetado pelo
Teorema 4, FSM14 [2] e MS16 [3]] com os pardmetros 6 = 0.85,« = 0.1, 7 = 0.1
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n=0.1281

o

EE | | |

[«

2 ) . . | Teorema 4

< 0 3 4 5 6 7
Time (seconds)

o u=0.076

:S 2 T T T T

B, , , ‘ , \—Fsmmd

< 0 3 4 5 6 7 8
Time (seconds)

o ©=0.136

:g 2 T T T T

E_ 0 | . ‘ . |7 MS816

< 0 3 4 5 6 7 8

Time (seconds)

Figura 3.4: Resposta degrau do sistema em malha fechada com o controlador projetado pelo
Teorema 4, FSM 14 [2] e MS16 [3]] com os pardmetros 6 = 0.49,« = 0.1,7 = 0.15

Amplitude Amplitude

Amplitude

-

©=0.1815

] ) Teorema 4

4 6 8 10
Time (seconds)

©=0.1026

T T
‘ ‘ \—Fsmmd

6 8 10 12
Time (seconds)

1 =0.1888

‘ ‘ |—Ms1sﬁ

6 8 10 12
Time (seconds)

Figura 3.5: Resposta degrau do sistema em malha fechada com o controlador projetado pelo
Teorema 4, FSM14 [2]] e MS16 [3] com os pardmetros 0 = 0.34,« = 0.1,7 = 0.2
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©=02116

S

2 2 T T T T I:‘

(o8

20 ) ) ) ) ) | Teorema 4

< 0 2 4 6 8 10 12 14
Time (seconds)

@ ©=0.1368

= 2 T T T

2

= I

= ‘ , ‘ ‘ | FSM14

< 0 2 = 6 8 10 12
Time (seconds)

@ ©w=0.2523

= T T T ‘ T T

: N

[} — MS16

E O 1 1 1 1 1 1 1 |

< 0 2 < 6 8 10 12 14 16 18

Time (seconds)

Figura 3.6: Resposta degrau do sistema em malha fechada com o controlador projetado pelo
Teorema 4, FSM14 [2] e MS16 [3] com os pardmetros 6 = 0.26,a« = 0.1, 7 = 0.25

Analisando as Figuras[3.3] [3.4] [3.5]e[3.6|observa-se que o Teorema 4 possui maior sobres-
sinal e tempo de acomodacdo que as outras duas técnicas comparadas, obtendo um resultado
factivel para uma faixa de atrasos maior que o algoritmo FSM14 [2] e uma faixa menor se
comparado ao algoritmo MS16 [3]. Uma explicac@o para tal fato poderia ser devido ao al-
goritmo MS16 [3] utilizar um funcional Lyapunov-Krasovskii mais expandido, com cinco

somatorios ao invés dos trés utilizados para o desenvolvimento do Teorema 4.
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Capitulo 4

Projeto de PID robusto para Sistemas
com Incertezas Politopicas

Neste capitulo € apresentado um procedimento de modelagem para representar funcdes
de transferéncias incertas com atraso para um sistema politopico em espaco de estados tal
que os ganhos dos controladores PI ou PID sdo obtidos como um problema de realimentacao
de estados. As novas condi¢des LMIs sdao propostas baseados em um funcional Lyapunov-
Krasovskii e no Lema de Finsler. Como critério de performance, sdo avaliados o custo
‘H~ garantido e alocacdo de polos robusta para decaimento minimo. Exemplos numéricos
ilustram a efetividade da proposta abordada. A principal contribui¢do do procedimento de
modelagem e projeto propostos € a ndo dependéncia dos parametros do sistema na recupera-

¢do do controlador permitindo tratar incertezas politopicas no sistema.

4.1 Definicao do Problema

Considere o seguinte problema:

Problema 1 Projetar controladores PI e PID robustos para sistemas politopicos invariantes
no tempo com atraso incerto dado como uma fungdo de transferéncia de primeira e segunda

ordem ou como uma realizagdo politopica no espaco de estados de ordem n.

4.1.1 Sistemas de Primeira Ordem com Atraso

Considere o sistema de primeira ordem com atraso SISO

_Y(s) _ bo(0) )
Gls) = U(s) s+a0(9)e v @D
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onde U(s) é o sinal de entrada, Y (s) a saida controlada, aq(#), by(#) sdo os pardmetros dos
sistemas e 7(0) é o atraso. Todos os pardmetros sdo afins e dependentes de pardmetros, i.e.,

ap(0) =ap+ 601, bo(8) =by+02, 7(0)=7+06;

onde ag, by e 7 sdo valores conhecidos e os parametros 6 sdo limitados e invariantes no
tempo,
OzE[Ql 91], Qz<97«7 Q3>_T7 ’L:l,,M, (42)

com M = 3.

Seja o simplex unitéario (de dimensao N) dado por

N
ANé{f‘eRN:Z&:L@zO,izl,...,N} 4.3)
=1

Definicao 1 (Multi-Simplex) Um multi-simplex Q, N = (Ny,..., N,,) € definido como

o produto Cartesiano de m simplexes com dimensées N;, v = 1,...,m, i.e, Qn = Ay, X
- X An,,. Um dado elemento o de Q2 é decomposto como (aq, aa, ..., ) e cada o; é
decomposto na forma (a1, o, ..., aun,), 1 =1,...,m.

Por exemplo, seja (22.9) = Ag X Ay X Ay £ 1,, onde

I, = (1,1,...,1), g€ N*, I, = (9,9,...,9),
N———— N————
¢—times ¢—times
Entdo, um elemento genérico de ()op, pode ser escrito como o = (aq, ag, a3) com oy =
(11, 12) € Ao, g = (g1, (22) € Ag e g = (31, izp) € A,
O objetivo das seguintes manipulacdes € construir um novo espago no dominio dos para-

metros convexos onde o sistema com pardmetros afim dependentes (4.1)) é representado.

Para explorar os beneficios e vantagens da representacdo multi-simplex, as seguintes

mudancas de varidveis sdo aplicadas

0; — 0

AG;

o = o =1—01, o= (vui,0u) €Ny, i=1,..., M, 4.4)

com A0; = 0; — 0, levando 2 6; = a;; A0; +0,, i=1,...,M, M = 3. Note que, com

esta escolha particular, os novos pardmetros o = (o, ..., ays) pertencem ao multi-simplex

Qor,. O sistema (4.1)) pode ser escrito no espaco dos pardmetros & como

__bo(a) s
G(s) = s ao(a)e : 4.5)
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O objetivo € projetar o controlador PI robusto na forma paralela

Go(s) = % =k, + kg (4.6)

tal que o sistema em malha fechada, dado pela Figura[4.1] € assintoticamente estavel.

ks U(s) (@) e |X08)
5 s+ ag n}

Figura 4.1: Sistema em malha fechada com (4.6) e (@.5).

Observe que o sistema de malha fechada na Figura[4.1]¢é

() +g(t)ao()+bo(a)kypg(t=7(c))+bo(@)kiy(t=7(a)) = bo()kpr (t=7 () +bo(@)kir (I=7())-

Escolhendo, &1 (t) =
e

(), 22(t) = —bo(a)kpra(t — () — ao(a)a(t) — bo(a) kw1 (t —
T(a)) +r(t —7(a)) =

)
y(t) = bo(a)kyx2(t) + bo(a)k;x1(t), o sistema de malha fechada com

@.6)e @3¢
(t) = A()z(t) + B(a)v(t — 7(a)) + Byr(t — 7(a))
v(t) = Ka(t) 4.7)
e(t) = =Cla)u(t) + dyr(?)

0
Ala) = [0 —ao(a)] , B(a) = [—bo(a)] , B, =
K= [k; k;,,}, C=bo(a), dy=1.

Observe que o problema de projeto do controlador PI (4.6) foi reformulado como um

problema de realimentacio de estados v(t) = Kx(t) dado em (@.7).

4.1.2 Sistemas de Segunda Ordem com Atraso

Considere um sistema SISO afim dependente de parametros de segunda ordem expresso

no dominio «

_Y(s) bo(0) _r(0)s
GO =T = Frm@s T @’ (4.8)
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com parametros
ao(é) :a0+91, bo(e) :b0—|—92, 7'(9) :T+93, &1(9) :&1+94

em que ay, a1, by € 7 sdo conhecidos e o parametro # é limitado e invariante no tempo como
em @.2)), com M = 4.

Seja o controlador PID

Gus) = 2By ke

+ kas. (4.9)

S

Seguindo os mesmos passos, o sistema de malha fechada ¢ mostrado na Figura[4.2]

Y (s)

-

U (S) bo(a) —r(a)s
— . e T
2+ a1(a)s + apla)

}i’-g’
kp + = + ks

Figura 4.2: Sistema de malha fechada com (4.9) e (4.8).

O sistema de malha fechada com (4.9) e (4.8) representada no multi-simplex « pode ser
reescrita como onde

0 1 0 0 0
A(&) =0 0 1 ’ B(Oé) = 0 ’ By, = |0],
0 —ap(a) —ay(a) —bo() 1

K:[ki k, k:d}, C = by(a)

Como pode ser visto, o design dos ganhos do PID pode ser descrito como um problema

de realimentacdo de estados com lei de controle dada em (4.7).

4.1.3 Controladores PID com filtro na acao derivativa

Considere o caso de projetar um controlador PID para o sistema (4.3). Neste caso, o
sistema de malha fechada é adequado e ha uma dependéncia nao-linear nos ganhos do PID
da matriz de transmissdo direta. Para contornar este problema, o seguinte controlador PID
com filtro na a¢@o derivativa é considerado

U(s) k; Ns

Ge(s) = =ky,+— +kq

E(s) s s+ N (4.10)
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que representa uma derivada ideal filtrada por primeira ordem mais constante de tempo 1/N
[20]. Em aplicagdes industriais, o uso de controladores PID filtrados é padrdo em muitos

fabricantes.

O sistema de malha fechada (4.7)) tem matrizes dadas por

0 1 0 0 0
Ala) = |0 0 1 , B(a) = 0 0 ,
0 —ag(a)N —(ap(a) + N) —bo(a)N  —by(«)

C(a) = by(a) [1 N]

e um ganho de realimentagdo de estados

ki k, k
K = P 4.11)
0 ki k

O controlador PID filtrado (4.10) pode também ser usado para sistemas de segunda ordem

com zero incerto e atraso

_ Y(s) _ bi(a)s + bo(v)
U(s) s>+ a1(a)s+ ap(a)

e 0)s (4.12)

As matrizes para o sistema em espaco de estados (4.7) e o ganho de realimentacdo de
estados sao dados, respectivamente, por

0 1 0 0
0 0 1 0
Al@)=1, 0 1 ’
0 —ap(a)N —(ag(e) +a1(a)N) —(a1(a) + N)
0 0 0
B =| X e

—bo(Oz)N —bo(a) — bl(O{)N —bl(a)
Cla) = [bo(@)N bo(a) + bi(@)N bi(a)], Bu=1[0 0 0 1]

k; k?p kqa —N 71kd
K=|0 &k k ki |. (4.13)
0 0 & k,
Observe que o parametro /N deve ser informado a priori e restrigdes particulares nas varidveis

das matrizes que sintetizam K sdo necessdrias. Para isto utilizamos o Lemall}
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4.2 Resultados

O seguinte Teorema prové condi¢des LMI para a estabilidade assintética de sistemas de

malha fechada.
(t)
e(t)

Como um critério de performance a condi¢io proposta ird minimizar o custo H., da funcao
de transferéncia de r(t) para e(t) em (4.14).

A(a)x(t) + B(a)Kz(t — 7(a)) + Byr(t — 7(@))

(4.14)
—C(a)Kx(t) + dyr(t).

Para especificacdes de decaimento, os polos do sistema de malha fechada sao colocados
na regido Re(s) < —§ (D-estabilidade), como mostrado na Se¢do [2.6.2]

Os ganhos do controlador sdao obtidos pela matriz K. Assim, as seguintes condi¢des
recuperam os ganhos do PI (4.6) para o sistema (4.1)), ganhos do PID (.9) para o sistema

(4.8) e ganhos do PID filtrado (@.10]) para os sistemas @.1)) e (4.12).

Teorema 5 Se existem matrizes simétricas positivas definidas W € R™", X («) € R™" ¢

uma matriz Z € RY*", 1 > 0, e um dado escalar § > 0 tal que

Ty (@) Bs(@)Z + (@)W (@)W As(a) —r(@)Z'C’ 7(a)B,

x  —7(a)’X(a) = 1(@)W 7(a)?Z'Bs(a) 0 0

* * —7(a)W 0 T(a)B,| <0 (4.15)
* * * -1 dy

| * * * * —pd |

Iy = 7()*W(As(a) + As(@)R + X(a) — 7()W As(a) = A(a) + 61 e Bs(a) =
7@ B(a) entdo o sistema de malha fechada @.14) é assintoticamente estdvel com K =

1/2

ZW =t com o custo garantido de H. dado por 11*'? e a taxa de decaimento minima 0.

Prova A prova para as linhas seguintes é apresentada em [|13]].

Os seguintes resultados consideram apenas D-estabilidade.

Corolario 6 Se existem matrizes simétricas positivas definidas W € R3%3, X (a) € R3%3 ¢

uma matriz Z € R e um dado escalar § > 0 tal qual

Ly 7(@)?Bs(@)Z + ()W 7(a)*WAs()’
x  —7(0)*X(a) — ()W 7()?Z'Bs(a)’ | <0 (4.16)
* * —7(a)W

'y = 7(@)?*W(A(a) +0I) + (A(a) + 61)R + X () — 7(a)W entdo o sistema de malha

fechada #14) é assintoticamente estdvel com K = ZW ™! e taxa de decaimento minima 4.
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Observacio 1 Para impor as restricoes [@.11) e (@.13)), algumas restricoes devem ser im-
postas nas varidveis que sintetizam o ganho de realimentagdo de estados. No Teorema 5] e
Bl W =wl, weR, w>0,eZ tem a mesma estrutura que [@.11)) e @.13), que é,

Z1 R9 X3 —N_12'3

21 22 Z3
Z = and Z = |0 2z 2 23 ,
0 VAR )
0 0 21 z9
respectivamente, com k; = 2w ™!, k, = 2w, kg = 2wl

Observe que, neste caso, a matriz de Lyapunov é muito conservadora. O Teorema [7]
€ uma contribuicdo importante pois as restricées sdo imposta nas varidveis com folga e a

matriz de Lyapunov matrix pode ser dependente de pardmetros e dada por W («).

Teorema 7 Se existem matrizes simétricas positivas definidas W («) € R™", X («) € R™™
e matrizes Q € R™" ¢ Z € R, escalares \y, \y e > 0, e um dado escalar § > 0 tal que

[T (@) (W(e) — As(@)Q + Q) 7(a)(Q' — Bs(e)Z)
* [y L3
* I's3
* *
| * *
0 —B, ]
0 —7(a) By
MZ'C(a) —1(a)(By, +XZ'Cla)) | <0 (4.17)
20T+ 1 —Aidy + Ao I
* —pl — 2Xod,, 1 |

con

Iy = 7(a)W(a) + Q(a) + Q(a)
oy = —7()*(A5(a)Q + Q' A5() — X (@) — 7(a)W ()
Lag = 7()W (@) — 7(a)*(Bs(@)Z + Q' As(a))
Ly3 = —m()W(a) = 7()*(Bs(a)Z + Z'Bs(a) + X(a))

entdo o sistema de malha fechada (#.14) é assintoticamente estdvel com K = ZQ ™' e o

1/2

custo garantido do H ., dado por 1i*'* e taxa de decaimento minima 0.

Prova Considere o funcional Lyapunov-Krasovskii

t

vaa(x(t)) = z(t) P(a)x(t) +/ z(0)'Y («)x(0)db

t—1

[ / " (0) P(a)i(0)d6ds (4.18)
-7 Jt+pB

t
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entdo

baa(z(t)) = &) P()(t) + 2(t) P()i(t) + z(t)Y (a)z(t)
—ap—ﬂ@yymnu—rm»+Tawpmm@yi/ #(0) P(a)i(0)dd.  (4.19)

t—7

Usando o Lema 3} a igualdade

¢
/ H(0)d0 = 2(t) — 2(t — ()
t—1
e a condicdo "Bounded Real Lemma"[19] v4q(x(t)) + €yeq — p*wiwg < 0 tem-se

Vga < &' Pla)x + 2'P(a)t + 2'Y (a)x — 2Y (a)xg + 72" P() @

1 1 1 1
— ~2'P(a)r — ~2'P(a)xq + —2,P(a)x — =2, P(a)xq + €jeq — p*wiwg < 0 (4.20)
T T T T

comzy=x(t —71()), eqg =e(t — 7(a)) e wg = w(t — 7(a)).

Observe que (4.20) é equivalente a
E€DE<0, Ve BE=0 4.21)
onde

/
A .
f_— [Iﬂl x $/d 621 w&]

A | —Ala) —Bla)K 0 —By
B4
0 0 Cla)K 1 —d,
[7P(a) P(a) 0 0 0 |
*x  Y(a)—1iP(a) 1P(a) 0 0
D= * ~Y(a)—1P(a) 0 0
* I 0
B * = |

Pelo Lemall} (d.21) é equivalente a

D+XB+BX <0.

Escolhendo

B
I

rrE oo ol
0 0 0 A M
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tem-se

[ F+F  —FAs(a)+ F' —FBs(a)K + F'
—FAs(a) — As(a)'F' —FBs(a)K — As(a)' F"

D+ . —FB;s(a)K — K'Bs(a)' F’
*
| *
0 —FB, |
0 —FB,
MK'C(a) —FBy,+ AMK'Cla) | <0. (4.22)
2\ [ “Mdy + Ao
* —2Xad,, |

Multiplicando antes e depois a inequacdo por T = diag(7(a)F~, 7(a)F~ Y, 7(a)F~, I, 1)
e pela sua transposta, e definindo a transformagdo de varidvel W(a) = F~1P(a)F T,
X(a) = FY(a)FT,Q=FT 7Z=KFT, éobtido @T7).

4.3 Exemplos Numéricos

A aplicabilidade do método proposto € ilustrado por exemplos numéricos visando o
projeto de controladores PI e PID. As rotinas computacionais foram programadas no Ma-
tlab 7.10 (R2010a), utilizando Yalmip [21] e SeDuMi [22], em um computador pessoal
equipado com um Intel Core 17 CPU (3.40GHz), 8GB RAM. Para manejar o problema de
dimensao infinita descrito pelas condi¢oes de pardmetros dependentes dos Teoremas [5 e
a otimizacdo de varidveis sdo fixadas como matrizes dependentes de pardmetros e a posi-
tividade das inequacdes € verificada testando um conjunto finito de LMIs que sdo obtidas
diretamentes pela ROLMIP (Robust LMI Parser) toolbox [23]. Os ganhos formulados apre-

sentados em sequéncia foram truncados com quatro digitos decimais.

Exemplo 1 Considere o processo incerto adaptado de [13] e dado por (4.8) com ayg =
0.0476, a1 = 0.4762, by = 0.2857, 7 = 1 sujeito a incertezas com limites

6, € [~0.0019, 0.0019],6, € [—0.0238, 0.0238],6; € [—0.0286, 0.0286],6, € [—0.50, 0.50].

Os ganhos do PID obtidos pelo Coroldrio 6] e Teorema[5|com 6 = 0.1 sdo, respectiva-
mente,

K = [k k, kd] - [0.3043 1.5742 2.2648}

K=k k ki =[00752 07415 1.5744].

A resposta degrau do sistema nominal em malha fechada é mostrada nas Figuras e
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Observe que o critério de performance H., contribuiu com menor sobressinal e menor
tempo de acomodacdo. A robustez é avaliada pela resposta degrau para todos os valores
extremos dos pardmetros incertos com controlador PID obtido pelo Teorema 5}

Step Response
1.5 \ ‘

Amplitude

05

0 2 4 6 8 10 12 14
Time (seconds)

Figura 4.3: Resposta degrau do sistema nominal em malha fechada com o controlador PID
projetado pelo Coroldrio @

Step Response

-
oY)

Amplitude
©
»

©
~

0.2

Time (seconds)

Figura 4.4: Resposta degrau do sistema nominal em malha fechada com o controlador PID
projetado pelo Teorema @

29



Amplitude

Step Response

1.4

1.2

o
©
T

o
»
T

o
EAN
T

0.2

8 10 12 14 16 18 20
Time (seconds)

Figura 4.5: Resposta degrau do sistema em malha fechada com o controlador PID projetado
pelo Teorema@ para todos os valores extremos dos parametros incertos.

A Figurald.6\mostra o diagrama de Bode da funcdo de transferéncia nominal da entrada
de referéncia para o erro de rastreamento com o controlador PID projetado pelo Teoremal3]
O custo H., garantido obtido com o Teorema @ ¢ 1.9089 (5.6157 dB). Note que, o custo
"Hoo obtido do diagrama de Bode é 3.56 dB devido aos dominios incertos.

Magnitude (dB)
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Bode Diagram
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il L P |
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107"

10° 10 102
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Figura 4.6: Diagrama de Bode da fun¢do de transferéncia nominal da entrada de referéncia
para o erro de rastreamento com o controlador PID projetado pelo Teorema@

Exemplo 2 Considere o projeto do controlador PI robusto (@.6) para o processo de primeira
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ordem incerto dado por @) com ag = 1, by = 0.2, 7 = 0.1 sujeito a incertezas limitadas
6, € [-0.04, 0.04], 6, € [-0.002, 0.002], #; € [—0.005, 0.005],

e 6 = 1. Coroldriol6|e Teorema[3|ndo foram factiveis. Os ganhos PI obtidos pelo Teoremal7]
considerando apenas a D-estabilidade (bloco de matrizes (3 x 3) de (@.17)) e minimizagéo
do custo Ho, (condi¢ao d.17)) sdo, respectivamente,

K= [k k| =[135078 15324]

K= [k k| =[88202 63052].

com custo H, garantido dado por 1.2099.

Step Response
1.4 ‘

Amplitude
o o
(o] oo

o
~
T

|

o
n
T

1

0 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

Time (seconds)

Figura 4.7: Resposta degrau do sistema em malha fechada com o controlador PI proje-
tado pelo Teorema [7] para todos os valores extremos dos pardmetros incertos (apenas D-
estabilidade).
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Step Response
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Figura 4.8: Resposta degrau do sistema em malha fechada com o controlador PI projetado
pelo Teorema [/| para todos os valores extremos dos parametros incertos (D-estabilidade e
minimizacao do custo H, ).

As simulagdes no tempo mostram robustez e melhor performance (menor sobressinal e

menor tempo de acomodagdo) quando o custo H., garantido é informado.
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Capitulo 5
Conclusao

Neste trabalho foram criadas técnicas para implementa¢do de um controle PID visando
um controle robusto o suficiente para comportar as caracteristicas de sistemas com parame-

tros incertos.

Partindo de Lemas existentes na literatura foi realizada um estudo sobre a técnica exis-
tente e proposto um novo teorema para o projeto de um controlador PID para sistemas com

atraso no tempo incerto.

A partir de uma reformulagdo do sistema utilizado no processo para sistemas com atraso

no tempo incerto foi possivel expandir o resultado para sistemas com parametros incertos.

Como principal contribui¢des deste trabalho temos a possibilidade de representagcdo po-
litépica das incertezas paramétricas do sistema e do atraso no projeto de controladores PI
e PID robustos, através de uma lei de realimentacdo de estados. As técnicas atuais que fa-
zem uso da realimentacdo de estados ndo permitem incertezas politdpicas ou fazem o projeto
do controlador com um problema de realimentacdo de saida, sendo mais conservador que a

realimentacao de estados.

Para os trabalhos futuros, recomenda-se:

e Utilizar um funcional expandido de Lyapunov-Krasovskii para verificar a melhoria da

técnica utilizada;
e Considerar saturacdo no sinal de controle;

e Expandir a técnica para o controle de sistemas com ordens maiores.
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Apéndice A

Artigo submetido

LMI-based robust PID design for SISO polytopic systems
with uncertain delay

Eduardo S Tognetti', Guilherme A de Oliveira

Department of Electrical Engineering, University of Brasilia — UnB, 70910-900, Brastlia,
DF, Brazil

Abstract

The problem of designing robust Proportional-Integral (PI) and Proportional-
Integral-Derivative (PID) controllers for continuous-time polytopic single-input
and single-output (SISO) systems subject to uncertain delay is addressed. A
modelling procedure is presented to represent uncertain affine transfer functions
with time-delay to a polytopic state-space form such that the PI or PID gains are
obtained as a state feedback problem. New Linear Matrix Inequalities (LMIs)
delay-dependent conditions are proposed based on a Lyapunov-Krasovskii type
functional and Finsler Lemma. As main novelty, parameter-dependent Lya-
punov functions are allowed in the robust state feedback PID synthesis prob-
lem. As performance criteria, Ho, guaranteed cost and robust pole placement
for minimum decay rate is considered. Numerical examples illustrate the effec-
tiveness of the proposed approach.

Keywords: PI and PID controller; robust control; Linear Matrix Inequalities;

state-feedback; Lyapunov theory.

1. Introduction

Proportional-Integral (PI) and Proportional-Integral-Derivative (PID) con-
trollers are the most common control element used in the industry, accounting

for more than 90% of the regulatory loops [1]. Although many classical PID

LCorresponding author: estognetti@ene.unb.br
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tuning techniques, such as the Ziegler and Nichols rules (1942) and the inter-
nal model controller (IMC), are still largely used, some problems demand the
study of new design techniques that meet more stringent performance criteria
for several classes of dynamic systems with nonlinear terms, uncertainties and
time-varying parameters. In this context, approaches based on the use of Linear
Matrix Inequalities (LMIs) for designing PID controller have received the at-
tention of control community for being capable of dealing with a wide range of
problems of analysis, performance, and synthesis of linear systems [2, 3, 4, 5, 6].

Many works have addressed the problem of design PID controllers as an
output feedback controller design [3, 4, 7, 8, 9, 10]. In [7, 8|, the design of
PID controllers is solved as a dynamic feedback optimization problem and in
[3, 4, 9, 10], PID gains are obtained from a static output feedback control
law. Some of the aforementioned works can deal with polytopic or polyhedral
uncertain systems [7, 8, 10].

The output feedback design is known to be a non convex problem and some
conservatism is always introduced comparing with state feedback design condi-
tions. Some works convert the PID controller design to a state feedback problem
[2, 11, 12, 6] where the static gain contains all the PID controller parameters.
Unfortunately, in the approaches presented in [11, 12, 6] only norm bounded un-
certainties are allowed since the control gain depends on the parameters of the
system. In [2], polytopic models are allowed however the results are very conser-
vative. The tuning of PID controllers for uncertain second order systems with
known time delay is presented in [6]. The case of uncertain time delay and con-
straints of the H o, norm is treated in [12] by means of the Lyapunov-Krasovskii
type functional. The minimization of H., and Hs norms for polytopic sys-
tems is presented in [8], however the PID gains are obtained from a non-convex
multi-objective optimization problem.

Most industrial processes can be satisfactorily approximated by first and
second-order transfer functions with time delay. The main contribution of this
work is to propose LMI conditions for the design of robust PI and PID controllers
for first and second-order polytopic single-input and single-output (SISO) sys-
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tems with uncertain time delay. The controller gains are obtained as a state
feedback problem by means of LMI conditions that guarantee the D-stability
for an open region on the left side of the complex plane and the minimization
of the H, guaranteed cost of the transfer function from the reference to the
tracking error. The proposed modeling of the uncertain dynamics in a state
space model with parameters belonging to the Cartesian product of simplexes
and the developed LMI conditions allow the use of parameter-dependent Lya-
punov functions. For the author’s knowledges, this is the first time that PID
controllers are designed as a state feedback problem for polytopic systems with

parameter-dependent Lyapunov functions.

2. Problem statement

This paper considers the following problem:

Problem 1. To design robust PI and PID controllers for continuous-time poly-
topic SISO systems with uncertain time-delay given as first and second order

transfer function or as a polytopic state-space realization of order n.

2.1. First-order time-delay systems

Consider the first order SISO system with time-delay

where U(s) is the input signal, Y'(s) the controlled output, ag (), bo(0) are the
parameters of the systems and 7(0) is the time-delay. All parameters are affine

parameter-dependent, i.e.,
a0(9) :a’0+61a bO(e) :b0+02, T(e) :T+93

where ag, by and 7 are known nominal values and parameters ¢ are bounded

and time-invariant,

0, €0, 0], 0,<0;, 03>—7, i=1,....,M, (2)
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with M = 3.
Let the unit simplex (of dimension N) be given by

N
ANé{geRN:Z&;:L fiZO,izl,...,N}. (3)
=1

Definition 1 (Multi-Simplex). A multi-simplez Qn, N = (N1,...,Ny,) is de-
fined as the Cartesian product of m simplexes with dimensions Ny, i =1,...,m,
ss .6, Oy = Ay, X - X Ay, . A given element o of Qn is decomposed as
(a1,Q9,...,am) and each «; is decomposed in the form (a1, qua, ..., QN,),

t=1,...,m.

For instance, let (322) = Ag X Az X A £ Qay,, where

lI>

I,£(1,1,...,1), ge Nt I, & (9,9,...,9),

—_— —_—
g—times g—times
then, a generic element of Qgp, can be written as o = (aq, ag, a3) with a; =
(a11,002) € Ao, s = (a1, 22) € Ay and ag = (@31, az2) € As.
The objective of the following manipulations is to construct a new convex
parameter space domain where the affine parameter-dependent system (1) is

represented. In order to explore the benefits and advantages of the multi-simplex

representation, the following change of variables are applied

0, — 0

~i

AG;

1 = o =1 — ay1, Oéi:(Oéil,OéiQ)GAQ, iZl,...,M, (4)

with Aéz = ?L — Qi’ yleldlng 91 = aﬂAGi + Qi’ 1= 1,. . .,M. Note that,
with this particular choice, the new parameters « = (v, ..., ans) belong to the

multi-simplex Qop,. System (1) can be written in the a-parameter space as

_ bo(Oé) e~ (s
G(s) = T (@)s, (5)

The objective is to design a robust PI controller in the parallel form

eo such that the closed-loop system, depicted by Figure 1, is asymptomatically
stable.
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(s) (s) ks U(s) (@) e |Y0)
4_}__?— kp + ; s+ ao(a) ¢ g

Figure 1: Closed loop system with (6) and (5).

Observe that, from the closed loop system in Figure 1, one has

i(t) + g (t)ao(e) + bo(a)kpy(t — 7(a)) + bo(@)kiy(t — 7(cv))
= bo(a)kpr(t — 7(a)) + bo(a)k;r(t — 7(v)).
By choosing, #1(t) = x2(t), 42(t) = —bo(a)kpxa(t — 7(a)) — ao(a)z2(t) —
bo(a)kiz1(t — 7(a)) + r(t — 7(er)) and y(t) = bo(a)kpza(t) + bo(a)k;z1(t), the
closed-loop system with (6) and (5) is represented in the state-space form with

a state feedback control law, given as

z(t) = A(a)x(t) + Bla)v(t — 7(«)) + Byr(t — 7(a))
v(t) = Kx(t
(t) (t) @
y(t) = Cla)o(t)
e(t) = —C(a)v(t) + dyr(t)

where e(t) = r(t) —y(t), A(a) € R™", B(a) € R"*™ C(a) € R**" B, € R"*!
K € R™", d,, € R, with

0o 1 Blo) = 0 5|0
0 —ao(e)| —bo(a)| R

K = [kz- kp}, Ca) = bo(a),  duw=1.

2.2. Second-order time-delay systems

Consider a affine parameter-dependent second order SISO system with time-

dela;
' G(S) o Y(S) o bo(g) 6—7(9)5 (8)
CU(s)  s24ai(0)s +ao(h) )

with parameters

ao(ﬂ) :a0+91, bo(o) :b0+92, T(g) :T+93, a1(9) =a1+04



where ag, a1, bp and 7 are known nominal values and parameters 6 are bounded
and time-invariant as in (2), with M = 4.
Let the PID controller

GC(S) = m :kp+

+ kgs. (9)

S

es Following the same steps, the closed-loop system is showed in Figure 2.

U(s)] bo(a) Y(s)

ks
k/’p+ ; +k/’d8

Figure 2: Closed loop system with (9) and (8).

The closed-loop system with (9) and (8) represented in the multi-simplex

can be rewritten as (7) with

0 1 0 0 0
A(a) =10 0 1 y B(a) = 0 ) By = |0 )
0 —apla) —ai(a) —bo(w) 1

K= [k k, kd}, C(a) = bo(a), dy = 1.

As can be seen, the design of the PI and PID gains can be stated as a
state-feedback design problem with control law v(t) = Kx(t).

2.3. Filtered PID controllers

Consider the case of designing a PID controller for system (5). In this case,
the closed-loop system is proper and there is a nonlinear dependence on the PID
gains in the direct transmission matrix. To circumvent this issue, the following
filtered PID controller is considered

U(s) ki Ns
— kg
E(s) r s * YS+N

that represents a ideal derivative filtered by a first order with time constant 1/N

Ge(s) = (10)

7o [13]. In industrial applications, the use of filtered PID controllers is standard in

many manufacturers.
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The closed-loop system (7) for the first-order process (5) has matrices given

by

0 1 0 0 0
Ala) = |0 0 1 , Bla) = 0 0 |,
0 —ap(a)N —(ap(a) + N) —bo(a)N  —bo(a)

(11)

The filtered PID controller (10) may also be used for the second-order sys-

tems with uncertain zero and time-delay

5) = Y(S) _ bl(a)8+b0(a) e*‘r(a)s
G(s) U(s) s2+ai(a)s+ ao(a) ' (12)

The matrices for state space system (7) and the state-feedback gain are

given, respectively, by

0 1 0 0
0 0 1 0
Ala) = ,
0 0 0 1
0 —ao()N  —(ao(a) +ai(a)N) —(ar(a)+ N)
0 0 0 0
0 0 0 0
B(a) = , Bu=1 |,
0 0 0 0
—bo(a)N  —bo(ar) — bi(a)N  —bi(e) 1
C(a) = [bo(@N  bo(@) +bi(@)N bi(a)] du =1,
and
k; kp kq 7N71kd
K=10 ki k kq . (13)
0 0 ki K
7
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Observe that the parameter N must be informed a priori and particular con-
straints on the matrix variables that synthesize K are necessary. The presented
modelling procedure can be extended for strict proper SISO systems of any

order. The following result are needed.

Lemma 1 (Finsler’'s Lemma [14]). For a vector x € R"™ and two matrices
D =D € R"™™ and B € R™*"™ such that rank(R) < n, the following statements
are equivalent:

1. /D <0, Vexe{zeR": z#0, B =0}

2. X eR™™: DHXB+BX <0

3. Main Results

The following theorem provides LMI conditions for asymptomatically sta-

bility of the closed-loop system obtained from (7), given as

z(t) = A(a)x(t) + Bla)Kz(t — 7()) + Byur(t — 7(a)) 14)
e(t) = —C(a)Kx(t) + dwr(t).

As performance criteria the proposed condition will minimize the H., cost of
the transfer function from r(t) to e(t) in (14).

For decay rate specifications, the poles of the closed-loop system are placed
in the region Re(s) < —d (D-stability). The guarantee of pole allocation in the
desired region can be obtained as shown in [15], that is, let the characteristic

equation of the closed-loop system
F(s) = det(sI — A(a) — B(a)Ke™*™(¥) (15)
and

H(e) = F(e — 8) = det(el — 61 — A(a) — B(a)Ke (<=97(@)

= det(el — As(a) — Bs(a)Ke ™) (16)

where As(a) = A(a) + 6I and Bs(a) = B(a)e®™(@). Thus, if the roots of
H(e) = 0 satisty R(e) < 0, then one has R(s) < —d for roots of F(s).
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The controller gains are obtained from matrix K. Therefore, the following
condition recovers PI gains (6) for system (1), PID gains (9) for system (8) or
filtered PID gains (10) for systems (1) and (12).

Theorem 2. If there exist symmetric positive definite matrices W € R"*™
X(a) € R"™™ and a matriz Z € R™ ™, > 0, and a given scalar § > 0 such
that

' 7(0)?Bs(@)Z + (@)W 1(a)?WAs(a) —7(a)Z2'C" 1(a)By
x  —7(0)?’X(a) = 7()W 71(a)?Z'Bs(a) 0 0
* * —T(o)W 0 T(a)By | <0
* * * —1I dyw
* * * * —ul
(17)

' = 7(a)? (WAs(a) + As(@)W + X () — (@)W, As(a) = A(a) + 61 and
Bs(a) = 97 B(a), then the closed-loop (14) is asymptomatically stable with
K = ZW™', with the Hoo guaranteed cost given by p'/? and minimum decay

rate 0.
Proof. The proof following the lines presented in [6]. O

The following result considers only D-stability to assure minimum decay rate

Corollary 3. For a given scalar § > 0, if there exist symmetric positive definite

matrices W € R™" X (a) € R™*"™ and a matriv Z € R™*™ such that

Iy 7(@)?Bs(@)Z + (@)W 7(a)>W As(a)’
x  —7(a)’X(a) — ()W 1(a)?Z'Bs()'| <0 (18)
* * —7(a)W

I = 7(a)? (WAs(a) + As(a)W + X () — 7(a)W, then the closed-loop (14)

is asymptomatically stable with K = ZW ! with minimum decay rate §.

Remark 1. To impose the structure (11) and (13), some constraints must be

imposed in the variables that synthesize the state feedback gain. In Theorem 2

IX



and Corollary 3, W = wl, w > 0, and Z has the same structure of (11) and
(13), that is,

Z1 22 23 —N_lzg

21 22 z3
7 = and Z =10 Z1 29 2 s
0 Z1 22
0 0 zZ1 z9
respectively, with k; = z1w™t, kp = 20w, kg = zzw!.

Observe that, in this case, the Lyapunov matriz is very restrictive. The-
w0 orem 4 is an important contribution since the constraints are imposed in the
slack wvariables and the Lyapunov matriz can be parameter-dependent with no

constraints.

Theorem 4. If there exist symmetric positive definite matrices W(a) € R"*",
X(a) € R™™ and matrices Q@ € R™*™ and Z € R™*", qa scalar pn > 0, and

gwen scalars A1, Ao and § > 0, such that

'y T2 7(@)(Q — Bs(a)2) 0 —By,
*  Ta a3 0 —7(a) By
* * I's3 MZ'C(a)  —7(a)(By +XZ2'C(a)")| <0
* * * 201 +1 —AMdy + Nl
* * * * —ul —2Xody, I
(19)
with

I =71(a)W(a) + Qa) + Q(a), Tz =7(a)(W(a) — As()Q + Q")
Iy = —7(0)*(As()Q + Q' As(0) — X () — T(a)W
Pag = T(@)W (@) = 7(@)*(Bs(@)Z + Q' As(a)')

T33 = —7(a)W(a) — 7()*(Bs()Z + Z'Bs ()" + X ()

then the closed-loop (14) is asymptomatically stable with K = ZQ™ with the

Hoo guaranteed cost p'/? and minimum decay rate §.

10



Proof. Consider the Lyapunov-Krasovskii functional

vaa(z(t)) = z(t) P(a)x(t) +/ 2(0)Y (a)z(6)do

t—71

0 st
+/_T /t+6 z(0)' P(«)x(0)dods (20)
then

Vaa(z(t)) = @(t)' P()x(t) + z(t)' P()z(t) + z(t)"Y (a)z(t)

—z(t — 7()) Y (a)z(t — 7(a)) + 7i(t) P(a)i(t) — / #(0) P(a)z(0)do. (21)

t—71

By using the lemma presented in [16], the equality

/ti #(0)d0 = 2(t) — ot — 7(a)

and the Bounded Real Lemma [17] condition vgq(z(t)) + e,eq — p?w/wqa < 0,

one has

Vga < @' P(a)x + 2’ P()z + 2'Y (a)r — 2)Y (a)zq + 7' P(a)d

1 1 1 1
— —2'P(a)r — =2’ P(a)zg + =2/, P(a)x — =z, P(a)xq + eheq — p*wiwg < 0
T T T

p
(22)
with © = z(t), xqg = 2(t — 7(a)), eq = e(t — 7(a)) and wyg = w(t — 7(a)).
Observe that (22) is equivalent to
¢DE <0, VE:BE=0 (23)

where

B4
0 0 Cla)K I —dy,
[ +P(a) P(a) 0 0 0 |
*  Y(a)-LP(a) 1P(w) 0 0
DL | & * ~Y(@)—-LiP@ 0 0
* * * I 0
* * * *  —ulI

11
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By Lemma 1, (23) is equivalent to

D+ XB+BX <0.

Choosing
P FF F 0 0 /
0 0 0 A A
one has
[ F4F _FAs(a)+F _FBs(a)K + F'
* —FAs(a) — As(a)'F' —FBs(a)K — As(a) F’
D+ * * —FBs(a)K — K'Bs(a)' F’
* * *
* *
0 _FB, ]
0 —FB,
MK'C(a) —FBy, + XK'C(a) | <0. (24)
AT Ayduy + Ao
* —2Xady,

Pre- and pos-multiplying (24) by 7' = diag(F~!, 7(a)F~1,7(a)F~1, I, 1) and by
its transpose, and defining the variable transformations W (a) = F~1P(a)F~7T,

X()=F Y()F T, Q=FT Z=KF-T, one obtains (19). O

Remark 2. Observe that Theorem 4 represents a less conservative condition
comparing with existing results of PID designing by a state feedback control
law since it allows parameter-dependent Lyapunov functions and presents extra
slack variables. A bissection search must be made to find scalars A1 and o that

represent extra degrees of freedom. Note that, it is necessary that \y < —0.5.

Remark 3. Time-varying parameters may also be adressed by Theorem 4 by
imposing a constant Lyapunov matriz, i.e, W(a) = W. If the upper bounds
of the time-derivative of the parameters are known, the term W(a) may be

handled by known techniques that models the space where the time derivatives

12
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may belong [18]. When the parameters are measured in real time, gain-scheduled

control gains K(«) are possible by imposing a parameter dependency in Z(«).

4. Numerical examples

The applicability of the proposed method is illustrated by numerical ex-
amples regarding the design of PI and PID controllers. The computational
routines were programmed in Matlab 7.10 (R2010a), using Yalmip [19] and
SeDuMi [20], in a personal computer equipped with an Intel Core i7 CPU
(3.40GHz), 8GB RAM. To handle the infinite dimensional problem described
by the parameter-dependent conditions, the optimization variables are fixed as
parameter-dependent matrices and the negativity of the inequalities is verified
by testing a finite set of LMIs that are directly obtained by ROLMIP (Robust
LMI Parser) toolbox [21]. The synthesized gains presented in the sequel were

truncated with four decimal digits.

Example 1. Consider the problem of designing the PID controller (9) for the
uncertain process adapted from [6] and given by (8) with ag = 0.0476, a3 =
0.4762, bg = 0.2857, 7 = 1, and subject to uncertainties with bounds 6; €
[-0.0019, 0.0019], 62 € [—0.0238, 0.0238], 03 € [—0.0286, 0.0286] and 0,4 €
[—0.50, 0.50].

The PID gains obtained by Corollary 3 and Theorem 2 with 6 = 0.1 are,

respectively,

K= {kz kp kd} = [0.3043 1.5742 2.2648}

and

K= [kl kp kd} = [0.0752 0.7415 1.5744} .

The step response of the nominal closed-loop system is showed in Figures 3
and 4. Observe that the Hoo performance criterion contributed with less over-
shooting and smaller settling time. The robustness is evaluated by the step re-
sponse for all extreme values of the uncertain parameters with PID controller

obtained by Theorem 2.

13
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Figure 3: Step response of the nominal closed-loop system with the PID controller designed

by Corollary 3.
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Figure 4: Step response of the nominal closed-loop system with the PID controller designed

by Theorem 2.
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Figure 5: Step response of the closed-loop system with the PID controller designed by Theo-

rem 2 for all the extreme values of the uncertain parameters.

Figure 6 shows the Bode response of the nominal transfer function from
the input reference to the tracking error with the PID controller designed by
Theorem 2. The obtained Hoo guaranteed cost with Theorem 2 is 1.9089 (5.6157
dB). Note that, the Hoo cost obtained from the Bode diagram is 3.56 dB due the

uncertain domain.

Example 2. Consider the design of the robust PI controller (6) for the first-
order uncertain process given by (1) with ag = 1, by = 0.2, 7 = 0.1 subject to

uncertainties with bounds
01 € [-0.04, 0.04], 6 € [-0.002, 0.002], 65 € [-0.005, 0.005],

and § = 1. Corollary 8 and Theorem 2 were not feasible. The PI gains obtained
by Theorem 4 considering only D-stability (matriz block (3 x 3) of (19)) and

Hoo cost minimization (condition (19)) are, respectively,
K = [k}z k:p} = [13.5978 1.5324}

and

K = {ki k;p} = [8.8202 6.3052} .

15
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Figure 6: Bode response of the nominal transfer function from the input reference to the

tracking error with the PID controller designed by Theorem 2.

with Heo guaranteed cost given by 1.2099.
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Figure 7: Step response of the closed-loop system with the PI controller designed by Theorem 4

for all the extreme values of the uncertain parameters (only D-stability).
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Figure 8: Step response of the closed-loop system with the PI controller designed by Theorem 4

for all the extreme values of the uncertain parameters (D-stability and Hoo cost minimization).

The time simulations shows robustness and better performance (less over-

shooting and smaller settling time) when the Ho, guaranteed cost is addressed.

5. Conclusion

In this work, a novel approach is proposed to design robust PI and PID
controllers for continuous-time SISO systems subject to uncertain delay. The
methodology allows, as a new contribution, polytopic type uncertainties and
parameter-dependent Lyapunov functions in the PID state feedback problem.
The numerical examples demonstrated the effectiveness of the conditions with

Hoo guaranteed cost and robust pole placement for minimum decay rate.
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