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Resumo

Neste trabalho, usamos o Método Variacional para resolver quatro equacgoes do
tipo Kirchoff com expoente critico, uma equacao escalar, um sistema em RY com
a conhecida condicao de Ambrosetti-Rabinowitz, e uma equagao e um sistema em
R3 com uma condicdo mais fraca que a de Ambrosetti-Rabinowitz. Em todos os
casos, utilizamos o Principio de Concentracao-Compacidade de Lions e uma versao

do Teorema do Passo da Montanha com simetria.

Palavras-chave: Problemas elipticos, Problemas de kirchhoff, expoente critico de

Sobolev, Teorema do passo da montanha.



Abstract

In this work, we use the Variational Method to solve four Kirchoff equations with
critical exponent, a scalar equation, a system in R with the well-known condition of
Ambrosetti-Rabinowitz, and an equation and a system in R? with a weaker condition
than that of Ambrosetti-Rabinowitz. In all cases, we use the Lions Concentration-

Compassion Principle and a version of the Mountain Pass Theorem with symmetry.

Keywords: Elliptical problems, kirchhoff problems, critical growth, mountain pass

Theorem.
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Introducao

Considere o problema
—-m (/ |Vu|2dx> Au = g(z,u), em Q, u =0, em 05, (1)
Q

onde Q C RY ¢ um dominio suave, m é uma funcao positiva e a funcao nao linear
g tem crescimento polinomial. Dizemos que este é um problema nao local devido a
presenga do termo m(-). A equagdo tem origem na teoria de vibra¢do nao linear.
De fato, o caso m(t) = a+bt, com a,b > 0 segue do seguinte modelo para a equagao

da onda modificada, proposta por d’Alembert
0%*u P, E (% 2 0*u
N dr | =— =
P o (h oL, T gz = 9@ )

para vibracoes livres de cordas elasticas. Aqui L é o comprimento da corda, h é a

ou

da?

area seccao, F é o modulo de Young do material, p é a densidade de massa e Fj a
tensao inicial.

Este tipo de equagao foi proposto por Kirchhoff [20] e foi considerado teorica-
mente ou experimentalmente por alguns fisicos depois disso (ver [35, 9, 34, 33]).
Problemas nao locais aparecem em outros campos além da fisica, como em sistemas
bioldgicos, onde u descreve um processo que depende da sua préopria média, por
exemplo, densidade populacional. Outras motivagoes fisicas podem ser encontradas

em [12, 26, 25].
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Neste trabalho, estudamos dois tipos de problemas elipticos envolvendo o termo
nao local m. Dois deles sao problemas escalares e outros dois sistema. Todos eles
envolvem o expoente critico de Sobolev 2* = 2N/(N — 2) e o objetivo é encon-
trar multiplas solugoes. Fazemos isso utilizando versoes do lema da concentragao-
compacidade de Lions e uma versao do Teorema do Passo da Montanha com simetria.

Os problemas estao divididos em quatro capitulos que descrevemos na sequéncia.
Para facilitar a leitura, todos os capitulos foram escritos de maneira independente
um do outro. Deste modo, embora exista uma cronologia ébvia na distribuicao, a

ordem de leitura dos capitulo é formalmente irrelevante.

Multiplicidade de solugoes para (P))

No primeiro capitulo, consideramos a equacao

—m (/ \Vu\Qd:c) Au= \f(z,u) + [u|* 2u, em Q,
(P») o

u € Hy(Q),

onde Q@ ¢ RY, N > 3, é um dominio limitado suave, 2* = ]\2,—% e A >0¢éum
parametro. Denotando RT™ = {s € R : s > 0}, as nossas hipdteses nas fungoes m e

f sao as seguintes:
(mg) m € C(R*,R") é crescente e m(0) > 0;
(fo) [ € C(2xR,R) é impar com relagao a segunda varidvel,
(f1) existe ¢ € (2,2*) tal que
f(z,s)

lim s =0, uniformemente em 2;
[s| =00 |S|97

(f2) existe 6 € (2,2*) tal que
0<0F(x,s) <sf(x,s), VexeQ, s#0,

onde F(x,s) = [ f(x,t)dt;
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(f3) vale

lim f(z:5)

=0, uniformemente em (2.
|s]—0 S

As solucoes fracas do problema sao os pontos criticos do funcional energia

1 1 *
I\(u) := §M(Hu“2) — )\/QF(x,u)dx . /Q \u|2 dr, wué€ Hg(Q),

onde M(s) = [; M(t)dt é uma primitiva da fun¢do m. Como f é fmpar, o funcional
I, é par e portanto podemos esperar que sua simetria nos garanta a existéncia de
multiplos pontos criticos. Provamos que isso corre, desde que A seja suficientemente

grande.

Teorema A. Suponha que m e f satisfagcam (mg) e (fo) — (f3), respectivamente.
Entao, dado k € N, eziste A\;; > 0 tal que o problema (Py) tem k pares de solugoes

fracas nao nulas para todo X > A}

Na prova do resultado acima, aplicamos uma versao do Teorema do Passo da
Montanha com simetria. A niao compacidade da imersao H¢(2) < L?" () é contor-
nada pelas ideias de Brezis e Nirenberg [8] juntamente com o Principio de Concen-
tragao-Compacidade de Lions [27]. Como para dimensoes N > 4 o expoente critico
2* ¢ menor do que ou igual a 4, a integral [, |u|*’dz ndo domina o termo M (||ul?).
Para contornar essa dificuldade usamos um argumento (ver [1]) que consiste em
considerar uma equacao truncada, trabalhar com esse novo problema, provar que as
suas solugoes tém norma pequena e portanto resolvem o problema original. Vamos
enfatizar que a presenca do termo nao local no funcional torna a verificacao das
condigbes geométricas mais complexas do que aquelas apresentadas em [2].

Desde o trabalho pionmeiro de J.L.Lions [26] problemas nao locais como (Py)
foram estudados extensivamente (ver [1, 4, 3, 22, 5]). O primeiro artigo que traba-
lhou equagoes do tipo Kirchhoff via métodos variacionais foi [1]. Assumindo algumas
condigoes técnicas nas fungoes m e f, os autores obtiveram solugoes para o problema
(1). Desde entao, existe uma vasta literatura que considera questoes de existéncia,
nao existéncia, multiplicidade e concentracao de solugoes para problemas nao lo-
cais. Citamos aqui [18, 29, 19, 28, 39] para problemas subcriticos e [17, 16, 23] para

problemas com crescimento critico.



Introducao 4

Nosso primeiro resultado foi inspirado nos resultados de [13], onde o autor con-
siderou as hipdteses (f1) — (f3) e obteve uma solugao fraca positiva uy para A > 0
suficientemente grande e provou também que |luy|| — 0, quando A — +o00. Menci-
onamos também o trabalho [32], onde o autor obteve para N = 3 e m(t) = a + tb,
a existéncia de uma solucao positiva para qualquer A > 0. Nosso primeiro teorema
complementa os trabalhos citados, ja que estamos considerando multiplas solugoes

para a equagao critica com uma condi¢ao bem fraca para o termo nao local m.

Multiplicidade de solugoes para (P,)

No segundo capitulo, consideramos o problema

—m<r|un2( / wdx) Au = = flo.u)+ plul', em 9,

u € Hy(Q),

onde Q C R3 ¢ um dominio limitado suave, g > 0 é um parametro e a funcao m

satisfaz

(mg) m € C(RT,R");

(my) m(t) > mgy > 0, para todo t > 0;
(me) 2M(t) > m(t)t, para todo t > 0;
(m3) existe a >0eb >0, tal que

m(t) <a+bt, Yt>O0.

Apresentamos na sequéncia exemplos de funcoes que satisfazem as condigoes
acima:
Exemplo 1. Considere m(t) = mg+bt’, com 6 € [0,1] e mg > 0, b > 0. As condicoes

(mg) e (my) sdo imediatas. Para verificar (my) basta notar que 2 > 6 + 1. Portanto

2
M (t) = 2mqt + mbt“l > mot + bt°T = m(t)t.
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Para a condic@o (mj), basta usar § € [0, 1] para obter que
m(t) = mg + bt° < (mg + b) + bt.

Ezemplo 2. Considere m(t) = mo(1 + In(1 +¢)), com my > 0. As condigoes (my),

(mq) e (m3) sdo imediatas. Para provar (mg) é suficiente mostrar que
M (t) = 2In(1 + 1) + 2t In(1 + 1) > ¢ + tIn(1 +t) = m(t)t,
ou seja, que
(2+t)In(l+1¢) > t.

Para ver isso, defina g(t) = (2 +¢)In(1 +¢) — ¢ e note que g(0) =

2+1
'@)=——+In(l+t)—1>0, Vt>D0.
g(t) = Ty 4 120, Vi>

Para a fungao f : 2 x R — R vamos supor que:

(fo) fe€C(2xR,/R) éimpar com relagao a segunda varidvel;

(f1) vale
lim f(@,s)

|s|so0 ||

=0, uniformemente em {2
(f2) existe o € [0,2) e ¢1, o € (0,400) tal que
1
Zf(:c,s)s — F(z,8) > —c1 —ols|]”, VaxeQ, seR,
onde F(x,s) ::/ [z, t)dt;
0

(f3) existe um conjunto aberto 2y C Q2 com medida positiva, tal que

F
lim (z,5)

|s| =00 |S|4

= 400, uniformemente em 2.

Provamos que, para valores pequenos de y > 0, o problema (P,) possui multiplas

solucoes. Mais especificamente, vale o seguinte:

Teorema B. Suponha que m e f satisfacam (mgo) — (mg3) e (fo) — (f3), respectiva-

mente. Suponha ainda que uma das condig¢oes abairo se verifica:
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(f1) existem q € (4,6) e cs,cq € (0,400) tal que
F(z,s) <csls|?4cy, Ve seR;

ou

(f5) a fungao

a(x) ;= limsu
(x) nSup =

¢ tal que a*(z) := max{a(z), 0} € L>().
Entao, dado k € N, existe pj, > 0 tal que o problema (F,) tem pelo menos k pares

de solugoes fracas ndo nulas para todo p € (0, uf).

Obviamente, a hipdtese (f;) desse problema é mais fraca que a do problema
anterior. Se nao tivermos um parametro grande multiplicando o termo f(x,u), o
argumento de truncamento usando na prova do Teorema A nao funciona, neste
caso é natural considerar a hipdtese de Ambrosetti-Rabinowitz com 6 > 4 (veja
10, 32, 17, 19, 39]). Com essa hipétese, temos que F'(z,s) > Cy|s|’ para qualquer
x € Qe s €R. Entao, a condigao (f2) que trabalhamos no segundo capitulo é mais
fraca que a condigao de Ambrosetti-Rabinowitz com 6 > 4. Além disso, a condigao
de superlinearidade (f5) é imposta somente em um conjunto de medida positiva, de
modo que as condigoes sobre f na segunda parte deste trabalho sao mais fracas que
as usadas na primeira parte. Infelizmente, o argumento de truncamento nao funciona
sob essas hipdteses, o que nos impede de provar o resultado quando N > 4. O ponto
principal é que nao sabemos se a norma das solugoes desse problema convergem para
zero quando pu — 0F.

Um exemplo de funcdo F(z,s) = [; f(x,t)dt satisfazendo as hipéteses desse
capitulo é a seguinte:

Pa,5) = afa)ls| +0(x)

com a,b € C(Q), de fato, as condigoes (fy), (f1), (f3) e (fs) sao imediatas, para a

condigao (f3), bastar notar que

1 1
Zf(a:,s)s—F(x,s) > C(Z — 1) |s| > —c1 —cols], Vxe, seR,
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O Capitulo 2 foi inspirado no artigo [37], onde os autores consideram o caso local
m = 1. Observamos porém que, mesmo neste caso, o nosso resultado é novo. De
fato, as nossas condigoes (f3) e (f5) sdo mais gerais do que os seus andlogos (f1) e
(f7) em [37]. Deste modo, o Teorema B deste trabalho generaliza os Teoremas A e

C de [37].

Existéncia e multiplicidade de solugoes para (.5))

No terceiro capitulo, consideramos

)
—m (/ |Vu|2> Au = MF,(x,u,v)+ %Gu(u, v), em €,
0

(5)) —l (/ |Vv]2) Av = AF,(z,u,v)+ %Gv(u,v), em €2,
Q

| w,v € Hy(9),

onde Q C RN, N > 3, é um dominio limitado com fronteira suave, A > 0 é um

parametro e as funcoes m, [ satisfazem
(mg) m € C([0,+00], RT) é crescente;
(o) 1 € C([0,400],RT) é crescente.

Na formulacao do problema estamos denotando por F, e F, as derivadas parciais
com relacao a segunda e terceira variavel, respectivamente, da nao linearidade F' :

Q) x R? = R. As hipéteses em F' sao:
(Fy) F e CYQ x R%R);
(F1) existe g € (2,2%) tal que
=0, uniformemente em €;
(Fy) existe 6 € (2,2*) tal que
0<0F(r,2) <VF(z,2)-2, VzeR?

onde z; - z; denota o produto interno euclidiano de zg, 2; € R?;
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(F3) vale o seguinte

=0, uniformemente em €;
|2|—0 ||

(Fy) Fy(x,0,t) =0, F,(z,s,0) =0, para todo = € , (s,t) € R

Usando a mesma notagao acima e R = {(s,t) € R* : s > 0, ¢ > 0}, as hipdteses

na funcao G : R? — R sao as seguintes:
(Goy) G € CHR? R) é 2*-homogeénea, isto é,

G(os,ot) = 0* G(s,1), Vo >0, (s,t) € R

(G1) G(s,t) >0, para todo (s,t) € R%\ {(0,0)};

(G3) vale uma das condigoes abaixo:

(8) Gu(0,1) =0, G,(1,0) = 0;

(b) Gu(0,1) > 0, Gy(1,0) > 0.

No nosso primeiro resultado estamos interessados em existéncia de solugao nao
negativa para (9)), isto é, uma solugao fraca (u,v) € H}(Q) x H}(Q) tal que cada
uma das componentes é uma fun¢do nao negativa em €. A condicdo (G) acima
estd intimamente relacionada com a maneira pela qual faremos um truncamento
da funcao GG de modo que os pontos criticos do funcional energia associado sejam
nao negativos. Mais especificamente, se vale o item (a) da condi¢do (G2), vamos

trabalhar com a funcao

G(s,t) == G(sT,t"), V(s,t) € R?

onde st := max{s,0}. Porém, quando vale o item (b), a funcao G acima nio 6

diferenciavel. Neste caso, consideramos

G(s,t) == G(sTtT) = VG(sT,t7) - (s7,t7), V(s,t) € R?

onde s~ := max{—s,0}.
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Apresentamos na sequéncia alguns exemplos (cf. [30]) de fungoes que satisfazem

as hipéteses (Go) — (G2): considere

k
P,(s,t) == a1s? + ast? + Z bis?itf",

i=1
onde o;,3; > 1, a; + B; = q e aq, as, b; > 0 As seguintes funcoes e suas possiveis
combinagoes, com os coeficientes apropriados, satisfazem as hipdteses sobre GG

Gls.t) = Po(s,t),  G(s.t) = (Paae(s,8)"/?, G<5’t>zglgig’

com ll — lQ = 2%.
Os exemplos acima satisfazem a o item (a) da condi¢do (Gg), porém o item (b)

nos permite trabalhar com uma P mais geral,

k

Py(s,t) = ars™ 't + axt™ s + Y bysiit),
=1

ja que

(P,)s(0,1) = (P,),(1,0) =1 >0

No nosso primeiro resultado da Capitulo 3 obtemos, para A grande, a existéncia de

solugao nao negativa. Mais especificamente, provamos o seguinte:

Teorema C. Suponha que m, [, F' e G satisfacam (my), (lo), (Fo) — (Fy) e (Go) —
(G3), respectivamente. Entao existe \* tal que, para todo X > \*, o problema (S))
tem uma solugdo nao nula e nao negativa (uy,vy) € Hy(Q) x HJ (). Além disso,

[ (wxs ) || g @) xm2 (@) — 0 quando A — +o0.

Para a demonstragao vamos considerar, como no Capitulo 1, um problema trun-
cado. Provamos que o funcional associado a esse novo problema satisfaz uma
condigao local de compacidade [27] e usamos o Teorema do Passo da Montanha
para encontrar solucao do problema truncado. Finalizamos provando que, quando
A ¢é grande, essa solucao tem norma pequena, recuperando assim a solucao para o

problema inicial.
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O argumento de existéncia é uma adaptacao daquele usando para a equacao
escalar em [13]. O mesmo autor considera, em [14], uma versdo para sistema em
dimensao N = 3 supondo que a fungao F' é homogénea e G satisfaz a condigao
(G2)(a). Uma diferenca importante para o nosso trabalho é que, em [14], o termo
nao local pode ser acoplado e tem a forma m,(||u||?, |[v]|?)Au e m,(||ul|?, [|[v]]?)Av,
com a funcao m verificando um conjunto de hipdteses técnicas. No nosso resultado
optamos por desacoplar o termo nao local, o que nos permitiu uma classe m e n
mais geral e, além disso, tratar o problema em dimensao maiores usando a técnica
de truncamento. Nosso resultado complementa o de [14] no sentido que a nossa
fungao F' é mais geral, consideramos exemplos em que (G3)(b) pode ocorrer e nao
impomos restrigdo na dimensao. Ele também complementa os resultados de [30, 31],
onde o problema local foi considerado. Citamos ainda os artigos [11, 15, 24, 40] onde
sistemas envolvendo o operador de Kirchhoff foram considerados.

Para o segundo resultado deste capitulo, substituimos as hipéteses (Fpy) e (Go)

por:
(Fy) F € CY(Q2 x R2,R) é par com relacio a segunda varidvel;
(Go) G € CH(R?,R) ¢é 2*-homogénea e par.

Adaptando a demonstracao do caso escalar provamos que o problema tem multiplas

solugoes novamente quando A é grande.

Teorema D. Suponha que m, I, F' e G satisfacam (my), (lo), (ﬁ), (Fy) — (F3), e
(é?)), (G1), respectivamente. Entdo, dado k € N, eziste \;, > 0 tal que o problema
(S\) tem k pares de solu¢oes nao nulas para todo A > \j.

Os resultados desse capitulo generalizam aqueles apresentados em [13] nos se-
guintes aspectos: consideramos um sistema em em troco de uma equagao escalar;
obtemos nao so6 resultados de existéncia mas também resultados de multiplicidade;
consideramos aqui uma classe maior de termos criticos. O Teorema D acima também
complementa os resultados de [14] onde considerou-se um sisema mas foi provado

somente um resultado de existéncia.



Introducao 11

Multiplicidade de solugoes para o problema (S),)

No quarto e ultimo capitulo, consideramos

)
-m (/ \Vu\2> Au = F,(z,u,v)+ w|ul*u, em Q,
Q

(5) -1 (/ ‘VU’Q) Av = F,(z,u,v) + polv/v, em Q,
Q

u,v € Hy(Q),

\

onde Q C R?, é um dominio limitado com fronteira suave, 2* = 6, yuy, po > 0 sao
parametros.

Vamos considerar as funcoes m e [ pertencendo ao conjunto A de todas as fungoes
g:RT — R* tais que
(A1) g € C(RT,RY);

(A2) g(t) > go > 0, para todo t > 0;

(A3z) vale
2G(t) > g(t)t, Vit >0,
onde G(t) = [ g(s)ds.
Para a nao linearidade F', supomos que

(Fy) F e CYQ x R% R) é par com relaciao a segunda variavel;

(F1) vale
V(@)

5 =0, uniformemente em 2;
|z| =00 ‘Z’

(Fy) existem oy, 09 € [0,2) € ¢, ¢1, c2 € (0,+00) tal que

1
ZVF(LS,t) (s,t) — F(x,5,t) > —co — c1]s|™* — e2|t|”2, Va2 €, (s,t) € R

Além disso, quando o; # 0 ou oo # 0, vamos assumir adicionalmente que
existe K > 0 tal que
o < piq, se 01 #0e oy =0;
pe < pn < Kpiy,  se oy #0e 0y #0; (2)
< Ko, se o1 =0e gy #0;
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(F3) existe um conjunto aberto, {0y C €2, com medida positiva, tal que

F 0

lim (x’—i’) = +00, uniformemente em (y;
|s|—o0 |S’

(Fy) existem 6y 05 € (4,6) e c3,cq,c5 € (0, +00) tal que

F(x,8,t) < cs|s|™ +ca|t|” + 5, Vo€, (st)cR

O resultado principal deste capitulo é a versao para sistema do Teorema B.
Provamos o seguinte resultado:
Teorema E. Suponha que F satisfaca (Fy) — (Fy). Suponha ainda que m, 1 € A e

existem a, b € R tais que
m(t) <a+bt, Vt>0.

Entao, dado k € N, existe uj > 0 tal que o problema (S,) tem pelo menos k pares

de solugoes fracas nao nulas para todo py, ps € (0, ).
Se substituirmos (F3) pelo seu andlogo

(E) existe um conjunto aberto 2y C €2, com medida positiva, tal que

F(z,0,t)

i = +00, uniformemente em 2,

temos a seguinte versao do ultimo resultado:

Teorema E’. Suponha que F satisfaca (Fy) — (Fh), (ﬁ’g) e (Fy). Suponha ainda

que m, | € A e existem a, b € R tais que
I(t)<a+bt, Yt>0

Entao, dado k € N, existe py, > 0 tal que o problema (S,,) tem pelo menos k pares

de solugoes fracas ndo nulas para todo p1, ps € (0, ).

Assim como no Capitulo 2, sem o parametro multiplicando a funcao F, e Fi,

nao conseguimos usar o argumento de truncamento usado nas demonstracoes do
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Teorema A, C e D. Assim, consideramos a hipétese (F3), que é mais geral que a
tradicional condi¢ao de superlinearidade de Ambrosetti-Rabinoitz (ver [2, 6, 36]).
Podemos observar que a adaptacao para sistema que fizemos nesse capitulo foi dife-
rente daquela feita no Capitulo 3. Aqui nao iremos usar p e g tal que p+ g = 2* e
sim o proprio 2* = 6 em cada uma das equagoes do sistema. Outra diferenca é que
nosso termo critico nao permite termos mistos. Esse é um impedimento técnico que
esta relacionado com a limitacao das sequéncias de Palais-Smale.
Assim como no Capitulo 2, podemos usar a seguinte funcao F'(z, s, t) como exem-
plo:
s t°
F(x,s,t) = ai(x)|s| + bl(x)? + as(z)[t] + bg(x)?,
com a;,b; € C(Q) Como ja citado, exitem vérios trabalhos resolvendo sistemas
elipticos na literatura. Especificamente para esse Capitulo, citamos aqui [38], onde
os autores consideraram a versao escalar para o operador p-laplaciano. O nosso re-

sultado complementa o Teorema A de [38] para o caso N = 3, visto que consideramos

um sistema envolvendo termos nao locais.



CAPITULO 1

Multiplicidade de solu¢Bes para (P))

Neste capitulo, estudamos multiplicidade de solugoes para o problema
-m </ |Vu|2) Au = \f(z,u) + [u|* 2u, em Q,

(F2) @

u € Hy (),

onde @ C RN, N > 3, ¢ um dominio limitado suave, 2* = 2% e X > 0 é um
parametro. Denotando Rt = {s € R : s > 0}, as nossas hipGteses nas m e f sao as

seguintes:
(mg) m € C(R*,R") é crescente, m(0) > 0;
(fo) f€C(Q2xR,R) éimpar com relagao a segunda variavel;

(f1) existe ¢ € (2,2*) tal que
f(z,s)

lim [s[e1 =0, uniformemente em ;
[s| =00 |S|97

(f2) existe 6 € (2,2*) tal que
0<0F(x,s) <sf(x,s), VexeQ, s#0,

onde F(x,s) = [ f(x,t)dt;
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(f3) vale
S

|s|—0 S

=0, uniformemente em ().

Dizemos que u € Hj () é solugao fraca de (Py) se

m(Jul?) / (V- V) = A / F e u)p + / W 2up, Vo € HI(Q).

Assim, as solucoes fracas do problema sao os pontos criticos do funcional

1 ]. *
D)= M () = [ Faade =5 [ ufde, ue my(@),

onde M(s) = fos M (t)dt. Como f é impar, o funcional I é par e portanto podemos
esperar que sua simetria nos garanta multiplos pontos criticos. O principal resultado

deste capitulo é o seguinte:

Teorema A. Suponha que m e f satisfacam (mg) e (fo) — (f3), respectivamente.
Entdo, dado k € N, existe A\j; > 0 tal que o problema (Py) tem k pares de solugoes

fracas nao nulas para todo X > \j.

Para a demonstracao do teorema, usaremos uma versao do Teorema do Passo da
Montanha com simetria, o principio da concentracao-compacidade de Lions e um

problema auxiliar que apresentamos a seguir.

1.1 Problema auxiliar

Vamos inicialmente fazer um truncamento da funcao m da seguinte forma: seja

a € m([0,00)) tal que )
m(0) < a < ém(O). (1.1)

Como m é crescente, existe um so > 0, tal que m(sg) = a. Defina

m(s), 0 <t < s,
ma(s) =
a, t > sp.

Note que m,(s) < a, para todo s > 0.
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Observe que, para definir m, precisamos apenas que m seja crescente em uma
vizinhanga do zero, porém se ela for limitada, nao precisamos fazer o truncamento,
por isso, estamos supondo que m é crescente em todo o dominio.

Estudaremos entao o seguinte problema

2 _ 252
— —mq(|[ul*)Au = Af(z,u) +[ul* u, em Q,
(£)
u € Hy(Q).

Em analogia com (Py), dizemos que u € H}(€2) é uma solucao fraca de (]/3;) se

T 2u¢, Vo € HY Q).

malll) [ (9u-vo) =2 [ fewor [ fu

Usando (fo) — (f1) e calculos padroes, podemos provar que o funcional energia 1,

abaixo estd bem definido

1 1 .
Lux(@) = 5Malll?) =) [ Fada = 5 [ de, e m@),

onde M,(s) = [ mq(t)dt. Além disso, I, € C'(H}(2),R) e as solugoes fracas de
(I/D:) sdo pontos criticos de I, ».

O lema abaixo deixa clara a estratégia para resolver o problema (Py).

Lema 1.1. Suponha que u € Hg(2) € tal que I} \(u) = 0 e |lul| < so. Entio u é

solugdo fraca do problema original (Py).

Demonstracao. O resultado segue da definicao de m, visto que, se ||u|| < sg, entao

ma(||lul|?) = m(||ul|?). Neste caso, temos claramente I3 (u) = 0. O

Nas proximas se¢oes vamos entao procurar multiplos pontos criticos de I,  com

norma pequena.

1.2 A condicao de Palais-Smale

Comecamos essa secao lembrando a definicao da condicao de Palais-Smale. Seja

entdao I € C*(H}(2),R) e c € R. Dizemos que I satisfaz a condigao de Palais-Smale
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no nivel ¢, que denotaremos simplesmente por (PS)., se toda sequéncia (u,) €
H}(Q) tal que
lim I(u,)=c, lim I'(u,) =0,

n—-+00 n—-+0o00
possui subsequéncia convergente. Uma sequéncia com as propriedades acima sera

chamada de sequéncia de (PS)..

Lema 1.2. Suponha que m e f satisfacam (mo) e (fo) — (f2), respectivamente. Se

(un) € uma sequéncia de (PS). para I, x, entdo (uy) € limitada.

Demonstragao. A condigao (myg) e a definigao de m, implica que
M,(s) > m(0)s e my(s) < a,

para qualquer s € R. Portanto, podemos usar (f5) para obter

1 m(0 a
e+ 0u(D) + 0u(Dllun] = Faslin) = glon(un)un = (5 = 5) bl

onde 0,(1) se aproxima de zero quando n — oo. Por (1.1), o termo dentro dos

parénteses acima é positivo e concluimos o desejado. O

Antes de enunciar nosso proximo resultado vamos considerar C'(€2) o conjunto de
todas as funcoes continuas v : @ — R, que é um espaco de Banach quando munido
da norma [jul|¢@) = Iileaﬁx |u(z)|. Denotamos por M(Q) o espaco dual de C(€), que
¢ comumente chamado de espago das medidas de Radon.

De uma maneira geral, o espaco M(Q) é maior do que L'(Q2). Contudo, este
tiltimo pode ser visto como um subespaco de M () através da seguinte construcao:

dada g € L'(9), defina a aplicagdao T'g : C(Q2) — R por

(Tg)(u) = /Q(gu)dac, Yu € O(Q).

Claramente, Tg é linear e [(T'g)(u)| < [Jull @) ll9ll L1 (o). Portanto T'g € M(Q). Além
disso, pode-se mostrar que (cf. [7, pg. 116])

HTgHM(ﬁ) = sup /(gu)dﬂf = HgHLl(Q)-
weC(Q),||lul|<1 /8
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Variando agora g € L'(£2) construimos uma isometria linear 7" entre L'(Q2) e M(Q).
Assim, podemos identificar L'(2) com um subespaco de M(Q2). Como M(Q) é um
subespaco do espaco separavel C(Q), ele tem algumas propriedades de compacidade
na topologia fraca*. Em particular, se (g,,) C L*(€2) é uma sequéncia limitada, entao

existe uma medida de Radon pu € M(Q) tal que, a menos de subsequéncia, g, — f

na topologia fraca* o(M(Q), C()), isto é,

lim /ansoz (1, @) :/ngdu, Y € C(Q). (1.2)

n—-+4o0o

Denotando por S a melhor constante da imersao H < L? (), isto &,
ul?

werd@\(0} (Jo [ul*)**

e usando a notacao introduzida acima podemos enunciar um resultado classico de

S =

concentragao-compacidade provado por Lions [27, Lemma 1.1].

Lema 1.3. Suponha que (u,) C HL(Q) € tal que

Uy — U, fracamente em H} (),
Vu,|?> = ¢, na topologia fraca* o(M(Q),C(2)),
lu,|* — v, na topologia fraca* c(M(Q),C(Q)),

onde ¢, v € M(Q) sdo medidas ndo negativas e limitadas em Q. Entdo existe um
conjunto de indices enumerdvel J, que pode ser vazio, e uma familia {z; , j € J}
de pontos em Q tais que
(a) v =|u|*dr + Zl/jéxj, v; > 0;
jeJ
(b) ¢ > |Vulde+> (oa,, ¢ > 0.
jeJ
Além disso,

S <, Vield (1.3)

J

Provaremos que, para alguns tipos de sequéncias, o conjunto J é finito.

Lema 1.4. Seja (u,) como no Lemma 1.3. Suponha ainda que I ,(u,) — 0, quando

n — +oo. Entdo J € vazio ou um conjunto finito. Além disso,

;> (m(0)8)?, Vjel (1.4)

14
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Demonstragao. Seja ¢ € CP(RY,[0,1]) tal que ¢ = 1 em Byys(0) e ¢ = 0 em
RN\ By(0). Suponha que J # &, fixe j € J e defina ¢.(z) := ¢(*==2) onde € > 0.

£

Afirmamos que (¢.u,) C Hy(€Q) ¢ limitada. De fato, usando a defini¢ao de norma e

a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
ol = [1V@a) = [(0.5u0 +0,900,6.F0, + 1,76,
= /¢§\Vun|2 + 2| Voe|* + 201, (Ve, Vu,)
< [ AV 4 21T6.P + 206 ] V6] T

A definigao de ¢. e a limitagao de (u,,) em H}(€) nos diz que os quatro termos do lado
direito da desigualdade acima sao limitados, concluindo entao a nossa afirmacao.
Como (¢.u,) é limitada e I, \(u,) — 0, temos que I} y(un)(¢pcun) = on(1), e

portanto

m(HunH2) (An,s+/§2‘vun’2¢s> = 0n(1) +/Q’un’2*¢a+)\/S;f(xaun)un¢sa (1.5)

com A, . = [u,(Vu, - V¢.). Usando (f1) e (f3) temos que, para cada ¢ > 0, existe
C. > 0 tal que
fz,s) <els| +Cs|?™!, Vx e

Portanto,
f@,un) ¢ < €lun|e + Cclun| "™ ¢ (1.6)

Usando as imersoes compactas de H}(2) nos espagos de Lebesgue e a reciproca do
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, sabemos que

Up — U, em L?(92),

up(x) = u(z), q.t.p. em €,

Uy (2)| < min{g;(z), g;—1(z)}, qt.p. em € Q,

com g1 € L'(Q) e g,—1 € L171(2). Substituindo em (1.6) obtemos
f(@,un)pe < elgi()|ge + Celgg—1()|"" b € L1(Q),

implicando pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

mléﬂ@%mm:[jmwwg

n—-4o00
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Como (mg) implica que m(t) > oy > 0 para qualquer ¢t > 0, temos de (1.5) e do

Lema 1.3 que

Qg (lgiigopAn,s"i_/ngst) < /Q<bsdv+k/9f(x,u)u¢e-

Afirmamos que

limlimsup A, . = 0. (1.7)

e=0 oo

Assumindo a afirmagao, podemos tomar € — 0, e usar o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue para obter ay(; < v;. Lembrando que S V?/ ¥ < ¢;, obtemos
m(0)Sv;*" < m(0)G; < aog; < v,
N/2

e portanto v; > (m(0)S)"'”. Deste modo,

V(@)=Y vz (m(0)s)™?. (18)
jedJ jeJ

Como v(£2) < 400, concluimos que o conjunto J é finito.

Para provar (1.7), observe que

An| < Awmwwww

1/2 1/2
Vi, [ 22|V e|?
s(L|u|) (LWIIM)
1/2
< C n2v€2> ;
< (Am|rm

portanto fazendo uma mudanca de varidvel y = “=2, obtemos

€

1/2
limsup [An.| < C(/ |UI2|V¢sl2dfC>
Q

n—oo
) 1/2
¢ / ()2 |V o <‘”_IJ) da
€ \Mle—zjl<e} €

(gN /{ygs} l“@gﬂfj)\led)(y),zdy))m

IN

N

N(AMde+@Wwwwmwfﬁ

o (eN-2/2) S0,

olQ o|lQ

em que usamos N > 2 na tultima linha acima. O
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Proposicao 1.5. Suponha que f satisfaca (fo) — (f2) e defina

(-2 (20-2) 5

Entdo o funcional I,y satisfaz (PS). para qualquer ¢ < c*.

Demonstragio. Seja (u,) C Hg(Q) tal que I} \(un) — 0 € Iox(un) = ¢ < ¢*. Vamos
comegar provando que o conjunto J do Lema 1.3 é vazio. De fato, suponha por
contradicao que J nao é vazio. Se considerarmos ¢. como na prova do Lema 1.4,

podemos usar o Lema 1.2, (f2) e (1.1) para obter

1
cton(l) = ]aA(un)_ aAun) Un

- () o) fonr

Passando ao limite e usando (1.4), concluimos que

oz (5-5)uz (5-5) mos*,

contradizendo ¢ < c*.

w2

Como J é vazio, temos que |u,|*" — v = |u|* dx na topologia fraca* o (M(Q), C(Q)),

e segue entao de (1.2) que

lim /|un|2*dxz/|u]2*d$,
n—+oo Q Q

onde u € Hj ¢é o limite fraco de (u,) em Hj(Q2). Relembrando que I, ,(un)u, =

on(1), podemos usar (f;) para obter

m mg ({Jun])®)]|un|® = )\/ f(:p,u)u+/u2*. (1.10)
Por outro lado, se definirmos
ap = lim ||u,],
n—oo
podemos usar I, , (u,) — 0 para obter
malad) [ VuTo =2 [ fawpor [ uo vo e Hi@)

Q Q Q

Fazendo ¢ = u, obtemos juntamente com (1.10) que

Hm mg([|un]|?)[|unll* = ma(ad)|ull*.
n—o0

Como m, é continua e positiva, temos que oy = |lu||, entdo a convergéncia fraca

implica a convergéncia forte u, — u em HJ(f2) e a proposi¢ao estd provada. O
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1.3 Prova do Teorema A

Para provar o Teorema A usaremos a seguinte versao do Teorema do Passo da

Montanha simétrico.

Teorema 1.6. Seja E =V & W um espago de Banach com dimV < oco. Suponha
que I € C*'(E,R) é um funcional par satisfazendo 1(0) =0 e

(I1) existem p, a > 0 tais que

inf  I(u) >«
u€dB,(0)NW

(I3) existe um subespago V C E comdimV < dimV < oo tal que, para algum
M >0
max [(u) < M;

ueV
(I3) considerando M > 0 dado por (I3), I satisfaz a condigao de (PS). para ¢ €
(0, M).

Entao I possui pelo menos (dim\7 — dim V') pares de pontos criticos ndo triviais.
A seguir, verificaremos que o funcional [, ) satisfaz as condigoes (1;) e (I2).

Lema 1.7. Suponha que m e f satisfacam (my), (fo), (f1) e (f3), respectivamente.

Entao, para cada X\ > 0, existem py, ay > 0, tal que
inf I,\(u) > ay
u€dB,(0)
Demonstragao. Dado e > 0, podemos usar (f1) e (f3) para obter C. > 0 tal que

F(z,5) < -| |2+—| 9 ¥(z,s) € QxR

Portanto,

S
>

—
£
v

PO g5 [l = e [l - 5 [ o

1 - - 2 q __ 2%
2(m<0> o) Il =l — Gl

v
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onde A\;(2) é o primeiro autovalor de (—A, Hg(2)) e C1, Cy > 0 sao constantes que
nao dependem de . Escolhendo € = A\;(©2)m(0)/2, obtemos

) Jull?

e o resultado segue da expressao acima e da desigualdade 2 < ¢ < 2*. O

0
Loal0) 2 (™52 = XCuJul - Cal

Proposicao 1.8. Suponha que f satisfaca (fo) — (f2). Entdo, para qualquer k € N
e M* > 0, existe \j > 0 com a sequinte propriedade: para qualquer A > ;. podemos
encontrar um subespaco V;* C H}(Q) tal que dim V) = k e

sup I a(u) < M*.

ue Vk>‘

Demonstracao. Seja ¢ € C§°(B1(0)) e escolha {z1,...,2,} C Qe d > 0 tal que,
para i, j € I := {1,...,m}, Bs(z;) C Q e Bs(z;) N Bs(x;) = &, se i # j. Para
cada i € I, defina %(z) := ¢((x —x;)/9) e note que, fazendo a mudanga de varidvel

r—T; __

55 =y, obtemos

5112 z—zi) |2 on 2 N 2
el JIVe (5P T EIVeWl v llel?

SO (et (el el

Como R™ tem dimensao finita, existe d; = dy(k, 8) tal que

k k 0/2
Y olwl’ = d (Z |in2> , Yy, ) €RN (1.12)
=1 =1

Portanto, se definirmos
5 5
Vk,é = Span{gpla <o 790]@}7
teremos que, para qualquer u = Zle i € Vis,

k 0

W =
/Q Bs(xz1)U--UBs(zk) Z

=1

N ) 0/2
S agdlly = di (Z ||aisof||3> (1.13)
=1 i=1

L 0/2
= o (ZAall\aWﬂF) = Ay~ V208 u?,
=1

5
e71%H
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onde dy = di|||?[|¢0]l, %, usamos (1.11), (1.12) e o fato dos suportes das fungoes ¢?
serem disjuntos.
Como,

F(x,s) >ds|s|’ —dy, V2e€Q,scR,

podemos usar (1.13) para obter

a m
Ia,/\(u) < 5”“”2 - /\Zi:1 F(Iau)
a Bs(@i) (1.14)
S Adod36~ N 27705 ||u]|? — AdokdNwy,

onde wy é o volume da bola unitaria. Portanto, para constantes positivas ds =

d5<k,9), d6 = dG(k, N) €

temos

Ioaw < 5l1ull® = A58 [ull’ + Mdod™, Vu € Vi (1.15)

Como # < 2*, temos que v < N e portanto podemos pegar 79 € (v,N) e

considerar a funcao

%@y:%ﬁ—%&%”ﬁ+d¢ﬂﬁﬂ t> 0.

1/(6-2)
que atinge seu maximo em t5 = <ﬁ57_70> . Isto e v € (7, N) implica que
hs(ts) — 0 quando & — 0F. Portanto, existe 0* = 0*(k, 6, N,a) > 0 tal que

*

M *
r?zaoxhg(t)< 5 V4§ e (0,07

Agora vamos tomar A := (0*)77%. Seja A > A} e defina o subespago k-
dimensional V;} := Vj.5 para d = A"/, Como 6~ = X\ > Xt = (§°)7°, obtemos
§ < ¢*. Portanto, para qualquer u € V}}, podemos usar (3.23) e a desigualdade
acima para obter

*

a _ _ M
Tax < Gl = 570dsd™ ull” + 5 dst™ < max hit) < =,

e temos o desejado. O
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Estamos prontos para apresentar a prova do Teorema A.

Demonstragio. Dado k € N dado, vamos aplicar o Teorema 1.6 com W = H}(Q).
A condigao (I;) é uma consequéncia direta do Lema 1.7. Para verificar as outras
condigoes, vamos considerar M* < c¢* como na Proposicao 1.5. Falta obter um
subespago de dimensao k para o qual ([3) vale. Porém, tal condicdo sempre vale
para o subespago V;* dado na Proposicio 1.8, se tomarmos A > . Como 1, ,(0) =0
e este funcional é par, as hipéteses do Teorema 1.6 sao satisfeitas, ou seja, para cada
A > )\, existem k pares de solucoes nao nulas para o problema (]/3;)

Seja u € H}(Q) uma das solugoes obtidas acima. Como I, (u) < M* < ¢,
podemos usar a defini¢ao de ¢* e (fy) para obter

(M- 8) stz 200 = L)~ gt = (M- )l as)

Como ||u]] < sg, segue do Lema 1.1 que u é uma solucao fraca do problema (Py). O



CAPITULO 2

Multiplicidade de solu¢des para (P,)

Neste capitulo, estudamos a multiplicidade de solugoes para o problema

-m (/ ]Vu|2> Au= f(z,u) + plu[*u, em Q,
(Pu) “

u € Hy(),

onde Q2 C R?® é um dominio limitado suave, 2* = 6 e p > 0 é um parametro.

Denotando R = {s € R : s > 0}, supomos que a funcao m satisfaz:
(mg) m € C(RT,R™);
(my1) m(t) > mgy > 0, para qualquer ¢ > 0;

(mg) vale

OM(t) > m(t)t, Yt>0,

onde M(t) = [

o m(s)ds;

(m3) existe a > 0eb >0, tal que

m(t) < a+ bt, Vit >0.
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Com respeito a nao-linearidade f vamos supor as seguintes condicoes:

(fo) f€C(2xR,R) éimpar com relagao a segunda varidvel;

(f1) vale
f(z,5)

lim =

|s]—o0 |S|

=0, uniformemente em {2
(f2) existem o € [0,2) e ¢1, ca € (0,+00) tais que

1
Zf(a:,s)s — F(z,8) > —c1 —cols|]”, VaxeQ, seR,

onde F(x,s) ::/ [z, t)dt;
0
(f3) existe um conjunto aberto Qy C 2 com medida positiva, tal que

F(x,s)

T = 0o, uniformemente em (2.

lim
|s| =00 |S|

Dizemos que u € H} () é solugao fraca de (P,) se
mllal?) [ (Fu-vo) = [ fawo+ [ juituo, voe m@),
Assim, as solucgoes fracas do problema sao os pontos criticos do funcional
Lu) = sM(u)?) = [ Fla,u) =2 [ Juff H(O
() =5 M(([ul]%) (w,u) == [ Ju’, we Hy(Q).
2 Q 6 Jo

Como f é impar, o funcional I, é par e portanto também podemos esperar que sua
simetria nos garanta multiplos pontos criticos. O principal resultado deste capitulo

¢ o seguinte:

Teorema B. Suponha que m e f satisfacam (mo) — (ms) e (fo) — (f3), respectiva-

mente. Suponha ainda que uma das condigoes abairo se verifica:
(fa) existem q € (4,6) e c3,cq € (0,400) tais que

F(z,s) <csls|"+cyy, Ve, seR;

ou
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(fs) a funcao

F(z,s)

a(x) := limsup 5

s—0 |3|
¢ tal que a*(z) := max{a(z), 0} € L>(Q).

Entao, dado k € N, existe pj, > 0 tal que o problema (P,) tem pelo menos k pares

de solugoes fracas nao nulas para todo p € (0, u}).

Para a demonstracao do teorema, usaremos uma versao do Teorema do Passo da

Montanha com simetria e o principio da concentracao-compacidade de Lions.

2.1 A condicao de Palais-Smale

Seja I € CY(H{(R2),R) e ¢ € R. Dizemos que [ satisfaz a condigao de Palais-Smale
no nivel ¢, que denotaremos simplesmente por (PS)., se toda sequéncia (u,) €
H}(Q) tal que

lim I(u,) =c, lim I'(u,) = 0.

n—-+oo n—+oo
possui subsequéncia convergéncia. Uma sequéncia com as propriedades acima sera
chamada de sequéncia de (PS)..

Nesta secao provamos o seguinte resultado de compacidade:

Proposicao 2.1. Suponha que [ satisfaca (f1), (f2) e uma das condigoes (fy) ou
(fs). Entdo, dado M > 0, existe p* = p*(2, M, a,c3,cq,0) > 0 tal que I, satisfaz a
condi¢do (PS). para todo ¢ < M e p € (0, u*).

A prova sera feita em alguns passos. O primeiro deles é mostrar que sequéncias

de Palais-Smale associadas ao funcional /,, sao limitadas.

Lema 2.2. Suponha que f satisfaca (f1), (f2) e uma das condigées (fy) ou (fs). Se
(un) C Hy(2) € tal que I,(un) = ¢ e I),(uy) = 0, entdo (u,) € limitada em Hg(S2).

Demonstragao. Seja (up) C Hg(Q2) tal que I,(u,) — ¢, Ij(u,) — 0 e considere

o € 10,2) dado em (fy). Para qualquer € > 0, existe C. > 0 tal que,

|s|]” <els|®+C., VseR. (2.1)
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Isto, (m2) e (f2) mostram que, para n grande, vale
1
c+on(1) + on(1)[un| > Iu(un) - Z]:L(un)un
> Ll + [ (G5 — Foun)
= 12 o \a/v ’
> Lluall} - 1l - callull?
> (£~ <o) llualle — el
- 12
Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, obtemos d;, do tal que
[unlls < di + dallun- (2:2)

Por outro lado, desde que I,(u,) = ¢+ 0,(1), segue de (my), (m2) e (f1) que

mo 1 M
THU"HQ < §M(||Un||2) < g”un”g + calQ + esl|unllf + ¢+ 0n(1).

(2.3)

Como 2 < ¢ < 6, temos uma desigualdade andloga a (2.1) com ¢ no lugar de o.

Logo segue de (2.2) que

m
P a2 < dlfun -+ da < ] +

e portanto, (u,) é limitada em H} ().

Suponha agora que f satisfaz (f;) em vez de (fy). Dado € > 0, podemos usar

(f1) para obter d; > 0 tal que

|F(z,8)] <d;+¢lsl®, Vxeq, seR.

Tomando n — +o0o e lembrando que € > 0 é arbitrario, concluimos que

F
lim sup M
|s]—+o0 |3|

=0.

Isto e (f5) implicam que existe um C. > 0 tal que

[F(@,5)] < Cels|” + ([la™ [l +¢) 5™

(2.4)

Usando mais uma vez o fato de I,(u,) = ¢+ 0,(1), (m1), (m2), (m3) e (2.4),

obtemos a seguinte desigualdade andloga a (2.3)

m,
20

<

<

1 2 =TI,(u,) — T, iy G
S M) = () = [ Pz + % [

I
& lunlls + Cellunlls + (lla™ lloo + &) lJunllz + ¢ + 0n(1).
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Como 2 < 6, obtemos também uma desigualdade andloga a (2.1), com 2 no lugar

de 0. Segue entao de (2.2) que
m
TOHUnH2 < dsllunlls + dy < daol|unl| + dus.

Portanto, (u,,) ¢ limitado em H}(€2). O
O proximo lema é um resultado técnico que foi provado em [37, Lema 3.1].

Lema 2.3. Suponha que f satisfaca (fo) — (f1) € (un) C HJ(R) € tal que u,, — u

fracamente em HL(Q). Entdo, a menos de subsequéncia,

lim /Q|f(q;,un)un — f(z,u)u| = 0.

n—-+o00

Demonstragao. Dado e > 0, segue de (f1) que existe C. > 0 tal que
|f(z,s)s| < C. +¢lsl®, Ve, seR. (2.5)

De acordo com as imersoes de Sobolev temos entao que

Up — U, em L*(Q),

un(z) = u(z), q.t.p. em £

Usando isso e a continuidade de f, temos que f(x,u,)u, — f(x,u)u quase sempre

em (). Por outro lado, as imersoes de Sobolev também nos garantem que
max{ ||ul|S, [[u.]|$} < O, para todo n € N. (2.6)

Dado § > 0, podemos escolher 0 < ¢ < §/(4C') e aplicar o Teorema de Egorov
para obter um conjunto mensuravel Q c Q, tal que f(x,u,)u, — f(x,u)u unifor-

memente em Q e [Q2\Q| < §/(4C.). Portanto,

0 < / (@, un)un — (w0l
" (2.7)
< / () — f( )] + / (@ ) — (o, ul,

Q\Q
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Usando agora (2.5) e (2.6), obtemos

[ v sead < [ cor [ culs [ cor [ e
ONQ I\ I\ OO OO

C.— 0 +Ce+C.— 0 + Ce

IN

4C. 4C,

) o o o
< — -
< 040 +C4C+C C+C4O

.
Substituindo em (2.7), temos
mg/umww%—f@wwngﬁv@mm%—fmwmu&
9] Q

Da convergeéncia uniforme em §2, segue que

limsup/ | f(z, wp)un — f(z,u)u| < 0.

n——4o00

e portanto, como § > 0 foi arbitrario, concluimos o resultado desejado. O

Antes de enunciar nosso préximo resultado vamos considerar C'(Q) o conjunto de
todas as funcoes continuas u : Q — R, que é um espaco de Banach quando munido
da norma [jul| ¢ @) = rile%x lu(z)|. Denotamos por M(£2) o espaco dual de C(Q), que
é comumente chamado de espaco das medidas de Radon.

De uma maneira geral, o espaco M(Q) é maior do que L'(€2). Contudo, este
tiltimo pode ser visto como um subespaco de M () através da seguinte construcao:

dada g € L'(Q), defina a aplicacdo Tg : C(Q2) — R por

To)w) = [ gz, vue C@)

Q

Claramente, T'g ¢ linear e |(T'g)(u)| < [lullc@llgllri), e portanto Tg € M(Q).
Além disso, pode-se mostrar que (cf. [7, pg. 116])

1Tl = sup é@Mﬂﬂﬂwm

ueC(Q),||lul<1

Variando agora g € L'(§) construimos uma isometria linear T entre L'(Q2) e M(Q).

Assim, podemos identificar L'(£2) com um subespago de M(Q). Como M(Q) é um
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subespago do espago separavel C(€2), ele tem algumas propriedades de compacidade
na topologia fraca*. Em particular, se (g,) C L'(€) ¢ uma sequéncia limitada, entao
existe uma medida de Radon p € M(Q) tal que, a menos de subsequéncia, g, — p

na topologia fraca* o(M(Q2), C()), isto é,

lim P = (1, ) Z/leu, Y € C(9Q). (2.8)

n—-+o00

Denotando por S a melhor constante da imersao H — L%((Q), isto &,

2
[l
S = inf @ ———
: 62/6°
wen@\o} ( g [ul®)?
e usando a notacao introduzida acima podemos enunciar um resultado classico de

concentragao-compacidade provado por Lions [27, Lemma 1.1].

Lema 2.4. Suponha que (u,) C H}(Q) € tal que

Up — U, fracamente em HE (),
Vu,|?> = ¢, na topologia fraca* c(M(Q),C(2)),
[u,|® — v na topologia fraca* o(M(Q), C(Q)),

onde ¢, v € M(Q) sdo medidas nio negativas e limitadas em Q. Entdo existe um
congunto de indices enumerdvel J, que pode ser vazio, e uma familia {z; , j € J}
de pontos em Q tais que
(a) v = |ul®dzx + Zl/jaxj, v > 0;
jeJ
(b) ¢ = |Vuldz+ Y (ouy >0,
jeJ
Além disso,
Su*< ¢, Vel (2.9)
Agora podemos enunciar o lema:
Lema 2.5. Suponha que f satisfaga (f1) e seja (u,) C HY(2) como no Lema 2.4.

Se I (un) — 0, entdo J € vazio ou um conjunto finito. Além disso,

3/2
v; > <m25> , Vjield (2.10)
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Demonstragao. Seja ¢ € C(RY,[0,1]) tal que ¢ = 1 em Byj(0) e ¢ = 0 em
RN \ B;(0). Suponha que J # &, fixe j € J e defina ¢.(z) := ¢(*==2) onde & > 0.

£

Afirmamos que (¢.u,) C Hy(Q) é limitada. De fato, usando a defini¢ao de norma e

a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

”¢£un|‘2 = /Q ’V(d%un)‘z = /Q<¢€Vun + unv¢€a ¢Evun + unv¢5>
= / 02| Vu,|* + u2| Voo |* + 2¢.u, (V. Vu,)
Q

< / GVl + 2Vl + 2062 funl Ve Vit
Q

A definigao de ¢. e a limitagao de (u,) em H}(€2) nos diz que os quatro termos do lado
direito da desigualdade acima sao limitados, concluindo entao a nossa afirmacao.
Como (¢.uy) é limitada e I}, (u,) — 0, temos que I}, (u,)(¢-un) = on(1), e por-

tanto

m(lun?) (An,a+ /Q |wn|2¢8) —on(1) 4 /Q a0 + /Q P, 1)

com A, . = [ u,(Vu,-Ve¢.). Como m(t) > my, para todo t > 0, o Lema 2.4 implica

que

mo <lilgiipf4n,e+/gz¢edc> < Ab/Q@dVJr/Qf(fC,U)U%-

Afirmamos que

limlimsup A, . = 0. (2.11)

=0 psoco

Assumindo a afirmagao, podemos tomar € — 0, e usar o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue para obter mo(; < pv;. Lembrando que S 1/; /3 < (j, obtemos
moSv;"* < meG; < pvj,

e portanto v; > (moS/u)*2. Deste modo,

v(Q) > Zyj > Z (m;S

jeJ jeJ

)3/2. (2.12)

e concluimos que o conjunto J é finito.
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Para provar (2.11), vamos calcular

Ane| < / 1 [Vt |V

1/2 1/2
2 2 2
< (/Qwun!) (/Q | \wsi)
1/2
< C n2v 52> ’
< (/Qruu b

-
—~, obtemos

1/2
lim sup [ A,.| < o( / |u|2|we|2dx)
Q

c RNT 1/2
¢ / fua)? w(w “’") da
€ \VH{lz—zj|<e} €

S /{m} '“@”%>\2|V¢<y>|2dy>)l/2

portanto fazendo uma mudanca de varidvel y = =

IN

N

= ( /{ lule s )1t "

0 (eN212) L g,

o]Q o|lQ

em que usamos N > 2 na ultima linha acima. ]
Estamos prontos para provar nosso resultado de compacidade.

Prova da Proposigao 2.1. Seja (u,) C Hy tal que I (u,) = 0 e I(up) — ¢ < M.
Pelo Lema 2.2, esta sequéncia ¢ limitada em H}(Q). Portanto existe u € H} () e
duas medidas limitadas v, ( € M(Q) satisfazendo todas as hipéteses do Lema 2.4.

Argumentando como no Lema 2.2 e usando a desigualdade de Holder obtemos,
para n grande,

1
M > IL(un)—Z];L(un)un

H 6 o
> (& — el -
> (5) [ 1wl = alol-c. [ fu,
/6
> i [l e ([ ul?)
Q Q

com dy = 1/12, dy := ¢1|Q| e d3 = ¢|Q|6=9)/6. Fazendo n — +o0 e relembrando

que |u,|% — v fracamente no sentindo das medidas, obtemos

[Ldﬂ/(ﬁ) S M + dg + dgl/(ﬁ)a/(i.
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Se v(Q2) > 1, podemos usar a estimativa acima para obter

- -\ & M
V(@) < v(Q)F (M) '
pudy
Como 0 < 0 < 2, existe g > 0 tal que
_ M+ dy 4 da\ /(69 3/2 N
V(@) < ($> < <m°s> L Ve (0,7). (2.13)
pdy K

Por outro lado, se v(Q) < 1, podemos escolher i < moS e mostrar que v(Q) <
(moSp=1)3/2, para qualquer p € (0,7). Definindo u* := min{y, 7i}, obtemos

m()S

3/2
) , Ype (0,u%),
"

v(Q) < (

e portanto segue de (2.10) que o conjunto J dado no Lema 2.4 é vazio . Assim,

[u,|® — v = |u|%dx na topologia fraca* o(M(Q),C(Q)), e segue entdo de (2.8) que

/mf%/WW
Q Q

Afirmamos que [, [u,|*unu — [, [ul®. De fato, pela imersao de Hj(€2) em L°(12),

/WMW“z/mmg@.
9] Q

Além disso, |u,(z)|*u,(z) — |u(z)|*u(z) q.t.p em Q, portanto

temos que

[t ()| 2t () — |u(x)[*u(x), fracamente em L5/°(Q),
ou seja
[ taltwo = [ fultus, voe (L5(@) = 15,
Q Q
A afirmagao segue entdao do fato de que u € L9(1).

Argumentando como acima podemos mostrar que [, f(z,un)u = [, f(z,u)u, e

portanto segue do Lema 2.3 que [, f(x, u,)(u, — u) — 0. Logo,
0n(1) = I, (un ) — I, () = m([|unl|*) ([Jenl® = fJul®) + 0n(1).

Segue de (mq) que |lu,| — ||u||. Isto e a convergéncia fraca de (u,) implicam que

u, — uem H(Q), o que finaliza a demonstragao. O



2.2 Prova do Teorema B 36

2.2 Prova do Teorema B

Para provar o Teorema B usaremos a seguinte versao do Teorema do Passo da

Montanha com Simetria.

Teorema 2.6. Seja E =V & W um espago de Banach com dimV < oco. Suponha
que I € CY(E,R) é um funcional par satisfazendo I1(0) =0 e

(1) existem p, a >0 tal que

inf  I(u) >«
w€dB,(0)NW
(Iy) existe um subespago V C FE comdimV < dimV < oo tal que, para algum
M >0

max [ (u) < M;
ueV

(I3) considerando M > 0 dado por (I3), I satisfaz a condi¢iao de (PS). para ¢ €
(0, M).

Entao I possui pelo menos (dim V — dim V') pares de pontos criticos nao triviais.

Vamos considerar (¢;);en as autofungoes de o(—A, Hg(§2)) normalizadas. Para

qualquer m € N, defina
Vi :=span{p1, ..., om}

e note que H}(Q) =V, ® V.-, O resultado abaixo foi provado em [37, Lema 3.1]

Lema 2.7. Dado 2 <r <6 ed >0, existe mg € N tal que, para todo m > my
/ ul” < ollullr, Vue Ve (2.14)
Q

Demonstra¢ao. Vamos primeiro considerar r = 2. Argumentando por contradicao,
suponha que existe um § > 0 e u,, € V.-, para todom € N, tal que |[u,,]|3 > 3|um ||
Tomando vy, = U,/ ||tm||2, temos que ||, |l2 = 1, para todo m € N e [|v,||? < 1/§
Como (v,) C H}(Q) é uma sequéncia limitada, podemos supor, sem perda de

generalidade, que v,, — v fracamente em H}(2), de modo que v € V.1 para todo
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m € N, isto é v = 0. Por outro lado, pela imersao de Sobolev H}(Q2) — L?*(£),
temos que ||v]| = 1, gerando uma contradigao.
Suponha agora que 2 < r < 6 e considere 6 € (0,1) tal que

r=(1-20)2+ 06.

Usando a desigualdade de Hélder com expoentes (1/(1 —0)) e 1/6, juntamente com

a imersao de H em L%(Q), obtemos

1-60 0
/mr:/wwﬂwﬁs(/m@ (jﬁw)scww*Ww”
Q Q Q Q

Aplicando o caso inicial com & = (6/C)Y1=9 obtemos
A 2 o 06 1-6)2+66
lull; <€ <5) [Jull ]| = o[l =249 = §ju|",
concluindo a demonstracao. O]

Continuando a demonstracao, estamos interessados em mostrar que nosso funci-
onal satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha com Simetria. Vamos

mostrar primeiro que , satisfaz a condicao ().
Lema 2.8. Suponha que f satisfaca (f1) ou (f5). Entdo existem
7 =T(a,b,Q, c3,¢q) > 0,
m €N e p, a >0 tal que, para qualquer p € (0,7), vale
I(u) >a, Yu€dB,(0)N V.

Demonstracao. Primeiramente suponha que (fy) vale. Entdo podemos aplicar a

desigualdade (2.14) com r = g e § > 0 (a ser escolhido posteriormente) para obter

) = gmllaP)l? - [ P % [l

6
> "Rl - [ P -k [
> 0= (e [l ed) =4 [l
my o
> T“UH2 — caljullf — ca] 2 — g”“”g
Mg H
> ZCul® = desull? - a2 = s ull
mo _ 1%
> ul? (52 = desllul™2) = cald] — e
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para todo u € V.t onde usamos (my), (my) e (f1). Se p = p(6) > 0 é tal que

dcsp?™2 = myg/8, obtemos

I,(u) > %pz — 4| — 05%,06, Yu € 0B,(0)N V.

Como p(d) = 400, quando § — 07, podemos tomar § > 0 pequeno, de maneira que

—p° =y > —
g P alll > 007
para obter 1z > 0 tal que,
Iu(u) 2 =p" = sl = e > 0" — e

e portanto
u(u) > (Tln—g = C5%p4) p?, VYuedB,(0)N Vi
A conclusao segue facilmente da desigualdade acima.

Se (f5) vale, tomamos € > 0 e usamos (ms), (my) e (2.4) para obter

mo (/L+605)
Iu(w) = = llull” = gz llull® = (lla™ [l + &) [ull3,

para qualquer u € H}(Q2). Escolhendo r =2 e § = mo(8(||a™ || + €))7 em (2.14),
obtemos m € N tal que

I,(u) > (% - %f) p?, Yu€dB,(0)NV,.

O lema segue da desigualdade acima e do mesmo argumento usado no primeiro

caso. OJ

A condicao de superlinearidade (f3) vai nos garantir (I3), como se pode ver do
préximo lema.

Lema 2.9. Suponha que f satisfaca (fo) e (f3). Entao, para qualquer | € N, existe

um subespago VC H}(Q) de dimensdo | e uma constante M > 0 tal que

supI(u) < M, Vu>0.

ue?V
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Demonstragao. Seja €y C €2 dado pela condicao (fs) e considere (¢;) ey as auto-

fungoes normalizadas de o(—A, H}(€Qp)). Vamos definir o subespago

V, .= span{ey, ..., o).
Como V tem dimensio finita, existe d; = d(\7) > ( tal que
d|ul|* < / lulf, VueV. (2.15)
Q

Dado € > b/(4d;), segue de (f3) e da continuidade de F' que, para algum dy =
d2<d1> b)7

F(x,8) >¢ls|* —dy, Va e, seR.

Isto, (ms3) e (2.15) implicam que, para qualquer u € 171, temos
a2 _ 9 4 a o 4
Lu(u) < Slull” { edy [ul|* + d2|Qf < sup § 7+ eot” + do|Q ¢,
2 4 t>0 L2

com £y = (ed; —b/4) > 0. Se denotarmos M o supremo acima, podemos usar a > 0

para concluir que 0 < M < 400, finalizando a demonstracao. O]

Observacao 2.1. No caso local m = 1, a mesma conclusao do ultimo lema € obtida,

se trocarmos a condi¢ao (f3) pela sequinte condi¢do mais fraca

-~

(f3) existe um conjunto aberto Qy C Q com medida positiva, tal que

lim Flz,s)

>— = +00, uniformemente em ).
|s]—0 S

De fato, se dy > 0 € tal que dy||ull> < ||ull2, para todo u € V, o mesmo argumento

nos garante
a ~
() < (5 — =) [l + ol < sup { ~<uf? + o[}
t>
com go = edy — (a/2) > 0. Portanto, o lema vale com M = dy|<2|.

Estamos prontos para provar o resultado principal do capitulo.
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Prova do Teorema B. Seja k € N fixado. Como os resultados anteriores valem para
ambas as hipdteses (f4) e (f5), vamos apresentar a demonstragao de maneira unifi-
cada.

Pelo Lema 2.8, podemos encontrar m € N grande suficiente tal que, para a

decomposicao H =V & W, com

Vi={p1,...,om), W:= (gpl,...,gom)L,

o funcional I, satisfaz (/1) para qualquer p € (0,7). Além disso, pelo Lema 2.9,
obtemos um subespaco Vc H}(Q) e M >0 tal que

dim\?z(k—km), sup [, (u) < M, Yu>0.

u6\7

Portanto, I, satisfaz (I3). Para a escolha de M acima, obtemos da Proposicao 2.1
um nimero p* tal que I, satisfaz (I3), para qualquer p € (0, #*). Como [,(0) =0e
I, é par, podemos definir yj, ;= min{f, *} e usar o Teorema 2.6 para concluir que,
para todo p € (0, ), o funcional I, tem pelo menos (k +m — m) = k pares de

pontos criticos nao nulos, o que prova o teorema. ]



CAPITULO 3

Existéncia e multiplicidade de solugdes para (S))

Neste capitulo, estudamos existéncia e multiplicidade de solugoes para o problema
( 1
—m (/ |Vu\2> Au = M, (x,u,v)+ ;Gu(u,v), em (2,
Q

1
(53) - (/ |Vv]2) Av = AF,(z,u,v) + ;Gu(u,v), em (),
Q

| wvE Hi (),

onde Q c RN, N > 3, é um dominio limitado com fronteira suave, A > 0 é um
) ) )

parametro e as funcoes m, [ satisfazem

(mg) m € C([0,+00], RT) é crescente;

(Io) 1 € C([0,400],RT") é crescente.

Na formulacao do problema estamos denotando por F, e F), as derivadas parciais
com relagao a segunda e terceira variavel, respectivamente, da nao linearidade F' :

Q x R? = R. As hipéteses em F sao:

(Fy) F e CYQ x R2,R);



42

(F1) existe ¢ € (2,2%) tal que

—— =0, uniformemente em €}
|z| =00 |Z|q_

(Fy) existe 6 € (2,2%) tal que
0<0F(x,2) <VF(z,2)-2, VzecR?
onde z; - z» denota o produto interno Euclidiano de z;, z, € R?:
(F3) vale o seguinte
|VF(z,z2)|

li‘m T =0, uniformemente em 2;
|z]—0 z

(Fy) Fu(z,0,t) =0, F,(z,s,0) =0, para todo (s,t) € R%

Usando a mesma notagao acima e R2 = {(s,t) € R? : s > 0, ¢ > 0}, as hipdteses

na funcao G : R? — R sao as seguintes:
(Go) G € CHR?* R) é 2*-homogénea, isto é,
G(os,ot) = 0* G(x, ), Vo >0, (s,t) € R
(G1) G(s,t) > 0, para todo (s,t) € RZ \ {(0,0)};
(G3) vale uma das condigoes abaixo:

(a) Gu(0,1) =0, G,(1,0) =0,

(b) Gu(0,1) > 0, G,(1,0) > 0.

Daqui por diante vamos denotar por H o espago de Hilbert H}(Q) x H}(Q)

ol = [ 7up+ |vv|2>”2.

Para cada componente do vetor (u, v) acima, denotaremos ainda ||-|| = ([, |V - |?)

munido da norma

1/2

Por solugao positiva ndo negativa entendemos uma solugao (u,v) € H com cada

uma das componentes sendo nao negativa em 2. No nosso primeiro resultado deste
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capitulo obtemos esse tipo de solucao desde que o parametro A seja grande. Mais

especificamente, provamos o seguinte:

Teorema C. Suponha que m, [, F' e G satisfacam (my), (lo), (Fo) — (F1) e (Go) —
(G2), respectivamente. Entao existe \* tal que, para todo X > X*, o problema (S))
tem uma solugdo ndo nula e ndo negativa (uy,vy) € H. Além disso, ||(ux,vy)|| — 0

quando X — —+00.

Para o segundo resultado deste capitulo nao precisamos das hipdteses (Fy) e (Gs)
mas, em contrapartida, substituimos as (Fp) e (Go) por condigdes que garantam que
o funcional energia associado ao problema seja par. Mais especificamente, supomos

que:

(E—’E) F € C'(Q x R?,R) é par com relagao a segunda varidvel;
(é\o) G € C'(R? R) é 2*-homogénea e par,

e provamos o seguinte resultado de multiplicidade:

Teorema D. Suponha que m, l, F' e G satisfacam (my), (L), (E), (Fy) — (Fs), e
(é\o), (G1), respectivamente. Entdo, dado k € N, existe N}, > 0 tal que o problema

(S\) tem k pares de solu¢oes nao nulas para todo A > \j.

3.1 Problema auxiliar

Vamos inicialmente fazer um truncamento das funcoes m e [ da seguinte forma:

sejam a € m([0, +00]) e b € [([0,400]) tais que
m(0) < a < gm(O), 10) < b < gz(o). (3.1)

Como as fungoes m e [ sdo crescentes, existem sy > 0, s; > 0 tais que m(sg) = a e
I(s1) = b. Definimos my, I, € C(RT,R") como abaixo:
m(s), se0<s < s,

ma(s) :=
a, se s > S,
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I(s), se0<s<s,
l(s) =
b, se s> sy.

Estudaremos entao o seguinte problema

;

1
() A = AE(@u,0) + 5 Guluv), em 9,

(S3) _L([vD)Av = AR (z,u,v) + 2—1*Gv<u,v), em Q,
u,v € H}(Q).

Como estamos interessados em obter solugao positiva vamos supor, sem perda

de generalidade, que

Fu(z,s,t)=0,Vz €, s<0,t€R,
Fy(z,s,t) =0,V e Q, seR, t <0.

(3.2)

A hipétese (Fy) implica que a suposigao acima nao afeta a continuidade de F, e F,.

Além disso, usando (Fyp), (Fy) e (F3), obtemos apds integracao
|F(z,2)] < g|z|2 + C|z|9, Vo € Q 2z € R*.

Portanto o funcional
(u,v) — / F(z,u,v) (3.3)
Q
é de classe C!' em H.

Antes de fazer um trucamento analogo para a fung¢ao GG vamos lembrar que, como

G ¢é 2*-homogénea, valem as seguintes propriedades:

(i) definindo o ntimero Mg := max{G(s,t) : 5,t € R, |s|* + |t|* = 1}, para cada

(s,t) € R? temos
|G (s,t)| < Ma(|s|* +|t]*); (3.4)

(i) VG é uma fungao (2* — 1)— homogénea e, para cada (s,t) € R?, temos

VG(s,t) - (s.t) = 2°G(5,1). (3.5)

Vale o seguinte lema:
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Lema 3.1. Suponha que G satisfaga (Gs). Entio eziste G € CH(R2RY) tal que
G =G em Rt x RT.

Demonstracao. Suponha inicialmente que o item (a) da condigao (G) se verifica.

Neste caso, definimos
G(s,t) :=G(sT,tT),  V(s,t) € R (3.6)

E suficiente provar a regularidade nos eixos (s,0) e (¢,0). Para isso, observe que

VG(s,t) = (Gu(s,t),Gy(s,t)), paras>0, t>0,
Vé(s,t) = (0,G,(0,1)), para s <0, t > 0,
VG(s,t) = (Gy(s,0),0), para s > 0, t <0,
VG(s,t) = (0,0), para s <0, t <0.

Fixando ¢ > 0, usando (3.5) e (G2) temos

grél_vé(s,t) = (0,G,(0,1))
- (tQ*ilGu(()? 1)7 Gv(07 t))
- (Gu(ovt)7Gv((0>t))

= VG(0,1).

Isto nos diz que a fungao Gé regular no semi eixo (0,t) com ¢ > 0. Também temos,

para s < 0 fixo,
lim VG(S t) = (0,G,(0,0)) = (0,0),

t—0t

fornecendo a regularidade no semi-eixo (s,0) com s < 0, pois no terceiro quadrante

G= (0,0). Argumentando de modo andlogo obtemos

lim Vé(s,t) = VG(s,0), paras >0,

t—0—

lim VG(s,t) = (0,0), para t < 0,

s—0t
concluindo entao a regularidade nos dois semi-eixos restantes.

Suponha agora que o item (b) da condi¢ao (G2) se verifica e defina

G(s,t) = G(sT,t7) = VG(st t1) - (s7,t7),  V(s,t) € R? (3.7)
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Temos que
VG(s,t) = VG(s,t), para s >0, t > 0,
VG(s,t) = (Gu(0,1),Go(0,1) + (2° — 1)st22G,(0,1)), para s <0, t >0,
VG(s,t) = (Gu(s,0)+ (2° — 1)ts¥ 2G4 (1,0), Gy (s,0)), para s >0, t <0,
VG(s,t) = (0,0), para s < 0, t < 0.

Como 2* > 2, temos

lim VG(s,t) = VG(0,0) = (0,0), para s <0,

t—0t

lim VG(s,t) = VG(0,1), para ¢t > 0.

s—0~

Uma vez que G = (0,0) no terceiro quadrante, a primeira equa¢ao mostra a regula-
ridade no semi-eixo (s,0) com s < 0. A segunda equagao mostra a regularidade no
semi-eixo (0,%) com ¢t > 0. A regularidade nos demais semi-eixos, ¢é feita de forma

andloga. O

Lema 3.2. Suponha que G satisfaca o item (b) da condigcio (G2) e seja G definida
em (3.7). Entao, éu(s,t) >0 para s <0, e év(s,t) >0, para t < 0.

Demonstracao. Se s < 0, podemos usar definicao de G para escrever

G(s,t) = G(0,t1) — VG(0,t") - (—s,t7).
Lembrando que VG ¢é (2* — 1)-homogéneo, obtemos

~ G(0,t) + st* 71G,(0, 1), ses<0,t>0,
G(s,t) =
G(0,0) — VG(0,0) - (—s,t7), ses<0,t<0,

de modo que podemos proceder como no lema anterior para concluir que, para s < 0,

vale

~ t271G,(0,1), set >0,
Gu(s,t) =
0, set < 0.

Como G,(0,1) > 0 concluimos que és(s,t) > 0. A prova da outra desigualdade é

analoga e sera omitida. O
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Para simplificar a notagao, vamos na primeira parte deste capitulo escrever so-
mente G para denotar a funcao truncada G dada pelo Lema 3.1.

As consideracoes acima mostram que o funcional I, 5 : H — R dado por

1 1 1
Toa:0) = M)+ 5La(lol) = A [ Flawo) = 5 [ Gluo)

M,(s) = [y ma(t)dt, Ly(s) = [; L(t)dt. A regularidade da aplicacao definida em
(3.3) e 0 Lema 3.1 implicam que I, € C'(H,R). Além disso, vale o seguinte

Lema 3.3. Se (u,v) € H é um ponto critico do funcional I,y , entao (u,v) é nao

neqgativo.

Demonstragao. Se I}, \(u,v) = 0, entdo, para todo par (¢,%) € H, temos que

0= Iy (w0 0)(,0) = mallull) / (V- 96) + b(Jo]) / (Vo Vi)
A / VE,u,0) - (6 ) — (1, 0)(6, ),

em que
1
J(u,v) = —/G(u,v).
2* Jo

Observe agora que,por (3.2),

/ VF(z,u,v)-(u,0) = / Fu(x,u,v)u”
Q 0
= / Fy(z,u,v)u” + / F,(z,u,v)u” = 0.
{u>0}

{u<0}
No caso em que a extensao de G foi dada por (3.6) temos que

1 1
J'(u,v)(u™,0) = — / Gu(u™ v )u™ = — G, (0,vT)u” =0,
2 Jo 2" Jju<oy
visto que G,,(0,1) = 0. Para o caso em que a extensao foi dada por (3.7) procedemos

como acima e usamos o Lema 3.2 para obter

1 _
J'(u,v)(u™,0) = — Gu(u,v)u™ > 0.
2" Jiu<oy

Portanto, em qualquer um dos casos, J'(u,v)(u~,0) > 0.
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As consideragbes acima, juntamente com 1., (u,v)(u~,0) = 0, nos permite

concluir que
2 —2
0< —my(ulf) [ 1Vu P
Q
o que implica que u > 0 q.t.p. em (2. Um raciocinio andlogo e a igualdade

I 2 (u,v)(0,v7) = 0 implicam que v > 0 q.t.p. em Q. O

De acordo com o resultado acima, encontrar solugoes nao negativas para o pro-
blema modificado (S)) é equivalente o obter pontos criticos para I, .

O lema abaixo deixa clara a estratégia para resolver o problema (Sy):

Lema 3.4. Suponha que (u,v) € H € tal que I}, \(u,v) = 0, [Jul| < so e |v]| < s1.

Entao (u,v) € uma solugdo do problema original (S)).

Demonstracao. O resultado segue das consideracoes acima e da definicao de m, e [,
visto que, se [|ull < so e [[v]] < s1, entao mq([[ul?) = m(|[u]?) e L(][v][*) = {([[u]?).

Neste caso, temos claramente (u,v) € H é solugao (positiva) de (S,). O

3.2 A condicao de Palais-Smale

Comecamos essa secao lembrando a definicao da condicao de Palais-Smale: seja
I € C(H,R) e ¢ € R. Dizemos que [ satisfaz a condigao de Palais-Smale no nivel ¢,

que denotaremos simplesmente por (PS),, se toda sequéncia (z,) C H tal que

lim I(z,) =c, lim I'(z,) =0,

n—-+o0o n—-+o0o

possui subsequéncia convergente. Uma sequéncia com as propriedades acima sera

chamada de sequéncia de (PS)..

Lema 3.5. Suponha que F' e G satisfacam (Fo)—(F3) e (Go)—(Ga), respectivamente.

Se (zn) = (un,vy) C H € uma sequéncia de (PS). para I, entio (z,) € limitada.
Demonstragao. Seja (z,) = (un,v,) C H tal que

nl_l)riloo Top(2n) = c, nl_lgloo Lpa(22) = 0.
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Uma vez que

1 /
d+o(D)lzull +0(1) = Tapa(zn) = 51apa(20) (2n),

em que o(1) denota uma quantidade que tende a zero quando n — +o00, temos

1 1
d+o(D)llzull +0(1) = FMa(l[unl®) + 5 Lu(l[vnll”)

1 1
__ma(||un||2)||un“2 - _lb(||vn||2)||vn”2

0 0
—)\/Q (F(m,zn) - %VF(x,zn) zn)

- /Q Glen) + 5 /Q VG(z) - 2.

A hipétese (F») implica que

/Q (F(x, Zn) — %VF(;U, ) - Zn) <0.

Além disso, como (3.5) implica que VG(z,) - z, = 2*G(z,), temos

_2_£/Qg(zn)+2%/gv0(zn)-zn: (%—2—1*)/9(;(2”) >0

Logo,
1 2 1 2
d+o()|zall +0(1) = 5 Ma(llunll”) + 5 Lo(lloall")
ol )l = 10l
0 6
1 1

v

5 (m(O)[unll® + 1O [vn]*) — %allunll2 — golloall®

(1 1 , (1 1 )
= (5m) - o)l + (50 - 0) ol
Como m(0) < a < 4m(0) e 1(0) < b < £1(0), existe C; > 0 tal que

d+o(1)]|zull = Cillzal® + o(1),

implicando a limitagao de (z,) € H. O

Antes de enunciar nosso préximo resultado vamos considerar C'(€2) o conjunto de

todas as funcoes continuas v : @ — R, que é um espaco de Banach quando munido
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da norma |jul| ¢ @) = rile%x |u(z)|. Denotamos por M(f2) o espaco dual de C(Q), que
é comumente chamado de espaco das medidas de Radon.

De uma maneira geral, o espaco M(Q) é maior do que L'(2). Contudo, este
tiltimo pode ser visto como um subespaco de M () através da seguinte construcao:

dada g € L'(Q), defina a aplicacdo Tg : C(Q2) — R por

(Tg)(u) = /Q(gu)dx, Vu e C(9).

Claramente, T'g ¢ linear e |(T'g)(u)| < [lullc@llgllri), e portanto Tg € M(Q).
Além disso, pode-se mostrar que (cf. [7, pg. 116])

Tolum = sw [ (gu)de = gl
weC(Q),||ul|<1 /@

Variando agora g € L'(§) construimos uma isometria linear T entre L*(Q2) e M(Q).

Assim, podemos identificar L'(2) com um subespaco de M(Q2). Como M(Q) é um

subespaco do espaco separavel C(Q), ele tem algumas propriedades de compacidade

na topologia fraca*. Em particular, se (g,,) C L*(€2) é uma sequéncia limitada, entao

existe uma medida de Radon p € M(Q) tal que, a menos de subsequéncia, g, — p

na topologia fraca* o(M(Q), C(Q2)), isto ¢,

lim | 9nP = (ks ) Z/Qsodu, Yy € C(Q). (3.8)

n—-+o0o
Seguindo as ideias de [30], vamos introduzir a constante S definida por
Vul? + [Vv|?
S=5(G) = inf Jo(IVul* +| 21)2’*).
(w00} ([ G (u,v)) /

Seguindo as mesmas ideias da prova do resultado de concentracao-compacidade de-

(3.9)

vido a Lions [27, Lemma 1.1], podemos provar a seguinte versao para o nosso sistema:

Lema 3.6. Suponha que (u,,v,) C H € tal que

(Un, vn) = (u,v), fracamente em H,
(|Vun|? + |[Vu,|?) = ¢, na topologia fraca* o(M(Q),C(Q)),
G(up,v,) — v, na topologia fraca* o(M(Q),C(Q)),

onde ¢, v € M(Q) sdo medidas nio negativas e limitadas em Q. Entio existe um

conjunto enumerdvel J, que pode ser vazio, e uma familia {x;;j € J} de pontos em

Q, tais que
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(a) v =G(u,v)dx + Zujéxj, v; >0,

jeJ
(b) ¢ = (IVul + Vo) + > (day. ¢ 20,
JjeJ
Além disso,

S < ¢ Vield

J
Provaremos que, para alguns tipos de sequéncias, o conjunto .J € finito.

Lema 3.7. Seja (z,) C H como no Lema 5.6. Suponha que I, (2,) — 0, quando

n — oo. Entao J € vazio ou um conjunto finito. Além disso,

14

;> (min{m(0),1(0)}$)™?, VjeJ (3.10)

Demonstragao. Seja ¢ € C§(RY,[0,1]) tal que ¢ = 1 em Byjs(0) e ¢ = 0 em
RN\ B;(0). Suponha que J # &, fixe j € J e defina ¢.(z) := ¢(*==2) onde & > 0.

£

Afirmamos que (¢.2,) C H é limitada. De fato, usando a defini¢do de norma e

a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

||¢Eun||2:/|v(¢eun)|2 - /(¢€Vun+unv¢s)(¢avun+unv¢s)
_ / GVl + 02V, + 26,1 (V. - V)
< [ GVl + IV + 2ol funl [TV

A definigao de ¢. e a limitagao de (u,) em Hj(Q) nos diz que os quatro termos
do lado direito da desigualdade acima s@o limitados, concluindo entao que (¢p.u,) é
limitada em H{(2). Do mesmo jeito prova-se que (¢.v,) é limitada em H{ (), de
modo que a afirmagao é verdadeira.

Como (¢.z,) C H ¢ limitada, temos que I}  \(2n)(¢c2n) = 0n(1), isto &,

0n()) = ma(ual?) (A / |Vunr2¢s)
£ (o) <Bn,e+ / |wn|2¢€) (3.11)
- /Q 6.G (. 1) — A /Q VE@, 2) - (6o2).
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onde
An,a = /un<vun . V¢£)7 Bn,a = /Un(vvn : V¢a)

Como F' tem crescimento subcritico, podemos usar as imersoes de Sobolev jun-

tamente com o Teorema da Convergéncia Dominada concluimos que

[ VPG 0 [ VP2 (02),

em que z é o limite fraco de (z,). Como m(t) > m(0) e I(t) > I(0), podemos usar

(3.11) e o Lema 3.6 para obter

min{m(0),1(0)} (An,5+3n,5+ / qﬁch) < / body+ A / VE(@,2)- (6.2). (3.12)
Q Q Q
Afirmamos que

limlimsup A,,. = 0 e lim limsup B, . = 0. (3.13)

e—=0 oo =0 pooo

Assumindo a afirmagdo, podemos fazer ¢ — 0 em (3.12) e usar o Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue para concluir que

win{m(0), 10)}¢; < v
Lembrando que SV;/ o < (j, obtemos

min{m(0),1(0)}S¥?”*" < min{m(0),1(0)}¢; < v;.

N
2

Portanto v; > [min{m(0),1(0)}S]>. Deste modo,

@) =352 Y (wingm(0), 10)}5)* (3.14)

Como ¥(£2) < 400, concluimos que o conjunto J é finito.

Para provar (3.13), vamos calcular

Ane| < / ot [Vt |V

1/2 1/2
2 2 2
1/2
O n 2 v £ 2) b
( / a2V

IN

IN
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portanto fazendo uma mudanca de varidvel y = “=2, obtemos

€

1/2
limsup [A,.| < C(/ |u]2|V¢€]2dx)
Q

n—oo

. ) 1/2
< = / lu(z)|* |V (x_%) dx
€ \Mla—al<e) c
o/ ) ) 1/2
= 2 |u(ye + ;)" [V (y)["dy)
€ {lyl<e}
o x 1/2
= S ([ futee ) Po )
€ {lyl<e}
= 0 (5(N72)/2) — 0,
em que usamos NN > 2 na tltima linha acima. A prova para B, . é analoga. 0

Proposigao 3.8. Suponha que F' satisfaca (Fy) — (F3) e defina
c=\lg-% (min{m(0),1(0)}S)™".
Entao o funcional I,y 5 satisfaz (PS). para qualquer ¢ < c*.

Demonstragao. Seja (z,) C H tal que I, ,(z,) = 0 e Lypa(20) — ¢ < ¢*. Vamos
provar que o conjunto J do Lema 3.6 é vazio. De fato, suponha por contradi¢ao que
J nao é vazio. Se considerarmos ¢. como na prova do Lema 3.7, podemos usar a

limitacao de (z,), (F2), (3.1) e (3.5) para obter

1
¢ = lopa(zn) — gjé,b,)\(zn)zn + 0n(1)

> (im0 - ga) hual? + (5100 50) Pl
+(%—2i) /QG(un,vnHon(l)

> G_%>AGWMW+%Q

> <%—%>A¢EG(un,vn>+on(1)-

Passando ao limite e usando (3.10), obtemos

o= (- 5 ) (uinfm(0). 105,
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contrariando ¢ < ¢*. Logo J é vazio.

Como o conjunto J é vazio concluimos do Lema 3.6 que G(uy,,v,) — v =

G (u, v)dz na topologia fraca* o(M(Q2), C(Q)). Assim, podemos usar (3.8) para obter

lim | G(un,v,) = /Q G(u,v).

n—-+40o Q

Da limitacao de (z,) C H sabemos que, a menos de subsequéncia,

(
Uy — U, Uy — U, fracamente em H,

Up —> U, Uy —> U, em L*(92), 2 < s < 2%,

un () = u(z), vy(z) = v(z), q.t.p. em Q,

| max{fun (@), [0a ()]} < 0,(x), q.t.p em
com gs € L*(Q2), 2 < s < 2*. Usando (Fy), (F1) e (F3) obtemos
VE(z,5,8)] < 2l(s,8)] + Cl(s, )7, Vo€, (s,1) € R
Segue de (3.15) e do Teorema da Convergéncia Dominada que
lim VF(x,z,) - 2, = / VF(z,z)-z,
n—-+00 Q Q

em que z = (u,v). Usando entdo I} ; \(2,)2, — 0 obtemos

i fr () el o ) enl) = A [ VFG.2) 2+ [ G,

Por outro lado, como I ; \(2,)z — 0, vale o seguinte

ma(|[un|?) / Vu, Vu + (||va||?) / Vo, Vv = AL + A2 + 0,(1),
Q Q
em que
A;:A/W(zn).z, A2 = i*/vc(un,un).<u,v).
Q 2 Q

O Teorema da Convergéencia Dominada nos fornece

lim [ VF(z,) z= / VFE(z) -z

n—-4o0o Q

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Além disso, como as derivadas parciais de G sao (2* — 1)-homogéneas, segue de (3.4)

qu

2%/(2*-1)

IN

e
/Q |Gu(tn, vn) Mg 'Y /Q (lunl =" + |vg

01/ (Jual? + o) < G,
Q

IN

2*_1)2*/2*—1
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o que mostra que (Gy(un,v,)) é limitada em L2/~ (Q). A convergéncia q.t.p.
das sequéncias (u,) e (v,) implicam entdo G(u,,v,) — G(u,v) fracamente em

L2/20(Q). Como u € (L2/271(Q)) = L' (), obtemos

nl_i)rio/QGu(un,vn)u:/QGu(u,v)u.

Analogamente, [, Gy(tn, vn)v = [, Gu(u,v)v. As consideragoes acima e (3.5) mos-

tram que

lim VG(up,vy) - (u,v) = / VG(u,v) - (u,v) =2 / G(u,v).
n—-+0oo Q Q Q
Logo, se definirmos
ap = lim ||u,], a; = lim ||v,]],
n—oo n—oo
passando (3.17) ao limite e usando a continuidade de m, e [, obtemos
mq(ag)||ull? + (o) |Jv))* = )\/ VF(z,z) z+ / G(u,v).
Q Q
Isso e (3.16) implicam que
ma(ag)ag + b(ap)ay = ma(ag)|ull® + (e[|

Da convergéncia fraca de (v,), sabemos que [|v]|? < a?. Assim,

ma(ag)ag + b(ad)ai = ma(ag)lull® + ih(a7)|lv]

IA

ma(ag) ull® + l(a)ar,

isto é
ma(ag)ag < ma(ag)]lull®.
Como m,(ad) > 0, isso implica que o < [lul]? < o, o que mostra que |u,| — .

Segue da convergéncia fraca de (u,) que u, — u em H}(Q). De maneira andloga

mostramos que v, — v em Hg(£2), concluindo a demonstragao da proposigao. O
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3.3 Prova do Teorema C
Comegamos essa secao mostrando que o funcional I, » satisfaz as condigoes geométricas
do Teorema do Passo da Montanha.

Lema 3.9. Suponha que F satisfaca (Fy), (F1) e (F3). Entao existem p >0, a >0
tais que

Iopa(u,v) > a >0, VY(u,v)e HNOIB,0).
Demonstragao. Dado € > 0, podemos usar (Fp), (F1) e (F3) para obter

F(z,s,t) < S(IsI” +[t1*) + C(1tl + [s]"), Vo € Q, (s,t) € R,

DN ™

Isso, (mg) e (lp) implicam que

Lalw0) 2 gm(O)lal? + 500l = 5 [ (uf? + o)
q Uq—i u,v
~Cuh [ (ul+ i) 17G<7>

2% Jo

Podemos entao usar as imersoes de Sobolev para obter Cy > 0, tal que

1
pal0) 2 Calu.0) | = ACal(w o) = 5 [ Glao)
Q

Por outro lado, usando (3.4), obtemos

2 olF) < Cull(u, v)||F (3.18)

| Gt < cullu

Concluimos entao que

2%

Lopa(u,v) = Coll(u, v)[* = ACa||(u, v)[| = Cul|(u, v)
= [I(u, 0)II* (C2 = ACa || (u, v)[|77% = Ci|(u, v)

2*72) ‘
Como ¢ € (2,2%), o resultado segue para p > 0 suficientemente pequeno. O

Lema 3.10. Suponha que F' satisfaca (Fy) — (F3). Entdo, para todo \ > 0, existe

e € H, independente de A > 0, tal que I, \(e) <O0.
Demonstragdo. Seja ug € HJ(2)\{0} tal que ||ugl]| =1 e up > 0. Temos que
Lopa(t(ug,ug)) < at* + bt — /\/QF(:E,tuo,tuo) — %/ﬂ@(tuo, tug)

t

o
< at? +bt? — )\/ F(z, tug, tug) — —/ G (ug, ug)
Q 2* Ja
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Segue de (G1) que [, G(ug, ug) > 0. Assim, usando (F,) obtemos
t*
Lo pa(t(ug, up)) < (a+ b)t? — §/ G(ug, ug) = —00, quando t — +00.
Q

O resultado segue para e = t,(ug, up), com t, > 0 suficientemente grande. O

Sabendo que nosso funcional satisfaz a geometria do Teorema do Passo da Mon-

tanha, podemos construir uma sequéncia (z,) C H tal que
Ia,b,/\(zn) — G [clz,b,)\(zn) — 0,

onde

— — inf I, £)) > 0,
¢ = Cap = Inf max ax(v(1)

D= {y€C(0,1,H) : 4(0) = 0 e Lupal7(1) < O}.

No resultado abaixo estudamos o comportamento assintotico dos niveis minimax

quando A — +o0.

Lema 3.11. Suponha que F satisfaz (Fy) — (F3). Entdo
Jim =0
Demonstragao. Seja ug € Hg(2)\{0} tal que ||uo| = 1 e ug > 0. Para 2o = (uo, up),

defina ¢(t) := L, p.1(t20), isto é,

o) = 5Mullltwol) + 3Eultwol®) = A [ Flavtea) = 5 [ Gltuo,tuo

— M)+ L) -

1
F(z,tz) — —*/G(tuo,tuo).
Q 2" Jo

Sabemos que I,51(0) = 0 e, do Lema 3.9, que I,,1(p20/||20/|) > 0. Por outro
lado, o Lema 3.10 nos diz que, para ¢ > 0 suficientemente grande, I, (tz9) < O.

Assim, existe t) > 0 tal que

Lopa(trzo) = max Topa(20)-
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Pela escolha de t), devemos ter ¢'(t))t\ = 0, isto é,

ma ()5 + ()5 — A/

VF(z,tyz0) - (txzo) — / G(taug, taug) = 0,
Q

Q

ou ainda

B (ma(B) + 1(£2)) = A / VF (2, trz) - (7o) + / Gttt o).

Como m,(t3) < a, [,(13) < be VF(z,z) -z > 0, temos que

ti*_Z/ G(ug,up) < a+ b,
Q

o que implica que (t,) é limitado.

Seja agora (A,) C R tal que A\, — 4+00. A limitagao de (t,) implica que

lim t)\n = ﬁo Z 0.

n—oo

Logo, existe um C; > 0, tal que
15, (Ma(t3,) + Lo(83,)) < C1.
Lembrando que I, ,(tx, 20)(tx,20) = 0, obtemos

)\n/Fu(l‘,tAnZO)tAnUo—f‘/Fv(l‘,t)\7LZO)t>\nU0+t§;/G(UO,U()) §C’1,
Q Q Q

implicando que ¢, — 0.
Para concluir, vamos considerar o caminho ~.(t) = te, t € [0,1], em que e € H

foi obtido no Lema 3.10. Note que

1
M, (83) + = Ly(t3).

0 < Copn < max I(1.(1)) = I(trz0) < 2

te(0,1]

N |

Fazendo A — +o00 e lembrando que ¢y — 0, concluimos que cqp 5, — 0 O

Estamos prontos para provar o resultado de existéncia de solu¢ao para (S)).

Demonstracao do Teorema C' De acordo com o tultimo resultado, sabemos que os
niveis minimax do Teorema do Passo da Montanha satisfazem c,p» — 0 quando
A — +00. Logo, existe \g > 0 tal que

1

Cann < (5 - 21) min{m(0),1(0)}S]¥, WA > Ao,
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Para cada A > Ao, podemos usar a Proposigao 3.8 e o Teorema do Passo da Montanha
para obter zy = (uy,vx) € H tal que Ipa(2x) = capr > 0e I}, (22) = 0, isto é, 2y
é uma solugao (positiva) do problema truncado (@)

Resta mostrar que, se A é grande entao |lul]| < s e |[v|| < s;. De fato, suponha
por contradigdo que existe uma sequéncia (A,) C R tal que A, — +o0 e as solugoes

(un,,Ua,) sd0 tais que ||uy, || > so ou ||vy, || > s1. Usando (F3), (3.5) e (Gy) obtemos

1
Cabhn — [a,b,)\(u)\na U/\n) - 51;71,7,\”(%)%
> lM 2 lL 2\ 1 2 2 ll 2 2

1 a 1 b
> 2 2
(Qm(()) 9> S5+ <2l(0) + 9) 51 >0,

o que contradiz ¢, 45, — 0. Logo, existe \* > 0 tal que, para todo A > \*, a solugao
(ux, vy) obtida acima satisfaz o problema (.S)), conforme o Lema 3.4.
O mesmo argumento acima mostra que ||(uy,,vy,)|| — 0 quando A\, — 400 e

portanto o Teorema C esta provado. U

3.4 Prova do Teorema D

Nessa se¢ao vamos provar o resultado de multiplicidade para o nosso sistema. Lem-

bremos que as condigoes (Fy) e (Gy) sdo agora substituidas por

(E) F € C1(Q x R?,R) é par com relagao a segunda variavel;
(é\o) G € C(R? R) é 2*-homogeénea e par.

Como nao estamos preocupados com o sinal das solugoes, as condigdes (Fy) e (G3)
nao sao necessarias aqui. De fato, para o nosso funcional, nao vamos considerar a

funcao truncada G, isto ¢é, vamos considerar o funcional

1 1 1
Tupl,0) = 5MallulP) + 3Lallol?) =) [ Flacuo) = 52 [ Glao)

com F satisfazendo (ﬁ), (F1) — (F3) e a funcao G verificando somente (é;) Note

que o funcional acima pertence a C'(H,R) e é par.
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Vamos obter pontos criticos usando a seguinte versao do Teorema do Passo da

Montanha com Simetria.

Teorema 3.12. Seja E =V & W um espaco de Banach com dimV < oco. Suponha
que I € C*'(E,R) é um funcional par satisfazendo 1(0) =0 e

(I) existem p, o >0 tal que

inf  I(u) >«
u€dB,(0)NW

(Iy) existe um subespago V C E comdimV < dimV < oo tal que, para algum
M >0
max [ (u) < M,

ueV
(I3) considerando M > 0 dado por (I3), I satisfaz a condigao de (PS). para ¢ €
(0, M).

Entao I possui pelo menos (dim‘A/ — dim V') pares de pontos criticos nao triviais.

Utilizando o mesmo argumento da Proposicao 3.8 podemos provar o seguinte

resultado de compacidade local:

Proposicao 3.13. Suponha que F' satisfaca (E), (F1) — (F3) e G satisfaca (é\o)
Se

& — min {ﬂ (% B %) (min{mﬁ),l(o)}S)Nﬁ, (@ B g> 2 (@ B g) S%}’

entdo o funcional I, satisfaz (PS). para qualquer ¢ < c¢*.

A seguir, verificaremos que o funcional I, satisfaz as condigoes (1) e (I2).

Lema 3.14. Suponha que F' satisfaca (77;), (F1), (F3) e G satisfaga (é’;) Entao

existem p > 0, a > 0 tais que
Ipa(u,v) >a >0, VY(u,v)e HNIB,0).

Demonstracao. Basta argumentar como na prova do Lema 3.9. O]
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Proposicao 3.15. Suponha que F satisfaca (E), (F1), (F3) e G satisfaca (C/%),
(G1). Entao, para qualquer k € N e M* > 0, existe \* > 0 com a sequinte pro-
priedade: para qualquer X\ > X\* podemos achar um subespago V;* C HL(Q) tal que
dmV} =k e

sup Lopa(2) < M™.

zeV)
Demonstracao. Seja ¢ € C§°(B1(0)) e escolha {z1,...,2,} C Qe d > 0 tal que,
para i, j € I := {1,...,m}, Bs(x;) C Q e Bs(x;) N Bs(x;) = @, se i # j. Para
cada i € I, defina % (z) := ¢((x —x;)/9) e note que, fazendo a mudanca de varidvel

T—Xq __

5+ =Yy, obtemos

512 T |2 o 2 oN 2
A ||(pz|| . I|V(,0( 5 )| _ f 52 |V90(y)| :5(N7277) ||90|| ) (319)

LTI TP 2 2 2
19205 (f 1o (522)19)7 (f oV)e)le)? Il

Como R™ tem dimensao finita, existe d; = dy(k, 8) tal que

k & 0/2
Sl = dy (Z w) - V(- ym) ERE (3.20)
=1 i=1

Portanto, se definirmos

Vk,& = Span{(@?v 0)7 SR (gpli? 0)}7

teremos que, para qualquer u = Zle i € Vs,

k 0

W =
/Q Bj(xz1)U--UBs(zk) Z

=1

N ) 0/2
S lawgllly > dy (Z ||aisof||3> (3:21)
=1 i=1

L 0/2
= o (ZAJHW?IP) = Ay~ V208 u,
=1

onde dy = dy|¢||?||¢]l; %, usamos (3.19), (3.20) e o fato dos suportes das funcdes ¢!

5
e71%H

serem disjuntos.
Como,

F(x,5,0) > ds|s|” —dy, VY (x,5)€QxR,
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podemos usar (3.21) para obter
Lopa(2) < —||U||2 /\Z F(x,u,0) (3.22)
Bs(xz;)

< §HU\!2 Adadz6™ N 275005 |u||? — AdokdNwy,

onde wy é o volume da bola unitaria. Portanto, para constantes positivas ds; =

d5<k,6), d@ = dﬁ(k, N) €

temos

Lo < 5 llull? = Adsd” [ull’ + Adod™,  Vu € Vis. (3.23)

Como 0 < 2*, temos que v < N e portanto podemos pegar 79 € (v,N) e

considerar a funcao

ha(t) == gﬂ 00 g0 N 0.

1/(6-2)
que atinge seu maximo em t; = <ﬁ67*70> . Isto e v € (7, N) implica que
hs(ts) — 0 quando & — 0F. Portanto, existe 0* = 0*(k, 6, N, a) > 0 tal que

max hs(t) < ]\g , Ve (0,07

t>0

Agora vamos tomar A; := (0%)7. Seja A > A; e defina o subespaco k-
dimensional V;} := V; 5 para § = A"/, Como 677 = X\ > \f = (§°)77°, obtemos
§ < ¢*. Portanto, para qualquer u € V;}, podemos usar (3.23) e a desigualdade

acima para obter

M
Tonw) < %HUHQ — 070d567||u||? 4+ 67°dgd™N < max hs(t) < ,
t>0 2
e temos o desejado. O]

Estamos prontos para apresentar a prova do Teorema D.

Demonstracao. Dado k € N dado, vamos aplicar o Teorema 3.12 com W = H. A

condigao (/1) é uma consequéncia direta do Lema 3.14. Para verificar as outras
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condigoes, vamos considerar M* < ¢* como na Proposicao 3.8. Falta obter um
subespago de dimensao k para o qual (I3) vale. Porém, tal condi¢ao sempre vale para
o subespago V;* dado na Proposigao 3.15, se tomarmos A > \;. Como I,;,(0) =0 e
este funcional é par, as hipdteses do Teorema 3.12 sao satisfeitas, ou seja, para cada
A > A, existem k pares de solucoes nao nulas para o problema (3;)

Seja z € H uma das solugoes obtidas acima. Como I, (2) < M* < ¢*, podemos

usar a definigao de ¢*, (Fy), (3.5) e (Gy) para obter

1 a

1 a . . 1
(ﬁm(O) - 5) so>c > M = Iya(u,v) —afé’b’/\n(z)z > (§m(0) - 5) sa (3.24)

Ou seja, ||ul] < sq, analogamente temos também que [|v]| < sy, segue entdo do Lema

3.4 que z é uma solucao fraca do problema (S)). O]



CAPITULO 4

Multiplicidade de solu¢des para o problema (S),)

Neste capitulo, estudamos a multiplicidade de solugoes para o problema

(
—m (/ |Vu|2) Au = F,(z,u,v) + pr|ultu, em Q,
0

(5) —1 (/ |Vv|2) Av = F,(z,u,v)+ po|v['v, em Q,
Q

| wvE H}(Q),

onde Q C R?, é um dominio limitado com fronteira suave, 2* = 6, yuy, o > 0 sao
parametros.
Vamos considerar as fungoes m e [ pertencendo ao conjunto A de todas as funcgoes

g : Rt — R* tais que
(Ay) g € C([RT,R*);
(Az) g(t) > go > 0, para qualquer t > 0;

(As3) vale
2G(t) > g(t)t, vt >0,

onde G(t) = [} g(s)ds.
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Para a nao linearidade de F', supomos que
(Fy) F € CHQ x R? R) é par com relacao a segunda variavel;

(Fy) vale

3 =0, uniformemente em €2;

(F,) existem oy, 09 € [0,2) € ¢, ¢1, c2 € (0, +00) tal que
1
ZVF(x,s,t) (s,t) — F(x,5,t) > —co — c1]8|* — ea|t|™, V€, (s,t) € R?,

onde z; - 25 denota o produto interno Euclidiano de z;, 2 € R2. Além disso,

quando oy # 0 ou o9 # 0, vamos assumir adicionalmente que

o < ji1, se 01 # 0 e gy =0;
po < pn < Ky, seor #0eo0z #0; (4.1)
p < K, seor=0eo0y #0,

para algum K > 0;

(F3) existe um conjunto aberto €y C £2 com medida positiva, tal que

F
hm (.flj, 87 O)

o = +00, uniformemente em 2.
|s]—o0 ’S’

(Fy) existem 6y 65 € (4,6) e c3,cq,c5 € (0,+00) tal que

F(z,s,t) < csls|™ +ealt|” + 5, Vo €Q, (s,t) € R?

Daqui por diante vamos denotar por H o espago de Hilbert H}(Q) x H}(Q)

ol = ([ [7up+ |w2)1/2.

Para cada componente do vetor (u, v) acima, denotaremos ainda ||-|| = ([, |V - \2)1/ g

munido da norma

Dizemos que z = (u,v) € H é solucao fraca de (S)) se

(] / (Vuve) + 1(|o]?) / (Vovy) — / VE(u) - (6,0)

“n [ Jultug = s [ Joltvs =0,
Q Q
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para toda (¢,v) € H. Assim, as solugoes fracas do problema sao os pontos criticos

do funcional 1, ,,, : H — R dado por

1 1 H1 H2
Ts oo (1, 0) = M ([[ull*) + S L([0l*) = = llulls = Fllvlls = /Q F(z,u,v),

onde [Jwlls = (g, lwl) Yo g L5(92)-norma de w. O principal resultado deste capitulo

é o seguinte:

Teorema E. Suponha que F satisfaca (Fy) — (Fy). Suponha ainda que m, 1 € A e

existem a, b € R tais que
m(t) <a+bt, Yt>0. (4.2)

Entao, dado k € N, existe uj > 0 tal que o problema (S,) tem pelo menos k pares

de solugoes fracas nao nulas para todo py, ps € (0, ).
Se substituimos (F3) pelo seu andlogo

(E) existe um conjunto aberto 2y C {2 com medida positiva, tal que

F(z,0,t)

nE = 400, uniformemente em 2.

obtemos a seguinte versao do resultado acima.

Teorema E’. Suponha que F satisfaca (Fy) — (F3), (ﬁ’;) e (Fy). Suponha ainda

que m, |l € A e existem a, b € R tais que
Ity <a+bt, Vt>0 (4.3)

Entdo, dado k € N, existe iy, > 0 tal que o problema (S,) tem pelo menos k pares

de solugoes fracas ndo nulas para todo p1, ps € (0, ).

Para a demonstracao dos teoremas, usaremos uma versao do Teorema do Passo

da Montanha com simetria e o principio de concentracao-compacidade de Lions.
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4.1 A condicao de Palais-Smale

Seja I € CY(H,R) e ¢ € R. Dizemos que [ satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale no
nivel ¢, que denotaremos simplesmente por (PS)., se toda sequéncia (z,) € H ()
tal que

lim I(z,) =c¢, lim I'(z,) = 0.

n—-+o0o n—-+o0o

possui subsequéncia convergéncia. Uma sequéncia com as propriedades acima sera
chamada de sequéncia de (PS5)..

Nesta secao provamos o seguinte resultado de compacidade:

Proposigao 4.1. Suponha que F satisfaca (Fy) — (F2) e (Fy). Entdo, dado M > 0,
existe um p* > 0 tal que I, ,, satisfaz a condi¢io (PS). para todo ¢ < M e pi,

pi2 € (0, 7).

A prova sera feita em alguns passos. O primeiro deles é mostrar que sequéncias

de Palais-Smale associadas ao funcional [, sao limitadas.

1,42

Lema 4.2. Suponha que F satisfaca (Fy) — (F2) e (Fy). Se (z,) = (un,vn)) C H

€ tal que Ly, 4,(2n) = c eI, . (2,) = 0, entdo (z,) € limitada em H.

Demonstragao. Seja (z,) C H tal que 1, ,,(2,) = ¢, I}, ,.(2,) — 0 e considere o7,

oy € [0,2) dados em (F). Para qualquer £ > 0, existe C. > 0 tal que,
S < els 4 Cu [t < et +Ch V(s,1) € B2 (4.4)

Isto, (Ag) e (Fy) mostram que,

1
c+0n(1) +0n (1|2l > IN17M2(ZTL) - Z],/“,ug (2n)2n
M1 Ji5) 1
> Bulg 22l + [ (§VF@ ) - Fo)
M1 M2 o o
> EH%HQ + EHUan - CO|Q| - cl”“’””(ri - C2||Un||a§

> (5 —ced) Juallg + (52 = ca) lnl§ - coCelo.

Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, obtemos d;, dy tal que

120llG < di + dafl . (4.5)
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Por outro lado, desde que 1, ,,,(2,) = c+0,(1), segue de (A1) — (As) e (Fy) que

Qo 2, 1 2 1 2 1 2
- - < =M L
Ol + Ll < M () + 5Ll

< Cllzallg + e[ + esllunllg; + callvallgs + ¢+ oa(1).

Como 6y, 05 € (2,6), temos uma desigualdade andloga a (4.4) com 6; no lugar de o;.
Logo, segue de (4.5) que

min{ayg, oy }

1 12all* < ds|zallg + da < ds| 20| + de,

e portanto (z,) é limitada em H. O
O préximo resultado é uma adaptacdo do Lema 3.1 em [37].

Lema 4.3. Suponha que F' satisfaca (Fy) — (F1) e (zn) = ((un,v,)) C H € tal que

zn — 2z = (u,v) fracamente em H. Entdo, a menos de subsequéncia,

lim / |Fu(x, zn)un — Fu(x, 2)ul =0
Q

n—+o00

lim / |Fy(z, 2n) v — Fy(z, 2)v = 0.
Q

n—-+0o

Demonstragao. Dado € > 0, segue de (F}) que existe C. > 0 tal que
|Fy(z,s,0)s| < C. + §(|8|6 1P, VaeQ, (s,t) € R
Usando a desigualdade de Young com r = 6/5 e r’ = 6, obtemos
|Fu(z,5,t)s] < C.+e(|s]® + [t%), Ve, (st) R (4.6)
De acordo com as imersoes de Sobolev temos entao que

Up — U, Uy — OV, fracamente em L?(Q),

un(z) = u(z), v,(r) = v(x), q.t.p. em Q.

Usando isso e a continuidade de F,, temos que F,(z, z,)u, — F,(z, z)u para q.t.p.

em em ). Por outro lado, as imersoes de Sobolev nos garantem que

max{||ullg, [[uallg, [0ll6 [lvnllg} < €. Vn € N. (4.7)
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Dado 6 > 0, podemos escolher 0 < ¢ < 6/(8C) e aplicar o Teorema de Ego-
rov para obter um conjunto mensuravel Qc Q, tal que F,(x, z,)u, — Fu(z,2)u

uniformemente em ) e |Q\§| < 6/(4C.). Portanto,

0 < |Fou(, 2n)un — Fu(z, 2)ul
/Q (4.8)

< / |Fu(x, zp)uyn — Fu(z, 2)ul +/ |Fu(z, 2n)un — Fu(z, 2)ul,
Q o\Q

Usando (4.6) e (4.7), obtemos

/ (Fu(, 2)tn — Pz, 2)u| < / C.+ / clun® + / C. + / clul®
o\Q o\Q 2O I\ I\

4 / loalf + / loff
2\Q 2N\Q

2010\ Q| + 4Ce
5 5

~ QCEE + 46@ = (S

Substituindo em (4.8), temos

IN

A

0< / |Fou(z, 2p)un — Fyu(z, 2)ul < /A |Fu(x, zp)u, — Fy(x, 2)u| + 6.
Q Q
Da convergeéncia uniforme em Q, segue que

limsup/ |Fu(, z0)un, — Fy(x,u)u| < 6.
Q

n—-+00

e portanto, como d > 0 é arbitrario, concluimos que

lim / |Fou(, 2p)un — Fyu(z, 2)ul = 0.
Q

n—-+00

O segundo limite pode ser provado de maneira analoga. O]

Antes de enunciar nosso préximo resultado vamos considerar C'(€2) o conjunto de
todas as funcoes continuas u : @ — R, que é um espaco de Banach quando munido
da norma [[ul| ¢ @) = Iile%x |u(z)|. Denotamos por M(£2) o espaco dual de C(92), que
¢ comumente chamado de espago das medidas de Radon.

De uma maneira geral, o espaco M(Q) é maior do que L'(2). Contudo, este
tiltimo pode ser visto como um subespaco de M () através da seguinte construcao:

dada g € L'(Q), defina a aplicacao T'g : C(Q2) — R por

(Tg)(u) = /Q(gu)dx, Yu € O(Q).
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Claramente, T'g ¢ linear e [(Tg)(u)| < |lullom)llgllri@), e portanto Tg € M(Q).
Além disso, pode-se mostrar que (cf. [7, pg. 116])
Tl = swo [ (gude = gl11c0,
ueC(Q),|lul|<1 /0
Variando agora g € L'(§) construimos uma isometria linear T entre L(Q2) e M(Q).
Assim, podemos identificar L!(2) com um subespaco de M(Q2). Como M () é um
subespaco do espaco separavel C(Q), ele tem algumas propriedades de compacidade
na topologia fraca*. Em particular, se (g,,) C L*(2) é uma sequéncia limitada, entao

existe uma medida de Radon ;1 € M(Q) tal que, a menos de subsequéncia, g, — p

na topologia fraca* o(M (), C (1)), isto é,

lim | 9nP = (1, o) Z/Qsodu, Y € C(Q). (4.9)

n—-+4oo

Denotando por S a melhor constante da imersao H — L%(Q), isto é,

2
[l
S = inf
: 62/6°
werg@\(o} (Jq [u|%)
e usando a notacao introduzida nos capitulos anteriores, podemos enunciar um re-

sultado cldssico de concentragao-compacidade provado por Lions [27, Lemma 1.1].

Lema 4.4. Suponha que (z,) = (un,v,) C H € tal que

Up — U, Up — 0, fracamente em H} (),
Vun|> = ¢, Vo> = ¢, na topologia fraca* c(M(Q),C(Q)),
[u,|® — v, v, =7,  na topologia fraca® c(M(Q),C(Q)),

onde ¢, ¢, v, 7 € M(QQ) sao medidas nao negativas e limitadas em Q). Entdo existem
conjuntos de indices enumerdveis J, e Jy, que podem ser vazios, e duas familias

{z;, j€ L} e{y;, j€ o} de pontos em Q tais que

(a) v = |ulSdx + Z iy v =|v|’dz + Zﬁjéyj vj, v > 0;

Jj€N JEJ2
(b) ¢ > |VuPde+ ) (oo ¢ > |Volde+ > Go,, §.¢; > 0.
je Jj€J2

Além disso,

Svi® < ¢ Yied, SvP<C, Ve (4.10)
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Agora podemos enunciar o lema:

Lema 4.5. Suponha que F satisfaca (F1) e seja (z,) C H como no Lema 4.4. Se
I'(z,) = 0, entdo J; € vazio ou um congunto finito. Além disso,
N ) P
Demonstragao. Seja ¢ € CP(RY,[0,1]) tal que ¢ = 1 em Byj(0) e ¢ = 0 em
RY \ B;(0). Suponha que J; # &, fixe j € J; e defina ¢.(r) := ¢(*==2) onde € > 0.

S

Afirmamos que (¢.u,) C Hi(Q) é limitada. De fato, usando a definigao de norma e

a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

||<255un||2=/9|V(cz55un)|2 = [2<¢avun+unv¢57¢£vun+unv¢a>
- / OVt 2 + 02Vl + 200n (Ve Vi)
(9]
< / BV unl? + 12|V 62 + 2] [ V| [Vt

A definigao de ¢. e a limitagao de (u,,) em H}(€) nos diz que os quatro termos do lado
direito da desigualdade acima sao limitados, concluindo entao a nossa afirmacao.
Como (¢.uy,) é limitada e I}, . (un,v,) — 0, temos que I}, . (2,)(¢etn,0) =

on(1), e portanto

m(”un||2) (An7€+/g|vun|2¢s> :On(l)+N1/Q|un|6¢a+/§2Fu($aunavn)un¢ay

com A, . = [u,(Vu,-V¢.). Como m(t) > ay, para todo t > 0, o Lema 4.4 implica

que

p (lirgiipAn,er/Q(bedC) Su/ﬂ¢edv+/gf(a?,wucbs-

Afirmamos que

limlimsup A, . = 0. (4.12)

=0 poaoco

Assumindo a afirmagao, podemos tomar € — 0, e usar o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue para obter ao(; < pv;. Lembrando que S V; /3 < (j, obtemos

1/3
anSv;" < agG; < pwj,
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e portanto v; > (apS/p)*2. Deste modo,

7TOEDIEDY (0‘05)3/2 (4.13)

jeJ jeJ
e concluimos que o conjunto J; € finito.

Para provar (4.12), vamos calcular

An] stéwww%MVQ\

1/2 1/2
2 2 2
(K]v%w) ([Q%Hv¢|)
1/2
< C 22|V e 2) ,
< (Am|r¢|

portanto fazendo uma mudanca de varidvel y = ==,

1/2
limsup [A,.| < C(/ |u]2|V¢€]2da:)

( wr|ve (® %)QMJUQ
{lz— I7\<5} =

1/2
ef/ w+@ﬂwwﬂdw)
{lyl<e}

IN

IN
o | Q

olQ o|lQ

N 1/2
EQQ/ |mw+%wwwwww)
{ly|<e}

= o0 (8(N’2)/2) — 0,

em que usamos N > 2 na ultima linha acima.

A demonstragao para Jy é andloga e sera omitida. [
Estamos prontos para provar nosso resultado de compacidade.

Prova da Proposicao 4.1. Vamos comecar supondo que o; # 0 e 09 # 0. Dado
M > 0, vamos fixar py, pz € (0, p0), onde g serd escolhido mais a frente. Dado
c < M, seja (2,) = ((un,vn)) C H tal que I, 4, (20) — 0e I, (2,) = 0, quando

n — +o00. Vamos mostrar que existe uma subsequéncia de (z,) que converge forte

em H.
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Ja sabemos do Lema 4.2 que (z,) é limitada. Além disso, a menos de sub-
sequéncia, podemos assumir as hipoteses do Lema 4.4. Usando a notacao deste

lema definimos

ZVJ’ QQ ZV37

JjEN JjeJ2

de modo que
i fun [l = Julls + @1, lim o]l = [[0]lg + Q2 (4.14)

Afirmacao 1: Se pg é suficientemente pequeno, entao

3/2 3/2
OégS OZ18>
< | — , <|—
@ < H1 > @ ( H2

De fato, de (F»), temos que
1

2 o o
) = ) 2 a3+ 2 8~ ol — a2 — ol
Passando a desigualdade acima ao limite, usando (4.14) e as imersoes Hg () <

L7(Q) e L7(Q) — L°(Q) obtemos

QT 50 < M+l + caluly — Tlull + canallulli — T ol (4.15)

Escolhendo C' > 0 tal que e

6C 12(1161
expoentes r = 6/0 e ' = 6/(6 — o) obtemos

e aplicando a desigualdade de Young com

CTLl Cl
U o1 _ U o1 < —_—
ol = Gl < Gl + = = ol + s
Analogamente,
2 Cs
ol < Lol + — 2
2 (12) =7

Substituindo as expressoes acima em (4.15), obtemos

C C
%Ql + %Qz < M + ¢o|Q] 4 crag—5— + o955 (4.16)
(p11)5=n (p2) 52
Como s < py < Kpus temos que
A B C A B D
Ql S — + 6 + 6 € QQ S — + 6 + 6

P (u)sr ()5 2 H2 o ()52 (pg)2
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onde A, B, C e D sao constantes positivas independentes de p1 e ps.

Lembrando que o; € (0,2), obtemos

6 6 3
max{ 1, —, < —=.
6—0'1 6—0’2 2

Portanto, escolhendo um gy > 0 tal

3/2
A(po)'? < —<a0§) ;

vem 3/
A (8PP 1 (29) "
p = 3(po) P T 3\

Repetindo o argumento e diminuindo o yio se necessério. obtemos Q1 < (cS/u1)%/2.
A demontracio da desigualdade Qy < (a1 S/p2)*? é andloga e portanto a afirmacdo
fica estabelecida.

Usando a Afirmacao 1 e (4.11) concluimos que os conjuntos J; e J do Lema 4.4

sao vazios, de onde se conclui que

lim /]un]6:/|u|6, lim /\vn|6:/|v|6. (4.17)
n—+oo [o Q n—+o0o [q Q

Afirmagao 2:  lim /|un|4unu:/|u|6.

————— n—>+oo Jq Q

De fato, pela imersao de H} () em L5(2), temos que

/wawzfmfsg.
Q Q

Além disso, |u,(2)|*u,(z) — |u(z)|*u(z) g.t.p em Q, portanto
|t (2)|*u () — |u(x)|*u(z), fracamente em L%5(Q),

ou seja
[ taltw [ fultuo, voe (L5@) = 25,
Q Q
A Afirmacao 2 segue entao do fato de que u € L%(Q).
Argumentando como acima podemos mostrar que fQ (x, zp)u — fQ (x, z)u,
portanto segue do Lema 4.3 que [, F,(, 2,)(u, — u) — 0. Além disso, um ar-
gumento andlogo mostra que [, [v,|*v,v — [ 0], [ Fo(z,z0)v = [ Fu(z,2)v e

Jo Fo(, 2) (v, —v) = 0.
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Usando todas as convergéncias acima e lembrando que I}, . (zn)(tn,0) = 0,(1)

e I, .,(zn)(u,0) = o,(1), podemos escrever

0n(1) = Ty g (20) (U, 0) = I, L, (20) (w1, 0) = ([l *) (llunl|* = [|ull®) + 0a(1).

Segue de (A1) que ||ul| — |lu|l. Isto e a convergéncia fraca de (u,) implicam que
u, — uem H}(Q). De forma andloga v, — v em H}(), concluindo a demonstracao
para o1 # 0 e 09 # 0.

No caso em que 07 # 0 e 03 = 0, a equagao (4.15) se torna

o

%Ch + %QQ < M + ¢o|Q| + craq ||ul|gt —

e o resultado segue da mesma linha de raciocinio. Finalmente, se 01 = 09 = 0, é

suficiente considerar

_ a053/2 2 _ 05153/2 2
251 3IM ) M2 3M .

A proposicao esta provada. n

4.2 Prova dos Teoremas E e E’

Para demonstrar os nossos resultados principais usaremos a seguinte versao do Te-

orema do Passo da Montanha com Simetria.

Teorema 4.6. Seja E =V & W um espago de Banach com dimV < oco. Suponha
que I € C*(E,R) € um funcional par satisfazendo I1(0) =0 e

(1) existem p, o >0 tal que

inf  I(u) >«
u€dB,(0)NW
(I3) existe um subespago V C E com dimV < dimV < oo tal que, para algum
M >0
max [ (u) < M,

u€\7
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(I3) considerando M > 0 dado por (I3), I satisfaz a condigao de (PS). para ¢ €
(0, M).

Entao I possui pelo menos (dim\7 — dim V') pares de pontos criticos nao triviais.

Considere () en as autofungoes de o(—A, Hg(§2)) normalizadas. Para qualquer

m € N, defina
Vin = Span{(ﬁpla 901)7 SR (‘pmv (pm)}

e note que H}(Q) =V, ® V.-, O resultado abaixo foi provado em [37, Lema 3.1]

Lema 4.7. Dado 2 <r <6 ed >0, existe mg € N tal que, para todo m > myg
/ " < ollull”, Vue Ve (4.19)
Q

Demonstracao. Vamos primeiro considerar r = 2. Argumentando por contradicao,
suponha que existe um § > 0 e u,, € V1, para todo m € N, tal que ||u,,||3 > 3/um |
Tomando vy, = U,/ ||tm||2, temos que ||v,|l2 = 1, para todo m € N e [jv,||? < 1/§
Como (v,,) C H(Q) é uma sequéncia limitada, podemos supor, sem perda de
generalidade, que v,, — v fracamente em H}(f2), de modo que v € V-, para todo
m € N, isto é v = 0. Por outro lado, pela imersao de Sobolev Hj(Q2) — L*(Q),
temos que ||v]| = 1, gerando uma contradigao.

Suponha agora que 2 < r < 6 e considere 6 € (0,1) tal que
r=(1-20)2+ 06.

Usando a desigualdade de Holder com expoentes (1/(1 —6)) e 1/6, juntamente com

a imersao de H em L%(Q), obtemos

1-6 0
L= [ 1007 < ( / |u|2) ( / |u|6) < Cllull &2 u.
Q Q Q Q

Aplicando o caso inicial com & = (6/C)Y1=9 obtemos

53 1/0-0)
(2)

concluindo a demonstracao. O]

1-0

lull; <C | = 8jull =2+ = §lull",
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Continuando a demonstragao, estamos interessados em mostrar que nosso funci-
onal satisfaz as hipéteses do Teorema do Passo da Montanha com Simetria. Vamos

mostrar primeiro que 7, satisfaz a condicao ([y).

1,12
Lema 4.8. Suponha que F satisfaca (Fo) — (Fy) e (Fy). Entdo existem [ > 0,
m €N e p, a >0 tal que, para qualquer py, ps € (0,1), vale

Lyw(2)>a, VzedB,(0)NnV.r.

Demonstragao. Usando (Fy), as imersdes de Sobolev e a desigualdade (4.19) com

r=o0; ¢ d >0 (aser escolhido posteriormente) obtemos

1 1 H1 M2
I(z) > ;17"71(!\U\|2)HUH2 + ;IZ(HUHQ)HUH2 - /F(% z) — gHUHS - gHUHS

Qg Qaq H1 H2
> Sl Sl ~ [ P - Bl - 220
Qo Qg M1 H2
> —llull® + ol = el = callulfher, — esllvllg: — = llullg — Zllvllg
4 4 6 6
o%s] aq
> lull + ol = el = eallullg; — esllvllg; — pabiflull® = pabollv]®
«Q «a
> ZOHUII2 + ijH2 — a3l Q] = cadflul|™ = eso||v]|® — pbiflull® = pabsllv]|°

para todo z € V.-, portanto
I(2) > ||2[1*(c = cad]|2[|* 72 = e50[|2]|%7%) — e3]Q] — pbal[2]|® — paball2]|°,
Se p = p(d) > 0 é tal que cs0p” =2 + 509272 = ¢/2, obtemos
I(z) > gpQ — c3]Q — p1b1 p® — pigbap®, Vz € 0B,(0)N V.

Note que pela escolha de delta, temos que p(d) — 400, quando § — 0 portanto

podemos escolher 6 > 0, tal que (c¢/2)p* — c3]Q| > (¢/4)p?, logo

C
[(2) 2 20" = iubip” = pabop®, Yz € 9B,(0) NV,

Agora basta escolher um 7 pequeno tal que

c c _
Im,uz(z) > ZPQ—N161P6—M252P6 = P2 <Z - M1blp4 - N252P4) >0, Yy, pe € (0,7),

concluindo a demonstracao. O]
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A condicao de superlinearidade (F3) vai nos garantir (1), como se pode ver do

préoximo lema.

Lema 4.9. Suponha que F' e m satisfacam (Fy), (F3) e (4.2). Entao, para qualquer

7 € N, existe um subespaco V C H de dimensao j e uma constante M > 0 tal que

supI(z) < M, ¥ pui,ps > 0.
ue?

O mesmo reslultado vale se trocarmos (F3) por (E) e supormos que l satisfaz (4.3).

Demonstragao. Vamos supor inicialmente que F' e m satisfazem (F3) e (4.2). Seja
Qy C Q dado pela condicao (F3) e considere (¢;) en as autofungdes normalizadas de

o(—A, Hi(€)). Vamos definir o subespago

i Spa’n{((pﬁ 0)7 R (90]‘, O)}
Como V tem dimensdo finita, existe d; = d(\A/) > 0 tal que
Al < Julll, YueV. (4.20)

Dado ¢ > b/(4dy), segue de (F3) e da continuidade de F' que, para algum dy =
dQ(dlab)J
F(z,5,0) > ¢|s|* —dy, Va€Qy seR.

Isto, (4.2) e (4.20) implicam que, para qualquer z € \/}j, temos
I < Ul (edy = 2 Jull* + doj2) < sup {42 + ot + o)
e (2) < Sllull” { edy [ul|* + d2|Qf < sup § o7+ eot” + do[2] ¢
2 4 >0 L2

com g9 = (ed; —b/4) > 0. Se denotarmos M o supremo acima, podemos usar a > 0
para concluir que 0 < M < 400, finalizando a demonstracao.

A demonstracao com (ﬁ) e (4.3) é andloga e sera omitida. O

Prova dos Teoremas E e E’. Seja k € N fixado. Pelo Lema 4.8, podemos encontrar

m € N grande suficiente tal que, para a decomposicao H =V @ W, com

V= <(§0170> R (‘Pm’o)% W= <(90170)7 SR} (me’O»L?
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o funcional [ satisfaz (I;) para qualquer pq, ps € (0,7). Além disso, pelo Lema 4.9,
obtemos um subespaco VCcHeM>O0tal que
dim\?z(/@—km), supl < M, Y, pe > 0.
zeV

Portanto, I, ,, satisfaz (I3). Para a escolha de M acima, obtemos da Proposicao
4.1 um nimero p* tal que I, ,, satisfaz (I3), para qualquer p, po € (0, 1*). Como
I(0) = 0 e I é par, podemos definir p; := min{g, u*} e usar o Teorema 4.6 para
concluir que, para todo p € (0, ), o funcional 1,,, ,,, tem pelo menos (k+m—m) = k
pares de pontos criticos nao nulos.

A prova do Teorema E’ é andloga. O
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