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Resumo

No presente trabalho, estudamos o estimador proposto por Fan (2004), para o indice
caudal de distribui¢coes no dominio de atragao de leis a-estéveis, com 0 < o < 2. Este
estimador tem estrutura de U-estatistica, é robusto e assintoticamente nao viesado. Uti-
lizando as ferramentas da teoria classica de U-estatistica, sao demonstradas a consisténcia

e normalidade assintética do estimador.

Palavras-chave: Cauda pesada, U-estatistica, distribuicao estavel, indice caudal, dominio

de atracao.
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Abstract

In this work we study the estimator proposed by Fan (2004) for the tail index of
distributions in the domain of attraction of a a-stable law with 0 < a < 2. This estimator
has U-statistic structure and is robust and asymptotically unbiased. By using the classical
tools theory of U-statistic, the consistency and the asymptotic normality of the estimator

are proved.

Keywords: Heavy tail, U-statistics, stable law, tail index, domain of attraction.
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Introducao

Distribuicoes de cauda pesada tém aparecido em aplicacoes nas mais diversas areas,
tais como: economia, financas, atuaria, engenharia elétrica, sociologia. Dentre os diversos
tipos de distribuicoes de cauda pesada que sao comumente usadas, as distribuicoes a-
estaveis, com 0 < a < 2 (o caso a = 2 refere-se a distribui¢ao normal que tem cauda

leve), merecem destaque.

As distribuicoes estaveis, por definicao, sao invariantes sob a adi¢ao e caracterizam-se
por serem limites em distribui¢ao de somas normalizadas de variaveis aleatorias (v.a’s)
independentes e identicamente distribuidas (i.i.d). Assim, variaveis empiricas que sao
somas de variaveis aleatorias ajustam-se bem a estas distribui¢oes. Um exemplo simples
de aplicacdo pratica é a variacdo da taxa de cambio. E naturalmente desejavel que a
variagao da taxa de cambio em um dia tenha a mesma distribuicao que a taxa de cambio

na hora j para qualquer j.

O uso de distribuigoes a-estaveis nao-gaussianas na modelagem de problemas apli-
cados, especialmente & Economia e Financas, entre outras éreas, foi impulsionado pelo
trabalho de Mandelbrot (1963) que verificou que o modelo a-estavel, 0 < a < 2, por pos-
suir segundo momento infinito, se ajustava melhor a dados financeiros que apresentavam

alta variabilidade do que o modelo normal, que era comumente usado.

De acordo com Fan (2004), no entanto, do ponto de vista pratico ¢ mais realista
modelar as observagoes com distribui¢coes no dominio de atracao de alguma lei a-estavel
(0<a<?2).

Precisamente, se X1, X, ... sdo variaveis aleatorias i.i.d. com funcao de distribuigao F

para as quais existem sequéncias {a,} e {b,} > 0 tais que

Xi+..4+X,-0b
1+ + n n L>X, (1)

Qn



Introdugao

onde X é uma v.a. a-estavel, entao dizemos que F' estd no dominio de atragao de uma
lei a-estéavel e denotamos F' € DA(«).

As distribui¢oes no dominio de atragao de leis a-estaveis, com 0 < « < 2, caracterizam-
se por possuirem cauda a direita ou cauda a esquerda regularmente variantes, com mesmo

indice caudal a.. Especificamente, F' € DA(a) com 0 < a < 2, se, e 80 se,
z*(1— F(x)) ~pL(z) e x%(F(—x)) ~qL(z), quando z — oo,

onde p,q >0, p+q=1e L éuma fungao lentamente variante no infinito.

Neste contexto, a estimagao do indice caudal é um problema de interesse entre os
pesquisadores da area. Como em muitas aplicagoes é impossivel determinar, a priori,
qual familia de distribuicoes é mais apropriada, o desenvolvimento de estimadores robustos

para o indice caudal tem merecido atencao especial.

Dentre os estimadores conhecidos na literatura, o mais popular é o estimador de Hill
(1975), baseado nas estatisticas de ordem extremais. As propriedades deste estimador
tém sido objeto de estudo de intimeros pesquisadores. Sua consisténcia fraca foi provada
por Mason (1983) para distribuigoes com cauda de variagdo regular. No entanto, a nor-
malidade assintotica do estimador é considerada sob condigoes adicionais mais restritivas,
do tipo Von Mises (vide por exemplo, de Haan e Resnick (1985). Além disso, muitos
autores tém comprovado que o estimador de Hill apresenta melhor performance somente
para distribui¢des com cauda do tipo Pareto. Assim, nos ultimos anos, tém surgido na
literatura diversos estimadores do indice caudal, na tentativa de se obter estimadores mais
simples de serem usados na préatica e de melhor eficiéncia, a despeito do tipo especifico
de distribuicao de cauda pesada considerada. Dentre eles, merecem destaque: Pickands
(1975), de Haan e Resnick (1980), Csorgo (1985), de Haan e Pereira (1999), Meerschaert
e Scheffler (1998) dentre muitos outros.

Neste trabalho, nos estudamos um estimador proposto no artigo de Fan (2004) para
a estimagao do indice caudal de distribuicoes no dominio de atracao de leis a-estéaveis,
0 < a < 2. O estimador considerado tem uma estrutura de U-estatistica e, desta maneira,
tem uma forma mais simples, utiliza a informacao da amostra inteira e possui menor
variancia. Além disso, as propriedades assintéticas do estimador sao obtidas utilizando-se
as ferramentas da teoria classica de U-estatistica, sem impor condigoes restritivas sobre a

distribuicao da populacao.



Introdugao

Assim, dividimos este trabalho em 3 capitulos.

No Capitulo 1, apresentamos os conceitos e resultados preliminares sobre a teoria de
variacao regular (Secao 1.2), distribui¢oes estaveis e dominios de atragao (Segao 1.3).
Merecem destaque as demonstracoes dos teoremas 1.3.9 e 1.3.10 que serao fundamentais

na obtencdo do nao viés assintotico do estimador de Fan (Teorema 3.2.1).

O Capitulo 2 é dedicado a apresentacao dos principais resultados da teoria classica
de U-estatistica. A principal referéncia utilizada foi Lee (1990). Basicamente, uma U-
estatistica baseada numa amostra (X7, ..., X,,) de uma fungao de distribuigdo F, é cara-

cterizada como sendo uma estatistica da forma

U, = U(X1, ..., X,) = (”)_1 3 1 (Xays s X, 2)

m
Cn,m

onde m < n, o somatorio C,, ,,, é sobre todas as combinacoes de m inteiros escolhidos sem
reposi¢ao do conjunto de inteiros de 1 a n e h* é uma fungao simétrica. Sob a hipotese
que h*(Xjy, ..., X;,) € um estimador nao viesado de um parametro 6 = 6(F'), de grau m,
mostra-se que U, é o estimador de menor variancia dentre os estimadores de # baseados
na amostra (X7, ..., X,,). Estes resultados e outras propriedades basicas de U-estatistica
sao apresentados na Segao 2.2. As outras duas segoes deste capitulo sao dedicadas a
apresentacao do Teorema da Decomposigao de Hoeffding, e aplicagdes, (Segao 2.3) e a
descricao do método de estimacao de variancia assintética de uma U-estatistica, extraido
de Arversen (1969).

No Capitulo 3 apresentamos o estimador proposto por Fan (2004), bem como as pro-

priedades assintoticas obtidas por ele.

Assumimos que (X1,..., X,,) ¢ uma amostra de v.a’s aleatorias i.i.d. com fungao de

distribuigdo F' € DA(a), com 0 < a < 2, (ou seja, satisfazendo (1)) e consideramos o

seguinte estimador para o~!

= log (X3 + ...+ X?2)

" (3)

2log n

e
onde X2, X2, ..., X? estao no dominio de atragao de uma lei 0 < 6] < 1. A motivacao para

a escolha de ;! vem da propriedade da preservacao da soma de leis estritamente estéveis,

. i+ .+ Zy g e . . .
ou seja, ————— = 7, para variaveis aleatoérias 71, .., Z,, estritamente a-estaveis.

n o
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Vale ressaltar que optamos por considerar em (3) as somas dos quadrados dos X;’s
para facilitar as demonstracoes das propriedades assintoticas, ja que neste caso, como

o' : <
0< 5 < 1, as constantes normalizadoras b, em (1) s@o nulas.

Seguindo as idéias de Meerschaert e Scheffler (1998), provamos, no Teorema 3.2.1, que

1

o, é um estimador assintéticamente nao viesado e consistente. Além disso, apresentamos,

ainda na Secao 3.2, um principio de grandes desvios obtido por Fan (2004), caracterizando

1 1

o estimador a,," como um estimador robusto para ™", mas com taxa de convergéncia

muito lenta e de variancia grande.

Assim, com o proposito de diminuir a variancia do estimador a;; ', Fan (2004), propoe
o uso do estimador com estrutura de U-estatistica, baseado no nicleo dado por (3), ou

seja, para m < n considera-se

)

-1 2 2
/?1 . n Z lOg <Xa1+"'+Xam>
m 2log n
a€Cn,m
onde o = {av, ..., ., } € 0 somatorio é considerado como em (2). Utilizando os resultados
da teoria cléssica de U-estatistica, apresentados no Capitulo 2, provamos que , quando
—_—
m — 00, ay~! é assintoticamente nao viesado e fracamente consistente (Teorema 3.2.1). A
—_—
consisténcia em média quadratica e a normalidade assintotica de apy~! sdo demonstradas
I - 1
sob a condigao adicional que m = o(n2), quando n — oo (Teorema 3.3.1 e Teorema 3.4.1,

respectivamente).

Para finalizar, apresentamos na Secao 3.5 uma breve anélise das simulagoes numéricas,
realizadas por Fan (2004), sobre a performance do estimador (;]?1, que indicam que o
estimador com estrutura de U-estatistica proposto é bastante competitivo em relagao a
outros estimadores do indice caudal considerados, em particular, o popular estimador de
Hill (1975).



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Neste capitulo introduzimos conceitos e resultados preliminares que serao utilizados

no desenvolvimento dos capitulos seguintes.

Na Secao 1.2, apresentamos a defini¢ao e alguns dos principais resultados da teoria de
variagao regular que serao uteis para caracterizar os dominios de atracao de distribuigoes

estaveis. Para mais detalhes indicamos Bingham, Goldie e Teugels (1987).

Veremos, na Secao 1.3, dedicada as distribuicoes estéveis, a Proposicao 1.3.8 que
garante que uma ou ambas as caudas de uma distribuicao no dominio de atragao de uma
distribuigao a-estavel, 0 < a < 2 variam regularmente. Isto permite classifica-las como

distribuicoes de cauda pesada.

Apresentamos na Secao 1.3 as defini¢oes e propriedades principais de distribuig¢oes
estaveis e seus respectivos dominios de atracao. Como referéncia basica citamos Feller
(1971) e Samorodnitski e Taqqu (1987).



Capitulo 1. Preliminares

1.2 Variacao regular

Definigao 1.2.1. Uma funcao f : Rt — R* ¢ de variagao reqular de indice p se

lim f(Ax)
27w

=N, VA eR.

Neste caso, denotamos f € R,.
Quando p = 0 dizemos que a funcao é lentamente variante.

Proposigao 1.2.2. Seja f : Rt — R, uma fungdo de variagcao reqular de indice p.
Entao

(1) f(z) =aPL(x) onde L(x) € lentamente variante.

(i7) Se f(x) € R,, entio (f(z))* € Rye, a€R.

(1i1) Se f € R, e fa € R,, fa(x) — 00 quando x — oo, entdo fi(f2(x)) € Ry, p,-

(

log L(z)

iv) Se L varia lentamente, entdo — 0 quando x — o0.

Proposigao 1.2.3. Se f varia reqularmente com indice p # 0, entao quando x — oo

f(x) = 00, se p>0

f(z) =0, se p<O,

ou seja, se L varia lentamente e p > 0,

2’L(z) =00, e 2 ’L(zx) =0 (z— o0).

Teorema 1.2.4. (Teorema da convergéncia uniforme) Se f varia reqgularmente com indice
p, entdo (no caso em que p > 0, assuma que f é limitada em cada intervalo (0, X]),

f(Ax)

——= — M(x — o0) uniformemente em A,

(=)

sobre cada [a,b] (0<a<b<oo) se p=0, sobre cada (0,b] (0 <b<o0) se p>0
e sobre cada [a,00) (0 <a < o0) se p<O.



Capitulo 1. Preliminares

Teorema 1.2.5. (Teorema de Potter) Se f € de varia¢ao reqular de indice p entao dadas
constantes A > 1, 6 > 0 existe X = X(A,0) tal que

<o (&) &)} 2 e v2x

1.3 Distribuicoes estaveis

Definicao 1.3.1. Dizemos que uma variavel aleatoria X possui distribuicao estdvel se

para X1, X, ... copias independentes de X existem constantes a,, > 0 e b, € R tais que
X1+ + X, La,X +b,,

d . .. N o
onde = indica convergéncia em distribuigao.

No caso em que b, = 0 entao X; + ... + X, < a,X e dizemos que X é estritamente

estavel.

Teorema 1.3.2. Uma varidvel aleatoria X possui distribuicao nao degenerada a-estdvel

X se, e somente se, sua fungao caracteristica € da forma

t

dx(t) = exp {ist —ct|° {1 + i@mu(t,a)] } (1.1)

ondese R, c>0,0<a<2, —1<60<1, sao constantes e

u(t,a) = tan(?), se a#1

_ 2log |t| e o — 1
2 7 '

O nimero o é chamado de indice (ou expoente) de estabilidade e dizemos que X €

«-estavel.

Observagoes 1.3.3. (a) Quando o = 2, X tem distribuicao normal. No caso 0 < o < 2

costuma-se dizer também que X tem distribuicao Levy estdvel.

(b) De (1.1) podemos notar que |¢px(t)| = exp[—c|t|*], comec>0e0 < a < 2. Assim,

como |¢px(t)| € integrdvel na reta toda entdo das propriedades de fungdo caracteristica
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seque que a func¢ao de distribuicao de X € diferencidvel e sua densidade € continua. Pode
se provar ainda que o densidade de X ¢é infinitamente diferencidvel (vide por exemplo
Nolan (2007)).

() Se 0 < a < 1 entdao ¢x(t) nao € diferencidvel em t = 0 e assim E|X| = co. Se,
além disso, X tem distribuicao simétrica entdo EX ndo eziste. Se 1 < a < 2, ¢x(t) €
diferencidvel em t = 0 uma vez, ou seja, EX € finita e EX? = co. Somente no caso

normal, o = 2, X tem média e varidncia finitas.

(d) Pode-se mostrar que se X € a-estdqvel entao E|X|" < oo, Vr € (0,«a) (veja, por
exemplo, Feller (1971) pag 215).

No Capitulo 3, para provarmos um principio de grandes desvios (Teorema 3.2.2),
necessitamos de uma representagao alternativa a (1.1) para a fungao caracteristica de
distribuicoes a-estaveis, que apresentamos a seguir e cuja prova pode ser encontrada em
Ibragimov e Linnik (1971).

Proposigao 1.3.4. Se X € uma distribui¢ao estdvel, entao a funcgao caracteristica f(t)

de X €

1 o T
f(t) = exp {—co|t|o‘L (m) <1 — ifBsign(t)tan <7> (1+ 0(1)))} para « # 1.
. B . flz) ) 3 .
onde dizemos que f = o(g) se lim ﬂ =0 e L € uma funcao lentamente variante.
z—oo (T

Teorema 1.3.5. Uma v.a. X tem distribuicao a-estdvel se, e so se, X € o limite em

distribuicao de somas normalizadas de v.a’s i.i.d., ou seja, existem v.a’s i.i.d. tais que

X1++Xn_bn i}X’

Qn

para escolhas apropriadas de constantes a, >0 e b, € R.

Definicao 1.3.6. Suponha que X, X5, ... é uma sequéncia de variaveis aleatérias i.i.d
com distribuigao F. Se existe uma sequéncia de ntumeros positivos {a,} e uma sequéncia
de numeros reais {b,}, tais que

Qn

para alguma variavel aleatoria X a-estavel, entao dizemos que F' estda no dominio de

atragdo de uma a-estavel e denotamos por F' € DA(«).

8



Capitulo 1. Preliminares

Proposicao 1.3.7. Sejam Xi, Xs, ... varidveis independentes e com distribuicao F €

DA(a). Entao as constantes a,, e b, da Defini¢ao 1.3.6 anterior satisfazem:

an = naL(n), onde L(n) € uma fungdo lentamente variante, a € (0,2], e

by = n/ ydF(y) = E (X x|<a,) ;
|y|§an

nEX, «ae(1,2]
b,=14 0, a€(0,1)

0, a=1 e F simétrica.

O resultado a seguir permite classificar as distribui¢coes no dominio de atragao de uma
a-estavel com 0 < o < 2 como distribuig¢oes de cauda pesada devido a variagao regular

de uma ou ambas as caudas.

Proposicao 1.3.8. Uma distribuicao F esta no dominio de atracao de uma distribui¢ao

a-estavel com 0 < o < 2 se, e s0 se,

2%(1 = F(x)) ~ pL(x) (1.2)

2*(F(~2)) ~ qL(z), (1.3)

quando © — oo. Onde p, ¢ > 0, p+q = 1, L(x) € de variagdao lenta e f ~ g indica

flz) _

Note que (1.2) equivale a dizer que a cauda a direita de F' é regularmente variante
com expoente —« e da mesma forma, de (1.3), temos que a cauda & esquerda de F' é
regularmente variante com expoente —«. Em particular, se F' é uma funcao de distribuicao
a-estavel entdo a funcado lentamente L(z) em (1.2) e (1.3) é constante, L(x) = ¢ e assim,

as respectivas caudas sao do tipo Pareto.

Assim, como p, ¢ > 0 e p+ g =1, concluimos da Proposi¢ao 1.3.8 acima que a familia
de distribuicoes no dominio de atracao de uma lei Levy estavel, 0 < a < 2, coincide
com a familia de distribui¢coes que possuem caudas pesadas a direita ou caudas pesadas
a esquerda (ou ambas), com o mesmo indice «, que mede a espessura das respectivas

caudas. Neste caso, concluimos que F|X|° < oo para 0 < § < a e E|X|° = oo para d > a.

9
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Finalizamos esta se¢ao demonstrando as Proposi¢oes 1.3.10 e 1.3.11, que serao uti-
lizadas no Capitulo 3, para provar as propriedades assintoticas do estimador a ser estudado

naquele capitulo. Para estas demonstracoes necessitamos do resultado a seguir.

Proposicao 1.3.9. Se X1, Xs, ... sao varidveis aleatorias independentes e com distribuicao

F no dominio de atracao de uma «a-estdvel entao as fungoes definidas por
Uc(t) = E{|X| Iyxi<n} e Vi(t) = {EIX[" x5 }
vartam regularmente com indice ( — a e n — «, respectivamente.

Proposigao 1.3.10. Seja Y uma varidvel aleatoria a-estdvel. Entao E{log |Y|}? < oo.

Demonstragao: Para A > 0 arbitrario temos

Bllog IV} = [ (og [VIPaP+ [ (log V]
(1Y]<4) (Y ]|>A)

< M+ / (log |Y'|)?dP,
(IY[>A)

onde M; = (log A)* > 0 constante.

Entao, basta mostrar que

lim (log |Y])*dP =0, (1.4)
A= J(y|>4)

pois dai teremos que existe My > 0 tal que / (log |Y|)?dP < My, VA > 0 e assim,
(IY[>4)

E{log |Y|}? < My + M, < . (1.5)

Provemos (1.4). Para todo A > 1 podemos escrever

Y1 210g s
E{(log Y Iyy>a} = E {/ Iy i>a)ds
1

S

A oo
2log s 2log s
1 S A s

10
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e, usando o Teorema de Fubini, segue

> 2log s
E{(log [Y)*Ijvi>a)} = (log A)QE{I<Y|>A>}+/ Sg E{I(y>4, |v|>s)}ds
A

% 9]
9 Ep(y| > s)ds.
S

= (log A?P(|Y] > A) +/A

Agora como Y é a-estavel, entao pela Proposi¢ao 1.3.8 P(]Y| > s) é regularmente
variante com expoente —a, ou seja, P(|Y| > s) = s “L(s), onde L(s) é uma funcao

lentamente variante. Logo, para A > 1

< 9]
E{(log Y Iqy>n} = (log A)2A~L(A) + / %y%(s)d&
A

Por um lado, como log ¥, > 0 é lentamente variante, entdo (log x)? também o é.

Dai, temos

(log A?AL(A) = AL, (A), (1.6)

onde Ly(A) é uma fungdo lentamente variante. Como A~“L;(A) é regularmente variante

com expoente —a < 0 segue da Proposicao 1.2.3 que

lim (log A)*A™*L(A) = 0. (1.7)

A—oo

Por outro lado, segue do Teorema de Potter (Teorema 1.2.5) que dado § > 0, existe
Ap > 1 e uma constante K (4, Ag) tal que

L(s) < Ks°, Vs> Ag. (1.8)

Assim, tomando 0 < § < « temos para todo A > Aq,

> 2] > 2]
0 §/ °9 Ss’aL(s)ds < K/ 299 5 et g
A S A S

o0

= 2K tel—o+t gy
log A
2K A—oto
= log A)A=H0 —
a—90 {< o9 A) a—290

11
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Como (—a + d) < 0, temos da Proposigao 1.2.3 que

lim (log A)A™™ =0 e lim A7 =0.

A—o0 A—o0
Dai, segue que,
<2l
/ °9 Ss’aL(s)ds = 0. (1.9)
A S
De (1.9) e (1.7) temos (1.4) e o resultado segue. d

Proposicao 1.3.11. Sejam Xy, Xs, ... v.a’s i.i.d com funcao de distribui¢cao F' no dominio

. . , X1+ ..+X,—0b, .
de atragao de uma distribuicao a-estdvel. Seja S} = ! . Entao
G,

E{log |S:|}* — E{log |Y|}*, quando n — oo, para k=1,2.

Demonstragao: Pela Proposicao 1.3.10 temos que E{log |Y|}* < oo para k =1, 2.
Denote Z, =log Sk, Gu(x)=P(Z,<z) e G(z)= P(log|Y|<zx).

Primeiramente, temos da Defini¢do 1.3.6 que Z, 4, log Y], ou seja, Gp(r) —

G(z),Vz € R e das propriedades de convergéncia fraca segue que
E{Zi ]z, 1<a)} = *dG(z) — 2*dG(x) quando n — oo, (1.10)
(|lz|<A) (Jz|<A)

k

pois g(z) = 2" & continua e limitada em [—A, A]. Assim, como

\EZF — E{log |Y|}*| < |EZE— E{ZFIz,<a)}| + ’E{Zﬁf(|zn|<A)} - / 2" dG(x)
(Jz]<A4)

Y

+ ' A e 2*dG (x) — /_ Zxde(m)

segue que, para todo A > 0

limsup |EZF — E{log |Y|}¥| < limsup E{|Z,|* 117,154} (1.11)

n—oo n—oo

Assim, basta mostrar que

im limsup E{|Z,|* Iz, >4} = 0. (1.12)

1
A—00  pooo

12
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Para isto vamos usar um raciocinio anélogo ao utilizado na prova de (1.4) da Proposigao

1.3.10. Para todo A > 1, podemos escrever para k = 1, 2,

k 4 > (log 5)*
Bz izma} = B | ks lzsads o + E b Luspsen) szlmends

A S

> (1 k-1
— A¥P(|Z, >A)+/ pliog )= 098‘9) P(|S;] > ¢*)ds.
eA

d ) . - ) : ,
Agora, como Z, — log |Y| e log |Y| é uma variavel aleatoria continua, pois Y é

a-estavel, segue que VA > 0

lim A*P(|Z,| > A) = AFP(|log |Y|| > A). (1.13)

n—oo

Mas, como E{|log |Y||¥} < 0o, k=1,2, temos

lim A*P(|log [Y|| > A) =0 (1.14)
e, assim,
lim lim A*P(|Z,| > A) = 0. (1.15)

A—o00 n—oo

Por outro lado, como lim P(|S}| < z) = P(|Y| < z) e P(|Y| < z) é continua, entao

a convergéncia é uniforme em z € R. Entao,

. P(Sp>x)
P(|Sy| > )

— <K, VreER de.
PV >a) = 1, Vo e n grande

uniformemente em x. Ou seja, 3 K; > 0 tal que

Dai, VA > 1 e n suficientemente grande obtemos

[e%¢} l k—1 [e%¢) l k—1
/ pllog )" P(SI| > e%)ds < Kl/ pllog )"
e S e

A A S

P(lY| > €°)ds

IN

o] l k—1
K1/ K9 by s s)ds.

A S

13



Capitulo 1. Preliminares

Como Y ¢ a-estavel, pela Proposigao 1.3.8, P(|Y| > s) é regularmente variante com

expoente —«. Entao para A > 1 e n suficientemente grande

00 l k—1 o] l k—1
/ k%PQSZ\ > ef) < Kl/ R U9 ap s,
e eA

A S

Agora, utilizando raciocinio anélogo ao utilizado para provar (1.9) na prova da Proposigao

1.3.10, como £k =1,2 e 0 < a < 2 podemos mostrar

00 l k—1
im [ R0 gas — o, (1.17)
A—o0 eA S
e dai segue
e8] l k—1
lim Tim sup Kl/ pU9 ) bl s eyas = 0. (1.18)
—0 n—oo eA S

Logo, usando (10) e (11) em (9) obtemos (8). Portanto, de (7) segue que EZ*¥ —
E{log |Y|}*, para k = 1,2, como queriamos. O
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Capitulo 2

U-Estatistica

2.1 Introducao

Para subsidiar o desenvolvimento do proximo capitulo, apresentamos neste capitulo um
estudo dos principais resultados da teoria classica de U-estatistica. A principal referéncia
foi Lee (1990), citamos também como referéncia basica para esta teoria Handles e Wolfe
(1979) e Korolyuk e Borovskich (1994).

A teoria de U-estatistica vem sendo desenvolvida ha mais de 50 anos e o trabalho

pioneiro mais importante ¢ o de Hoeffding (1948).

Viérios estimadores nao paramétricos conhecidos na literatura pertencem a classe de
U-estatisticas, os quais caracterizam-se por terem uma estrutura simples e serem nao
viesados (dai o significado da letra U: do inglés "unbiased "), e a aplicagao da teoria
existente possibilita a geracao de novas estatisticas tteis em problemas de estimagao,

como ¢ o caso dos estimadores a serem utilizados no Capitulo 3.

Assim, na Secao 2.2, caracterizamos uma U-estatistica, baseada numa amostra de

tamanho n de uma funcgao de distribuicao F', como sendo, toda estatistica da forma

~1
Uy = U(X1, .., X) = (”) 3 B (Xays oo Xa),

m
Cn,m

onde o somatoério C, ,,, € sobre todas as combinagoes de m inteiros escolhidos sem reposigao

do conjunto de inteiros de 1 a n e h* é uma funcao simétrica. Dai, segue que uma U-
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Capitulo 2. U-Estatistica

estatistica leva em consideragao a amostra inteira.

Sob a hipotese que h*( Xy, ..., X;,) € um estimador ndo viesado do parametro 6 = 6(F')
de grau m, mostramos que U, é o estimador de menor variancia dentre os estimadores

nao viesados de ¢, baseados na amostra (X7, ..., X,,).

Apresentamos também, nessa se¢ao, algumas caracteriza¢oes importantes da variancia
de U,, e, como consequéncia, apresentamos uma prova da consisténcia em média quadratica
de U, Corolario 2.2.9.

Na Segao 2.3, provamos o Teorema da Decomposi¢ao de Hoeffding, (Teorema 2.3.1)
que permite escrever uma U-estatistica em termos de outras U-estatisticas nao correla-
cionadas. Algumas propriedades decorrentes desta decomposi¢ao, que serao tteis para o

desenvolvimento do préximo capitulo, também sao apresentadas.

Finalizamos o capitulo apresentando, na Secao 2.4, a normalidade assintotica de U, e,
devido a dificuldade de se determinar a distribuicao da U-estatistica e sua variancia assin-
totica, apresentamos um método consistente de aproximacgao dessa varidncia assintotica,
extraido de Arversen (1969).

2.2 Definicao e Propriedades

Considere um subconjunto qualquer F do conjunto de funcoes de distribuigoes sobre
R e seja 0 = 0(F), F € F, um funcional definido sobre F.

Seja F' € F um membro desconhecido de F e considere uma amostra Xi, Xs, ..., X,
de v.a.’s independentes e identicamente distribuidas(i.i.d.) com fun¢ao de distribuicao F'.

Suponha que desejamos estimar o parametro 6 = (F') baseado nesta amostra.

Em geral, assumimos que F consiste de todas as distribui¢coes absolutamente continuas
ou discretas ou subclasses destas. Note que nenhuma hipotese referente ao conhecimento

de F' é assumida, a menos que ela é uma distribuicao da familia F.

Definicao 2.2.1. Um parametro 0 é estimdvel de grau m para uma familia de dis-
tribuicoes F se m é o menor tamanho da amostra para o qual existe uma fungao
h(z1,...,xm) tal que

Erlh(Xy,... X)) =0, ¥V FeF, (2.1)
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Capitulo 2. U-Estatistica

onde Xi, ..., X,, sdo v.a.’s independentes e com distribuicao comum F'.

Assim, podemos dizer que um parametro é estimavel se existe um estimador nao

viesado para esse parametro.
A fungao h(xq,...,x,) que satisfaz (2.1) é chamada nucleo de 6.

Observacao 2.2.2. Observe que se 0y e 0y siao pardmetros estimdveis de graus my e ms,
respectivamente, entao 01 + 0y é estimdvel de grau m = max{my,my} e 0105 € estimdvel
de grau mi + mo. Assim, um pardmetro estimdvel € um funcional linear. Costuma-se

denominar um parametro estimdvel por funcional reqular.

Sem perda de generalidade, podemos supor que h(zy, ..., ;) é simétrica em seus ar-
gumentos, isto €,

Ry, oy ) = MZayy ey Ty, ),

para qualquer permutagao {aq,...,a,,} do conjunto {1,....m}. Se h(zy,...,x,,) nao for
simétrica, entdo podemos construir a partir de h(zy, ..., x,,) uma fungao que seja simétrica

1nOS seus argumentos:
. 1
R*(z1, .y ) = - PE MMZayy o Tay,),s (2.2)

onde P, indica a soma sobre todas as permutagdes no conjunto {1,...,m}.

Sob a familia F contendo as fungoes de distribui¢oes de suporte finito ou contendo as
funcoes de distribuicao absolutamente continuas é possivel mostrar que existe um tnico
estimador de 6 que é nao viesado e simétrico (vide Lee (1990)). Este estimador chamado

de U-estatistica (onde U refere-se a "unbiased"), é definido a seguir:

Defini¢ao 2.2.3. Sejam X, Xy, ..., X,, v.a’s i.i.d. com f.d. F e seja h(X,..., X,,) um
estimador nao viesado de um parametro estimével # de grau m < n. Definimos a U-

estatistica para a amostra como sendo
_
Un(h) =U(Xy, ..., X)) = ( ) > b (Xays s Xa), (2.3)
m a€Chn,m

onde a = {ay, ..., @y}, 0 somatorio, sobre a € C,, ,,,, € sobre todas as combinagoes de m
inteiros escolhidos sem reposicao do conjunto de inteiros de 1 a n e h* é o ntcleo simétrico

correspondente a h definido em (2.2).
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Capitulo 2. U-Estatistica

Observagao 2.2.4. Observe que a condigao nao viesado sobre h*( X1, ..., X,,) garante que
a U-estatistica seja também nao viesada, pois aplicando a esperanca em ambos os lados
de (2.3) e usando o fato das varidveis aleatorias serem i.i.d. temos que EU(Xq, ..., X,) =
Eh*(Xy,...,X,,) = 6. Pelo mesmo argumento, se h*(Xy,...,Xy) for um estimador
assintoticamente nao viesado entao o estimador U-estatistica criado a partir dele tam-

bém € assintoticamente nao viesado.

Uma das principais vantagens da U-estatistica é que ela é o estimador de menor vari-
ancia dentre todos os estimadores nao viesados de 6. Isto pode ser mostrado observando
que a U-estatistica U, é uma funcao da estatistica de ordem (X (1), ..., X)) que é suficiente
e completa. Dai segue do Teorema 8.4.6 em Rohatgi (2001) que U, é o estimador nao
viesado de variancia minima do seu valor esperado que ¢ #. Uma prova mais simples pode
ser obtida se assumirmos que F é a familia de fungoes de distribuicao de suporte finito
ou a familia de fungoes de distribuicao absolutamente continuas, e usarmos a unicidade

do estimador nao viesado e simétrico. Esta tultima prova é apresentada a seguir.

Teorema 2.2.5. Seja 0 um pardmetro estimdvel de grau m com nicleo h, definido sobre
o conjunto F das funcgoes de distribuicao absolutamente continuas ou das fungoes de
distribuicao de suporte finito. Entdo a U-estatistica U,(h) € o estimador de varidncia
minima na classe de todos os estimadores nao viesados de 0, baseado numa amostra de

tamanho n > m.

Demonstragao: Seja f = f(X, ..., X,,) um estimador nao viesado de 6 baseado numa
amostra de tamanho n, {X;,..., X}, de F' € F.

Seja f* o estimador simétrico correspondente a f, ou seja,
. 1
f (.Th ceey xn) = m Z f(xoqa ...71'&”),
ey

onde a soma é considerada sobre todas as permutagoes P, de {1,...,n}.

Entao f* é um estimador nao viesado e simétrico de #. Logo, como observamos

anteriormente, f* coincide com U, sobre R.

18



Capitulo 2. U-Estatistica

Assim, aplicando a desigualdade de Cauchy Schwartz, podemos escrever

2
Ug - <Z%f(xa17‘“7xan)>
P,

n!
Py
Logo,
1
EU,% S _'ZEf2(Xa1a 7X0cn)
Py
1
= =Y Ef (X, X,)
Py
= BEfY(Xy,...,X,).
Como EU, = Ef, seque que Var U, < Var f. O

A seguir apresentamos algumas propriedades importantes sobre a varidncia de uma
U-estatistica U,.

Primeiramente, obtemos uma expressao da variancia de U, em termos de certas es-

perancas condicionais.

Teorema 2.2.6. Seja U, (h) uma U-estatistica com nicleo h(Xy, ..., X,,) de grau m. En-

tao m
n m\ (n—m
Var U,(h) = 2 2.4
- (VEOCTE e
onde
o2 =Var h(Xi,..., X.) (2.5)
e
he(xy,..,xe) = E(h(Xy, ..., Xpn)| Xy = 21, ..., Xe = 20), c=1,...,m. (2.6)

Para demonstrar o teorema acima necessitamos de alguns resultados preliminares.

19



Capitulo 2. U-Estatistica

O primeiro deles é uma consequéncia imediata das propriedades de esperanca condi-

cional.

Lema 2.2.7. Seja h.(xq,...,x.) = E{h(Xq, ..., Xpn)| X1 = 21,... Xc =z}, c = 1,...,m.
Entao

(1) he(x1, ooy o) = E{ha( X1, ..., Xo)| X1 =21, ... Xe =2} paral <c<d<m

(i) Ehe(X1, ..., Xo) = Eh(X1, ..., Xom).

No lema a seguir obtemos uma expressao para a variancia o2 = Var h.(Xy, ..., X,)

como uma covariancia.

Lema 2.2.8. Seja 02 = Var h.(Xy,...,X.), onde h.(Xy,...,X.) foi definido por (2.6).
Entao
(o= Cov {h(Xay, s s Xa, ) M(Xpy, s s X5,,.)} = 07, (2.7)

y X,

onde{ay,, ....am,} e {01, .., Bm.} sGo subconjuntos de m elementos escolhidos de {1, ...,n}

com ¢ elementos em comum.

Demonstragao: Por definigao, 0% = Eh?(Xy, ..., X.) — [Fh(X1, ..., X.)]%

c =

Pelo Lema 2.2.7, item (i7), temos que para c arbitrario, Eh (X, ..., X.) = Eh(Xq, ..., X;n).
Assim,
0% = BRX(X), ., Xo) — [ER(Xy, .. X))

Por outro lado, como Xj,..., X, sdo identicamente distribuidas e {aq,,...,am.} €

{P1., -, Bm.} tém ¢ elementos em comum, podemos escrever

Cov{h(Xay, s s Xom, )s M Xy s s Xpp )} = E{R(X1, ey X)W X1, ooy Xoy Xoni 1, ooy Xom—c) }
— Eh(X1,.... X)) ER(X1, oo, Xe, Xonsts ooy Xomc)
— E{h(Xl,...,Xm)h(Xl,...,Xc,Xm+1,...,Xgm_c)}

— [BR(X1, .., X2
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Capitulo 2. U-Estatistica

Comparando as expressoes para Cov{h(Xa,_ , ..., Xan, ), MB1.s .., Xp,..)} € 02, é sufi-

ciente mostrar que
E{h(X1, .. X)W X1, oo, Xy Xoni1s oy Xom-o)} = ER2(X1, ..., Xo).

Mas, como X7y, ..., X, sao i.i.d. temos

E{h(X1, ... Xon)h( X1, oo, Xey Xins1y s Xom—e) }

2m—c

:/ / Ti,..., T (ml,...,xc,xm+1,...,x2m_c)HdF(xi)

i=1
_ //{// hr, ) I] dF(a:i)}
i=c+1
2m—c
{/ / X1y eeey Loy Tona 1y ooey Lom—c) H dF(x; }HdF x;)
=m-+1
= /.../hi(xl,...,xc)HdF(xi)
i=1
= Eh2(Xy,..., X,),
e o resultado segue. U

Demonstragao do Teorema 2.2.6: Temos

m

-1
Var U,(h) = Var (n) Zh(Xm,...,Xam)
Cn,m

— Cov (:l)_l 3" h(Xar, s Xa), (;>_1 S (X, Xs,)

Cn,m
= (:;) Z ZCOU{h(XaI,.-~,Xam))h(X517"'>X5m)}'

A covariancia é zero entre os conjuntos {h(ai,, ..., my) } € {R(B1y, ---s Bme) }, POis néo ha
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elementos em comum e entao ha independéncia entre eles. Assim, precisamos considerar
a covariancia entre os pares {h(ou,, ..., } € {A(B1,, ..., Bm.)} PaTa ¢ #0, c =1,...,m.
Dai,

-2 m

Var Uyn(h) = (Z) Sk Cov {h(Xay s oos Xap,)s (X, ey X))
c=1

Vamos determinar k. O primeiro membro do par {h(ai,,...,am.)} € {h(B1s -y Bm.) }

n
pode ser escolhido de ( ) maneiras. O segundo membro tem que ter ¢ elementos em
m

c
nao queremos ter mais do que c¢ elementos em comum com o primeiro membro, os

comum com O primeiro membro, assim existem ( > maneiras de escolher ¢. Como

m — ¢ elementos restantes devem ser escolhidos de ( ) maneiras. Assim k =

()() () e
s - (2 S ()0

c=1
n\ ' /m\ [n—m
- () )G
Agora, pelo Lema 2.2.8 temos que (., = 02 e (2.4) esta provado. O

Como consequéncia do Teorema 2.2.6 obtemos um resultado sobre o comportamento
assintotico da variancia de uma U-estatistica, quando o tamanho da amostra cresce, e a

partir dai, obtemos a consisténcia em média quadratica do estimador.

Corolario 2.2.9. Seja X1, .., X,, uma amostra aleatoria com distribuicao F' € F e 0 um
pardmetro estimdvel de graum. Paran > m seja U, (h) = U(Xq, ..., X,,) uma U-estatistica

com micleo simétrico h. Se Eh*(X, ..., X,,) < 0o entdo

lim nVar U(X, ..., X,) = m*Cy, (2.8)

n—oo
onde (1 € a covariancia dada em (2.7), e consequentemente obtemos

UX, ..., X)) 25 g, (2.9)

2 . . A .. .
onde —= indica convergéncia em média quadrdtica.
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Demonstragao: Para provar (2.8), temos do Teorema 2.2.6 que

(D)6

nVar U(Xy, .., X,) = = -
()

Desenvolvendo o termo geral do somatoério, obtemos para cada c=1,...,m
n
c)\m-—c
n
m

¢ = nm!(n —m)!m!(n —m)! !Cc

nlel(m — ¢)l(m — ¢)/(n — 2m + ¢)

(2.10)
B (n—m)!(n—m)n
= K (n—2m+ ¢)!n! G
B (nm—m)(n—m+1)..(n—2m+c+1)
= K (n—1)...(n—m+1) Ger
onde i, — ™"
de K. Al(m —¢)]*

Quando ¢ = 1, temos em (2.10) o mesmo ntimero de termos envolvendo n no numerador

e no denominador. Assim,

(n—=m)(n—m-+1)..(n—2m+c+1)
(n—1)...(n—=m+1)

— 1

, quando n — oo.

Quando ¢ > 1, temos mais termos envolvendo n no denominador do que no numerador
de (2.10). Dai,

(n—m)(n—m+1)..(n—2m+c+1)
(n—1)..(n—m+1)

— 0, quando n — oo.

Consequentemente, no somatoério sobra um tnico termo referente a ¢ = 1, e portanto,

n Var U(Xy, ..., X,) == K¢ = m?*¢, quando n — oco.
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Resta provar (2.9). Para isso, podemos escrever
ElU(X1,...., Xn) — 0] = Var U(Xy, ..., X,),

pois FU(Xq,...,X,) = Eh(Xy,...,X;n). Assim, como Fh(Xy,...,X,,) = 0 temos que
provar que:
Var U(Xy,...,X,) — 0 quando n — oo.

Mas, por (2.8) temos que o limite nVar U(X;, ..., X,) existe e ¢ finito. Logo,

lim Var U(Xy,...,X,) = lim nVar U(Xy, .., Xn)

n—oo n—oo n

=0.

2.3 Decomposicao de Hoeffding e Aplicacoes
Nessa se¢ao apresentaremos uma representacao obtida por Hoeffding (1961), de uma U-
estatistica de grau m como soma de U-estatisticas nao correlacionadas de grau 1,2, ...,m.

Para obter esta decomposicio, definimos recursivamente os nicleos bV, ..., (™ corres-

pondentes ao nucleo simétrico h, da seguinte forma:

hD = B (21) = hu(21) — BR(X1, oy Xn) (2.11)
e para c=2,...,m,
c—1
hle) = hc(l’la ...,xc) = hc<x17 '-'75750) - Zzhj(xau "'7‘7:041') o Eh(Xl’ ’Xm) (212)
J=1 Ce,j

Observe que os nucleos h¢ definidos em (2.11) e em (2.12) sdo simétricos em virtude
de h(zy, ..., ;) ser simétrica. E fundamental que h(© seja simétrica pois veremos que h(®

val ser o nucleo de uma U-estatistica.
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Teorema 2.3.1. (Teorema da decomposi¢ao de Hoeffding) Seja U (X, ..., X,,) a U-estatistica
correspondente a um nicleo simétrico h(zy, ..., ) de grau m. Para c=1,...,m, seja HJ

a U-Estatistica de grau j, j = 1,...,m, baseada no micleo h'9) definido em (2.12) e em
(2.11), ou seja,

-1
HI = (?) > W (Xay, o Xay)- (2.13)
Cn,j

Entao

U(X1, oo Xn) = BR(X1, o X)) + (T)Hg (2.14)
j=1

Provaremos (2.14) em varios passos, que serdo apresentados na forma de lemas. Primeira-

mente, defina para j < c<m
Silit, coorim) = > W (Tay, o T (2.15)
Cm.j

Lema 2.3.2. Temos

, . n—j ;
Z Si(i1y ey i) = (m _?) Zhﬂ(xal, s Ty )
Ch.j

Cn,m

Demonstracao: Por (2.15) temos

D Si(its ceim) = Y Y W (e, Tay). (2.16)

n,m C’m,j

Em (2.16), para cada conjunto de m elementos formado a partir do conjunto {1, ...,n},
estamos considerando todos os conjuntos de j elementos que é possivel formar a partir
deles. Assim, temos em (2.16) todos os conjuntos de j elementos que é possivel obter
a partir do conjunto {1,...,n}, cada um deles aparece um namero k de vezes em (2.16).
Por exemplo, se considerarmos os conjuntos {1,...,m} e {1,....,m — 1,m + 1} formados
a partir de {1,...,n}, podemos retirar de {1,...,m} e de {1,...,m — 1,m + 1} o mesmo

conjunto {1, ..., 7}. Dessa discussao segue,

> Si(ins cerim) =k > B (Tay, s o)
Cn,m

Cn,j
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Vamos determinar k. Note que para ocorrer uma situagao similar ao exemplo dado, ou
seja, para que conjuntos de m elementos distintos gerem o mesmo conjunto de j elementos,
¢é necessario que eles tenham j elementos em comum, assim o nimero k de vezes que cada

conjunto de j elementos formados a partir do conjunto {1,...,n} aparece em (2.16) ¢
(n-5)
- U
m-—17]
Lema 2.3.3. h(z1,..;2m) = B Sj(it, cooyim) + ER(X1, o0 Xon).

Demonstragao:
Da definicdo de h(™ em (2.12) temos

W2y, ooy Z) = P (21, .. ZZh (Tays s Tay) — ER(X1, 0oy X))o (2.17)

Jj=1 Cn ;

Pela definigao de S;(i1, ..., iy,) em (2.15), podemos reescrever (2.17),

m—1
W21, s Tn) = D (21, s @) — Y S0, ey i) — EA(X1, s Xo). (2.18)
7j=1
m—1
Isolando Z S;(i1, ..., 1) em (2.18), obtemos
j=1
m—1
Si(i1y e im) = b (T1, ooy ) — K™ (21, ooy X)) — ER( X1, oy X)) (2.19)
7=1

Temos também que

m -1

> " Si(ins coerim) + BR(X1, s Xo) = 3 St o) + Si(in, i) + ER(X7, .00, X).

1

3

Jj=1 J

(2.20)
Dai, substituindo (2.19) em (2.20) concluimos,

> St ) FER(X, s X)) = (21, o0y T) =D (@1, oy )+ (i1 ey ). (2.21)
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Novamente pela definigao de Sj(iy, ..., i) em (2.15), obtemos

Sy (i1 ey i) = A" (X1, ooty Ty (2.22)
Dai,
> Si(irs cenriy) + E(X1, oo, X)) = B (21, 0, ). (2.23)
j=1
Mas,
(21, ooy T) = E{h( X1, ..., X;)| X1 = 21, o0y Xow = 2} = h(21, .0y T,
e assim o resultado esta provado. O

Demonstracao do Teorema 2.3.1: Dos lemas 2.3.2 e 2.3.3 e de (2.15) segue que

—1
n
UXy,.o X)) = (m) > h(Xays o Xa,)
Cn,m

) Zhj(Xocm "'7Xam) + Eh(Xl, aXm)

Agora, podemos verificar que:

ED-00T e
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Assim,

U(X1,.s X)) = i(m) (T.L)1Zhj(Xal,...,Xam)+Eh(X1,...,Xm).

Jj=1 J Cn,j

_ Z(W)H,{JrEh(Xl,...,Xm),
=1 \J

onde HJ é uma U-estatistica de grau j baseado no ntcleo simétrico h\9). U

As componentes U-Estatisticas que aparecem na decomposicao de Hoeffding tam-
bém podem ser escritas como uma U-estatistica de grau m e nicleo S;(iy, ..., i,,) pois da
defini¢ao (2.13) de HZ, de (2.24) e do Lema 2.3.2 podemos escrever:

()% = ()6) v
_ (:;)_1(:1__?) ;hj(Xal...,Xam) (2.25)

_ (:L) B S Sy, cesim).

Cn,m

Observe também que se considerarmos o termo R; obtido do truncamento da de-

composicao H depois de ¢ termos, entao R ¢ uma U-estatistica de grau m com nucleo
m

Z S;(i1, ..., i), POis por (2.25) segue
j=c+1

R = i (?)Hg - i(g)_la;nsj(@l,...,im)

_ (:;)12 zm: S (i1s oo im).

Cn,m j=c+1

Falta provar que as componentes U-estatisticas que aparecem na decomposicao de

Hoeffding sao nao correlacionadas, mas para isso precisamos do seguinte lema cuja prova
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serd omitida e pode ser vista em detalhes em Lee ((1990), pagina 28).

Lema 2.3.4. Sejam h.(z1,...,x.) € h®(x1,...,x.) como foram definidas em (2.6), (2.11) e
(2.12),respectivamente. Entao

(i) Parac=1,..5—1 e j=1,...m temos hi(xy,...,z.)=0

(ii) EW(Xq,...,X;) = 0.

Teorema 2.3.5. Seja HJ como no Teorema 2.5.1.
(i) Seja j < j e sejam {oy, oy} e {By, ., By} subconjuntos de j e j elementos res-
pectivamente de {1,...,n}. Entao

Cov {hF (Xar, ., Xa, ), 17 (X1, X5,)} = 0, (2.26)

J

€, assim,

Cov (Hi, HI ) = 0. (2.27)

(i1) Sejam {a,...,a;} e {f1,...,05;} subconjuntos de j elementos distintos de {1,...,n}.
Entao

Cov {W (Xay, s Xa,), W (Xpys s Xp;) } = 0. (2.28)
(7i1) Temos

-1
, n
Var H = (;) 82, (2.29)
onde 67 = Var b (Xy, ..., X;).
Demonstracgao:

(i) Para provar (2.26) temos pelo Lema 2.3.4, item (ii), que Fh?(Xy,...,X;) =0 V j =

1,...,m. Assim,
Cov {W (Xay, - Xa,) b (X, ., X, )} = E{W (Xay, e Xoy) W (X, s X, )}
Como j < j', certamente ha elementos de {fi, ..., By} que nao estao em {a, ..., }.
Dai, hé pelo menos uma variavel aleatéria X que aparece em h?(Xga,,...,X5,), mas nao
J

aparece em (X, , ..., Xo;). Portanto, h7(X,,, ..., Xa;) € independente de X ;. Entdo,

podemos escrever
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Cov {h(Xa,, ..., Xa,)), b (X, ...,Xﬁj,)} =

—  B{E (W(Xay, s Xa, )W (Xp,, .., X5,) | X0}

J

= E{W(Xays oo Xa) ) E(W (X, X )1 X))

= B{W(Xay, o, Xa,)h] (X))
— 0,

pois pelo Lema 2.3.4, item (i), temos que h} (X;) =0.

Dai, (2.27) segue imediatamente de (2.26), pois

Cov (HI, HI') = (T,‘)_l (”) h SN Cov {0 (Xas s X))o B (X oes X, )} = 0,

J
J J Cnj C,

(i) Se {on,...,a;} N {By, ..., B;} € vazia, entdo h/(X,,, ..., Xa,) € h'(xs,,...,x5,) sdo inde-
pendentes e portanto a Cov {(h/(Xq,, ..., Xa,), h?(Xp,, ..., X3,)} = 0. Sendo, sem perda
de generalidade suponha que {1, ..., c} sejam os indices das vaviaveis aleatorias que nao

estdo em {ay, ..., }. Dali,

Cov {hj(Xal,...,Xaj)),hj(Xﬁl, ...,Xﬁj)} =
= B{EW(Xay, oo X)W (Xpys s X5,)| X1, 00y Xo}

= E{W (Xay, oo Xo) ) E{W (X, ooy X5)| X1, o, Xo} )

= EW(Xay, . X, )B(X1, .., X)

pois ¢ < j e, pelo Lema 2.3.4 (i), h/(Xy, ..., X,) = 0.

(4ii) Como HJ ¢ uma U-estatistica baseada no nticleo h(), podemos usar o Teorema 2.2.6
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e obter

Var Hi = (7;) B EJ: (i) (” _j) Var hi(X1,..., X,).

c=1 J—c

Mas, pelo Lema 2.3.4, hi(Xy,...,X,) =0parac=1,...,5 — 1 e dai

-1
”f) Var h(X1, ..., X;)

Var HI = (
J

-1
= (n) Var hJ(Xl,,XJ)
J

n -1
2
- (J) s

Como aplicacao da decomposicao de Hoeffding podemos obter uma expressao alter-

O
nativa para a variancia de uma U-estatistica em termos das esperancas das variancias de
hl).

Corolario 2.3.6. A varidncia de uma U-estatistica € dada por:

Var UXi, ..., X,) = i (”.L)Q(f”) 16;‘-’,

=\ \J

onde 67 = Var W (Xy, ..., X;), com h? definido em (2.12).
Demonstragao: Dos teoremas 2.3.1 e 2.3.5 segue

ij (Zn> HI + ER(Xy, ... Xm)]

Var U(Xy,....X,) = Var
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Jj=1

()

2 n —1
(0)'s

g

Observe que no Teorema 2.2.6 obtivemos uma expressao para a variancia de uma U-

estatistica em termos de 02 = Var h.(Xq, ...

,X.). Na proposicao a seguir obtemos uma

relagao entre o2 e 5]2- que aparece na expressao da variancia obtida no corolario acima.

Proposicao 2.3.7. Temos
o? =
j=1

onde o7 definido em (2.5) e 07 em (2.29).

Demonstragao: Em (2.12), definimos

ML

hc(l’l,

,Te) = he(xq, ., we) —

J

1 Ce;

Por outro lado,

Zzhj(xal)"wxaj>+Eh(X1,...,Xm) =
Jj=1 Cc,j
_I_
_I_
Assim,
hc('rla wxc) = hj<Xa1,
=1 Coy

32

> ()

> W (Tay, ., Ta;) + ER(Xy, ...

s Xom)-
c—1
Z Z W (Tay, ..., Ta,) + Z R (Tays...r Tar,)
j=1 Cc,j Cc,c
Eh(X1, .., Xn)

c—1
ZZ W (Tay, s Ta;) + WO (21, .0y )

j=1 Cc,j
Eh(X1, ... X,n)
hc(QZl, ey SL’C>.

(2.30)
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Dali, calculando a variancia de ambos os lados de (2.30) e usando o Teorema 2.3.5, obtemos

Var ho(Xy,...X.) = Var ZZh wrs - Xay) + BR(X1, .o, Xi)

Jj=1 C¢;

= VarZZh a1y - Xa,)

J=1 C¢;

= iVar Zhj(Xap“'?XOéj)
j=1 Ce,j

U

Como consequéncia da proposi¢ao anterior obtemos uma relagao de ordem entre as

variancias 02, 0 < ¢ < m, que utilizaremos no préoximo capitulo.
Proposicao 2.3.8. Para 0 <c<d<m

g

N

<?

Al

C
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Demonstragao: Temos que provar que co3 — do? > 0. Pela Proposigao 2.3.7, obtemos

co% —do? = CZ (j)é? — dz (5)5]2
, s

Jj=1

- S[C) -] s-x()

Jj=1

O segundo termo da soma é positivo pois para c arbitrario 62 > 0. Precisamos verificar

d c
que o primeiro termo também é positivo. Para isso basta verificar que c( > —d ( ) >0
J J
parad>c> 7> 1.

Mas,
d c d! c!
c —d| = c —d
(]) (J> Jid—=7)" e — )
d d
- (;,—|(d— 1)(d—2)e(d—j+1) — j,—'@_ (c—2).(c—j+1)>0,
pois d > j. O

2.4 Normalidade Assintética e Estimacao da Variancia

Como aplicagdo da decomposi¢ao de Hoeffding (Teorema 2.3.1), podemos obter a

normalidade assint6tica do estimador U-estatistica.

Teorema 2.4.1. Seja U, = U(Xy, ..., X,,) a U-Estatistica baseada em um nicleo simétrico

hX1, ..., Xm) correspondente a um parametro = 6(F), F € F, de grau m.

Se ER*(X1, ..., X,n) < 0o entdo n%(Un — EU,) € assintoticamente normal, com média

zero e varidncia assintética m*¢; = m2o3.
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Demonstragao: Da decomposigao de Hoeffding (Teorema 2.3.1), podemos escrever

m

Ja{U, — U} = n {Eh(Xl, e X)) £ (7) Hi — Bh(X,, ..., Xm)}

onde RR,, = i <m> HJ.

=2 N

Do Teorema 2.3.5 seguem as seguintes igualdades,

Var /nR, =nVar R, = nVar Z (m) HI

=2

= nZVar (m)H,JL
j=2

<

m 2
= Zn(m> Var H)

Jj=2

<

Entao Var v/nR, = O(n™!) e portanto temos que o comportamento assintético de
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vn{U, — EU,)} é o mesmo de % ; h(X;). Agora,

Eh' (X)) = Ehi(X1)— Eh(X1, ..., X)) =0 e Var h'(X)) = Var hy(X,) = 0} = (; < o0,
entdo, como h'(X;), i > 1 sdo i.i.d, segue do Teorema do Limite Central
S
i=1
Vn

o que conclui a prova do teorema. O

AN(O,l), n — oo,

Em virtude da dificuldade de se obter a varidncia assintotica do estimador U, fina-
lizamos esta secao apresentando um método consistente de aproximagao desta variancia

assintotica. Para detalhes desse método, veja Arversen (1969).

Considere X7, ..., X,, uma amostra de tamanho n de v.a’si.i.d. com distribuicao F' € F
e seja h(xy, ..., x;,) um nicleo simétrico de § = 6(F'). Suponha que se consiga dividir essa
amostra em m grupos de k observacoes de maneira que n = mk. Caso isso nao seja

possivel deletamos alguns dados da amostra.
Defina
UY = U,, = U-estatistica baseada no nticleo h, e para i = 1,...,n,

U! | é o estimador U-estatistica obtido deletando o i-ésimo grupo de observagoes,

—~

n
Unfl
_ =1

Up == 2.31
. (2.31)

Teorema 2.4.2. Seja U, definido em (2.31). Se Eh*(Xy, ..., X)) < 00, entdo
sp = (n—1) Z(Uéq —Un)? 2 m?G1, quandon — oo, (2.32)

i=1

onde (1 € dado em (2.7).

Para demonstrar o Teorema 2.4.2 necessitamos do resultado a seguir, (Teorema 2.4.3),

cuja demonstragao sera omitida e pode ser encontrada em Lee (1990).
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Teorema 2.4.3. Seja S, uma sequéncia de estatisticas simétricas e suponha que para

n>m,

> Sua (X, Xict, Xign, o Xn)
Su(X1, . X)) = =2

(2.33)

n
Entao S, é uma U-estatistica de grau m. Em contrapartida, qualquer U-estatistica de
graw m satisfaz (2.53).

Demonstragao do Teorema 2.4.2:

Sem perda de generalidade suponha que a U-estatistica tem média zero. Vamos con-
siderar que k£ = 1, ou seja, que dividimos a amostra de tamanho n em n grupos. Assim
Ul | é o estimador U-estatistica deletando a observagao X;. Pelo Teorema 2.4.3 temos

que U,, = [7” Dai, podemos obter

n n

(n=1D)Y (U =T = (n=1) (Upy =)

i=1 i=1

= (n=1)|)_(Us,)* —nU;

L =1

= (-1} (”; 1) _22ih<s>h<T>

— n(n- 1)(”)2 3" WXy ooy X)Xy s X ),

Cn ,m

onde Z indica a soma sobre todos os conjuntos S e T' de m elementos que podem ser
i
escolhidos no conjunto { Xy, ..., X; 1, X;41, ..., Xp }-

Se S e T tiverem c elementos em comum entao esses dois conjuntos totalizam 2m — ¢
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elementos distintos, logo h(S)h(T) aparece em n — 2m + ¢ termos do somatorio

> h(Xay, oo Xay J(Xg, o X,
c=0
Consequentemente,
DD MST) =Y (n—2m+ )h(Xa,,, oo Koy )W Xpy, s ooy Xp,,, )
i=1 i =0
Logo,

Desenvolvendo o primeiro termo da diferenca em (2.34), obtemos

n

1\ 2
(n—l)(n ) S (0= 2m + (X ay s s X V(X s X,)

m n
c=0

—1n-1\&
_n <n ) Z(nQ—2mn+cn)h(Xalc,...,Xamc)h(Xglc,...,Xgmc).

n m
c=0

Desenvolvendo o segundo termo da diferenga em (2.34), também obtemos,

_2 m
n
n(n — 1)(m) > h(Xay oo Xop ) Xg, s Xp, ) =
c=0

-1 1\ * &
= (n ) (n > Z(nQ —2mn + mQ)h(Xa1m7 R Xamc)h(Xﬁlc’ “"X/B’”C).

n m
c=0

Logo, substituindo em (2.34), temos
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-1 N
= i (n > {Z(nQ —2mn + C?’L)h(quca L) Xamc)h(Xﬁlc’ Y Xﬁmc) N

c=0

Denotando,

-1 -1 —1
n n—=c«c n—m
U, = W Xay s ooy Xoo V(X5 5 os X5, ),
(C) (m—C) (m—c) (Ko (X1 pnc)

podemos escrever,

n

S e Il e R

=1 c=0
(2.35)
Desenvolvendo o termo geral do somatorio em (2.35), segue para ¢ = 0,1, ...,m:
n—1 (n_ 1)2(n) (n—c) (n_m)(cn—mQ)Ucz
n m c)\m—c)\m-—c
2
_n—1 { m! } n..(n—2m+c+ 12) (en — m?)U,.
no Lm—=0o'] [(n—1)..(n—m)]
Seja
w(n—2 1
A () = n..(n—2m+c+1) (2.36)

[(n—1)...(n — m)]2 .

No produto A, (c) ha 2m — ¢ e 2m fatores envolvendo n no numerador e no denomi-

nador, respectivamente.

Quando ¢ = 1, o termo geral de (2.35) se reduz a

m? <”; Y (nA,(1) — m24,(1). (2.37)
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onde em nA, (1) h4 o mesmo ntmero de termos envolvendo n no numerador e denomi-
nador. Assim nA,(1) — 1 e m?4,(1) — 0 quando n — co. Dai, o termo geral quando

¢ = 1 tende para m? quando n — oo.

Quando ¢ > 1, em nA,(c) temos 2m — ¢ + 1 termos envolvendo n no numerador e no
denominador sempre ha 2m termos envolvendo n, entdao nA,(c) — 0 e m?A,(c) — 0.

Assim, o termo geral para ¢ > 1 reduz a

{ m! r(n—l)

(m —c)! n

(enA,(c) —m?A,(c)) — 0, quando n — oo.

E portanto, no somatério sobra um tnico termo referente a ¢ = 1, dai, se provarmos

p .
que U, — (. concluimos a prova do teorema.

Observe que U, é uma U-estatistica com ntcleo simétrico dado por:

K(Xays s Xa,, Xpys s X, o X X

Y10ttt ’mec) =

(2m —¢) -
- (C(m  m—o > WXy oo X Xy oo X (X o Xop, Xy X L),
P

2 _

onde Z indica a soma sobre todas as ( (2m =c) ) permutacgoes do
< c(m —c)(m —¢)

conjunto {a, ..., A, B1, ooy Bineey Y1y oy Ym—c -

Agora,

EK(Xays ooy Xap, Xy ooy Xgo oy Xogs ooy X ) =

= (o — EM(Xay, s Xy Xoys s X VEW(Xays ooy Xy s Xops oo Xy ).

Y1 ottt Ym—c

Logo,

EU. = — Eh(Xay, s X s Xpys oo X ) ER(Xays ooy Xann s Xy ooy X ).

) TYm—c

Como estamos assumindo que o parametro estimével é zero segue que EU,. = (. e sob
a condigao que Eh*(Xy, ..., X,,) < oo segue de (2.9) do Corolério 2.2.9 do Teorema 2.2.6

que U, 2> (.. Portanto o resultado esta provado. Il
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Estimador do Indice Caudal com
Estrutura de U-Estatistica

3.1 Introducao

Consideramos uma funcao de distribuicao F' no dominio de atragao de alguma dis-
tribuigdo Levy estéavel, ou seja, F' € DA(«) com 0 < a < 2. Pela Proposi¢ao 1.3.8 temos
que

z*(1— F(x)) ~pL(x) e z%F(—z)) ~ qL(x), quando x — oo,

onde p,q > 0, p+q =1 e L élentamente variante.

Ou seja, F' possui cauda a direita ou cauda a esquerda regularmente variantes com o

mesmo expoente —a, que mede a espessura das respectivas caudas.

Assim, as fungoes de distribui¢ao no dominio de atracao de leis estéveis, 0 < a < 2,

sao distribui¢oes de cauda pesada com mesmo indice caudal .

Nos estamos interessados no problema de estimacgao do indice caudal «, a partir de

uma amostra (X, ..., X,,) de variaveis aleatorias i.i.d. com fungao de distribuicao F.

Neste capitulo estudamos o estimador robusto, com estrutura de U-estatistica, pro-
posto por Fan (2004).

Na Secao 3.2 apresentamos a motivacao e os principios bésicos para a escolha do nucleo
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do estimador. Especificamente, consideramos

i log (X2 + ...+ X?)

(3.1)

n

2 logn

. . - Lo o
onde, X7, ..., X? estdo no dominio de atracio de uma lei E—estavel, com 0 < 5 <1,

pois F' € DA(«). Usando as idéias Meerschaert e Scheffler (1998) provamos que ojn—\l é

1

um estimador de o~ assintoticamente nao viesado e consistente (Teorema 3.2.1). Além

disso, apresentamos um principio dos grandes desvios obtido por Fan (2004).

Na Secao 3.3 consideramos o estimador com estrutura de U-estatistica, baseado no

nucleo dado em (3.1), ou seja, para m < n seja

)

/::<n)—1 Z log (X2, +...+X2 )

au
m 2 logn
aECn,m

onde @ = {ay, ..., a,, } € 0 somatorio é sobre todas as combinagoes de m inteiros escolhidos
sem reposicao do conjunto de inteiros 1 a n. Em virtude da estrutura de U-estatistica, a

—

vantagem de aljl ¢ que ele tem variancia menor do que o .

Ainda nesta se¢ao, provamos que, quando m — oo, al}l é assintoticamente nao viesado
e fracamente consistente e a consisténcia em média quadratica é obtida sob a condi¢ao
- 1 .
adicional que m = o(nz) quando n — oo. Vale observar que tendo em vista que as provas
apresentadas no Capitulo 2, referentes a teoria classica de U-estatisticas, permanecem
validas quando o nticleo considerado é assintéticamente nao viesado, foi possivel utilizar
os resultados 14 obtidos nas demonstragdes das propriedades assintéticas de ay;' descritas

nas segoes 3.3 e 3.4.

Finalizamos o capitulo apresentando na Sec¢ao 3.5 uma breve analise das simulagoes
numéricas realizadas por Fan (2004) sobre a performance do estimador com estrutura de

U-estatistica em comparacao com outros estimadores conhecidos, dentre eles o estimador
de Hill (1975).
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3.2 Estimacao do Indice Caudal

Sejam X1, ..., X,,, ... varidveis aleatorias i.i.d. com funcao de distribuicao F' e suponha
que F' € DA(«). Ou seja, existem sequéncias de constantes {a,} e {b,}, com a, > 0, tais
que:

X1+ oot X — by
Lt X (3.2)

Qn

onde X é uma v.a. com distribuigdo a-estavel, onde a € (0, 2).
Da Proposigao 1.3.7, podemos escolher a,, = niL(n), onde L é lentamente variante.

Como dissemos anteriormente, o indice de estabilidade o da v.a. X corresponde ao

indice caudal da f.d. F', o qual deseja-se estimar.

Por facilidade, lembremos que se F' € DA(«) entao a distribuicao comum de X7, X2, ...
estd no dominio de atracao de uma distribuicao % -estavel. Como 0 < % < 1 entao temos
da Proposigao 1.3.7,

XZ+ ..+ X? Ay (3.3)

Qn

a
onde Y é uma variavel aleatoria 5 _estavel e a,, = naL(n), com L(n) uma funcio lenta-

mente variante.

Como motivagao para a construcao do estimador do indice caudal «, baseado em
Fan (2004), consideremos primeiramente o caso particular em que as variaveis aleatorias

X2, ..., X2 sdo estaveis, ou seja,

X2+ .. +X2y
1—2:X12-

na

Assim, temos

log (X;+ ...+ X2) 2 4 log (X?)

3.4
log n Q@ log n (34)

Se definirmos

g—\l _ log (X12 + ...+ XTQL)

3.5
2 log n ’ (35)

entao por (3.4) temos para € > 0
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>e>:P((log X12)>26logn)—>0, n — o0.

Assim, neste caso particular, temos que «,,;! é um estimador fracamente consistente

1
de —.
«

No teorema a seguir mostramos que para o caso mais geral em que I’ estd no dominio
de atragao de uma distribuigao a-estével, o estimador definido em (3.5) é também fraca-
mente consistente. Além disso, também obtemos a consisténcia em média quadratica. A

demonstragao segue as idéias de Meerschaert e Scheffler (1998).

Teorema 3.2.1. Sejam Xy, X, ... varidveis aleatorias i.i.d. com funcao de distribuicao
F e DA(a), 0 <a <2 esejaa;! definido em (3.5). Entao
(1) existe uma sequéncia de constantes {c,} > 0, com ¢, >0 e ¢, — 0, quando n — oo,

tais que

—_— 1
2log n (a;l - — 4+ cn> 25 log Y], (3.6)
«
«
onde Y € uma v.a. §-estdvel.

—

5 o 1
(71) a;t — —, quando n — oo.
a

n

— 1 1\2
(ii)E(a;l) > — e B (oz—1 - —) — 0 quando n — oo.
a

—_

(w)Var [2log na;l | — Var [log |Y|] < oo, quando n — oc.

Demonstragao: Da hipotese segue o limite (3.3) e, consequentemente,

(X12+... + X2
log | ————=
an

) L log Y], (3.7)

o
onde Y é a-estével, 0 < 5 < 1 e a, =naL(n), L(n) lentamente variante.
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(7) Podemos escrever

X2+ ..+ X2
log (&) = log (X?+ ..+ X?) —log n%L(n)

G,

2
= log (X{+ ...+ X2) — alog n —log L(n).

Note que, como L(n) é lentamente variante, segue da Proposigao 1.2.2; item (iv) que
log L(n)

— 0 quando n — oco. Entao de (3.7) e (3.8) temos
log n

— 1 log L X2 4 .+ X2
(2log n) (anl _ I og—(n)) = log (@) L log [Y).

« 2log n ,
log L
Assim (i) esta provado com ¢, = og—(n)'
2log n

g . — 1

(71) Para facilitar, denote Z,, = 2 log n <a;1 - == cn> :
a
Temos ) p
al—— =" 1. 20, (3.9)

pois por (3.6) Z, 4, log |Y|ec,— 0.

X12—|—...+X721 d

(7i1) Como Y é a-estével pela Proposi¢ao 1.3.10, seque que E{log |Y|} < oo e como
Zy — log Y], segue da Proposigao 1.3.11 que
G,

= log

EZ, — E{log |Y|} < 00 e EZ? — E{(log |Y])*} < .

Assim, como a1 — — =
a  2logn

+ ¢, com ¢, — 0, o resultado segue.

(iv) Basta observar que

—_— l
Var [2log n ;'] = Var <Zn + IRy crlog n) =Var Z,,
o

e por (iii) Var Z, — Var [log |Y]|] < cc. O

Além da consisténcia provada acima, um principio de grandes desvios para o estimador
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c?,;\l foi provado por Fan (2004), o qual apresentamos a seguir.

Teorema 3.2.2. Sejam Xy, ..., X,, varidveis aleatorias i.i.d no dominio de atracao de uma
distribuigao a-estdvel e seja a7t definido em (3.5). Entao, para cada € > 0,
log P(a;l —a~t > ¢)

(4) nhj& log 1 = —ae.

log Pla;! —a~l < —
(ii) tim 09 PO 0T <=9
n—o0 log n

Para demonstrar este teorema, necessitaremos de um resultado auxiliar, cuja demons-

tragao sera omitida e pode ser encontrada em Heyde (1968).

Lema 3.2.3. (Lema de Heyde) Suponha que Sy = X1+ ...+ X, com X, ..., X, i.i.d. no

dominio de atracao de uma distribuicao a-estdvel X e ¢, — 00, quando n — oo. Entao

y P(|Swmy| > ancn)
im =
n—oo nP(|X| > a,c,)

Demonstragao do Teorema 3.2.2:
(i) Da hipotese temos (3.3) com a, = naL(n), onde L(n) ¢ uma funcdo lentamente

variante.

Denotando S, = X7 + ... + X2, da definigao (3.5) de EE podemos escrever:

— [ X2+ ...+ X2 1
Pla;' —at>¢ = P(Og( S ”)——>e>

2log n «

p log (X?+..+X3) 1 log L(n) el log L(n)
N 2log n « log n ‘ log n

= P (l |Sy| — log ne — log (L(n))? > log n* — log (L(n))2>

i P<l ( >>2>>log <L<n>>2)

|S|> azn )

= P(|S,] > d’c,),
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onde ¢, = n*(L(n))"2 e a, = na L(n).

Agora, como ¢, = n*(L(n))™>

¢ regularmente variante com expoente p = 2¢ > 0,
entdao da Proposi¢ao 1.2.2, temos que ¢, — oo quando n — oco. Assim, por (3.3) e pelo

Lema de Heyde, segue que para n — oo

Plog! —a™ > ) ~nP (V] > a2e) = nP (V] > n25) (3.10)

Mas, como Y & %—estével entdo da Proposicio 1.3.8 temos que P(|Y| > z) ~ Cz 2,

quando z — o0, onde C' ¢ uma constante. Logo, de (3.10) obtemos

o1 _

P(a al>€) ~ Cn(na +2¢)”

n

N1}

~ Cn—oe,

Dai, segue log P(o/zg\l —a ! >¢€) ~log C — aelog n, quando n — oo e assim (i) esté
provado.
(i1) Sejam ¢, (t) e ¢y2(t) as fungdes caracteristica de S, = X7 + ... + X7 e de X7
respectivamente. Entao, como X7, ..., X? sdo i.i.d., da formula da inversao de fungoes

caracteristicas podemos escrever

n

P(OT*\1 —al<—¢) =P <|SZ| < n€>

nao
1 [* exp(itn™¢) — exp(—in~°t) t
= — dt

1 [ sen(n™t) t "
- [ e ()
_onT [T sen(nt) | t \1]"
- [ o (55

_ 0 _ - an
n-e sen(n~ct) t
= L e ()|

—0o0
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n=¢ [ sen(n~t) [ t \]"
—_— — dt
+ T A n—¢t _¢X% <n2/a)_

n=¢ [* sen(n~t) [ —t\1"
_ senin t) Y
T /0 n—¢t _¢X12 <n2/a)_

n=¢ [*sen(n=) [ t \]"
+ T /0v —n_et ¢X% <n2/a) dt
senx
Como liH(l) =1, entao quando n — oo segue que
Tr— €T

Plal—a™ < —€) ~ ”’; /000[1+o(1)] {gf)xf (n;—faﬂndtﬂ; /Ow[1+o(1)] [nglz (#)}ndt.

2
Como a f.d. de X? estd no dominio de atragao de uma distribuigio —-estavel, com
o

@
0< 5 < 1, entao da Proposigao 1.3.2 segue que sua fungao caracteristica é da forma

bxa(t) = exp {—c0|t|3L (%) (1 — i@sinal(t)tan (%) (1+ 0(1)))} ,

onde L é uma funcao lentamente variante. Assim, obtemos

Pla;' —a™t < —€) ~

~ n; /Om[1+o(1)]exp{—con

+ e /OOO[1+O(1)]€£L’p {—con

n2/a

" ("215/a> (1 — if}sinal (t) tan <%> e OM) } !

" (?) (1= iBsinai(~t) tan (57) 1+ o(1)]) } !

T n2/a

~ n; /000[1 + o(1)]exp {_COt%L(HQ/a)[l +o(1)] (1 ~ i tan (%) 1+ 0(1)]> } o
+ nﬁe /000[1 +o(1)])exp {_Cota/2L(n2/a)[1 +o(1)] (1 + i tan <%> 1+ 0(1)]) } «

_ /000[1 +o(1)]exp { —cot™*L(n**)[1 + o(1)] (1 — iBK[1 + o(1)) } dt

™
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—€

n
+
™

/000[1 + o(1)]exp { —cot™*L(n**)[L + o(1)] (1 + iBK[L + o(1)]) } dt

n*ﬁ

~Y

- /000[1 +o(1)]exp { —cot®*L(n**)[1 + o(1)]} exp {cot™2L(n**)iBK[L + o(1)]} dt

n—¢
_+_
s

/000[1—1—0(1)]6.11:]9 {—cot®2L(n**)[1 + o(1)]} exp { —cot*>L(n**)iBK[1 + o(1)]} dt,

T , .
onde K = tan (T) Mas, usando que € = cosx + ¢ sen x obtemos,

— 27;_6 /000[1 +o(Dexp { —cot®2L(n**)[1 + o(1)] } cos {BKcot™?L(n**)[1 + o(1)] }dt.

2
Fazendo a mudanca de variavel u =t [L(nQ/ O‘)] @ seque que

—_— 1 -_=

Plagt = 5 <=9~ Ko [n)] ¥ [ cop{-cau®’?) cos (caudu.
0

" «

/2

Agora, considerando a mudancga s = cou®/“, temos

0 e¢]
/ %P{—CQUO‘/Q} cos{ clua/Q}du < / €Ip{—02ua/2}du
0 0

2
_ 2 siTae %ds
a Jo
= 2 h (2-2)-1esgs
@ Jo
2 2
= 2re- %)<
Q !

2
onde 2 — — > 0 e ['(z) denota a fungao gama. Assim,
a

a1 < —€)~Cn"¢ [L(nQ/a)] = ,

onde C' é uma constante.

Pela Proposicdo 1.2.2, item (iii), temos que L(n?/®) é lentamente variante, pelos itens
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(ii) e (iv), respectivamente da mesma proposicao, segue que h(n) = L(n*®)~% ¢ lenta-

log h
mente variante e Og—(n) — 0 quando n — o0, dai, obtemos,
ogn
log P (07—\1 ! < e)
n - log L(n2/®)=
lim ¢ ) eycim LD
n—oo log n n—o0 log n

g

Dos resultados anteriores podemos observar que o estimador EE definido em (3.5),
embora seja robusto e consistente, pode ter variancia alta. Como vimos no capitulo
anterior, um caminho natural para diminuir a variancia do estimador, preservando suas
propriedades assintoticas, é introduzir uma estrutura de U-estatistica. Assim, na proxima

—

secao definimos um estimador com estrutura de U-estatistica baseado no estimador oy

3.3 Estimador com Estrutura de U-Estatistica

Considere X1, ..., X,, uma amostra i.i.d. de uma fungao de distribui¢do F' no dominio
de atracdo de uma distribuigdo a-estavel, 0 < o < 2. Ou seja, temos as relagoes (3.3) e

(3.5) descritas na segao anterior.
Para m < n, defina a funcao

_log (a7 + ...+ a2)
N 2log n

h(21, ..., Tm) (3.11)

ou seja, h(Xy,..., X,,) = 557 onde EE ¢ o estimador definido em (3.5).

Temos que h(zy,...,z,) € uma funcdo simétrica nos seus argumentos e do Teorema

3.2.1 seque que, quando m — oo,

— 1
1 - 3.12
o — (312
e
— 1\?
1) (a;nl - —> — 0, (3.13)
«

—

ou seja, a; ! é um estimador assintéticamente nao viesado de a~!

e seu erro médio

quadratico tende a zero, quando m — oo.
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1

Baseado no ntucleo h, definimos o seguinte estimador de o™, com estrutura de U-

estatistica

-1 2 2
— _ _(n log (Xa1+“‘+Xam) 14
ay~1 = U, (h) (m) > Slog : (3.14)

Oéec'n,,m

onde o = {ay, ..., } € Cp,, € 0 somatorio é sobre todas as combinagoes de m inteiros

escolhidos sem reposi¢ao do conjunto de inteiros 1 a n.

—_—
Assim, apy~! é uma média dos estimadores h(X,,, ..., X,,,) considerados sobre todas

as possiveis sub-amostras de tamanho m extraidas da amostra (X7, ..., X,,).

Cabe observar que, embora o ntcleo h(X7,..., X,,) ndo seja nao viesado, como re-
querido na definicao de U-estatistica dada no Capitulo 2, as propriedades que usaremos
nesta e na proxima secao referentes a teoria de U-estatistica, permanecem validas sob a
condigao de que h(X1, ..., X,,,) seja assintoticamente nao viesado, conforme pode ser com-

provado analisando-se as respectivas demonstracoes apresentadas no capitulo anterior.

Desta forma, segue imediatamente que Eaj' = Eh(Xy, .., X,,) e, dai, aj;' é um

estimador de a~! assintoticamente nao viesado e fracamente consistente, desde que m —
—_—

0o. Além disso, podemos obter a consisténcia em média quadrética de a1, sob certas

restrigoes sobre m. E o que provamos no proximo teorema.

Teorema 3.3.1. Sejam Xy, ..., X,, observacoes 1.i.d. com distribuicao F', que estd no
dominio de atrag¢ao de uma lei a-estdvel, 0 < a < 2, e seja ay = definido em (3.14).
(1) Se m — oo entdo

—

E(;]?l —a ! e a1 Lal (3.15)
(ii) Se m — o0 e m = o(n?), quando n — oo entdo
— 2

1
OéU_1 — E (316)

Demonstracgao:
(1) Temos Fay~—! = Eh(X1, ..., X;n) e (3.15) segue imediatamente de (3.12) e (3.13).
(1) De (3.13) temos que Eh?(X7,..,X,,) < oo para m suficientemente grande, entao do

Corolario 2.2.9 podemos concluir que

lim nVar c;]: = m2(y, (3.17)

n—oo

onde Cl =Var E(h(Xl, ,Xm)‘Xl)
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Agora, como Ea/U-*\l = Fh(Xy,..., X;n), temos

—_—

E(OZU_I — 04_1)2 = Vm‘ Oé/[]?l + {Eh(Xlu 7Xm) - 06_1}2. (318)

Mas por (3.12) temos Eh(X, ..., X,,) —a~! — 0 quando m — oo e por (3.16), como

1 .
m = o(nz?) quando n — oo e (3 < oo para m suficientemente grande, segue que

—
——  nVaray~'m
Var ay=' = ————— — 0, quando n — 0o em — oo.
m n

Dai segue (3.15). O

Vale ressaltar que, em virtude das propriedades decorrentes da estrutura de U-estatistica,
. /\
o estimador ay~! definido em (3.14) tem menor variancia e melhora o estimador a,,~!
dado por (3.5), na segao anterior, no sentido que ele possui menor erro médio quadratico,

pois por (3.18) segue

—_—

Elag™ —a '? < Var EE + [Eo/z,;\l —a ' = Ela;! - a1

3.4 Normalidade Assintotica

Nessa secao, apresentaremos a demonstracao da normalidade assintética do estimador

—

o 1
ap 1, sob a restrigdo m — oo e m = o(nz) quando n — oo.

—_—
Para isto, podemos observar que é muito dificil obter a distribuigao de ay—!, bem como

—

a sua variancia assintotica que, por (3.17), é dada em termos de (3, ou seja, nVar ay=! ~

mCl.

Assim, vamos utilizar o método do calculo da variancia assintotica descrito na secao
2.4. Se X1, Xs,... sdo v.a’s i.i.d. com fungao de distribuicao F' € DA(«), considere o
estimador com estrutura de U-estatistica (;]?1 definido em (3.14), baseado no nicleo h
dado por 3.11.

Defina
US = O./U*1

eparat=1,...,n,
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U' |, = a U-estatistica correspondente a h, baseada em todas as observagoes exceto

X;, isto é,
Xla "'7Xi—la Xi+17 ceey Xn

Denote

e defina

n

sn=(n=1)Y (Ui~ Ua)* (3.19)

=1

Entao, pelo Teorema 2.4.2, temos que

2

P
s2 5 m*(Cy, quandon — oo.

Ou seja,

2

Sn

—n__ 2,1 quandon — oo. (3.20)
nVar 04[71

—

Podemos, entao, enunciar o teorema que garante a normalidade assintotica de ay 1,

sob condig¢oes impostas sobre m.

Teorema 3.4.1. Sejam Xy, ..., X,, com distribuicao F' no dominio de atra¢ao de uma lei
a-estdvel, 0 < o < 2. Seja ay;' definido em (3.14) e (3.11). Sem — oo e m = o(n?)

quando n — oo entao

\/53;1(0_//(]?1 - EOéﬂl) 2, N(0,1), quando n — oo,

onde s2 ¢ dado por (5.19).

—

Observe que, sob as condi¢des do Teorema 3.4.1, temos Fa' = Eh(Xy, ..., X,,) =

— — 1 Zm
FEa; ! e da prova do Teorema 3.2.1 (ii), temos Fa;,! = — + E( +cm>, onde

Q 2log m
X2+ ..+ X2 Zm
@ﬂm:nzL(m)eE(

Zm = log ) + ¢, — 0, quando m — oc.

G 2log m
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Assim, segue que

— 1

Vs, ! (aU_l - —+ dm> 4, N(0,1), quando n — oo, (3.21)
o

2 —

m = .
onde d,, — 0 quando m — o0 e — — 0 quando n — oo. Portanto, OzUl é um estimador

com muito pouco viés quando o tamanho da amostra é grande.
Para a demonstragao do Teorema 3.4.1 necessitaremos de alguns lemas auxiliares.

Lema 3.4.2. Seja X1, ..., X,, varidveis aleatorias i.i.d. no dominio de atracao de uma les

a-estavel, 0 < a < 2. Para m < n, defina

X2
Z=F|I 1+ —1 )X, 3.22
(Og(+X§+...+X%>‘ 1) (3.22)

Entao 5
lim mEZ = — (3.23)

m— o0 (8

e

liminf mEZ* > d,, (3.24)

onde di € uma constante.

Demonstracgao:

(i) Para provar (3.23), denote S,,, = X?+...+X?2 . Entao, usando propriedade de esperanga

X2 e Xm

= E(log SSm >
m—1

= Flog S,,— F log Sp_1.

condicional, obtemos

log Sm 1
Pelo Teorema 3.2.1, item (¢ii), temos Eh(Xy,...,X;n) = E ( o9 )

— — quando
2log m «
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m — 00. Assim quando m — oo temos

EZ = FElogS,,— FElog S,

5 logm  log (m—1)
a «

2 m
= —log ——
o m—1

o (1)
= —log |1——
Q@ m

2

~  —

am’

(77) Provemos (3.24). Da desigualdade de Chebyschev temos que P(|Z| > m|EZ|) <

EZ? .
Entao, por (3.23) temos para m — 0o

m2|EZ?
EZ* > P(|Z| > m|EZ|)m*(EZ)?
4 2
~ —P(Z > —).
SP(17)2 2)
Denote 2 e
Y1 = 2t A (3.25)

L(m—1)(m—1)a

Entao, como X > a = E(X|Y) > a, temos

X? 2
log(1+——""—||>>). 3.26
Og< +X§+...+X%)‘—a) (3.26)

X2 2
1 1 > 2 )t int ibilidades:
+X22—|——{—X7%L)‘ = 05)7 €1nos as segum €S pOSSl 111dades

Pz = 2= P

Logo para P ((log

X2 2 X2
ou log | 1+ 5 > — ou log—|1+ 5 >
Lim—1)(m—1)aY,,4 « Lim—1)(m—1)aY,,4
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X3 -2 X3 -2
ou log | 1+ 5 < — oulog—|1+ 5 < —
Lim—1)(m—1)aY,— « Lim—1)(m—1)aY, «
Assim, de (3.26) segue

EZ* >

(3.27)

= 11+]2+13+I4.

Basta calcular I, pois Iy + I3 + I4 sao da mesma ordem que I;.

Denotando A,, = ea — 1)L(m — 1)(m — 1)&, podemos escrever para todo ¢ > 0

2 2

4 m—1

— / OOP(X% > Aps) dFy,,  (s) + / : P (X7 < Aps) dFy,, ,(s) (3.28)

—00

€

/ P (X} > Aps) dFy,_,(s) + / P (X} < Aps) dFy,,_,(s).

—00

v

~ .. - T @ L
Agora, como X7, ..., X2 estao no dominio de atraciao de uma distribui¢ao §-estavel,

com 0 < % < 1, da Proposicao 1.3.8 seque que quando m — oo

P(Xl2 > ApSs) ~ pA;f‘/Qs_a/zL(Ams)
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P(X} < Ans) ~ gAY |s| ™ L(Aps),
onde p+q=1.

Substituindo a expressao de A,,, segue

Clsfa/Q )
P(X2> A,s) ~ o a=pLim- 1) (ea —1)7%2 >0 (3.29)
-
cals| /2 o, 1
P(X} < Aps) v =———,  ca=qL(m—1)"%(em - 1)=%/2 > 0. (3.30)
m—

Assim, P(X? > A,,s) e P(X? < A,,s) variam regularmente com expoente negativo
-
——. Entéo pelo Teorema 1.2.4 segue que o limite em (3.29) é uniforme sobre s € [¢,00) e

o limite em (3.30) é uniforme sobre |s| € [¢,00) e dai, particularmente para s € (—oo, €].

o
Por outro lado, como por hipotese Y,,_1 4, Y, onde Y é uma variavel aleatoria 5
estavel, entao das propriedades de convergéncia em distribui¢ao (vide por exemplo Chung

(1974), pag 98) segue de (3.28) que, quando m — oo,

o’ c1 & c e
~ —2d 2 / ~24Fy (s).
Pt [« S [ R

Como cada uma das integrais acima sao finitas e positivas, quando m — oo segue que

CY211 dl
4 m’
onde d; é uma constante positiva. Portanto, de (3.27) segue o resultado. U

Lema 3.4.3. Sob as hipoteses do Lema 3.4.2, temos que

d
55 quando m — oo,

= Eh(Xy,..,. X)) X)) v —m——
Cl Var ( ( 1y - )| 1) m(?log m)

onde h é definido como em (3.11) e d > 0 constante.
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Demonstragao: Podemos escrever

log Zm: X?
i=1

Xy, Xin) = “Sogm

1 2

X
= log (1 : log (X7 + ..+ X}
2logm[0‘q(+X22—l—...—l—Xgl)+Og( Lt X

Substituindo a expressao de Z dada em (3.22) no Lema 3.4.2, pela linearidade da

esperanga condicional e pela independéncia de X; e (X3, ..., X2) segue
Cl = Var F (h(Xl, ,Xm>’X1>

Var Z
= — E
(2log m)? + Var <

log (X3 + ...+ X2)
2log m

Y

Var Z
(2log m)?

EZ? — (EZ)
(2log m)?

Por outro lado, pelo Lema 3.4.2, segue que

(mEZ)?

liminf,, .o m(2log m)*¢; = liminf,, .. |[mEZ* —

(3.31)

> d;.

Por outro lado, pela Proposicao 2.3.8, temos

G < =
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Mas, como h(X7, ..., X,,) = ;;?, do Teorema 3.2.1 (iv), segue que

Var log |Y|

Var h(Xq,..., Xpm) ~ Blog m)?

, quando m — oo,

a
onde Y é §—estével, quando m — oo e Var (log |Y]) < co. Assim, temos

lim sup m(2log m)*¢; < Var [log |Y]] = dy < oo. (3.32)

m—0o0

Assim, de (3.31) e (3.32), podemos concluir

d
5+ quando m — o0

G~ m(2log m)

para alguma constante d > 0. U

—

Finalmente, podemos demonstrar a normalidade assintética de c@l.

—

-1

Demonstracao do Teorema 3.4.1: Temos que ay~! = U, (h) = (n) Z M Xays o Xa,)
m

C’n m

e h(Xy, ..., X;,) definido por (3.11). Entéo usando o Teorema 2.3.1 podemés obter a de-

composicao de Hoeffding para (;]?1 dada por:

m

m
-1 = Eh(Xy,..,Xn He
ay (X1, s )+§1<C) n
= EMXi,...,X,)+mH), + Em ) me
R ¢ n T2\ )
n\ ' ,
onde Hf = E P (Xay, s Xa,) € h(© definidos como em (2.11) e (2.12).

m 2 N(X)
Seja R, = Z (m) HS¢. Como H! = =L ¢ a/U?l = Eh(Xy, ..., X,,) podemos

escrever

a1 = o+ ™ S (X)) + R
=1
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e assim,

SVn(ag = Bag ) = — =" hYX,) + s, VAR, 3.33
VAT~ B = S ) VAR, (3.33)

(7) Vamos provar primeiramente que para m suficientemente grande

snﬂ:/ﬁ ; R (X;) N N(0,1), quando n — oc. (3.34)

Para isto, note que h'(X;) = E(h(X1, ..., X;n)|Xi) — Eh(Xq, ..., X;n).

Assim, h!'(X),...,h' (X,,) sdo v.a’s i.i.d com ER'(X;) = 0e Var hi(X;) = ( < oo,

pois para m suficientemente grande Eh?(X1, ..., X,,) < co. Entao temos
Var Y h'(X;) = n(, (3.35)
i=1

e do Teorema 2.4.2, segue

2

ns;

m2Var Z hY (X))
i=1

P
— 1, quando n — oo.

Assim, (3.34) segue do Teorema do Limite Central.

(41) Provaremos que, quando m — oo e m = o(n'/?) quando n — oo, temos

Vns; 'R, -0, quando n — co. (3.36)
"~ /m ) I
De fato, temos R, = E ( )Hﬁb, onde HS é definido como na decomposicao de
c
c=2

Hoeffding. Entao, pelo Teorema 2.3.4 os HJ’s sao nao correlacionados e

-1
Var H; = (n) 53,

c
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onde §? = Var h¢(Xy, ..., X.), segue que
Var R, = Zm: (m)2 (n)_l(SQ
—~\c c ¢
Por outro lado, do Corolario 2.2.9 da decomposicao de Hoeffding de a/U?l, segue que
o m N2\ L
Var ag=t = ; (c) (c) 52

m2C1

= + Var R,.
n

Mas, usando a expressao alternativa para Var apy~! obtida do Teorema 2.2.6, podemos

—1 m
— (n m\ [(n—m\ ,
Var ap=! = (m) ;(C)(m_c)ac,

onde (. = o2 pelo Lema 2.2.8. Entao

= () ()G (0BG o

temos também
n\ "t /m\ /n—m _ m? ) m—1 ) m—1 . m—1
m 1 m—1)  n n—1 n—2/," n—m+1

Como m = o(n?) entdo

escrever

— 0, k=1,...,m—1. e dai temos

() (O~

Assim, comparando (3.37) e (3.38) temos que

2 (6

—2
Var R, ~ <

61



Capitulo 3. Estimador do Indice Caudal com Estrutura de U-Estatistica

Pelo Teorema 2.3.8, temos que (; < % <. < C—m Assim, obtemos
m

Var R, ~ <

IN

IN

pois = o(1) quando 0.
n

mzcm
Var R, < —>—(1 1)).
ar < m( +0(1))

Agora, como vimos na prova do Lema 3.4.2, segue do Teorema 3.2.1 que
(2log m)?*¢, = (2log m)*Var (X, ..., X,) ~ Var log|Y| < oo,

quando m — 00, ou seja, para m suficientemente grande

Cm Var log|Y |

m  m(2log m)?’

e pelo Lema 3.4.2 segue que C—m ~ K (i, para uma certa constante K > 0. Logo, podemos
m

2
. m ~
concluir que, se — — 0 quando n — oo, entao
n

m2K<1
n

Var R, < (1+o0(1)),
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e assim,

Var R, m?

——— — 0 se — — 0 quando n — oo.
m-(y n

n

Dai, segue da Desigualdade de Chebyschev que

R,

—>0,
m/Cy
vn

e, como s2 = m?2(;, entdo podemos obter (3.36). Finalmente, de (3.33), (3.34), (3.36)

obtemos (3.36) como queriamos demonstrar. O

3.5 Comparacao com outros estimadores

No artigo de Fan (2004), sdo apresentados os resultados de simula¢oes numeéricas para
analisar a performance do estimador aj;' definido em (2.3). Nesta secdo apresentamos

uma breve analise destes resultados.

Primeiramente, observemos que, embora o estimador com estrutura de U-estatistica
tenha propriedades muito boas, na pratica quando o tamanho da amostra n ou o grau m
¢ grande, o cdlculo de ag;' inclui a média de (:1) termos, podendo ser um processo muito
demorado. Uma solugao, apresentada por Fan (2004), para esse problema é inicialmente
dividir a amostra em sub-amostras de igual tamanho, podendo-se deletar alguns termos,
caso seja necessario, sem aumentar devidamente a variancia. Para cada sub-amostra,
considera-se o estimador com estrutura de U-estatistica e a média desses estimadores é
um estimador denominado U-estatistica incompleta. Assim, por motivos computacionais,
no caso de amostras grandes, as simulagdes realizadas no artigo de Fan (2004) sao feitas

. . . . — . L . —
para o estimador de U-estatistica incompleta a;; -1 obtido através do estimador ag'.

Para o caso de estimagcao do indice caudal de distribuicoes de cauda pesada no dominio
de atracao de leis a-estaveis, foram feitas simulacdes comparando-se a performance do
estimador @, -1 com os estimadores de Hill (1975) e o estimador de Haan e Resnick
(1980). Foram consideradas amostras de tamanho 20.50 = 1000 e foram realizadas 1000

repeticoes de cada experimento.

Os resultados computacionais obtidos por Fan (2004) mostram que, em termos do erro

63



Capitulo 3. Estimador do Indice Caudal com Estrutura de U-Estatistica

médio quadratico, o estimador com estrutura de U-estatistica tem performance melhor

do que os outros dois estimadores analisados.

Cabe ainda ressaltar que, quando os estimadores sao usados para estimar o indice
caudal de uma distribui¢ao normal, somente o estimador de Fan tem performance muito

boa.

Foram feitas simulac¢Oes para o caso de amostras de distribui¢oes a-estaveis e a perfor-
mance do estimador de Fan foi comparada com os estimadores de Press (1972) e Zolotarev
(1986). Neste caso, quando v < 1 os estimadores de Fan tem performance tdo boa quanto
o de Press e ambos sao melhores do que o de Zolotarev. Ja para @ > 1 o estimador
de Fan é tao bom quanto o de Zolotarev e ambos sao melhores do que o de Press. No
entanto, o estimador de Fan é muito mais simples de implementar, enquanto os outros

dois apresentam certas restricoes de implementagao.

Embora nao tenha sido objeto de estudo dessa dissertacao, no mesmo artigo de Fan
(2004) sao apresentados alguns procedimentos alternativos para melhorar a performance
do estimador principal. Um deles baseia-se num procedimento de re-amostragem e ¢é
indicado por Fan na situacao de amostras de tamanho nao muito grande. Para mais

detalhes, quanto aos aspectos teoricos e resultados computacionais, vide o referido artigo.
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