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Todos os direitos reservados. É proibida a reprodução total ou parcial do
trabalho sem autorização da universidade, do autor e do orientador.

Adriano Cavalcante Bezerra



Dedicatória
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Resumo

Adriano Cavalcante Bezerra. Sobre Teoremas de Rigidez e Estimativas
de Autovalores. Braśılia, 2018. 89p. Tese de Doutorado. Departamento de
Matemática, Universidade de Braśılia.

Neste trabalho, faremos um estudo de estimativas de autovalores para alguns

operadores eĺıpticos, buscando entender quais são suas relações com resultados

de rigidez sobre a imersão a qual foram definidos. Na primeira parte do texto,

estudaremos o operador drifting Laplaciano em variedades Riemannianas compactas

com fronteira, com uma condição na curvatura de Ricci Bakry-Émery. Na segunda

parte do texto, abrangendo os caṕıtulos 3 e 4, buscaremos estabelecer condições

sobre os operadores de estabilidade e super estabilidade de uma subvariedade mı́nima

imersa no espaço hiperbólico, e sobre a norma Ld da segunda forma fundamental,

para concluir que a imersão é totalmente geodésica. Um resultado similar será obtido

para uma superf́ıcie tipo-espaço com curvatura média constante, imersa no espaço

de Lorentz L3.

Palavras–chave

Estimativas de autovalores, teoremas de rigidez, drifting Laplaciano, curva-

tura Ricci-Bakry-Émery, operador de estabilidade e super estabilidade, hipersuper-

f́ıcies tipo espaço.



Abstract

Bezerra, Adriano Cavalcante. On Rigidity Theorems and Estimates of
Eigenvalues. Braśılia, 2018. 89p. PhD. Thesis. Departamento de Matemá-
tica, Universidade de Braśılia.

In this work, we will make a study of eigenvalue estimates for some elliptical

operators, trying to understand what their relationships with rigidity results on

the immersion to which they were defined. In the first part of the text, we will

study the Laplacian drifting operator in compact boundary Riemannian manifolds,

with a condition in the Ricci Bakry-Émery curvature. In the second part of the

text, covering chapters 3 and 4, we will seek to establish conditions on the stability

and super stability operators of a minimal submanifolds immersed in the hyperbolic

space, and on the norm Ld of the second fundamental form, for conclude that the

immersion is totally geodesic. A similar result will be obtained for a space-like surface

with constant mean curvature, immersed in the Lorentz space L3.

Keywords

Eigenvalue estimates, rigidity theorems, Laplacian drifting, Ricci-Bakry-

Émery curvature, stability and super stability operators, space-like hipersurfaces.
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Introdução

Dentre os vários assuntos abordados em geometria Riemanniana, neste tra-

balho propomos um estudo de basicamente dois tópicos: estimativas de autovalores

e teoremas de rigidez do tipo Bernstein. As estimativas são para autovalores dos

operadores bi-drifting Laplaciano, agindo sobre funções suaves definidas em uma

variedade compacta com fronteira, e para os operadores de estabilidade e super es-

tabilidade para uma imersão mı́nima no espaço hiperbólico. Já os teoremas de rigidez

se baseiam em obter condições para que uma imersão mı́nima no espaço hiperbólico

seja totalmente geodésica, ou condições para sabermos quando a imersão coincide

com o próprio espaço ambiente, caso este que será tratado no caṕıtulo 4.

Para facilitar nosso propósito, dividimos o texto em quatro caṕıtulos. No

primeiro caṕıtulo trataremos das preliminares. Faremos uma breve abordagem das

ferramentas necessárias para o entendimento do texto. Tentaremos ser objetivos e

evitaremos detalhes que não prejudiquem a leitura, dando enfoque aos fatos de maior

importância para nosso propósito. Iniciaremos com uma abordagem das imersões

isométricas, do ponto de vista de formas diferenciais. Introduziremos os conceitos de

imersões, métricas, conexões, curvatura, dentre outros.

No caṕıtulo 2, trataremos de generalizar estimativas para o primeiro auto-

valor do operador bi-Laplaciano para alguns problemas clássicos. Iremos generalizar

esses problemas para o operador diferencial denominado drifting Laplaciano (ou

Laplaciano com peso), definido como sendo

Lφ =4−〈∇φ,∇(·)〉, φ ∈C2(M).

Como dispomos de vários tipos de operadores diferenciais, uma pergunta

natural seria qual a motivação de estudo deste operador. Na verdade, o primeiro

operador diferencial para funções em várias variáveis que vem em nosso pensamento,

talvez pela frequência em que ele ocorra devido ao grande número de aplicações, é o

operador Laplaciano. A partir dáı existem várias generalizações para este operador,

assim como generalizações de problemas clássicos envolvendo o mesmo.

Um exemplo de problema clássico e bastante estudado envolvendo o Lapla-

ciano é o problema de Dirichlet, onde consideramos uma variedade Riemanniana M
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com fronteira ∂M e uma função suave u definida em M. O problema de Dirichlet

pode ser formulado como abaixo.

• Problema de Dirichlet{
4u =−λu em M,

u|∂M = 0.

Já um resultado clássico que podemos citar envolvendo estimativas para o

Laplaciano é o teorema de Lichnerowicz-Obata. Este teorema afirma que se M é uma

variedade Riemanniana de dimensão n, conexa, completa e com curvatura de Ricci

limitada inferiormente por n−1, então o primeiro autovalor não nulo do Laplaciano

de M é maior ou igual a dimensão n da variedade, com a igualdade ocorrendo se,

e somente se, M é isométrica a uma esfera n-dimensional unitária. Considerando,

porém, uma variedade compacta com fronteira, em 1977 Reilly obteve um resultado

similar, para o primeiro autovalor do problema de Dirichlet.

Teorema 0.1. (Reilly) Seja M uma variedade Riemanniana de dimensão n(≥ 2),

compacta e conexa, com fronteira ∂M. Assuma que a curvatura de Ricci de M seja

limitada inferiormente por (n−1). Se a curvatura média H de ∂M é não negativa,

então o primeiro autovalor λ1 do problema de Dirichlet em M satisfaz λ1 ≥ n, com a

igualdade ocorrendo se, e somente se, M é isométrica a uma semi-esfera Euclideana

unitária de dimensão n.

Detalhes do teorema de Reilly podem ser conferidos em [64].

Ainda considerando uma variedade Riemanniana compacta com fronteira,

um outro problema interessante de ser mencionado é o problema de Neumann, que

pode ser enunciado da seguinte forma.

• Problema de Neumann 4u = λu em M,
∂u
∂ν
|∂M = 0,

onde ν é o normal unitário exterior a fronteira ∂M.

Uma estimativa similar a do Teorema de Reilly para o primeiro autovalor

não nulo do problema de Neumann para variedades compactas com fronteira foi

obtida do J. F. Scobar [37] e C. Xia [74], de forma independente.

Nas condições do problema de Neumann, outros dois problemas importantes

e que nos servirão de base para os resultados do caṕıtulo 2 são o problema de campled

plate e o problema de buckling, que enunciaremos agora.
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• Problema de campled plate 4
2u = λu em M,

u|∂M =
∂u
∂ν
|∂M = 0,

• Problema de buckling 4
2u =−λ4u em M,

u|∂M =
∂u
∂ν
|∂M = 0,

Recentemente, em um artigo de 2012, Chen, Cheng, Wang e Xia estimaram

o primeiro autovalor de quatro tipos de problemas para o operador biharmonico

em variedades compactas com fronteira e curvatura de Ricci positiva ([18]). Os dois

primeiros resultados são na direção dos problemas de clamped plate e buckling,

respectivamente. Enunciaremos esses resultados no caṕıtulo de preliminares.

No caṕıtulo 3 trataremos do estudo de teoremas de rigidez do tipo Bernstein

para imersões mı́nimas no espaço hiperbólico e também obteremos algumas estima-

tivas para o primeiro autovalor do operador de super estabilidade. A importância

e motivação deste caṕıtulo nos remete ao ińıcio do século 20, por volta de 1915,

quando o matemático soviético Sergei Bernstein provou o seguinte teorema

Teorema 0.2. (Bernstein) Se f : R2→ R satisfaz

(1 + f 2
y ) fxx−2 fx fy fxy +(1 + f 2

x ) fyy = 0,

então f (x,y) = ax + by + c, onde a, b e c são constantes.

O teorema de Bernstein nos diz que as únicas superf́ıcies mı́nimas tipo

gráfico e completa em R3 são planos. Posteriormente, na década de 60, o teorema

de Bernstein foi generalizado para hipersuperf́ıcies tipo gráfico mı́nima e completa

em Rn+1 para n ≤ 7, em trabalhos independentes e devidos a Fleming [40], De

Giorgi [27], Almgren [2] e Simons [69]. Essa restrição na dimensão de fato mostrou-

se necessária, o que veio a ser comprovada em 1969 por Bombieri, De Giorgi e Giusti,

com contra-exemplos conhecidos como cones mı́nimos [27].

Uma hipersuperf́ıcie imersa em uma variedade Riemanniana é dita estável

se a sua segunda variação de volume é não negativa, para toda variação normal com

suporte compacto. Dentro desse contexto, podemos verificar que hipersuperf́ıcies

mı́nimas tipo gráfico imersas em Rn são estáveis. Em termos práticos, a condição de

estabilidade nos indica a não existência de autovalores negativos para o operador de
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estabilidade, definido como sendo

L :=4+ Ric(ν,ν)+ |A|2,

onde Ric(ν,ν) é o tensor de Ricci na direção do normal exterior ν a hipersuperf́ıcie

e A é a segunda forma fundamental da imersão. O ı́ndice Index(D) de um domı́nio

relativamente compacto D ⊂ M, é definido como sendo o número de autovalores

negativos do operador −L, para o seguinte problema de Dirichlet{
−L f = λ f em D,

f |∂D = 0.

O ı́ndice de uma hipersuperf́ıcie M é definido como sendo

Index(M) := sup{Index(D); D⊂M rel.compacto},

e dizemos então que M é estável se Index(M) = 0.

De forma natural, podemos pensar se hipersuperf́ıcies mı́nimas estáveis

e completas em Rn+1 também são hiperplanos. Essa resposta foi demonstrada

parcilmente como verdadeira e de forma independente por Carmo-Peng em 1979 [30]

e Fischer-Colbrie-Schoen em 1980 [39]. Eles provaram que esse resultado é verdadeiro

para superf́ıcies em R3. Para dimensões maiores essa questão encontra-se em aberto.

Posteriormente, Do Carmo-Peng [31] adicionaram a seguinte hipótese

lim
R→+∞

1
R2q+2

∫
Bp(R)

|A|2 = 0, q <

√
2
n
, (0.1)

e demostraram que uma hipersuperf́ıcie M mı́nima estável e completa em Rn+1

satisfazendo (0.1) é um hiperplano, onde Bp(R) denota a bola geodésica de raio R

centrada em p ∈ M. Nessa direção e mais recentemente, várias generalizações dos

resultados de rigidez mencionados têm sido obtidas. Como exemplo podemos citar

Cao-Shen-Zhu em 1997 [14] que mostraram que uma hipersuperf́ıcie mı́nima estável

e completa em Rn+1 tem apenas um fim. Por um fim com respeito a um compacto

D⊂M, podemos entender como sendo uma componente conexa e ilimitada de M\D.

Outro resultado importante é devido a Shen-Zhu de 1998 [66] que diz que se

Mn (n≥ 3) é uma hipersuperf́ıcie mı́nima estável completa em Rn+1 com curvatura

total finita, ou seja, ∫
M
|A|n < +∞,
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então Mn é um hiperplano.

Por outro lado, Anderson [4] mostrou que uma hipersuperf́ıcie mı́nima

completa em Rn+1 (n ≥ 3) com curvatura total finita e contendo apenas um fim

é um hiperplano. Podemos observar que o teorema de Shen-Zhu segue do teorema

de Cao-Shen-Zhu juntamente com o teorema de Anderson. Esses resultados datam

das décadas de 80 e 90. Já em um artigo de 2003, Wang [71] definiu o conceito de

super estabilidade e generalizou o teorema de Shen-Zhu para subvariedades mı́nimas

do Rm.

Teorema 0.3. (Wang) Seja Mn (n ≥ 3) uma subvariedade mı́nima super estável

completa em Rm. Se M tem curvatura total finita, isto é,∫
M
|A|n < +∞,

então M é um hiperplano.

Podemos perceber que todos os resultados de rigidez menciondados são

para imersões no espaço Euclidiano Rn. Porém, mais recentemente, outros resul-

tados nessa direção também apareceram para imersões em outros espaços, como as

variedades de curvatura negativa ou mesmo variedades pseudo-Riemannianas. Pode-

mos citar Neto-Wang em um trabalho de 2012 [61] para subvariedades mı́nimas em

Rm e para uma imersão com curvatura média constante em uma variedade Rieman-

niana. Nesse mesmo trabalho, os autores obtiveram também resultados de rigidez

para subvariedades tipo espaço no espaço de Lorentz Ln+m
m com ı́ndice m . Posteri-

ormente, Neto-Wang-Xia [62] obtiveram um resultado similar para hipersuperf́ıcies

mı́nimas completas no espaço hiperbólico Hm. Esse último artigo, juntamente com

um artigo de Hai-Ping Fu de 2012 para subvariedades em espaços forma [41], nos

serviu de base para obtermos os resultados que serão tratados no caṕıtulo 3.

No caṕıtulo 4 continuaremos nosso estudo sobre teoremas de rigidez, porém

trabalharemos com uma imersão em uma variedade semi-Riemanniana. De fato,

obteremos um resultado de ridigez para uma superf́ıcie tipo espaço com curvatura

média constante imersa no espaço de Lorentz L3. Neste contexto, nossa motivação

consiste no fato de que recentemente, vários matemáticos têem demonstrado in-

teresse pelo estudo da geometria de imersões em variedades semi-Riemannianas de

ı́ndice 1 e com curvatura seccional constante c. Dentre essas imersões destacam-se as

hipersuperf́ıcies cuja métrica induzida é positiva definida, conhecidas como hipersu-

perf́ıcies tipo espaço. As variedades semi-Riemannianas aqui descritas são chamadas

variedades de Lorentz e são representadas por Mn+1
1 (c). Dependendo do sinal de c,

podemos classificar as variedades de Lorentz em: espaço de Sitter, quando c > 0 e

representado por Sn+1
1 (c); espaço de Lorentz-Minkowski (ou simplesmente espaço de
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Lorentz), quando c = 0 e representado por Ln+1; e espaço anti de Sitter, quando

c < 0 e representado por Hn+1
1 (c).

A importância no estudo de imersões nessa classe de variedades semi-

Riemannianas se deve ao fato de estarem intimamente relacionadas ao estudo da

Relativade Geral, e também por possúırem propriedades tipo Bernstein. Faremos

um destaque aqui no caso das hipersuperf́ıcies tipo espaço com curvatura média

constante. Como sabemos, a curvatura média pode ser expressa pelas curvaturas

principais, que são autovalores da aplicação linear associada à segunda forma

fundamental, conhecida como Endomorfismo de Weingarten. Um caso particular

de curvatura média constante ocorre quando a hipersuperf́ıcie possui curvaturas

principais constantes. Nesse caso, a hipersuperf́ıcie é chamada isoparamétrica,

conceito devido por Nomizu [63], que provou que as hipersuperf́ıcies tipo espaço

em Sn+1
1 (c) e em Ln+1 possuem no máximo duas curvaturas principais distintas.

Já no caso do espaço anti de Sitter Hn+1
1 , T. Ishihara [50] obteve uma cota

superior para o quadrado da norma da segunda forma fundamental (o qual denotare-

mos por S) de uma imersão tipo espaço completa (onde as geodésicas estão definidas

para todo valor do parâmetro) e com curvatura média nula, conhecidas na litera-

tura como hipersuperf́ıcies máximas. A cota obtida depende apenas da dimensão

da hipersuperf́ıcie e da curvatura do espaço ambiente. Além disso, ele mostrou que

as hipersuperf́ıcies que atingem essa cota são cilindros hiperbólicos. Ishihara obser-

vou na demonstração que, para este caso, a hipersuperf́ıcie possui exatamente duas

curvaturas principais. Mais precisamente temos o seguinte resultado.

Teorema 0.4. (Ishihara). Seja Mn uma hipersuperf́ıcie (n≥ 2) tipo espaço completa

e máxima em Hn+1
1 (−1). Seja S o quadrado da norma da segunda forma fundamental

de Mn. Temos que S≤ n. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,

Mn = Hm
(
− n

m

)
×Hn−m

(
− n

n−m

)
, 1≤ m≤ n−1.

Em Hn+1
1 (−1) existem hipersuperf́ıcies tipo espaço completas com apenas

uma curvatura principal, denominadas hipersuperf́ıcies umb́ılicas. Na verdade, essas

hipersuperf́ıcies são espaços hiperbólicos Hn(−r2) com curvatura −r2. Isso induz a

pensarmos que no espaço anti de Sitter, as hipersuperf́ıcies isoparamétricas também

possuem no máximo duas curvaturas principais, o que foi provado por L. Zhen-qi e X.

Xian-Hua em [55], onde também fornecem uma caracterização das hipersuperf́ıcies

para os posśıveis casos, umb́ılicas e com duas curvaturas principais. Podemos citar

também, nessa mesma direção, K. Abe, N Koike e S. Yamaguchi [1]. Se trocarmos a

hipótese de isoparamétrica pelo caso um pouco mais geral onde a curvatura média

é constante, com duas curvaturas principais, L. F. Cao e G. Wei [15] estudaram
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hipersuperf́ıcies tipo espaço, completas e máximas. Nessa mesma linha, baseados no

trabalho de Ishihara, L. F. Cao e G. Wei caracterizaram essas hipersuperf́ıcies como

sendo cilindros hiperbólicos, como no teorema de Ishihara, exigindo uma hipótese

adicional, ou seja, que uma das curvaturas seja simples. Neste mesmo trabalho, foi

conjecturado que o resultado permaneceria válido para o caso de hipersuperf́ıcies tipo

espaço em Mn+1
1 (c), com c ≤ 0, exigindo apenas que essas hipersuperf́ıcies fossem

completas com curvatura média constante, duas curvaturas principais e, sendo uma

das curvaturas simples, as mesmas condições do caso de máximas.



CAṔITULO 1
Preliminares

Neste primeiro caṕıtulo faremos uma breve abordagem de alguns dos

principais fatos da teoria das imersões isométricas. Nosso objetivo é estabelecer

as ferramentas necessárias para o entendimento dos resultados tratados nos demais

caṕıtulos. Todas as variedades aqui tratadas são orientáveis e sempre que usarmos

a notação Mn, estaremos nos referirmos a uma variedade de dimensão n (ou n-

dimensional).

1.1 Imersões Isométricas

Uma imersão f : Mn ↪→ Mm+n
de uma variedade Riemanniana (Mn,g) em

uma variedade Riemanniana (Mn+1
,g) é dita uma imersão isométrica se

gx(u,v) = g f (x)(d fx(u),d fx(v)), ∀ x ∈M, u,v ∈ Tp(M). (1.1)

Observamos, portanto, que f será uma imersão isométrica se a métrica de M coincide

com a métrica induzida por f . Um outro fato bastante conhecido e que ocorre como

consequência do teorema da função inversa é o de que localmente, toda imersão é

um mergulho. Logo, ∀ x ∈M podemos encontrar uma vizinhança U de x de forma

que f (U) é uma subvariedade de M. É usual identificarmos f (U) ≈ U , pois para

a geometria local de f (U), é como se tivéssemos de fato M ⊂ M com a métrica

induzida.

Podemos obter dessa forma o espaço tangente de M como sendo uma soma

direta TxM = TxM⊕NxM, onde usamos a identificação d fx(TxM) = TxM e NxM como

sendo o complemento ortogonal de TxM em TxM segundo a métrica de M. NxM é

chamado o fibrado normal de M em x, e cada seção do fibrado normal NM é dito

um campo normal a M.

Considere {e1, ...,en,en+1, ...,en+m} um referencial ortonormal adaptado a M

em uma vizinhaça V ⊆U . Estabeleceremos a seguinte convenção para o domı́nio de
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variação dos ı́ndices:

1≤ i, j,k, ...≤ n;

n + 1≤ α,β,γ, ...≤ n + m;

1≤ A,B,C, ...≤ n + m.

Seja ωA o coreferencial associado. As equações de estrutura são dadas por{
dωA = ωB∧ωA

B, ωB
A =−ωA

B,

dωB
A = ωE

A ∧ωB
E − 1

2RB
ACDωC∧ωD,

(1.2)

onde RB
ACD e {ωB

A} são as componentes do tensor curvatura e as formas de conexão

de M. No que segue usaremos a convenção de Einstein para somas, ou seja, os ı́ndices

repetidos em cimas e em baixo significarão somas.

Podemos notar que ωα|M = 0. De fato,

( f ∗ωα)x(υ) = (ω
α) f (x)(d fx(υ)) = 0 ∀ x ∈M, ∀ υ ∈ TxM, (1.3)

visto que d fx(υ) é tangente a M e ωα ∈ N∗M.

Por (1.2) temos que

0 = dω
α = ω

i∧ω
α
i + ω

β∧ω
α

β
= ω

i∧ω
α
i . (1.4)

Pelo Lema de Cartan [29] segue que

ω
α
i = hα

i jω
j, hα

i j = hα
ji. (1.5)

Assim, podemos definir a segunda forma fundamental de M como sendo o tensor

misto

A = hα
i jω

i⊗ω
j⊗ eα. (1.6)

Como temos o isomorfismo de fibrados Hom(N∗M,T ∗M⊗T ∗M)≈ T ∗M⊗T ∗M⊗NM,

podemos pensar na segunda forma fundamental de M em termos de uma aplicação

linear B : N∗M→ T ∗M⊗T ∗M dada por

B(ω
β) := Aβ = hα

i jω
i⊗ω

j〈ωβ,eα〉= hβ

i jω
i⊗ω

j.

Observe que 〈,〉 representa o pareamento entre T M e T ∗M. A aplicação B é

comumente conhecida como aplicação de Weingarten.
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Definimos a curvatura média de M como sendo a média do operador traço

da segunda forma A. Assim, temos

−→
H =

1
n

(
∑

i
hα

ii

)
eα = Hαeα. (1.7)

De posse dessa expressão, é conveniente definirmos uma variedade de curvatura

média constante.

Definição 1.1. Dizemos que uma variedade Riemanniana M tem curvatura média

constante se H :=
√

∑α(Hα)2 = cte. Nesse caso, se H = 0, isto é, se o vetor curvatura

média de M é identicamente nulo, então dizemos que a imersão é mı́nima.

Podemos obter, de (1.2), as equações de estrutura de M, dωi = ωi∧ωi
j,

dω
j
i = ω

p
i ∧ω

j
p−

1
2

R j
iklω

k∧ωl,
(1.8)

onde R j
ikl são as componentes do tensor curvatura de M. De (1.2), (1.5) e (1.8) temos

−1
2

R j
iklω

k∧ω
l = dω

j
i −ω

p
i ∧ω

j
p

= ω
i
α∧ω

α
j −

1
2

R j
iklω

k∧ω
l

= −
(

∑
α

hα

ikhα

jl +
1
2

R j
i jk

)
ω

k∧ω
l,

de onde obtemos a equação de Gauss

R j
ikl−R j

ikl = ∑
α

(hα

ikhα

jl−hα

ilh
α

jk). (1.9)

Podemos notar que

∑
i, j

ai jω
i∧ω

j = ∑
i< j

ai jω
i∧ω

j + ∑
j<i

ai jω
i∧ω

j

= ∑
i< j

ai jω
i∧ω

j + ∑
i< j

a jiω
j∧ω

i

= ∑
i< j

(ai j−a ji)ω
i∧ω

j.

Como ai j =−a ji, temos então que

1
2 ∑

i, j
ai jωi∧ω

j = ∑
i< j

ai jω
i∧ω

j.
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Podemos destacar também as equações de estrutura do fibrado normal de M, ou

seja,  dωα = ωβ∧ωα

β
,

dω
β

α = ω
γ

α∧ω
β

γ −
1
2

R⊥β

αi jω
i∧ω j.

(1.10)

As componentes do tensor curvatura normal R⊥β

αi j mantém um relação análoga à

(1.9) com a curvatura do espaço ambiente M, a qual é conhecida na literatura como

equação de Ricci, e cuja expressão segue de (1.2), (1.5) e (1.10):

−1
2

R⊥β

αi jω
i∧ω

j = dω
β

α−ω
γ

α∧ω
β

γ

= ω
k
α∧ω

β

k −
1
2

Rβ

αi jω
i∧ω

j

= −

(
∑
k

hα

kih
β

k j +
1
2

Rβ

αi j

)
ω

i∧ω
j.

Portanto

R⊥β

αi j−Rβ

αi j = ∑
k

(
hα

kih
β

k j−hα

k jh
β

ki

)
. (1.11)

Introduziremos agora o conceito de conexão afim de uma variedade diferenciável, e

entenderemos sua relação com as formas de conexão ωB
A. Denotaremos por Γ(·) como

sendo o conjunto das secções dos respectivos fibrados.

Definição 1.2. Seja M uma variedade diferenciável. Uma conexão afim em M é

uma plicação ∇ : Γ(T M)→ Γ(T ∗M⊗T M) satisfazendo as seguintes propriedades:

1−∇(X1 + X2) = ∇X1 + ∇X2, ∀ X1, X2 ∈ Γ(T M);

2−∇( f X) = d f ⊗X + f ∇X , ∀ X ∈ Γ(T M), f ∈ C∞(M).

Com essa definição, podemos provar que a equação

∇eA = ω
B
A⊗ eB (1.12)

define uma conexão ∇ em M.

Dentre as infinitas conexões que uma variedade Riemanniana (M,g) possui,

existe uma única conexão simétrica e que preserva a métrica de M (num sentido que

ficará mais preciso posteriormente). Essa conexão é chamada de conexão de Levi-

Civita, ou conexão Riemanniana de M. Um fato é que as formas {ωB
A} determinam

a conexão Riemanniana de M pela expressão (1.12), motivo pela qual são chamadas

formas de conexão.
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Considere ∇ a conexão Riemanniana de T M. A conexão Riemanniana ∇̃

induzida em T ∗M é definida pela expressão

〈∇̃ω,X〉= d〈X ,ω〉−〈∇X ,ω〉. (1.13)

Logo, se {ω̃B
A} são as formas de conexão de T ∗M, isto é, ∇̃ωA = ω̃A

B⊗ωB, temos então

que

ω̃
A
B = 〈∇̃ω

A,eB〉

= dδ
A
B−〈∇eB,ω

A〉

= −〈ωC
B⊗ eC,ω

A〉

= −ω
C
Bω

A(eC) = ω
C
Bδ

A
C =−ω

A
B.

Podemos então induzir uma conexão em T ∗M⊗T M utilizando a equação

∇̂(ω⊗X) = ∇̃ω⊗X + ω⊗∇X . (1.14)

De agora em diante, sempre que não houver confusão utilizaremos apenas ∇ para

denotar todas as conexões consideradas neste caṕıtulo.

Agora mostraremos em que sentido a conexão {ωB
A} preserva a métrica.

Considerando que o tensor métrico de M seja dado por g = gABωA⊗ωB, de (1.14)

temos que

∇g = dgAB⊗ω
A⊗ω

B + gAB∇ω
A⊗ω

B + gABω
A⊗∇ω

B

= dgAB⊗ω
A⊗ω

B−gABω
A
C⊗ω

C⊗ω
B−gABω

B
C⊗ω

A⊗ω
C

= (dgAB−gCBω
C
A−gACω

C
B)⊗ω

A⊗ω
B.

Desde que o referencial é ortonormal, temos que gAB = δAB, e portanto temos

∇g = (dδAB−δCBω
C
A−δACω

C
B)⊗ω

A⊗ω
B

= (−ω
B
A−ω

A
B)⊗ω

A⊗ω
B

= 0.

Pelo fato de M ter a métrica induzida de M, pode-se verificar que as formas {ω j
i } e

{ωβ

α} definem as conexões Riemannianas de T M e NM, respectivamente.

Observação: Em geral, as métricas gi j e gi j = g−1
i j de T M e T ∗M, respecti-
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vamente, induzem uma métrica Riemanniana no fibrado

T r
s (M) =

s vezes︷ ︸︸ ︷
T ∗M⊗ ...⊗T ∗M⊗T M⊗ ...⊗T M︸ ︷︷ ︸

r vezes

.

Tal métrica, ainda denotada por g, é definida pela fórmula

g(t,s) = gi1k1 ...gisksg j1l1...g jrlrt
j1... jr
i1...is sl1...lr

k1...ks
,

onde t j1... jr
i1...is e sl1...lr

k1...ks
são as compontentes dos tensores t e s. A conexão definida por

(1.14) preserva essa métrica.

Por outro lado, derivando a segunda forma fundamental, obtemos

∇A = (dhα
i j−hα

l jω
l
i−hα

ilω
l
j + hβ

i jω
α

β
)⊗ω

i⊗ω
j⊗ eα

=

(
∂hα

i j

∂xk −hα

l jω
l
i(ek)−hα

ilω
l
j(ek)+ hβ

i jω
α

β
(ek)

)
ω

k⊗ω
i⊗ω

j⊗ eα

= hα

i jkω
k⊗ω

i⊗ω
j⊗ eα.

Diferenciando exteriormente (1.5) e usando (1.8) temos

dω
α
i = dhα

i j∧ω
j + hα

i jdω
j

=
∂hα

i j

∂xk ω
k∧ω

j + hα
i jω

l ∧ω
j
l

=
∂hα

i j

∂xk ω
k∧ω

j + hα
i jω

l ∧ω
j
l (ek)ω

k

=

(
∂hα

i j

∂xk −hα

ilω
l
j(ek)

)
ω

k∧ω
j.

Por outro lado, da equação (1.2) temos que o lado esquerdo da expressão acima é

dado por

dω
α
i = ω

l
i ∧ω

α

l + ω
β

i ∧ω
α

β
− 1

2
Rα

ik jω
k∧ω

j

= ω
l
i(ek)ω

k∧ (hα

l jω
j)+ hβ

i jω
j∧ (ω

α

β
(ek)ω

k)− 1
2

Rα

ik jω
k∧ω

j

=

(
hα

l jω
l
i(ek)−hβ

i jω
α

β
(ek)−

1
2

Rα

ik j

)
ω

k∧ω
j.

Juntando essas duas últimas expressões obtemos(
∂hα

i j

∂xk −hα

ilω
l
j(ek)−hα

l jω
l
i(ek)+ hβ

i jω
α

β
(ek)+

1
2

Rα

ik j

)
ω

k∧ω
j = 0,
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de onde podemos obter a equação de Codazzi

hα

i jk−hα

ik j = Rα

i jk. (1.15)

As fórmulas de Gauss e Ricci juntamente com a equação de Codazzi formam as

equações fudamentais de uma imersão isométrica, motivo pelo qual serão bastante

utilizadas no decorrer do texto.

Considere uma famı́lia {it}, t ∈ (−ε,ε), a 1 parâmetro de imersões M ↪→M

de forma que i0 = i e que I : (−ε,ε)×M→M seja uma aplicação diferenciável definida

por I(t,x) = it(x). Dizemos então que {it} é uma variação de i : M→M.

A variaçao {it} induz um campo V de vetores em M definido ao longo da

imagem de M. Este campo pode ser constrúıdo da seguinte forma. Seja
∂

∂t
o vetor

tangente canônico a (−ε,ε) em (−ε,ε)×M com a estrutura produto. Definimos

V (x) = dI
(

∂

∂t
(0,x)

)
. (1.16)

O campo V divide-se nas componentes tangente V T e normal V⊥. Se M tem a forma

de volume induzida θ, como V T é tangente sobre M, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.3. Seja M uma variedade compacta. Se A(t) é a área induzida de it(M),

então

A′(0) =−
∫

M
g(V⊥,

−→
H )+

∫
∂M

θV T , (1.17)

onde θV T representa a (n−1)-forma em ∂M obtida pela contração da forma de volume

θ pelo vetor tangente V T .

Demonstração. Para uma demonstração em coordenadas locais o leitor pode con-

sultar [35]. Uma prova global do resultado pode ser obtida em [3].

A abordagem global no resultado acima será útil no cálculo da segunda

variação de volume, que trataremos agora.

A prinćıpio podemos perceber que se considerarmos as variações que fixam

o bordo de M, ou seja, it(x) = i(x) para todo x ∈ ∂M, então (1.17) se torna

A′(0) =−
∫

M
g(V⊥,

−→
H ),

o que nos mostra que as subvariedades mı́nimas são pontos cŕıticos de A(t).
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Sejam ν ∈ NM e {ei} uma base ortonormal de T M. Definimos a aplicação

Rc : NM→ NM dada por

Rc(ν) = ∑
i

(Rei,νei)
⊥,

onde R é o tensor curvatura de M. Temos então o seguinte resultado.

Teorema 1.4. Seja Mn ↪→ Nn+m uma subvariedade compacta minimamente imersa

e {it} uma variação de M tal que it(∂M) = i(∂M). Então

A′′(0) =
∫

M
{|∇V⊥|2−g(Rc(V⊥),V⊥)−|B(V⊥)|2}. (1.18)

Demonstração. Ver [44].

Sem perda de generalidades, podemos considerar um referencial ortonormal

adaptado {eA} em uma vizinhança de x ∈M de forma que

ω
B
A(x) = 0.

Logo, escolhendo uma variação normal V = f eα com f ∈C∞
0 (M), temos que

|∇V⊥|2 = |d f ⊗ eα|2 = | ∂ f
∂xi ω

i⊗ eα|2 = ∑
i

(
∂ f
∂xi

)2

= |∇ f |2,

g(Rc(V⊥),V⊥) = ∑
i

g(Rei, f eα
ei, f eα) = f 2RicN(eα,eα),

|B(V⊥)|2 = f 2|Aα|2.

Substituindo as expressões acima em (1.18), obtemos a seguinte expressão

A′′(0) =
∫

M
{|∇ f |2− f 2RicN(eα,eα)− f 2|Aα|2}.

Podemos ver portanto que se M satisfaz o mı́nimo do funcional volume, então∫
M
|∇ f |2 ≥

∫
M

f 2(RicN(eα,eα)+ |Aα|2).

Com essa última expressão, introduziremos o conceito super estabilidade.
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Definição 1.5. Uma subvariedade imersa i : Mn ↪→ Nn+m é dita super estável se∫
M
|∇ f |2 ≥

∫
M

f 2(∑
α

RicN(eα,eα)+ |A|2), ∀ f ∈ C∞
0 (M), (1.19)

onde |A|2 = ∑α |Aα|2 denota o comprimento da segunda forma fundamental de M e

{eα} são direções normais unitárias tais que Ger{eα}= NM.

No caso em que N = Rn+m, reobtemos a definição de Wang em [71], e

quando m = 1, a definição coincide com a definição clássica de estabilidade de

hipersuperf́ıcies.

Acrescentando mais uma condição em f , temos também o conceito de super

estabilidade fraca.

Definição 1.6. Uma subvariedade imersa i : Mn ↪→Nn+m é fracamente super-estável

se a desigualdade em (1.19) for satisfeito para toda f ∈ C∞
0 (M) com∫

M
f = 0. (1.20)

É claro que toda subvariedade super-estável é também uma subvariedade

fracamente super-estável. A rećıproca é falsa. De fato, considerando a imersão

totalmente geodésica S2 ⊂ S3 (podemos pensar em S2 como o ”equador” de S3),

a inequação de super-estabilidade se torna∫
S2
|∇ f |2 ≥ 2

∫
S2

f 2.

Pelo fato de S2 ser compacto, tomando f = 1 obtemos uma contradição. Logo a

imersão não é super-estável. Porém é fracamente super estável, já que se f tem

média 0, ou seja, ∫
S2

f = 0,

desde que λ1(S2) = 2, pela desigualdade de Poincaré temos que∫
S2
|∇ f |2 ≥ 2

∫
S2

f 2.

Um outro conceito bastante importante e que será muito utilizado no

caṕıtulo 4 é o conceito de traço livre da segunda forma fundamental, e que

passaremos a descrever. Considere uma imersão n-dimensional Mn com curvatura

média H constante. Sejam A e B o operador shape e a segunda forma fundamental

de M, respectivamente, isto é, 〈A(x),y〉= 〈ν,B(x,y)〉 para todo x,y∈ T M. Denote por
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Φ o traço livre da segunda forma fundamental, definido por Φ = B−Hνg e por φ o

endomorfismo de T M associado a Φ, ou seja, 〈φ(x),y〉 = 〈ν,Φ(x,y)〉, para todo x, y

em T M. Para nosso propósito, consideraremos φ = A−HI, onde I denota a matriz

identidade n×n. Podemos observar que essa aplicação φ tem traço zero. De fato,

trφ = tr(A−HI) = trA−HtrI = nH−nH = 0.

Temos ainda que

S := |A|2 = |φ|2 + nH2.

Sendo H constante, o fato do traço ser zero nos mostra que essa aplicação é uma

ferramenta útil para obtermos propriedades similares ao caso de H ≡ 0. Pelo fato de

A ser diagonalizável, temos que φ também goza dessa propriedade. Logo, tomando

um referencial {ei} que diagonaliza A, temos que

φei = λ̃iei, λ̃i = λi−H, (1.21)

onde λi é um autovalor de A. Desde que H é constante, temos ainda que

∇A = ∇φ , ∇|A|2 = ∇(|φ|2 + 2H2) = ∇|φ|2.

Abaixo apresentaremos uma estimativa para o termo |∇φ|2, conhecida

como desigualdade tipo Kato. Essa desigualdade foi inicialmente estabelecida para

hipersuperf́ıcies mı́nimas, sendo obtida por R. Schoen, L. Simon e S. T. Yau em

[68]. Porém, os cálculos podem ser adaptados para o caso H 6= 0. Utilizaremos essa

desigualdade no caṕıtulo 4.

Lema 1.7. (Desigualdade tipo Kato) Seja M uma hipersuperf́ıcie com curvatura

média H constante imersa em uma variedade Riemanniana M. Para todo ε > 0
temos

|∇φ|2−|∇|φ||2 ≥ 2
n(1 + ε)

|∇|φ||2− 2
ε
∑
i j

R(ν,ei,ei,e j)
2.

Além disso, se M tem curvatura constante temos

|∇φ|2−|∇|φ||2 ≥ 2
n
|∇|φ||2.

O lema acima pode ser consultado com mais detalhes em [48]. Na próxima

seção, introduziremos mais algumas desigualdades e resultados que serão necessários
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nos demais caṕıtulos.

1.2 Resultados Auxiliares

Definição 1.8. Seja Ω ⊂ Mn um aberto. Denotamos o espaço das funções p-

integráveis em Ω por

Lp(Ω) =

{
f : Ω→ R;

∫
Ω

| f (x)|p < +∞

}
,

com f é mensurável.

Com o conceito dos espaços Lp em mãos, podemos enunciar algumas

desigualdades importantes.

Proposição 1.9. (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp e g ∈ Lq com
1
p

+
1
q

= 1,

1≤ p,q < +∞. Então f ·g ∈ L1 e∣∣∣∣∫ f ·g
∣∣∣∣≤ ∫

| f ·g| ≤ ‖ f‖p‖g‖q,

onde ‖ f‖p := (
∫
| f (x)|p)

1
p .

Quando p = q = 2, a desigualdade de Hölder se reduz à famosa desigualdade

de Schwarz, já que em L2 temos o produto interno usual e a norma induzida, dada

por

〈 f ,g〉=
∫

M
f gdV, ‖ f‖2 = 〈 f , f 〉,

para f ,g ∈ L2. Com o produto interno acima, L2 é um espaço de Hilbert.

Proposição 1.10. (Desigualdade de Young) Sejam p e q números reais positivos

tais que
1
p

+
1
q

= 1, então, para todo par de números reais a e b não negativos vale

a desigualdade

ab≤ ap

p
+

bq

q
.

A desigualdade de Young também pode tomar a forma conhecida como

desigualdade de Young com épsilon.

Proposição 1.11. Nas condições da Proposição 1.10, dado ε > 0 temos que

ab≤ εap +C(ε)bq,
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onde C(ε) é uma constante positiva que depende de ε.

Demonstração. De fato, pela proposição anterior temos que

ab = (ξa)

(
b
ξ

)
≤ 1

p
(ξa)p +

1
q

(
b
ξ

)q

=
ξp

p
ap +

1
qξq bq.

Tomando ε =
ξp

p
temos que

ab =≤ εap +
1

q(εp)q/p
bq = εap +C(ε)bq.

Seja Mn uma variedade Riemanniana n-dimensional, n ≥ 1, conexa e com

métrica g. Assumiremos que Mn tenha fronteira ∂M. Lembramos que ∂M pode ser

visto como uma subvariedade (n−1)-dimensional de M, com métrica Riemanniana

induzida e mensurada, e com densidade de medida denotada por dA. Seja ν o

campo vetorial unitário normal e exterior a ∂M. Consideraremos que divX denota

o divergente de um campo X atuante sobre o conjunto de funções definidas em M.

Seja χ(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C∞ em M. Nesse caso, temos

as seguintes definições.

Definição 1.12. O divergente de um campo de vetores X ∈ χ(M) é dado por

divX : M → R

p 7→ tr(Y (p) 7→ ∇Y (p)X).

Definição 1.13. Seja f : M→R diferenciável. O gradiente de f é definido como o

único campo de vetores ∇ f em M tal que

g(∇ f (p),υ) = d fp(υ), p ∈M, υ ∈ TpM.

Definição 1.14. A Hessiana de f : M→ R é dada por

∇
2 f : χ(M)×χ(M)→C∞(M)

(X ,Y ) 7→ g(∇X ∇ f ,Y ).

Outro conceito bastante utilizado e que foi mencionado na introdução pelo

fato de motivar os problemas de autovalores que serão estudados nos caṕıtulos 2 e

3 é o conceito do Laplaciano, definido sobre o conjunto de funções suaves sobre M.
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Definição 1.15. O Laplaciano de M é dado por

4 : C∞(M) → C∞(M)

f → div∇ f .

Seja {Y1, ...,Yn} uma base ortonormal do espaço tangente de M. Temos que

4 f = div∇ f = tr(∇Y ∇ f ) = ∑
i

g(∇Yi∇ f ,Yi) = tr(∇
2 f ). (1.22)

Definição 1.16. Um referencial {Ei(p)}n
i=1 é dito ortonormal se é uma base

ortonormal de TpM para cada M.

Um fato bastante conhecido é que dado p ∈ Mn, existe uma vizinhança

U ⊂ M de p e n campos de vetores E1,E2, ...,En ∈ χ(U), ortonormais em cada

ponto de U , tais que, ∇EiE j(p) = 0. Uma tal famı́lia Ei, i = 1,2, ...,n de campos de

vetores é chamada um referencial geodésico local em p. A seguir, consideraremos uma

referencial geodésico {Ei(p)}n
i=1 em uma vizinhança U ⊂M e uma função f ∈C∞(M)

para obtermos expressões para o gradiente, Laplaciano e a Hessiana em termos dos

elementos da base, e que serão de maior praticidade. Como de costume, denotaremos

a métrica g por 〈,〉. Temos então que

〈∇ f ,Ei〉= d f (Ei) = Ei( f ) = fi. (1.23)

Logo

∇ f =
n

∑
i=1

fiEi. (1.24)

Assim, podemos obter uma expressão para o Laplaciano e para a Hessiana de f

4 f = div∇ f = tr(∇Ei∇ f ) =
n

∑
i=1
〈∇Ei∇ f ,Ei〉=

n

∑
i=1
〈∇Ei

(
n

∑
j=1

f jE j

)
,Ei〉

=
n

∑
i, j=1
〈 f j∇EiE j + Ei( f j)E j,Ei〉=

n

∑
i, j=1
〈 f j,iE j,Ei〉,

ou seja,

4 f =
n

∑
i=1

fii. (1.25)
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Para a Hessiana, temos que

∇
2 f (Ei,E j) = 〈∇E j∇ f ,Ei〉= 〈∇E j

(
n

∑
m=1

fmEm

)
,Ei〉

=
n

∑
m=1
〈 fm∇E jEm + E j( fm)Em,Ei〉

=
n

∑
m=1
〈E j( fm)Em,Ei〉= E j( fi) = fi j,

o que nos fornece

|∇2 f |2 =
n

∑
i, j=1

f 2
i j. (1.26)

Os próximos teoremas são de extrema importância por relacionar a integral

de certo tipo de funções definidas em uma variedade com a integral de um termo

definido na fronteira da variedade.

Teorema 1.17. (Teorema da Divergência) Sejam X um campo vetorial C1 em M e

com suporte compacto em M. Então temos∫
M

divX dV =
∫

∂M
Xν dA.

Os detalhes sobre o Teorema da Divergência podem ser consultados em [16].

Teorema 1.18. (Identidade de Green) Sejam h ∈C1(M), f ∈C2(M) de forma que

h∇ f tenha suporte compacto em M. Então

∫
M

(h4 f + 〈∇h,∇ f 〉)dV =
∫

∂M
h

∂ f
∂ν

dA,

onde 〈·, ·〉 representa o produto interno em TpM.

A identidade de Green pode ser obtida diretamente do Teorema da Diver-

gência. Quando a fronteira ∂M da variedade for vazia, podemos considerar a integral

do termo de fronteira como sendo identicamente nula.

O próximo teorema nos fornece uma importante ferramenta para nosso

estudo, pois relaciona a curvatura de Ricci de uma variedade com propriedades

de uma função suave definida sobre essa mesma variedade.

Teorema 1.19. (Fórmula de Böchner) Se M é uma variedade Riemanniana e

f ∈C∞(M), então

1
2
4(|∇ f |2) = |∇2 f |2 + 〈∇ f ,∇4 f 〉+ Ric(∇ f ,∇ f ). (1.27)
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Demonstração. Seja {Ei}n
i=1 um referencial ortonormal em uma vizinhança V ⊂M.

Como

∇ f =
n

∑
i=1

fiEi,

temos

|∇ f |2 = 〈
n

∑
i=1

fiEi,
n

∑
i=1

fiEi〉=
n

∑
i=1

( fi)
2.

Por outro lado,

1
2
4(|∇ f |2) =

1
2

n

∑
j=1

(|∇ f |2) j j =
1
2

n

∑
j=1

(
n

∑
i=1

( fi)
2

)
j j

=
1
2

n

∑
j=1

(
n

∑
i=1

2 fi fi j

)
j

=
1
2

n

∑
j=1

(
2

n

∑
i=1

f 2
i j + 2

n

∑
i=1

fi fi j

)
=

n

∑
i, j=1

f 2
i j +

n

∑
i, j=1

fi f ji j.

Desde que fi j = f ji, então

1
2
4(|∇ f |2) =

n

∑
i, j=1

f 2
i j +

n

∑
i, j=1

fi f ji j.

Da fórmula de Ricci (1.11) temos f ji j = f j ji + ∑
n
l=1 flRl ji j, e portanto

1
2
4(|∇ f |2) =

n

∑
i, j=1

f 2
i j +

n

∑
i, j=1

fi f ji j

=
n

∑
i, j=1

f 2
i j +

n

∑
i, j=1

fi

(
f j ji +

n

∑
l=1

flRl ji j

)

=
n

∑
i, j=1

f 2
i j +

n

∑
i, j=1

fi f j ji +
n

∑
i,l=1

fi fl

(
n

∑
j=1

Rl ji j

)

=
n

∑
i, j=1

f 2
i j +

n

∑
i, j=1

fi f j ji +
n

∑
i,l=1

fi flRli

=
n

∑
i, j=1

f 2
i j +

〈
n

∑
i=1

fiEi,
n

∑
i=1

n

∑
j=1

( f j j)iEi

〉
+ Ric

(
n

∑
i=1

fiEi,
n

∑
l=1

flEl

)
,

de onde conlcúımos que

1
2
4(|∇ f |2) = |∇2 f |2 + 〈∇ f ,∇4 f 〉+ Ric(∇ f ,∇ f ).
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Já no caso de variedades compactas com fronteira suave, uma ferramenta

essencial é a fórmula de Reilly, que apresentaremos agora.

Teorema 1.20. Seja (Mn+1,g) uma variedade Riemanniana compacta com fronteira

suave ∂M. Dada uma função f ∈C∞(M), temos que∫
M

((4 f )2−|∇2
f |2−Ric(∇ f ,∇ f ))dV =

∫
∂M

(2(4 f ) fν + nH( fν)2 + Π(∇ f ,∇ f ))dA,

(1.28)

onde ∇ f , 4 f e ∇
2

f representam o gradiente, Laplaciano e a Hessiana de f em

M, e Ric a curvatura de Ricci de M. Ainda, ∇ f , 4 f representam o gradiente e o

Laplaciano de f em ∂M, Π(∇ f ,∇ f ) = g(∇X ν,Y ) para todo X ,Y ∈ T ∂M e H =
1
n

trΠ

a segunda forma fundamental e a curvatura média de ∂M com respeito ao normal

unitário ν em ∂M.

Demonstração. Ver [64].

Relacionando propriedades de funções definidas sobre a variedade com

propriedades dessas mesmas funções, quando as restringimos sobre a fronteira, temos

uma relação bastante interessante para o Laplaciano, de acordo com o lema a seguir.

Lema 1.21. Seja ϕ : Mn→Mn+1
uma imersão isométrica. Se f ∈C∞(M), então em

cada p ∈M temos

4 f =4 f + nH fν + ∇
2

f (ν,ν), (1.29)

onde
−→
H = Hν é o vetor curvatura média da imersão e ν é o normal unitário exterior

a M.

Uma observação importante e que às vezes percebemos na literatura é que

o sinal do termo nH fν em (1.29) pode mudar, dependendo da orientação escolhida

para ν.

Demonstração. Seja {e1, ...,en = ν} um referencial adaptado em uma vizinhança de

p ∈M em M. Em p temos que

4 f =
n+1

∑
i=1

(ei(ei( f ))− (∇eiei)( f ))

=
n

∑
i=1

(ei(ei( f ))− (∇eiei)( f ))+ B(ei,ei)( f ))+ ν(ν( f ))− (∇νν)( f )

= 4 f + nH fν + ∇
2

f (ν,ν),

onde usamos que ∇
2

f (X ,Y ) = X〈∇ f ,Y 〉−〈∇ f ,∇XY 〉= X(Y ( f ))− (∇XY )( f ).
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1.3 O Operador Drifting

Esta seção será dedicada as variedades com peso. Trataremos de um

operador diferencial denominado drifting Laplaciano, o qual descreveremos abaixo.

Nosso objetivo é estabelecer as ferramentas necessárias para obtermos estimativas

para esse operador, adaptando a alguns problemas clássicos que serão tratados no

caṕıtulo 2.

No que segue, (M,〈,〉) é uma variedade Riemanniana n-dimensional, com-

pacta com fronteira ∂M (possivelmente vazia). Seja φ ∈C2(M) e considere a medida

com peso dµ = e−φdυ, onde dυ é a medida de volume Riemanniana em (M,〈,〉). O

drifting Laplaciano com respeito a medida de volume com peso dµ é definido como

sendo

Lφ =4−〈∇φ,∇(.)〉.

Podemos notar que o drifting Laplaciano é uma generalização do Laplaciano. De

fato, quando φ≡ cte temos Lφ f =4 f .

Para funções suaves f e g tais que

f | ∂M = g | ∂M = 0 e
∂ f
∂ν
| ∂M =

∂g
∂ν
| ∂M = 0,

por integração por partes pode-se mostrar que∫
M
〈∇ f ,∇g〉dµ =−

∫
M

gLφ f dµ =−
∫

M
f Lφgdµ,

e ∫
M

gL2
φ f dµ =

∫
M

Lφ f Lφgdµ =
∫

M
f L2

φgdµ.

Consequentemente, no espaço de funções suaves definidas em M que se anulam na

froteira, Lφ e L2
φ

são auto-adjuntos com respeito ao produto interno

〈 f ,g〉=
∫

M
f gdµ.

Além disso, o problema de Dirichlet para o Drifting Laplaciano

{
Łφu =−λu em M,

u|∂M = 0
(1.30)

tem espectro real e discreto:

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ...≤ λk ≤ ...→+∞.
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Convencionaremos λ0(Lφ) = 0 se ∂M = ø. Cada autovalor é repetido de acordo

com sua multiplicidade. Aqui ressaltamos que, sempre que não houver confusão,

omitiremos o operador ao tratar de seus autovalores. Dito isto, podemos escrever

λk(Lφ) = λk.

Recentemente, muitos resultados interessantes envolvendo estimativas de

autovalores do drifting Laplaciano tem sido obtidos por Liu, Ma, Du, Xia, dentre

outros ( [21-23], [33] etc.).

Como de costume, consideraremos ν o normal unitário exterior a ∂M. O

operador shape de ∂M é dado por S(X) = ∇X ν e a segunda forma fundamental

de ∂M é definida como Π(X ,Y ) = 〈A(X),Y 〉, onde X , Y ∈ ∂M. Os autovalores de

S são chamados de curvaturas principais de ∂M. A curvatura média com peso é

uma generalização natural da curvatura média para variedades Riemannianas com

densidade (ou peso), e é definida como

Hφ := H− 1
n−1

φν,

onde H denota a curvatura média usual de ∂M, dada por H =
1

n−1
trB, com trB

sendo o traço da aplicação B.

Em espaços métricos com medida suave, podemos definir o tensor Ricci

Bakry-Émery Ricφ, dado por Ricφ = Ric+∇2φ, que é também chamado de curvatura

de Ricci com peso.

Considerando uma função suave φ definida em uma variedade compacta n-

dimensional M com fronteira, Ma e Du [56] estenderam a fórmula de Reilly em (1.28)

para uma variedade Riemanniana com densidade. De fato, eles obtiveram a seguinte

identidade∫
M

(Lφ f )2−|∇2
f |2−Ricφ(∇ f ,∇ f )dµ =

∫
∂M

2(Lφ f ) fν + nHφ( fν)2 + Π(∇ f ,∇ f )dAφ,

(1.31)

onde dAφ = e−φdA. Aqui, Lφ =4−〈∇φ,∇(.)〉 e ∇ representam respectivamente o

drifting Laplaciano e o gradiente em ∂M, com respeito a métrica induzida.

1.4 Estimativas para o Operador Bi-harmônico

A seguir, apresentaremos alguns resultados obtidos por Chen-Cheng-Wang-

Xia (ver [18]) sobre estimativas de autovalores para o operador bi-harmônico. Os dois

primeiros resultados são na direção do problema de campled plate e do problema de

buckling. Esses resultados nos dão uma estimativa para o primeiro autovalor desse
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operador em uma variedade Riemanniana compacta com fronteira e curvatura de

Ricci positiva.

Teorema 1.22. Seja (M,〈,〉) uma variedade Riemanniana com dimensão n ≥ 2
compacta conexa com fronteira ∂M e denote por ν o normal unitário exterior de

∂M. Assuma que a curvatura de Ricci de M seja limitada inferiormente por (n−1).

Seja λ1 o primeiro autovalor do problema de Dirichlet (para o Laplaciano) e seja Γ1

o primeiro autovalor do problema de campled plate:{
42u = Γu em M,

u|∂M = ∂u
∂ν
|∂M = 0.

Então temos Γ1 > nλ1.

Teorema 1.23. Assuma que M satisfaz as mesmas condições do teorema 1.22 e

seja Λ1 o primeiro autovalor do problema do buckling:{
42u =−Λ4u em M,

u|∂M = ∂u
∂ν
|∂M = 0.

Então temos Λ1 > n.

Os dois teoremas acima são análogos o teorema de Lichnerowicz-Obata,

enquanto que os dois próximos resultados vão de encontro ao teorema de Reilly,

enunciados na introdução do texto.

Teorema 1.24. Seja (M,〈,〉) uma variedade Riemanniana com dimensão n(≥ 2),

compacta conexa com fronteira ∂M. Assuma que a curvatura de Ricci de M seja

limitada inferiormente por (n− 1) e a curvatura média de ∂M seja não negativa.

Seja p1 o primeiro autovalor do seguinte problema:{
42u = pu em M,

u|∂M = ∂2u
∂ν2 |∂M = 0.

Então p1 ≥ nλ1, com a igualdade sendo satisfeita se, e somente se, M é isométrica a

uma semi-esfera Euclidiana unitária n-dimensional, onde λ1 é o primeiro autovalor

do problema de Dirichlet.

Teorema 1.25. Assuma que M satisfaz as condições do teorema 1.24 e seja q1 o

primeiro autovalor do seguinte problema{
42u =−q4u em M,

u|∂M = ∂2u
∂ν2 |∂M = 0.
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Então q1 ≥ n, com a igualdade sendo satisfeita se, e somente se, M é isométrica a

uma semi-esfera Euclidiana unitária n-dimensional.

No caṕıtulo 2 iremos generalizar esses resultados acima para o operador

drifting Laplaciano. Para dar suporte aos resultados do caṕıtulo 2, necessitaremos

enunciar mais dois resultados importantes. O primeiro é uma desigualdade conhecida

como desigualdade de Rayleigh-Ritz.

Teorema 1.26. (Desigualdade de Rayleigh-Ritz) Considere o problema (1.30) e uma

função f não nula em L2(M). Se {u}∞
i=1 é uma base ortonormal correspondente a

cada autovalor λi, e além disso, 〈u j, f 〉 = 0, para todo j = 1, ...,k, então temos a

seguinte desigualdade

λk+1 ≤−
∫

M f Lφ f dµ∫
M f 2dµ

, (1.32)

onde

‖ f ‖2= 〈 f , f 〉=
∫

M
f 2.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, f é autofunção de λk.

O próximo resultado é uma versão do prinćıpio do máximo para o operador

Lφ, e pode ser encontrada em [38].

Teorema 1.27. Seja M uma variedade Riemanniana compacta com fronteira ∂M e

seja ν o normal unitário exterior a fronteira. Seja u ∈C2(M) tal que Lφu≥ 0.

i) (Prinćıpio do Máximo Fraco) Se u ∈C(M), u|∂M ≤ 0, então u≤ 0 em toda M.

ii) (Prinćıpio do Máximo de Hopf) Se o máximo de u é atingido em p ∈M, então u

é constante.

iii) (Condição de Fronteira) Se u é não constante e o máximo é atingido em p1 ∈ ∂M,

então
∂u
∂ν

(p1) > 0, se a derivada existir.

Na próxima seção, trataremos de obter uma desigualdade do tipo Simons

para uma hipersuperf́ıcie Mn tipo espaço com curvatura média constante, imersa no

espaço de Lorentz Ln+1. Essa desigualdade será utilizada no caṕıtulo 4.

1.5 Desigualdade tipo Simons

O objetivo desta seção é estabelecer uma expressão para o Laplaciano da

segunda forma fundamental de uma hipersuperf́ıcie Mn tipo espaço com curvatura
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média constante imersa em uma variedade semi-Riemanniana Mn+1
1 (c). Uma ex-

pressão desse tipo é chamada fórmula tipo Simons. Estabeleceremos antes, porém,

algumas informações necessárias.

Sendo x : Mn→Mn+1
1 a imersão mencionada, sua segunda forma fundamental

é dada por

h = ∑
k

hi jωi⊗ω jen+1. (1.33)

Por outro lado, separando nas equações de estrutura de Mn+1
1 (c) as partes tangente

e normal a Mn, obtemos de ωn+1 = 0 que

dωi = ∑
j

ωi j∧ω j, (1.34)

dωi j = ∑
k

ωik∧ωk j−ωin+1∧ωn+1 j + Ωi j, (1.35)

dωin+1 = ∑
k

ωik∧ωkn+1 + Ωin+1. (1.36)

Temos portanto que as derivadas covariantes de hi j satisfazem

∑
k

hi jkωk = d(hi j)+∑
k

hk jωki +∑
k

hikωk j, (1.37)

∑
l

hi jklωl = d(hi jk)+∑
l

hl jkωli +∑
l

hilkωl j +∑
l

hi jlωlk. (1.38)

Como consequência dessas duas expressões temos as chamadas equações de Codazzi

hi jk = hik j; ∀ i, j,k = 1, ...,n. (1.39)

De fato, substituindo dhi j na derivada exterior da equação (1.37) temos

dωin+1 = d(−∑
j

hi jω j) = −∑
j

(dhi j∧ω j + hi jdω j)

= −∑
j,k

hi jkωk∧ω j +∑
j,k

hk jωki∧ω j︸ ︷︷ ︸
a

+∑
j,k

hikωk j∧ω j︸ ︷︷ ︸
b

−∑
j,k

hi jω jk∧ωk︸ ︷︷ ︸
b

.

Por outro lado, como Mn+1
1 (c) tem curvatura seccional constante c, temos que
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Ωin+1 = 0. Logo, de (1.36) temos

dωin+1 = ∑
k

ωik∧ωkn+1.

Portanto,

dωin+1 = ∑
k

ωik∧

(
−∑

j
hk jω j

)
= −∑

k, j
hk jωik∧ω j.

Das duas últimas sentenças, e pelo fato de que os somatórios indicados pelas mesmas

letras se cancelam, obtemos

0 = ∑
k, j

hi jkωk∧ω j = ∑
j<k

(hi jk−hik j)ωk∧ω j, (1.40)

o que nos fornece hi jk = hik j.

Uma outra relação importante e bastante útil é a identidade de Ricci, que

envolve as segunda derivadas covariantes de hi j,

hi jkl−hi jlk = ∑
m

hm jRmikl +∑
m

himRm jkl. (1.41)

Para deduzirmos essa expressão, diferenciamos exteriormente o lado esquerdo de

(1.37) e utilizamos (1.38). Logo temos

d

(
∑
k

hi jkωk

)
= ∑

k
(d(hi jk)∧ωk + hi jkdωk)

= ∑
k,l

(hi jklωl−hl jkωli−hilkωl j−hi jlωlk)∧ωk

+∑
k,l

hi jkωkl ∧ωl)

= ∑
k,l

hi jklωl ∧ωk−∑
k,l

hl jkωli∧ωk)︸ ︷︷ ︸
a

−∑
k,l

hilkωl j∧ωk︸ ︷︷ ︸
b

−∑
k,l

hi jlωlk∧ωk︸ ︷︷ ︸
c

+∑
k,l

hi jkωkl ∧ωl︸ ︷︷ ︸
c

.
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Diferenciando agora o lado direito de (1.37) temos

d

(
∑
k

hi jkωk

)
= d(dhi j)+∑

k
dhk j∧ωki +∑

k
hk jdωki

+∑
k

dhik∧ωk j +∑
k

hikdωk j

= ∑
k,l

(hk jlωl−hl jωlk−hklωl j)∧ωki +∑
kl

hk jωkl ∧ωli

+∑
k

hk jΩki +∑
k,l

(hiklωl−hlkωli−hilωlk)∧ωk j

+∑
k,l

hikωkl ∧ωl j +∑
k

hikΩk j

= ∑
k,l

hk jlωl ∧ωki︸ ︷︷ ︸
a

−∑
k,l

hl jωlk∧ωki︸ ︷︷ ︸
d

−∑
k,l

hklωl j∧ωki︸ ︷︷ ︸
e

+∑
k,l

hk jωkl ∧ωli︸ ︷︷ ︸
d

+∑
k

hk jΩki +∑
k,l

hiklωl ∧ωk j︸ ︷︷ ︸
b

−∑
k,l

hlkωli∧ωk j︸ ︷︷ ︸
e

−∑
k,l

hilωlk∧ωk j︸ ︷︷ ︸
f

+∑
k,l

hikωkl ∧ωl j︸ ︷︷ ︸
f

+∑
k

hikΩk j.

Como podemos perceber, após uma mudança de ı́ndices, os somatórios com as

mesmas letras se cancelam, de onde obtemos então

∑
k,l

hi jklωl ∧ωk = ∑
k

hk jΩki +∑
k

hikΩk j.

Temos portanto que

hi jkl−hi jlk = ∑
m

hm jΩmi(el,ek)+∑
m

himΩm j(el,ek).

Observando que

Ωmi(el,ek) =−1
2 ∑

r,s
Rmirsωr∧ωs(el,ek) = Rmikl,

Ωm j(el,ek) =−1
2 ∑

r,s
Rm jrsωr∧ωs(el,ek) = Rm jkl,

Segue então que

hi jkl−hi jlk = ∑
m

hm jRmikl +∑
m

himRm jkl.



1.5 Desigualdade tipo Simons 42

Usando a simetria das funções hi j em relação aos ı́ndices e a relação acima, temos

que o Laplaciano de hi j pode ser escrito da seguinte forma

4hi j = ∑
k

hi jkk = ∑
k

hik jk

= ∑
k

(
hikk j +∑

m
hmkRmi jk +∑

m
himRmk jk

)
= ∑

k
hkki j + ∑

k,m
hmkRmi jk + ∑

k,m
himRmk jk. (1.42)

Por outro lado, da segunda forma fundamental podemos definir o (0,2)-tensor

h(X ,Y ) = 〈h(X ,Y ),en+1〉. Para cada p ∈ Mn, existe uma transformação linear

Ap : TpM→ TpM tal que

〈h(X ,Y ),en+1〉p = 〈A(X),Y 〉p; ∀ X ,Y ∈ TpMn.

Como h é diferenciável e simétrica, podemos verificar que A varia diferenciavelmente

com o ponto p e é auto-adjunta. Pela relação acima, podemos concluir que A =

∑i, j hi jωie j. Podemos derivar A covariantemente, onde as funções compontentes de

∇A são hi jk. Desta forma,

|A|2 = ∑
i, j

h2
i j; |∇A|2 = ∑

i, j,k
h2

i jk. (1.43)

Pelo fato de Ap ser auto-ajunta em cada ponto p de Mn, sua matriz (hi j(p))

é diagonalizável, ou seja, existem um referencial {ei} e uma coleção de números λi

de forma que (hi j(p)) = λiδi j. Os números λi são chamados as curvaturas principais

de Mn em cada ponto p, e cada direção ei é chamada uma direção principal. Agora

estamos em condições de deduzir uma fórmula do tipo Simons para hipersuperf́ıcies

tipo espaço com curvatura média constante em Mn+1
1 (c) de curvatura seccional

constante c.

Teorema 1.28. (Fórmula tipo Simons). Seja Mn uma hipersuperf́ıcie tipo espaço

com curvatura média constante H imersa em Mn+1
1 (c) de curvatura seccional cons-

tante c. Então

1
2
4S = |∇A|2 + S2 + nc(S−nH2)−nHtr(A3), (1.44)

onde S denota o quadrado da norma da segunda forma fundamental A da imersão.

Demonstração. Seja Mn uma hipersuperf́ıcie tipo espaço. Definindo S := ∑i, j h2
i j e
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usando propriedades do Laplaciano temos

4S = ∑
i, j
4h2

i j, (1.45)

e para cada par 1≤ i, j ≤ n,

4h2
i j = 2hi j4hi j + 2|∇hi j|2.

De (1.42) temos que

1
2
4h2

i j = hi j ∑
k

hkki j︸ ︷︷ ︸
a

+hi j ∑
k,m

hmkRmi jk + hi j ∑
k,m

himRmk jk︸ ︷︷ ︸
b

+|∇hi j|2.

Vamos analisar as parcelas a e b. De (1.38) temos

∑
k

hkki j = ∑
k

d(hkki)(e j)+∑
k,t

htkiωtk(e j)+∑
k,t

hktiωtk(e j)+∑
k,t

hkktωti(e j). (1.46)

Utilizando (1.37) podemos perceber que

∑
k

d(hkki)(e j) = ∑
k

e j

(
d(hkk)(ei)+ 2∑

m
hmkωmk(ei)

)
= e j

(
ei

(
∑
k

hkk

))
+ 2e j

(
∑
k,m

hmkωmk(ei)

)
. (1.47)

Trocando os ı́ndices k e m na segunda parcela e utilizando a anti-simetria das 1-

formas de conexão ωmk e a simetria das funções hi j, temos

∑
k,m

hmkωmk(ei) = ∑
k,m

hkmωkm(ei) =−∑
k,m

hmkωmk(ei), (1.48)

o que nos fornece

∑
k,m

hmkωmk(ei) = 0. (1.49)

Como ∑k hkk = nH, pelo fato de H ser constante, segue de (1.37) que ∑k d(hkki)(e j) =

0.

Analogamente, como em (1.38) podemos concluir utilizando a equação de



1.5 Desigualdade tipo Simons 44

Codazzi (1.39) que

∑
k,t

hktiωtk(e j) = ∑
k,t

htkiωtk(e j) = 0. (1.50)

Para o último termo de (1.46) temos que

∑
k,t

hkktωti(e j) = ∑
t

(
∑
k

hkktωti(e j)

)
.

Utilizando (1.37) podemos observar que

∑
k

hkktωti(e j) = ∑
k

(
d(hkk)(et)+ 2∑

m
hmkωmk(et)

)
ωti(e j)

= ∑
k

(
(et)(hkk)+ 2∑

m
hmkωmk(et)

)
ωti(e j)

= et

(
∑
k

hkk

)
ωti(e j)+ 2

(
∑
k,m

hmkωmk(et)

)
ωti(e j).

Como em (1.48) obtemos ∑k,m hmkωmk(et) = 0 e como ∑k hkk = nH, obtemos então

que

∑
k,t

hkktωti(e j) = ∑
t

(
et

(
∑
k

hkk

)
ωti(e j)

)
(1.51)

= ∑
t

(et(nH))ωti(e j) = 0, (1.52)

já que é H constante. Assim temos a = 0. Analisando agora a expressão em b, segue

da equação de Gauss que

∑
k,m

hmkRmi jk = ∑
k,m

(chmk(δm jδik−δmkδi j)−hmk(hm jhik−hmkhi j)). (1.53)

Se i = j,

∑
k,m

hmkRmiik = ∑
k 6=m

(chmk(δmiδik−δmkδii))+ ∑
k=m

(chmm(δmiδim−δmmδii))

−∑
k,m

(hmk(hm jhik−hmkhi j))

= chii− cδii ∑
m

hmm−∑
k,m

(hmk(hmkhik−hmkhi j)).
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Se i 6= j,

∑
k,m

hmkRmi jk = ∑
k 6=m

(chmk(δm jδik−δmkδi j))+ ∑
k=m

(chmm(δm jδim−δmmδi j))

−∑
k,m

(hmk(hm jhik−hmkhi j))

= chi j− cδi j ∑
m

hmm−∑
k,m

(hmk(hm jhik−hmkhi j)).

Assim, para todo 1≤ i, j ≤ n,

∑
k,m

hmkRmi jk = chi j− cδi j ∑
m

hmm−∑
k,m

(hmk(hm jhik−hmkhi j)). (1.54)

Por outro lado,

∑
k,m

himRmk jk = ∑
k,m

(chmi(δm jδkk−δmkδk j)−hmi(hm jhkk−hmkhk j))

= ∑
k 6=m

(chmi(δm jδkk−δmkδk j)+ ∑
k=m

(chmi(δm jδmm−δmmδm j)

−∑
k,m

hmi(hm jhkk−hmkhk j))

= (n−1)chi j−∑
k,m

hmi(hm jhkk−hmkhk j)).

Portanto temos que

b = cnh2
i j− cδi j ∑

m
hi jhmm−∑

k,m
(hi jhmk(hm jhik−hmkhi j))

−∑
k,m

(hi jhmi(hm jhkk−hmkhk j))

= cnh2
i j− cδi j ∑

m
hi jhmn−∑

k,m
hi jhmkhm jhik︸ ︷︷ ︸

c

+∑
k,m

h2
mkh2

i j))

−∑
k,m

hi jhmihm jhkk + ∑
k,m

hi jhmihmkhk j︸ ︷︷ ︸
c

.

Mudando os ı́ndices m e k, podemos perceber que os somatórios indicados por c se

cancelam. Temos portanto que

b = cnh2
i j− cδi j ∑

m
hi jhmm + ∑

k,m
h2

i jh
2
mk−∑

k,m
hkihk jhmmhi j.
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Logo, podemos concluir que

1
2 ∑

i, j
4h2

i j = cn∑
i, j

h2
i j− c∑

i, j

(
δi j ∑

m
hi jhmm

)
+ ∑

i, j,k,m
h2

i jh
2
mk

− ∑
i, j,k,m

hkihk jhmmhi j +∑
i, j
|∇hi j|2.

Observe que

cn∑
i, j

h2
i j = cnS,

c∑
i, j

(
δi j ∑

m
hi jhmm

)
= c∑

i, j
(δi jhi jnH) = cn2H2,

∑
i, j,k,m

h2
i jh

2
mk = ∑

i, j

(
h2

i j ∑
k,m

h2
mk

)
= S2,

∑
i, j,k,m

hkihk jhmmhi j = ∑
i, j,k

(
hkihk jhi j ∑

m
hmm

)
= nH ∑

i, j,k

(
hkihk jhi j

)
= nHtr(A3),

∑
i, j
|∇hi j|2 = ∑

i, j
|∑

k
ek(hi j)ek|2 = ∑

i, j,k
h2

i jk.

Utilizando as igualdades acima e a expressão (1.43), podemos reescrever a expressão

para o Laplaciano de h2
i j da seguinte forma

1
2 ∑

i, j
4h2

i j = cnS− cn2H2 + S2−nHtr(A3)+ |∇A|2.

Por (1.45) concluimos então que

1
2
4S = |∇A|2 + S2 + cn(S−nH2)−nHtr(A3).

A Fórmula de Simons é uma ferramenta extremamente importante para a

geometria de hipersuperf́ıcies, sendo utilizada para obtenção de resultados de carac-

terização de hipersuperf́ıcies e obtenção de estimativas para a curvatura média e a

norma da segunda forma fundamental. Inicialmente, em [69], Simons apresentou uma

expressão para o Laplaciano do quadrado da norma da sugunda forma fundamental

de uma variedade conexa na esfera e obteve resultados importantes para o estudo de

imersões mı́nimas e variedades compactas. Posteriormente, vários outros matemáti-

cos como Ishihara, por exemplo, generalizaram a fórmula de Simons para imersões

em outros modelos de variedades e também obtiveram resultados importantes. As

generalizações dos teoremas tipo Bernstein nos dão uma prova disso.
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Nos caṕıtulos 3 e 4 obteremos alguns teoremas tipo Bernstein para imersões

mı́nimas no espaço Hiperbólico e para superf́ıcies tipo espaço no espaço de Lorentz.



CAṔITULO 2
O Bi-drifting Laplaciano

Nosso objetivo neste caṕıtulo é obter estimativas para o primeiro autovalor

de quatro tipos de problemas envolvendo o operador drifting Laplaciano em uma

variedade Riemanniana compacta com fronteira, com uma condição na curvatura de

Ricci Bakry-Émery (ou curvatura de Ricci com peso). Esses resultados generalizam

os teoremas de Chen-Cheng-Wang-Xia apresentados na seção 1.4. Os dois primeiros

resultados generalizam o problema de campled plate e o problema de buckling, já

que esses problemas foram originalmente enunciados para o operador Laplaciano.

Consideraremos uma variedade Riemanniana Mn com dimensão n≥ 2, com-

pacta com fronteira, a qual estamos denotando por ∂M. No caṕıtulo de preliminares

foi observado que, dada uma função suave φ definida em M, com o aux́ılio do teorema

da divergência, temos que os operadores drifting Lφ e bi-drifting L2
φ

são auto-adjuntos

no espaço de funções suaves definidas em M e que se anulam em ∂M com respeito ao

produto interno 〈 f ,g〉=
∫

M f g dµ. Vale lembrar mais uma vez que dµ = e−φdυ, com

dυ sendo a medida de volume de M. O fato desses operadores serem auto-adjuntos

será de grande utilidade para o desenvolvimento de nossas idéias.

Os resultados apresentados neste caṕıtulo foram publicados pelo autor em

[34], em trabalho em conjunto com Feng Du.

2.1 Estimativas para o Operador Bi-drifting La-

placiano

Teorema 2.1. Seja (M,〈,〉) uma variedade Riemanniana de dimensão n(≥ 2)

compacta e conexa com fronteira ∂M e denote por ν o normal unitário exterior

de ∂Ω. Considere o seguinte problema de autovalor{
Ł2

φ
u = Λu em M,

u|∂M = ∂u
∂ν
|∂M = 0

(2.1)
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Assuma que

Ricφ ≥
|∇φ|2

na
+ b, (2.2)

para constantes positivas a e b. Então o primeiro autovalor de (2.1) satisfaz

Λ1 >
n(a + 1)b

n(a + 1)−1
λ1, onde λ1 é o primeiro autovalor do problema de Dirichlet para

o drifting Laplaciano: {
Lφu =−λu in M,

u|∂M = 0.
(2.3)

O problema (2.1) acima é a formulação do problema de campled plate para

o drifting Laplaciano. Segue abaixo a demonstração do teorema 2.1.

Demonstração. Em [75], Xia-Xu provaram que Λ1 ≥
n(a + 1)b

n(a + 1)−1
λ1. Mostraremos

que a igualdade não ocorre. De fato, suponha então

Λ1 =
n(a + 1)b

n(a + 1)−1
λ1, (2.4)

e seja u uma autofunção do problema (2.1) correspondendo ao primeiro autovalor

Λ1. Multiplicando (2.4) por u2 e integrando em M temos

∫
M

bλ1u2 dµ =
∫

M

(
1− 1

n(a + 1)

)
Λ1u2 dµ (2.5)

Sem dificuldades, podemos ver que

(4u)2 = (Lφu + 〈∇φ,∇u〉)2 ≥
(Lφu)2

a + 1
− 〈∇φ,∇u〉2

a
. (2.6)

De fato, a desigualdade em (2.6) afirma que

(Lφu)2 + 2〈∇φ,∇u〉Lφu + 〈∇φ,∇u〉2 ≥
(Lφu)2

a + 1
− 〈∇φ,∇u〉2

a

⇔ a
a + 1

(Lφu)2 + 2〈∇φ,∇u〉Lφu +
a + 1

a
〈∇φ,∇u〉2 ≥ 0.

Essa última expressão quadrática tem discriminante igual a zero. Segue então de

(2.6) e da desigualdade de Schwarz que

|∇2u|2 ≥ 1
n

(4u)2 ≥
(Lφu)2

n(a + 1)
− 〈∇φ,∇u〉2

na
. (2.7)

Introduzindo u na fórmula de Reilly (1.31) e usando a desigualdade de Schwarz em
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(2.7) segue que∫
M

Ricφ(∇u,∇u) dµ =
∫

M
(Lφu)2−|∇2u|2 dµ

≤
∫

M

[(
1− 1

n(a + 1)

)
(Lφu)2 +

| ∇φ |2| ∇u |2

na

]
dµ.

Usando o fato de que L2
φ

é auto-adjunto, temos

∫
M

Ricφ(∇u,∇u) dµ≤
∫

M

[(
1− 1

n(a + 1)

)
Λu2 +

| ∇φ |2| ∇u |2

na

]
dµ. (2.8)

Logo, de (2.2), (2.5) e (2.8) temos que∫
M

bλ1u2 dµ≥
∫

M
b | ∇u|2 dµ. (2.9)

Da desigualdade de Rayleigh-Ritz (1.32), e pelo fato de ser também Lφ auto-adjunto,

temos

λ1 ≤
−
∫

M uLφu dµ∫
M u2 dµ

=

∫
M | ∇u|2 dµ∫

M u2 dµ
. (2.10)

Podemos ver que (2.9) juntamente com (2.10) nos fornecem

λ1 =

∫
M | ∇u|2 dµ∫

M u2 dµ
, (2.11)

o que por Rayleigh-Ritz acontece se, e somente se, u é solução de (2.3) associado a

λ1, ou seja, Lφu =−λ1u. Portanto Λ1 = λ2
1, o que implica λ1 =

n(a + 1)b
n(a + 1)−1

.

Por outro lado, em [56] temos a seguinte fórmula de Bochner para o tensor

de Ricci Bakry-Émery

1
2

Lφ|∇ f |2 = |∇2 f |2 + 〈∇ f ,∇Lφ f 〉+ Ricφ(∇ f ,∇ f ). (2.12)

Consequentemente, da fórmula de Bochner que acabamos de enunciar temos

1
2

Lφ

(
|∇u|2 +

λ1

n(a + 1)
u2
)

=
(Lφu)2

n(a + 1)
− |∇φ|2|∇u|2

na
−λ1|∇u|2 +

(
|∇φ|2

na
+ b
)
|∇u|2

+
λ1

n(a + 1)
|∇u|2−

λ2
1u2

n(a + 1)

=
λ2

1u2

n(a + 1)
−λ1|∇u|2 + b|∇u|2 +

λ1

n(a + 1)
|∇u|2−

λ2
1u2

n(a + 1)

= 0.
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Desde que

(
|∇u|2 +

λ1

n(a + 1)
u2
)
|∂M= 0, podemos concluir pelo prinćıpio do máximo

(Teorema 1.27) que |∇u|2 +
λ1

n(a + 1)
u2 = 0 em M, o que é uma contradição e

consequentemente completa a prova do teorema 2.1

O problema (2.13) no próximo resultado nos trará a formulação do problema

de buckling para o drifting Laplaciano.

Teorema 2.2. Assuma que M satisfaz as condições do teorema 2.1 e seja Γ1 o

primeiro autovalor do seguinte problema:

{
L2

φ
u =−ΓLφu em M,

u|∂M = ∂u
∂ν
|∂M = 0

(2.13)

Então temos Γ1 >
n(a + 1)b

n(a + 1)−1
.

Demonstração. Seja u uma autofunção do problema (2.13) correspondendo ao

primeiro autovalor Γ1, isto é,

L2
φu =−Γ1Lφu em M, u =

∂u
∂ν

= 0 em ∂M. (2.14)

Desde que Lφ e L2
φ

são auto-adjuntos, de (2.14) temos

∫
M

(Lφu)2dµ =
∫

M
uL2

φudµ =−
∫

M
u(Γ1Lφu)dµ = Γ1

∫
|∇u|2dµ. (2.15)

Aplicando novamente a desigualdade de Schwarz em (2.7) e integrando em

M, pela fórmula de Reilly e pela condição (3) na curvatura de Ricci, temos que

∫
M

(
|∇φ|2

na
+ b
)
|∇u|2 dµ ≤

∫
M

Ricφ(∇u,∇u) dµ =
∫

M
((Lφu)2−|∇2u|2) dµ

≤
∫

M

(
1− 1

n(a + 1)

)
(Lφu)2 +

|∇u|2|∇φ|2

na
dµ. (2.16)

Juntando (2.16) e (2.15) obtemos

∫
M

(
|∇φ|2

na
+ b
)
|∇u|2 dµ≤

∫
M

(
1− 1

n(a + 1)

)
Γ1|∇u|2 +

|∇u|2|∇φ|2

na
dµ.

Portanto

b
∫

M
|∇u|2 dµ≤

∫
M

(
1− 1

n(a + 1)

)
Γ1|∇u|2 dµ, (2.17)
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o que nos dá

Γ1 ≥
n(a + 1)b

n(a + 1)−1
. (2.18)

Mostraremos que Γ1 >
n(a + 1)b

n(a + 1)−1
. Suponha, portanto, que Γ1 =

n(a + 1)b
n(a + 1)−1

.

Invertendo todo o processo feito na demonstração do teorema 2.1, teremos a

igualdade em (2.6), ou seja,

(4u)2 = (Lφu + 〈∇φ,∇u〉)2 =
(Lφu)2

a + 1
− 〈∇φ,∇u〉2

a
. (2.19)

o que significa que φ é não constante, caso contrário teŕıamos

(4u)2 =
(4u)2

a + 1
,

e portanto 4u = 0 em M, o que não pode ser. Logo, desenvolvendo a segunda

igualdade em (2.19) temos

4u +
1
a
〈∇φ,∇u〉= 0 (2.20)

em M. Multiplicando (2.20) por u e integrando em M com respeito a medida e
1
a φdυ,

temos que

0 =
∫

M
u
(
4u +

1
a
〈∇φ,∇u〉

)
e

1
a φdυ. (2.21)

Pelo Teorema da Divergência, visto que u|∂M = 0, temos

0 =
∫

∂M
〈u∇u,ν〉 e

1
a φdA =

∫
M

div(u∇u) e
1
a φdυ

=
∫

M

(
|∇u|2 + u4u +

1
a

u〈∇φ,∇u〉
)

e
1
a φdυ,

e consequentemente ∫
M
|∇u|2 e

1
a φdυ = 0.

Da equação acima, conclúımos que u é constante em M, que é uma contradição, pois

u é a primeira autofunção do problema (2.13) e portanto não pode ser constante.

Temos então que Γ1 >
n(a + 1)b

n(a + 1)−1
.

Utilizando o prinćıpio do máximo, daremos uma demonstração alternativa

para mostrar que Γ1 >
n(a + 1)b

n(a + 1)−1
. Desde que

u|∂M =
∂u
∂ν
|∂M= 0, (2.22)
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e lembrando que o Lema 1.21 nos fornece

4u =4u +(n−1)Huν + ∇
2u(ν,ν), (2.23)

então temos que

4u|∂M = ∇
2u(ν,ν). (2.24)

Observe que em (2.23) utilizamos 4 e 4 para representar o Laplaciano em M e em

∂M, respectivamente. Da igualdade em (2.6) temos ∇2u =
4u
n
〈,〉, o que juntamente

com (2.24) nos dá

4u|∂M = 0. (2.25)

Por questão de praticicidade, definamos n :=
n(a + 1)b

n(a + 1)−1
. Pelo fato de que

(nu + Lφu) | ∂M = 0, (2.26)

com o aux́ılio do teorema da divergência segue que∫
M
|∇(nu + Lφu)|2 dµ =−

∫
M

(nu + Lφu)(nLφu−nLφu) dµ = 0.

A integral acima nos diz que

nu + Lφu≡ cte em M. (2.27)

Consequentemente, de (2.26) e (2.27) temos

nu + Lφu = 0 em M. (2.28)

Por outro lado, da fórmula de Bochner (2.12) e pela igualdade em (2.7) juntamente

com (2.28), temos

1
2

Lφ

(
|∇u|2 +

n
n(a + 1)

u2
)

=
(Lφu)2

n(a + 1)
− |∇φ|2|∇u|2

na
−n|∇u|2 +

(
|∇φ|2

na
+ b
)
|∇u|2

+
n

n(a + 1)
|∇u|2− n2u2

n(a + 1)

=
n2u2

n(a + 1)
−n|∇u|2 + b|∇u|2 +

n
n(a + 1)

|∇u|2− n2u2

n(a + 1)

= 0.
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Desde que

Lφ

(
|∇u|2 +

n
n(a + 1)

u2
)

= 0 =

(
|∇u|2 +

n
n(a + 1)

u2
)
|∂M,

podemos concluir pelo prinćıpio do máximo que |∇u|2 +
n

n(a + 1)
u2 = 0 em M, o que

é uma contradição e completa novamente a demonstração do teorema 2.2.

2.2 Mudando a Condição de Fronteira

Com uma mudança na condição de fronteira e uma hipótese na curvatura

média com peso Hφ da fronteira, estenderemos o teorema 0.1 de Reilly e generaliza-

remos os teoremas 1.24 e 1.25 de Chen-Cheng-Wang-Xia, para o operador drifting

Laplaciano.

Teorema 2.3. Seja (M,〈,〉) uma variedade Riemanniana com dimensão n(≥ 2)

compacta conexa com fronteira ∂M. Denote por ν o normal unitário exterior a ∂M.

Seja p1 o primeiro autovalor do seguinte problema:{
L2

φ
u = pu em M,

u|∂M = ∂2u
∂ν2 |∂M = 0

(2.29)

Se (2.2) é satisfeito e a curvatura média com peso Hφ de ∂M é não negativa, então

p1 >
n(a + 1)b

n(a + 1)−1
λ1.

Demonstração. Seja f uma autofunção do problema (2.29) correspondendo ao

primeiro autovalor p1, ou seja,

L2
φ f = p1 f em M, f =

∂2 f
∂ν2 = 0 em ∂M. (2.30)

Multiplicando a primeira equação de (2.30) por f e integrando em M, pelo teorema

da divergência obtemos

p1

∫
M

f 2 dµ =
∫

M
f L2

φ f dµ = −
∫

M
〈∇ f ,∇Lφ f 〉 dµ

=
∫

M
(Lφ f )2 dµ−

∫
∂M

hLφ f , (2.31)

onde h =
∂ f
∂ν
|∂M. Adaptando a expressão (2.23) para o operador Lφ temos o seguinte

lema
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Lema 2.4. Considere M uma variedade n-dimensional com fronteira ∂M e f ∈
C∞(M). Para cada ponto p ∈M, temos

Lφ f = Lφ f +(n−1)Hφ fν + ∇
2 f (ν,ν),

onde Hφ é a curvatura média com peso de ∂M e ν é o normal unitário exterior a

∂M.

Observe que Lφ e Lφ são definidos para M e ∂M, respectivamente. Para uma

demonstração do lema 2.4, basta verificarmos que Lφ f =4 f −〈∇φ,∇ f 〉. Por (2.23)

temos que

Lφ f =4 f +(n−1)H fν + ∇
2 f (ν,ν)−〈∇φ,∇ f 〉, (2.32)

onde ∇ f = ∇T f + 〈∇ f ,ν〉ν. Como ∇T f = 0, temos que

〈∇φ,∇ f 〉= 〈∇φ,ν〉〈∇ f ,ν〉= φν fν.

Recorde que Hφ = H− 1
n−1

φν. Portanto, (2.32) se torna

Lφ f = 4 f +(n−1)

(
H− 1

n−1
φν

)
fν + ∇

2 f (ν,ν)

= 4 f +(n−1)Hφ fν + ∇
2 f (ν,ν),

o que conclui o lema 2.4. Desde que f |∂M=
∂2 f
∂ν2 |∂M= 0, temos

Lφ f |∂M= (n−1)Hφh (2.33)

Substituindo (2.33) em (2.31), obtemos a seguinte expressão

p1 =

∫
M(Lφ f )2 dµ− (n−1)

∫
∂M Hφh2∫

M f 2 , (2.34)

Intruduzindo f na fórmula de Reilly (1.31) temos∫
M

(Lφ f )2−|∇2 f |2−Ricφ(∇ f ,∇ f ) dµ = (n−1)
∫

∂M
Hφh2. (2.35)

Combinando (2.2), (2.7) e (2.35), e usando a desigualdade de Schwarz temos

∫
M

(Lφ f )2 ≥ n(a + 1)b
n(a + 1)−1

∫
M
|∇ f |2 +

n(a + 1)(n−1)

n(a + 1)−1

∫
∂M

Hφh2. (2.36)
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Substituindo (2.36) em (2.34), desde que Hφ é não negativo, temos que

p1 ≥
n
∫

M |∇ f |2 dµ∫
M f 2 , (2.37)

onde n :=
n(a + 1)b

n(a + 1)−1
. Por outro lado, desde que f é uma função não nula que se

anula na fronteira, por Rayleigh-Ritz (Teorema 1.26) temos que o primeiro autovalor

λ1 do problema (2.3) satisfaz

λ1 ≤
−
∫

M f Lφ f dµ∫
M f 2 dµ =

∫
M | ∇ f |2 dµ∫

M f 2dµ
. (2.38)

Segue então de (2.37) e (2.38) que p1 ≥ nλ1.

Suponha que p1 =
n(a + 1)b

n(a + 1)−1
λ1. Então, como na demonstração do teorema

2.2, a igualdade ocorre em (2.6), o que nos garante a validade da equação (2.20) para

f , ou seja,

4 f +
1
a
〈∇ f ,∇φ〉= 0. (2.39)

Por uma discussão similar ao resultado anterior, concluimos que∫
M
|∇ f |2 e

1
a φdυ = 0, (2.40)

o que é uma contradição. Logo podemos obter p1 >
n(a + 1)b

n(a + 1)−1
λ1.

No próximo resultado faremos uma mudança na condição de fronteira do

problema (2.13).

Teorema 2.5. Assuma que M satisfaz as condições do teorema 2.3 e seja q1 o

primeiro autovalor do seguinte problema

{
Ł2

φ
u =−qLφu em M,

u|∂M = ∂2u
∂ν2 |∂M = 0

(2.41)

Então temos q1 >
n(a + 1)b

n(a + 1)−1
.

Demonstração. Seja g uma autofunção do problema (2.41) correspondendo ao

primeiro autovalor q1, isto é,

L2
φg =−q1Lφg em M, g =

∂2g
∂ν2 = 0 em ∂M. (2.42)
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Multiplicando (2.42) por g e integrando em M, temos∫
M

gL2
φg dµ =−q1

∫
M

gLφg dµ, (2.43)

segue do Teorema da Divergência que∫
M

gL2
φg dµ =

∫
M

(Lφg)2 dµ−
∫

∂M
sLφg (2.44)

onde s =
∂g
∂ν
|∂M. Pelo fato de ser Lφ auto-adjunto, temos

−
∫

M
gLφg dµ =

∫
M
|∇g |2 dµ.

Combinando (2.43) e (2.44) obtemos a seguinte expressão

q1

∫
M
|∇g |2 dµ =

∫
M

(Lφg)2 dµ−
∫

∂M
sLφg. (2.45)

De (2.33) temos Lφg |∂M= (n−1)Hφs. Juntamente com (2.45) podemos obter

q1 =

∫
M(Lφg)2 dµ− (n−1)

∫
∂M Hφs2∫

M |∇g |2 dµ
(2.46)

Similarmente ao que foi feito no Teorema 2.3, substituindo g na fórmula de Reilly,

juntamente com (2.2) e (2.7) temos

∫
M

(Lφg)2 ≥ n(a + 1)b
n(a + 1)−1

∫
M
|∇g|2 +

n(a + 1)(n−1)

n(a + 1)−1

∫
∂M

Hφs2. (2.47)

Substituindo (2.47) em (2.46) e usando o fato de que Hφ é não negativa, podemos

concluir que

q1 ≥
n(a + 1)b

n(a + 1)−1
.

Porém, se tivermos q1 =
n(a + 1)b

n(a + 1)−1
obteremos uma contradição, similarmente ao

que foi feito nos resultados anteriores. Esse fato nos mostra que q1 >
n(a + 1)b

n(a + 1)−1
.



CAṔITULO 3
Rigidez de Subvariedades Mı́nimas no

Espaço Hiperbólico

O objetivo deste caṕıtulo é estabelecer condições sobre o primeiro autovalor

do operador de estabilidade e super estabilidade e na norma Ld da segunda forma

fundamental de uma imersão mı́nima Mn no espaço hiperbólico Hn+1, com o intuito

de obtermos resultados de rigidez. Mais especificamente, obteremos resultados de

rigidez na direção dos teoremas tipo Bernstein, ou seja, mostraremos quais as

condições satisfeitas para que uma hipersuperf́ıcie imersa no espaço hiperbólico seja

totalmente geodésica. Obteremos também estimativas para o primeiro autovalor do

operador de super-estabilidade para uma subvariedade mı́nima imersa em Hn+1.

Os resultados apresentados neste caṕıtulo foram publicados pelo autor em

[10], em trabalho em conjunto com Qiaoling Wang.

3.1 O Operador de Estabilidade

Seja (Mn,ds2) uma variedade Riemanniana n-dimensional completa, não

compacta e seja µ : M→ R uma função cont́ınua. Defina o operador Lµ =4+ µ e

denote por λ1(Lµ,M) o primeiro autovalor de Lµ, o qual pode ser caracterizado por

λ1(Lµ,M) = inf
f∈C∞

0 (M), f 6=0

∫
M(|∇ f |2−µ f 2)∫

M f 2 . (3.1)

Quando µ ≡ 0, λ1(L0,M) é o primeiro autovalor de M (para o Laplaciano)

e como já mencionamos anteriormente, o denotaremos por λ1(M). É conhecido na

literatura (ver [17]) que

λ1(Hn) =
(n−1)2

4
. (3.2)

Por outro lado, se Mn é uma subvariedade mı́nima completa em Hm, em [26] podemos
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ver que

λ1(M)≥ (n−1)2

4
,

o que é equivalente a

∫
M
|∇ f |2 ≥ (n−1)2

4

∫
M

f 2, ∀ f ∈ C∞
0 (M). (3.3)

Sendo Mn é uma hipersuperf́ıcie mı́nima completa de Hn+1, o operador de

estabilidade de M é L|A|2−n, e M é dita estável se λ1(L|A|2−n,M) ≥ 0 (ver [53]). Por

outro lado, usando (3.1) e (3.2) podemos checar que o primeiro autovalor do operador

de estabilidade de uma hipersuperf́ıcie completa totalmente geodésica em Hn+1 é

numericamente igual a
(n−1)2

4
+ n.

3.2 Rigidez de Hipersuperf́ıcies Mı́nimas

Como mencionado na introdução do texto, Neto-Wang-Xia mostraram em

um trabalho de 2015 ([62]) que se n≥ 5, uma hipersuperf́ıcie mı́nima completa Mn

imersa no espaço hiperbólico será totalmente geodésica se a condição (0.1) de Do

Carmo-Peng for satisfeita e se o primeiro autovalor do operador de estabilidade for

maior que uma constante fixada.

Teorema 3.1. (Neto-Wang-Xia) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie mı́nima completa

com dimensão n(≥ 2) imersa em Hn+1 e seja A a segunda forma fundamental M.

Suponha que exista uma constante q ∈ (0,
√

2/n) tal que

lim
R→+∞

1
R2q+2

∫
Bp(R)

|A|2 = 0.

i) Se n≥ 6 e

λ1(L|A|2−n,M) > 2n− (2−nq2)(n−1)2

4n(1 + q2)
,

então M é totalmente Geodésica.

ii) Se n≤ 4 então

λ1(L|A|2−n,M)≤ 2n− (2−nq2)n
2 + 2nq + n

.

iii) Se n = 5, q ∈ (0,1/5) e

λ1(L|A|2−n,M) > 5 +
25(q + 1)2

10q + 7
,
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então M é totalmente Geodésica.

iv) Se n = 5, q ∈ [1/5,
√

2/5) então

λ1(L|A|2−n,M)≤ 5 +
25(q + 1)2

10q + 7
.

Como podemos ver no resultado de Neto-Wang-Xia, dada uma hipersuper-

f́ıcie mı́nima completa imersa no espaço hiperbólico Hn+1, com uma condição no

crescimento da norma da segunda forma fundamental juntamente com uma con-

dição no primeiro autovalor do operador de estabilidade, podemos concluir que a

imersão é totalmente geodésica. O resultado foi estabelecido para dimensão n ≥ 5.

Baseado neste resultado e no trabalho de Hai-Ping Fu [41], apresentaremos agora

alguns resultados que obtivemos para subvariedades mı́nimas completas imersas no

espaço hiperbólico, porém com maior liberdade sobre a dimensão da imersão, abran-

gendo os casos n = 2 e n = 4. O resultado abaixo generaliza, portanto, o Teorema

3.1.

Teorema 3.2. Seja M uma hipersuperf́ıcie mı́nima completa de dimensão n(≥ 2, 6=
3) em Hn+1. Se

λ1(L|A|2−n,M) > 2n− (8−n(d−2)2)(n−1)2

4nd2 , (3.4)

e

lim
R→+∞

1
R2

∫
Bp(R)

|A|d = 0, (3.5)

para uma constante d satisfazendo

d ∈



(
0 ,

1
2

)
, para n = 2,(

n−1
n

,
(n−1)(n−2)

n

)
, para n = 4 ou 5,(

2−2

√
2
n
, 2 + 2

√
2
n

)
, para n≥ 6,

(3.6)

então M é totalmente geodésica.

Observação 3.1. Podemos ver que tanto no Teorema 3.1 quanto no Teorema 3.2

são impostas condições no crescimento da norma Ld da segunda forma fundamental

e no primeiro autovalor do operador de estabilidade de uma hipersuperf́ıcie mı́nima

completa Mn no espaço Hiperbólico para implicar que a imersão é totalmente

geodésica. Porém, no Teorema 3.1 tem-se n ≥ 5 e no Teorema 3.2 tratamos do

caso n ≥ 2 e 6= 3. Outro ponto relevante a ser considerando é que no teorema 3.1
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temos duas condições distintas no primeiro autovalor λ1(L|A|2−n,M) do operador de

estabilidade. Essas condições variam de acordo com a dimensão da imersão. Já no

Teorema 3.2 conseguimos reduzir para apenas uma condição (condição (3.4)) para

λ1(L|A|2−n,M).

Observação 3.2. Como o primeiro autovalor do operador de estabilidade de uma

subvariedade mı́nima completa Hn imersa em Hn+m é igual a
(n−1)2

4
+ n, temos

que d satisfaz (3.6) se, e somente se, a constante do lado direito de (3.4) for menor

que
(n−1)2

4
+n. Podemos ver então que o Teorema 3.2 é um fenômeno lacuna para

hipersuperf́ıcies mı́nimas no espaço hiperbólico, já que o método aplicado para provar

o teorema não se aplica no caso n = 3. Porém acreditamos que o caso tridimensional

pode ter um resultado similar no espaço H4.

Para demonstrar os resultados deste caṕıtulo, apresentaremos uma desigual-

dade tipo Simons (similar a fórmula de Simons do Teorema 1.28 que foi introduzida

no caṕıtulo de preliminares). De fato, considerando uma subvariedade mı́nima Mn

imersa no espaço hiperbólico Hn+m, em [73] temos a seguinte desigualdade:

|A|4|A|+ b(m)|A|4 + n|A|2 ≥ 2
nm
|∇|A||2, (3.7)

onde b(1) = 1 e b(m) =
3
2

se m≥ 2. De posse da inequação (3.7), iniciaremos agora

a demonstração do Teorema 3.2.

Demonstração. Seja α uma constante positiva fixada. Observando que no Teorema

3.2 temos que m = b(m) = 1, segue de (3.7) que

|A|α4|A|α = |A|α(α∇|A|α−1
∇|A|+ α|A|α−14|A|)

=
(α−1)

α
α

2|A|2(α−1)|∇|A||2 + α|A|2α−2|A|4|A|

=
(α−1)

α
|∇|A|α|2 + α|A|2α−2|A|4|A|

≥ (α−1)

α
|∇|A|α|2 +

2α

n
|A|2α−2|∇|A||2−α|A|2α+2−αn|A|2α

=
(α−1)

α
|∇|A|α|2 +

2
nα
|∇|A|α|2−α|A|2α+2−αn|A|2α,

o que nos fornece

|A|α4|A|α ≥
(

1− n−2
αn

)
|∇|A|α|2−α|A|2α+2−αn|A|2α. (3.8)

Seja q uma constante não negativa e f ∈C∞
0 (M). Multiplicando (3.8) por |A|2αq f 2 e
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integrando sobre M obtemos(
1− n−2

αn

)∫
M
|∇|A|α|2|A|2αq f 2 ≤ α

∫
M
|A|2(q+1)α f 2|A|2

+αn
∫

M
|A|2(q+1)α f 2 +

∫
M
|A|(2q+1)α f 24|A|α. (3.9)

Desde que f ∈ C∞
0 (M), por integração por partes no termo

∫
M |A|(2q+1)α f 24|A|α

temos

0 =
∫

M
div(|A|(2q+1)α f 2

∇|A|α) = (2q + 1)α

∫
M
|A|(2q+1)α−1 f 2〈∇|A|,∇|A|α〉

+2
∫

M
|A|(2q+1)α f 〈∇ f ,∇|A|α〉∫

M
|A|(2q+1)α f 24|A|α.

Rearranjando os termos dessa última expressão temos∫
M
|A|(2q+1)α f 24|A|α = −(2q + 1)α

∫
M
|A|(2q+1)α−1 f 2〈∇|A|,∇|A|α〉

−2
∫

M
|A|(2q+1)α f 〈∇ f ,∇|A|α〉

= −(2q + 1)α
2
∫

M
|A|2(q+1)α|A|−2 f 2|∇|A||2

−2
∫

M
|A|(2q+1)α f 〈∇ f ,∇|A|α〉

= −(2q + 1)
∫

M
|∇|A|α|2|A|2qα f 2

−2
∫

M
|A|(2q+1)α f 〈∇ f ,∇|A|α〉,

onde usamos o fato de que

|∇|A|α|2 = α
2|A|2α−2|∇|A||2. (3.10)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz na expressão acima juntamente com a desi-

gualdade de Young com ε (Proposição 1.11) com C(ε) =
1
4ε

temos

∫
M
|A|(2q+1)α f 24|A|α = −(2q + 1)

∫
M
|∇|A|α|2|A|2qα f 2

−2
∫

M
|A|(2q+1)α f |∇ f ||∇|A|α|

= −(2q + 1)
∫

M
|∇|A|α|2|A|2qα f 2

+ε

∫
M
|A|2αq f 2|∇|A|α|2 +

1
ε

∫
M
|A|2(q+1)α|∇ f |2.
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Substituindo essa última expressão em (3.9) temos que(
2(q + 1)− n−2

αn
− ε

)∫
M
|∇|A|α|2|A|2αq f 2

≤ α

∫
M
|A|2(q+1)α f 2|A|2 + αn

∫
M
|A|2(q+1)α f 2 +

1
ε

∫
M
|A|2(q+1)α|∇ f |2. (3.11)

Segue da caracterização de λ1(L|A|2−n,M) que

∫
M
|∇ f |2 ≥

∫
M
|A|2 f 2−n

∫
M

f 2 + λ1

∫
M

f 2, ∀ f ∈C∞
0 (M). (3.12)

Definindo θ := λ1− n, e γ :=
(n−1)2

4
, de (3.3) e (3.12) temos as duas expressões

abaixo ∫
M
|∇ f |2 ≥

∫
M
|A|2 f 2 + θ

∫
M

f 2, ∀ f ∈C∞
0 (M), (3.13)

∫
M
|∇ f |2 ≥ γ

∫
M

f 2, ∀ f ∈C∞
0 (M). (3.14)

Fixando x ∈ [0,1], podemos deduzir de (3.13) e (3.14) que

x
∫

M
|A|2 f 2 +(θx +(1− x)γ)

∫
M

f 2 ≤
∫

M
|∇ f |2. (3.15)

Substituindo f por f |A|(q+1)α em (3.15) obtemos

x
∫

M
|A|2(q+1)α+2 f 2 +(θx +(1− x)γ)

∫
M
|A|2(q+1)α f 2

≤
∫

M
|(q + 1)α|A|(q+1)α−1 f ∇|A|+ |A|(q+1)α

∇ f |2

= ((q + 1)α)2
∫

M
|A|2(q+1)α−2 f 2|∇|A||2 + 2(q + 1)α

∫
M
|A|2(q+1)α−1 f 〈∇|A|,∇ f 〉

+
∫

M
|A|2(q+1)α|∇ f |2

= (q + 1)2
∫

M
|A|2qα f 2|∇|A|α|2 + 2(q + 1)α

∫
M
|A|2(q+1)α−1 f 〈∇|A|,∇ f 〉

+
∫

M
|A|2(q+1)α|∇ f |2,
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ou seja,

x
∫

M
|A|2(q+1)α+2 f 2 +(θx +(1− x)γ)

∫
M
|A|2(q+1)α f 2

≤ (q + 1)2
∫

M
|A|2qα f 2|∇|A|α|2 + 2(q + 1)α

∫
M
|A|2(q+1)α−1 f 〈∇|A|,∇ f 〉

+
∫

M
|A|2(q+1)α|∇ f |2, (3.16)

onde usamos novamente (3.10) na última expressão. Analogamente ao que fizemos

para obter a inequação (3.11), usando a desigualdade de Young com ε em (3.16)

obtemos

x
∫

M
|A|2(q+1)α+2 f 2 +(θx +(1− x)γ)

∫
M
|A|2(q+1)α f 2

≤ (q + 1)

α
(ε +(q + 1)α)

∫
M
|∇|A|α|2|A|2qα f 2

+

(
1 +

(q + 1)

αε

)∫
M
|A|2(q+1)α|∇ f |2. (3.17)

Suponha 2(q + 1)− n−2
nα
− ε > 0. Multiplicando (3.11) por

(q + 1)

α
(ε + (q + 1)α) e

(3.17) por 2(q + 1)− n−2
nα
− ε, e combinando essas duas expressões obtemos

(
2(q + 1)− n−2

nα
− ε

)(
x
∫

M
|A|2(q+1)α+2 f 2 +(θx +(1− x)γ)

∫
M
|A|2(q+1)α f 2

)
≤

(
2(q + 1)− n−2

nα
− ε

)(
1 +

(q + 1)

αε

)∫
M
|A|2(q+1)α|∇ f |2

+(q + 1)(ε +(q + 1)α)
∫

M
|A|2(q+1)α+2 f 2 +(q + 1)(ε +(q + 1)α)n

∫
M
|A|2(q+1)α f 2

+
(q + 1)

αε
(ε +(q + 1)α)

∫
M
|A|2(q+1)α|∇ f |2. (3.18)

Defina

d := 2(q + 1)α e β = n− (8−n(d−2)2)(n−1)2

4nd2 . (3.19)

De (3.4) e θ = λ1−n, sabemos que existe uma constante ρ > 0 tal que

θ≥ β + ρ. (3.20)
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Desde que d ∈

(
2−2

√
2
n
, 2 + 2

√
2
n

)
, podemos encontrar ε > 0 satisfazendo

(q + 1)(ε +(q + 1)α)

2(q + 1)− n−2
nα
− ε

+ ε < 1 (3.21)

e

ρ +

 1
(q+1)(ε+(q+1)α)

2(q+1)− n−2
nα
−ε

+ ε

−1−
2
n − ((q + 1)α−1)2

((q + 1)α)2

γ > 0. (3.22)

Fazendo portanto

x :=
(q + 1)(ε +(q + 1)α)

2(q + 1)− n−2
nα
− ε

+ ε (3.23)

em (3.18), e divindo esta mesma expressão por

(
2(q + 1)− n−2

nα
− ε

)
, temos

ε

∫
M
|A|2(q+1)α+2 f 2 +(θx +(1− x)γ−nx + nε)

∫
M
|A|2(q+1)α f 2

≤C
∫

M
|A|2(q+1)α|∇ f |2, (3.24)

para alguma constante positiva C dependendo apenas de n, q, α e ε. Segue de (3.20),

(3.22) e (3.23) que

γ + x(θ− γ)−nx

= x
((

1
x
−1
)

γ + θ−n
)

≥ x

 1
(q+1)(ε+(q+1)α)

2(q+1)− n−2
nα
−ε

+ ε

−1

γ−
(2

n − ((q + 1)α−1)2)(n−1)2

4((q + 1)α)2 + ρ


= x

ρ +

 1
(q+1)(ε+(q+1)α)

2(q+1)− n−2
nα
−ε

+ ε

−1−
2
n − ((q + 1)α−1)2

((q + 1)α)2

γ

> 0. (3.25)

Assim, podemos encontrar ε > 0 e uma constante positiva C2 dependendo apenas de

n, q, α e ε tal que∫
M
|A|d+2 f 2 ≤C2

∫
M
|A|d|∇ f |2, ∀ f ∈C∞

0 (M). (3.26)

Desde que o primeiro autovalor do operador de estabilidade de uma hipersuperf́ıcie
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completa totalmente geodésica em Hn+1 é igual a

(n−1)2

4
+ n, (3.27)

então o Teorema 3.2 faz sentido se

(n−1)2

4
+ n > 2n− (8−n(d−2)2)(n−1)2

4nd2 . (3.28)

Assim, sabemos que (3.28) é válido se, e somente se,

d ∈
(

n−1
n

,
(n−1)(n−2)

n

)
. (3.29)

Se n < 6 temos

d ∈
(

n−1
n

,
(n−1)(n−2)

n

)
⊂

(
2−2

√
2
n
,2 + 2

√
2
n

)
. (3.30)

Se n≥ 6 temos (
2−2

√
2
n
,2 + 2

√
2
n

)
⊂
(

n−1
n

,
(n−1)(n−2)

n

)
. (3.31)

Logo, a condição (3.6) implica que (3.21) e (3.28) são justificados.

Seja f uma função suave em [0,∞) tal que f ≥ 0, f = 1 em [0,R] e f = 0 em

[2R,+∞) com | f ′| ≤ 2
R

. Considerando f ◦ r, onde r é a distância de um ponto p ∈M,

temos de (3.26) que ∫
Bp(R)

|A|d+2 ≤ 4C2

R2

∫
Bp(2R)

|A|d. (3.32)

Fazendo R −→ +∞, pela condição (3.5) concluimos que |A| = 0 em M, isto é, M é

totalmente geodésica.

Quando n = 2, substituindo a condição (3.4) sobre o primeiro autovalor

do operador de estabilidade, pela condição de estabilidade da imersão, obtemos o

seguinte resultado.

Teorema 3.3. Seja M uma superf́ıcie mı́nima completa e estável imersa em H3.

Se existe uma constante d ∈
(
0, 4

17

)
tal que (3.5) é satisfeito, então M é totalmente

geodésica.
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Demonstração. Como na prova do Teorema 3.2, considere d = 2(q+1)α. Desde que

d ∈
(
0, 4

17

)
, podemos encontrar um ε > 0 tal que

0 <
(q + 1)(ε +(q + 1)α)

2(q + 1)− ε
+ ε <

1
17

. (3.33)

Tomando n = 2 e substituindo

x =
(q + 1)(ε +(q + 1)α)

2(q + 1)− ε
+ ε

em (3.18) e dividindo por (2(q + 1)− ε), temos que

ε

∫
M
|A|2(q+1)α+2 f 2 +(θx +(1− x)γ−2x + 2ε)

∫
M
|A|2(q+1)α f 2

≤ C1

∫
M
|A|2(q+1)α|∇ f |2, (3.34)

para alguma constante positiva C1 dependendo apenas de q, α e ε. Desde que M

seja estável, temos que λ1(L|A|2−2,M)≥ 0. Usando (3.33) e lembrando que definimos

θ := λ1−2, temos então que

θx +(1− x)γ−2x = x
((

1
x
−1
)

γ + θ−2
)

= x
((

1
x
−1
)

γ + λ1−4
)

≥ x
((

1
x
−1
)

γ−4
)
> 0.

Assim, podemos encontrar ε > 0 e uma constante positiva C2 dependendo apenas de

q, α e ε tal que ∫
M
|A|d+2 f 2 ≤C2

∫
M
|A|d|∇ f |2, ∀ f ∈C∞

0 (M).

O restante da prova segue exatamente como na parte final da prova do Teorema

3.2.

De acordo com o teorema de Do Carmo-Peng [30] e Fischer Colbrie-Schoen

[39], é interessante pensarmos se a condição (3.5) no teorema 3.3 é realmente

necessária, isto é, uma superf́ıcie mı́nima estável e completa imersa em H3 é

totalmente geodésica ? Esse é sem dúvida um interessante problema para pensarmos.

Na próxima seção daremos uma definição de estabilidade para subvariedades

no espaço hiperbólico, a saber, definiremos o conceito de super estabilidade, que
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generaliza a definição usual de estabilidade para hipersuperf́ıcies. Nosso objetivo é

obter estimativas para o primeiro autovalor do operador de super estabilidade para

subvariedades mı́nimas no espaço hiperbólico.

3.3 Estimativas para o Operador de Super-

estabilidade

Em busca de resultados para subvariedades mı́nimas no espaço hiperbólico e

que ainda não haviam sido tratados no trabalho de Neto-Wang-Xia [62] e Wang-Xia

[73], conseguimos obter algumas estimativas para o primeiro autovalor do operador

de super estabilidade para uma superf́ıcie mı́nima imersa no espaço hiperbólico de

dimensão 4. Introduziremos esse conceito.

Seja Mn uma subvariedade mı́nima de dimensão n em Rn+m. Quando m = 1
a condição de estabilidade de M é equivalente a condição∫

M
(| ∇ f |2 −|A|2 f 2)≥ 0, ∀ f ∈C∞

0 (M).

No caso de codimensão maior, spruck [70] provou que para uma variação de um

campo de vetores E = φν, a segunda variação do volume Vol(Mt) satisfaz

d2Vol(Mt)

dt2 |t=0 ≥
∫

M
(|∇φ|2−|A|2φ

2), (3.35)

onde ν é o vetor normal unitário e φ ∈ W 1,2
0 (M). Com essa motivação, Wang

introduziu em [71] o conceito de super-estabilidade para subvariedades mı́nimas em

Rn+m.

Definição 3.4. Seja M uma subvariedade mı́nima completa de dimensão n imersa

em Rn+m. M é dita super estável se∫
M

(| ∇ f |2 −|A|2 f 2)≥ 0, ∀ f ∈C∞
0 (M).

Baseado nesse conceito, alguns autores estenderam o conceito de super-

estabilidade para subvariedades mı́nimas de Hn+m. Em [65], Seo introduziu a seguinte

definição.

Definição 3.5. Seja Mn uma subvariedade mı́nima completa de dimensão n imersa

em Hn+m. O super ı́ndice de M é definido como sendo o limite de ı́ndices de uma

sequência D1 ⊂ D2 ⊂ ... de domı́nios compactos em M tais que
⋃

i D = M. O ı́ndice

de um domı́nio compacto D é o número de autovalores negativos do problema de



3.3 Estimativas para o Operador de Super-estabilidade 69

autovalores {
(4+ |A|2−n) f + λ f = 0 em D,

f |∂D = 0.

Dizemos que M é super estável se seu super ı́ndice é igual a zero, o que significa∫
M

(|∇ f |2− (|A|2−n) f 2)≥ 0, ∀ f ∈C∞
0 (M). (3.36)

Quando M tem codimensão um, o conceito de super estabilidade tem o

mesmo sentido que a definiçao usual de estabilidade e o conceito de super ı́ndice de

M é o mesmo que o conceito de ı́ndice.

Com esse novo conceito em mãos, os dois resultados a seguir nos fornecem

uma estimativa para o primeiro autovalor do operador de super estabilidade de uma

superf́ıcie mı́nima em H4.

Teorema 3.6. Seja M uma superf́ıcie mı́nima completa imersa em H4. Se existe

uma constante d ∈
(

2
3
,2
)

tal que (3.5) é satisfeito, então

λ1(L|A|2−2,M)≤ 43d2−8d + 4
12d2 .

Demonstração. Suponha inicialmente que

λ1(L|A|2−2,M) >
43d2−8d + 4

12d2 .

Em (3.7) temos a seguinte desigualdade tipo Simons para uma subvariedade mı́nima

Mn em Hn+m:

|A|4|A|+ 3
2
|A|4 + n|A|2 ≥ 2

nm
|∇|A||2, m≥ 2.

Como estamos trabalhando com uma superf́ıcie em H4, temos que n = m = 2, e a

desigualdade tipo Simons se torna

|A|4|A|+ 3
2
|A|4 + 2|A|2 ≥ 1

2
|∇|A||2. (3.37)

Seja α uma constante positiva fixada. Analogamente ao que foi feito na obtenção de

(3.8) juntamente com (3.37), obtemos a seguinte expressão

|A|α4|A|α =
(α−1)

α
|∇|A|α|2 + α|A|2α−2|A|4|A|

≥ (α−1)

α
|∇|A|α|2 +

1
2α
|∇|A|α|2− 3

2
α|A|2α+2−2α|A|2α.



3.3 Estimativas para o Operador de Super-estabilidade 70

Reorganizando os termos dessa última expressão temos

|A|α4|A|α ≥
(

1− 1
2α

)
|∇|A|α|2− 3

2
α|A|2α+2−2α|A|2α. (3.38)

Seja q uma constante não negativa e f ∈C∞
0 (M). Multiplicando (3.38) por |A|2αq f 2

e integrando em M temos(
1− 1

2α

)∫
M
|∇|A|α|2|A|2αq f 2 ≤ 3

2
α

∫
M
|A|2(q+1)α+2 f 2

+2α

∫
M
|A|2(q+1)α f 2 +

∫
M
|A|(2q+1)α4|A|α f 2. (3.39)

Analogamente ao que foi feito na seção 3.2, aplicando integração por partes no último

termo de (3.39), podemos observar que∫
M

2 f |A|(2q+1)α〈∇ f ,∇|A|α〉+(2q + 1)α

∫
M

f 2|A|(2q+1)α−1〈∇|A|,∇|A|α〉

+
∫

M
f 2|A|(2q+1)α4|A|α = 0,

e então (3.39) torna-se(
1− 1

2α

)∫
M
|∇|A|α|2|A|2αq f 2

≤ 3
2

α

∫
M
|A|2(q+1)α+2 f 2 + 2α

∫
M
|A|2(q+1)α f 2−2

∫
M

f |A|(2q+1)α〈∇ f ,∇|A|α〉

−(2q + 1)α

∫
M

f 2|A|(2q+1)α−1〈∇|A|,∇|A|α〉

=
3
2

α

∫
M
|A|2(q+1)α+2 f 2 + 2α

∫
M
|A|2(q+1)α f 2−2

∫
M

f |A|(2q+1)α〈∇ f ,∇|A|α〉

−(2q + 1)α
2
∫

M
f 2|A|2(q+1)α−2|∇|A||2.

Novamente usando a desigualdade de Schwarz e a desigualdade de Young com

C(ε) =
1
4ε

na penúltima parcela da expressão acima, e com o aux́ılio de (3.10) para

a última parcela, obtemos(
1− 1

2α

)∫
M
|∇|A|α|2|A|2αq f 2 ≤ 3

2
α

∫
M
|A|2(q+1)α+2 f 2 + 2α

∫
M
|A|2(q+1)α f 2

+ε

∫
M
|∇|A|α|2|A|2αq f 2 +

1
ε

∫
M
|A|2(q+1)α|∇ f |2− (2q + 1)

∫
M
|A|2αq|∇|A|α|2 f 2.
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Reagrupando os termos obtemos então a seguinte expressão(
2(q + 1)− 1

2α
− ε

)∫
M
|∇|A|α|2|A|2αq f 2 ≤ 3

2
α

∫
M
|A|2(q+1)α+2 f 2

+2α

∫
M
|A|2(q+1)α f 2 +

1
ε

∫
M
|A|2(q+1)α|∇ f |2. (3.40)

Recordemos que (3.3) é válida para subvariedades mı́nimas em Hn+m, e que na seção

anterior, deduzimos (3.17) de (3.3). Logo, a inequação (3.17) é válida para o teorema

3.6. Recorde a inequação (3.17):

x
∫

M
|A|2(q+1)α+2 f 2 +(θx +(1− x)γ)

∫
M
|A|2(q+1)α f 2

≤
(

1 +
q + 1
αε

)∫
M
|A|2(q+1)α|∇ f |2 +

(q + 1)

α
(ε +(q + 1)α)

∫
M
|∇|A|α|2|A|2qα f 2,

(3.17)

onde nesse caso x ∈ [0,1], θ = λ1−2 e γ =
1
4

. Suponha que

2(q + 1)− 1
2α
− ε > 0.

Multiplicando (3.40) por
(q + 1)

α
(ε + (q + 1)α) e (3.17) por

(
2(q + 1)− 1

2α
− ε

)
e

juntando essas duas desigualdades obtemos a seguinte expressão(
2(q + 1)− 1

2α
− ε

)(
x
∫

M
|A|2(q+1)α+2 f 2

+(θx +(1− x)γ)
∫

M
|A|2(q+1)α f 2

)
≤

(
2(q + 1)− 1

2α
− ε

)(
1 +

q + 1
αε

)∫
M
|A|2(q+1)α|∇ f |2

+

(
3
2

(q + 1)(ε +(q + 1)α)
∫

M
|A|2(q+1)α+2 f 2

+2(q + 1)(ε +(q + 1)α)
∫

M
|A|2(q+1)α f 2

+
(q + 1)

αε
(ε +(q + 1)α)

∫
M
|A|2(q+1)α|∇ f |2

)
.
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Dividindo esta última expressão por 2(q + 1)− 1
2α
− ε, temos que

x
∫

M
|A|2(q+1)α+2 f 2 +(θx +(1− x)γ)

∫
M
|A|2(q+1)α f 2

≤
(

1 +
q + 1
αε

)∫
M
|A|2(q+1)α|∇ f |2

+
1(

2(q + 1)− 1
2α
− ε

)(3/2(q + 1)(ε +(q + 1)α)
∫

M
|A|2(q+1)α+2 f 2

+2(q + 1)(ε +(q + 1)α)
∫

M
|A|2(q+1)α f 2 +

(q + 1)

αε
(ε +(q + 1)α)

∫
M
|A|2(q+1)α|∇ f |2

)
.

Podemos finalmente reorganizar os termos da expressão acima, definindo novamente

d := 2(q + 1)α. Temos então quex− 3/2(q + 1)(ε +(q + 1)α)

2(q + 1)− 1
2α
− ε

∫
M
|A|d+2 f 2

+

θx +(1− x)γ− 2(q + 1)(ε +(q + 1)α)

2(q + 1)− 1
2α
− ε

∫
M
|A|d f 2

≤

1 +
q + 1
αε

+

(q + 1)

αε
(ε +(q + 1)α)

2(q + 1)− 1
2α
− ε

∫
M
|A|d|∇ f |2. (3.41)

Definindo

x =
3
2(q + 1)(ε +(q + 1)α)

2(q + 1)− 1
2α
− ε

+ ε, (3.42)

podemos reescrever (3.41) como

ε

∫
M
|A|d+2 f 2 +

(
θx +(1− x)γ− 4

3
x +

4
3

ε

)∫
M
|A|d f 2

≤

1 +
q + 1
αε

+

(q + 1)

αε
(ε +(q + 1)α)

2(q + 1)− 1
2α
− ε

∫
M
|A|d|∇ f |2. (3.43)

Mostraremos que

x < 1 e θx +(1− x)γ− 4
3

x > 0. (3.44)
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De fato, seja

β =
4
3

+
3d2−8d + 4

12d2 , (3.45)

Como estamos supondo

λ1(L|A|2−2,M) >
43d2−8d + 4

12d2 ,

existe uma constante ρ > 0 tal que θ≥ β + ρ. Basta observar que

θ = λ1−2 >
43d2−8d + 4

12d2 −2 = β. (3.46)

Portanto, fazendo ε = 0 em (3.42), temos

x(0) =
3
2(q + 1)(q + 1)α

2(q + 1)− 1
2α

< 1

⇔ 3
2

(q + 1)2
α < 2(q + 1)− 1

2α

⇔ 3
8α

d2 <
d
α
− 1

2α

⇔ 3
8

d2−d +
1
2
< 0.

A expressão quadrática acima tem discriminante igual a
1
4

e portanto para que

tenhamos x < 1, temos que d deve estar no intervalo

(
2
3
,2
)

.

Por outro lado, para demonstrarmos a segunda desigualdade em (3.44),

temos que

θx +(1− x)γ− 4
3

x = x
(

θ +

(
1
x
−1
)

γ− 4
3

)
≥ x
((

1
x
−1
)

γ + β + ρ− 4
3

)
= x
((

1
x
−1
)

γ +
12d2−32d + 16

48d2 + ρ

)
= x
((

1
x
−1 +

12d2−32d + 16
12d2

)
γ + ρ

)

= x


 1

3
2 (q+1)(ε+(q+1)α)

2(q+1)− nm−2
nmα
−ε

+ ε

−1 +
12d2−32d + 16

12d2

 1
4

+ ρ

 . (3.47)
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Analogamente, fazendo ε = 0 em (3.47), temos que 1
3
2 (q+1)(q+1)α

2(q+1)− 4−2
4α

−1 +
12d2−32d + 16

12d2

γ

=

 1
3d2

8d−4

−1 +
12d2−32d + 16

12d2

γ

=

(
8d−4

3d2 −1 +
3d2−8d + 4

3d2

)
γ

= 0.

Logo, podemos encontrar um ε > 0 tal que (3.44) seja satisfeito. Podemos então

reescrever (3.43) da seguinte forma∫
M
|A|d+2 f 2 ≤C

∫
M
|A|d|∇ f |2, ∀ f ∈C∞

0 (M), (3.48)

para alguma constante positiva C dependendo apenas de q, α e ε. Observe que o pri-

meiro autovalor do operador de super estabilidade de uma subvariedade totalmente

geodésica em Hn+m é

λ1(L|A|2−n,M) =
(n−1)2

4
+ n.

Portanto, no nosso caso temos λ1(L|A|2−2,M) =
1
4

+ 2 =
9
4

. Logo, percebemos que o

Teorema 3.6 faz sentido se

43d2−8d + 4
12d2 <

9
4

⇔ 43d2−8d + 4−27d2 < 0

⇔ 16d2−8d + 4 < 0

⇔ 4d2−2d + 1 < 0.

A última inequação acima possui discrimintante negativo, e portanto não possui

ráızes reais. Logo temos que

λ1(L|A|2−2,M)≤ 43d2−8d + 4
12d2 ,

e o teorema está demonstrado.

Mudando a condição em (3.5) para uma condição semelhante, a saber,
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fixando a potência da norma da segunda forma fundamental no integrando como

sendo d = 1, mas dando maior liberdade para a potência do raio R na bola geoésica

(condição (3.49) abaixo), obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.7. Seja M uma superf́ıcie mı́nima completa imersa em H4. Se existe

uma constante k ∈
(

5
3
,3
)

tal que

lim
R→+∞

1
Rk

∫
Bp(R)

|A|= 0, (3.49)

então

λ1(L|A|2−2,M)≤ 43k2−94k + 55
12(k−1)2 .

Demonstração. Suponha que

λ1(L|A|2−2) >
43k2−94k + 55

12(k−1)2 . (3.50)

Como a inequação (3.48) é válida para esse caso, substituindo k = d + 1 em (3.48)

temos ∫
M
|A|k+1 f 2 ≤C

∫
M
|A|k−1|∇ f |2, ∀ f ∈C∞

0 (M),

onde C é uma constante positiva. Substituindo f por f
k
2 na inequação acima e

utilizando a desigualdade de Hölder, obtemos∫
M
|A|k+1 f k ≤ C

∫
M
|A|k−1 f k−2|∇ f |2

≤ C
(∫

M
|A|k+1 f k

) k−2
k
(∫

M
|A||∇ f |k

) 2
k

. (3.51)

Seja f uma função suave em [0,∞) tal que f ≥ 0, f = 1 em [0,R] e f = 0 em [2R,+∞),

com | f ′| ≤ 2
R

. Então considerando f ◦r, onde r é a distância de p∈M, (3.51) torna-se

(∫
Bp(R)

|A|k+1
) 2

k

≤C
(

1
Rk

∫
Bp(R)

|A|
) 2

k

. (3.52)

Fazendo R→ +∞, conclúımos que |A| = 0 em M, isto é, M é totalmente geodésica.

De maneira similar ao que foi feito na demonstração do Teorema 3.6, temos que
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λ1(L|A|2−2,M) = 9
4 , e o Teorema 3.7 será válido se, e somente se

43k2−94k + 55
12(k−1)2 <

9
4
.

A inequação acima possui discriminante negativo, e portanto não possui ráızes reais.

Logo temos que

λ1(L|A|2−2,M)≤ 43k2−94k + 55
12(k−1)2 ,

e o teorema está demonstrado.

O método utilizado para as demonstrações dos resultados do caṕıtulo 3 é

clássico e tem sido muito utilizado nos artigos da bibliografia. O artigo de Bérard

[9] é referência pioneira para a equação de Simons generalizada satisfeita para a

segunda forma fundamental de uma imersão em uma variedade Riemanniana. As

desigualdades tipo Simons utilizadas podem ser deduzidas do artigo de Bérard.

Uma interessante relação e que futuramente poderá ser objeto de estudo

é a relação entre a hipótese na curvatura total e a entropia de volume de uma

hipersuperf́ıcie.

Definição 3.8. O volume de entropia v de uma variedade Riemanniana M é

definido como sendo

v = lim
r→+∞

ln(VolMBx(r))

r
,

onde Bx(r) é uma bola de raio r centrada em x ∈M.

Um fato clássico conhecido na literatura é que λ1(M)≤ v2

4
, onde λ1(M) é o

primeiro autovalor do Laplaciano de M.

Para algumas ideias sobre entropia de volume, podemos consultar os artigos

[11] e [12], e mais recentemente [49] e suas referências.

Um outro conceito bastante interessante é o crescimento de volume polino-

mial, que descreveremos agora. Dizemos que uma variedade M tem crescimento de

volume polinomial se

Vol(Bx(r))≤CrK, K ≥ 0,

onde Bx(r) é a bola geodésica de raio r. é importante mencionarmos um importante

resutado devido a Cheng-Yau, em 1975, relacionado ao crescimento de volume

polinomial.
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Teorema 3.9. (Cheng-Yau) Seja M uma variedade Riemanniana completa, não

compacta. Se M tem crescimento de volume polinomial, então λ1(M) = 0.

Demonstração. Ver [24].

No próximo caṕıtulo estenderemos o estudo dos teoremas de rigidez para

as variedades semi-Riemannianas, à saber, os espaços de Lorentz. Obteremos um

resultado de rigidez para uma superf́ıcie com curvatura média constante imersa no

espaço L3. Para isso, utilizaremos uma condição mais fraca que a adotada sobre a

norma Ld da segunda forma fundamental e que foi adotada no caṕıtulo 3.



CAṔITULO 4
Superf́ıcies de Curvatura Média

Constante no Espaço de Lorentz

Nosso objetivo neste caṕıtulo é estabelecermos quais condições para que uma

superf́ıcie M tipo espaço, completa, não compacta com curvatura média H constante

no espaço 3-Lorentz seja isométrica ao espaço hiperbólico H2(−H2) de curvatura

−H2. As condições aqui utilizadas serão sobre o primeiro autovalor do Laplaciano,

e não mais sobre o operador de estabilidade. A condição sobre o crescimento da

norma Ld da segunda forma fundamental também será substitúıda pelo crescimento

da norma Ld do traço livre da segunda forma fundamental, definido como φ := A−HI,

onde I é o operador identidade.

4.1 Hipersuperf́ıcies Tipo Espaço

Em [55] L. Zhen-Qi e X. Xian-Hua classificaram as hipersuperf́ıcies tipo

espaço e isoparamétricas em Sn+1
1 . Para a forma espacial Ln+1, Nomizu [63] mostrou

que uma hipersuperf́ıcie tipo espaço e isoparamétrica não tem mais que duas

curvaturas principais. Para uma caracterização dessas hipersuperf́ıcies N. Abe, N.

Koike e S. Yamaguchi [1] mostraram o seguinte teorema.

Teorema 4.1. (Abe, Koike, Yamaguchi) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie completa tipo

espaço em Ln+1. Se M tem {γ} ou {γ,β} como conjunto de suas curvaturas principais,

com γ e β constantes, então M é isométrica a

i) hipersuperf́ıcie umb́ılica

Rn = {x ∈ Ln+1;xn+1 = 0},

ou

Hn(−r2) = {x ∈ Ln+1;
n

∑
i=1

x2
i − x2

n+1 =− 1
r2};
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ii) o produto de um espaço Euclidiano Rm e um espaço hiperbólico Hn−m(−r2), ou

seja,

Rm×Hn−m(−r2) = {x ∈ Ln+1;
n

∑
i=m+1

x2
i − x2

n+1 =− 1
r2}.

Com aux́ılio do resultado de Abe, Koike e Yamaguchi, apresentaremos

um resultado de rigidez para uma superf́ıcie tipo espaço com curvatura média

constante no espaço 3-Lorentz. A condição utilizada em (4.1) é mais fraca do que a

condição (3.5) utilizada no caṕıtulo 3, visto que da definição de traço livre, temos

|A|2 = |φ|2 +nH2, o que nos fornece |φ|2 ≤ |A|2, e consequentemente a condição (3.5)

implica na condição (4.1) . Nosso objetivo será mostrar que se o primeiro autovalor

do Laplaciano λ1(M) é maior que uma constante fixada, então M é isométrica a

H2(−H2).

4.2 Superf́ıcies Tipo Espaço com Curvatura Mé-

dia Constante

O principal fato que apresentaremos neste caṕıtulo consiste no teorema 4.2

a seguir.

Teorema 4.2. Seja M uma superf́ıcie completa não compacta tipo espaço com

curvatura média H constante em L3. Seja A a segunda forma fundamental de M,

φ := A−HI o traço livre da segunda forma fundamental e I o operador identidade.

Suponha que existe uma constante d ∈
(

0,
1
2

)
tal que

lim
R→+∞

1
R2

∫
Bp(R)

|φ|d = 0. (4.1)

Se λ1(M) >
H2d

2
, então M = H2(−H2), o espaço hiperbólico de dimensão 2 com

curvatura Gaussiana −H2.

Observação 4.3. No caṕıtulo 3 já hav́ıamos mencionado o resultado de Cheng-

Yau (Teorema 3.9), onde se afirma que o primeiro autovalor de uma variedade

Riemanniana completa não compacta com crescimento de volume polinomial é nulo.

Por outro lado, é conhecido que uma hipersuperf́ıcie máxima tipo espaço imersa

em uma variedade Lorentz Ln+1 é um hiperplano. Esse fato é devido à Calabi para

n ≤ 4 ([13]) e à Cheng-Yau para todo n ([22]). Combinando esses fatos, temos que

a curvatura média H de M no Teorema 4.2 satisfaz H 6= 0, desde que λ1(M) > 0.
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Para uma hipersuperf́ıcie tipo espaço n-dimensional Mn com curvatura mé-

dia constante e imersa em uma variedade semi-Riemanniana Mn+1
1 (c) com curvatura

c também constante, no Teorema 1.28 temos a seguinte fórmula tipo Simons

1
2
4|A|2 = |∇A|2 + |A|4 + nc(|A|2−nH2)−nHtr(A)3.

No teorema 4.2, temos que n = 2 e c = 0. Portanto a fórmula de Simons se torna

1
2
4|A|2 = |∇A|2 + |A|4−2Htr(A)3.

diagonalizando a segunda forma fundamental, temos então que

1
2
4|A|2 = |∇A|2 + |A|4−6H2|A|2 + 8H4, (4.2)

já que nesse caso temos que |A|2 = γ2
1 + γ2

2 e H =
1
2

(γ1 + γ2), onde γ1 e γ2 são os

autovalores da segunda forma fundamental diagonalizada. Estamos em condições de

demonstrar o teorema 4.2.

Demonstração. O traço livre da segunda forma fundamental de M é definido como

sendo φ := A−HI, onde I denota a identidade. Logo podemos ter

|A|2 = |φ|2 + 2H2. (4.3)

Desde que H é constante, temos

∇A = ∇φ, e ∇|A|2 = ∇(|φ|2 + 2H2) = ∇|φ|2. (4.4)

Por outro lado,

1
2
4|A|2 =

1
2

div∇|A|2 =
1
2

div∇|φ|2 =
1
2
4|φ|2. (4.5)

Substituindo (4.3)-(4.5) em (4.2) obtemos

1
2
4|φ|2 ≥ |∇φ|2 +(|φ|2 + 2H2)2−6H2(|φ|2 + 2H2)+ 8H4. (4.6)

Com o aux́ılio do Lema 1.7 (desigualdade tipo Kato), obteremos uma expressão mais

simples para (4.6). De fato, faremos uso da seguinte desigualdade

|∇φ|2−|∇|φ||2 ≥ 2
n
|∇|φ||2.
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Como estamos considerando n = 2, substituindo a inequação acima em (4.6) e

rearranjando os termos, temos

|φ|4|φ| ≥ |∇|φ||2 + |φ|4−2H2|φ|2. (4.7)

Substituindo |A| por |φ| no cálculo de (3.8), obtemos a seguinte expressão

|φ|α4|φ|α =

(
1− 1

α

)
|∇|φ|α|2 + α|φ|2(α−1)|φ|4|φ|, (4.8)

onde α é uma constante positiva. Assim, (4.7) juntamente com (4.8) nos fornece

|φ|α|4|φ|α ≥ |∇|φ|α|2 + α|φ|2α+2−2αH2|φ|2α, (4.9)

onde observamos que

α
2|φ|2α−2|∇|φ||2 = |∇|φ|α|2.

Seja q uma constante não negativa e f ∈C∞
0 (M). Multiplicando (4.9) por |φ|2αq f 2 e

integrando em M, obtemos∫
M
|∇|φ|α|2|φ|2αq f 2 ≤−α

∫
M
|φ|2(q+1)α+2 f 2

+2αH2
∫

M
|φ|2(q+1)α f 2 +

∫
M
|φ|(2q+1)α f 24|φ|α. (4.10)

Assim como foi feito nos Teoremas 3.2 e 3.6 do caṕıtulo 3, como f ∈C∞
0 (M), usando

integração por partes e a desigualdade de Young com C(ε) =
1
4ε

, obtemos

(2(q + 1)− ε)
∫

M
|∇|φ|α|2|φ|2αq f 2 ≤−α

∫
M
|φ|2(q+1)α+2 f 2

+2αH2
∫

M
|φ|2(q+1)α f 2 +

1
ε

∫
M
|φ|2(q+1)α|∇ f |2, (4.11)

para algum ε > 0. Por outro lado, fazendo µ ≡ 0 em (3.1), temos a seguinte

caracterização variacional para λ1(M):

λ1

∫
M

f 2 ≤
∫

M
|∇ f |2, ∀ f ∈C∞

0 (M). (4.12)

Substituindo f por f |φ|(q+1)α em (4.12) e novamente fazendo uso da desigualdade
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de Young, podemos obter a seguinte expressão

λ1

∫
M
|φ|2(q+1)α f 2 ≤

(
q + 1 + ε

ε

)∫
M
|φ|2(q+1)α|∇ f |2

+(q + 1)(q + 1 + ε)
∫

M
|∇|φ|α|2|φ|2qα f 2. (4.13)

Definindo d := 2(q+1)α, observe que podemos obter um ε > 0 tal que 2(q+1)−ε =
d
α
−ε > 0. Multiplicando (4.11) por (q+1)(q+1+ε) e (4.13) por

d
α
−ε, e juntando

essas duas expressões temos(
d
α
− ε

)
λ1

∫
M
|φ|d f 2 ≤

(
d
α
− ε

)(
q + 1 + ε

ε

)∫
M
|φ|d|∇ f |2

−α(q + 1)(q + 1 + ε)
∫

M
|φ|d+2 f 2

+2αH2(q + 1)(q + 1 + ε)
∫

M
|φ|d f 2

+(q + 1)

(
q + 1 + ε

ε

)∫
M
|φ|d|∇ f |2.

Rearranjando os termos desta última expressão temos(
d
α

λ1−
d2H2

2α
− (λ1 + dH2)ε

)∫
M
|φ|d f 2

+α(q + 1)(q + 1 + ε)
∫

M
|φ|d+2 f 2 ≤C1

∫
M
|φ|d|∇ f |2, ∀ f ∈C∞

0 (M), (4.14)

onde C1 é uma constante positiva que depende de q, α and ε. Por hipótese,

λ1 >
H2d

2
,

de modo que podemos obter um ε > 0 tal que

d
α

λ1−
H2d2

2α
− (λ1 + H2d)ε > 0.

Dividindo (4.14) por
d
α

λ1−
H2d2

2α
− (λ1 + H2d)ε, obtemos a expressão

∫
M
|φ|d f 2 +C2

∫
M
|φ|d+2 f 2 ≤C3

∫
M
|φ|d|∇ f |2, ∀ f ∈C∞

0 (M). (4.15)

onde C2 e C3 são constantes positivas. Seja f uma função suave em [0,∞) tal que

f ≥ 0, f = 1 em [0,R] e f = 0 em [2R,+∞), com | f ′| ≤ 2
R

. Então considerando f ◦ r,
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onde r é a função distância de um ponto p ∈M, temos que∫
Bp(R)

|φ|d ≤ 4C3

R2

∫
Bp(2R)

|φ|d. (4.16)

Fazendo R−→+∞, por hipótese temos que o lado direito de (4.16) se anula. Assim,

conclúımos que |φ|= 0 em M, o que nos mostra que M é totalmente umb́ılica. Além

disso, como |A|2 = 2H2 é constante, temos que

γ
2
1 + γ

2
2 =

1
2

(γ1 + γ2)2,

isto é, γ1 = γ2. Esse fato nos mostra que M tem apenas uma curvatura principal γ,

a qual é constante, ou seja, M é isoparamétrica. Pelo teorema 4.1, M é isométrica a

R2 ou H2(−r2). Como λ1(M) é positivo, conclúımos que M tem que ser isométrica

a H2(−r2). Pelo fato de M ter curvatura média H constante, implica que r2 = H2, o

que demonstra o teorema.
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