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Resumo

Adriano Cavalcante Bezerra. Sobre Teoremas de Rigidez e Estimativas
de Autovalores. Brasilia, 2018. 89p. Tese de Doutorado. Departamento de
Matematica, Universidade de Brasilia.

Neste trabalho, faremos um estudo de estimativas de autovalores para alguns
operadores elipticos, buscando entender quais sao suas relagoes com resultados
de rigidez sobre a imersao a qual foram definidos. Na primeira parte do texto,
estudaremos o operador drifting Laplaciano em variedades Riemannianas compactas
com fronteira, com uma condicao na curvatura de Ricci Bakry—Emery. Na segunda
parte do texto, abrangendo os capitulos 3 e 4, buscaremos estabelecer condicoes
sobre os operadores de estabilidade e super estabilidade de uma subvariedade minima
imersa no espaco hiperbélico, e sobre a norma L¢ da segunda forma fundamental,
para concluir que a imersao ¢é totalmente geodésica. Um resultado similar sera obtido
para uma superficie tipo-espaco com curvatura média constante, imersa no espaco
de Lorentz L.

Palavras—chave
Estimativas de autovalores, teoremas de rigidez, drifting Laplaciano, curva-
tura Ricci—Bakry—Emery, operador de estabilidade e super estabilidade, hipersuper-

ficies tipo espaco.



Abstract

Bezerra, Adriano Cavalcante. On Rigidity Theorems and Estimates of
Eigenvalues. Brasilia, 2018. 89p. PhD. Thesis. Departamento de Matema-
tica, Universidade de Brasilia.

In this work, we will make a study of eigenvalue estimates for some elliptical
operators, trying to understand what their relationships with rigidity results on
the immersion to which they were defined. In the first part of the text, we will
study the Laplacian drifting operator in compact boundary Riemannian manifolds,
with a condition in the Ricci Bakry—Emery curvature. In the second part of the
text, covering chapters 3 and 4, we will seek to establish conditions on the stability
and super stability operators of a minimal submanifolds immersed in the hyperbolic
space, and on the norm LY of the second fundamental form, for conclude that the
immersion is totally geodesic. A similar result will be obtained for a space-like surface

with constant mean curvature, immersed in the Lorentz space L3.

Keywords
Eigenvalue estimates, rigidity theorems, Laplacian drifting, Ricci-Bakry-

Emery curvature, stability and super stability operators, space-like hipersurfaces.
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Introducao

Dentre os varios assuntos abordados em geometria Riemanniana, neste tra-
balho propomos um estudo de basicamente dois tépicos: estimativas de autovalores
e teoremas de rigidez do tipo Bernstein. As estimativas sao para autovalores dos
operadores bi-drifting Laplaciano, agindo sobre funcoes suaves definidas em uma
variedade compacta com fronteira, e para os operadores de estabilidade e super es-
tabilidade para uma imersao minima no espago hiperbdélico. Ja os teoremas de rigidez
se baseiam em obter condi¢oes para que uma imersao minima no espacgo hiperbdlico
seja totalmente geodésica, ou condigoes para sabermos quando a imersao coincide
com o préprio espaco ambiente, caso este que sera tratado no capitulo 4.

Para facilitar nosso propésito, dividimos o texto em quatro capitulos. No
primeiro capitulo trataremos das preliminares. Faremos uma breve abordagem das
ferramentas necessarias para o entendimento do texto. Tentaremos ser objetivos e
evitaremos detalhes que nao prejudiquem a leitura, dando enfoque aos fatos de maior
importancia para nosso proposito. Iniciaremos com uma abordagem das imersoes
isométricas, do ponto de vista de formas diferenciais. Introduziremos os conceitos de
imersoes, métricas, conexoes, curvatura, dentre outros.

No capitulo 2, trataremos de generalizar estimativas para o primeiro auto-
valor do operador bi-Laplaciano para alguns problemas cléssicos. Iremos generalizar
esses problemas para o operador diferencial denominado drifting Laplaciano (ou

Laplaciano com peso), definido como sendo
Ly=A0—(V,V(), ¢€C*(M).

Como dispomos de vérios tipos de operadores diferenciais, uma pergunta
natural seria qual a motivacao de estudo deste operador. Na verdade, o primeiro
operador diferencial para funcoes em varias variaveis que vem em nosso pensamento,
talvez pela frequéncia em que ele ocorra devido ao grande ntimero de aplicagoes, é o
operador Laplaciano. A partir dai existem varias generalizagoes para este operador,
assim como generalizacoes de problemas classicos envolvendo o mesmo.

Um exemplo de problema classico e bastante estudado envolvendo o Lapla-

ciano é o problema de Dirichlet, onde consideramos uma variedade Riemanniana M
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com fronteira dM e uma funcao suave u definida em M. O problema de Dirichlet
pode ser formulado como abaixo.

e Problema de Dirichlet

{ Au=—Au em M,

M|aM =0.

Ja um resultado cléssico que podemos citar envolvendo estimativas para o
Laplaciano é o teorema de Lichnerowicz-Obata. Este teorema afirma que se M é uma
variedade Riemanniana de dimensao n, conexa, completa e com curvatura de Ricci
limitada inferiormente por n— 1, entao o primeiro autovalor nao nulo do Laplaciano
de M ¢é maior ou igual a dimensao n da variedade, com a igualdade ocorrendo se,
e somente se, M é isométrica a uma esfera n-dimensional unitaria. Considerando,
porém, uma variedade compacta com fronteira, em 1977 Reilly obteve um resultado

similar, para o primeiro autovalor do problema de Dirichlet.

Teorema 0.1. (Reilly) Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n(> 2),
compacta e conexa, com fronteira OM. Assuma que a curvatura de Ricci de M seja
limitada inferiormente por (n—1). Se a curvatura média H de OM € nao negativa,
entdo o primeiro autovalor Ay do problema de Dirichlet em M satisfaz A > n, com a
igualdade ocorrendo se, e somente se, M € isométrica a uma semi-esfera Euclideana

unitdria de dimensao n.

Detalhes do teorema de Reilly podem ser conferidos em [64].

Ainda considerando uma variedade Riemanniana compacta com fronteira,
um outro problema interessante de ser mencionado é o problema de Neumann, que
pode ser enunciado da seguinte forma.

e Problema de Neumann

Au=Auem M,
ou

JE— :O
aV|aM )

onde v é o normal unitdrio exterior a fronteira oM.

Uma estimativa similar a do Teorema de Reilly para o primeiro autovalor
nao nulo do problema de Neumann para variedades compactas com fronteira foi
obtida do J. F. Scobar [37] e C. Xia [74], de forma independente.

Nas condigoes do problema de Neumann, outros dois problemas importantes
e que nos servirao de base para os resultados do capitulo 2 sao o problema de campled

plate e o problema de buckling, que enunciaremos agora.
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e Problema de campled plate

A%u=Auem M,

Ju
Uulay = ng =0,

e Problema de buckling

A%u=—AAuem M,

Ju
ulay = EDM =0,

Recentemente, em um artigo de 2012, Chen, Cheng, Wang e Xia estimaram
o primeiro autovalor de quatro tipos de problemas para o operador biharmonico
em variedades compactas com fronteira e curvatura de Ricci positiva ([18]). Os dois
primeiros resultados sao na direcao dos problemas de clamped plate e buckling,
respectivamente. Enunciaremos esses resultados no capitulo de preliminares.

No capitulo 3 trataremos do estudo de teoremas de rigidez do tipo Bernstein
para imersoes minimas no espaco hiperbdlico e também obteremos algumas estima-
tivas para o primeiro autovalor do operador de super estabilidade. A importancia
e motivacao deste capitulo nos remete ao inicio do século 20, por volta de 1915,

quando o matematico soviético Sergei Bernstein provou o seguinte teorema

Teorema 0.2. (Bernstein) Se f:R> — R satisfaz

(U ) fo =2+ (14 ) fry =0,
entao f(x,y) =ax+by-+c, onde a, b e ¢ sio constantes.

O teorema de Bernstein nos diz que as tunicas superficies minimas tipo
grafico e completa em R3 sdo planos. Posteriormente, na década de 60, o teorema
de Bernstein foi generalizado para hipersuperficies tipo grafico minima e completa
em R™! para n <7, em trabalhos independentes e devidos a Fleming [40], De
Giorgi [27], Almgren [2] e Simons [69]. Essa restri¢ao na dimensao de fato mostrou-
se necessaria, o que veio a ser comprovada em 1969 por Bombieri, De Giorgi e Giusti,
com contra-exemplos conhecidos como cones minimos [27].

Uma hipersuperficie imersa em uma variedade Riemanniana ¢ dita estavel
se a sua segunda variagao de volume é nao negativa, para toda variagao normal com
suporte compacto. Dentro desse contexto, podemos verificar que hipersuperficies
minimas tipo grafico imersas em R” sao estaveis. Em termos praticos, a condig¢ao de

estabilidade nos indica a nao existéncia de autovalores negativos para o operador de
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estabilidade, definido como sendo
L:= A+Ric(v,v)+|A]%,

onde Ric(v,V) é o tensor de Ricci na diregdo do normal exterior v a hipersuperficie
e A é a segunda forma fundamental da imersao. O indice Index(D) de um dominio
relativamente compacto D C M, é definido como sendo o nimero de autovalores

negativos do operador —L, para o seguinte problema de Dirichlet

{ —Lf=\Af em D,
flap =0.

O indice de uma hipersuperficie M é definido como sendo
Index(M) := sup{Index(D); D C M rel.compacto},

e dizemos entdo que M é estével se Index(M) = 0.

De forma natural, podemos pensar se hipersuperficies minimas estaveis
e completas em R"T! também sdo hiperplanos. Essa resposta foi demonstrada
parcilmente como verdadeira e de forma independente por Carmo-Peng em 1979 [30]
e Fischer-Colbrie-Schoen em 1980 [39]. Eles provaram que esse resultado é verdadeiro
para superficies em R>. Para dimensdes maiores essa questio encontra-se em aberto.

Posteriormente, Do Carmo-Peng [31] adicionaram a seguinte hipétese

1 2
lim ——— AP=0 \ﬁ 1
R_lg_loo R24+2 /BP(R)| | y 4 < . (0.1)

e demostraram que uma hipersuperficie M minima estdvel e completa em R*t!
satisfazendo (0.1) é um hiperplano, onde B,(R) denota a bola geodésica de raio R
centrada em p € M. Nessa direcao e mais recentemente, véarias generalizagoes dos
resultados de rigidez mencionados tém sido obtidas. Como exemplo podemos citar
Cao-Shen-Zhu em 1997 [14] que mostraram que uma hipersuperficie minima estavel
e completa em R"T! tem apenas um fim. Por um fim com respeito a um compacto
D C M, podemos entender como sendo uma componente conexa e ilimitada de M\D.

Outro resultado importante é devido a Shen-Zhu de 1998 [66] que diz que se
M" (n>3) é uma hipersuperficie minima estével completa em R**! com curvatura

total finita, ou seja,

/ A]" < oo,
M
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entao M" é um hiperplano.

Por outro lado, Anderson [4] mostrou que uma hipersuperficie minima
completa em R"*! (1> 3) com curvatura total finita e contendo apenas um fim
¢ um hiperplano. Podemos observar que o teorema de Shen-Zhu segue do teorema
de Cao-Shen-Zhu juntamente com o teorema de Anderson. Esses resultados datam
das décadas de 80 e 90. J4 em um artigo de 2003, Wang [71] definiu o conceito de
super estabilidade e generalizou o teorema de Shen-Zhu para subvariedades minimas
do R™.

Teorema 0.3. (Wang) Seja M" (n > 3) uma subvariedade minima super estdvel

completa em R™. Se M tem curvatura total finita, isto é€,

/ A" < oo,
M

entao M é um hiperplano.

Podemos perceber que todos os resultados de rigidez menciondados sao
para imersoes no espaco Fuclidiano R". Porém, mais recentemente, outros resul-
tados nessa direcao também apareceram para imersoes em outros espacos, como as
variedades de curvatura negativa ou mesmo variedades pseudo-Riemannianas. Pode-
mos citar Neto-Wang em um trabalho de 2012 [61] para subvariedades minimas em
R™ e para uma imersao com curvatura média constante em uma variedade Rieman-
niana. Nesse mesmo trabalho, os autores obtiveram também resultados de rigidez
para subvariedades tipo espago no espago de Lorentz L™ com indice m . Posteri-
ormente, Neto-Wang-Xia [62] obtiveram um resultado similar para hipersuperficies
minimas completas no espacgo hiperbélico H”. Esse tltimo artigo, juntamente com
um artigo de Hai-Ping Fu de 2012 para subvariedades em espagos forma [41], nos
serviu de base para obtermos os resultados que serao tratados no capitulo 3.

No capitulo 4 continuaremos nosso estudo sobre teoremas de rigidez, porém
trabalharemos com uma imersao em uma variedade semi-Riemanniana. De fato,
obteremos um resultado de ridigez para uma superficie tipo espaco com curvatura
média constante imersa no espaco de Lorentz 3. Neste contexto, nossa motivacao
consiste no fato de que recentemente, varios matematicos téem demonstrado in-
teresse pelo estudo da geometria de imersoes em variedades semi-Riemannianas de
indice 1 e com curvatura seccional constante c. Dentre essas imersoes destacam-se as
hipersuperficies cuja métrica induzida é positiva definida, conhecidas como hipersu-
perficies tipo espaco. As variedades semi-Riemannianas aqui descritas sao chamadas
variedades de Lorentz e sao representadas por A_/Ier (¢). Dependendo do sinal de c,
podemos classificar as variedades de Lorentz em: espaco de Sitter, quando ¢ >0 e

representado por S’i‘“ (¢); espago de Lorentz-Minkowski (ou simplesmente espaco de
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Lorentz), quando ¢ = 0 e representado por L"*!; e espaco anti de Sitter, quando
¢ < 0 e representado por HI ().

A importancia no estudo de imersoes nessa classe de variedades semi-
Riemannianas se deve ao fato de estarem intimamente relacionadas ao estudo da
Relativade Geral, e também por possuirem propriedades tipo Bernstein. Faremos
um destaque aqui no caso das hipersuperficies tipo espaco com curvatura média
constante. Como sabemos, a curvatura média pode ser expressa pelas curvaturas
principais, que sao autovalores da aplicacao linear associada a segunda forma
fundamental, conhecida como Endomorfismo de Weingarten. Um caso particular
de curvatura média constante ocorre quando a hipersuperficie possui curvaturas
principais constantes. Nesse caso, a hipersuperficie é chamada isoparamétrica,
conceito devido por Nomizu [63], que provou que as hipersuperficies tipo espaco
em S’f“(c) e em L"! possuem no maximo duas curvaturas principais distintas.

J4 no caso do espaco anti de Sitter H’f“, T. Ishihara [50] obteve uma cota
superior para o quadrado da norma da segunda forma fundamental (o qual denotare-
mos por S) de uma imersao tipo espago completa (onde as geodésicas estao definidas
para todo valor do parametro) e com curvatura média nula, conhecidas na litera-
tura como hipersuperficies maximas. A cota obtida depende apenas da dimensao
da hipersuperficie e da curvatura do espaco ambiente. Além disso, ele mostrou que
as hipersuperficies que atingem essa cota sao cilindros hiperbdlicos. Ishihara obser-
vou na demonstragao que, para este caso, a hipersuperficie possui exatamente duas

curvaturas principais. Mais precisamente temos o seguinte resultado.

Teorema 0.4. (Ishihara). Seja M™ uma hipersuperficie (n > 2) tipo espago completa
e maxima em Hﬁ‘“(—l). Seja S o quadrado da norma da sequnda forma fundamental

de M". Temos que S <n. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,

m n—m

M":Hm(—ﬁ)xH"m(— " ), 1<m<n-—1.

Em H?J“l(—l) existem hipersuperficies tipo espaco completas com apenas
uma curvatura principal, denominadas hipersuperficies umbilicas. Na verdade, essas
hipersuperficies sao espagos hiperbdlicos H”(—rz) com curvatura —r?. Isso induz a
pensarmos que no espago anti de Sitter, as hipersuperficies isoparamétricas também
possuem no maximo duas curvaturas principais, o que foi provado por L. Zhen-qi e X.
Xian-Hua em [55], onde também fornecem uma caracterizagao das hipersuperficies
para os possiveis casos, umbilicas e com duas curvaturas principais. Podemos citar
também, nessa mesma dire¢ao, K. Abe, N Koike e S. Yamaguchi [1]. Se trocarmos a
hipétese de isoparamétrica pelo caso um pouco mais geral onde a curvatura média

é constante, com duas curvaturas principais, L. F. Cao e G. Wei [15] estudaram
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hipersuperficies tipo espago, completas e maximas. Nessa mesma linha, baseados no
trabalho de Ishihara, L. F. Cao e G. Wei caracterizaram essas hipersuperficies como
sendo cilindros hiperbdlicos, como no teorema de Ishihara, exigindo uma hipdtese
adicional, ou seja, que uma das curvaturas seja simples. Neste mesmo trabalho, foi
conjecturado que o resultado permaneceria valido para o caso de hipersuperficies tipo
espago em Z\_ITH(C), com ¢ <0, exigindo apenas que essas hipersuperficies fossem
completas com curvatura média constante, duas curvaturas principais e, sendo uma

das curvaturas simples, as mesmas condigoes do caso de maximas.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo faremos uma breve abordagem de alguns dos
principais fatos da teoria das imersoes isométricas. Nosso objetivo é estabelecer
as ferramentas necessdrias para o entendimento dos resultados tratados nos demais
capitulos. Todas as variedades aqui tratadas sao orientaveis e sempre que usarmos
a notagao M", estaremos nos referirmos a uma variedade de dimensao n (ou n-

dimensional).

1.1 Imersoes Isométricas

. ~ “5Mm+ . . .
Uma imerséo f:M" — M " de uma variedade Riemanniana (M",g) em

. . . —n+l _\ , ;. . ~ . S .
uma variedade Riemanniana (M~ ,g) ¢ dita uma imersao isométrica se

gx(u,v) =g (dfx(u),dfi(v)), Vx€EM, u,v€T,(M). (1.1)

Observamos, portanto, que f serd uma imersao isométrica se a métrica de M coincide
com a métrica induzida por f. Um outro fato bastante conhecido e que ocorre como
consequéncia do teorema da funcao inversa é o de que localmente, toda imersao é
um mergulho. Logo, V x € M podemos encontrar uma vizinhanca U de x de forma
que f(U) é uma subvariedade de M. E usual identificarmos f(U) ~ U, pois para
a geometria local de f(U), é como se tivéssemos de fato M C M com a métrica
induzida.

Podemos obter dessa forma o espaco tangente de M como sendo uma soma
direta TuM = T,M & N,M, onde usamos a identificacao dfy(TeM) = T,M e N;M como
sendo o complemento ortogonal de T.M em T.M segundo a métrica de M. N.M é
chamado o fibrado normal de M em x, e cada secao do fibrado normal NM ¢é dito
um campo normal a M.

Considere {ey,...,en,€n+1, ..., €ntm } um referencial ortonormal adaptado a M

em uma vizinhaca V C U. Estabeleceremos a seguinte convencao para o dominio de
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variagao dos indices:

1<i,j,k,... <nm;
n+1<o,B,y,... <n+m;
1<ABC,..<n+m.

Seja 0" o coreferencial associado. As equacdes de estrutura sio dadas por

{ do' = 08 Noj, 0f = —0f, (12)

=B
dof = of Ao — IR, cpo° AaP,

—B . .
onde Rycp e {0} sdo as componentes do tensor curvatura e as formas de conexio
de M. No que segue usaremos a convenc¢ao de Einstein para somas, ou seja, os indices
repetidos em cimas e em baixo significarao somas.

Podemos notar que ®*|M = 0. De fato,
(1 0%),(0) = (0%) s (dfi(0)) =0 ¥ x €M, Vv e TM, (13)

visto que dfy(v) é tangente a M e ©* € N*M.
Por (1.2) temos que

0=do® =o' Aof + o Aof = o' Aof. (1.4)
Pelo Lema de Cartan [29] segue que
of = he/, h=h%. (1.5)

Assim, podemos definir a segunda forma fundamental de M como sendo o tensor

misto
A =h}o' © o @ eq. (1.6)

Como temos o isomorfismo de fibrados Hom(N*M, T*"M QT*M) =~ T*M T*"M Q NM,
podemos pensar na segunda forma fundamental de M em termos de uma aplicacao
linear B: N*M — T*M ® T*M dada por

B(oP) := AP = h o' @ o/ (0P eq) = h?jmi Q0.

Observe que (,) representa o pareamento entre TM e T*M. A aplicagdo B é

comumente conhecida como aplicagao de Weingarten.
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Definimos a curvatura média de M como sendo a média do operador traco

da segunda forma A. Assim, temos

1
- (Zhg> eq, = H%q,. (1‘7)
AT

De posse dessa expressao, é conveniente definirmos uma variedade de curvatura

média constante.

Definicao 1.1. Dizemos que uma variedade Riemanniana M tem curvatura média
constante se H := \/Y o(H*)? = cte. Nesse caso, se H=0, isto é, se o vetor curvatura

média de M ¢ identicamente nulo, entao dizemos que a imersao € minima.

Podemos obter, de (1.2), as equagoes de estrutura de M,

do' = o /\ooi.,
1 1.8
~RJ N, (1.8)

do! = of Aw)— 5

onde lekl sao as componentes do tensor curvatura de M. De (1.2), (1.5) e (1.8) temos

1 k A ol VRPN '
_ER”‘I(D AN = doj—o; N,

= 0LA0T— 1R o A o
- o 2 ikl

de onde obtemos a equacao de Gauss

j
Rjy —Riy = Y (highf — hijh,). (1.9)
o
Podemos notar que
Za,’jﬂ)i/\(ﬂj = Zaijwi /\(Dj -+ Za,’j(x)i/\(,l)j
i,j i<j j<i
= Zaijwi/\(oj+2aj,-(x)j/\0)"
i<j i<j
= Z(a,'j — aji)(J)i A OJj.
i<j
Como a;jj = —aj;, temos entao que

Za,]co,/\(o =) ajo ‘Ao
l] i<j
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Podemos destacar também as equacoes de estrutura do fibrado normal de M, ou

seja,
do®* = oP A 02,
5 5 1 ip . (1.10)
dwy = Of N @y — Ra0 A
1P

As componentes do tensor curvatura normal R_ ;. mantém um relacao analoga a

oij
(1.9) com a curvatura do espa¢o ambiente M, a qual é conhecida na literatura como

equagao de Ricci, e cuja expressao segue de (1.2), (1.5) e (1.10):

—% éi[j.coi/\mf — dob— ol Aob
= ofrob- %ngja)i A/
= — (;hgh,ﬁj+%ﬁﬁij> o' A
Portanto
ReE R, = ; (nnf; —nify) (1.11)

Introduziremos agora o conceito de conexao afim de uma variedade diferenciavel, e
entenderemos sua relagio com as formas de conexio . Denotaremos por I'(+) como

sendo o conjunto das secc¢oes dos respectivos fibrados.

Definigao 1.2. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma conexao afim em M €
uma plicagao V:T(TM) — T(T*M @ TM) satisfazendo as sequintes propriedades:
1—V(Xi +X2) = VX, +VXo, ¥ X1, Xo € [(TM);
2-V(fX)=dfX+fVX, VXe I(TM),f € C°(M).

Com essa definicao, podemos provar que a equagao
Ves = 08 @ep (1.12)

define uma conexao V em M.

Dentre as infinitas conexdes que uma variedade Riemanniana (M,g) possui,
existe uma tinica conexao simétrica e que preserva a métrica de M (num sentido que
ficard mais preciso posteriormente). Essa conexao é chamada de conexao de Levi-
Civita, ou conexio Riemanniana de M. Um fato é que as formas {®§} determinam
a conexao Riemanniana de M pela expressao (1.12), motivo pela qual sio chamadas

formas de conexao.
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Considere V a conexao Riemanniana de TM. A conexao Riemanniana V

induzida em T*M é definida pela expressao
(Vo,X) = d{X,0) — (VX,0). (1.13)

Logo, se {63§} sao as formas de conexao de T*M, isto é, Vwy = 63%@0)3, temos entao

que

o = (%G)A,elﬁ
= d&} — (Vep, o)
= —(0§®ec,n?)
= —050” (ec) = 0§82 = —wi.

Podemos entao induzir uma conexao em T*M ® TM utilizando a equacao
VooX)=VoeX+ 0o VX. (1.14)

De agora em diante, sempre que nao houver confusao utilizaremos apenas V para
denotar todas as conexoes consideradas neste capitulo.

Agora mostraremos em que sentido a conexio {®§} preserva a métrica.
Considerando que o tensor métrico de M seja dado por g = g,50" @ ©F, de (1.14)

temos que

Vg = dgAB®(DA®wB+gABV0)A®(DB+§ABO)A®V(DB
= dgupoe’ 00 -0t 0o @0 -0l @0t @

— = C = C A B
= (d8ap —8c®a — 8acWp) RO Q.
Desde que o referencial é ortonormal, temos que gagp = d4p, € portanto temos

Vg = (d8p—38cp0f —8acof) @ o' ® 0
= (—of-op) e’ 0o’

= 0.

Pelo fato de M ter a métrica induzida de M, pode-se verificar que as formas {(’31] }e
{wﬁ} definem as conexoes Riemannianas de TM e NM, respectivamente.

Observagao: Em geral, as métricas g;; e g = gi—j1 de TM e T*M, respecti-
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vamente, induzem uma métrica Riemanniana no fibrado

s vezes

T"M)=T'M® .. T"MRTM®...Q TM.
—_—

r vezes

Tal métrica, ainda denotada por g, é definida pela férmula

itky isks Jieejr Q1 r

glt,s) =g""..g il -8l iy iy Sky. kg

1] l...1 ~ ~ .
onde ti]1 ! l{’ e skl1 +. sdo as compontentes dos tensores ¢ e s. A conexao definida por

(1.14) preserva essa métrica.

Por outro lado, derivando a segunda forma fundamental, obtemos

VA = (dh%—hie| - hiol+ et 0o’ © o e

o
on: — %0l (ex) — h%a (ex) + P02 (er) | of @ 0’ @ 0/ @ e
ok 1y PiNek) T i @\ Ck) T g Lk *
— h?}kmk®(oi®coj®eu.
Diferenciando exteriormente (1.5) e usando (1.8) temos

dof = dh A&/ +hlde

M il
= W(D A @ +hl]CO /\(Dl

ah?j’ k j / J 3
= 34 © A + hi; 0" Aoy (e)o

oh* .
(ﬁ — h?,‘colj(ek)> of Ao

Por outro lado, da equacao (1.2) temos que o lado esquerdo da expressao acima é
dado por

1 .
dot = ol Ao+l A o — in,ij(ok Ao/

. . 1_ )
= ol(e)o A( ,O;.cof)+h£5jmm(mg(ek)mk)—ER,‘.;].cokAmf

1— .
(1olter ~ (e~ 3R, ) o no

Juntando essas duas ultimas expressoes obtemos

oh* 1 ’
( axlkj - h?z‘wﬂ-(ek) - h?}cof(ek) + h?jmg(ek) + ER?;V> o Ao =0,
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de onde podemos obter a equacao de Codazzi

h — = Rijy. (1.15)
As formulas de Gauss e Ricci juntamente com a equacao de Codazzi formam as
equacoes fudamentais de uma imersao isométrica, motivo pelo qual serao bastante
utilizadas no decorrer do texto.

Considere uma familia {i;}, t € (—¢,€), a 1 parametro de imersoes M — M
de forma que ig =i e que I : (—¢,€) x M — M seja uma aplicacao diferencidvel definida
por I(t,x) = i;(x). Dizemos entao que {i;} é uma variacao de i: M — M.

A variagao {i;} induz um campo V de vetores em M definido ao longo da
imagem de M. Este campo pode ser construido da seguinte forma. Seja 3 ° vetor

tangente canoénico a (—¢,€) em (—€,€) X M com a estrutura produto. Definimos
d
V(x)=dI g(O,x) : (1.16)
O campo V divide-se nas componentes tangente V! e normal V. Se M tem a forma

de volume induzida 0, como VT é tangente sobre M, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.3. Seja M uma variedade compacta. Se A(t) € a drea induzida de i;(M),

entao

A'(0) :—/lwg(vi,ﬁ)+/aMevT, (1.17)

onde Oyt representa a (n—1)-forma em oM obtida pela contragao da forma de volume

0 pelo vetor tangente VT,

Demonstracao. Para uma demonstracao em coordenadas locais o leitor pode con-

sultar [35]. Uma prova global do resultado pode ser obtida em [3]. O

A abordagem global no resultado acima serd util no cédlculo da segunda
variacao de volume, que trataremos agora.
A principio podemos perceber que se considerarmos as variacoes que fixam

o bordo de M, ou seja, i;(x) = i(x) para todo x € dM, entao (1.17) se torna
A ) =~ [ gt H),
M

o que nos mostra que as subvariedades minimas sdo pontos criticos de A(r).
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Sejam v € NM e {e;} uma base ortonormal de TM. Definimos a aplicagao
Rc: NM — NM dada por

Re(v) =Y (R vei) ",

i
onde R é o tensor curvatura de M. Temos entao o seguinte resultado.

Teorema 1.4. Seja M" < N"™ uma subvariedade compacta minimamente imersa
e {i;} uma variagaio de M tal que i;(dM) = i(dM). Entao

A"(0) = /M{|VVL!2 —g(Re(V),v) = B(VS)PP}. (1.18)

Demonstragao. Ver [44]. O

Sem perda de generalidades, podemos considerar um referencial ortonormal

adaptado {es} em uma vizinhanga de x € M de forma que
o3 (x) = 0.
Logo, escolhendo uma variacao normal V = feq com f € C5 (M), temos que

of af \°
N A N - IS

g(]e_C(VJ_%VJ—) = Zg(Rei,fe(xehfeOt) - fZRiCN(eOC?eOC)a

i

BV = £21A%P.
Substituindo as expressoes acima em (1.18), obtemos a seguinte expressao

A'(0) = [ (VI = S Ricn(eaea) = 1A%,

Podemos ver portanto que se M satisfaz o minimo do funcional volume, entao

VIR [ 7 Rien(enea) +14°1).
M M

Com essa ultima expressao, introduziremos o conceito super estabilidade.
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Definicao 1.5. Uma subvariedade imersa i: M" < N ¢ dita super estdvel se
/M|Vf|2 > /Mfz(ZRicN(ea,ea)—i— A[R), ¥ fe Co(M), (1.19)
o

onde |A]> = Yo |A%? denota o comprimento da sequnda forma fundamental de M e

{ea} sdo diregoes normais unitdrias tais que Ger{eq} = NM.

No caso em que N = R"™™ reobtemos a definicio de Wang em [71], e
quando m = 1, a definicao coincide com a definicao classica de estabilidade de
hipersuperficies.

Acrescentando mais uma condi¢ao em f, temos também o conceito de super

estabilidade fraca.

Definicao 1.6. Uma subvariedade imersa i: M™ — N ¢ fracamente super-estdvel
se a desigualdade em (1.19) for satisfeito para toda f € C7(M) com

/Mf:o. (1.20)

E claro que toda subvariedade super-estavel é também uma subvariedade
fracamente super-estavel. A reciproca é falsa. De fato, considerando a imersao
totalmente geodésica S* C §3 (podemos pensar em $% como o “equador” de S3),

a inequacao de super-estabilidade se torna

Lz ]

Pelo fato de S? ser compacto, tomando f = 1 obtemos uma contradicdo. Logo a
imersao nao é super-estavel. Porém é fracamente super estavel, ja que se f tem

média 0, ou seja,
=0,
S2

desde que A; (Sz) =2, pela desigualdade de Poincaré temos que

[wrz2 ]

Um outro conceito bastante importante e que serda muito utilizado no
capitulo 4 é o conceito de trago livre da segunda forma fundamental, e que
passaremos a descrever. Considere uma imersao n-dimensional M" com curvatura
média H constante. Sejam A e B o operador shape e a segunda forma fundamental

de M, respectivamente, isto é, (A(x),y) = (v,B(x,y)) para todo x,y € TM. Denote por
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@ o trago livre da segunda forma fundamental, definido por ® = B— Hvg e por ¢ o
endomorfismo de TM associado a @, ou seja, (0(x),y) = (v,P(x,y)), para todo x, y
em TM. Para nosso propésito, consideraremos ¢ = A — HI, onde I denota a matriz

identidade n x n. Podemos observar que essa aplicagao ¢ tem trago zero. De fato,
tro =tr(A—HI)=trA — Htrl = nH —nH = 0.
Temos ainda que
S:=|A] = |¢|* +nH>.

Sendo H constante, o fato do traco ser zero nos mostra que essa aplicacao é uma
ferramenta 1til para obtermos propriedades similares ao caso de H = 0. Pelo fato de
A ser diagonalizavel, temos que ¢ também goza dessa propriedade. Logo, tomando

um referencial {e;} que diagonaliza A, temos que

oei = Mei,  hi=hi—H, (1.21)
onde A; é um autovalor de A. Desde que H é constante, temos ainda que
VA=Vo, VIAP=V([o]*+2H?) = V|o|*.

Abaixo apresentaremos uma estimativa para o termo |V¢|?, conhecida
como desigualdade tipo Kato. Essa desigualdade foi inicialmente estabelecida para
hipersuperficies minimas, sendo obtida por R. Schoen, L. Simon e S. T. Yau em
[68]. Porém, os cdlculos podem ser adaptados para o caso H # 0. Utilizaremos essa

desigualdade no capitulo 4.

Lema 1.7. (Desigualdade tipo Kato) Seja M uma hipersuperficie com curvatura
média H constante imersa em uma variedade Riemanniana M. Para todo € > 0

temos

2

2 2
VOP— VIOl > s

2 —
V]9]* — EZR(Vaeiaeiaej>2-
ij
Além disso, se M tem curvatura constante temos
2 2. 2 2
VOI™ = [V]o[|" = —|VIo]"

O lema acima pode ser consultado com mais detalhes em [48]. Na préxima

secao, introduziremos mais algumas desigualdades e resultados que serao necesséarios
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nos demais capitulos.

1.2 Resultados Auxiliares

Definicao 1.8. Seja Q@ C M" um aberto. Denotamos o espaco das funcoes p-

integrdveis em € por

LP(Q):{f:.Q—)R; /ny(x)|”<+°°},

com f € mensurdvel.

Com o conceito dos espagos LP em maos, podemos enunciar algumas

desigualdades importantes.

1 1
Proposicao 1.9. (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP e g € LY com —+ — =1,
P 4
1 <p,g<4oo. Entio f-geL! e

[re| < f1r-a <115l

<=

onde || fllp = ([f(x)]7)r.

Quando p =g =2, a desigualdade de Holder se reduz a famosa desigualdade
de Schwarz, j4 que em L? temos o produto interno usual e a norma induzida, dada

por

(f.g) = /M feav, |fIF={f.1),

para f,g € L?. Com o produto interno acima, L? é um espaco de Hilbert.

Proposicao 1.10. (Desigualdade de Young) Sejam p e g nimeros reais positivos
tais que —+ — =1, entao, para todo par de numeros reais a e b nao negativos vale

p
a desigualdade

a? b
ab < — 4+ —.
V4 q

A desigualdade de Young também pode tomar a forma conhecida como

desigualdade de Young com épsilon.

Proposicao 1.11. Nas condicoes da Proposi¢ao 1.10, dado € > 0 temos que

ab < ea? +C(g)b,
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onde C(g) é uma constante positiva que depende de €.

Demonstracao. De fato, pela proposicao anterior temos que

ab = (Ga) (é) < %@61)17'1'1 (lf)q L L

g g \& p q&1
P

Tomando € = = temos que

1
—pbq =ea? +C(g)b1.

ab =< geaf +
q(ep)d/

]

Seja M" uma variedade Riemanniana n-dimensional, n > 1, conexa e com

métrica g. Assumiremos que M" tenha fronteira M. Lembramos que oM pode ser

visto como uma subvariedade (n— 1)-dimensional de M, com métrica Riemanniana

induzida e mensurada, e com densidade de medida denotada por dA. Seja v o

campo vetorial unitdrio normal e exterior a dM. Consideraremos que divX denota

o divergente de um campo X atuante sobre o conjunto de funcoes definidas em M.

Seja x(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M. Nesse caso, temos

as seguintes definicoes.

Definigao 1.12. O divergente de um campo de vetores X € y(M) ¢é dado por

divX: M — R
p = tr(Y(p)l—>Vy(p)X).

Definicao 1.13. Seja f: M — R diferencidvel. O gradiente de f € definido como o

unico campo de vetores Vf em M tal que
8(Vf(p),v) =dfp(v), peM, veT,M.
Definicao 1.14. A Hessiana de f: M — R € dada por

Vi (M) xx(M)— C™(M)
(X,Y) —g(VxV[,Y).

Outro conceito bastante utilizado e que foi mencionado na introdugao pelo

fato de motivar os problemas de autovalores que serao estudados nos capitulos 2 e

3 é o conceito do Laplaciano, definido sobre o conjunto de fungoes suaves sobre M.
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Definicao 1.15. O Laplaciano de M ¢ dado por

A:C*(M) = C=(M)
f — divVf.

Seja {Y1,...,Y,} uma base ortonormal do espaco tangente de M. Temos que

Af =divVf =tr(VyVf) Zg Vy.V£.Y) =tr(V2f). (1.22)

Definicao 1.16. Um referencial {E;(p)}}_, € dito ortonormal se é wma base

ortonormal de T,M para cada M.

Um fato bastante conhecido é que dado p € M", existe uma vizinhanca
UCM de p e n campos de vetores Ei,E;,....E, € x(U), ortonormais em cada
ponto de U, tais que, VgE;(p) =0. Uma tal familia E;, i =1,2,...,n de campos de
vetores é chamada um referencial geodésico local em p. A seguir, consideraremos uma
referencial geodésico {E;(p)}?_; em uma vizinhanca U C M e uma funcao f € C*(M)
para obtermos expressoes para o gradiente, Laplaciano e a Hessiana em termos dos
elementos da base, e que serao de maior praticidade. Como de costume, denotaremos

a métrica g por (,). Temos entao que

(Vf,Ei) =df(Ei) = E(f) = fi. (1.23)
Logo
f= zn:fiEi- (1.24)
i=1

Assim, podemos obter uma expressao para o Laplaciano e para a Hessiana de f

Af = divVf=tr(VEVf) = iVEin,Ei>:i<VEi<Zn:ijj)aE1>
=1 i=1 j

n n
= Y (VEE+E(f)ELE) =Y (fi.E}E),

ou seja,

Af=Y fi (1.25)
i=1
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Para a Hessiana, temos que

V?f(E,Ej) = (Vg Vf,E)= (me )

I
D=

<meE_,~Em + Ej(fm>Ema Ei>

3
L

I
D=

(Ej(fm)Em Ei) = Ej(fi) = fijs

3
L

0 que nos fornece

V2 f? = Z 1o (1.26)

i,j=1

Os préximos teoremas sao de extrema importancia por relacionar a integral
de certo tipo de fungoes definidas em uma variedade com a integral de um termo

definido na fronteira da variedade.

Teorema 1.17. (Teorema da Divergéncia) Sejam X wm campo vetorial C' em M e

com suporte compacto em M. Entdo temos

/ divX av = | Xv dA.
M oM

Os detalhes sobre o Teorema da Divergéncia podem ser consultados em [16].

Teorema 1.18. (Identidade de Green) Sejam h € C'(M), f € C3(M) de forma que
hV f tenha suporte compacto em M. Entao
of

/M(hAf+<Vh,Vf>)dV: [ n5-aa,

onde (-,-) representa o produto interno em T,M.

A identidade de Green pode ser obtida diretamente do Teorema da Diver-
géncia. Quando a fronteira dM da variedade for vazia, podemos considerar a integral
do termo de fronteira como sendo identicamente nula.

O préximo teorema nos fornece uma importante ferramenta para nosso
estudo, pois relaciona a curvatura de Ricci de uma variedade com propriedades

de uma funcao suave definida sobre essa mesma variedade.

Teorema 1.19. (Férmula de Bdchner) Se M é uma variedade Riemanniana e
feC(M), entao

AV = V22 + (Y, VASL) +Ric(VF, V). (1.27)
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Demonstragdo. Seja {E;}}_, um referencial ortonormal em uma vizinhanca V C M.

Como
n
- Z fiEi?
i=1

temos

Por outro lado,

L (9P

NI*—‘

SA(VIP) =

NI*—‘
HM:
YR

M=
v
bl

l\)l'—‘

I
—_

“3E(Saen)

| =

Z] <2Zf,%-+2zﬁﬁj> =)
J= i,j=

J

n
5+ Y fifiiy
=1

1

Desde que f;j = fji, entao

|Vf| Zflj"’ Zflf]zj

i,j=1 i,j=1

Da férmula de Ricci (1.11) temos fji; = fjji + L fiRujij, € portanto

AVER) = Y 12+ Y fifii

ij=1 ij=1
= Zlflj+ Zlfl (f]]z+Zﬁlez/>
] L,J
= Z fz;"’ Z flf]]z+ Z fifi (2R1]1]>
i,j=1 i,j=1 ijl=1 J
= Z fi+ Z fifjji+ Z JifiRii
ij=1 ij=1 ii=1
= Z fz%+<ZflEHZZ f]] >+RlC (ZflEl?ZflEl>7
i=1 i=1 i=1j=1 i=1 I=1

de onde conlcuimos que

SA(VFP) = V2P + (VE,VAS) +Ric(V, V).
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Ja no caso de variedades compactas com fronteira suave, uma ferramenta

essencial ¢ a férmula de Reilly, que apresentaremos agora.

Teorema 1.20. Seja (M"*!, g) uma variedade Riemanniana compacta com fronteira

suave oM. Dada uma fungao f € C*(M), temos que

[ (B2 =V~ Ric(91.9 )V = /BM(2(Af)fv+nH(fv)2+H(Vf,Vf))dA,
(1.28)

onde Vf, ANf e ?2]‘ representam o gradiente, Laplaciano e a Hessiana de f em
M, e Ric a curvatura de Ricci de M. Ainda, Vf, Af representam o gradiente e o
Laplaciano de f em M, II(Vf,Vf) = g(Vxv,Y) para todo X,Y € TOM ¢ H = %trH
a sequnda forma fundamental e a curvatura média de OM com respeito ao normal

unitdrio v.em oM.

Demonstragao. Ver [64]. O

Relacionando propriedades de fungoes definidas sobre a variedade com
propriedades dessas mesmas fungoes, quando as restringimos sobre a fronteira, temos

uma relacao bastante interessante para o Laplaciano, de acordo com o lema a seguir.

Lema 1.21. Seja ¢ : M" M wma imersdo isométrica. Se f EC™(M), entio em

cada p € M temos

— =2

Af=Af+nHf+V f(V,V), (1.29)
onde ﬁ = Hv € o vetor curvatura média da imersao e Vv € o normal unitdario exterior

aM.

Uma observacao importante e que as vezes percebemos na literatura é que
o sinal do termo nH fy em (1.29) pode mudar, dependendo da orientacao escolhida

para V.

Demonstracao. Seja {ey,...,e, = v} um referencial adaptado em uma vizinhanga de

pEMem M. Em p temos que

n+1

(ei(ei(f)) = (Veei) (/)

Af =

lyg
|

N
I
_

(ei(ei(f)) = (Veer) (f)) + Ble,er) (f) +V(V(f)) = (Vwv)(f)

I

1
= Af+nHfy+V f(V,v),

~

onde usamos que vzf(X,Y) =X(Vf,Y)— (V£ VxY)=X(Y(f)) — (VxY)(f). O
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1.3 O Operador Drifting

Esta secao sera dedicada as variedades com peso. Trataremos de um
operador diferencial denominado drifting Laplaciano, o qual descreveremos abaixo.
Nosso objetivo é estabelecer as ferramentas necessarias para obtermos estimativas
para esse operador, adaptando a alguns problemas classicos que serao tratados no
capitulo 2.

No que segue, (M,(,)) é uma variedade Riemanniana n-dimensional, com-
pacta com fronteira dM (possivelmente vazia). Seja ¢ € C>(M) e considere a medida
com peso du = e %dv, onde dv é a medida de volume Riemanniana em (M, (,)). O
drifting Laplaciano com respeito a medida de volume com peso du ¢é definido como

sendo
Ly=A—(V,V(.)).

Podemos notar que o drifting Laplaciano é uma generalizacao do Laplaciano. De
fato, quando ¢ = cte temos Ly f = Af.

Para funcoes suaves f e g tais que
of dg
OM=g|dOM=0 e —|dM===|dM=0,
fl g | 3 | 3y |
por integracao por partes pode-se mostrar que

/M (Vf,Vg)du=— /M gLy fdu= — /M fLogdu,

| stafdu= | Loftogdu= | figdu
M M M

Consequentemente, no espaco de funcoes suaves definidas em M que se anulam na

froteira, Ly e qu) sao auto-adjuntos com respeito ao produto interno

(f.g) = /M Fedu

Além disso, o problema de Dirichlet para o Drifting Laplaciano

Fou=—A M
{ oU uemM, (1.30)

ulagyy =0

tem espectro real e discreto:

0<7\,1§7\,2§...§7\,k§...—>—|—00.
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Convencionaremos Ag(Ly) = 0 se 0M = @. Cada autovalor é repetido de acordo
com sua multiplicidade. Aqui ressaltamos que, sempre que nao houver confusao,
omitiremos o operador ao tratar de seus autovalores. Dito isto, podemos escrever
M (Ly) = Ag.

Recentemente, muitos resultados interessantes envolvendo estimativas de
autovalores do drifting Laplaciano tem sido obtidos por Liu, Ma, Du, Xia, dentre
outros ( [21-23], [33] etc.).

Como de costume, consideraremos vV o normal unitdrio exterior a oM. O
operador shape de dM é dado por S(X) = VxVv e a segunda forma fundamental
de OM é definida como II(X,Y) = (A(X),Y), onde X, Y € dM. Os autovalores de
S sdo chamados de curvaturas principais de oM. A curvatura média com peso é
uma generalizagao natural da curvatura média para variedades Riemannianas com

densidade (ou peso), e é definida como

1

Hy = H—
¢ n—1

v,

onde H denota a curvatura média usual de dM, dada por H =

— 1trB, com trB
sendo o trago da aplicacao B.

Em espagos métricos com medida suave, podemos definir o tensor Ricci
Bakry—Emery Ricy, dado por Ricy = Ric+ V20, que é também chamado de curvatura
de Ricci com peso.

Considerando uma fungao suave ¢ definida em uma variedade compacta n-
dimensional M com fronteira, Ma e Du [56] estenderam a férmula de Reilly em (1.28)
para uma variedade Riemanniana com densidade. De fato, eles obtiveram a seguinte

identidade

|| Tof =912 = Rico(V1.V)du= [ 2Lof)fu-+ nHol(f)? +TI(V L.V S)dAy
(1.31)

onde dAy = e 0dA. Aqui, Ly=/A—(V,V(.)) e V representam respectivamente o

drifting Laplaciano e o gradiente em dM, com respeito a métrica induzida.

1.4 Estimativas para o Operador Bi-harmoénico

A seguir, apresentaremos alguns resultados obtidos por Chen-Cheng-Wang-
Xia (ver [18]) sobre estimativas de autovalores para o operador bi-harmonico. Os dois
primeiros resultados sao na direcao do problema de campled plate e do problema de

buckling. Esses resultados nos dao uma estimativa para o primeiro autovalor desse
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operador em uma variedade Riemanniana compacta com fronteira e curvatura de

Ricci positiva.

Teorema 1.22. Seja (M,(,)) wma variedade Riemanniana com dimensio n > 2
compacta conexa com fronteira OM e denote por V o normal unitdrio exterior de
oM. Assuma que a curvatura de Ricci de M seja limitada inferiormente por (n—1).
Seja Ay o primeiro autovalor do problema de Dirichlet (para o Laplaciano) e seja T'y

o primeiro autovalor do problema de campled plate:

Ju

N*u=Tu em M,
ulayr = Gy lom = 0.

Entao temos I'y > nhy.

Teorema 1.23. Assuma que M satisfaz as mesmas condigcoes do teorema 1.22 e

seja A1 o primeiro autovalor do problema do buckling:

{ AN?u=—AAuem M,

d
ulay = 5y lom = 0.
Entao temos Ay > n.

Os dois teoremas acima sao andlogos o teorema de Lichnerowicz-Obata,
enquanto que os dois proximos resultados vao de encontro ao teorema de Reilly,

enunciados na introducao do texto.

Teorema 1.24. Seja (M,(,)) uma variedade Riemanniana com dimensao n(>2),
compacta conexa com fronteira OM. Assuma que a curvatura de Ricci de M seja
limitada inferiormente por (n—1) e a curvatura média de OM seja ndo negativa.

Seja p1 o primeiro autovalor do sequinte problema:
A’u=puem M,
2
ulay = ?ﬁﬂaM =0.

Entao p1 > n\y, com a igualdade sendo satisfeita se, e somente se, M € isométrica a
uma semi-esfera Euclidiana unitaria n-dimensional, onde Ay € o primeiro autovalor

do problema de Dirichlet.

Teorema 1.25. Assuma que M satisfaz as condi¢oes do teorema 1.24 e seja g1 o

primeiro autovalor do sequinte problema

{ AN’u=—qglAuem M,

2
ulaps = %IaM =0.
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Entao q1 > n, com a igualdade sendo satisfeita se, e somente se, M ¢é isométrica a

uma semi-esfera Euclidiana unitdria n-dimensional.

No capitulo 2 iremos generalizar esses resultados acima para o operador
drifting Laplaciano. Para dar suporte aos resultados do capitulo 2, necessitaremos
enunciar mais dois resultados importantes. O primeiro é uma desigualdade conhecida

como desigualdade de Rayleigh-Ritz.

Teorema 1.26. (Desigualdade de Rayleigh-Ritz) Considere o problema (1.30) e uma
funcdo f nao nula em L*(M). Se {u}2, é uma base ortonormal correspondente a
cada autovalor A;, e além disso, (uj,f) =0, para todo j=1,....k, entdo temos a

sequinte desigualdade

_JuSLof du

M1 <
T P

(1.32)

onde

1£1P= (5.0 = [ £

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, f € autofuncao de A.

O préximo resultado é uma versao do principio do méximo para o operador

Ly, e pode ser encontrada em [38].

Teorema 1.27. Seja M uma variedade Riemanniana compacta com fronteira oM e
seja vV o normal unitdrio exterior a fronteira. Seja u € CZ(M) tal que Lou > 0.

i) (Principio do Mdzimo Fraco) Se u € C(M), u|ay <0, entdo u <0 em toda M.

ii) (Principio do Mdzimo de Hopf) Se o mdzimo de u é atingido em p € M, entio u
é constante.

iit) (Condigao de Fronteira) Se u é nao constante e o mdximo é atingido em py € oM,

. ogu . ..
entdo —v(pl) >0, se a derivada existir.

d

Na préxima secao, trataremos de obter uma desigualdade do tipo Simons
para uma hipersuperficie M" tipo espaco com curvatura média constante, imersa no

espaco de Lorentz L', Essa desigualdade serd utilizada no capitulo 4.

1.5 Desigualdade tipo Simons

O objetivo desta secao é estabelecer uma expressao para o Laplaciano da

segunda forma fundamental de uma hipersuperficie M" tipo espaco com curvatura
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média constante imersa em uma variedade semi-Riemanniana A_/Ier(c). Uma ex-
pressao desse tipo é chamada férmula tipo Simons. Estabeleceremos antes, porém,
algumas informagoes necessarias.

Sendo x: M" — MTH a imersao mencionada, sua segunda forma fundamental

¢é dada por

h:Zhij(Di@wjen—l—l- (133)
k

Por outro lado, separando nas equagcoes de estrutura de 1\_/I7Jrl (c) as partes tangente

e normal a M", obtemos de ®,+; =0 que

dw; = Z(x)ij/\(l)j, (1.34)
J

dwjj = Zmik/\wkj_win+l/\(Dn+1j+§ij, (1.35)
k

d®pnr1 = ) O A Oyt +Qin1- (1.36)
k

Temos portanto que as derivadas covariantes de h;; satisfazem

Y hijkoy = d(hij) + Y o+ Y higoy, (1.37)
k 3 k

zl:hijkzwz =d(hijk) + zl:hljkﬂ)li + Zl:hilkﬂ)lj + zl:hijzﬁ)lk- (1.38)
Como consequéncia dessas duas expressoes temos as chamadas equagoes de Codazzi
hijk =hixj; Vi, j,k=1,..,n. (1.39)

De fato, substituindo dh;; na derivada exterior da equacao (1.37) temos

doom+1:d(—2h,-jcoj) = —Z(dhij/\ﬂ)j-i-hijd())j)
J J

= _Zhijkwk/\wj+zhkjwkiij
ik Jjik
—_—

a

—|—Zhik0)kj/\(x)j—2hij0)jk/\0)k.
Jjk J:k

J/ J/
-~

b b

——n+1 .
Por outro lado, como M,  (c¢) tem curvatura seccional constante ¢, temos que
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Qini1=0. Logo, de (1.36) temos

AWy = Y O A Oppy1-
k

Portanto,

d®jpr1 = ZwikA<—thj(Dj>
k J

= —thj(!)ik/\(!)j.
k.j

Das duas ultimas sentencas, e pelo fato de que os somatorios indicados pelas mesmas

letras se cancelam, obtemos

0= hijxex A=Y (hiji — hij) O A, (1.40)
k.j J<k

o que nos fornece h;jx = h;.
Uma outra relagao importante e bastante ttil é a identidade de Ricci, que

envolve as segunda derivadas covariantes de A;;,
hijki — hijik = Y hmjRmict + Y RimRonjii - (1.41)
m m

Para deduzirmos essa expressao, diferenciamos exteriormente o lado esquerdo de
(1.37) e utilizamos (1.38). Logo temos

d (Zhijkcok> = Y (d(hiji) Aoy + hyjrday,)
P

X
= Y (Riji o — hyjeey; — higgeyj — hijioog) A o

il

+ Z hiji O A @)

ol

= Y hijuoy Aog— Y hyjre Ag) — Y iy A o

kol kol ]

M b

— Zhijlwlk N O +Zhijk(’)kl Ny .
k,l k,l
“ e
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Diferenciando agora o lado direito de (1.37) temos

d (; h; jkcok> = d(dh;)+ ;;mk A+ ; hy ;A0
+ ;dhik Ao+ ;hikdmk i
= kz;,(hkawz — hy O — hig @) A\ @ + %, Py jO1 N\ i
+ Z hy j Qi + Z(hikzﬂ)z — hy@y; — hij@y) A 0

+thkmkl NQyj+ thka]
Kl
=) hyjioy A oo — Zhl](’)lk N @ — thz(’% N
Kl Kl
w d M
+ Y hijoons A oo +th]ka +thk1(ﬂl N O
[
—_—— \ﬁ,_/
d b
- Zhlkmll A @ j— thzwlk INOTY +thkwkl INOF +thk9k1
Kl K Kl
e f F

Como podemos perceber, apés uma mudanca de indices, os somatorios com as

mesmas letras se cancelam, de onde obtemos entao

Y hijaoy A ey = thJka + thkaJ
Kl

Temos portanto que
hijii — hijik = Y b jQumi(er, ex) + Y himQmj(er, ex).
m m
Observando que

Qmi(elaek) __ZlerY(Dr /\0) (€l,€k) Rmikl;

r,s

Q'mj(elaek) __ZRersmr/\ms(elyek) ijk17

s

Segue entao que

hijki — hijik = th Rumikt + ZhimRm kI -
m m
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Usando a simetria das funcoes h;; em relacao aos indices e a relacao acima, temos

que o Laplaciano de h;; pode ser escrito da seguinte forma
Ahjj = Zhijkk = Zhikjk
k k

= Z (hikkj + thkle‘jk + ZhimRmkjk)
m m

k
= Y Pugij+ Y PuiRmijk + Y BimRonijic- (1.42)
%

k,m k,m

Por outro lado, da segunda forma fundamental podemos definir o (0,2)-tensor

h(X,Y) = (W(X,Y),ent1). Para cada p € M", existe uma transformacao linear
Ay T,M — T,M tal que

(h(X,Y) ens1)p = (A(X),Y)p: VXY €T,M".

Como h é diferenciavel e simétrica, podemos verificar que A varia diferenciavelmente
com o ponto p e é auto-adjunta. Pela relacao acima, podemos concluir que A =
Y. jhijoie;. Podemos derivar A covariantemente, onde as fungoes compontentes de

VA sao hjji. Desta forma,

2 2. 2 2
AP =Y ki VAP =Y hiy (1.43)
i,J i,J:k

Pelo fato de A, ser auto-ajunta em cada ponto p de M", sua matriz (h;;j(p))

é diagonalizével, ou seja, existem um referencial {e;} e uma cole¢ao de nimeros A;

de forma que (h;j(p)) = Aid;j. Os nimeros A; sdo chamados as curvaturas principais

de M" em cada ponto p, e cada direcao e; é chamada uma direcao principal. Agora

estamos em condigoes de deduzir uma formula do tipo Simons para hipersuperficies
. 4 q: “n+1 .

tipo espaco com curvatura média constante em M, (c¢) de curvatura seccional

constante c.

Teorema 1.28. (Formula tipo Simons). Seja M" uma hipersuperficie tipo espago
L. . —n+1 .
com curvatura média constante H imersa em My (c) de curvatura seccional cons-

tante c. Entao
l 2, @2 o2y 3
2AS— |VA|* +S°+nc(S—nH”) —nHtr(A”), (1.44)

onde S denota o quadrado da norma da sequnda forma fundamental A da imersao.

Demonstragao. Seja M" uma hipersuperficie tipo espago. Definindo §:=Y; jhlzj e
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usando propriedades do Laplaciano temos

AS = ZAhU, (1.45)

e para cada par 1 <i,j <n,
Ahlzj = ZhijA]’lij +2|V/’lij|2.
De (1.42) temos que

1
EAhizj z] thkl] +hl] thkRmtjk+hlj thmRmk]k+‘Vhlj|
w_/ [\ km ~ J/
a b

Vamos analisar as parcelas a e b. De (1.38) temos

thkz] —Zd hkkz e] +k2hzk,(1)tk ej +k2hk”(1)tk ej —l—kthk,(Dn ej). (1.46)
t t t

Utilizando (1.37) podemos perceber que

Zd(hkki)(ej) = Ze]( hkk +22hmkwmk(ez))
k

= e (6,’ (thk)> —|—2€j (Z hmkwmk(ei)> . (1.47)
k k.m

Trocando os indices k e m na segunda parcela e utilizando a anti-simetria das 1-

formas de conexao m,; e a simetria das funcoes h;;, temos

thkwmk thmmkm (el = thkwmk(et) (1'48)
k,m

O que nos fornece

thkwmk( i) =0. (1.49)

Como Y hxx = nH, pelo fato de H ser constante, segue de (1.37) que Y, d(hii)(e;) =
0.

Analogamente, como em (1.38) podemos concluir utilizando a equacao de
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Codazzi (1.39) que

thnmtk e] thkzmtk ej) 0. (1.50)
kit kit

Para o ultimo termo de (1.46) temos que

k.t t

thktmll ej Z (thkt(’)ll ej))

Utilizando (1.37) podemos observar que

;hkkzwzi(ej) = Z(d(hkk)<et)+22hmkwmk(et)) oi(e;)

k

— Z ((e,)(hkk) + 2thk®mk(€z)> i(e;)

k

= (thk> oyi(ej)+2 (thkmmk(et)> yi(ej).
k,m

Como em (1.48) obtemos Y, hm®mk(e;) =0 e como Y by = nH, obtemos entao

que

thkt(x)n'(ej) = Z (61 (thk> (x),l(ej)> (1.51)

k.t t
= ) (e(nH))ayiej) =0, (1.52)
1
ja que é H constante. Assim temos a = 0. Analisando agora a expressao em b, segue

da equacao de Gauss que

Y hicRmijic =Y (Chini(8m ik — 8ukdij) — Pomic (i jhix — hinichi) ). (1.53)

k.m k,m

Se i=j,

Y iR =Y, (i (8miix — 8,it)) + Y., (Punum (SmiBim — Sumii))
k,m k#m k=m

= Y (Rt (it — hnichi))
k,m

= chj—cd; thm - Z(hmk(hmkhik - hmkhij))'
m k,m
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Se i # J,

Y iRz =Y, ik (Bmjik — 8mici)) + Y., (P (8 jBim — Sumif))
k.m

k£m k=m
= Y (s (hmjhik — hyichi))
k,m
= Chij — CSithmm - Z(hmk(hmjhlk - hmkhl]))
m k,m

Assim, para todo 1 <i,j<n,

Y huiRijic = chij—c8i; Y hmm — Y (hue (B jhix — Bnichif)). (1.54)
m

k7m k,m

Por outro lado,

Y himRuijic =Y (Chimi(8m B — Sunkdj) — hmi (hmjhik — hnichi )

k,m k,m
= Y (hmi(8m Sk — 8pucSij) + Y, (hmi (S jSm — Smmmj)
k#m k=m
- Z hmi(hmjhkk - hmkhkj>)
k,m
= (n—1)chij— Y hmi(hmjhig — huichi;)).-

k.m

Portanto temos que

b = cnh%j —cdj; Zhi_,-hmm — Z(hijhmk(hmjhik — hyihij))
m k,m
- Z(hi Pomi (i jhige — Ponichic j))
k,m
= Cnhlzj — 05,']' Zhijhmn — Z hijhmkhmjhik + Z hgnkhzz]))
m

k,m k,m

J/

~~
C

- Z hi jhomibom jhog + Z hi jhumibomichi j -

k,m k,m

~— —
C

Mudando os indices m e k, podemos perceber que os somatorios indicados por ¢ se

cancelam. Temos portanto que

b= cnh?j — cﬁithijhmm + Z hfjh;k — Z hiihi jhmmhi -
m

k,m k,m
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Logo, podemos concluir que

1
S YAk = en} h—c) (aith,,-hmm) + Y il
i i AT i.jkm
— Y hyihijhmmhi+ Y VR .
i?j7k7m l7J

Observe que

anhl-zj = c¢nS,
i,j
CZ (Sijzhijhmm) = CZ(SijhijnH) = anHz,
ij m ]
) hizjhrznk = Z (hizjzhrznk> =7,
7.]

i,j.k,m
Y. hiihijhmmhi; = ( kil jh ,]thm) =nH Y (hihyjhi;) = nHtr(A%),
i,j,k,m ,Jk i,k
Y IVhi? = Y| Y exlhip)erl® =) hi.
i.j ij k i,jk

Utilizando as igualdades acima e a expressao (1.43), podemos reescrever a expressao

para o Laplaciano de hizj da seguinte forma
1 2 2172 2 3 2
EZAh’j =cnS—cn"H”+ 8" —nHtr(A”) + |VA|“.
i,j

Por (1.45) concluimos entao que

1
SOS= IVA|? + 82 + cn(S — nH?) — nHtr(A3).

O

A Férmula de Simons é uma ferramenta extremamente importante para a
geometria de hipersuperficies, sendo utilizada para obtencao de resultados de carac-
terizagao de hipersuperficies e obtencao de estimativas para a curvatura média e a
norma da segunda forma fundamental. Inicialmente, em [69], Simons apresentou uma
expressao para o Laplaciano do quadrado da norma da sugunda forma fundamental
de uma variedade conexa na esfera e obteve resultados importantes para o estudo de
imersoes minimas e variedades compactas. Posteriormente, varios outros matemati-
cos como Ishihara, por exemplo, generalizaram a féormula de Simons para imersoes
em outros modelos de variedades e também obtiveram resultados importantes. As

generalizagoes dos teoremas tipo Bernstein nos dao uma prova disso.
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Nos capitulos 3 e 4 obteremos alguns teoremas tipo Bernstein para imersoes

minimas no espaco Hiperbdlico e para superficies tipo espago no espacgo de Lorentz.



CAPITULO 2

O Bi-drifting Laplaciano

Nosso objetivo neste capitulo é obter estimativas para o primeiro autovalor
de quatro tipos de problemas envolvendo o operador drifting Laplaciano em uma
variedade Riemanniana compacta com fronteira, com uma condi¢ao na curvatura de
Ricci Bakry—Emery (ou curvatura de Ricci com peso). Esses resultados generalizam
os teoremas de Chen-Cheng-Wang-Xia apresentados na se¢ao 1.4. Os dois primeiros
resultados generalizam o problema de campled plate e o problema de buckling, ja
que esses problemas foram originalmente enunciados para o operador Laplaciano.

Consideraremos uma variedade Riemanniana M" com dimensao n > 2, com-
pacta com fronteira, a qual estamos denotando por dM. No capitulo de preliminares
foi observado que, dada uma fungao suave ¢ definida em M, com o auxilio do teorema
da divergeéncia, temos que os operadores drifting Ly e bi-drifting qu) sao auto-adjuntos
no espaco de funcoes suaves definidas em M e que se anulam em dM com respeito ao
produto interno (f,g) = [, fg du. Vale lembrar mais uma vez que du = e~%dv, com
dv sendo a medida de volume de M. O fato desses operadores serem auto-adjuntos
sera de grande utilidade para o desenvolvimento de nossas idéias.

Os resultados apresentados neste capitulo foram publicados pelo autor em

[34], em trabalho em conjunto com Feng Du.

2.1 Estimativas para o Operador Bi-drifting La-

placiano

Teorema 2.1. Seja (M,(,)) uma variedade Riemanniana de dimensio n(> 2)
compacta e conexa com fronteira OM e denote por V o normal unitdrio exterior

de dQ. Considere o sequinte problema de autovalor

2., __
{ L¢u =Auem M, (2.1)

uloy = S—S\aM =0
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Assuma que
Vo[*

na

Ricy > +b, (2.2)

para constantes positivas a e b. Entdo o primeiro autovalor de (2.1) satisfaz

n(a+1)b
Al > #
nla+1)—1

o drifting Laplaciano:

A, onde M € o primeiro autovalor do problema de Dirichlet para

{ Lou = —Au in M, (2.3)

uly = 0.

O problema (2.1) acima é a formulac¢ao do problema de campled plate para

o drifting Laplaciano. Segue abaixo a demonstracao do teorema 2.1.

1)b
Demonstragao. Em [75], Xia-Xu provaram que Aj > %M. Mostraremos
n(a —
que a igualdade nao ocorre. De fato, suponha entao
n(a+1)b
S e e 2.4

e seja u uma autofungao do problema (2.1) correspondendo ao primeiro autovalor

A1. Multiplicando (2.4) por u? e integrando em M temos

/beluz dp:/M<1—n(a1+1)>A1u2 du (2.5)

Sem dificuldades, podemos ver que

() = (Lyu-+ (Vo vuy? > L) _ (VO Vi),

2.6
— a+1 a ( )

De fato, a desigualdade em (2.6) afirma que

Lou)>  (Vo,Vu)?
(Lo +2(70,Vu) Lyt (V9. Vi > (L0 (VO30

(Vo,Vu)? > 0.

a+1
a

& %(Lq,u)z +2(Vo, Vi) Lou +

Essa ultima expressao quadratica tem discriminante igual a zero. Segue entao de

(2.6) e da desigualdade de Schwarz que

1

n

u 2 u 2

V2ul* >

Introduzindo u na férmula de Reilly (1.31) e usando a desigualdade de Schwarz em
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(2.7) segue que
/ Ricy(Vu,Vu) du = / (Lou)* — |V*u)? du
M M

< [ st ]

Usando o fato de que Lé ¢ auto-adjunto, temos

: ! > [ VOPIVul
/MRqu,(Vu,Vu) d,uS/M [(l—m) Au —i—T} du. (2.8)

Logo, de (2.2), (2.5) e (2.8) temos que

/bmﬂ d,uZ/ b|Vul du. (2.9)
M M

Da desigualdade de Rayleigh-Ritz (1.32), e pelo fato de ser também Ly auto-adjunto,

temos

e < — [yuLou du [y, | Vul? d,u.

VST ey du (2.10)
Podemos ver que (2.9) juntamente com (2.10) nos fornecem
A = —foLZZ |;ld“, (2.11)
o que por Rayleigh-Ritz acontece se, e somente se, u é solu¢ao de (2.3) associado a
M, ou seja, Lyu = —Aju. Portanto Ay = X%, o que implica A = %.

Por outro lado, em [56] temos a seguinte férmula de Bochner para o tensor

de Ricci Bakry—Emery
1 .
SLaIVIP = [V2 1P+ (VF, VLo f) + Ricg(V1.V/). (2.12)

Consequentemente, da féormula de Bochner que acabamos de enunciar temos

1 M (Lou)*  |VOI*|Vul® Vo?
~Ly | |Vul? 7)) = —~ —M|Vul + (== +0b ) |Vu|?
2 ¢<\ ul +n(a+l)u) n(a+1) na 1Vl + na b ) IVul
22
n(a+1) n(a+1)
Au? A Vul? Au?

= — M |Vul* 4+ b|Vul?
n(a+1) 1|Vul|”+b|Vu|” +

= 0.

n(a+1) ~n(a+1)
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A
nla+1)

(Teorema 1.27) que |Vul> +

Desde que <|Vu|2 + uz) lang= 0, podemos concluir pelo principio do maximo

A
n(a+1)
consequentemente completa a prova do teorema 2.1 O

u> =0 em M, o que é uma contradicio e

O problema (2.13) no préximo resultado nos trara a formulagao do problema

de buckling para o drifting Laplaciano.

Teorema 2.2. Assuma que M satisfaz as condicoes do teorema 2.1 e seja I'y o

primeiro autovalor do sequinte problema:

L2u=—-TL M
ol N ot em M, (2.13)
uloy = 5, lomw =0
1)b
Entao temos I'j > M.
nfa+1)—1

Demonstrac¢ao. Seja u uma autofuncao do problema (2.13) correspondendo ao

primeiro autovalor I'y, isto é,

J
qu)u:—l"qu)u em M, u:%:O em OM. (2.14)

Desde que Ly e qu) sao auto-adjuntos, de (2.14) temos
/(L¢u)2dy:/ uL%ud,u: —/ u(F1L¢u)dy:F1/|Vu|2dy. (2.15)
M M M

Aplicando novamente a desigualdade de Schwarz em (2.7) e integrando em

M, pela férmula de Reilly e pela condigao (3) na curvatura de Ricci, temos que

\V/ 2

na
1 5 |Vul?|Vo|?
S /M (1 — n(a+ 1)) (Lq)l/t) +T dy. (2.16)

Juntando (2.16) e (2.15) obtemos

Vo|? 1 Vul?|Vo|?
/(| 0l —|—b) |Vul|? d,ug/ (1— )F1|Vu|2+md,u.
M M na

na nla+1)

Portanto

1
b/Vzd </(1— )FVzd, 917
Ml ul” du < y " D) 1|Vu|= du (2.17)
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o que nos da

n(a+1)b
r>———: 2.18
L= et )1 (2.18)
1)b 1)b
Mostraremos que I'y > n’(chj—;l))—l' Suponha, portanto, que I'} = —n’(?cgi))_ T

Invertendo todo o processo feito na demonstracao do teorema 2.1, teremos a

igualdade em (2.6), ou seja,

(Lou)*  (V9,Vu)?
at1 a '

(Au)? = (Lou+ (VO, Vu))? = (2.19)

o que significa que ¢ é nao constante, caso contrario teriamos

(Au)?
a+1’

(Lu)? =

e portanto Au =0 em M, o que nao pode ser. Logo, desenvolvendo a segunda

igualdade em (2.19) temos

1
Au+—(Vo,Vu)y =0 (2.20)
a
em M. Multiplicando (2.20) por u e integrando em M com respeito a medida e%q’dv,
temos que
1
0= / u (Au—l— —<V¢,Vu>) ea®qv. (2.21)
M a
Pelo Teorema da Divergéncia, visto que u|y, = 0, temos
1 1
0= (uVu,v) ea®dA = / div(uVu) ea®dv
oM M

1
= / (|Vu|2+uAu+—u<V(|),Vu>) eéq)dl),
M a
e consequentemente
/ |Vul? ea®dv = 0.
M

Da equacao acima, concluimos que u é constante em M, que é uma contradi¢ao, pois

u é a primeira autofunc¢ao do problema (2.13) e portanto nao pode ser constante.

1)b
Temos entao que I'y > M.
nla+1)—1
Utilizando o principio do méaximo, daremos uma demonstracao alternativa
n(a+1)b
ara mostrar que I'y > ———————. Desde que
p que T >0 q
Ju

Uulgy = 3 lam= 0, (2.22)
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e lembrando que o Lema 1.21 nos fornece
Au=Au+ (n—1)Huy +Vu(v,v), (2.23)

entao temos que
Aulyp = Vu(v,v). (2.24)
Observe que em (2.23) utilizamos A e A para representar o Laplaciano em M e em

OM, respectivamente. Da igualdade em (2.6) temos VZu = —u<,>, 0 que juntamente
n
com (2.24) nos da

Aulyy = 0. (2.25)
1
Por questao de praticicidade, definamos 7 := M. Pelo fato de que
nfa+1)—1
(iu+ Lou) | oM =0, (2.26)

com o auxilio do teorema da divergéncia segue que
/M IV (iu+ Lou) |? dpt = — /M (7 + Lou) (Lot — TiL.gut) dpt = 0.
A integral acima nos diz que
nu+ Lyu = cte em M. (2.27)
Consequentemente, de (2.26) e (2.27) temos
nu+Lou =0 em M. (2.28)

Por outro lado, da férmula de Bochner (2.12) e pela igualdade em (2.7) juntamente

com (2.28), temos

1 7l (Low)*  |VO*|Vu* Vol
- \V4 2 2 — . —7alv 2 i BRIy A Bl v/ 2
2 q)(‘ u +n(cH—l)u) n(a+1) na Al Vul”+ na +b ) [Vul
— —2 2
n 5 nu
" vyl
+n(a—{—1)| ul n(a+1)
22 2,2
n-u _ 2 2 2 n-u
= T AVuP 4 b|VuP + — v T
nla+1) A[Vul"+blvul +n(a+1)| ul nla+1)

=0.
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Desde que

n n
L \V4 2, "~ 2 —0= \V4 2, " 2
¢(| u| +n(a_|_1)u) <| Lt| +n(a+1)u |8M7

nla+1)

¢ uma contradicao e completa novamente a demonstracao do teorema 2.2. O]

podemos concluir pelo principio do maximo que |Vu|? + u>=0em M, o que

2.2 Mudando a Condicao de Fronteira

Com uma mudanca na condicao de fronteira e uma hipdtese na curvatura
média com peso Hy da fronteira, estenderemos o teorema 0.1 de Reilly e generaliza-
remos os teoremas 1.24 e 1.25 de Chen-Cheng-Wang-Xia, para o operador drifting

Laplaciano.

Teorema 2.3. Seja (M,(,)) uma variedade Riemanniana com dimensio n(> 2)
compacta conexa com fronteira M. Denote por vV o normal unitdrio exterior a oM.

Seja p1 o primeiro autovalor do sequinte problema:

2, _
{ L¢u =puem M, (2.29)

2
ulor = L4loyr =0
Se (2.2) € satisfeito e a curvatura média com peso Hy de OM € nao negativa, entao

n(a+1)b

> ———A\1.
P n(cH—l)—l1

Demonstracao. Seja f uma autofuncdo do problema (2.29) correspondendo ao

primeiro autovalor pi, ou seja,

2
Lof =pif em M, f:%fzo em OM. (2.30)

Multiplicando a primeira equagao de (2.30) por f e integrando em M, pelo teorema

da divergeéncia obtemos

2 _ 2 _
pl/Mf d,u—/Mqu)fd,u = /M<Vf,VL¢f> du
_ 2 _
= /M(Lq)f) dy /aMhL¢f, (2.31)

0
onde h = —f layr- Adaptando a expressao (2.23) para o operador Ly temos o seguinte

ov

lema
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Lema 2.4. Considere M uma variedade n-dimensional com fronteira oM e f €
C*(M). Para cada ponto p € M, temos

Lof =Lof + (n— 1)Hyfy + V2 f(v,V),

onde Hy € a curvatura média com peso de OM e v € o normal unitdrio esterior a
oM.

Observe que Ly e L_q) sao definidos para M e OM, respectivamente. Para uma
demonstragao do lema 2.4, basta verificarmos que Lyf = Af — (V0,Vf). Por (2.23)

temos que
Lof = Af+(n—DHf+V2f(v,v) = (VO,V ), (2.32)
onde Vf = VT f4+(Vf v)v. Como V! f =0, temos que

<V¢5Vf> = <V¢7V> <Vf,V> = ¢va-

1
Recorde que Hy = H — lq)v. Portanto, (2.32) se torna
n —

Lof = Af+(n—1) (H—n11¢v>fv+V2f(V,V)
— Af+(n—1)Hyfy+V2f(v,V),

82
o que conclui o lema 2.4. Desde que f |g= 8_\/]20 lapg= 0, temos
Lof loy= (n—1)Hgh (2.33)

Substituindo (2.33) em (2.31), obtemos a seguinte expressao

Ju(Lof)* du— (n—1) f33, Hoh?

pL= : 9.34
Intruduzindo f na férmula de Reilly (1.31) temos
/(L¢f)2—]sz\z—RiCq,(Vf,Vf) du = (n—1)/a Holi?. (2.35)
M M

Combinando (2.2), (2.7) e (2.35), e usando a desigualdade de Schwarz temos

n(a+1)b nla+1)(n—1)
/M(L‘I’f)2 nlat1)— 1/' VI nla+1)—1 /aMHq’hz' (2:36)
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Substituindo (2.36) em (2.34), desde que Hy é nao negativo, temos que

7 Jy [VfI* du
P12 , 2.37
1)b
onde n := M. Por outro lado, desde que f é uma funcao nao nula que se
nfa+1)—1

anula na fronteira, por Rayleigh-Ritz (Teorema 1.26) temos que o primeiro autovalor
A1 do problema (2.3) satisfaz

~ffLof duty  fy | VS P d
fo2 fozd:“

Segue entao de (2.37) e (2.38) que p; > 7niA;.
n(a+1)b
nfa+1)—1
2.2, aigualdade ocorre em (2.6), o que nos garante a validade da equagao (2.20) para

M < (2.38)

Suponha que p; = A1. Entao, como na demonstracao do teorema

f, ou seja,

Af+é(Vf,V¢> =0. (2.39)
Por uma discussao similar ao resultado anterior, concluimos que

/M V£ eatdv =0, (2.40)

n(a+1)b M. O

o que é uma contradi¢ao. Logo podemos obter p; > ————
nla+1)—1

No préximo resultado faremos uma mudanca na condicao de fronteira do
problema (2.13).

Teorema 2.5. Assuma que M satisfaz as condi¢oes do teorema 2.3 e seja g1 o

primeiro autovalor do sequinte problema

2, _
{ Lyu = —qLou em M, (2.41)

2
ulay = g\,—bzt’aM =0

n(a+1)b

Entao temos q1 > m.

Demonstragao. Seja g uma autofuncao do problema (2.41) correspondendo ao

primeiro autovalor gy, isto €,

d%g

8= =0 em OM. (2.42)

qu)g: —q1L¢g em M,
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Multiplicando (2.42) por g e integrando em M, temos

/ glog du=—q / gLyg du, (2.43)
M M

segue do Teorema da Divergéncia que
/ glog du= / (Log)* du— / sLyg (2.44)
M M oM

o)
onde s = =2 laur- Pelo fato de ser Ly auto-adjunto, temos

ov

—/ gLog d#=/ Ve > du.
M M
Combinando (2.43) e (2.44) obtemos a seguinte expressao
0 / Ve | du= / (Log)* dp — / sLog. (2.45)
M M oM
De (2.33) temos Log |ap= (n — 1)Hps. Juntamente com (2.45) podemos obter

Ju(Log)* du— (n—1) [5), Hos?
fM|Vg \2 du

q1 = (2.46)

Similarmente ao que foi feito no Teorema 2.3, substituindo g na férmula de Reilly,

juntamente com (2.2) e (2.7) temos

n(a+1)b n(a+1)(n—1)
/M(L¢g)2 nat D) 1/I @11 [ Hy?.(247)

Substituindo (2.47) em (2.46) e usando o fato de que Hy é nao negativa, podemos

concluir que

n(a+1)b
7= nla+1)—1
1)b
Porém, se tivermos ¢; = M obteremos uma contradi¢ao, similarmente ao
nla+1)—1

n(la+1)b

que foi feito nos resultados anteriores. Esse fato nos mostra que g > ———.
nla+1)—1



CAPITULO 3

Rigidez de Subvariedades Minimas no

Espaco Hiperbdlico

O objetivo deste capitulo é estabelecer condigoes sobre o primeiro autovalor
do operador de estabilidade e super estabilidade e na norma L? da segunda forma
fundamental de uma imersao minima M” no espaco hiperbdlico H**!, com o intuito
de obtermos resultados de rigidez. Mais especificamente, obteremos resultados de
rigidez na direcao dos teoremas tipo Bernstein, ou seja, mostraremos quais as
condicoes satisfeitas para que uma hipersuperficie imersa no espaco hiperbdlico seja
totalmente geodésica. Obteremos também estimativas para o primeiro autovalor do
operador de super-estabilidade para uma subvariedade minima imersa em H"**!.

Os resultados apresentados neste capitulo foram publicados pelo autor em

[10], em trabalho em conjunto com Qiaoling Wang,.

3.1 O Operador de Estabilidade

Seja (M",ds*) uma variedade Riemanniana n-dimensional completa, nio
compacta e seja u: M — R uma funcao continua. Defina o operador L, = A +u e

denote por Aj(L,,M) o primeiro autovalor de L,, o qual pode ser caracterizado por

7\,1(Ly,M>: inf fM(|Vf|2_:uf2>

3.1
FECT (M), f#0 Ju f? (3:1)

Quando u =0, Aj(Ly,M) é o primeiro autovalor de M (para o Laplaciano)
e como j& mencionamos anteriormente, o denotaremos por Aj(M). E conhecido na
literatura (ver [17]) que
(n—1)?

M (H") = . (32)

Por outro lado, se M" é uma subvariedade minima completa em H", em [26] podemos
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ver que

o que é equivalente a

n— 2
[z 2y r e o) 33

Sendo M" é uma hipersuperficie mfnima completa de H"*! o operador de
estabilidade de M ¢ Liyj2_,,, e M ¢ dita estdvel se Ai(Ljyj2_,, M) > 0 (ver [53]). Por
outro lado, usando (3.1) e (3.2) podemos checar que o primeiro autovalor do operador
de estabilidade de uma hipersuperficie completa totalmente geodésica em H"! é

(n—1)

numericamente igual a 1 +n.

3.2 Rigidez de Hipersuperficies Minimas

Como mencionado na introducao do texto, Neto-Wang-Xia mostraram em
um trabalho de 2015 ([62]) que se n > 5, uma hipersuperficie minima completa M"
imersa no espago hiperbdlico serd totalmente geodésica se a condi¢ao (0.1) de Do
Carmo-Peng for satisfeita e se o primeiro autovalor do operador de estabilidade for

maior que uma constante fixada.

Teorema 3.1. (Neto-Wang-Xia) Seja M" uma hipersuperficie minima completa
com dimensdo n(>2) imersa em H'! e seja A a sequnda forma fundamental M.

Suponha que exista uma constante q € (0,4/2/n) tal que

1
lim ——— Al> = 0.
Az [, M

i) Sen>6e
(2—ng*)(n—1)?

A (L|A|27n7M) >2n—

dn(14+4q%)
entao M € totalmente Geodésica.
ii) Se n <4 entdo
(2= ng?)n
A (L M) <2n— ———.
1( |A\2—n7 )— n 2+2nq+n
iii) Sen=15, g€ (0,1/5) e
25(g+1)?

(L M)>5
1(Lyjap—nM) > 5+ 057
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entao M € totalmente Geodésica.

iv) Sen=5, g€ [1/5,1/2/5) entao

25(g+1)?

L M) <
Mibap-nM) <3+ 0,07

Como podemos ver no resultado de Neto-Wang-Xia, dada uma hipersuper-
ficie minima completa imersa no espaco hiperbdlico H*+! com uma condicdo no
crescimento da norma da segunda forma fundamental juntamente com uma con-
dicao no primeiro autovalor do operador de estabilidade, podemos concluir que a
imersao é totalmente geodésica. O resultado foi estabelecido para dimensao n > 5.
Baseado neste resultado e no trabalho de Hai-Ping Fu [41], apresentaremos agora
alguns resultados que obtivemos para subvariedades minimas completas imersas no
espago hiperbdlico, porém com maior liberdade sobre a dimensao da imersao, abran-
gendo os casos n =2 e n =4. O resultado abaixo generaliza, portanto, o Teorema
3.1.

Teorema 3.2. Seja M uma hipersuperficie minima completa de dimensdo n(> 2,#
3) em H'. Se

(8 —n(d—2)%*)(n—1)?

A (L\A\zfn’M) > 2n — And? , (34)
‘ 1
lim —2/ A|Y =0, (3.5)
R+ R® /B, (R)
para uma constante d satisfazendo
( 1
0, 5 ) para n=2,
n—1 n—1)(n—2
dc ( — ( )n( ) , para n=4 ou 5, (3.6)
2 2
(2—2\/j7 2+2\/j>, para n > 6,
\ n n

entao M é totalmente geodésica.

Observacao 3.1. Podemos ver que tanto no Teorema 3.1 quanto no Teorema 3.2
sao impostas condicoes no crescimento da norma L da segunda forma fundamental
e no primeiro autovalor do operador de estabilidade de uma hipersuperficie minima
completa M"™ no espago Hiperbdlico para implicar que a imersao é totalmente
geodésica. Porém, no Teorema 3.1 tem-se n > 5 e no Teorema 3.2 tratamos do

caso n > 2 e # 3. Outro ponto relevante a ser considerando é que no teorema 3.1
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temos duas condicoes distintas no primeiro autovalor 7\,1(L| A|z,n,M) do operador de
estabilidade. Essas condigoes variam de acordo com a dimensao da imersao. Ja no
Teorema 3.2 conseguimos reduzir para apenas uma condi¢ao (condi¢ao (3.4)) para
M (L| A2 M).

Observacao 3.2. Como o primeiro autovalor do operador de estabilidade de uma

(n—1)?

subvariedade minima completa H" imersa em H"™™" ¢ igual a ~————— +n, temos

—no

que d satisfaz (3.6) se, e somente se, a constante do lado direito de (3.4) for menor

(n—1)2

que ——— +n. Podemos ver entao que o Teorema 3.2 é um fenomeno lacuna para
hipersuperficies minimas no espaco hiperbdlico, ja que o método aplicado para provar
o teorema nao se aplica no caso n = 3. Porém acreditamos que o caso tridimensional
pode ter um resultado similar no espaco H*.

Para demonstrar os resultados deste capitulo, apresentaremos uma desigual-
dade tipo Simons (similar a férmula de Simons do Teorema 1.28 que foi introduzida
no capitulo de preliminares). De fato, considerando uma subvariedade minima M"

imersa no espaco hiperbdlico H"*™ em [73] temos a seguinte desigualdade:

2
[A|AJA]+b(m)A]* +nlA]* > —|VIA|?, (3.7)

3
onde b(1) =1 e b(m) = 5 sem > 2. De posse da inequagao (3.7), iniciaremos agora

a demonstracao do Teorema 3.2.

Demonstracdo. Seja o uma constante positiva fixada. Observando que no Teorema

3.2 temos que m = b(m) = 1, segue de (3.7) que

AI“AJA[* = |AI%(aVIA]*TIVIA]+ A" AA])

o—1
= O U2 ape D9 AP+ APl 4l
o—1
= @D 9arp s waPlal o)
oa—1 200
> D gaep 4 2 a2 via) - 0o — anfa
o—1 2
= LD igpaep 1 2 91492 - alaPer? — anjap,
(04 no
o que nos fornece
-2
A > (12 2) AR - ol - anfa (33)
n

Seja ¢ uma constante nao negativa e f € C3(M). Multiplicando (3.8) por [A]**f? e
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integrando sobre M obtemos

n—2
(1-"52) [, IvAepiapes < o [ Pt iap

on

~|—0Ln/ ’A|2(q+1)af2—}—/ |A\(2q+1)af2A\A]°°. (39)
M M

Desde que f € Cy(M), por integragdo por partes no termo [y, |A](2‘1+1)°‘f2A|A|°c

temos
0= [ div(A[PeRVIAR) = (2q+ e AR (V1AL VIA)
42 [ 1A 09 F, ALY
/|A‘(2q+l)ocf2A|A|oc'
M
Rearranjando os termos dessa ultima expressao temos
[ AR = —@g+ Do [ 4302V V1AL
=2 [ 1|2V 7 VAL
= —(q+ 1) [ [APONA 2LV A )
=2 [ 1|V VAL
= —@q+1) [ [VIAPPIAPe?
~2 [ 1| %91, V1)),
onde usamos o fato de que
VIAIP = a2lA P2 VA1 (3.10)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz na expressao acima juntamente com a desi-

1
gualdade de Young com € (Proposi¢ao 1.11) com C(g) = P temos

[ AR A = —g+1) [ VARl
=2 [ (A9 £V
M
= —Qq+1) [ VIAPAPeS
M

1
ve [ AP PVIARE + [ APE v g,
M EJMm
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Substituindo essa ultima expressao em (3.9) temos que
n—>2
(2ta+)-"22—e) [ Iviareiapea?
on M
1
< 0(./ |A|2(q+1)af2|A|2+an/ |A|2(q+1)0cf2+_/ |A|2(q+1)a’Vf|2. (3'11)
M M €Jm

Segue da caracterizagao de Ai(Lijsp_,, M) que

[ sz [aRP—n [ P [ £v pec. (312
M M M M
12
Definindo 0 :=X; —n, e y:= (n 41) , de (3.3) e (3.12) temos as duas expressoes
abaixo
[ s = [ AR +e [ 2% recim), (313)
M M M
[Pz £V recim). (314)
M M

Fixando x € [0, 1], podemos deduzir de (3.13) e (3.14) que
x [ ARF+ @x+(1-x) [ £ [ vrP (315)
M M M
Substituindo f por f|]A|@t)% em (3.15) obtemos
)C/ |A|2(q+1)06+2f2+(6x+(1 _x),y)/ |A|2(q+1)0Lf2
M M
< [ la+ DA% V1AL a0 Do 2
M
= ((g+ Do [ APV 2TAIR 4 2(g 4 Do [ ARG (V1AL V)
M M
+/ |A|2(q+1)oc|vf|2
M
= (g + 12 [ APERVIAE 2+ Dot [ [APO f(91AL )
M M

+ [ P2,
M



3.2 Rigidez de Hipersuperficies Minimas 64

ou seja,
x/ |A|2(q+l)a+2f2+(ex+(1_x),y)/ |A|2(q+1)ocf2
M M
<(q+ D2 [ JAPRRVIAE +2(g+ o [ AP (1], v )
M M

+/ APy p 2, (3.16)
M

onde usamos novamente (3.10) na dltima expressao. Analogamente ao que fizemos

para obter a inequacao (3.11), usando a desigualdade de Young com € em (3.16)

obtemos
/|A|2q+1 OC+2f + ex+ 1 —x /|A|2q+l
q+1
<@ Vet (g 1)a) [ (ValFPlaPes
1)
+(1+ ar )/ AP 2, (3.17)
) 1
Suponha 2(g+1) — nn—oc —¢€ > 0. Multiplicando (3.11) por (qjx_ )(e-l—(q-i-l)oc) e

(3.17) por 2(¢g+1) — n;a —¢€, e combinando essas duas expressoes obtemos
n

(2tg+ =222 ) (o f AP 2 @ (1 [ lapre e
< <2(q+1)—%—8> <1+ 1) >/ AP DYy 7|2

Ha+ Diet g+ Do) [ JAPCVS2L 4 (g (et g+ Dagn [ [P0

1
0 D et (ganja) [ APev P (3.18)

Defina

(8 —n(d—2)*)(n—1)>
4nd?

d:=2(g+1)aa e PB=n-— (3.19)

De (3.4) e 6 = A; —n, sabemos que existe uma constante p > 0 tal que

6>pB+p. (3.20)
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2 2
Desde que d € (2 — 2\/j , 2+ 2\/j> , podemos encontrar € > 0 satisfazendo
n n

1 1
Chl)Chy (q__*z— ) +e<1 (3.21)
2(g+1) "= —¢
e
I s —((g+Da—1)?
p+ —1-=2 v>0. (3.22)
(gD (et(g+1)a) 1)a)?
IR (a+ D)
Fazendo portanto

2(q+1)—%—£

-2
em (3.18), e divindo esta mesma expressao por (Z(q—l— 1)— n—a - 8), temos
n

8/ \A|2(q+1)a+2f2+(6x+(1—x)y—nx+n8)/ A at e 2

M M

<c [ APV, (3.24)
M

para alguma constante positiva C dependendo apenas de n, g, a e €. Segue de (3.20),
(3.22) e (3.23) que

Y+ x(0—7y) —nx
RS
X
> x ! Sy (%—((Q+1)06—1)2)(n—1)2+p
T\ (g Doy
- 1 2—((g+1)a—1)?
S WH_I_ (CES Y A R

Assim, podemos encontrar € > 0 e uma constante positiva C; dependendo apenas de

n, q, o e € tal que

[ At < [ afIvsR v e ). (3.20)

Desde que o primeiro autovalor do operador de estabilidade de uma hipersuperficie
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completa totalmente geodésica em H"T! é igual a

+n, (3.27)

entao o Teorema 3.2 faz sentido se

(n—1)? (8 —n(d—2)%)(n—1)?
1 +n>2n— And2

(3.28)

Assim, sabemos que (3.28) é valido se, e somente se,

de (”_1,(”_1)(”_2)). (3.29)

n n

Se n < 6 temos

de(”;l,(”_l),f”_z))c(2—2\/%,%2\/%). (3.30)
Se > 6 temos
(2—2\/;%2\/%) c (”;I,O’_l),f”_z)). (3.31)

Logo, a condigdo (3.6) implica que (3.21) e (3.28) s@o justificados.

Seja f uma funcao suave em [0,0) tal que f >0, f=1em [0O,R] e f =0 em
2
[2R,+o0) com |f'| < R Considerando for, onde r é a distancia de um ponto p € M,
temos de (3.26) que

/ a2 < / na (3.32)
By(R) R Bp(2R)

Fazendo R — +eo, pela condic¢ao (3.5) concluimos que |A| =0 em M, isto é, M é

totalmente geodésica. O

Quando n = 2, substituindo a condigao (3.4) sobre o primeiro autovalor
do operador de estabilidade, pela condi¢ao de estabilidade da imersao, obtemos o

seguinte resultado.

Teorema 3.3. Seja M uma superficie minima completa e estdvel imersa em H>.
Se existe uma constante d € (0,%) tal que (3.5) € satisfeito, entdo M € totalmente

geodésica.
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Demonstracao. Como na prova do Teorema 3.2, considere d =2(g+ 1)a. Desde que

de (0, %), podemos encontrar um € > 0 tal que

(g+1)(e+(g+ 1)) 1

0< < —. 3.33
g+l —e 513 (3:33)
Tomando n = 2 e substituindo
gDt @D
2(g+1)—¢

em (3.18) e dividindo por (2(g+ 1) —€), temos que

s/ A IEDO+2 2 4 (g 4 (1 —x)y—2x+ 2s)/ |A[Ha+ Do g2
M M
< Cl/ AP v, (3.34)
M
para alguma constante positiva C; dependendo apenas de ¢, o e €. Desde que M

seja estdvel, temos que Ai(Lyp_n,M) > 0. Usando (3.33) e lembrando que definimos

0 :=A; —2, temos entao que

vt (1—x)y—2x — X(C—C—l) y+e_z)

(R
(e

Assim, podemos encontrar € > 0 e uma constante positiva C; dependendo apenas de

q, o e € tal que
[ AR <o [ AfIveR v fe G

O restante da prova segue exatamente como na parte final da prova do Teorema
3.2. m

De acordo com o teorema de Do Carmo-Peng [30] e Fischer Colbrie-Schoen
[39], é interessante pensarmos se a condi¢ao (3.5) no teorema 3.3 é realmente
necesséria, isto é, uma superficie minima estdvel e completa imersa em H3 é
totalmente geodésica ? Esse é sem duvida um interessante problema para pensarmos.
Na proxima se¢ao daremos uma defini¢ao de estabilidade para subvariedades

no espaco hiperbélico, a saber, definiremos o conceito de super estabilidade, que
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generaliza a definicao usual de estabilidade para hipersuperficies. Nosso objetivo é
obter estimativas para o primeiro autovalor do operador de super estabilidade para

subvariedades minimas no espago hiperbdlico.

3.3 Estimativas para o Operador de Super-
estabilidade

Em busca de resultados para subvariedades minimas no espaco hiperbdlico e
que ainda nao haviam sido tratados no trabalho de Neto-Wang-Xia [62] e Wang-Xia
[73], conseguimos obter algumas estimativas para o primeiro autovalor do operador
de super estabilidade para uma superficie minima imersa no espaco hiperbédlico de
dimensao 4. Introduziremos esse conceito.

Seja M"™ uma subvariedade minima de dimensao n em R"*". Quando m =1

a condicao de estabilidade de M é equivalente a condicao
| (VSR IAR) 20, ¥ 1 e G

No caso de codimensao maior, spruck [70] provou que para uma variacdo de um
campo de vetores E = ¢v, a segunda variacao do volume Vol(M,) satisfaz

d*Vol(M,
TV | = [ (96~ AP?), (3:)

. s 12 -
onde v é o vetor normal unitario e ¢ € W,""(M). Com essa motivagao, Wang

introduziu em [71] o conceito de super-estabilidade para subvariedades minimas em
R+,

Definicao 3.4. Seja M uma subvariedade minima completa de dimensao n imersa

em R"™™ M ¢ dita super estdvel se

LUV PP =0, ¥ fecg o).

Baseado nesse conceito, alguns autores estenderam o conceito de super-
estabilidade para subvariedades minimas de H"*. Em [65], Seo introduziu a seguinte

definicao.

Definigao 3.5. Seja M" uma subvariedade minima completa de dimensao n imersa
em H" ™. O super indice de M € definido como sendo o limite de indices de uma
sequéncia D1 C Dy C ... de dominios compactos em M tais que \|J;,D =M. O indice

de um dominio compacto D é o numero de autovalores negativos do problema de
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autovalores

flap =0.

Dizemos que M € super estdvel se seu super indice € igual a zero, o que significa

{ (A+ AP =n)f+Af =0 em D,

| (VIR = (AP =n)f?) =0, ¥ f e CFlom). (3.36)

Quando M tem codimensao um, o conceito de super estabilidade tem o
mesmo sentido que a definicao usual de estabilidade e o conceito de super indice de
M é o mesmo que o conceito de indice.

Com esse novo conceito em maos, os dois resultados a seguir nos fornecem
uma estimativa para o primeiro autovalor do operador de super estabilidade de uma

superficie minima em H*.

Teorema 3.6. Seja M wma superficie minima completa imersa em H*. Se existe

2
uma constante d € §,2 tal que (3.5) € satisfeito, entao

43d% —8d +4
M(Lap—2yM) < ——55——

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente que

43d% —8d +4

XI(L‘A‘2_2,M) > 12d2

Em (3.7) temos a seguinte desigualdade tipo Simons para uma subvariedade minima
M" em H"™:

3 2
AIAIA[+ S AF AP > VIA|IZ, m>2.
2 nm

Como estamos trabalhando com uma superficie em H*, temos que n=m =2, e a

desigualdade tipo Simons se torna
3.4 2. 1 2
|A|A|A| +§]A\ +2|A1° > §|V]AH . (3.37)

Seja o0 uma constante positiva fixada. Analogamente ao que foi feito na obtengao de

(3.8) juntamente com (3.37), obtemos a seguinte expressao

(a—1)
o
(a—1)
o

A[*AIA]* = VA% + oA 4| AA]

v

1 3
[VIAI%[ 4+ S VAL = oA = 2a)A*
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Reorganizando os termos dessa tultima expressao temos

1 3
A|%A|A|* > ( ) IV|A|%? - 50c|A|2°‘+2 —20/A >, (3.38)

1— —
200

Seja ¢ uma constante ndo negativa e f € Cg(M). Multiplicando (3.38) por |A[>% f2

e integrando em M temos

1 3
] — — / |V|A|(X|2|A|2(qu2§_a/ |A|2(q+1)06+2f2
200 ) Jm 2 Jm

+2a/ |A|2(‘1+')°‘f2+/ A|CatDen A% f2. (3.39)
M M

Analogamente ao que foi feito na segao 3.2, aplicando integragao por partes no tltimo

termo de (3.39), podemos observar que

[ 27T V1A + g+ Do [ f1A1C0 % (V1AL VIAL)
M M

+/ f2|A|(2q+l)aA|A|a _ 07
M

e entao (3.39) torna-se

1
- \V/ |21 4 |20g £2
(1- 55 ) [, aRlarees
< ga/ |A|2(q+1)0(+2f2+2a/ |A|2(q+1)0cf2_2/ f‘A’(2q+1)OC<Vf’V|A|OC>
2 Jm M M
~q+1)a [ A (V1AL VIA)
— %a/ |A‘2(q+1)0(+2f2+2a/ |A‘2(q+1)ocf2_2/ f‘A’(2q+1)a<Vf,V’A|a>
M M M

~(2q+1)2 [ PIAPGIE2TAR,

Novamente usando a desigualdade de Schwarz e a desigualdade de Young com
1
C(e) = e e penultima parcela da expressao acima, e com o auxilio de (3.10) para

a ultima parcela, obtemos

1 3
l—— / IVIA|%|?]A]2% 2 < —oc/ \A|2(‘I+1)°‘+2f2+2a/ |A|Rat a2
200 M 2 M v

1
ve [ VIAIRIAPY 24— [ AR~ 2q41) [ AP VLA,
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Reagrupando os termos obtemos entao a seguinte expressao
1 3
2q+1) =55 —¢) [ IVIAPIAPAS < Sa [ APt g
20 M 2 Jm
1
+2a/ |A|2(q+1)0cf2+_/ |A|2(q+])a|Vf|2. (340)
M EJ/m

Recordemos que (3.3) é valida para subvariedades minimas em H"™™ e que na segao
anterior, deduzimos (3.17) de (3.3). Logo, a inequagao (3.17) é vélida para o teorema

3.6. Recorde a inequagao (3.17):
x/ |A|2(‘1+1)°°+2f2+(6x+(1—x)y)/ APa+Da g2
M

< (1+520) [P e (g o [ TIariaPe,
(3.17)

1
onde nesse caso x € [0,1], 0 =A; —2 ey= 1 Suponha que

1
2q+1) ~ 55 —e>0.

1 1
Multiplicando (3.40) por (q_(; )(S—i-(q—I— la) e (3.17) por (2(q—|—1)—ﬁ—e> e

juntando essas duas desigualdades obtemos a seguinte expressao

(2(q+1)———g)< / Al ¢

+Hoe (10 [ \AF@“W)

< <2 (g+1) ———e) (1+ﬂ1)/ A[H Doy 7|2
oe M
+

(Gl et Do) [ ey
2+ le+ g+ Do) [ AP

# Der (g ) [ AP re).
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1
Dividindo esta ultima expressao por 2(g+1) — 2q €, temos que

/|A‘2q+loc+2f + ex+ 1 —x /|A|2q+1

1
< (1+251) [ mpeeyp
1

+ (37260 e+ (g o [ Pz
) M

Fg e+ (g Do) [ AP 95 D e g o) [ e se).

Podemos finalmente reorganizar os termos da expressao acima, definindo novamente

d :=2(q+ 1)a. Temos entao que

3/2(q+1)(8+ q+1 / ’A‘dﬂ
2(q +1)———£

+ ex+(1_x),y_2(‘1+1)(8+(q1+1)a) /’A|df2
2(q+1)—ﬁ—e M
(g+1)
(s+( +1a
< [1potl e 7T /rAr viP (3.41)
% 2(q+1)—

2oc

Definindo

_ 3(g+1)(e+(g+ Do)
B 2(q+1)———8

+e, (3.42)

podemos reescrever (3.41) como

e [ (9x+(1—x)v— ‘—‘x+‘—‘e) [ s
M 3 3 M

(g+1)
g+1 e (£+(CI+1

< [+, / A1 £, (3.43)

(04
2(g+1 ———e
(q ) 200

Mostraremos que

4
x<1 e 6x—|—(1—x)y—§x>0‘ (3.44)
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De fato, seja

4 3d>—8d+4
-y =17 A4
P 3 * 124> (3.45)
Como estamos supondo
43d%> —8d + 4
M (Ljgp—o, M) > T D2
existe uma constante p > 0 tal que 6 > B+ p. Basta observar que
43d? —8d +4
o=i 2> L 0T 5 (3.46)

1242

Portanto, fazendo € = 0 em (3.42), temos

(0) = g+ Dig+Ne

1
2(61+1>—ﬁ

3 ) 1
& = 1o <2 1)— —
2(q+ ) o <2(g+1) a
3 d 1
& —dP<=——
8a o 20
& 3d2 d+1<0
8 2

1
A expressao quadratica acima tem discriminante igual a 7°© portanto para que

2
tenhamos x < 1, temos que d deve estar no intervalo <§,2 :

Por outro lado, para demonstrarmos a segunda desigualdade em (3.44),

temos que

R ()L (e
:x(<l_l>y+12d2—32d+16+p)
X 4842
:x(<1_1+1zd2—3zd+16) +p)
X 12d>
1 12d> —=32d+16 | 1
- %(q+1)(€+(q+1)oc)+£_1+ 1242 Z"‘p : (3.47)
2g+1)—"m2 ¢
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Analogamente, fazendo € =0 em (3.47), temos que

1 12d* —32d + 16
3 -1+ 2 Y
5(g+1)(g+1)a 12d
2q+1) -
1 2 _
_ s 12d*> —32d + 16
3d? 1242
8d —4
8d —4 3d*>—8d+4
= -+ =
< 3@ T T 38 >Y

= 0.

Logo, podemos encontrar um € > 0 tal que (3.44) seja satisfeito. Podemos entao

reescrever (3.43) da seguinte forma
[ <c [ alveR v £ e Gy, (3.45)
M M

para alguma constante positiva C dependendo apenas de g, o e €. Observe que o pri-

meiro autovalor do operador de super estabilidade de uma subvariedade totalmente

geodésica em H"™ ¢

(n—1)
4

7\.1 (L|A|2—n7M) = —|—I’l

1 9
Portanto, no nosso caso temos Aj (L|A|272,M) =1 +2= T Logo, percebemos que o

Teorema 3.6 faz sentido se

43d% —8d +4 _ 9
1242 4
& 43d%—8d+4—27d* <0

& 16d*—8d+4<0
& 4d*>—2d+1<0.

A dltima inequacao acima possui discrimintante negativo, e portanto nao possui

raizes reais. Logo temos que

43d° — 8d + 4
M (Lipp_o,M) < TR

e o0 teorema estéd demonstrado. O]

Mudando a condigdo em (3.5) para uma condigdo semelhante, a saber,
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fixando a poténcia da norma da segunda forma fundamental no integrando como
sendo d = 1, mas dando maior liberdade para a poténcia do raio R na bola geoésica

(condigao (3.49) abaixo), obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.7. Seja M wma superficie minima completa imersa em H*. Se existe

5
uma constante k € (5,3) tal que

1
lim —/ A =0, (3.49)
Rvio R i, (k)

entao

43k2 — 94k + 55
12(k—1)2

}\41 (L|A|272,M) S

Demonstracdo. Suponha que

43k — 94k + 55
12(k—1)2

A (L‘A‘z_z) > (350)

Como a inequagao (3.48) ¢é vélida para esse caso, substituindo k =d+1 em (3.48)

temos
[ A< [ ARAR, ¥ g ecrin),

‘ o . k . ~ .
onde C é uma constante positiva. Substituindo f por f2 na inequagdao acima e

utilizando a desigualdade de Holder, obtemos

/‘Alk—i—lfk < 5/ AT A2y £
M M

<</, W*lfk)kkz( / |A||Vf|">i- (351)

Seja f uma fungao suave em [0,0) tal que f >0, f=1em [0,R] e f =0 em [2R,+0),

com |f'| < R Entao considerando for, onde r é a distancia de p € M, (3.51) torna-se

2 2
Eo_ /1 %
</B (®) |A|k+1> SC(F/B (®) |A|) ' (352)
P p

Fazendo R — oo, concluimos que |A| =0 em M, isto é, M é totalmente geodésica.

De maneira similar ao que foi feito na demonstracao do Teorema 3.6, temos que
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M(Ljap_oM) = 2, e o Teorema 3.7 ser4 vélido se, e somente se

43k* — 94k +55 _ 9
12(k—1)2 4

A inequacao acima possui discriminante negativo, e portanto nao possui raizes reais.

Logo temos que

43k* — 94k +55
12(k—1)2

M (Ligp_o,M) <

e o0 teorema estéd demonstrado. O

O método utilizado para as demonstracoes dos resultados do capitulo 3 é
classico e tem sido muito utilizado nos artigos da bibliografia. O artigo de Bérard
[9] é referéncia pioneira para a equagao de Simons generalizada satisfeita para a
segunda forma fundamental de uma imersao em uma variedade Riemanniana. As
desigualdades tipo Simons utilizadas podem ser deduzidas do artigo de Bérard.

Uma interessante relacao e que futuramente podera ser objeto de estudo
é a relacao entre a hipotese na curvatura total e a entropia de volume de uma

hipersuperficie.

Definicao 3.8. O wolume de entropia v de uma variedade Riemanniana M é
definido como sendo
In(VolyBx(r))

y= lim —
r—r—+oo r

onde By(r) é uma bola de raio r centrada em x € M.

Um fato classico conhecido na literatura é que A (M) <
primeiro autovalor do Laplaciano de M.

Para algumas ideias sobre entropia de volume, podemos consultar os artigos
[11] e [12], e mais recentemente [49] e suas referéncias.

Um outro conceito bastante interessante ¢ o crescimento de volume polino-
mial, que descreveremos agora. Dizemos que uma variedade M tem crescimento de

volume polinomial se
Vol(B(r)) < Crk, K >0,

onde B,(r) é a bola geodésica de raio r. é importante mencionarmos um importante
resutado devido a Cheng-Yau, em 1975, relacionado ao crescimento de volume

polinomial.
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Teorema 3.9. (Cheng-Yau) Seja M uma variedade Riemanniana completa, ndo

compacta. Se M tem crescimento de volume polinomial, entio (M) = 0.
Demonstracao. Ver [24]. O

No préximo capitulo estenderemos o estudo dos teoremas de rigidez para
as variedades semi-Riemannianas, a saber, os espacos de Lorentz. Obteremos um
resultado de rigidez para uma superficie com curvatura média constante imersa no
espaco L3. Para isso, utilizaremos uma condicdo mais fraca que a adotada sobre a

norma L% da segunda forma fundamental e que foi adotada no capitulo 3.



CAPITULO 4

Superficies de Curvatura Média

Constante no Espaco de Lorentz

Nosso objetivo neste capitulo é estabelecermos quais condigoes para que uma
superficie M tipo espaco, completa, nao compacta com curvatura média H constante
no espaco 3-Lorentz seja isométrica ao espaco hiperbélico H?(—H?) de curvatura
—H?. As condicbes aqui utilizadas serdo sobre o primeiro autovalor do Laplaciano,
e nao mais sobre o operador de estabilidade. A condicao sobre o crescimento da
norma L? da segunda forma fundamental também serd substituida pelo crescimento
danorma L¢ do traco livre da segunda forma fundamental, definido como ¢ :=A —HI,

onde I é o operador identidade.

4.1 Hipersuperficies Tipo Espaco

Em [55] L. Zhen-Qi e X. Xian-Hua classificaram as hipersuperficies tipo
espagco e isoparamétricas em S’I’H. Para a forma espacial L"T!, Nomizu [63] mostrou
que uma hipersuperficie tipo espaco e isoparamétrica nao tem mais que duas
curvaturas principais. Para uma caracterizacao dessas hipersuperficies N. Abe, N.

Koike e S. Yamaguchi [1] mostraram o seguinte teorema.

Teorema 4.1. (Abe, Koike, Yamaguchi) Seja M"™ uma hipersuperficie completa tipo
espaco em "1, Se M tem {y} ou {y,B} como conjunto de suas curvaturas principais,
com 7y e B constantes, entao M € isométrica a

i) hipersuperficie umbilica
R"={xe L”H;xnﬂ =0},

ou

n

1

2 L. 2_ .2 .

H' (=) ={x e L") 7 —xup1 = =3}
i=1
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ii) o produto de um espaco Euclidiano R™ e um espaco hiperbdlico H'™™(—r?), ou

seja,

R™ x H' ™ (—r?) = {x e L"*1; zn: x2 —xﬁﬂ = _r_lz}
i=m+1

Com auxilio do resultado de Abe, Koike e Yamaguchi, apresentaremos

um resultado de rigidez para uma superficie tipo espago com curvatura média
constante no espago 3-Lorentz. A condigao utilizada em (4.1) é mais fraca do que a
condicao (3.5) utilizada no capitulo 3, visto que da definicao de traco livre, temos
|A|> = |0|> +nH?, o que nos fornece |0|> < |A|?, e consequentemente a condigdo (3.5)
implica na condicao (4.1) . Nosso objetivo serd mostrar que se o primeiro autovalor

do Laplaciano A;(M) é maior que uma constante fixada, entao M é isométrica a
H?(—H?).

4.2 Superficies Tipo Espaco com Curvatura Mé-

dia Constante

O principal fato que apresentaremos neste capitulo consiste no teorema 4.2

a seguir.

Teorema 4.2. Seja M uma superficie completa nao compacta tipo espag¢o com
curvatura média H constante em >, Seja A a sequnda forma fundamental de M,

0:=A—HI o traco livre da sequnda forma fundamental e I o operador identidade.

1
Suponha que existe uma constante d € <O, 5) tal que

1
lim — ) 4.1
R—1>r—rkloo R? B,(R) 0 0 (4.1)

H?d
Se M (M) > — entdo M = H?(—H?), o espaco hiperbdlico de dimensdo 2 com

curvatura Gaussiana —H?.

Observacgao 4.3. No capitulo 3 jd haviamos mencionado o resultado de Cheng-
Yau (Teorema 3.9), onde se afirma que o primeiro autovalor de uma variedade
Riemanniana completa nao compacta com crescimento de volume polinomial € nulo.
Por outro lado, € conhecido que uma hipersuperficie mdxima tipo espago imersa
em uwma variedade Lorentz L' ¢ um hiperplano. Esse fato é devido a Calabi para
n<4 ([13]) e a Cheng-Yau para todo n ([22]). Combinando esses fatos, temos que
a curvatura média H de M no Teorema 4.2 satisfaz H # 0, desde que Aj(M) > 0.
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Para uma hipersuperficie tipo espaco n-dimensional M" com curvatura mé-
. . . R . —n+1
dia constante e imersa em uma variedade semi-Riemanniana M| (c¢) com curvatura

¢ também constante, no Teorema 1.28 temos a seguinte férmula tipo Simons
%A\AF — VAP + AP + nc(|AP: — nH?) — nHir(A).
No teorema 4.2, temos que n =2 e ¢ = 0. Portanto a férmula de Simons se torna
%A]AF = |VA|> + |A|* = 2H1r(A)°.
diagonalizando a segunda forma fundamental, temos entao que

1
5A|A\2 = |VA> + |A]* — 6H?|A|> + 8H*, (4.2)

1
j4 que nesse caso temos que |A> =y +73 e H = 5(71 +7v2), onde Y| e Y s@o os
autovalores da segunda forma fundamental diagonalizada. Estamos em condigoes de

demonstrar o teorema 4.2.

Demonstracao. O traco livre da segunda forma fundamental de M é definido como

sendo ¢ := A — HI, onde I denota a identidade. Logo podemos ter
A* = 10>+ 2H>. (4.3)

Desde que H ¢ constante, temos

VA=V0, e VIA = V(|o]*+2H) = V|o|*. (4.4)
Por outro lado,

LAIAP = LaiviaR = LanvioP = L ajop (4.5)

2 = 2 v = 2 1A% = 2 . .

Substituindo (4.3)-(4.5) em (4.2) obtemos
1
SAI0F > [Vol* + (j0]* +2H7)? — 6H* (|0 +2H7) + 8H". (4.6)

Com o auxilio do Lema 1.7 (desigualdade tipo Kato), obteremos uma expressao mais

simples para (4.6). De fato, faremos uso da seguinte desigualdade

2
VoI = [VIol* = ~[V|o]|.
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Como estamos considerando n = 2, substituindo a inequagao acima em (4.6) e

rearranjando os termos, temos
[012]0] > [VIo|* +[of* —2H2(o]. (4.7)

Substituindo |A| por || no célculo de (3.8), obtemos a seguinte expressao

ofessipl® = (1 ) 17102 + oo Vol sl (45)
onde o é uma constante positiva. Assim, (4.7) juntamente com (4.8) nos fornece
0115101 = [ V10| + oo — 207 0, (4.9)
onde observamos que
o072 V|o]|* = [V]o[*.

Seja ¢ uma constante ndo negativa e f € Cg(M). Multiplicando (4.9) por [¢[>*f2 e

integrando em M, obtemos
[ Vio PR < —a [ jopariez e
M N M
+2(XH2/A4|¢|2(q+])af2+A4|¢|(2q+l)af2A|(])|a, (410)

Assim como foi feito nos Teoremas 3.2 e 3.6 do capitulo 3, como f € C5' (M), usando

integragao por partes e a desigualdade de Young com C(g) = s obtemos
(2(q+1)—s)/ IV]0|%P[02% f2 < —oc/ jo[2a+Dor+2 g2
M M
1
+2aH2/ o2+ o2 | _/ ooy P2, (411)

para algum € > 0. Por outro lado, fazendo gy =0 em (3.1), temos a seguinte

caracterizagao variacional para Aj(M):
M [ < VAR e, (112
M M

Substituindo f por f|6|@+tD® em (4.12) e novamente fazendo uso da desigualdade
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de Young, podemos obter a seguinte expressao

M [ JoP ey < (—‘”i“) | Jopt ey 2
Ha+Dlg+1+2) [ [VIolFloPes (11

Definindo d :=2(g+ 1), observe que podemos obter um € > 0 tal que 2(¢g+1) —e=
d d
o &> 0. Multiplicando (4.11) por (g+1)(g+1+¢) e (4.13) por o & juntando

essas duas expressoes temos

d d 1
(G-e)m [t < (§-¢) (L5F55) [ toivee
-a(q+1)(q+1+e)/M|¢|d+2f2

+20LH2(q+1)(Q+1—|—8)/M|¢|df2
Har 1) (T [ ottt

Rearranjando os termos desta ultima expressao temos

d d2 2
(Gm- e~ Ouvare) [ lof's?

200

g+ (g +1+e) [ o2 <cr [ ol VIR Ve i), (414

onde C; é uma constante positiva que depende de g, o and €. Por hipdtese,

H%d
hi> =

de modo que podemos obter um € > 0 tal que

d, Hd*
—\ — — (M +H*d)e>0.
o 20,
. d, Hd* 5 N
Dividindo (4.14) por akl ~ g (A1 + H*d)ge, obtemos a expressao
|l e [ o2 <cu [ 1olV R, ve e G (4.15)

onde C; e C3 s@o constantes positivas. Seja f uma func¢do suave em [0,e0) tal que

2
>0, f=1em [0,R] e f =0 em [2R,+o0), com |f| < R Entao considerando for,
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onde r é a funcao distancia de um ponto p € M, temos que

4C
[ (1.16)

Fazendo R — 4o, por hipdtese temos que o lado direito de (4.16) se anula. Assim,
concluimos que |¢| =0 em M, o que nos mostra que M é totalmente umbilica. Além

disso, como |A|?> = 2H? é constante, temos que

YZ-H(Z Y1+Yz ;

isto é, Y1 = V2. Esse fato nos mostra que M tem apenas uma curvatura principal v,
a qual é constante, ou seja, M é isoparamétrica. Pelo teorema 4.1, M é isométrica a
R? ou H?(—r?). Como A;(M) é positivo, concluimos que M tem que ser isométrica
a H?(—r?). Pelo fato de M ter curvatura média H constante, implica que > = H?, o

que demonstra o teorema. O]
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