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Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma descri¢cao completa das hipersuperficies dos espacos
produto S™ x R e H” x R que possuem fibrado normal plano quando as consideramos
como subvariedades de codimensao 2 do espaco Euclidiano E**? © S x R ou do espaco
de Lorentz L"*2 > H" x R. Mostramos que uma hipersuperficie satisfaz tal propriedade
se, e somente se, a componente tangente do campo de vetores unitarios tangentes ao
segundo fator R é uma direcao principal. Apresentamos uma caracterizacao para esta
classe de hipersuperficies em S™ X R (respectivamente, H" x R) através de uma familia
de hipersuperficies paralelas em S™ (respectivamente, H") e uma fun¢io real diferen-
ciavel. Como aplicacdo, mostramos que as hipersuperficies dessa classe que possuem
curvatura média constante correspondem ao caso em que a familia de hipersuperficies
paralelas associada a elas é isoparamétrica em S" (respectivamente, H") e a funcao
diferenciavel é determinada em termos da funcao curvatura média de tal familia. Além
disso, classificamos as hipersuperficies em S” x R e H” x R com a propriedade de que
o angulo entre seu campo de vetores normais unitirios e o campo de vetores unitarios

tangentes ao segundo fator R é constante.

Palavras-chave: Hipersuperficies em S™ x R e H” x R; Fibrado normal plano; Hiper-

superficies de angulo constante; Hipersuperficies de curvatura média constante.
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Abstract

In this work, we present a complete description of all hypersurfaces of the product
spaces S" X R and H" x R with flat normal bundle when we consider them as subma-
nifolds of codimension 2 in the Euclidean space E"*2 © S" x R or in the Lorentz space
L2 5 H" x R. We show that a hypersurface satisfies such property if and only if the
tangent component of the unit vector field tangent to the second factor R is a princi-
pal direction. We present a characterization of this class of hypersurfaces in S™ x R
(respectively, H" x R) by means of a family of parallel hypersurfaces in S (respecti-
vely, H") and a real differentiable function. As an application, we show that constant
mean curvature hypersurfaces in this class correspond to the case in which the family
of parallel hypersurfaces associated to them is isoparametric in S™ (respectively, H")
and the differentiable function is determined in terms of the mean curvature function
of such a family. Moreover, we classify hypersurfaces in S™ x R and H" x R with the
property that the angle between its unit normal vector field and the unit vector field

tangent to the second factor R is constant.

Keywords: Hypersurfaces in S” x R and H" x R; Flat normal bundle; Constant angle

hypersurfaces; Constant mean curvature hypersurfaces.
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Introducao

O objetivo central deste trabalho é descrever completamente todas as hipersuper-
ficies dos espacos produto S™ x R e H” x R que possuem fibrado normal plano quando
consideradas como subvariedades de codimensao 2 do espaco euclidiano E**2 5 S* x R
ou do Espaco de Lorentz L""2 D H" x R, onde S" e H" denotam a esfera unitaria e o
espaco hiperbolico de dimensao n, respectivamente.

Seja f : M™ — S™ X R (respectivamente, H" X R) uma hipersuperficie orientada
com campo normal unitario n. Denotando por 0; o campo de vetores unitarios tangentes
ao segundo fator R e por T a projecao de 0; sobre o fibrado tangente de f, podemos

escrever
at =T + v, (1)

onde v denota a fungao angulo entre 0, e 7. Mostraremos que a hipersuperficie f, vista
como subvariedade de E"*? (respectivamente, L."2), possui fibrado normal plano se, e
somente se, o campo 7 é uma direcao principal de f.

Em [I5], Tojeiro e Mendon¢a denominam de classe A a classe das hipersuper-
ficies de S™ x R ou de H" x R que possuem o campo T como uma de suas diregoes
principais. Ao longo deste texto também utilizaremos esta denominacao. Sendo assim,
apresentaremos uma caracterizacado das hipersuperficies pertencentes a classe A em
termos de hipersuperficies paralelas de S” (ou H") e de uma funcao real com derivada
positiva. Os resultados acima citados, bem como as aplicagoes presentes no capitulo
deste trabalho, foram obtidos por Tojeiro em [22], que é nossa principal referéncia.

Naturalmente, podemos nos perguntar se exigir que uma hipersuperficie dos es-

pagos produto possua 7 como direcao principal torna a classe A uma classe demasiada
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Introducao 12

restrita. Em [I8], dos Santos e Novais listam uma série de trabalhos que mostram que
tal propriedade nao é artificial e possui propriedades geométricas interessantes. Por
exemplo, em [I4], Tojeiro e Manfio mostram que todas as hipersuperficies de curvatura
seccional constante pertencem a classe A, com n > 3. Além disso, em [§], Dillen, Fas-
tenakels e Veken mostram que todas as hipersuperficies de rotacao dos espacos produto
também estao em tal classe.

Ainda, em [I0], Dillen, Fastenakels, Veken e Vrancken provaram que a classe A
contém todas as hipersuperficies em S? x R com funcdo angulo v constante. Dillen
e Munteanu mostraram o mesmo resultado em [I1], mas considerando agora o espago
produto H? x R. Por 1ltimo, em [22], Tojeiro generaliza tais resultados mostrando que
a classe A contém todas as hipersuperficies de S” x R e de H" x R que possuem funcao
angulo v constante.

Os espagos produto S™ x R e H"” x R tém sido muito estudados e se tornaram
alvo de interesse de diversos geémetras ao longo dos ultimos anos. Além dos trabalhos
ja citados, merecem destaque também [3], [24], [16], [12], [9], |2] e [5]. Além disso, em
[1], Aledo, Espinar e Galvez classificam todas as superficies completas de curvatura
Gaussiana constante em S? x R e H?> x R. J4 em [7], Daniel aponta uma condigao
necessaria e suficiente, em termos da primeira e segunda formas fundamentais e do
campo 7, para que seja possivel uma imersao isométrica de uma variedade M" de
dimensao n nos espacos produto S” x R e H" x R além de estudar propriedades de
superficies minimas em S* x R ¢ H? x R. Em [13], Espinar estuda, nos espagos S? x R
e H? x R, as superficies de revolucdo, superficies de curvatura média constante, super-
ficies de curvatura GGaussiana constante, superficies com curvatura extrinseca positiva
e superficies de curvatura extrinseca constante positiva.

Descreveremos agora a estrutura deste trabalho. O capitulo 1 é dividido em seis
secoes onde faremos um breve resumo dos conceitos bésicos de Geometria Riemanniana
com foco naqueles que serao mais relevantes para a construcao dos capitulos posteri-
ores. Além disso, estabeleceremos a notacao que sera utilizada durante todo o texto.
Inicialmente, abordaremos a curvatura e as imersoes isométricas. Posteriormente, des-
creveremos os espacos S” x R e H" x R. Por dltimo, faremos um breve estudo sobre
as imersoes isométricas nos espacgos produto e mostraremos diversas propriedades do

campo T que serao necessarias nos capitulos 2] e

Alancoc dos Santos Alencar Fevereiro de 2018 PPGMat — UnB



Introducao 13

No primeira se¢ao do capitulo [2 descreveremos completamente a classe A através
de dois resultados. O primeiro deles se refere a equivaléncia ja citada: uma hipersu-
perficie f de S™ x R ou de H" x R possui fibrado normal plano quando vista como
subvariedade de codimensao 2 do Espaco Euclidiano E"*2 5 S" x R ou do Espaco de
Lorentz L."*2 D H" x R se, e somente se, f pertence a classe A. O segundo resultado
deixara claro que uma hipersuperficie em S™ x R (respectivamente, H" x R) pertencente
a classe A é construida através de uma familia de hipersuperficies paralelas em S" (res-
pectivamente, H") e uma func¢io real diferenciavel com derivada positiva ao longo de
todo o seu dominio. Na segunda secao, estudaremos condi¢oes sobre as quais podemos
garantir a regularidade de uma hipersuperficie da classe A além de algumas outras
propriedades de maior énfase geométrica relativas a esta classe.

O capitulo [3] é dividido em duas secoes e é destinado exclusivamente para aplica-
¢oes oriundas dos resultados obtidos no capitulo 2 Na primeira secao, classificaremos
as hipersuperficies em S™ X R ou em H" x R com a propriedade de que a funcao angulo
v dada em ¢ constante. Veremos que uma hipersuperficie da classe A, cuja fungao
real diferencidvel associada a ela é linear, satisfaz tal propriedade. Na segunda secao,
mostraremos que as hipersuperficies em S™ X R (respectivamente, H" x R) pertencentes
a classe A que possuem curvatura meédia constante correspondem ao caso em que a
familia de paralelas associada a elas é isoparamétrica em S™ (respectivamente, H") e
a funcao real diferenciavel é determinada em termos da fungao curvatura média de tal

familia de paralelas.

Alancoc dos Santos Alencar Fevereiro de 2018 PPGMat — UnB



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, ao longo de suas seis se¢oes, fixaremos a notacao e estabeleceremos
uma base para o texto, apresentando as definicoes e resultados que serao utilizados na
construcao dos proximos capitulos.

Inicialmente, apresentaremos a curvatura e a curvatura seccional de uma varie-
dade Riemanniana. Depois disso, na se¢ao discutiremos as imersoes isométricas
em espacos quaisquer, onde abordaremos diversos conceitos importantes de uma imer-
sao: segunda forma fundamental; curvatura normal e as equacoes de Gauss, Ricci e
Codazzi. Na secao posterior formalizaremos os espacos S™ e H"” e abordaremos as
hipersuperficies paralelas em tais espagos.

Na secao [1.4] apresentaremos a definicdo de variedade produto e descreveremos
seus aspectos mais relevantes: espaco tangente, métrica Riemanniana, conexao e curva-
tura. Apos isso, repetiremos o que foi feito na secao 1.4, mas agora nos restringiremos
aos espacos de nosso interesse: S™ x R e H"™ x R. Por fim, trataremos das imersoes
isométricas em S™ X R e H" x R, aplicando os conceitos desenvolvidos na secao [1.2] e
obtendo, a partir de tais conceitos, propriedades relativas ao campo 7 que nos serao

primordiais para os capitulos posteriores.

1.1 Curvatura

As definicoes e as demonstracoes dos resultados listados nesta segao podem ser

encontrados em [4].
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1.1. Curvatura 15

Definicao 1.1.1 Seja M uma variedade Riemanniana e V sua conexao de Levi-Civita.
A curvatura R de M € uma correspondéncia que associa a cada par X, Y € X(M)
uma aplicagao R(X,Y) : X(M) — X (M) dada por

R(X, Y)Z =VyvVxZ -VxVyZ + V[X7y}Z, VZ € X(M)

A definigdo acima é pouco intuitiva em uma primeira leitura. Os resultados
adiante nos diz razoes pelas quais a curvatura é definida dessa maneira.

Proposicao 1.1.2 Sejam M uma variedade Riemanniana, X, Y, Z, W € X (M) e
f,g9 € D(M). Entao, a curvatura R de M satisfaz as sequintes propriedades:

(i) R ¢ bilinear, isto ¢,

(a) R(FX +gY,Z) = fR(X, Z) + gR(Y, Z).
(b) R(X, Z+gW) = FR(X, Z) + gR(X, V).

(1)) R(X,Y): X(M)— X (M) € linear, isto é,
(a) RIX,Y)(Z+W)=R(X,Y)Z+ R(X,Y)WW.
(b) R(X,Y)(fZ) = fR(X,Y)Z.

(i1i) se denotarmos, por exemplo, (R(X,Y)Z, W) = (X,Y,Z, W), entdio
(a) (X.Y.Z.W)+ (Y. Z.X.W) + (Z.X,Y,W) = 0.
) (XY, Z,W) = —(Y, X, Z,W).
(c) (X,Y,Z,W) = —(X,Y,W, Z).
(d) (X,Y,Z,W) = (Z,W, X,Y).

Proposicao 1.1.3 Sejam M wvariedade Riemanniana com métrica (,), p € M o C

T,M e um subespaco bidimensional de T,M. Dados x, y € o vetores linearmente

independentes, a funcao k definida em T,M x T,M dada por

k(m,y) = (x,y,x,y) <R($,y)l’,y>

|z Ay |z Ayl

nao depende da escolha dos vetores x, y € o, onde
e AyP = [2[Plyl® = (z,9)".

Definicao 1.1.4 Sejam M variedade Riemanniana com métrica (,), p € M eo C T,M
um subespaco bidimensional de T,M. Dados x, y € o vetores linearmente independen-

tes, o niumero
1, T, R(x,y)x,

Ay e Ay
¢ chamado curvatura seccional de M no ponto p em o.

)
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1.2. Imersoes Isométricas 16

Lema 1.1.5 Seja V um espaco vetorial de dimensao maior do que ou igual a 2, munido
de um produto interno (,). Sejam R, R' : V xV x V. — V aplicacdes trilineares

satisfazendo
(a) (x,y,2,w) + (y, 2,2, w) + (2,2,y,w) = 0;
(b) (x,y,z,w) + (y,z,z,w) + (z,z,y,w) = 0;
(c) (z,y,z,w) = —(y,x,z,w) e (x,y,z,w) = —(y,x,z,w);
(d) (2,y,2,w) = —(2,y,w,2) e (2,y,2,w) = =(2,y,w, 2);
(e) (z,y,2,w) = (z,w,z,y) e (z,y,2,w) = (z,0,2,y),

onde (z,y,z,y) = (R(z,y)z,y) e (x,y,2,y) = (R(z,y)z,y). Sejam agora z, y € V
dois vetores linearmente independentes e considere 0s niumeros
(z,y,2,9) (2,9, 2,y)
k(o) = k(z,y) = —=—3> e k(o) =K (z,y) = ——3~,
|z Ay [z Ayl
com o subespago bidimensional de V' gerado por x e y. Se para todo o vale que k(o) =

K' (o), entao R = R'.

Lema 1.1.6 Sejam M uma variedade Riemanniana de curvatura R e p € M. Consi-
dere uma aplicagao trilinear R : T,M x T,M x T,M — T,M satisfazendo

(R(X,)Y,W), Z) = (X, WWY,Z) — (Y, W)X, Z),

para todo X, Y, W, Z € T,M. Entao, M tem curvatura seccional constante igual a

. /
ko se, e s0 se, R = koR'.

1.2 Imersoes Isométricas

As definicoes e as demonstracdes omitidas nesta secdo podem ser encontrados
novamente em [4] (ver capitulo 6).

Seja f : M™ — M*"*™ uma imersao de uma variedade diferenciavel M, de
dimensdo n, em uma variedade Riemanniana M, de dimensdo k = n + m, isto é, f &
diferenciavel e df, : T,M — Tf(p)M ¢ injetiva, para todo p € M. A imersao f induz

uma meétrica em M dada por

{u, v} = {dfy (W), dfyp(v)) 1) (1.1)

para todos u, v € T,M. Neste caso, dizemos que f ¢ uma imersao isométrica, com

codimensao m = k — n.
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1.2. Imersoes Isométricas 17

Localmente, f ¢ um mergulho, isto é, dado p € M, existe U vizinhanga de p para
aqual fi, : U — f(U) C M é uma subvariedade de M.

Como f(U) é subvariedade, podemos estender campos de vetores ao ambiente.
Isto é, se X é um campo tangente em f(U), entdo existe um tinico campo X em V,
onde f(U) C V, com V vizinhanca de f(p), tal que V.C M e X = X em f(U).

De agora em diante, como forma de simplificar notacao, identificaremos p com
f(), U com f(U)eveT,M com df,(v) € Tsp) f(M).

Como T,U ~ T,M, onde T, U é um subespaco de TPM, a métrica de M decompde

T,M na soma direta
T,M = T,M & (T,M)™*, (1.2)
onde (T,M)* ¢ o complemento ortogonal de T,M em T,M. Assim, dado v € T, M,
podemos escrever
S N (1.3)

onde v € T,M e vt € (T,M)*.
Sendo f imersdo isométrica, denotando por V a conexao Riemanniana de M e

sendo X, Y extensdes locais de X e Y, podemos definir
VxY = (VgY)h (1.4)

Mostra-se que esta é a conexao Riemanniana de M associada a métrica induzida pela
imersao f.

Dado p € M, consideremos a aplicagdo B : T,M x T,M — (T,M)* definida por

B(X,Y)=VgY — VyY. (1.5)

Proposicao 1.2.1 A aplicacio B definida acima nao depende das extensies X e Y

escolhidas. Além disso, B € bilinear e simétrica.

Da bilinearidade de B, escrevendo em um sistema de coordenadas, conseguimos
mostrar que B(X,Y)(p) depende apenas de X (p) e de Y (p).

Dado n € (T,,M)*, usando a Proposigao , concluimos que a aplicacao H,, :
T,M x T,M — R dada por

Hy(z,y) = (B(x,y),n), =, y € T,M

é também uma aplicacao bilinear e simétrica.

Alancoc dos Santos Alencar Fevereiro de 2018 PPGMat — UnB



1.2. Imersoes Isométricas 18

Definicao 1.2.2 A forma quadrdtica I1, : T,M — R associada a H, e definida por
II,(z) = Hy(z,2) = (B(z,z),n), v € T,M,

¢ chamada segunda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal 7.

Associada a H,, existe um operador autoadjunto A,, definido em T,M, satisfa-

zendo

(An(2),y) = Hy(z,y) = (B(x,y),n), (1.6)

ao qual chamaremos de operador forma da imersao f associado ao campo 7.

Proposicao 1.2.3 Seja N uma extensao local de n, isto €, N é um campo normal
definido numa vizinhan¢a V de p, V .C U, com N(p) =n. Entdo,

A, (z) = —(V.N).

Usaremos a Proposicao na construcao da proxima definicao.
Dado X € X(M), pela decomposicao dada em ([1.3)), podemos escrever

Vxn = (Vxn)" + (Vxn)*,
onde (Vxn)t denota a componente de Vyxn em (T,M)*. Assim,
Vxn =—A,(X) + (Vxn)*t.
Definicao 1.2.4 A conexao afim dada por
Vn = (Vxn)© = Vi + A, (X),

¢ chamada conexao normal da tmersao f.

Pode-se verificar que a conexdo normal V' satisfaz as propriedades usuais de

conexao afim, isto é, é linear em X, aditiva em 7 e

Vx(gn) = gVxn+ X(g)n,

para toda g : M — R diferenciavel.
Denotando por R a curvatura da subvariedade M C M, sabemos que R esté
definida no fibrado tangente da imersao f. Podemos definir também uma curvatura

R* no fibrado normal de f através de V*, como veremos adiante.
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Definicao 1.2.5 A curvatura normal R+ da imersdo f é uma correspondéncia que
associa a cada par X, Y € X (M), uma aplicagio RY(X,Y) : X(M)" — X(M)"
dada por

RH(X,Y)n = VyVxn — VxVyn+ Vixy,

onde n € X(M)l, o fibrado normal de f.

A proposicao adiante estabelece equacgoes que relacionam a geometria do fibrado
tangente com a geometria do fibrado normal da imersao. No que se segue, denotaremos
por R a curvatura do espaco ambiente M e por A, e A¢ os operadores forma associados

a0s campos normais 7 e £ € X(M)™.
Proposicao 1.2.6 Sejam X, Y, Z e W € X(M). Entao, valem as sequintes equagoes:

(a) Equacdo de Gauss

(RIX,Y)Z, W) =(R(X,Y)Z,W) — (B(Y,W),B(X,Z)) + (B(X,W), B(Y, Z)).
(b) Equacdo de Ricci
(RIX,Y)n,6) = (RH(X,Y)n,€) = (A 0 Ag — A¢ 0 A,)(X),Y).
(c¢) Equacdo de Codazzi
(R(X,Y)Z,n) = VyB(X,Z,n) = VxB(Y, Z,n).

Definicao 1.2.7 Dizemos que o fibrado normal de f é plano se R+ = 0.

Proposicao 1.2.8 Suponha que o espaco ambiente M tem curvatura seccional cons-
tante ko. Entao, a imersao f tem fibrado normal plano se, e somente se, A, e A

comutam com respeito G composi¢ao, isto €, A, o0 Ag = A¢ o A,

Demonstragao: Dados X, Y € X(M), como M tem curvatura seccional constante

ko, segue do Lema que
(R(X,Y)n,€) = ko(R'(X,Y,n),€) = ko[(X, n)(Y,€) — (Y, n)(X, )] = 0.
Assim, a equacdo de Ricci se torna
(RH(X,Y)n,€) = —((Ay 0 Ag — A¢ 0 A,)(X),Y).

Logo, a imersao f tem fibrado normal plano se, e somente se, A, e A¢ forem tais

que A, 0 Ae = A¢ 0 A, ]

Alancoc dos Santos Alencar Fevereiro de 2018 PPGMat — UnB



1.3. Os Espagos S" e H” 20

Definicao 1.2.9 No caso particular em que a codimensao de f €1, isto é, f : M" —
M"Y dizemos que f(M) C M ¢é uma hipersuperficie. Ainda, se existir um campo
de vetores normais n € [X(M)|*, |n| = 1, definido sobre toda a M, dizemos que f ¢é

uma hipersuperficie orientavel.

Neste caso, dado p € M, como o operador forma A, associado a n é autoadjunto,
existe uma base ortonormal de T,M, § = {ej1,ea, ..., e, }, formada por autovetores de
A, . Tais autovetores sao chamados de direcoes principais e os autovalores associados,

k1, ko, ..., k,, sao chamados de curvaturas principais da hipersuperficie f. O nimero

ki(p) + ka(p) + ... + kn(p)

H(p) =

é chamado de curvatura média de f no ponto p.

1.3 Os Espacos S" e H"

A principal referéncia desta se¢ao é [21].
O Espaco Euclidiano de dimensao m, o qual denotaremos por E™, é formado

quando munimos o R™ com a métrica usual

m
(u,v), = Z UiV,
i=1

onde u = (uy, Ug, ..., Up,) € V= (V1, Vo, ..., V) € R™.
O Espacgo de Lorentz (ou Lorentziano) de dimensao m, que denotaremos por

L™, é formado quando munimos o R™ com a métrica dada por
m
(u,v), = —ugvy + E w;v;,
=2

onde u = (uy, Ug,...,Up) € V= (V1, Vay...,Up) € R™.
Quando for preciso fazer mencao de um resultado valido em E™ e em L™ ao

mesmo tempo, usaremos a notagao (,) para indicar a métrica de ambos os espacos.

A Esfera
S" = {(x1, T3, ..., Tnp1) €E™: i 4 ai+ 42l =1} CEMTY
e o Espaco Hiperboélico

H" = {(SL’l, X2,y .ony .I'n+1) S Ln+1 : —I% +l’§ + ... +Ii+1 =—1, 2> 0} C Ln+1
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serao consideradas como subvariedades de E**! e "1 respectivamente, com a métrica
induzida por tais espacos ambientes.

Para simplificar notacao, denotaremos

S, se =1,
Q=4 E", se e=0, (1.7)

H", se €= —1.

Defini¢ao 1.3.1 Seja g : M™ ' — Q" uma hipersuperficie orientada, com campo
normal unitdrio N. A hipersuperficie paralela a g(M) a uma distancia |s|, s € R,
¢ a aplicagdo g5 : M"~' — Q" tal que para cada ponto x € M, o ponto g,(z) é obtido
ao transladar o ponto g(x) uma distdncia |s| ao longo da geodésica em QF partindo de
g(x) com vetor tangente N(g(x)) nesse ponto.

Quando ¢ = 0, temos que Q7 = E" e, entao, podemos escrever g, da seguinte

maneira
9s(x) = g(x) + sN(g(x)).
Para € = 1, temos que Q7 =S" e
gs(x) = cos(s)g(z) + sin(s)N(g(x)).
Por dltimo, se ¢ = —1, entao QF =H" e

gs(z) = cosh(s)g(z) + sinh(s)N(g(x)).

De um modo geral, considerando as funcoes diferenciaveis

coss, se €=1, sins, se ¢=1,
Co(s) =4 1, se e=0, e S:(s)=¢ s, se € =0, (1.8)
coshs, se ¢ =—1, sinhs, se ¢ = —1,

podemos escrever g, da seguinte maneira
9s(x) = Ce(s)g(x) + Se(s)N(g(2)), s € R. (1.9)
As fungoes C.(s) e S:(s) satisfazem as seguintes propriedades:
(i) Cl(s) = —eSe(s);

(i) Si(s) = Cc(s);
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(ii1) C?(s) +eS2(s) = 1.
Denotaremos o vetor normal unitario de gs para um ponto x € M por Ng(x).

Lema 1.3.2 O campo normal unitdrio de gs(M) é dado por, a menos de sinal,
Ny(x) = —eS(s)g(x) + C(s)N(g(x))-

Demonstragao: Primeiro mostraremos que N, define um campo um campo normal

a gs- Sejax € Mewve T, M. Identificando N(g(z)) com N(x) e dNy)(dg,(v)) com
dN,(v), pela equacio ([1.9)), temos que

d(gs),(v) = Ce(s)dg, (v) + Se(s)dN(v).
Logo,

(d(gs),(v), Ns(2)) = (Ce(s)dg,(v) + Sc(s)dNa(v), —£5:(s)g(x) + Ce(s)N(x))
= —eC:(s)S:(s)(dg,(v), 9()) + CZ(s)(dg,(v), N(z))
— eS2(s){AN:(v), g(2)) + Ce(5)Se(s) (AN (v), N(2)).  (1.10)

Como N é unitario, derivando a expressao

obtemos que (dN,(v), N(x)) = 0. Além disso, temos que dg,(v) € Ty g(M), dessa
forma (dg,(v), N(x)) = 0. Logo, a equacao (1.10) se torna

(d(gs),(v), Ns(x)) = (Ce(s)dg,(v) + Se(s)dNa(v), —eS:(s)g(x) + Ce(s)N(x))
= —eCc(s)S:(s)(dg,(v), g(2)) — eSZ(s)(dNo(v), g(x)). (1.11)

Agora, analisaremos (|1.11) de acordo com o valor de e:

e se ¢ = 0, o resultado segue;

e se ¢ = *£1, entdo g(M) C S" = Qf ou g(M) C H* = Q",. Dessa forma,
(dg,(v),g(x)) = 0 e, entdo, (dN,(v),g(x)) = 0. Assim, pela equacao (L.11)), o

resultado segue.
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Resta mostrar que Ng(x) é unitario. Note que

INy(2)[? = (Ny(x), Ny(x))
= (—e5:(s)g(z) + Co(s)N(z), —£S5:(s)g(z) + Ce(s)N(x))
= 252(s)(g(2), g(x)) — 2¢C.(s)S-(5)(g(2), N(x)) + CZ(s)(N (), N(z)).
= 252(s)(g(2), g(x)) — 2eC.(s)S(5){g(2), N(x)) + CZ(s). (1.12)

Novamente, vamos analisar a equacao ((1.12]) de acordo com o valor de e:

e se ¢ = 0, temos que C. =1 e, entao, o resultado segue;

e se ¢ = 1, entdo g(M) C S = QF e, dessa forma, vale que (g(z),g(z)) = 1e
(9(x), N(z)) = 0. Donde segue que

INy(z)] = S?(s) + C?(s) = sin® s + cos® s = 1;
e se ¢ = —1, entao g(M) C H" = Q" e, dessa forma, vale que (g(x),g(x)) = —1e
(g(x), N(z)) = 0. Assim,

INy(z)| = —S?%(s) + C?(s) = —sinh? s 4 cosh® s = 1.

Em todos os casos, |Ns(z)| = 1, como queriamos. |

Defini¢do 1.3.3 Quando todas as curvaturas principais k; de g : M"~' — Q", com
1 <i<n-—1, nao dependem do ponto x € M dizemos que g € uma hipersuperficie

isoparamétrica.

Denotaremos por H,(x) a curvatura média da hipersuperficie paralela g; no ponto

x € M. Vamos agora enunciar um lema que foi mostrado pela primeira vez por Cartan
[6].

Lema 1.3.4 A hipersuperficie g é isoparamélrica se, e somente se, Hy(x) nao depende
do ponto x € M.

Uma demonstracao de tal resultado pode ser encontrada em [21].
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1.4 Variedade Produto

Como referéncia para as demonstracoes omitidas nesta secao, o leitor pode con-
sultar [I7] e [19], que foram os textos base na construgao deste topico.
Sejam M™ e N" duas variedades Riemannianas com métricas (,)a e (,)n, res-

pectivamente. O produto cartesiano
MxN=A{(p,q):peMeqe N}

¢ uma variedade diferenciavel de dimensao m + n a qual chamaremos de variedade
produto.

Os subconjuntos
M, = M x {q} = {(r.q) : 7 € M} e N, = {p} x N = {(p.s) : s € N}

sao subvariedades de M x N. Sejam @ : M x N — M e o : M x N — N
definidas por 7(p,q) = p e o(p,q) = q, (p,q) € M x N, as chamadas projecoes

naturais. As aplicagoes ™ = 7r‘ eo = 0| sao difeomorfismos. Os espacos tangentes

Mg Np

TipgM ~ T My e TN >~ Ty N, 880 subespagos de T(p,q)(M X N).

O proximo lema nos diz como é formado o espago tangente da variedade produto.

Lema 1.4.1 T(, (M x N) € soma direta de seus subespagos T(, M e T, N, isto
¢, dado w € Ty (M x N), existem tnicos wy € T M e wy € Ty N tais que

W = Wy + Wa.

Demonstracao: Sejam u € T, )M ~ T, My e v € TpyyN ~ T, N,. Note
que a restrigao 7T‘ : N, — {p} ¢ uma funcdo constante. Assim, dm(,q(v) = 0.
Analogamente, dag::q)(u) = 0. Por outro lado, como 7 e ¢ sao difeomorfismos, temos
que dit(p,q) € do(p,q) sdo isomorfismos. Assim, concluimos que T{, M N T, N = {0}.

Logo, como T, oM e T, 4N sdo subespacos de T{, 4 (M x N) com interse¢ao trivial e

satisfazendo
dim[T(pg)M] —+ dim[T(p7q)N] = dim[T(nq)(M X N)],

o resultado segue. |
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As componentes wy € T(p M € wy € T )N de um vetor w € T, 4 (M x N) sdo

dadas por wy = dm, g (w) e wy = do( g (w). Assim, podemos escrever
W = drq) (W) + do(p,q) (W) (1.13)

Dados u,v € Tipq) (M x N), podemos definir uma métrica Riemanniana (,)arxn

em M xX N como se segue

(u, U>(p¢1) = <d7T(p,q) (u), dW(m)(”))p,M + <da(p7q) (u), do(p,q) (U)>q,N‘

Sejam u € Ty, )M e v € T,y N. Vimos na demonstracdo do Lema que
dm(p,q)(v) = 0 € doyq)(u) = 0. Assim,

(u, U>(p,q) = <d7T(p,q) (u), 0)p.nr + (0, do(p,q) (v))gn =0,

donde concluimos que T(, )M = [T, N+, isto &, T, M e T, 4N sao complementos
ortogonais um do outro em Ty, o (M x N).

Descreveremos agora as variedades produto da forma M xR, isto é, o caso N = R.
Chamaremos M de base e a reta real R de fibra. Utilizaremos a mesma notacao que
usamos para o caso geral de variedades produto. Assim, (,)y e (,)r denotam as
métricas Riemannianas de M e de R, respectivamente.

Sejam t € R e z, y € T;R ~ R. Consideraremos aqui

<$7 y>t,R =Y,

onde zy denota o produto de ntimeros reais.

Dado (p,r7) € M x R, podemos escrever dm(,,) : Tipy (M x R) — T,M e
dopry  Tipry (M xR) — R. Assim, dados u, v € T{, (M xR), a métrica Riemanniana
de M x R é dada por

(U, V) ) = (dmp(w),dT (V) + (do ey (w), dog) (),

= {dmpm(u), dm ) (0))p + [do e (u)][do g (V)] (1.14)
Seja X € X(M x R). Por (1.13), podemos escrever
X = Xy + X,

onde sabemos que as componentes X = dn(X) e Xgr = do(X) sdo ortogonais. Dize-

mos que o campo X é vertical se X; = 0 e dizemos que X é horizontal se Xz = 0.
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Considere outro campo Y € X (M x R) com Y = Y}, + Yg. Para todo (p,r) € M x R,

temos

(X(.r),Y®0:r)pry = (dmpn(X(p,7)), dmpn(Y(p,7)))p
+  [do (X (p,7)][do ey (Y (p,7))],

assim, omitindo o ponto (p,r) para simplificar a notagao,

(XY@ = (dn(X),dr(Y)), + [do(X)][do(Y)]
= (X, Yar)p + X Va.

Denotaremos por V!, V2 e V as conexdes Riemannianas de M, R e M x R,
respectivamente.

Proposicao 1.4.2 Sejam X, Y € X(M xR) campos horizontais e U, V € X(M x R)

campos verticais. Entao,
(i) VxY € um campo horizontal e (VxY )y = Vi, Y.
(it) VyV € um campo vertical e (VyV)r = Vi _Vi.
(iii) VyX = VxU = 0.
O Préximo corolario nos mostra que V é construida em funcio de V' e V2.

Corolario 1.4.3 Sejam X, Y € X(M xR). Entao, a conexdao Riemanniana de M xR
¢ dada por

VxY =V, Yu + Vi, Yz

Denotaremos por Ry, R, e R as curvaturas de M, R e M x R, respectivamente.

Proposicao 1.4.4 Sejam X, Y Z € X(M x R) campos horizontais e U, V e W €
X (M x R) campos verticais. Entao,

(i) R(X,Y)Z é um campo horizontal e [R(X,Y)Z]x = Ri(Xnr, Yar) Zur-
(ii) R(U, V)W ¢é um campo horizontal e [R(U,V)W]g = Ra(Ug, Va)Wkg.

(i4i) R se anula para qualquer outra escolha dos campos X, Y, Z, U, V e W.

Com o corolario acima em maos, podemos finalmente descrever a curvatura R de

M x R.

Corolario 1.4.5 Sejam X,Y e Z € X(M x R). Entdo, a curvatura R de M x R ¢é
dada por

R(X,Y)Z = Ri(Xn, Ym)Zu
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1.5 Os Espacos S" xR e H" x R

Defina a variedade produto Q7 x R de tal forma que para € = 1 escrevemos
S* xR ={(1, ..., Tny2) €E"™: af +a+ .. +22,, =1} CE"
e, para € = —1,
H" x R={(z1,..., Tpy2) €L —ai+ai+..+al,, =—1,2; >0} CL""™

A partir de agora, estaremos interessados em descrever variedades produto do
tipo Q2 x R, com ¢ € {—1,1}. Observe que, para ¢ = 0, temos o espaco Espaco
Euclidiano R*+!,

Considere agora uma aplicacao £ definida em Q x R, ¢ € {—1,1}, cuja ima-
gem é subconjunto de E"2 se ¢ = 1, ou "2, se ¢ = —1, de tal forma que, dado
(xla Ly eny [En+2) € Q? X RJ

£(x1, T2, ..., .Z'n+2) = (CL’l, X2y .eey Tnil, 0) (115)
Dessa forma, lembrando que (,) denota a métrica de E"*2 ou de L™, temos que
<€(p)7€(p)> = <(I’1, T2, ..., Tp4l, 0),(371, T2y ..y T4, O)>
= e(m1(t)* + (z2(1))* + ... + (7,1(2))?

= E&.

Proposicao 1.5.1 A aplicacao & é um campo de vetores normais a QF x R.

Demonstracao: Sejam p = (21, Za,..., Tpi2) € QF X Re v € T,(QF x R). Considere

a curva diferenciavel v: I C R — Q” x R dada por

7<t) = (xl(t)7 x2(t)> ) xn+2<t>)

de tal forma que y(0) = p e 7v/(0) = v. Como 7(t) € QF x R, da defini¢do de Q% x R

temos que
e(z1(1)? + (22(t))* 4 ... 4+ (21 (1) = €.
Assim, derivando a expressao acima com respeito a t em ambos os lados, temos

2exy ()2 (t) + 2x2(t) 2y (t) + ... + 22041 (t)2), 1 (t) = 0.
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Agora, somando zero em ambos os lados da igualdade acima, podemos escrever
2exy ()2 (t) + 2w2(t) 25 (t) + ... 4+ 2241 (B)x), 1 (E) +2-0- 25, ,5(t) =0,
que, por sua vez, é equivalente a

((@1(2), w2(t), - wnya (1), 0), (21 (8), 25(8), -, @i (8), @pya(t))) =0

Em particular, para t = 0, temos que

<(CL‘1(O), x2<0)7”'7 ITH-I(O)? 0)7($1(0)7 x/Q(O)vv x;LJrl(O)? x;1+2<0))> =0.

Donde segue que

ou ainda,

isto é, £(p) é um vetor normal a QF x R no ponto p, como queriamos. |

V denotara a conexao de E"*2 ou L"*2 que é a derivada usual. Como ja haviamos
preestabelecido, V denota a conexao da variedade produto Q7 x R. A proposicao
seguinte caracteriza V nos mostrando como V depende da conexao do espaco, V, e do

vetor normal &.
Proposicao 1.5.2 Sejam X, Y € X(QF x R). Entao,

Demonstragdo: Inicialmente, da igualdade (1.2, o espago tangente de E""? e L"*+2

pode ser escrito na soma direta
T(Q x R) & [T(Q2 x R)]*.

Entdo, para quaisquer X, Y € X(Q" x R), como B(X,Y) e £ € T(Q" x R)]+,
concluimos que existe ¢ € R para o qual B(X,Y) = ¢¢.
Por outro lado, da defini¢do de B temos que B(X,Y) = VY —VyY.
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Logo,
VY = ViV + ¢, (1.16)

donde temos que, tomando o produto interno por £ em ambos os lados da igualdade

acima,

(VxY, &) = (VxY +¢c,¢)

= <vXY7£>+C<€7£>
= ce. (1.17)

Como (Y, €) = 0, usando a compatibilidade de V com a métrica (,) dos espacos

E"t? e "2, temos que
0= X(Y,&) = (VxY,&) + (Y, Vx&).

Assim, obtemos que (VxV, &) = —(Y,Vx¢€). Dessa forma, da equagio (1.17),

podemos escrever
1 .
¢ = __<Y7 VX€>7
€
que é equivalente a
c=—e(Y,Vx&), (1.18)

pois € € {—1,1}. Logo, substituindo (1.18]) em (1.16]), temos
VxY =VxY — (Y, Vx£)E. (1.19)

Sendo (z1, T, ..., Tnyo) coordenadas de E"2 ou L"*2, temos que o conjunto dos
P

campos coordenados 8 = {8%1, Bagr

d
, —8rn+2} forma uma base do espaco tangente
3

a tais espacos. Com o objetivo de simplificar a notagao, escrevemos J; = 3 L=

K3
1, 2,..., n+ 2. Como T(Q" x R) é subespago dos espagos tangentes a E""2 ou L""2,
concluimos que 5 também o gera. Assim, existem ay, as, ..., a, o funcoes diferencidveis
definidas em QI x R para as quais

n+2 n+1

X = Z az&» = Up42 8n+2 + Z ai&» (120)

=1 i=1

Alancoc dos Santos Alencar Fevereiro de 2018 PPGMat — UnB



1.5. Os Espacos S” x R e H” x R 30

Note que
n+2

@Xf - @<Z:’L:+l2 aiai)£ - Z ai@&f
=1

n+2

= (ala a2, ..., Anp41, 0)7

isto é, @Xf’ coincide com a componente Xqg» na base 3, ou ainda,
VX£ = (al, az, ..., Ap41, 0) = (XQ2)| .
8

Logo, substituindo a igualdade acima em (1.19)), temos

ﬁxy = vxy—&“

Donde finalmente obtemos que
VxY = VxY +&(Xgn, Yon ),
como queriamos. [ |

Lembrando que X = Xgn + Xg, por (1.20) podemos escrever

n+1

XQQ = Zaz@ e XR = an+2 * 8n+2.

i=1

A partir de agora, denotaremos 0,,2 = 0; € a,.2 = a como forma de distinguir
melhor os campos que fazem parte da componente Xg» do campo que faz parte da
componente Xg. Dessa forma,

n+1
X =Y _a;0; e X =ad, (1.21)

=1
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De agora em diante, (,), denotard a métrica do espaco produto QF x R. Ja
conhecemos a conexao de Q7 x R, agora vamos descrever sua curvatura R. De acordo

com o Corolario [1.4.5] temos que

RX,Y)Z = Ra(Xop, Yor) Za.

onde Ry denota a curvatura de Q7.
Por outro lado, sabemos que Q7 possui curvatura seccional constante igual a ¢.

Assim, pelo Lema vale a seguinte igualdade

Ri(Xor, Yor)Zor = & R'(Xoz, Yor)Zon

= ¢ [(Xaqr, Zor)pYor — (Yor, Zor)»Xarl-

Segue que

R(X7 Y)Z =& [(Xng Z@?)PYQ? - <YQ?7 Z@?)PXQ?}' (122)

Dessa forma, dado W € X(QZ x R), temos que

(RIX,Y)Z, W), = ¢ [(Xan, Zor)»{(Yor, Won)» — (Yor, Zoz) » (Xon, Waor)»)-

1.6 Imersoes Isométricas em S" x R e H" x R

Para o inicio desta sec¢do, utilizamos como referéncia [I7] novamente.
Seja f : M" — QI x R uma hipersuperficie orientada, com campo normal
unitario . Vimos, em (1.2)), que podemos escrever o espaco tangente de Q7 x R da

seguinte maneira
T@Q"xR)=TM@ (TM)™*.

Como 0; € T(QF xR), ele possui uma componente em 7'M dada por df (T), onde
T € X(M), e possui uma componente no espago (TM)*, & qual podemos escrever

como sendo An, onde A : M — R. Em outras palavras,

0, = df (T) + An. (1.23)
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Vamos identificar df (7)) com T exceto em situagoes em que tal identificagao possa

gerar confusao por parte do leitor. Note que

Omp = (T+A,n0)p
= (T.n)p + X005
= A\

Consideremos 0 : M — R o angulo entre os campos de vetores 0; e . Chama-

remos v : M — R dada por v = cos# de funcao angulo. Dessa forma
A= (0,1n), =cosb = .
Em vista disso, podemos reescrever da seguinte maneira
=T +un. (1.24)

Na proposicao seguinte, vamos descrever as equacoes de Gauss e Codazzi da
hipersuperficie f. Denotaremos por V a conexao de Levi-Civita de M associada a
métrica induzida pela imersao f e por R a curvatura de M. Além disso, o operador

forma associado ao vetor normal unitario n de f serd denotado apenas por A.

Proposicao 1.6.1 Sejam X, Y, Z, W € X(M). Entio valem as sequintes equagdes:

(a) Equacdo de Gauss

(R(X,Y)Z, W), e-[(X, 2), (Y, W), = (X, W), (Y, 2),

{
(X, T) W, T, (Y, Z) = (Y, T (W,

T)s !
<7 > <Z T> < > _< >7J<Zv >7><Y’W>7D]
(A(X), 2),(A(Y), W), — (A(X), W), (A(Y), Z),,.

P

s

(b) Equacdo de Codazzi

Vi AY) — Vy A(X) — A(X,Y]) = ev[(Y, T, X — (X, T),Y].

Demonstracgao:

(a) Como B(X,Y) € (T’M)*, existe um ntimero ¢ € R tal que B(Y, W) = c¢n. Dessa
forma, ¢ = (B(Y,W),n),,. Por outro lado, de (1.6), podemos escrever

(B(Y,W),m)p = (A(Y), W), = (¥, A(W)),.
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Segue que ¢ = (A(Y),W)_,. Concluimos que
B(Y, W) = cn = (A(Y),W).n. (1.25)
Analogamente,

B(Xv Z) = <A(X),Z>7,77,
B(X, W) = <A(X)7W>79777 (1.26)
B(K Z) = <A(Y)>Z>7377'

Agora, lembre que, pela Proposicao [1.2.6] a equacao de Gauss para uma imersao

isométrica qualquer é dada por

(R(X,Y)Z,W), = (R(X,Y)Z,W), — (B(Y,W), B(X,Z)), + (B(X, W), B(Y, Z))

-
Substituindo ([1.25)) e (1.26) na expressao acima, temos

(RXY)Z, W), = (RX.Y)Z,W), = ({(AY), W), (A(X), Z),n),

(R

+ ((AX), W), (AY), Z) ) -
(R(X,Y)Z, W), — (A(Y), W), (A(X), Z)
{

P

A(X), W) (A(Y), 2)

.
Que é equivalente a

(RIX,Y)Z,W), = (R(X,Y)Z,W), + (A(Y), W), (A(X), Z)

Por (1.22)), sabemos que
(R(X,Y)Z,W), = e [(Xaz. Zoz)»(Yar, Waz)p — (Yar, Zoz)»(Xaz, Waoz)p)-
Assim,

(R(X,Y)Z, W>7> = & [<XQ?7 ZQ?>7> <YQ?? WQ?>P - <YQ?? ZQ?>7> <XQ?7 WQ?)P]

+ (A(Y), W), (A(X), 2),, — (A(X), W), (A(Y), Z) . (1.27)

P

Lembrando que, por (1.21)), podemos escrever X = Xg» + a0, temos

(X,00)p = (Xqp + a0y, 01, = (Xqu, O)p + (0, 1) = a
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Por outro lado, por (1.24), sabemos que 9, = T + vn. Assim,
(X,00), = (X, T +vn)p = (X, Ty +v(Xin)p = (X, T
Donde concluimos que a = (X, T), e podemos entao escrever
Xor =X — (X, T),0,.
Analogamente,
Yor =Y = (Y, T), 0,

Zop =2 —(Z,T) 0
Wor =W — (W, T),0;.

Assim,

X —(X,7),00,Z —(Z,T),0),
Vo = (X, 00)p(Z,T)p — (X, T)p (0 Z)s
)2 (2, T)p (0 O0)

o = (X T)p(Z,T)p — (X, T) (T, 2)
)

Analogamente,

<Y@?’WQ?>P - <§/v W>7> - <Y7 T>P<T7 W>7Da
<YQ?7ZQ?>7D - <Y, Z>7> - <Yv T>P<T= Z>7>a
<XQ?’WQ?>P = <X7 W>7> - <X> T>P<T7 W>7>'

Dessa forma,

(Xazs Zon)p Yor, War), = (X, 2)p = (X, T) (T, 2)5]

(Y W) = (Y T) (T, W), ]

(X, 2)p (Y, W)y = (X, 2) (Y, T) (T, W),
= (X T)e(T, 2), (Y, W),

(X, T)o(T, 2) Y T (T, W)
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(Yor, Zop)p(Xor, War)p = (Y. Z), =Y, T)(T, 2),]
(X, W) = (X, T (T, W),
= YV, 2) (X, W), = (Y, Z), (X, T) (T, W),
= (V)T Z)p (X, W),
+ YV T)o(T, 2) (X, T)p (T, W),
Logo,
(Xoz, Zoz)» (Yor, Waor)r — (Yor, Zar)» (Xoz, War), = (X, 2),(Y, W),
— (Y, 2), (X, W),
(Y, Z) o (X, T)p (T, W)
+ YV T)e(T, Z) (X, W)
= (X, Z2), (Y, T) (T, W)
— (X, T) (T, Z) (Y W)

Dessa forma, a equagao (|1.27)) se torna

<R<X’Y>Z7W>7D = &= [<X7 Z>P<Y7 W>7J - <X7 W>’P<Y’ Z>7D
+ <X7 T>7><VV> T>P<Y7 Z>7> - <Ya T>7><VV7 T>7><X> Z>7>
+ <Ya 7->7><Z’ T>7><Xa W>P o <X7 T>P<Z7 T>P<Y7 W)‘P]

+ (AX), Z) (A(Y), W), — (AX), W), (A(Y), Z)

P P

como queriamos.

(b) Agora vamos obter a equacao de Codazzi. Para isso, inicialmente, segue da

compatibilidade de V com {, )» € pelo fato de que 7 é unitario, temos que

0= Z(na 77>P = 2<vz77,77>7;,

Assim, V27 ndo possui componente normal, isto é, VZn = 0. Dessa forma, como

Vzn = Vin — A(Z), concluimos que Vzn = —A(Z). Logo, da definicio de
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curvatura, podemos escrever

R(X,Y)n = VyVxn—VxVyn+ Vixym
= Vy(-A(X)) - Vx(=A(Y)) - A(X,Y])
— Vx(A(Y)) - Ty (A(X)) — A([X, Y)). (1.28)

Agora, como B(X, A(Y)) = Vx(A(Y))=Vx(A(Y)) e B(X,A(Y)) € X(f(M))*,

temos que existe ¢ € R para o qual

Vx(A(Y)) = Vx(A(Y)) = en.

De forma que ¢ = (Vx(A(Y)),n)

Vx(A(Y)) = Vx(A(Y)) + (Vx(A(Y)), 1)1

Analogamente,

Vy (A(X)) = Vy (A(X)) + (Vv (A(X)), n) 1.

Assim, fazendo a diferenca entre as duas ultimas equacoes, temos

Vx(A(Y)) = Vy(A(X)) = Vx(AY)) + (Vx(AY)),m),n

= Vy(AX)) = (Vy(A(X)), m)pn (1.29)
= Vx(A(Y)) — Vy(A(X))

+ [(Vx(A(Y)) ) = (Vv (AX), ).

Por outro lado, novamente pela compatibilidade de ¥V com {, ), Note que

0 = X(AY),n), — Y(A(X),n)

P

= (Vx(A(Y)).m)p + (A(Y), Vxn), — (Vy(A(X)), 1) — (A(X), Vyn),.

Donde segue que
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Dessa forma, a equacao se torna
Vx(A(Y)) = Vy(A(X)) = Vx (A(Y)) = Vy (A(X)),

e, assim, podemos reescrever (1.28) da seguinte maneira

R(X,Y)n = Vx(A(Y)) - Vy (A(X)) - A([X, Y]). (1.30)
Vamos agora encontrar outra a expressao para R(X,Y)n. Pelo Lema[1.1.6] vale

que

RIX,Y) = Ri(Xy, Yy,

QT af

= /(X Y, — (Y X

@2777@2>7° of = @2’77@?>7’ @Q]'

(1.31)
Como X = X, +(X,0:),0; e n =1y, + (0, 0),0;, temos

(Xop Ngn)p = (X =(X,00),00,m— (1,0) 0k
= (X,n)p — 2(X,00) (1, 0r)p + (X, 0) (1, 01) (O, Or)
= —2(X,01)p (1,005 + (X, 00)5 (0, 00)
= —(X,00)»(1,0)p- (1.32)

De forma anéaloga,
<Yann@g>'P - _<Y7 at>7><7778t>73' (133)

Substituindo (1.32)) e (1.33) em (L.31]), temos que

ROX,Y = el (X, 00, (00,00 Yo + (Y, 00 (1,000, X,

e[—(X,01) (0,00 (Y = (Y, 00)5,01) + (Y, 00) 5 (1, 01) (X — (X, D), 1))
e[—(X,00) 5 (n,0) Y + (X, 00) (M, O) (Y, Or) O

+ (Y,00) 5 (1,00, X — (Y,00) (0, 01) (X, O1) 0]

= 6[<K at>P<777at>7>X - <X7 at>P<n70t>PY]‘

Assim, como 0, = T + vn, temos que

RX,Y)n = eV, T+, T+vn), X — (X, T +vn),(n,T +vn),Y]
= AV T + Ym0, T)p +vi(n,m),]X
— X T +v(Xm)pl[(n, Ty 4+ v(n,m)p]Y'}
= eV, T)p X —v(X,T),Y]
= e[V, T), X — (X, T),Y]. (1.34)
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Finalmente, por (1.30)) e por (1.34) concluimos que

Vx(A(Y)) = Vy(A(X)) = A([X,Y]) = ev[(Y, T),, X — (X, T), Y],
como queriamos. |

A proposicao seguinte serd muito importante na demonstracao de resultados que

aparecerao ao longo do texto.

Proposicao 1.6.2 O campo 0; € um campo paralelo em Q7 x R.

Demonstragio: Seja X € X(Q” x R). Denotando por V! e V? as conexdes de Q" e
R, respectivamente, e usando o Corolario temos que

V0, = Vﬁq@g (D) gp + Vi, (1), = V§Q20 + V% 0 = Vi 0,
Como X, = (X, 0),0,, concluimos que
VXat - V%Xﬁﬁpat@t - <X, 8t)7,V%t8t - O,

como queriamos demonstrar. |

Veremos agora a primeira consequéncia da proposicao acima. Encontraremos

duas igualdades que serao muito utilizadas.
Proposigao 1.6.3 Dado X € X (M), vale que
VxT =vA(X) e X(v)=—(T,AX)),.
Demonstracao: Seja X € X'(M). Temos
0=Vx0, =Vx(T +vn)=VxT +Vxvn=VxT +vVxn+ X (1.35)

Agora, como B(X,T) =VxT —VxT com B(X,T) € X(M)*, temos que existe

¢ € R para o qual
VxT —VxT = en. (1.36)

Como VxT € X(M), decorre que ¢ = (VxT,n),. Além disso, de (T,7),, = 0, usando

a compatibilidade de V com a métrica {, )», podemos escrever

0= X<T7 77)7) = <vXT7 7]>7> + <T7 vX77>7>7
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donde segue que (VxT,n), = —(T,Vxn),. Com essas informagdes, obtemos
¢ = <vXT7 77>73 = _<T,VX7]>73

Sabemos da demonstragao do item (b) da Proposigao m que —Vxn = A(X).
Dessa forma, concluimos que ¢ = (7, A(X)),, e, assim, podemos reescrever (1.36]) da

seguinte maneira
VxT =VxT + (T, A(X)),n. (1.37)

Por fim, substituindo em ([1.39)), temos que
0 = VxT +vVxn+ X))y
= VxT +(T,AX)),n—vAX)+ X(v)n
= [VxT —vAX)] + (T, A(X)), + X(v)]n.

onde Vx7T — rvA(X) é composta apenas por campos tangentes, enquanto que a com-

ponente [(T, A(X)), + X(v)]n esta na direcdo normal. Portanto, vale que
VxT —vAX)=0 e (T,A(X)), +X(v) =0,
que é equivalente a
VxT =vA(X) e X(v)=—(T,AX)),, (1.38)

como queriamos. [ |

Para os proximos resultados, utilizamos [22], que é a principal referéncia deste
trabalho.

Denotaremos por (,),, a métrica induzida pela hipersuperficie f da variedade

M

Riemanniana M™".

Definicao 1.6.4 Seja ¢ : M — R diferencidvel. O campo grady : M — T M dado

por

(gradp(p),v) ., = dpy(v),

peM, veT,M, é chamado de gradiente de .

O lema a seguir nos fornece uma importante propriedade do campo 7.
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Lema 1.6.5 Considere a funcao h : M — R dada por

h(p) = (f,0)»(p),

p € M. h é chamada fungao altura da hipersuperficie f. Entao,

grad(h) =T.
Demonstracao: Dados p € M e v € T, M, da defini¢ao de gradiente temos que

(gradh(p),v),, = dh,(v). (1.39)

)

Vamos agora expressar dh,(v) de uma outra maneira. Seja a : (—6,0) — M

uma curva tal que a(0) = p e &/(0) = v. Dessa forma, temos

d d

(o) = (o)D) | = lblalr)]) | = £-[(f(a(r)). 00,

7=0 T7=0 7=0 '

Usando primeiro a compatibilidade de V com a métrica (, )» e depois a Proposigao

[1.6.2], temos
o) = ()| _,.a)

7=0

= (dfa(@(0)),9:(p)),,
= (dfo(v),0:(p)),,

P

Como 0, = df(T)+vne (,),, é amétrica induzida por f, a igualdade acima se

M

torna

dhy(v) = (dfyp(v), dfp(T(p)) + v(p)n(P))s-

{
(dfp(v), dfp(T () + v(p)(dfy (), 1(P)) -
= (dfp(T(p), dfp(v)) 5.
(T(P):v) - (1.40)

Finalmente, por e por (1.40) , temos
<gmdh(p),v>M = <T<p)>v>/v1'

Dessa forma, como v € T, M ¢é qualquer, concluimos que

gradh(p) = T(p),
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como queriamos mostrar. |

Para os proximos resultados precisaremos do conceito de distribuicao sobre uma

variedade diferenciavel. A referéncia utilizada nas definigoes seguintes foi [20)].

Definicao 1.6.6 Seja M™ uma variedade diferencidvel de dimensao n. Uma distri-
buicao D" sobre M, r < n, é uma aplicacdo que associa a cada ponto p € M um
subespago r-dimensional D"(p) de T,M.

Definigao 1.6.7 Seja M"™ uma variedade diferencidvel e seja D" uma distribuigao
sobre M. Dizemos que M C M ¢ uma variedade integral da distribuicio D" se TpM
¢ um subespago de D"(p) para todo p € M. Dizemos que D" € integravel se para cada
p € M eziste uma variedade integral M de D" tal que D"(p) = T, M.

Definicao 1.6.8 Seja M"™ uma variedade diferencidvel e seja D" uma distribuicdo
sobre M. Dizemos que D" ¢ involutiva desde que, para todo par X, Y € D", tem-se
[X,Y] e D".

O proximo resultado é conhecido como Teorema de Frobenius e serd primordial

na demonstracao do Lema [1.6.10]

Teorema 1.6.9 Seja M™ uma variedade diferencidvel e seja D™ uma distribuicao sobre

M. Entao, D" € integrdvel se, e somente se, é involutiva.

Uma demonstragao para o Teorema pode ser encontrada em [25].
Dado p € M, considere o subespago de 7, M dado por

{T)} ={ve LM (v, T(p)),, =0}

A aplicacdo D que associa a cada ponto p € M o subespaco {7 (p)}*, é uma distribui-
cao sobre M. D é chamada distribuicao ortogonal.
Denote por {7 (p)} o conjunto dos vetores T (p), p € M. {T(p)} e {T(p)}* sdo

o complemento ortogonal um do outro com relagao a 71, M, isto é,
LM={Tp)}e{Tm)}" (1.41)

Note também que, como T,M e {T(p)} tem dimensdes n e 1, respectivamente, o
subespago {7 (p)}*+ tem dimensao n — 1.

Demonstraremos agora um resultado que ¢ uma consequéncia do Lema [1.6.5
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Lema 1.6.10 D ¢ integrdvel.

Demonstragao: Pelo Teorema de Frobenius, basta mostrarmos que D é involutiva.
Para isso, sejam X e Y campos diferencidveis de vetores que associam a cada ponto

p € M um vetor em {7 (p)}*. Desta forma, dado p € M, temos que
(T, X)u(p)=0 e (T,Y), (p) =0. (1.42)
Agora, para o campo X, da definicao de gradiente, obtemos que
(X (p)](h) = dhy(X(p)) = (gradh, X) ,,(p)- (1.43)
No Lema [1.6.5] vimos que gradh = T. Logo, por e por concluimos que
[(X()I(h) = (T, X) . (p) = 0.
Analogamente, para o campo Y, temos que
Y ()](h) = (T, Y).(p) = 0.

Por outro lado, utilizando novamente que gradh = T, podemos escrever

(XYL, T u(p) = (X,Y] gradh),(p)
= dhy([X,Y](p))

= [X,Y](p)(h)
= [X@IY@Ih) = Y @I[XP@)Ih) (1.44)
Donde conclufmos que
(X.Y], 7). () = [X(P)]0) — [Y(p))(0) = 0. (1.45)
Portanto, [X,Y](p) € {T(p)}*, isto &, a distribuicio D é involutiva. u

Definicao 1.6.11 Seja v : I — M uma curva diferencidvel em M. Dizemos que
¢ uma pré-geodésica de M se sua reparametrizacao pelo comprimento de arco € uma

geodésica de M.

Lema 1.6.12 Assuma que |T| € constante ao longo de D. Entdo, as curvas integrais

do campo T sao pré-geodésicas de M.
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Demonstragao: Primeiro, vamos mostrar que se X, Y € X'(M), entao
Como T = gradh, temos que

Y (R)I(h) = (T,Y).u(p).

Dessa forma, podemos escrever

QQue, por sua vez, é 0 mesmo que

XN PIR) = (Vx@p T:Y)u ) + (T, Vxp)Y ) (p):

Analogamente,

Y (I(X @) = (Vv T, X) i (p) + (T Vi) X) e (p)-

Logo, fazendo a diferenca entre as duas ultimas equagoes e usando a definicao de

colchete, obtemos que

(X, Y(p)(h) = [XE)I[Y (](h) -
<Vx<pT V) ) (T, Vxp)Y) . (p)
(Vy T, X)) = (T, Vy ) X) o ()
= (VxpT,Y)ulp) = (VypT, X))
(T.VxpY = VypX) . (p). (1.47)

Y (I(X (P)](R)

_|_

Usando a simetria de V, temos

(T,Vx@pY = VypX)ul) = (T,[X,Y]).(p)
= (gradh,[X,Y]),,(p)
= dhy([X,Y](p))
= [X,Y](p)(h). (1.48)

Por fim, substituindo (1.48)) em ([1.47), obtém-se que

X Y]()(h) = (Vx T, Y) () = (Vv T, X) () + X, Y](p)(h),

Alancoc dos Santos Alencar Fevereiro de 2018 PPGMat — UnB



1.6. Imersoes Isométricas em S" x R e H" x R 44

de onde concluimos que
(V) T.Y) () = (VypT, X)u (),

como queriamos.
Assim, escolhendo X um campo diferenciavel de vetores que associa a cada ponto
p € M um vetor em {7 (p)}* e tomando Y = T, a equagao que obtivemos acima nos

fornece que
(Vxo) T, T)u(p) = (Vo) T, X)  (p)- (1.49)

Como |T|?* é constante ao longo de D e X é um campo em D, concluimos que
[X(p)](|T)?) = 0. Entao, usando novamente a compatibilidade de V com a métrica

(,) o temos

0 = [XWI(T*)
= [XI(T,T)u®))
= (VxuT.T)u@) +(T. Vi T)up)
= 2(Vx@p T, T)u(p) (1.50)

Segue de (1.49)) e de (1.50) que

(VrmT, X) 0 (p) = 0.
Como p € M é qualquer, concluimos que
<VTT> X>M =0,

para todo campo X € D = {T}+. Dessa forma, existe uma fun¢ao ¢ : M — R tal

que
VT =(T. (1.51)

Seja v : I — M uma curva integral do campo T, isto &, T(y(t)) = ~'(¢).

Considere também o comprimento de arco da curva v

(1) = / Iy (7)ldr.
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Denote por § a reparametrizacao de v pelo comprimento de arco, isto é, 5 é tal

que y(t) = [(s(t)). Dessa forma,

Pelo Teorema Fundamental do Céalculo, vale que s'(t) = |y/(t)|. Logo,

donde |#'(s)| = 1. Queremos mostrar que § é uma geodésica de M, isto é,

Dy’
/ / = = 1 2

/ . .
onde % denota a derivada covariante do campo .

Note que f'(s) = ;Eg(s ik Assim,  é uma curva integral do campo oT = %, isto
e,
N , T
T3 = #16) = 50

Portanto, omitindo o ponto 3(s) € M por uma questao de notagao, concluimos

que mostrar 1) é equivalente a mostrar que Vf’fi = 0.

Agora, usando as propriedades de conexao, obtemos que

ViT = v;%
.
i
- %LTWTT”(WJT}
1
- T e
que, por (L.51)), é equivalente a
ol ]
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Pela compatibilidade de V com a métrica (,),, e novamente por (1.51)), temos

TUT) = TUT, 7))
= ST TIT T,

1
= §|7'|71 2(VrT, T)

T T
7
T,
= 7

e

ViT = i[i —Cmﬂ

7T (TP
IS ¢ }
= | 2T T
A [ITI A
prm— ()7
como queriamos mostrar. [ |

Observagao 1.6.13 Enunciar o Lemall.6.13 dessa maneira tem como objetivo o apro-
veitamento da notacgao jda estabelecida, mas na demonstracao nota-se que podemos subs-
tituir M por uma variedade Riemanniana qualquer N, ndo necessariamente imersa
em QI X R, e, além disso, o campo T pode ser substiluido por um campo qualquer
X € X(N), desde que X seja gradiente de uma fungao diferencidvel definida em N,
também nao necessariamente a funcdo altura h, e satisfaca a hipdtese de | X| ser cons-

tante ao longo da distribuicao ortogonal D que associa a cada ponto p € N o subespaco
{X(p)}* de T,N.

Vimos na Proposicao [1.5.1{ que & define um campo de vetores normais ao espaco
produto Q” x R C E"*2 (ou L"*?). Dessa forma, como sabemos que T'M é subespaco
de T(Q" x R), olhando para M C E"*? (ou L."™?), concluimos que a restrigao de & a
M também define um campo de vetores normais a hipersuperficie f. Dessa forma, faz
sentido falar do operador forma associado a £, o qual denotaremos por Ae.

Os dois proximos resultados nos fornecem propriedades importantes que descre-

vem o comportamento de Ag.
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Proposicao 1.6.14 Vale que
Aé(T) = —VQT € Ag(X) = —X,

para todo X € {T}+.
Demonstracao: De fato, da Proposigao dado Y € X (M), temos que

A(Y) = ~(Vye)T = —[de(v))”. (1.54)

Dado x € M, considere v : [ — M uma curva tal que

Y(s) = (71(8);72(8); s Ynr2(8)),

onde 7(0) =z e ¥/(0) = Y (). Dessa forma,

JE(Y (1) = de((0)
= 20NN

_ d%[g( 1(8),72(5)s s Pnra ()] o

= [(71( ):72(8), - Ynt1(5), 0)]1.

= ( ’(0), 2(0), -, 741(0), 0)

= (71(0),72(0), -, ¥41(0), 7742(0)) — (0, .., 0,7,,42(0))

= 7(0) = (0,...,0,7,42(0))

= Y(2) = (0,...,0,7,42(0)). (1.55)

Agora, como Y (x) =+/(0) € T, M C T,(Q" x R), pela equagao (|1.13), temos que

(Y (2)), = doa(Y(2)) = doy)(7/(0)) = (0, .., 0, 7,42(0)).

Assim, por ([1.21]), podemos escrever

(0,.,0,7,15(0)) = (Y(2)), = (Y(2), 9(2)) 0u(). (1.56)

Dessa forma, das equagoes (|1.55)) e (1.56)), temos

d&.(Y () =Y () = (Y (2), (), 0 ().
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Como 0y(x) = T (x) + v(x)n(x), obtemos

d&,(Y(x)) = Y(x) = (Y(2), T(x) + v(@)n(2)), [T (z) + v(z)n(z)]
= Y(z) = [(Y(2), T(2)), + v(@){Y (2),n(2)), [T (x) + v(x)n(2)]
= Y(z) = (Y(2), T(2)),[T(x) + v(z)n(z)]
= Y(z) = (Y(2), T(2)), T(x) = v(z){Y(2), T (2))pn(x)- (1.57)

Logo, substituindo (1.57)) em (1.54)),

Ag(Y(2)) = —[de(V))"
= V(@) = (V(2), T(@),T(x) = v(@){Y(2), T(2))pn(x)]"
= (Y(2),T(2)),T(z) - Y(x). (1.58)

Assim, como Y € X (M) ¢é qualquer, tomando Y = T a equagao se torna
Ae(T(2)) = (T (), T(2)), T (x) = T(x) = (|T ()| = )T (). (1.59)
Note que

1=0(x)]" =

Portanto, substituindo (1.60) em (1.59)), concluimos que

Ae(T (@) = —v*(2)T (x),

e, assim, obtivemos a primeira igualdade que queriamos.

Por fim, tomando Y € {7} em (1.58), obtemos

que ¢é a segunda igualdade pretendida. |

Para a demonstragio dos dois proximos resultados, utilizamos [23] para melhor

entender os conceitos empregados.
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Lema 1.6.15 Sejam z € M ew € T, M autovetor de A¢. Se T nunca se anula, entao
w € um miltiplo de T (x) ou w € {T (x)}+.

Demonstracgao: De fato, suponha por absurdo que w possua componente na diregao

T(x) e em {T(x)}+. Seja
B ={v1,vg, ..., Vp_1,v, = T(2)},

uma base de 7, M formada por vetores ortogonais.
Dessa forma, omitindo o ponto = para simplificar notacao, existem Aj, Ao, ...,

An—1, Apn = X € R tais que

n n—1 n—1
=1 =1 =1

onde A\ # 0 e existe ao menos um indice k para o qual A\, #0,com 1 <k <n — 1.

Assim, aplicando A¢ em ambos os lados de (1.61)) e usando a Proposigao |1.6.14

temos
n—1 n—1
Ae(w) = = AT — Z Ui = —\P2T — Aoy, — Z AiU;. (1.62)
i=1 i=1, ik

Por outro lado, como w é autovetor de Ag, existe r € R para o qual A¢(w) = rw.

Logo, por (1.61), obtemos

n—1 n—1
Ac(w) =rAT +r Z AiU; = rNT + r o, + Z r\iv;. (1.63)
i=1 i=1, itk

Assim, de (1.62)) e (1.63)), concluimos que

n—1 n—1

rAT + rAgu, + Z rA\v; = —M\2T — Mg — Z i,
i=1, ik i=1, itk
que é equivalente a
n—1
(PA+MAT + (P + Aok + Y (P + Aoy = 0, (1.64)
i=1, i#k
Agora, como vy, vs,..., U,_1, U, = T sdo vetores linearmente independentes, de

(1.64) concluimos que

A+ AE=0 e 1AL+ )\ = 0.
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Da equagao da direita, como A # 0, temos que » = —1. Substituindo r = —1

na equacio da esquerda e lembrando que A\ # 0, obtemos que 12

= 1. Entao, como
|T1? 4+ v? = 1, temos que T = 0, gerando-se assim uma contradi¢do, pois por hipotese

T nunca se anula. [ ]

Vamos ao ultimo lema das preliminares que é, essencialmente, um resultado de
Algebra Linear e que, apesar de parecer "isolado", serd fundamental na demonstracao

do primeiro resultado do capitulo 2.

Lema 1.6.16 Seja V um especo vetorial de dimensao finita n sobre um corpo K e mu-
nido de um produto interno (,),,. Sejam T, L :V — V dois operadores autoadjuntos.

Entao, ToL = LoT se, e somente se, 0s autoespacos de L sao invariantes por T.

Demonstracao: Suponha, inicialmente, que 7' o L(v) = L o T'(v), para todo v € V.
Queremos mostrar que os autoespacos de L sao invariantes por 7. Para isso, dado A
um autovalor de L e W)y seu respectivo autoespaco, basta concluir que T'(W)) C W,.

Seja, entdo, v € Wy. Temos que L(v) = A\v e, assim,
T(L(v)) =T(Mv) = AT (v). (1.65)

Por outro lado, por hipotese, temos que T'(L(v)) = L(T(v)). Dessa forma, por

(1.63)), concluimos que
L(T(v)) = AT (v),

isto é, T'(v) € W), como queriamos.

Agora, suponha que os autoespacos de L sao invariantes por T'. Queremos mostrar
que T'o L(v) = LoT(v), para todo v € V. Como L é um operador autoadjunto, existe
uma base ortonormal de V formada por autovetores de L & qual denotaremos por

g ={e1, €a,..., e,}. Assim, como L e T sdo lineares, basta mostrarmos que
To L(€j> =Lo T(€j>,

para todo j com 1 < j < n. Fixe k um indice qualquer com k € {1, 2,..., n} e denote
por A, o autovalor que tem e e V), como autovetor e como autoespaco associado,

respectivamente, isto é, L(e) = \gey, €

Vi, ={w €V : L(w) = \w}.
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Como ey, € V), e, por hipdtese, V), ¢é invariante por 7', temos que T'(e;) € Vi,
isto &, existe um wy € V), tal que T'(ex) = wy. Além disso, visto que wy € V), temos

também L(wg) = A\gwp. Segue que
ToL(ey) = T(L(ex)) = T(Mwer) = T (ex) = Aawo.
Por outro lado,
LoT(ex) = L(T(ex)) = L(wy) = A\pwo.

Donde concluimos que T o L(ey) = L o T(ex). Como k é um indice qualquer, o

resultado segue. ]
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Capitulo 2

A Classe A

Neste capitulo descreveremos completamente as hipersuperficies de S™ x R e
H"™ x R que possuem fibrado normal plano quando consideradas como subvarieda-
des de codimensdo 2 do Espaco Euclidiano E"™2 O S" x R ou do Espaco de Lorentz
L2 5 H" x R.

Em verdade, como veremos logo no primeiro resultado, uma hipersuperficie f dos
espacos produto satisfaz tal propriedade se, e somente se, o campo 7 é uma de suas
direcoes principais. O objetivo é, entao, apontar condicoes sobre as quais podemos
garantir que uma hipersuperficie de S” x R ou de H" x R esta na classe A.

Por dltimo, demonstraremos um teorema estabelecendo que uma hipersuperficie
que esta na classe A é construida através de uma familia de hipersuperficies paralelas
em S” ou em H"” e uma funcao real diferenciavel com derivada positiva em todo o seu

dominio.

2.1 Classificacao

Os resultados e as respectivas demonstracoes deste capitulo podem ser encontra-

dos em [22], & qual é nossa principal referéncia.

Teorema 2.1.1 Seja f : M" — Q" x R C E"*2 (ou L"), ¢ € {-1,1}, uma
hipersuperficie. Suponha que T (x) # 0, para todo x € M. FEntdo, f possui fibrado
normal plano em x, considerando f uma imersao isométrica em E" 2 (ou L"2), se, e

somente se, T € uma diregao principal de f em x.
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Demonstragao: Note inicialmente que a codimensao da imersao f : M™ — E"2 (ou
L"*2) ¢ 2. Assim, existem apenas dois campos de vetores normais unitarios os quais ja
conhecemos, 1 e £. Sabemos que E""2 e L2 sdo espacos de curvatura seccional nula.
Logo, dado = € M, pela Proposicao basta mostrarmos que 7 é uma direcao
principal de f em z se, e somente se, Ao A¢(X) = A¢ 0 A(X), para todo X € T, M.
Suponha inicialmente que AoA; = A¢0A. Vamos omitir o ponto = para simplificar
notacio. Como A(T) € TM, utilizando a base ortogonal 5 = {vy, vy, ..., Vp_1,0n = T }
construida na demonstragao do Lemal[L.6.15] temos que existem existem oy, ag, ..., @, =

a € R tais que

n n—1 n—1
A(T) = Z oU; = Uy + Z ov; = o + Z ;. (2.1)
i=1 i=1 i=1

Aplicando A¢ em ambos os lados de (2.1]), obtemos

n—1

n—1
Ag(A(T)) = Ag <C¥T+ Z OéiUZ') = OéAg(T) + Z OéiAg(UZ'). (22)
i=1 i=1
Lembre-se que, da Proposigao [1.6.14

Ae(T) = =T e Ad(X) =X, VX € {T}. (2.3)

Assim, como v; € {T}L, para todo 2 com 1 <7 <n — 1, temos que se torna
Ac(A(T)) = —a*T — ”25 ;. (2.4)
i=1
Por hipotese, A¢(A(T)) = A(A¢(T)). Logo, novamente por (2.3)),
A(A(T)) = A(—=°T) = =2 A(T). (2.5)
Juntando e ([2.7), obtemos que
—1?A(T) = —a*T — ”Z_l Q;v;.
i=1
Por (2.1), a equagao acima ¢ equivalente a

n—1 n—1
aT + E a;| = —a*T — E ;.
i=1 =1

Donde segue que

n—1 n—1

2
E QU; — U g a;v; = 0,
i=1 i=1
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isto é,
n—1
(1-2v?) Z a;v; = 0. (2.6)
i=1

Por hipotese T nunca se anula. Na demonstracido da Proposi¢ao[1.6.14] obtivemos

que |T|> +v? = 1. Assim, 1 — v = |T|* # 0. Donde segue que, por (2.6,

n—1
E a;0; = 0.
i=1

Portanto, por (2.1)), obtemos

isto é, T é direcao principal de M no ponto x como queriamos.

Suponhamos agora que T é direcao principal associada ao operador forma A, isto
é, dado © € M vale que A(T(x)) = a7 (x), para algum a € R. Novamente, vamos
omitir o ponto x para simplificar notacao.

Queremos mostrar que A o A¢(X) = A¢ o A(X). Pelo Lema basta mos-
trarmos que os autoespacos de A, sao invariantes por A. Para isso, seja w € T'M um
autovetor associado a A¢. Como, por hipdtese, 7 nunca se anula, pelo Lema
temos que w = 37T, para algum 8 € R, ou w € {T }*+.

Se w = BT, entdo usando (2.3)), temos que

Ae(w) = A(BT) = BALT) = —p*T = —v*w, (2.7)

isto é, w € V_,2, onde V_,2 denota o autoespago associado ao autovalor —v? de Ag.

Vamos entao mostrar que A(w) € V_,2. Como por hipotese A(T) = aT, obtemos
A(w) = A(BT) = BA(T) = afT = aw. (2.8)
Assim, por e (2.8), temos
Ae(A(w)) = A¢(aw) = ade(w) = —arv?w = —1v*(aw) = =12 A(w).

Dessa forma, A(w) € V_,2, como queriamos.
Por fim, se w € {T}+, entdo novamente por (2.3) temos que A¢(w) = —w, isto &,

w € V_q, onde V_; denota o autoespaco associado ao autovalor —1 de A,. Basta entao
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mostrar que A(w) € V_;. Como A é autoadjunto e, por hipotese, A(T) = a7, temos

que
<A(w)77->7> = <w7A(7->>P = (w, 057—>7> = Oé<w77->73 = 0.

Assim, A(w) € {T}* e, entdo, por (2.3) concluimos que A¢(A(w)) = —A(w), isto é,
A(w) € V_l. [ |

Sejam ¢ : M™ ' — Q" uma hipersuperficie orientada, com campo normal uni-
tario N, e seja gs : M"! — Q", s € R, a hipersuperficie paralela a g(M). Lembre-se
que, por (|1.9)),

9s(x) = Ce(s)g(x) + Sc(s)N(g(x)), (2.9)

e, pelo Lema [1.3.2) o vetor normal unitario de gs(M) é dado por
Ns(x) = —5:(s)g(x) + Ce(s)N(g(x)). (2.10)
Defina a hipersuperficie f : M"™ ' x I — Q" x R por

f(z,s) = gs(x) + a(s)o, (2.11)

com (z,s) € M"! x I, onde I C R é um intervalo aberto e a : [ — R ¢ uma fungao
diferencidvel com derivada positiva.

Veremos agora algumas propriedades relativas a hipersuperficie f que serao fun-
damentais na demonstragao do préximo teorema.

Antes disso, vamos estabelecer a nota¢ao que seré utilizada. Seja (z,s) € M 1x T
e v € Tiyg(M" 1 x I). Identificaremos N(g(z)) com N(z) e denotaremos o campo
coordenado 2 do intervalo I por ;. Omitiremos os pontos (z,s) e f(z,s) para sim-
plificar notacao, exceto em casos em que ocultar tais pontos possam causar algum tipo

de confusao.

Propriedade 2.1.2 Vule que

df (9s) = Ng(x) + d'(5)0,.

Alancoc dos Santos Alencar Fevereiro de 2018 PPGMat — UnB



2.1. Classificacao 56

Demonstragao: De fato, por (2.9) e por (2.11)), temos

of
0s

= e +als)a)

%[@(s)gm + Se(s)N(z) + a(5)0]

= Cl(s)g(x) + SL(s)N(x) + a'(5)0.
Mas, por (1.8), temos que C’(s) = —5.(s) e SL(s) = C.(s). Assim,
df(0;) = —eSc(s)g(x) + Ce(s)N(z) + d'(5)0,

= N(z)+d'(s)0,

como queriamos. |

Para a proxima propriedade, note que, como M x [ é uma variedade produto,

pelo Lema |1.4.1| podemos escrever
Tlos) (M P x I) =T, M" " & T,I.

Assim, denote por v,, e por v, as componentes de v em T,M" ' e em T.,I,
respectivamente, isto ¢, v = v,, +v,. Como o campo 0, é base de T,] = I, existe um

ntimero ¢, que depende do ponto (z, s), para o qual v, = cds. Donde concluimos que
v=uv,, + c0s. (2.12)
Propriedade 2.1.3 Nessas condicoes, vale que
df (v) = (dgs)z(v,,) + cNs(x) + ca’(s)0;.
Demonstragao: Por (2.12), temos
df(v) = df (v, + c0)

= df(UM) + df(Cas)
= (dgs)z(v,,) + c-df(0s). (2.13)

Assim, pela Propriedade temos que

df (v) = (dgs)z(vy) + c[No(z) + d'(5)04]
= (dgs)a(vy,) + cNi(2) + ca'(5)0,
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como queriamos. [ |

Propriedade 2.1.4 Podemos escrever

Ty f (M x I) = d(gs)o(ToM™ ) & c(x, 5)df (1,5)(0s).-
Demonstracao: Por , basta mostrarmos que
((dg.)u (v, ). cdf () = 0.
Segue da Propriedade que

<(d98)x(UM)def(8S)>7a = <(d98)w(UM)>c[NS(fE)+a/(3)at]>7:
= ((dgs)z(v,,), cNs(x) + ca'(s)0s)

= ((dgs)a(vy,), No(@)) o + d(5)((dGs)a (v ), D)

= ()’
como queriamos. [ |

De agora em diante vamos identificar df (0s) com 0.

Propriedade 2.1.5 O campo n definido em M"™ 1 x I por

_at7
onde b(s) = \/1+ (a'(s))2, é o campo de vetores normal unitdrio da hipersuperficie f.

Demonstracao: Primeiro verificaremos que 7 define um campo unitario.

De fato, note que

(n:n)p = <—Cg(<;)) Ny(x) + %@, —%Ns(:ﬁ) n %3t>

)
(0/(5))? L) !
62(8) <N3(ZL'),N5(IL')>P 2b2<8) <NS( )aat>7>+ b2($)<8t7at>77‘

Como Ny(z) € Ty (»)QZ e 0; ¢ um campo tangente na componente real R, con-

cluimos que Ny(z) e 0; sdo ortonormais. Segue que

Wil =Tt YR T R
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Agora mostraremos que 7 define um campo normal a f.

Para isso, seja v € T(, (M™ ! x I). Usando a Propriedade [2.1.3} temos que

o), = (5N s
/()

= — b(s) <N5(IL')7 (dgs)m(vM)>79 B
(a'(s))? 1
b(s) b(s)

. x Ca/(s)
b(s) <at=N8( )>7D + b(s) <at7at>73‘ (2'14)

Novamente, como Ny(z) € Ty »yQF e 0, é um campo tangente na componente

Ny(x) + O, (dgs)z(v,,) + cNy(x) + ca’(s)6t>

P

— C <Ns(x), at>7;. + <ata (dQS)x(UM)>7>

+

real R, concluimos que Ny(x) e J; sdo ortonormais. Pelo mesmo argumento, (dgs).(v,,)
e 0 sdo também ortogonais. Além disso, (dgs).(v,,) e Ns(z) sdo os vetores tangente
e normal a hipersuperficie gs(M) no ponto gs(z), respectivamente, isto é, eles sao
ortogonais. Dessa forma, a equagao é equivalente a

a(s a(s
b((s)) N Cb((s))

Como v € T, 5 (M" ! x I) é qualquer,  define um campo de vetores ortogonais

<777 df(U»P = —cC = 0.

a hipersuperficie f e isso conclui a demonstracao da propriedade. |

Propriedade 2.1.6 Vale que

Demonstracgao: Usando a Propriedade [2.1.5] temos

(n,0r)p = <—C;)/<(§))Ns(a:)+%8t,8t>7)

RO 1
- b(s) <Ns( )7at>79 +

1

= —. 2.15
o) (2.15)
Por outro lado, como 0; = T + vn, podemos escrever também
<77’8t>79 = <77aT+V77>P
- <n7 T>’p + V(nv 77>7>
= v (2.16)
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Concluimos entao de (2.15)) e (2.16) que
1

v=n0, = @, (2.17)

como desejado. |

Demonstradas as propriedades necessérias, vamos ao principal resultado deste
capitulo.
Teorema 2.1.7 A aplicagio f : M" ' x I — Q" x R dada por , define, em
pontos requlares, uma hipersuperficie que tem o campo T como uma de suas direcoes
principais. Por outro lado, qualquer hipersuperficie f : M" — Q xR, n > 2, com
func¢ao dngulo v que nao se anula em nenhum ponto e que possui o campo T como uma

de suas direcoes principais € dada localmente por .

Demonstragio: Primeiro, suponha que f: M" ! x I — Q" x R ¢ dada por (2.11)).
Vamos mostrar que o campo 7 é uma de suas dire¢oes principais.

Inicialmente, vamos mostrar que o campo Js é uma direcao principal de f. Lembre
que V denota a conexao de E"*2 ou de L"+2 que, por sua vez, coincide com a derivada
usual. Neste caso, dado (z,s) € M"~! x I, usando a Propriedade [2.1.5 temos que

68577 = dn(0)
In
ds
0 a'(s 1
= — —L s(z) + —0,
Os | b(s) b(s)

_ 20 0 (a'(s) o (1
= ") a5 ) T 5 (b(s> ) No(a) + 5 (@) . (2.18)
Por (2.10), podemos escrever

%(NS(;[;)) = %[—5Sg(s)g(x)+ca(3)N(x)]

= —eS.(s)g(x) + CL(s)N(x)
= =< [state) - L)

Usando que CZ(s) = —eS.(s) e SL(s) = C(s), segue de (2.9) que a equagdo acima ¢é

equivalente a

D) = [c;(s)g(x) -2 <—esa<s>>N<w>]
= —¢[C.(s)g(x) + S-(s)N(z)]
= —egs(z). (2.19)
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Dessa forma, substituindo a equagao (2.19) na equagao (2.18]), obtemos que

V=g (500) M)t g (j5) 0+ hota. 220

Seja agora v € T(x,s)(M”_1 x I) um vetor tal que v = v,,, isto é, v, = 0. Nesse

caso, sabemos que df (v) = (dgs).(v). Assim, usando (2.20)), temos

Fon s = (~ (5 ) Mo+ 5 (55 ) 0+ <o) (1.0

= 5 (50 Wt et + 5 (75 ) 00 (a0
Z(9)

+ 8@@3(%), (d9s)2(v)) - (2.21)

Como ja vimos, (dgs).(v) e Ny(x) sdo ortogonais. Além disso, como (dgy).(v) €

P

Tyu(2)9s(M) C T, ()QZ e 0, ¢ um campo tangente na componente real R, concluimos

que (dgs).(v) e 0; sdo também ortogonais. Assim, a equacao ([2.21)) se torna

(Fou, (dg)a(0)), — e%wm (dg.)o(0)),. (2.22)

Afirmamos que

<?35777 (dgs)m<v)>7:' = 0. (2'23)

De fato, se ¢ = 0 a afirmacao é trivial.

Se e =1oue=—1, entao QF ¢ a esfera S” ou o espago hiperbolico H", respec-
tivamente. Nesse caso, temos (gs(x), gs(x)), = 1 ou (gs(2), gs(x)), = —1, parae =1
ou € = —1, também respectivamente. Derivando tais expressoes em ambos os lados,

obtemos que (gs(z), (dgs)(v)), = 0 em qualquer caso. Isso demonstra a afirmacao.
Como @6577 possui uma componente em T, 5 (QF x R) e outra componente em

[T} (2,5 (Q x R)]*, podemos escrever
Vo1 = (Vo) + (Van)*.

Se V denota a conexao Riemanniana de Q7 x R, a igualdade acima é equivalente

Va,n = Van+ (Von) . (2.24)
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Dessa forma, substituindo (2.24) em (2.23), temos que
0 = (Vo + (Vo) (dgs)a(v)),
= (Vo.n, (dgs)a (V). (2.25)

Novamente, V.7 possui uma componente no fibrado tangente e outra compo-

nente no fibrado normal de f, isto é,
Vo= (Vo' + (Vo)™
Pela Proposicao [1.2.3] vale que
(Vo' = —A,(0:) = —A(0y),

em que A denota o operador forma associado ao vetor normal unitario 7. Assim,

concluimos que

Vo= —A0s) + (Vo)™ (2.26)

Logo, substituindo (2.26)) em ({2.25)), temos

0 = (=A@ + (Vo)™ (dgs)z(v)),
= —(A(0.), (dg.):(v)),. (2.27)

E fato que A(d,) € Tt(z,5)f (M1 x I). Da equagao 1 , temos que A(Js) nao
possui componente em d(gs).(T,M™1). Assim, da Propriedade [2.1.4] concluimos que

A(d,) = cd. (2.28)

Isto é, o campo 0, é uma direcao principal da hipersuperficie f cuja curvatura

principal associada é c.

Usando as Propriedades e temos

A (T) = 0—wm

1 a(s) 1
T b(s) { b(s) @&t
= 9+ 2 N - 21 0,

b2(s) b2 (s)
- { = ]Oﬁ— ZQEZ;N ()
- [t e
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Como b(s) = /1 + (a/(s))?, usando a Propriedade , obtemos

iy = [
= wa’s x
— G+ V()
o ad(s)
= oY)

— df <Z2/8 as) . (2.29)

Sendo f imersao, temos que a diferencial df é injetiva. Assim, por (2.29) conclui-

mos que

T- 2y, (2.30)

0y = —T. (2.31)

Finalmente, primeiro aplicando A em ambos os lados de (2.30) e depois usando,

nesta ordem, a equacao (2.28) e a equagao (2.31]), obtemos

(06, ) o ), dls) R,
A(T) =A (bz—(s)as> = bQ(S)A(aS) = c%&s = C% a/(s)T =cT.

Isso mostra que 7 é uma direcao principal de f com curvatura principal associada

dada por ¢, como queriamos demonstrar.

Vamos entao mostrar a segunda parte do teorema.

Seja f : M"™ — QI x R, n > 2, uma hipersuperficie com funcao angulo v que
nao se anula em nenhum ponto e que possui o campo 7 como uma de suas direcoes
principais. Queremos mostrar que a variedade Riemanniana M" é um produto do tipo
M"=! x I e a hipersuperficie f : M™"™ ' x [ — Q" x R é dada por (2.11]).

Pelo Lema temos que gradh = 7T. Dessa forma, usando o Lema [1.6.10
concluimos que a distribuicao ortogonal é integravel. Logo, para cada p € M, existe
uma variedade integral M tal que T,M = D(p). Assim, existe um difeomorfismo local

Y: M x I — M, onde I éum intervalo aberto contendo 0, de tal modo que:

(1) fixado x € M qualquer, a aplicagdo ¢ (x,.) =1, : [ — M é uma curva integral

do campo T.
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(11) fixado s € I qualquer, a aplicacao ¥(.,s) = s : M — M nos fornece o conjunto
das variedades integrais da distribuicio D = {T }+, isto ¢, para cada s fixado, a
imagem 1,(M) = M é uma variedade integral de D. Ou ainda, dado p € M,
existe x € M tal que ¢, (z) = p e Ty (»nM = T,M = D(p). De agora em diante,

identificaremos M com M para simplificar notacao.

Seja (x,s) € M x I e p € M tal que ¢¥)(z,s) = p. Lembre-se que, do Lema[1.4.1]

podemos escrever
T(%S)(M X I) =T.MoT,I

Considere v € T(, (M x I) de tal forma que v s6 possui componente em T, M,

isto ¢, v = v,,. Nesse caso, pelo item (i) acima, vale que
de5)(v) = d(s), (v,,) € T,M = {T(p)}*. (2.32)
Defina a aplicagao F':= fo¢y: M x I — QF x R.
Afirmacao 2.1.8 (F,0;), : M x I — R depende apenas de s € 1.
De fato, dados ¢ = (z,s) € M x [ e X € X(M), temos
X(@(F,0)p = (Vx@F, 0)p + (F. Vx(0h)p- (2.33)

Pela Proposicao [1.6.2] sabemos que 0, é um campo paralelo em QF x R, isto é,
vale que vX(q)(?t = 0. Entao, 1) se torna

X(q)(F,8), = (Vx(g)F, 0 (2.34)
Por outro lado, temos que

VxF = (Vx@F)" + (Vx@F)*

= VxF + (VxF)"
Assim, como ((@X(Q)F)L, O¢), = 0, podemos reescrever 1) da seguinte maneira

X(q)<Fa at>7> = <vX(q)Fa 8t>7> + <(@X(q)F)Laat>p
= (Vx@F+ (Vx@F)" o),

= (Vx(F,0)p- (2.35)
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Como V coincide com a derivada usual, obtemos que 1} ¢ equivalente a

X(@)(F, 00, = (dF(X),df(T)+vn),

(d
(d(f o) (X), df (T) +vn)s
= {df(d(X)), df (T) +vm),
{df (dip(X)), df (T))p + v{df (d(X)), )
{df (dp(X)), df (T)) -

Sendo f é imersao isométrica, a igualdade acima se torna

X<Q)<F7 at>7? = <dw(X>7T>M7 (2'36)

Por fim, como X € X (M), isto é, X(q) € T, M, denotando ©(q) = p, obtemos de
(2.32) que dy,(X(q)) € {T(p)}*. Logo, (2.36) se torna

X(q><F7 at)P =0

Segue que (F0;) é constante ao longo de M, isto é, depende apenas de s € I.
Com isso demonstramos a afirmacao [2.1.8

Podemos entao escrever

p(s) = (F,0),(q), (2.37)

onde p: I — R e qg=(x,8), x € M um ponto qualquer. Note também que p é uma
aplicagao diferenciavel.

Lembre-se da projecdo natural 7 : Q7 x R — Q definida por 7 (p,r) = p, para
todo (p,r) € QF x R. Fixe x € M qualquer. Pelo item (i), ¢, = : 1 — M é uma

curva integral do campo 7. Dessa forma, considerando a aplicacao
Flz,)=F,=fo,=foy: I — QI xR, (2.38)
podemos definir a curva
a=molF,=mofoip,=mmofoy: I — QI (2.39)

Afirmacao 2.1.9 « € uma pré-geodésica de Q7.
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De fato, primeiro mostraremos que a curva v ¢ uma pré-geodésica de M.

Pelo Lema [1.6.5 temos que 7 = gradh. Logo, pelo Lema [1.6.12] se mostrarmos
que | 7| é constante ao longo da distribuicdo ortogonal D = {7 }*, concluimos que suas
curvas integrais sao pré-geodésicas de M.

Seja X um campo em D = {T}*. Pela equagio (1.38)), temos VxT = vA(X).

Assim,
X(ITP) = X(T, T)p =2VxT,T)p = 20({A(X), T),.
Sendo A é autoadjunto, obtemos
X(IT?) = 2v(X, A(T)) . (2.40)

Por fim, sabemos por hipdtese que T é direcao principal da hipersuperficie f, isto

é, existe um namero ¢ tal que A(7) = ¢T. Dessa forma, (2.40) se torna
X(ITP) = 2v(X,cT), =2e(X,T), =0.

Concluimos que |T|? é constante ao longo de D = {7 }+. Consequentemente,
|7| também é constante em D. Mostramos entao que 7y é pré-geodésica de M, como
queriamos.

Ainda, como |T]? + 1% = 1, temos que v também & constante em D = {7 }*.

O proximo passo na demonstracao da Afirmacao [2.1.9]é calcular o vetor tangente

a/(s). Note que, pela regra da cadeia, como o = 7o f o+, temos que

o/(s) = dr(df (7/(s))).

Como v = df (7/(s)) € T(y(s))(Q X R), podemos escrever v = v, +v,, onde v, e

v, sao as componentes de v nos espacos tangentes a QF e a R, respectivamente. Logo,
d(s)=dn(v) =v,,. (2.41)

Por outro lado, sabemos que T (5 (Q2 x R) C E"2 (ou L™*?), assim podemos

escrever o vetor v usando as coordenadas de E"*2 (ou L"*?) da seguinte maneira

U= df(V'(S)) = (UI(S)’U2(5)7 s Un—i—l(s)v Un+2(8))7 (2'42)
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onde vy, = (vi(s),02(5), ..., Un11(5),0) e vy = (0,0,...,0,v,42(s)). Logo, de (2.41) e
B3, segue que

a'(8) = Vg =V — v, =0 — (v,0),0. (2.43)
Assim,

&/ (s)]F = (d(s)./(s))s
(v = (v,0) 01, v — (v,00),0h)
= (0,0) = 2(v,0) (v, 0p) p + (v, 0) (v, 01) (s, Or)
(v,0), —2(0,0,)% + (v,0,)2
(v,0), — (0,0,)2. (2.44)
Como 7 é uma curva integral do campo 7, temos que v = df(7/(s)) = df (T) e
assim, usando que 0; = df (T) + vn, concluimos que ¢ equivalente a

/() = (df(T). df(T))p — (df (T), df (T) +vm)3
= (df(T). df(T))p — [df(T). df (T))p + vAdf(T). 1) )2
= (df(T),df(T)), — (df (T), df (T));,
= |df(T)]? = |df (T)[*
= [df(T)P(1 — [df (T)]*). (2.45)
Como f é imersdo isométrica, temos que |df (7)|? = |T|*>. Além disso, |T]* + v* = 1.
Assim, é equivalente a
o (s)[* = v*| T, (2.46)
ou ainda
la'(s)| = v|T]. (2.47)

O comprimento de arco da curva « é a funcao

= /08 | (u)|du. (2.48)

Denote por 3 a reparametrizagao de « pelo comprimento de arco, isto é, a(s) =

B(I(s)). Temos que
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donde |3'(1)] = 1.

Queremos mostrar que « é uma pré-geodésica de Q7, isto é, queremos mostrar
que B ¢ uma geodésica de Q7. Assim, denotando a conexdo de Q7 por V!, temos que
mostrar que VE,B' =0.

Como podemos identificar Q7 com Q" x {0} C QF x R, podemos também pensar
em B como uma curva em Q" x R que nao possui componente na fibra R. Dessa forma,
temos que (B)é}n = 3, isto &, (BA)% = (. Assim, se V? denota a conexdo da fibra R, do
Corolario temos que

A 2 2\ ol
Como vB/B’ = (@B,B’)T, vamos mostrar que
(V)" = (2.49)

Para isso, inicialmente, vamos calcular Vg, B'. Temos que

~ N ~ (0%
VA/ ! - V ol
65 \7|o/]
1 - /
= —V.,—
/| " ||
1 ~ /

Como 6’ = |°‘— nao possui componente na fibra R, concluimos que sua derivada

na diregao 0; é nula, isto é, Vat = 0. Assim, a igualdade acima se torna

Ia’\

o] T e|

1 - 1
_ umvT{um[ F(T) = (dF (7). 90, t]}

~ 1 1
= I/|T| VT |jAT| df(T) - m<df(T)v 8t>738?f:|

- T [df () - (). 8> @]
e fo o ()] [l 7)) al e
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Denotando T = 7> temos que 2.50) é equivalente a

~ ~

Vol = TV df (v )] = Vrl{df (v 7). 8,01} (2.51)
Logo, mostrar que vale ¢ equivalente a mostrar que
{Vrldf (v='T)) = V7lldf (v7'T). ) 0} = 0. (2.52)

Analisaremos cada uma das parcelas em (2.52)) separadamente.

Temos que
Vrldf (v T)) = v ' Vrldf (T)] + T (v)df (T). (2.53)
Agora note que
Tw™) = -=T) = —v>T (). (2.54)
Da equacio (L33), temos que V7T = vA(T). Logo, vale que
TITP) =2VrT, T)p = 2(vA(T), T)p = 20(A(T), T)5-

Novamente por (1.38), temos que 7 (v) = —(A(T), T),, donde concluimos que a igual-

dade acima é equivalente a

TUT?) = —2vT (v). (2.55)

Segue de (2.54)) e de (2.55) que

T )= W (T = o ATIT(T) = ITITTY. (250

No que segue, vamos considerar f como uma imersao isométrica em E"™2 (ou L"2).

Como ja vimos, |T| é constante ao longo de {7} e, como consequéncia deste
fato, usando o Lema concluimos que as curvas integrais de 7 sao pré-geodésicas
de M, isto é, vale que V¢7A' = 0. Assim,

A A 1 A
0=Vs:T=V<T VT,

7] :m

donde vale que VT’7' = 0. Logo, considerando a segunda forma fundamental de f,

B:TM xTM — (TM)™,
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temos
B(T,T) = Vydf(T)— V7T = Vrdf(T).

Isto é, @Tdf(%) € (T’M)*. Denotemos por ¢ o campo de vetores em E"2 se
e €{0,1}, ou em L""2 se ¢ = —1, de forma que ¢ ¢ 0 campo normal ao espago produto
QI x R. Note que, quando € € {—1, 1}, vale que ¢ = ¢, onde £ é o campo definido em
. Por outro lado, se € = 0, entdao Q" = E® C E"™', donde Q" x R =E" x E C
E"t! x E ~ E"*2. Assim, podemos definir ¢ = e, .1, onde e, denota o vetor de E"+2
com a (n + 1)—ésima coordenada igual a 1 e as outras n + 1 coordenadas nulas.

A restrigao de ( a M também ¢é ortogonal a hipersuperficie f. Dessa forma, o
conjunto de vetores ortogonais {n,(} é base de (TM)*. Logo, existem fungdes \; e

A2 : M — R para as quais
Vrdf (T) = Mn 4 AoC. (2.57)
Assim,

<@7’df(72)777>7> = (M1 + A0 m) = A(n,m) 5 + X2(C ) = A1

Por outro lado, usando a defini¢ao do operador A dada em (1.6), obtemos que

~

<@7'df(72)v 77>7> = <B<T> ,72)’ 77>79 = <A(T)7 T>73

Concluimos entdo que A\; = (A(T),T),. De forma analoga, vale que Ay = ¢(A(T), T)

P

onde A, denota o operador forma associado ao vetor ¢ e

e, se €€ {-1,1},
c=c(e) = .
1, se ¢=0.

Portanto, através de (2.57) podemos escrever
Vrdf (T) = (A(T), T)pn + (AT, T)yG. (2.58)
Observe agora que, como VT7L = 0, temos
(T Ty = (V7T Thyp + (T, V7T)p = (T, V7T),.

Por outro lado,

T, T), =T <% T>P _T (%@, T)P) _T (%m?) — T(T)).
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Dessa forma, juntando as duas ultimas igualdades, concluimos que
TUT) = (T, V7T),. (2.59)

Da equagao (1.38]), sabemos que V77T = vA(T). Assim, como por hipétese v
nunca se anula, temos que A(T) = V77T Entéo, por (2.59), temos

(A(T), T, = <%VTT, T> = (VT T) =L T(T) = v ' TT]). (260)

Portanto, usando (2.60)) em (2.58]), podemos escrever

Vrdf(T) = v ' T(T)n + e(Ad(T), T)pC. (2.61)

Substituindo e em , obtemos que
Vrldfv ' T = v Vldf (T)] + T (v )df(T)
= v W TT(T D0 + e(Ad(T), T)pC) + v [ TIT(ITdf (T)
= vIT(TDn+ v (AT, T)pC + v 2 TIT(TNAf(T)
= vIT(TDITIAf(T) + vn) + v (AL(T), T) ¢
=TT 17107 (5 ) + ] + A T
7 e
= vOT(TNIAf(T) +vn] + v (A(T), T) »C.
Como 0, = df (T) + vn, temos
Vorldf (v )] = v T (TN + v (A(T), T) ¢ (2.62)

Agora vamos calcular a segunda componente Vr[(df (v'T),d,),.9,] de (2.52).

Podemos escrever

(df (v'T), 00, = <df (ﬁ7)6>

= VITI (df (T), o),

_ ﬁ(@t—unﬁm

_ V|1T|[<at,at> — (0, 01),]

_ ﬁp — v, df(T) + )]

_ ﬁu —v(n, df (T)), — *(n,1),]
- ﬁ(l - ).
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Por sua vez, como v? + |T|? = 1, a igualdade acima é equivalente a

AITE _

<df(y_1’7A—)7 at>7> =V ’7-‘ -

v T (2.63)
Além disso, usando ([2.56)), temos

TWT) = v T(T)+ITIT0 ™)
= VIT(T) + 7] v TIT(T)
= V(T + v TET(T)
ST
(T)

= v T(THITP + v
= v 3T(|T). (2.64)
Logo, por e por (2.64)), concluimos que
Vrldf (v T),00,0] = V(v '|TIoy)
= v YTIV7O, + T Y T)o,
= v>T(IT))0e (2.65)

Por fim, através de (2.62)) e de (2.65)), obtemos que

Vrldf (v ) = Vrlldf (v T),80,0] = vT(TNG: + e (AUT), T)p¢ — v *T(IT1)0k

= o YAAT), T),C. (2.66)

Como ( é campo de vetores normais a Q7 x R, da igualdade acima concluimos

que
{Vrldf ' T)] = Vrldf (v T), 0, 03" = [ev™ (AU(T), T, (T" =0,

que ¢ a igualdade . Isso mostra a Afirmacao isto é, a ¢ uma pré-geodésica
de Q7.

Agora, vamos ao passo final da demonstracao do Teorema.

Uma vez que T e v sdo constantes ao longo da distribui¢ao ortogonal D = {T }+,

existe uma funcgao suave r : I — R de tal modo que
r=(Tl-v)oyp={(Tloy) (vorp).
Donde, dado (z,s) € M"™! x I, temos

r(s) = Tl(W(z,s)) - v(¢(x, ).
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Defina ¢ : I — R por

o(s) = /OST’(T)dT. (2.67)

Usando que |&/| = |T|v (como vimos em (2.47))), a igualdade acima se torna

#'(s) =r(s) = TIW(, ) - v(¥(. ) = [o/(s)]. (2.68)

Concluimos, entdo, de (2.67) e de (2.68]), que ¢ é o comprimento de arco de .
Lembre-se que, pela Afirmacao a funcao p dada por p = (F, 0;),, depende
apenas de s, isto é, p : I — R. Assim, se p(I) = J, escrevendo ¢(s) = z € J,

definimos a funcao a : J — R por

A aplicacao
foyp : M"'xJ—Q"xR
¢ tal que, dado (z,2) € M1 x J,

(fov)(w,2) = (fo)(z, 7 (2)) = (f o ¥)(x, 5) (2.69)

Denote por G2, definida em M"~! x J, a componente de (f o v)(x, z) em R, isto
¢, G2(z,2) = (0o for))(x,z). Compor (oo fo))(z,z) nada mais é do que olhar para
F(z,s) = (f ov)(x, z) como um vetor posicio em E"2 (ou L"*?) e projeta-lo sobre a

fibra R. Assim, temos

G*(z,2) = Proj, F(z,s) = %&g = p(8)0; = a(2)0;. (2.70)

Agora, denotando por G!(z,z2), com G!' : M"~! x J — Q", a componente de

(f ovb)(x,2) em Q, isto é, G*(x,2) = (m o fo1))(z,2), podemos escrever

F(x,8) = (fo)(x,2) = G z,2) + G*(x,2) = G (z,2) +a(2)0,. (2.71)
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Seja x = z, € M"! fixado. Da defini¢ao de o dada em (2.39)), usando (2.69)

temos que

B() = als) = (o f o B)(z,,2) = G (. 2). (2.72)

~

Pela Afirmacao sabemos que «a é pré-geodésica de QF e, entao, como 3 é a
reparametrizacdo de a pelo comprimento de arco z = ¢(s), concluimos que a curva
B(z) = GMx,, z) é geodésica de Q.

Fixe s = 0. Considere a restricao de F' dada por
F(,0)=F =foy,: M — Q" xR, (2.73)

Defina a hipersuperficie g : M"~! — Q" por g = 7o F,. Seja g, : M+ — Q"
a familia de hipersuperficies paralelas a g, z € J. Denotando por N(zx,) o vetor normal

a hipersuperficie g em g(z,), vamos mostrar que é valida a afirmagio abaixo.

Afirmacéo 2.1.10 3(2) ¢ a geodésica em Q" partindo de g(x,) com vetor tangente

N(z,) nesse ponto. Isto é,
B(z) = g:(x,)-

De fato, da unicidade da geodésica dadas condicoes iniciais e da definicao de
hipersuperficies paralelas dada em [1.3.1, basta mostrarmos que 5(0) = g(z,) e que
'(0) = N(,)-

Como g = mo F,, temos

B(0> - G1<x07 0)

Resta mostrar que 3'(0) = N(z,). Para isso, dado w € T, M, basta mostrarmos

que

(dgay (w), 5'(0)),, = 0. (2.74)
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Inicialmente, como
T M" ' = Ty 0) (M1 x {0}) C Tigy 00 (M™% ),

podemos identificar o vetor w € T, M"~' com o vetor (w,0) € T(y 0(M"" x J).

Assim, notando que
g9(x) = (w0 F)(x,0) = (1o fot)(z,0) = (1o f odh)(z,0) = G'(x,0)
obtemos
dga, (w) = dG%xO,O) (w,0). (2.75)
Agora, seja 0(7) = (z(7),0) uma curva em M"! x J tal que
0(0) = (£(0),0) = (z,,0) e #(0) = (2'(0),0) = (w,0).

Note que, usando ([2.71]),

Ay (0,0) = [(F o)),

= FE).0),
= L[E().0) +a0)a)

= %[Gl (z(7),0)]),_, + %[@(O)at]fo

= 6.0

= dG{,, o)(w,0). (2.76)
Por (2.75)) e (2.76), concluimos que
g, (w) = dG%zO’O)(w, 0) = dFiz, 0)(w,0). (2.77)

Novamente por (2.71) e notando que 3'(0) = (G')(x,,0), obtemos

oF 0
E@JO’O) - %[F(xoas)hs:o

= —[G"(x,, 0(5)) + ale(s)0])._,

I
2
—~
(@)
=
—~
@)
~—
+
IS
—~
@)
~—
&

(2.78)
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Logo, juntando (2.77)) e (2.78)), temos

(Fu0.0). 50 0)) = {dae, (0, |2 ONF(0) + a(0)01)
= |0/(0)|(dgs, (w), 3'(0)), + a(0)]a’(0)|{dga, (w), Br).,
= [a/(0)[(dga, (w), B'(0))- (2.79)

Por outro lado, como F(z,s) = (f o¢)(x, s), fixando s = 0, pela regra da cadeia

podemos escrever

dFz, 0)(w,0) = d(f o w)(xom (w,0) = dfw(xO,O) o d1/)(wo’0) (w,0), (2.80)

e, da mesma forma, mas agora com z, fixado,

OF 0 0

8_8@:070) = a_S[F(xm S)]Is:O = &[(f © ¢)<xov S)]\s:o = dfw(wo,o) o ¢/(xoa0>' (2'81)

Assim, por (2.80) e (2.81)), usando o fato de que f é imersao isométrica, temos

OF )
<dF(%,O> (w,0), 55 (o, 0>> = (i © Dy (0,0), o 00 (2,,0)),
P

Js
= <d1/)(:c0,0) (U), 0)7 ¢/<I07 0))/\4

Para s = 0 fixo, pelo item (ii), ¥(z,,0) = ¥,(x,) ¢ ponto de uma variedade
integral da distribuigao D = {T}*+, assim d¢<z0,o> (w,0) e T sao ortogonais. Mas para
z, fixo, pelo item (7), temos que Yy, = 7 é uma curva integral do campo T, isto
é, iy (0) = ¢¥'(zy,0) = 7(0) = T(7(0)). Dessa forma, dv, , (w,0) e ¢'(x,,0) sdo

ortogonais, isto é,

(93() ,0)

OF
<dF<w0,o>(w’ 0), g(wo,0)> = 0. (2.82)
2l

Portanto, por (2.79)) e , concluimos que
(dgs, (w), 5'(0)), =0,

que é a igualdade em (2.74)). Demonstramos entao a Afirmacao [2.1.10

Finalmente, usando a Afirmagao 2.1.10[em (2.71]), concluimos que

(fog)(z,z) = g:(x,) + a(2)0. (2.83)
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Como x, € M" ! & qualquer, temos que (2.83) ¢ valida para todo z € M™ '
Assim, denotando f ot apenas por f, 1} se torna
flx,2) = g.(x) + a(z)0,
para todo (z,z) € M" ! x J.
Por fim, resta mostrar que a/(z) > 0, para todo z € J. Sabemos que

a(z) = a(p(s)) = p(s) = (F(z,5),0)p-

Dessa forma, omitindo o ponto (x, s) para simplificar notacao, temos

0 0
Slales)) = - (F.01),

que é equivalente a
o (5)d' (p(s)) = <V@F,6t> +<F,V@at> .
Os P ds P
Donde, lembrando que o campo 0; ¢ paralelo em QF x R (veja Proposicao |1.6.2)),

obtemos

@/(d(:) = (VaFd)

- () s

Como F(z,s) = (f ov)(z,s), temos do item (i7) que
or _
ds

Assim, substituindo (2.85)) em (2.84), obtemos

df (U7, (s)) = df (T). (2.85)

o/ ()l () = {df (T), df (T) + vi)y, = (df (T). df (T)),, = |df (T)* = |T*.

Como por hipdtese T é direcao principal de f, temos que 7 nunca se anula e, entao,
concluimos que a'(z) > 0, para todo z € J. Com isso finalizamos a demonstrac¢ao do

Teorema. u
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2.2 Apontamentos

Ao longo desta secao, discutiremos algumas propriedades relevantes sobre a hi-
persuperficie f: M" ! x I — Q" x R dada por (2.11)).

Inicialmente, na primeira subsecao, estudaremos a regularidade de f. No teorema
2.1.7, vimos que f define, em pontos regulares, uma hipersuperficie pertencente a classe
A. Iremos encontrar condigdes sobre as quais um ponto (z,s) € M" ! x [ ¢ um ponto
regular de f.

Por fim, a segunda subsecao tem como objetivo mostrar que o conhecimento das
propriedades geométricas de g : M™ ' — Q" nos permite obter uma boa descrigao

acerca das propriedades geométricas de f.

2.2.1 Regularidade

Seja (z,s) € M"!x 1. Sabemos que f € regular em (z, s) desde que df(, 5 (v) # 0,
para todo v € T, ¢ (M™ ! x I) com v # 0.
Vimos na propriedade 2.1.3] que

df(r,s) (U) = d(gs>x('UM) +c- df(%s)(as),

em que v = v,, +v,, onde v,, e v, sdo as componentes de v em T,M""! e em T,I,
respectivamente; e ¢ € R é tal que v, = c0;. Assim, para analisar a regularidade de f
em (z,s), basta analisarmos a diferencial df, 5) nas dire¢oes v,, e ;.

Se v = v,, entdo df(, 5 (v) = cdf (4,5 (0s), onde ¢ # 0. Pela propriedade vale
que

df(2,5)(0s) = Ns(z) + a'(5)0;.

Logo, como N, e 0, sao campos ortonormais e, além disso, a’(s) > 0, concluimos que

df(0.5) (V) = cdf(z,5)(s) # 0.

Por outro lado, se v = v,,, isto é, se ¢ = 0, entdo df, ) (v) = d(gs).(v,,). Portanto,

M
analisar a regularidade de f em (z,s) é equivalente a analisar a regularidade de g5 no
ponto x. Isto ¢, nosso objetivo a partir de agora ¢ encontrar condi¢oes para as quais
d(gs)z(v,,) # 0 com v,, # 0.

Denotaremos por Ay, o operador forma associado ao vetor normal Ny de gs.

Nesse caso, sabemos que existe uma base ortonormal de T, M formada por autovetores
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de Ay, os quais sdo as dire¢des principais da hipersuperficie g; em x. Como d(gs), é
linear, basta entao analisarmos seu comportamento numa direcao principal qualquer
de g,. Para isso, precisaremos de alguns resultados prévios os quais discutiremos agora.

Sejam A1, Mg, ..., A, as m curvaturas principais distintas de g : M"! — Q7

com m < n — 1, para as quais:
e quando e =0, \; #0; e
e quando € = —1, |\ > 1.

Quando € = 1, nao faremos nenhuma restricao. Usando as propriedades de dominio e

imagem das func¢oes cotangente e cotangente hiperbodlica, podemos escrever

cotb;, 0<b; <m, se ¢=1,
A=< 1/60;, 0; #0, se € =0, (2.86)
coth#;, 0, #0, se ¢ =—1,

onde os 6;’s : M™ ' — R sdo escolhidos de tal forma que compdem uma sequén-
cia crescente, isto ¢, as curvaturas principais J\;, definidas na igualdade acima, estao
ordenadas de forma decrescente.

Seja X € X(M™') tal que X (x) é uma diregao principal cuja curvatura principal

associada é \;(r) para algum i com 1 < i < m, isto é, omitindo o ponto x € M"™!,
An(X) = N X, (2.87)

onde Ay : T,M — T,M denota o operador forma associado ao campo de vetores

normais unitarios N da hipersuperficie g.

Proposicao 2.2.1 Vale que
dN,(X) = -\ X.
Demonstrac¢ido: Como |N| = 1, denotando por V! a conexao de Q7, obtemos que
2(VL N, N) = 0.
Assim, V1 N nao possui componente na diregio N. Portanto, por (2.87), temos

VEN = (VAN)T = —Ax(X) = =\ X,
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Vamos agora encontrar uma outra forma de escrever Vi N. Quando € = 1, temos
que Q" = S™ C E""!. Dessa forma, o vetor posigao g de E*™! ¢ um campo de vetores

normais unitarios de S". Assim, sendo N € X (S"), vale que (g(x), N(x)) = 0. Logo,
{dgo(X), N(x)) + (9(x), AN (X)) = 0.

Que equivale a (g(z),dN,(X)) = 0. Dessa forma, dN,(X) nao possui componente na
direcao g(z).

Quando ¢ = 0, temos Q" = E". Como estamos considerando E" C E"™! através
da identificagao E" ~ E" x {0}, segue que o campo constante e,,1 = (0, ...,0, 1), onde o
1 estd na (n+ 1)-ésima entrada, é um campo unitéario de vetores normais a E". Assim,

sendo N € X(E"), vale que (e,+1, N(x)) = 0. Logo,
{d(ent1)e(X), N(2)) + (ent1, dNo(X)) = 0.

Que equivale a (e,y1,dN,(X)) = 0, pois sendo e,;; constante temos que de, 1 é
identicamente nulo. Dessa forma, dN,(X) nao possui componente na dire¢ao e, 1.
O caso € = —1 é andlogo ao caso € = 1.

Portanto, em todos os casos, podemos escrever
dN,(X) = [dN,(X)]T = VL N.
Assim, é equivalente a
dN,(X) = Vi N = -\ X.
Isso demonstra a Proposicao [2.2.1 ]

Como g,gs : M" ' — Q, de maneira completamente aniloga ao que fizemos

na Proposicao mostra-se que
Ay, (X) = —d(N),(X). (2.89)

Sabendo disso, podemos demonstrar a Proposi¢ao seguinte.

Proposicao 2.2.2 O campo X ¢ direcao principal da hipersuperficie g, no ponto x €
ML
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Demonstracgao: Pelo Lema sabemos que
Ni(z) = —S5:(s)g(x) + C:(s)N(g()).

Dessa forma, derivando a expressao acima em ambos os lados e considerando a identi-

ficagdo dg,(X) ~ X, temos
d(Ny)z(X) = —£5:(s) X + Ce(s)dNo (X),

donde, usando a Proposi¢ao e a equagao (2.88), obtemos que
AN, (X) = —d(Ny)o(X) = &S.(s) X + NC.(8)X = [eS.(s) + MiC(s)] X.
Isto é, X é direcao principal de g, em x cuja curvatura principal associada é o niimero

£S:(s) + MiC:(s). O que prova a Proposicao [2.2.2] |

Sendo X uma direcdo principal qualquer de g em € M"™!, a Proposicao m
nos diz que as direcoes principais de g e g, coincidem. Assim, voltando ao nosso maior
interesse, analisar a regularidade de f em (z,s) é equivalente a encontrar condicoes

para as quais d(gs).(X) # 0. Vamos entao calcular d(gs).(X).
Por (1.9), lembre que

gs(x) = Ce(s)g(x) + Sc(s)N(g(x)).

Assim, derivando a expressdo acima em ambos os lados e considerando novamente a

identificacao dg,(X) ~ X, temos
d(g2),(X) = Co(5)X + S.(s)AN(X),
donde usando a Proposicao [2.2.1] obtemos que
d(gs),(X) = Ce(5) X — XS:(5) X = [Ce(s) — NiS:(s)] X. (2.89)
Vamos agora calcular d(g;),(X) usando de acordo com o valor de ¢.

e Se ¢ = 0, entdo por (1.8) vale que C.(s) = 1 e S.(s) = s e, ainda, por (2.86))
temos \; = 1/6;. Logo,

a0 = (1- 5 ) x =%
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e Se ¢ = 1, entao por (1.8)) vale que C.(s) = coss e S.(s) = sins e, ainda, por
(2.86) temos \; = cot 0;. Segue que

d(gs),(X) = (coss—cotf;sins)X

0;
= (coss — sin SC?S ) X
sin 6;
B (sm 0, cos 5.— sin s cos 92-) x
sin 6;
sin (‘91' —3) x
sin 6;

e Se ¢ = —1, entao por (L.8) vale que C.(s) = cosh s e S.(s) = sinh s e, ainda, por
(2.86) temos A; = coth#;. Assim,

d(gs),(X) = (coshs— coth#;sinhs)X
cosh 6;
= h s — sinh X
(cos s —sinhs—— 9i>
(sinh 0, cosh s — sinh s cosh 6; )
_ i X
sinh 6;

sinh (0; — s)
sinh 6;

Donde, de forma resumida, podemos escrever

sin (0;—s)

WX, se € = 1,

d(g.),(X) = { 82X se e =0, (2.90)
sinh (6;—s) _
WX’ se € =—1.

Assim, quando ¢ = 0, temos que d(gs),(X) # 0 se, e somente se, §;(xz) # s. Por
sabemos que 6; # 0. Considere entao 6, o menor dos 6;’s tais que 6; > 0 e 6_
o maior dos 6;’s tais que 6; < 0. Nesse caso, I = (0_(x),0.(x)) é o maior intervalo
possivel no qual, dado s € 1, d(g,),(X) # 0.

Para o caso ¢ = —1, novamente temos que d(gs),(X) # 0 se, e somente se,
0;(z) # s. Além disso, por sabemos que 6; # 0. Considere #, o menor dos 6;’s
positivos tais que coth #; > 1 e seja 6_ o maior dos 6,’s negativos tais que coth ; < —1.
Nesse caso, I = (0_(x),0,.(x)) é o maior intervalo possivel no qual, dado s € I,
d(g,), (X) £0.

Por sua vez, quando € = 1, vale que d(g,),(X) # 0 se, e somente se, 0;(x)—s # o,

onde v é um ntimero inteiro qualquer, isto é, s # 6;(x)( mod m). Por (2.86) vale que
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0 < 0; < 7 para todo 7 com 1 <7 < m. Além disso, sabemos que os 6;’s sao escolhidos

de tal forma que compoem uma sequéncia crescente. Podemos entao escrever
0<0,<b0,<...<0, <. (2.91)

Dessa forma, obtemos que s < #;. De fato, do contrario, isto é, se s > #;, entao
s poderia assumir o valor de algum dos 6#;’s. Mas isso nao pode ocorrer visto que

0;(r) — s # am para qualquer « inteiro, em particular para « = 0. Por outro lado,

ainda por (2.91), temos que

0 —nm<Oyg—mw<..<0,—1<0.

Assim, s > 6,, — m. De fato, do contrario, isto é, se s < #,, — m, entao s poderia
assumir o valor de algum dos 6; — m, com 1 < ¢ < m. Mas isso nao pode ocorrer
visto que 6;(x) — s # arm para qualquer « inteiro, em particular para o = 1. Logo,
I = (0,,(z) — m,6:(x)) é o maior intervalo possivel no qual, dado s € I, d(gs),(X) # 0.

Defina entao o conjunto

{(z,s) e M" ' xR:s€ (0_(x),0,(x))}, se € € {-1,0},
{(z,s) € M" P xR :s € (Op(x) —m, 0,())}, se e=1.

U —

Em todo caso, se V C M"™ ! ¢ um subconjunto aberto tal que V x I C U, entao
gs € regular em V para todo s € I. Portanto, concluimos que f é regular em V x I,
isto é, f define uma imersao em V x I. Em particular, se g é isoparamétrica, ou seja,
as curvaturas principais de g, A, ..., \m, nao dependem do ponto x € M""!, entao
podemos tomar V = M"! isto é, g, é regular em M" ! e, assim, f ¢ uma imersio em
Mt x T,

Vamos agora tratar de alguns resultados que possuem um enfoque mais geomé-

trico acerca de hipersuperficies pertencentes a classe A.

2.2.2 Alguns Resultados Complementares

Seja f : M™" ! x I — Q" x R definida assim como em . Considere,
inicialmente ¢ € {—1,1}. Como g(M) C QF, através da identificacio QF ~ QF x {0},
podemos escrever g(M) C QF x R.

A partir de agora, veremos a aplicacdo g como uma imersao isométrica em E"+2,

se e = 1, ou em "2, se ¢ = —1. Nesse caso, a codimensdo de g é 3. Assim, o espaco
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normal de ¢ em um ponto qualquer x € M" ! & um espaco vetorial de dimensdo 3
Riemanniano se ¢ = 1, ou Lorentziano se ¢ = —1.

O vetor N(z) é normal a g(M) C QF em g(z). Por sua vez, o vetor posi¢ao g(x)
define um vetor normal a QF no ponto g(z) e, assim, g(x) também é normal a g(M)
em g(z). Ainda, o campo unitério constante J; tangente a fibra R do produto QF xR é
normal a base Q e, entdo, também é normal a g(M) em g(x). Como esses trés vetores
sdo ortogonais entre si, o espaco normal de g em x é gerado por {N(x), g(x), 0}

Denotaremos por V+ a conexao normal da imersao g : M™"* — E"2 (ou L"+2).

Proposicao 2.2.3 Os campos N, g e 0; sao paralelos na conexdo normal da imersao

g.

Demonstracdo: Seja X € X(M" ). Como a conexdo V dos espacos E"2 e L2
coincidem com a derivada usual, usando a Definicao [1.2.4] e o fato de que 0; é um

campo constante, temos
V0 = (Vxd)* = [do,(X)]* = 0.

Donde concluimos que 9, é campo paralelo na conexao normal de g.

Para o campo de vetores posi¢ao g, note que dg(X) = [dg(X)]". Assim,
Vxg = (Vxg)" = [dg(X)]* = 0.

Portanto, o campo de vetores posicao g é campo paralelo na conexao normal de g.

Por fim, resta apenas o campo N. De inicio, como (N, N) = |[N|? = 1, temos que
0= X(N,N) = 2(dN(X), N).

Isto é, dN(X) nao possui componente na direcao N. Ainda, como (N, d;) = 0, obtemos

que
0= X(N,0) = (dN(X),0) + (N,d0,(X)) = (AN (X), 0y).

Assim, dN(X) também nao possui componente na dire¢do 0;. Por ultimo, como

(N, g) = 0, podemos escrever

0=X(N,g) = (dN(X),g) + (N, dg(X)) = (dN(X), g).
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Novamente, dN(X) também nao possui componente na dire¢do g. Concluimos que

dN(X) ndo possui componente em nenhuma das dire¢oes normais. Dessa forma,
ViN = (VxN)* = [dN(X)]* = 0.

Com isso, segue que N é campo paralelo na conexdao normal de g, como queriamos

mostrar. H

Sabemos que f ¢ dada por
[z, 8) = go(x) + a(s)0,,
com (z,s) € M"! x I, onde gs(z) = C.(s)g(z) + Sc(s)N(z). Assim,
f(x,5) = Ce(s)g(x) + Sc(s)N(x) + a(s)0.
Agora, dado z, € M"! fixado mas qualquer, podemos considerar
oz () = f(x,,5) = Cc(s)g(x,) + S:(s)N(x,) + a(s)0; (2.92)

como sendo uma curva em um cilindro da forma Q; x R com eixo dado por 0; e altura

a(s), de tal forma que a, estd contida no espago normal da hipersuperticie g no ponto
9(x,).

Proposicao 2.2.4 A curva a,  define um campo paralelo na conexao normal V+ da

1Mersao g.

Demonstragao: De fato, dado X € X(M"!), como X nao depende de s, temos que

Logo, através da defini¢io de a,, em (2.92)) e da Proposicao temos

Vxas, = Vx[C.g+ SN +adj
= O.Vxg+ X(C.) + S.VxN + X(S.) +aVx0; + X(a)
p— (]7

como queriamos demonstrar. |

Como consequéncia temos o seguinte resultado:
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Proposicao 2.2.5 A hipersuperficie f definida assim como em ¢ gerada através

do transporte paralelo da curva oy na conexdo normal V+ deg.

Demonstragao: Seja s, € I fixado mas qualquer. Para ¢ = 1 (respectivamente, ¢ =
—1), temos que v = f(x,,s,) € T,E"*? ~ E"*? (respectivamente, T,L"*? ~ Ln+2).
Assim, existe um tnico campo de vetores paralelo W de E"™ (respectivamente, L""?2)
definido em [ ao longo da curva o, para o qual W(s,) = v = f(x,,s,).

Mas, pela Proposicao , temos que o, é um campo paralelo e, além disso, da
definigdo de o, vale que o, (s,) = v = f(z,,s,). Assim, da unicidade do transporte
paralelo com respeito a conexdo normal V+ de g, concluimos que W = ay, . Portanto,
sendo (z,,s,) € M" ! x I qualquer, obtivemos f(z,,s,) através do transporte paralelo

de a; , como querfamos. |

Uma curva vy : J — Q! xR, J C R, que nao é uma reta e que tem a propriedade
de que sua reta tangente faz um angulo constante com uma direcao fixa é chamada de

hélice.

Proposigao 2.2.6 Suponha que a fung¢ao dngulo v = (n,0), € constante. Entao,
R Q! x R € uma hélice.

Demonstragao: De inicio, da defini¢ao de o, dada em , obtemos que
o (s) = CUs)g(x,) + SL(s)N(z,) + d'(5)0,
donde, lembrando que C’(s) = —&S.(s) e SL(s) = C.(s), obtemos
ay (s) = —eS(s)g(z,) + Ce(s)N(z,) + d'(5)0;.
Dessa forma, temos

(0, (5), 00, = (—eS:(s)g(z,) + C=(s)N(z,) + d(5)0h, )
= —e5:(5){9(x,), 01}, + Ce(s)(N (), )y + @' (5) (01, Or)
= d(s). (2.93)

Da Propriedade [2.1.6) sabemos que v = ﬁ, onde b(s) = /1 + (a/(s))%. Agora,

por hipotese v = (1, d;),, é constante. Entao,
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para alguma constante c. Logo,
A4 (d(s))*c? =1

que é equivalente a, lembrando que a'(s) > 0,

1—c?

a(s) = o (2.94)
Juntando (2.93) e (2.94)), obtemos
1—c?

<O‘;O (S)ﬂat>7> = .

2
Isto é, a dire¢do tangente a curva o, faz um angulo constante com a diregao fixa 0.
Resta mostrar que Qg nao é uma reta.

De (2.94)), temos que a”(s) = 0. Ainda, vale também que CY(s) = —eC.(s) e
SY(s) = —eS:(s). Logo,

off (s) = Cls)g(x,) + SL(s)N(z,) + a"(5)0h,
= —eC.(s)g(z,) — eS-(s)N(z,)
= —¢[C.(s)g(x,) + S-(s)N(z,)]

= —595(5170)- (2-95)
Se e =1oue = —1, entao Q7 ¢é a esfera S" ou o espago hiperbolico H", res-
pectivamente. Nesse caso, temos (gs(z,), 9s(z,)), = 1 ou (gs(z,), gs(x,)), = —1, para

e =1 oue = —1, também respectivamente. Dessa forma, gs(x,) # 0. Entao, de (2.95)),
concluimos que ago (s) # 0. Portanto, a, nao ¢ uma reta. Com isso, concluimos que

Qg € uma hélice. [ |

Todos os resultados que vimos até agora nesta subsecao se referem ao caso em
que ¢ € {—1,1}. Trataremos agora do caso € = 0.

Temos que f : M" ! x I — E™ x E, onde podemos identificar E* x E ~ E"*!,
Veremos aqui a hipersuperficie g(M) C E" como uma imersao isométrica em E"™! isto
6, g: M" ' — E"*L Nesse caso, dado © € M1, o0 espaco normal de g em z ¢ um
espaco vetorial de dimensao 2.

O vetor unitario N é normal a g(M) C E" em g(x). O campo unitario constante

0;, tangente a fibra E do produto E"” x E, é normal a base E" e, portanto, é normal
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a g(M) em g(x). Além disso, esses dois campos sdo ortonormais entre si. Assim, o
espaco normal a g em x é gerado por {N(x), 0, }.

Novamente, denotaremos por V+ a conexao normal da imersdao g(M) C E".
Assim como no caso ¢ € {—1,1}, a base {N(x),0;} é composta por campos paralelos
com respeito a V. A demonstracdo deste fato é inteiramente analoga ao que fizemos
na demonstracao da Proposigao [2.2.3] desconsiderando o campo de vetores posi¢ao g.

Como ¢ =0, temos que C. =1 e S, = s. Assim,
f(z,s) = g(x) + sN(z) + a(s)0,. (2.96)
Consideremos a aplicacao W : M x I — E"*! dada por
U(x,s) = f(x,s) — g(x) = sN(x) + a(s)0;. (2.97)

Dado z, € M™! fixado mas qualquer, consideremos a curva no espago normal

de g em z, dada por
Qg () = W(z,,5) = sN(z,) + a(s)0;. (2.98)

Procedendo assim como na demonstragao da Proposicao novamente des-
considerando o campo de vetores posi¢ao g, concluimos que a curva a, —define um

campo paralelo com respeito a V+ por ser combinacao linear dos campos paralelos N

e 8t.

Proposicao 2.2.7 A aplicacio V definida assim como em ¢ gerada através do

transporte paralelo da curva o, na conerao normal V+ de g.

Demonstracao: Seja s, € [ fixado mas qualquer. Temos que v = ¥(x,,s,) €
T,E"tl ~ E"*!. Assim, existe um tnico campo de vetores paralelo W de E"*! de-
finido em I ao longo da curva a, para o qual W(s,) =v = ¥(z,,s,).

Sabemos que a; ¢ um campo paralelo e, além disso, da defini¢ao de o, em
(2.98), vale que a, (s,) = v = ¥(x,,s,). Assim, da unicidade do transporte paralelo
com respeito a conexao normal V* de g, concluimos que W = g, . Portanto, sendo
(x,,5,) € M" ! x I qualquer, obtivemos ¥(z,,s,) através do transporte paralelo de

Qz, , COMO querfamos. |

Alancoc dos Santos Alencar Fevereiro de 2018 PPGMat — UnB



2.2. Apontamentos 88

Por e temos que f(z,,s) = g(z,) + g, (s). Dessa forma, o que
a Proposicao nos diz é que o ponto f(z,,s) é obtido tomando-se a soma do
vetor posicdo g(x,) com o transporte paralelo de a, (s). Sendo z, fixo mas qualquer,
concluimos que a hipersuperficie f é gerada inteiramente dessa maneira.

Quando ¢ = 0, hipersuperficies com fun¢do angulo v = (n, 9;),, constante corres-
ponde ao caso em que a, & uma reta, como veremos no proximo resultado.

Proposicao 2.2.8 Seja f dada por . Suponha que a fungio dngulo v = (n,0).,

de [ € constante. Entao, o, € uma reta.

Demonstragao: Usando a hipotese de que v é constante, podemos repetir o que
fizemos na demonstragao da Proposi¢ao (2.2.6)), obtendo que

1—c?
f— 2 ;

a'(s)

(2.99)

C

para alguma constante c¢. Assim, integrando (2.99) com respeito a s, obtemos que a é

1—¢?

uma funcao linear da forma a(s) = c;s + ¢z, onde c1, ¢; € R com ¢; = ~Zz~. Portanto,
da definigio de a, dada em (2.98), temos
0y (8) = sN(z,) + (ers + )
= 0, + s[N(z,) + 104,
que é uma reta partindo de c20; com vetor diretor dado por N(zx,) + ¢10;. |
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Capitulo 3

Aplicacoes

No capitulo [2| apresentamos o Teorema que da condigoes necessarias e
suficientes para garantir que uma hipersuperficie dos espacos produto S” x R e H" x
R esteja na classe A; e o Teorema que caracteriza tal classe. Neste capitulo,
obteremos duas aplicagoes de tais resultados. Tais aplicacoes nos fornecem informagoes
diretamente ligadas a geometria das hipersuperficies pertencentes a classe A.

A primeira aplicacdo surge do interesse em saber quais condigoes sdo necessérias
e suficientes para que a fungao angulo v = (0d;, n),, seja constante e pode ser vista como
um corolario do Teorema Em verdade, sendo f uma hipersuperficie da classe
A, veremos que se a fun¢ao real a dada em é linear, entao v é constante. Por
outro lado, se uma hipersuperficie f de S” x R ou de H" x R possui funcao angulo v
constante, concluiremos que sua descricao depende do valor real que v assume, mas
que analisar trés casos distintos é suficiente.

A segunda aplicacao classifica totalmente as hipersuperficies da classe A que
possuem curvatura meédia constante. Primeiro, verificaremos que uma hipersuperficie
da classe A possui curvatura média constante desde que a hipersuperficie g associada
a f seja isoparamétrica. Por outro lado, mostraremos que qualquer hipersuperficie da
classe A com curvatura média constante é construida através de uma hipersuperficie
isoparamétrica g. Para mostrar essa aplicacao é necessario obter uma interessante

relacao entre a curvatura média de f e a curvatura média das paralelas g, associadas

a g e definidas assim como em (2.9). Com essa aplicacdo observamos uma importante
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relacao entre a geometria de uma f da classe A e a geometria da hipersuperficie g
associada a ela.
Os resultados e demonstracoes deste capitulo podem ser encontrados em nossa

principal referéncia [22].

3.1 Hipersuperficies da Classe A com Angulo Cons-

tante

Vamos entao mostrar a primeira aplicacao.

Corolario 3.1.1 Seja f: M"'xI — Q"XR assim como em (m, onde a(s) = As,

para algum A > 0, isto €,
f(z,8) = gs(x) + As0,, z€ M" ' escl. (3.1)

Entao, f € uma hipersuperficie com funcao dngulo v constante. Por outro lado, qual-
quer hipersuperficie com fung¢ao dngulo v constante, f: M"™ — Q! xR, n > 2, é um
subcongunto aberto do slice Q x {ty}, para algum ty € R; ou é um subconjunto aberto

do produto M™ ' x R, onde M"™' é uma hipersuperficie de Q"; ou é dada localmente

por (5.1)).

Demonstracao: Suponha, inicialmente, que f seja dada por (3.1). Queremos mostrar
que f é uma hipersuperficie com funcao angulo v constante. Pela Propriedade
temos que

1
V=—, 3.2
o) (3.2)

onde b(s) = /1 + (a/(s))?. Como a(s) = As para alguma A > 0, temos que a'(s) = A.
Assim, segue de (3.2)) que

1
NiEwel

que é constante, como queriamos.
Suponha agora que f é uma hipersuperficie com funcao angulo v constante. Lem-

bre que, como 9, =T + vn,

0,00, =T +vn), =0T, +vinn, =v. (3.3)
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Se v =1, por temos que (n,0;), = 1 e, assim, n = 0;. Segue que f é um
subconjunto aberto de um slice Q" x {to}, para algum ¢, € R.

Se v = 0, novamente por (3.3), temos que (n,0;), = 0. Entdo, n e 0, sao
ortonormais, donde temos que f é um subconjunto aberto de um produto M"! x R,
com M™ ! hipersuperficie de Q.

Como ultimo caso, suponha que v # 0 e v # 1. Por ([1.38)), temos que

para todo campo X € X(M). Como v é constante, da igualdade acima obtemos que
0=X()=—(AX),T)p = —(X, AT)),. (3.4)

Como ({3.4) vale para todo campo X € X (M), concluimos que A(T)=0=0-T,
isto é, T é dire¢ao principal com curvatura principal associada igual a 0. Assim, pelo
Teorema fiMP=M"1xT— Q" xR é dada localmente por . Assim,
pela Propriedade [2.1.6] vale que

1 1

UV = =

bs) T+ (@)

Tomando o quadrado em ambos os lados da expressao acima, temos

Vi = !
1+ (a/(s))?
donde segue que
/ 2 1
L+ (@) = o,

ou ainda

V1—12

14

Sendo v constante, integrando a expressao acima com respeito a s, obtemos que
a(s) = As,

onde A = —Vl;ﬂ € R, com A > 0. Isso demonstra o corolério. |

Alancoc dos Santos Alencar Fevereiro de 2018 PPGMat — UnB



3.2. Hipersuperficies da Classe A com Curvatura Média Constante 92

3.2 Hipersuperficies da Classe A com Curvatura Mé-

dia Constante

Seja f : M" ' x I — Q" x R assim como em . Mostraremos agora um
lema que descreve como sao as curvaturas principais da hipersuperficie f em funcao das
curvaturas principais das hipersuperficies paralelas g, e, por consequéncia, nos da uma
equacao diferencial que relaciona a curvatura média normalizada de g, com a curvatura

média normalizada de f, as quais denotaremos por H, e Hy, respectivamente.

Lema 3.2.1 H; e H, satisfazem a equagdo

Hy(x,5) = —p(s)Ho(x) + p'(s),

onde p: I — R € uma funcao diferencidvel dada por p(s) = Cg((:)).

Demonstracao: Como f é dada por (2.11]), pela Propriedade [2.1.5, o vetor normal 7
de f é dado por

n(ws) = — LN )+ g, (3.5)

onde b(s) = 1/1+ (a’(s))% e Ny é vetor normal a hipersuperficie g, : M"! — Q™.
Fixado s € I qualquer, consideremos o campo X € X(f(M™ ! x {s})), isto &,
X € X(gs(M™1)). Assim,

& (‘Z((ss))) —hoe (ﬁ) -

Usando, nesta ordem, a Proposi¢ao a igualdade (3.5) e o paralelismo de 0,
em Q7 x R (Proposigao [1.6.2)), temos que

AX) = (V)"
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Como g,(M"') C QF, temos que X = X_,. Além disso, N, € X(Q7), isto

é; Ns = (Ns>

Qr”

Denote por Ay, o operador forma associado ao campo de vetores

normais unitarios N, e por V! e V? as conexdes de Q" e R, respectivamente. Assim,

usando, novamente nesta ordem, o Corolario [1.4.3] e a Proposicao [1.2.3] na equacao

(3.6)), obtemos

A(X)

b(s) <v*lx@9 (No)gy + Vi,
Czi((j)) (kg (M)es)

(3.7)

Assim, as n—1 direcoes principais da hipersuperficie g, as quais denotaremos por

ej, €5, ..., e; 1, sao também dire¢oes principais da hipersuperficie f. Se A\], A3, ..., A2
denotam as curvaturas principais de g, associadas a ef, e3,..., €] _,, respectivamente,
entao segue de que
/
)\i _ _CL (S> s (38)

i=12, ..

b(S) i)

, n— 1, correspondem as primeiras n — 1 curvaturas principais de f. Vamos

agora obter a n-ésima e ultima curvatura principal A\, = A de f.

Pela equacao (2.20) e pela Propriedade temos que

>8t+€

No(@)h — (5) 5

S

0

(

<@6s777 df(as»ﬁ'

<

9
Os

a'(s)
“b(s)

(

0

1

_|_

a'(s)
b(s)

a'(s)
b(s)

(5

z), Ns(2))

9
0s

1

b(s)

)i s
) o),

(Oh, No())p + d'(s)

(

0 1

al

(a'(5))”
b(s)

+e€

b(s)

(

) (0o,

<gs('r)7 at>7>'

a'(s)

P

0 gs(x), Ny(z) + a’(s)@t>

a'(s)
b(s)

(Na(), D)

P

)

P

(3.9)

De inicio, como Ns; € X(QF) e 0, é o campo coordenado tangente a fibra R,

concluimos que eles sao vetores ortonormais. Assim, a expressao acima se torna

a'(s)

(a'(s))”

<v85777 df<85)>73 € b(S) <gs(x)7 NS('I)>73 + € b(S) <gs(l‘)7 at)’p
0 (d(s) , 0 1
— %(b(s))—i_a(S)&s <b(s)) (3.10)
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Se ¢ = 1, temos que Q7 = S™. Dessa forma, a posi¢do gs(z) € S” é ortogonal
ao campo Ng(x) € TS™. Como a posicao gs(z) € S™ nao tem componente em R,
concluimos que g, e 0; sdo ortogonais, isto é, (gs(x), d;), = 0. Pode-se repetir o mesmo

argumento para € = —1. Em todo caso, inclusive para € = 0, a igualdade em ({3.10) se

torna
~ B 0 (d(s) , 0 1
(Vo,n,df (05)), = 98 ( 5) > +a (S)$ (@)
__b(s)a"(s) —d'(s)t'(s) , V(s)
B b%(s) ¢ <S)b2(s)
_ —b(s)a"(s) +d(s)b'(s) — a'(s)(s)
- b*(s)
B _a//<s>
= % (3.11)
Como vimos em (2.24), vale que
Von = Vaon+ [Von"
Dessa forma, substituindo a igualdade acima em (B.11]), obtemos
_ a// s
(Vo df (), = -1 (3.12)

b(s) -
Agora, na demonstragao do Teorema [2.1.7/obtivemos que d, é uma dire¢ao princi-
pal de f associada ao operador forma A. Assim, existe A € R para o qual A(Js) = A0s.

Primeiro lembrando que identificamos df (0Js) com 0s e depois usando a Propriedade

2.1.2] temos

(A(0).df(0.)), = (A0, df(D.),
— N (0.), (D)),
— A(N,(@) + ()3, Ny(a) + ' (5)0)»
— A[(N.(2), No(@))p + 20 ()N, (), D)y + (' ()% (31 1),
— AL+ (@(s))
= \B3(s).

Donde, isolando A, obtemos

(A@). df (0),

AT

(3.13)
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Por outro lado, usando o fato de que Vg n = Va.n + A(9,) e a equacio 1)

temos

(A(0.), df (0s)), = (Vu.n— Vo, df(0s)),

= (Vo df(8:)), — (Von, df (:)),

AR df(as»P
a//(s)
b(s) )

=
y
o

b(s)

\Y
5)
s

(3.14)

Por fim, substituindo (3.14)) em (3.13)), concluimos que a n-ésima curvatura prin-

cipal da hipersuperficie f é dada por

CL//(S)
NSO ©)
! b2(s)  0(s)

A curvatura média normalizada de g, é dada por

n—1
H, = Zl Af?

enquanto que a curvatura média normalizada de f é

n n—1
Hf:Z;Ai:An+z;Ai.

(3.15)

Assim, substituindo (3.8)) e (3.15) na igualdade acima, temos

Hy - a’(s) N nz_f _d(s) = a’(s) d'(s X

b(s)

a’(s)

Visto que p(s) = T(s)’ temos

L9 (ds) | Ms)a(s) — d()W(s)
p“)‘%(b(s)) - ()

b3(s)  b(s) 4

a”"(s)y/1 4 (a/(5))? = a'(s)

©) Sy (56

a’(s)a”(s)
1+(a’(s))?

1+ (a/(s))?

a’(s)y/1+ (d(s))?

(a'(s))*a”(s)

/,

()2l 1+ (a'(s))?

)
(s)

L+ (a'(s))? [1+(
_d"($)[L+ (a'(s)’] = (d(s))?
[1 4 (a'(s))’]v/1 + (a/(s)
_ a//(s)
[1+ (a'(s))?)2
_ a//(s)
b%(s)
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Logo, (3.16)) se torna
Hy = _p(S)Hs + pl(s)v

como queriamos. [ |

Como uma hipersuperficie possui curvatura média normalizada constante se, e
somente se, ela possui curvatura média constante, para efeito do que vamos mostrar,
podemos identificar esses dois conceitos.

Teorema 3.2.2 Sejam g : M ' — Q" uma hipersuperficie isoparamétrica e [ C R
um intervalo aberto de tal forma que a hipersuperficie paralela a g, gs : M™™ 1 — Q7
¢ uma imersao, para todo s € I. Seja também Hy(x) = H(s) a curvatura média de

gs. Dados H, o9 € R e sg € I com 0 < ¢9 < 1, considere uma restricao de I, que

denotaremos por I, de tal forma que a funcdo

ﬁ [¢0 + H/S:w(r)dfl , (3.17)

satisfaz 0 < ¢(s) < 1, para todo s € I, onde 1(s) é dada por

(s) = exp (- / :H(T)dT> | (3.18)

¢(s) :=

Defina a : I — R por

* L 9(n)
a(s) =ag + —t—dr, 3.19
0 =aot [ (319)
para algum ag € R. Entdo, a aplicagio f: M" 1 x [ — Q" x R dada por
f(z,s) = gs(x) + a(s)0y (3.20)

¢ uma hipersuperficie com curvatura média constante H que tem T como uma de suas
diregoes principais. Por outro lado, qualquer hipersuperficie f : M" — QI x R,
n > 2, com fungao dngulo v que nao se anula em nenhum ponto, com curvatura média

constante H e que possui T como uma de suas direcoes principais € dada localmente

vor (720).

Demonstracgao:
Provaremos, inicialmente, a primeira parte do Teorema. Por hip6tese, temos que
fiM" 1l x T — Q" x R é definida assim como em , onde a : I — R é dada
por . Logo, pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos
¢(s)
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Donde segue que a’(s) > 0, pois temos por hipotese que 0 < ¢(s) < 1, para todo s € 1.

Assim, do Teorema [2.1.7] concluimos que 7 é uma direcao principal da hipersuperficie
f.

Resta mostrar que f tem curvatura média constante H.

Pelo Lema [3.2.1} se Hy e Hy denotam as curvaturas média de f e g;, respectiva-

mente, entao vale a seguinte equagao
Hy(x,s) = —p(s)Hs(z) + p'(s), (3.22)

onde p : I — R é uma fungao diferenciavel dada por p(s) = 2(8) Dessa forma, usando

b(s)
(3.21), temos que

é(s)
() a'(s) a'(s) 1-¢2(s)
p(s) = = -
b(s) 14 (a/(s))? 2
1—¢2(s)
é(s)
_ 1-¢2(s)
¢?(s)
L 579
é(s)
_ View
1
1—¢2(s)
= #(s). (3.23)
Donde, substituindo (3.23) em (3.22)), temos
H; = —¢(s)Hs + ¢'(s). (3.24)

Por hipotese, temos que 1(s) é dada por . Note que o fato de ¢ depender
somente de s, isto &, ¥ nao depende de x € M" !, & consequéncia da hipotese de que g
é isoparamétrica. De fato, pois pelo Lema[1.3.4] ¢ é isoparamétrica se, e somente se, a
curvatura média H, de g, depende apenas de s, isto ¢, H, nao depende de x € M™~ 1,

Assim, temos que

¥/(s) = —H(s) exp (— / :Hmch) — H(s)(s) = —H.p(s).  (3.25)
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Como ¢ ¢ dada por (3.17)), usando (3.25)), a igualdade (3.24) se torna

o= g e Lo0)] 2o L)
—goH, — HH, [* (r)dr  HU(s) = (b0 + H [} (7)dr) v/(5)

- () " ()

~0oH.b(s) — HHL(s) [ b(r)dr + Hu2(s) — (60 + H [ 0(r)dr ) [~ Hyb(s)
B V2 (s)
 —goH(s) — HH(s) [ 9(r)dr + HU2(s) + doHob(s) + HH(s) [ v(r)dr
= ()

= H

Portanto, f possui curvatura média constante Hy = H, como queriamos.

Mostraremos agora a segunda parte do teorema. Seja f : M" — QI X R,
n > 2, uma hipersuperficie com funcao angulo v que nao se anula em nenhum ponto
e que possui 7 como uma de suas dire¢oes principais. Pelo Teorema [2.1.7 temos que
M™ =M™ x T e, entao, f: M" ! x I — Q" x R ¢ dada localmente por

f(x,5) = gs(x) + a(s)0,

onde a : [ — R é uma fungao diferenciavel com derivada positiva em I C R. Assim,

pelo Lema vale a equagao

Hy(z,s) = —p(s)Hs(x) + p'(5).

Por hipotese, f possui curvatura média H; = H constante, isto é, Hy nao depende

do ponto (x,s) € M™ ! x I. Assim, a equagdo acima se torna
H = —p(s)H(x) + p/(5). (3.26)

Logo, por , podemos escrever a curvatura média H, de g, em funcao apenas
de s, ou ainda, H, = H(s) nao depende do ponto z € M"~!. Segue do Lema que
g € uma hipersuperficie isoparamétrica.

Considere agora uma funcao diferenciavel positiva definida ¢ : I C R — R
satisfazendo ¢'(s) = —H,(s). Multiplicando a equagao (3.26|) por ¥(s) em ambos os

lados, obtemos que

Hij(s) = —p(s)Hab(s) + o (s)1(s).
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Como ¢/(s) = —Hs(s), a equagao acima equivale a
Hy(s) = p(s)¥'(s) +9(s)p'(s),

donde segue que

d

Hy(s) = I

[p(s)¥(s)]-
Assim, integrando com respeito a s em ambos os lados, temos
e+ H [ wlr)dr = p(s)(s)
S0

para alguma constante ¢ € R e para algum sy € I. Sendo v positiva definida, podemos

entao escrever

p(s) = w(ls) [c—l— H/s: 1/)(7’)d7’i| : (3.27)
Vamos agora encontrar a func¢ao 1. Lembrando que ¢/'(s) = —H)(s), temos
1 /
wYﬁ (s) =—H,
Que por sua vez equivale a
d

(v () = —H,

Integrando com respeito a s em ambos os lados, obtemos

In((s)) = — / CH(r)dr

Portanto, concluimos que

(s) = exp <— / :H(T)d7> | (3.28)

Agora, lembrando que p(s) = %, onde b(s) = /1 + (a’(s))?, podemos escrever

(a'(s))”

P T

que por sua vez ¢ equivalente a

p(s) = (a'(s))*(1 = p*(s)).
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Assim, como a'(s) > 0 para todo s € I, podemos escrever

o) = pls)
V1=p*(s)

Portanto, integrando em ambos os lados com respeito a s, temos

(3.29)

R RO R
0=t [ A

para alguma constante ay € R.
Assim, tomando um subconjunto I de I de tal forma que 0 < p(s) < 1, para todo
s € I, temos que a : I —» R estd bem definida.

Finalmente, tomando ¢ = p em I, concluimos de (3.27) que

1 S
o) = 55 e+ [ virar]
U(s) s
satisfaz 0 < ¢(s) < 1, para todo s € I, ¢ € R, onde, por (3.28)), temos que 9(s) ¢ dada

¥(s) = exp (— / :Hmm) ,

e, ainda, por (3.29)), vale que

por

s [0
afs) = +/ i

para algum ag € R.

Isso conclui a demonstracao do Teorema. |
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Conclusao

Neste trabalho, estudamos as hipersuperficies dos espacos produto S™ x R e H" x
R com fibrado normal plano quando vistas como subvariedade do espaco euclidiano
E"*2 5 S" x R ou do Espaco de Lorentz "2 D H" x R.

Seja f: M™ — S™ X R (respectivamente, H" x R) uma hipersuperficie. Como
vimos, o campo unitario tangente a fibra R, o qual denotamos por 0;, pode ser escrito

da forma
O, =T +vn, (3.30)

onde T é a projecao de 0; sobre o espaco tangente de M, 1 é o campo de vetores
normais unitarios de f e v = (0, 7).

Mostramos que uma hipersuperficie de S” x R (respectivamente, H" x R) possui
fibrado normal plano quando vista como subvariedade de E"™2 (respectivamente, 1.""2),
se, e somente se, o campo 7 é uma de suas direcoes principais. Seguimos Tojeiro e
Mendonga em [I5] e também chamamos de classe A a classe das hipersuperficies que
satisfazem tal propriedade. Tivemos como principal fonte bibliografica o artigo [22],
também do Tojeiro.

Sejam g : M" ! — S" (respectivamente, H") e g, : M™ ' — S™ (respectiva-
mente, H") a hipersuperficie paralela a g(M). Definimos f : M" := M" ' x [ —

S™ x R (respectivamente, H" x R) por

[z, s) = gs(x) + a(s)0k, (3.31)

com (z,8) € M™ ! x I, onde I C R é um intervalo aberto e a : I — R & uma

funcao diferenciavel com derivada positiva. Mostramos que a aplicacao f define, em
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pontos regulares, uma hipersuperficie que pertence a classe A. Além disso, qualquer
hipersuperficie f : M™ — S§" x R (respectivamente, H" x R), n > 2, pertencente a
classe A com funcao angulo v que nao se anula em nenhum ponto é dada localmente
por . Obtivemos entao uma forma de construir as hipersuperficies pertencentes
a classe A.

No campo das aplicagoes, estabelecemos condigoes para que a funcao angulo v de
uma hipersuperficie f dos espagos produto seja constante. Se f é dada assim como em
(3-31)), onde a(s) = As para algum nimero positivo A € R, entdo v ¢ constante. Por
outro lado, se f possui funcao angulo v constante entao f é um subconjunto aberto de
um espago produto do tipo S™ x {to} (respectivamente, H" x {to}), para algum ¢, € R;
ou é um subconjunto aberto do produto M" ! xR, onde M™~! é uma hipersuperficie de
S™ (respectivamente, H™); ou é dada localmente por com a(s) = As, 0 < A€ R.

Obtivemos uma equacao que descreve como sao as curvaturas principais da hi-
persuperficie f dada em a partir das curvaturas principais da hipersuperficie
paralela g, associada a f e, por consequéncia, nos d4 uma equacao diferencial que en-
volve a curvatura média normalizada de g, e a curvatura média normalizada de f, as
quais denotamos por H, e Hy, respectivamente. Se denotarmos por p(s) = \/%,

tal equacao é escrita da seguinte maneira
Hi(z,s) = —p(s) () + (s),

onde (z,s) € M™ ! x I.

Neste contexto, classificamos totalmente todas as hipersuperficies pertencentes
a classe A que possuem curvatura média constante. Se f é uma hipersuperficie de
S™ x R (respectivamente, H" x R) dada localmente por de tal forma que g é

isoparamétrica e

B L o(n)
a(s) = ap+ /SO mdﬂ (3.32)
para algum ag € R, so € I e ¢ satisfazendo 0 < ¢(s) < 1 para todo s € I, com
1 S
o(s) = w [gbo + H/SO w(T)dT:| ,

para algum H € Re 0 < ¢g < 1, onde

¥(s) = exp (— / :H@,T)df) |
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em que H,(z) = H(z,s) é a curvatura média de g, em x € M"!, entao f pertence a
classe A e possui curvatura média constante H. Por outro lado, qualquer hipersuper-
ficie f pertencente a classe A e de curvatura média constante H, com v # 0, é dada

localmente por (3.31]), onde ¢ isoparamétrica e a(s) satisfaz (3.32]).
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