—

=

Universidade de Brasilia

Instituto de Fisica

Programa de Pés-Graduacao em Fisica

Autoforca e a Técnica de Reducao de Ordem

Waleska Priscylla Florencio de Medeiros

Brasilia-DF
2017



Waleska Priscylla Florencio de Medeiros

Autoforca e a Técnica de Reducao de Ordem

Dissertacao de Mestrado apresentada ao
Programa de Pés-Graduagao em Fisica da
UNB como parte dos requisitos necessarios
para a obtencao do Titulo de Mestre em Fisica
Teodrica.

Universidade de Brasilia — UNB
Instituto de Fisica

Programa de Pés-Graduagao em Fisica

Orientador: Dr. Daniel Miiller

Brasilia-DF
2017



Waleska Priscylla Florencio de Medeiros
Autoforga e a Técnica de Redugdo de Ordem/ Waleska Priscylla Florencio de

Medeiros. — Brasilia-DF, 2017-
52 p. : il. (algumas color.) ; 30 cm.

Orientador: Dr. Daniel Miiller

Dissertagao (Mestrado) — Universidade de Brasilia - UNB

Instituto de Fisica
Programa de Pés-Graduagao em Fisica, 2017.

l.autoforca eletromagnética 2. Derivadas superiores. 3. Técnica da reducdo de
ordem. I. Dr. Daniel Miiller. II. Universidade de Brasilia. III. Instituto de Fisica.

IV. A Autoforca Eletromagnética




“Autoforca e a técnica de redugao de ordem.”

Por
Waleska Priscylla Florencio de Medeiros.

Dissertagio submetida ao Instituto de Fisica da Universidade de Brasilia como
parte dos requisitos para a obtengio do grau de Mesire em Fisica.

Prof; Daniel Miiller
/ ﬂF/UnB
— Var S NI——

Aprovada por:

Prof*. Vax‘l!sé%}l(%\;lho de Andrade
/ F/UnB

Prof?. Raissa Fernandes Pessoa Mendes
IF/UFF

Prof. Dr. Fernando de Oliveira Albuquerque
Coordenador de P6s-Graduacao
Instituto de Fisica



Agradecimentos

Agradeco, primeiramente, & minha familia e amigos por terem tido paciéncia comigo
nos momentos finais do desenvolvimento deste trabalho. E, em especial, ao Prof. Dr Daniel
Miiller que sempre esteve disposto a me orientar e esclarecer as duvidas. Por tltimo,

agradeco a FAP-DF que me contemplou com uma bolsa de estudo.



“A vida € igual andar de bicicleta.
Para manter o equilibrio é preciso
se manter em movimento.”
(Albert Einstein)



Resumo

Corregoes radiativas geralmente resultam em teorias com derivadas superiores (ordem
superior a segunda). Abraham e Lorentz foram os primeiros a investigar corregoes radiativas
nas alteracoes da equacao de movimento de uma particula carregada. A isso se denomina
autoforca e é a primeira vez em que foram encontradas equagoes de ordem superior. Um
pouco depois esse problema voltou a ser estudado por Dirac, que encontrou solugoes nao
fisicas que sao descritas nesse texto. Essas solugoes ocorrem porque a teoria ¢ de ordem
superior. Por isso, surge ainda apenas no contexto de uma particula, a técnica da reducao
de ordem. Alguns anos atras essa técnica foi sugerida pelo Parker para ser aplicada em
teorias de ordem superior de um modo geral. Nesse presente trabalho, nos propomos a
verificar mais detalhadamente a validade dessa técnica perturbativa. Aplicando o método
em um sistema muito mais simples, obtemos que ele tem boa convergéncia na presenca de
fontes. Na auséncia de fontes o método converge apenas quando o sistema se aproxima

sem oscilar, infinitamente lento para o equilibrio.

Palavras-chaves: autoforca eletromagnética. derivadas superiores. técnica da reducao de

ordem.



Abstract

Radiative corrections usually result in theories with higher derivatives (order higher than
second). Abraham and Lorentz were the first to investigate radiative corrections in the
changes in the equation of motion of a charged particle. This is called self-force and is the
first time that higher order equations have been found. After that this problem was studied
again by Dirac, who found nonphysical solutions that are described in this text. These
solutions occur because the theory is of a higher order. Therefore, the technique of order
reduction arises for the first time in the context of particle motion. Recently, this idea of
order reduction was suggested by Parker to be applied in higher order theories in general.
In this present work, we propose to verify in more detail the validity of this perturbative
technique. Applying the method in a much simpler system, we obtain that it has good
convergence in the presence of sources. In the absence of sources the method converges

only when the system approaches equilibrium infinitely slowly without oscillating.

Keywords: self-force. higher order derivatives. technique of order reduction.
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Introducao

A teoria classica de uma particula carregada e acelerada foi concebida por H. A.
Lorentz no inicio do século passado. Advindo do trabalho de Sir J. Larmor, que igualou
a perda de energia iradiada por um oscilador harmonico a uma forca de amortecimento,
Lorentz pdde considerar um modelo bastante simples no qual os elétrons, esferas rigidas,
pudessem ser ligados elasticamente e o sistema ser tratado como um oscilador harménico
carregado. O movimento do elétron precisa se modificar de modo a garantir que a soma da
energia mecanica e a energia irradiada para o infinito permanecga constante. Esse balanco de
energia manifesta-se como uma forga agindo de volta na particula, denominada autoforca
eletromagnética, (GRIFFITHS, 1999), (JACKSON;, 1999), (ROHRLICH, 2007). O termo
da autoforca aparece na equacgao de movimento de Lorentz e é proporcional a terceira

derivada da posicao da particula em relagao ao tempo,

2
Hoq~ .

F=—a.
6me

Esse tipo de termo ¢é atualmente conhecido como jerk.

Uma generalizagao relativistica foi obtida, alguns anos depois, por (ABRAHAM,
1905). No entanto, tal modelo nao se sustenta no caso particular em que o raio do elétron
se torna zero, o que resulta em uma autoenergia divergente. Incomodado com essa situacao,
(DIRAC, 1938), generalizou o modelo de Lorentz-Abraham para um modelo puntual
do elétron. Ao perceber que o campo responsavel pela radiacdo pode ser escrito como
uma combinacao das solucoes retardadas e avancadas do campo eletromagnético, Dirac
considerou um tubo fino circundando a linha de mundo do elétron no espago-tempo, com
o proposito do calculo do fluxo de energia e momento. A assumir a existéncia de uma
massa infinita e negativa no centro do tubo tal que, quando subtraida da massa infinita e
positiva produzida pelo campo de Coulomb, que circunda o lado externo deste, resulta
em uma massa finita e mensuravel para a particula. Dessa maneira, o problema da massa
sendo infinita e consequentemente a autoenergia divergente, encontrada pelo modelo de

Lorentz-Abraham, foi aparentemente resolvido.

Assim a equacao resultante para o movimento de uma particula carregada e

acelerada ficou conhecida como equacao de Abraham-Lorentz-Dirac (ALD);

2q2

@t = SFR g (g )

em que ¢ € m sao a carga e a massa da particula, respectivamente, ¢ a velocidade da
luz, F*, o tensor de forca do campo eletromagnético, u* = dz/dr a quadrivelocidade,

at = du*/dr a quadriaceleracdo e a* = da*/dr a derivada primeira da quadriaceleracao
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da particula ao longo da linha de mundo v que é descrita pela relacao z(7), em que 7

representa o tempo-proprio,

Contudo, como foi encontrado por Dirac, seu modelo resulta numa equacao de
movimento que permite solugoes nao fisicas. Por exemplo, uma particula que nao esteja
submetida a uma forca externa pode adquirir uma aceleracao que cresce exponencialmente
com o tempo. Essa solucao é chamada de solucao fugitiva e nao é observada na natureza.
E, se uma forca externa comegar a agir em um determinado tempo, ela provoca alteragoes
no movimento da particula anteriores ao inicio da agao dessa propria forca. Isso nao é
esperado, pois sabemos que a equacao de movimento certamente necessita ser causal: o
desenvolvimento futuro do sistema é completamente determinado a partir da especificagao

das condigoes iniciais.

Tanto o problema das solucoes fugitivas como o problema da pré-aceleracao po-

dem ser resolvidos considerando uma particula extensa ou usando primeira quantizacao

(MONIZ; SHARP, 1977).

Na verdade, a presenca de derivadas superiores nao se trata de uma peculiari-
dade que ocorre na autoforga. Sempre que temos teorias com corre¢oes radiativas, as
equagoes envolvidas apresentam derivadas superiores. Por exemplo em (RYDER, 1996)
e (MAMAYEV; MOSTEPANENKO; EIDES, 1981), temos as contribui¢oes de ordem
mais baixa na acao efetiva para o caso unicamente do campo eletromagnético devido a
polarizagao do vacuo. Nessa abordagem o campo gravitacional nao ¢ levado em conta.
Ja em (DRUMMOND; HATHRELL, 1980), a acdo efetiva apresenta apenas termos que
se anulam na auséncia do campo eletromagnético, onde sao considerados também os
acoplamentos entre os tensores de Maxwell e Riemann. Como era de se esperar quando o
tensor de Riemann é zero a agao efetiva obtida em (DRUMMOND; HATHRELL, 1980),
coincide com a agao efetiva em (RYDER, 1996), (MAMAYEV; MOSTEPANENKO;
EIDES, 1981). O caso estritamente gravitacional pode ser verificado por exemplo em
(DEWITT, 1965) e (GRIB; MAMAYEV; MOSTEPANENKO, 1994).

Por outro lado, ja se sabe que sistemas com derivadas superiores apresentam a
instabilidade de (OSTROGRADSKY, 1850). O hamiltoniano dessas teorias apresenta
termos com sinais contrarios, o que através dos acoplamentos pode resultar na transferéncia
infinita de energia entre os graus de liberdade, enquanto que a energia total do sistema é

conservada.

A técnica perturbativa da reducao de ordem foi proposta para resolver esse problema
(PARKER; SIMON, 1993). Na verdade os préprios autores reconhecem que a origem dessa
ideia ¢ mais antiga (LANDAU; LIFSHITZ, 1951). Esse método foi muito bem aceito no
meio académico servindo como referéncia para diversos trabalhos; (GRALLA; HARTE;
WALD, 2009), (POISSON; POUND; VEGA, 2011), envolvendo nao apenas o problema

da autoforca eletromagnética, bem como nas teorias de ordens superiores (PARKER;
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SIMON, 1993).

O objetivo desse nosso trabalho é verificar de um modo mais cuidadoso quais as
condigoes para a validade da técnica perturbativa da reducao de ordem. Ja é bem sabido
que em regioes cadticas, as técnicas perturbativas nao funcionam. Sistemas cadticos podem
ser descritos através de um nimero menor de graus de liberdade com ordem superior
(EICHHORN; LINZ; HANGGI, 1998). Por isso resolvemos investigar um pouco mais essa

técnica perturbativa.

No capitulo 1 iremos introduzir alguns conceitos matematicos que serao utilizados
nos capitulos 2 e 3. Os principais conceitos giram em torno das defini¢cdes do biescalar
funcao mundo, do bivetor propagador paralelo e do biescalar determinante de Van Vleck.
Em especifico para o capitulo 2, desenvolvemos a proximidade simultanea, retardada e

avancada de um ponto representativo.

A generalizagdo da equagao de ALD para o espago-tempo curvo é obtida primeira-
mente por (DEWITT, 1965) e sumarizada no artigo de revisao (POISSON; POUND;
VEGA, 2011). O mesmo raciocinio de Dirac em considerar o campo responsavel pela
radiacao da particula como um combinacgao das partes retardada e avancada permanece.
Sao considerados como combinagoes; o campo singular que apenas influencia a inércia
da particula e o campo regular definido como sendo o responsavel pela radiacao emitida.
Com essa base, iremos mostrar no capitulo 2 a equagado de movimento de uma particula

eletricamente carregada no espaco-tempo curvo.

No capitulo 3 iremos mostrar uma outra situacao em que a inclusao das corregoes
radiativas resulta em equagoes de campo com derivadas superiores, nesse caso, advindas

da polarizacao do vacuo.

Por ultimo, no capitulo 4 descreveremos a solucao exata para a aceleragao prépria
constante encontrada por Dirac e a técnica da reducao de ordem aplicadas a equacao de
ALD. Logo depois, iremos testar um método perturbativo semelhante ao proposto por
(LANDAU; LIFSHITZ, 1951) para os casos muito particulares do oscilador harménico
amortecido e do oscilador harmoénico amortecido e for¢ado. Por fim, testaremos o método
para o caso particular da equacao de ALD, sem a presenca de campos gravitacionais, com

forga externa constante.



1 Conceitos Matematicos

Nesse primeiro capitulo iremos introduzir alguns conceitos matematicos que serao
utilizados para se obter, capitulo 2, a equagdo de movimento de uma particula com carga
elétrica no espago-tempo curvo e a acao efetiva advinda de corregoes radiativas sobre a

teoria, capitulo 3.

Os primeiros conceitos surgem a fim de manter a teoria covariante através do uso
dos bitensores, generalizagoes nao locais de tensores ordindrios. Dentre esses serao de
grande utilidade o biescalar fun¢ao mundo, o bivetor propagador paralelo e o biescalar

determinante de Van Vleck, a serem definidos.

No capitulo 2 iremos obter a equagao de movimento de uma particula eletricamente
carregada no espago-tempo curvo, com esse proposito, serda necessario considerar as
coordenadas normais de Fermi, retardada e avancada de um ponto arbitrario, x, pertencente
a vizinhanca convexa da linha de mundo da particula. As coordenadas normais de Fermi
para o ponto x sdo aquelas que acompanham o movimento da particula, possuem o mesmo
tempo-proéprio desta, sendo também chamada de coordenada simultanea. Enquanto que
a coordenada retardada e avancada se referem ao passado e futuro causal do estado de
movimento da particula, sobre a linha de mundo v, em relagdo ao ponto x, respectivamente.
Por outro lado, a teoria eletromagnética deve permanecer como uma teoria causal, o que
tornara de grande importancia a obtencao das transformacoes dessas para a coordenada

retardada, a qual sera apresentada nas se¢oes finais desse capitulo.

1.1 Geodésica

Uma curva geodésica, (3, é o extremo do intervalo que une dois pontos e possui
a propriedade de manter seu comprimento invariante sob pequenas variagoes. Destarte,
a equacgao da geodésica pode ser obtida por meio do principio variacional de Euler que

define o extremo intervalo entre dois pontos,
5 / ds =0, (1.1)

1/2 4 . - -
) /% ¢ o elemento de linha da geodésica com g, sendo a métrica

em que ds = (g, dz"dz”

com assinatura (— + ++).

O célculo se torna mais simples se primeiro calcularmos a variaciao de ds?, como
segue,
§(ds?*) = (g, datdz”) (1.2)
2dsdds = dz"dx"0g,, + 2g,dx"ddz”
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para reescrever o lado esquerdo da equagao (1.1), como

1 d(dx”
6/ds = / [j}#jfyguu,a(gxo + g " (0 >1 ds,
S

> (1.3)

em que usamos 0(gu) = (09, /0x7)027 = g,,,027, 0dzt = d(0z*) e dz*/ds = i*.

Integrando por partes o segundo termo da equagao (1.3) e usando o fato de que a

variagao dz* é nula nos pontos extremos, o principio variacional de Euler (1.1) resulta em

L., d : -
/ le“x Juvo — ds(gwx“)l 0x°ds = 0. (1.4)

Como consequéncia da variacao dx? ser independente de s em cada ponto ao longo do
caminho de integracgao, o termo dentro do colchete na equacao anterior deve ser nulo, e,
portanto,

d2z+
ds?

1 d 1

73.7#-1.7”9;11/,0 - 7(9#03.:”) = (29;11/70 - gua,u) ahz” — g;w

=0 1.5
2 ds (1.5)

Rearranjando os termos e usando ¢,,,2"%" = %[gw,y + guou)@"3”, obtemos a equagao da

geodésica
Da# A2zt dz? dx?
= T\ = . 1.6
dr 42 T ds ds (16)

em que ['*,, = %g’“’(gwy,\ + Gror — Gure) € a conexao. O simbolo de D/dr é reservado

para a derivada covariante projetada na direcao do vetor velocidade #V .

Desse modo, sempre que um quadrivetor se deslocar ao longo de uma curva

geodésica, 3, ele deve satisfizer a equagao (1.6).

1.2 Funcao Mundo

De extrema importancia no estudo de propriedades nao locais no espago-tempo,
o biescalar fun¢cdo mundo relacionado com o intervalo geodésico entre dois pontos, por
o(z,x') = £5%/2, a ser definido, serd usado como elemento de estrutura em técnicas de

expansoes covariantes que possui um papel fundamental nas proximas secoes.

Considera-se aqui uma fonte pontual em z’ e um ponto = no campo gerado por essa
fonte, com z pertencendo a vizinhanga convexa de x’, N(z'), consistindo nos conjuntos de
pontos que sao ligados a 2’ por uma tnica geodésica. Descrevemos a geodésica, (3, pela
relagdo z#(\), onde A varia entre os pontos extremos correspondentes a z#(\g) = 2’ e
zH(A1) = x. Definimos um vetor tangente a  como t* = dz*/d\, esse vetor satisfaz a
equagao da geodésica (1.6). Partindo dessas defini¢des bésicas, podemos enunciar a funcao

mundo, também conhecida como funcao escalar de Synge,

o(e,2) = 3 O = o) / Gulz VA, (L.7)
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Como consequéncia de t* satisfazer a equacao geodésica, o integrando g, (2)t*t” é constante
ao longo da curva A e trés casos podem ser considerados: i) Se 3 for tipo-tempo, A se
torna o tempo proprio 7 e o = —%(AT)z; i1) se [ for tipo-espago, A se torna a distancia
prépria s e o = $(As)?; i) por ltimo, se § for nulo, o = 0. De modo geral, a func¢io

mundo é a metade do quadrado do intervalo geodésico entre dois pontos.

No espago-tempo plano, a geodésica é uma linha reta, a funcdo mundo se torna

o(z,2') = ;naﬁ(x — )z — 2P, (1.8)

em que g = (—1,1,1,1) é a métrica de Minkowski.

A notacao utilizada para a derivada parcial da funcao mundo em relacao aos pontos
rex éo,=00/0x%e o, =00/ dz® | respectivamente. A derivada covariante de o, em
relacdo a = é 0,3 = V0o, sendo simétrica nos seus dois indices 0,3 = 0g,. Similarmente
temos 0ap = 0pq € Oup = Ogror. A Notacao se estende para qualquer niimero de derivadas.
Contudo, apenas o ordenamento de indices diferentes, com e sem linha, é arbitrario. O

ordenamento de indices iguais é simétrico apenas nos dois primeiros indices.

A derivada parcial o, é obtida por meio do calculo de como o varia quando
uma pequena variacao é realizada no ponto x mantendo o ponto z’ fixo, ou seja, do =
o(x 4 dx,2') — o(x,2’). A tnica geodésica que conecta = + dx a x’ é 5+ 65 descrita pela
relagdo z#(\) + 0z#(\), com A variando entre \g e Ay, logo dz(N\g) = 02’ =0 e dz(\y) = ox.

A variagao de (1.7) resulta em

A 1
sr = =) [ <g#,,zu<szv 4 QQHV,AZﬂzvazA> dA. (1.9)

0
Integrando o primeiro termo por partes obtemos

A1

5 = (M = A0) [ 20212 — (M — Xo) / (g2 + Tpunz"2) 62a, (1.10)
A

0

como z(\) satisfaz a equagdo da geodésica, a integral no segundo termo se anula, restando-

nos 60 = (A — Ao)g,ut*éx” avaliada no ponto z. Portanto,
Oa(z,2') = (M — Xo)gast”, (1.11)

com excecao do fator (A\; — Ag), o,(z,2") é igual ao vetor tangente a geodésica em z.

De modo semelhante a derivada parcial, 0./, pode ser obtida. Sendo agora a variagao
da geodésica tal que 0z(X\g) = dz’ e §z2(\1) = 0z = 0, obtemos do = —(A\; — Ag) g tHoz”

avaliada no ponto 23/, e, Consequentemente,
Ua/(x,l’/) = —()\1 — Ao)galﬁvtﬁl? (112)

com excegao do fator (A — X\g), —o,(z,2") é igual ao vetor tangente a geodésica em z.
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Duas importantes relagoes sio obtidas dessas; pela equagio (1.11), temos g,s0%0” =

A)\anﬁtatﬁ que ¢é igual a 20, como mostra a equagao (1.7), assim,

9?0405 = 20, (1.13)

9" ooy = 20. (1.14)

Através da expressdo para a fungdo de mundo (1.7), de suas derivadas covariantes
(1.11)-(1.12) e das sucessivas derivadas das identidades (1.13)-(1.14), segue

[
[
[0ag] = [owp] = g,
[
[

(1.15)
(1.16)
(1.17)
Oap| = [0arg] = —gurp, (1.18)
(1.19)
(1.20)

Oapy] = [Oapy] = [Oapy] = [0arpy] =0, 1.19
90i] = [Oasrs] = (o) = 5 (Rarir + Revwir) 120
[0a5’7’5'] = _;)(Ra’ﬁ"y’(s’ + Ra”v/ﬁ’5’) (1'21)
[00675’] = ;(Ra”y’/ﬂ”y + Ra’5’ﬁ”7’>7 (122)
onde lim,_,, o(x,2") = [o(x,z)] é o limite de coincidéncia entre os pontos z e x’. Para

obter as expressoes acima é preciso fazer o uso do comutador das derivadas covariantes
Ro3y0c = 0apy — 0ayp, também conhecido como identidade de Ricci, e das regras de

simetria do tensor de Riemann.

Esses valores se tornam relevantes em técnicas de expansoes covariantes, e.g., um
bitensor T, 5 (x, x'), se suficientemente diferenciavel pode ser expandido de modo covariante
em torno do ponto x como Ty g (z,2") = Awp + Aa/BWUV' + %AO/B/,Y@/O"Y/O'&/ + O(e), em
que € mede a grandeza tipica de um componente de o®(x,2’) e os coeficientes A, g,
etc, sao tensores ordinarios e locais em x determinados através de sucessivas derivadas
covariantes do bitensor T,g, que por sua vez, necessita das informagoes obtidas nas
equagoes (1.15)-(1.22).

Além disso, a fungdo mundo se tornara muito util nos dois préximos capitulos; na
representacao de Hadamard para as func¢oes de Green retardada e avancada utilizadas
para a obtencao dos quadripotenciais retardado e avancado, essenciais para se obter a
equagao de movimento de uma particula com carga elétrica, e no ansatz sobre a amplitude
de transicao entre dois estados, capitulo 3, necessario para se obter a correcao radiativa

sobre a acao efetiva da teoria.
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1.3 Base Tetrada

Definimos a base tetrada e”(z) ortonormal sendo transportada paralelamente ao
longo da geodésica 3, que conecta dois pontos no espaco-tempo x e ', satisfazendo;
De#
dA

Guv €y = Nab, =0, (1.23)

em que 7, = (—1,1,1,1) é a métrica de Minkowski, cuja inversa é n?°, o indice de letras
latinas varia entre 0 e 3.
Além disso, temos a relagao de completeza e sua inversa

g = netey, G = nabeZe’; (1.24)

em termos da tetrada dual & e#(z), definida como

n"g.er, (1.25)

a
u
em que eZeg‘ = 0% e elel = §*, resultam na funcado delta de Kronecker que satisfaz;

1 sea=0b 1 sep=v
5, = S, = (1.26)
0 seaz#b 0 sepu#v

Na préxima segao veremos como a base tetrada ortonormal e sua dual se combinam
para definir o bivetor propagador paralelo como sendo o responsavel pelo transporte

paralelo de um quadrivetor ao longo de uma curva geodésica.

1.4 Propagador Paralelo

Consideramos um quadrivetor arbitrario A*(z) sobre a geodésica  podendo ser
decomposto na base tetrada, tal que A#(z) = A%* e a componente do quadrivetor no
sistema de referéncia é A* = Atef. Desse modo, um quadrivetor em = pode ser expresso

como
A%(x) = (Aa/eg,)eg = gaa,(x,x’)Aal (z), (1.27)

em que definimos o bivetor propagador paralelo como

«

gz, 2") = el (x)el ('), (1.28)
sua func¢ao é transportar paralelamente um quadrivetor no ponto x’ ao longo da geodésica

[ para um outro ponto x.

De modo similar,

/ /

A () = g% (2, 2)A%(x), g* (2 x) = e (a')el(x). (1.29)
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As equagoes (1.24) e (1.28) implicam no limite de coincidéncia do propagador
paralelo

[9%5] = 0% gr. (1.30)

O vetor tangente a geodésica, definido na se¢ao (1.2) como t* = dz*/d\, pode
ser transportado paralelamente ao longo de 3, logo temos t* = gaa,t“/, isso junto com as

equagoes (1.11) e (1.12) resultam nas relagoes
Oq = _ga/aaa/, Oq = —gaa/O'a. (13].)

Outra importante propriedade do propagador paralelo requer que a sua derivada

covariante na direcao tangente a geodésica seja nula
0" Gy = 0, (1.32)
0" Gy = 0. (1.33)
limitando o transporte apenas na direcao paralela a geodésica.

As préximas duas derivadas da relagao (1.33) implicam nos limites de coincidéncia

[gaﬁ’;’y] - [gaﬂ’;'y’] =0 (134‘)
o ey 1 o

[g ,B’wé] = [g 5’;7’6] = _§R B8 (135>
e o 1 o’

lg [3’;75’] =g 3';”/’5’] = iR By (1.36)

Como comentado no final da secdo (1.2), podemos expandir um bitensor de modo
covariante em termos de o’(z, 2’). Contudo, se os indices do bitensor se referem a pontos

distintos, A./3, precisamos primeiramente aplicar o bivetor propagador paralelo
Aalﬁ = gﬁ /BAQ/B/ (137)
antes de realizar a expansao.

Serd util nos préximos capitulos as expansoes covariantes dos bitensores o457, 003
e das primeiras derivadas do propagador paralelo préximo ao ponto de coincidéncia em
poténcias de o® (z, 2');
1

O'Q/B/ = ga/B/ — 5R0'7'5'5'0—7/O—5/ + 0(63)’ (138)
! ]. / !
On'g = —gB 8 (go/ﬂ’ + éRa"y’ﬁ’tS’o”y 0'5> -+ O(€3>, (139)
@ 1 @ o & 2
9 gy = ig o B Bly'510 + O(G ), (1.40)
1 / a/ /
9 = §gaa’g’y AR 5’7’5’06 +0(e?), (1.41)

em que € mede a grandeza tipica de um componente de . Para obter as expansdes acima
é preciso usar os limites de coincidéncia; (1.15)-(1.22), (1.30) e (1.34)-(1.36), o método de
expansao presente no final da se¢do (1.2) e a definicao do propagador paralelo como em
(1.37).
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1.5 Determinante de Van Vleck

Definimos o biescalar determinante de Van Vleck, A(z,z’), como

/

A(z,z') = det[AY 5], AY g(z,2) = —g% (), 2)0% s (z,2). (1.42)

As equagoes (1.30) e (1.18) implicam que [A% 5] = 6% 4, e, portanto,

[A] =1. (1.43)

De outro modo, a equagao (1.39) implica que préximo ao ponto de coincidéncia
temos ]
Aal/gl = 5alﬁ/ -+ gRa/,y/ﬁ/(;/O"y/O'y —+ 0(63) (144)

tal que
1 ! !
A = 1+6Ra/610'a Oﬁ +O(€3> (145)

onde usamos que det(1 +a) =1+ Tr(a) + O(a?) para a pequeno.

Pode ser mostrado que o determinante de Van Vleck também satisfaz a seguinte
relacao
A7 (Ao, =4 (1.46)

e que uma familia de geodésicas, denominada como superficie caustica, emanam do
ponto singular z’. Na regiao nao singular o comportamento de A é relacionada a taxa de

convergéncia ou de divergéncia das geodésicas que emanam do ponto de singularidade.

1.6 Sistema de Coordenadas

Em seguida, introduzimos trés sistemas de coordenadas que serao essenciais para a
obtencao da equagao de movimento de uma particula com carga elétrica no espaco-tempo
curvo; as coordenadas normais de Fermi, a coordenada retardada e a coordenada avangada.

Por fim, mostraremos as transformagcoes para a coordenada retardada.

1.6.1 Coordenadas Normais de Fermi

Antes das coordenadas normais de Fermi serem enunciadas, iremos considerar uma
curva v do tipo-tempo descrita pela relagao z#(7), em que 7 é o tempo préprio, e definir o

transporte de Fermi-Walker (FW) sobre - para um vetor v quando este satisfizer

Do#

i (v,a”)u* — (v,u”)a”, (1.47)

sendo u* = dz*/dr o quadrivetor tangente e ortonormal a v e a* = Du*/dr a quadriacele-

racao. Dizemos que o quadrivetor v* satisfaz o transporte de FW.
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Em um ponto arbitrario z sobre a curva -, associamos uma base tetrada ortonormal
(u#, el), com o indice a variando de 1 a 3. Quando a base satisfaz o transporte de FW, ela

se mantém ortogonal e sem rotagao sobre 7. Para um ponto qualquer temos

Dek
E _ (a,etu, (148
T
guuuuuu = _17 (149)
guvehu” =0, (1.50)
Guveley = Oqp. (1.51)
A tetrada dual (e, ef,) é definida como
eg = —Uy, ey = 6 g, el (1.52)
A tetrada e a sua dual resultam nas relagdes de completezas
g = —utu’ + 6%etel, G = —6263 + 6abeZef,. (1.53)

Consideramos um ponto x pertencente a vizinhancga de 7 e localizamos a tnica
geodésica tipo-espaco [ que passa por x e intercepta v ortogonalmente. Denotamos o ponto
de intersec¢ao por & = z(t), em que t denota o pardmetro de tempo-préprio nesse ponto.

As coordenadas normais de Fermi (CNF) em x sdo definidas como

V=t 2" = —e%(7)0%(z, 7), (1.54)
em que
oa(z,7)u®(z) =0, (1.55)

a ultima condi¢do determina T exigindo que —o®, definido em (1.12) como o quadrivetor

tangente a 5 em T, seja ortogonal a u®(Z), o quadrivetor tangente a .

A distancia espacial s entre T e x ao longo da geodésica [ pode ser obtida através
da definigdo da CNF, das relagdes de completeza (1.53) e da relagdo (1.14);

§% = 522" = 20(x, 7). (1.56)

A componente temporal, ¢, seleciona um ponto particular sobre + nos restringindo a
um conjunto de geodésicas tipo-espaco que intersecta ortogonalmente o ponto selecionado
z(t). Contudo, precisamos ser mais restritos ainda e definir um vetor unitario, w® = /s,
que seleciona uma geodésica especifica nesse conjunto. Como o vetor é unitario, ele deve

satisfazer dw?w? = 1. Pela defini¢do de w® e de 2% em (1.54), temos

0% = —swel. (1.57)

Em termos de coordenadas, a CNF ¢ escrita como (¢, sw®), figura (1).
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Y

Figura 1 — Coordenadas normais de Fermi para um ponto x sobre a linha de mundo
~v. A componente temporal, ¢, seleciona um ponto particular em ~, e o disco
representa um conjunto de geodésicas tipo-espaco que intersecta ortogonalmente
o ponto selecionado z(t). O vetor unitario, w® = £*/s, seleciona uma geodésica
especifica nesse conjunto.

As CNF para o ponto = sao aquelas que acompanham o movimento da particula,
possuindo o mesmo tempo-préprio desta, sendo assim o ponto x representado pela CNF é

denominado como sendo o ponto simultaneo a x.

A métrica nas coordenadas Normais de Fermi proximo a linha de mundo v pode

ser encontrada como,

g = — [1 4 203" + (a42")? + Rocoad2? + O(5%)] (1.58)
2
Gta = —gRocadffcﬂA?d + 0(s*), (1.59)
1 scad 3
Gab = 5ab - gRacde "+ O(S ) (160)

1.6.2 Coordenada Retardada

A coordenada retardada (CR) possui os mesmos elementos geométricos que a CNF,
a diferenca se baseia em uma geodésica nula 3, direcionada para o futuro, conectando a
linha de mundo da particula, v, com o ponto x considerado sobre o campo. Definimos
' = z(u) o ponto em que [ intercepta vy, u é o tempo-proprio associado a esse ponto.

Novamente, x pertence a vizinhanga convexa de z’.

Associamos uma base tetrada (u"" ea’) ao ponto =’ que pode ser transportada

’a

paralelamente ao longo de 5 até o ponto x se tornando (e§, e%). A tetrada dual associada

a x é definida como ¢¥ = —gaﬂeg = —Uy € el = 5abgaﬂef.
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O propagador paralelo de 2’ para x se torna
G o (x,2') = el (x)el, (2') = —efuy + el (1.61)

e, de x para 7’

g (2 x) = eg‘/ (z')el(z) = uo‘/eg + eg/eg, (1.62)

em que usamos a equagao (1.28) que o define.

A coordenada retardada é por fim definida;

/

70 = u, 2 = —e2 (2')o® (z,2'), (1.63)

com

o(z,2') =0, (1.64)

a ultima relagao se refere ao fato dos pontos = e 2’ serem conectados por uma geodésica
nula. Da condic¢ao imposta sobre a geodésica (1.64) e das relagoes (1.62), (1.63) a distancia

retardada entre os pontos x e 2’ ao longo de 3, denominada r, é tal que

’

r = (62 = uo™, (1.65)

essa equagao junto com as (1.62)-(1.63), resultam em

/

o = —r(u® +Q%), (1.66)

em que Q% = 2%/r é um vetor unitdrio e espacial que satisfaz §,,Q°Q° = 1.

A componente temporal u seleciona um cone de luz sobre 7, o vetor unitario
Q% seleciona um gerador particular desse cone e r um ponto particular desse gerador;
a distancia retardada entre os pontos x e x’. Portanto, as componentes da coordenada

retardada podem ser escritas como (u,rQ2%), figura (2)

Se deslocarmos o ponto x por (du,dz®) restrito ao cone de luz o(z,z') = 0, as

componentes espaciais e’ se transformam como
dety = {(tea® —u” ay) +wl) } eldu, (1.67)

!
onde wﬁ ¢ a matriz de rotacao que leva em conta as variacoes da tetrada com relagao aos

deslocamentos em (dz®) satisfazendo, w3 u® = 0.

Como a base é de FW com u®'e?, = 0, usando (1.66), temos
de®, 0% = {(ua/aﬁ/ + waél)eg,} o du (1.68)
=ra“du — rwaﬁ,/eﬁ,eg‘/deu

= (ra® — wi")du, (1.69)
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Figura 2 — Coordenada retardada para um ponto x em relacao a linha de mundo v. A
componente temporal, u, seleciona um cone de luz sobre v, o vetor unitario
Q% seleciona um gerador particular desse cone e r um ponto particular desse
gerador.

B

A / / ’ .
com w2’ = rwy ehep Q. Lembrando que deslocamentos em o® podem ser escritos

/ / / A
como a soma 0 gdz’ + o gu” du ja que um deslocamento no ponto z acarreta em outro

deslocamento em z’ ao longo de v, juntando essa contribui¢ao com (1.69) obtemos

di® = —(ra® — w2t + €% 0% gu” )du — e2,0% 3dz”. (1.70)

B

Visto que estamos falando de deslocamentos sobre o cone de luz, o efeito de wa,/ pode

apenas resultar em uma rotacdo nos elementos de base ¢, razdo do termo w%2’ na
expressao acima. Se o deslocamento fosse unicamente ao longo da curva tipo-tempo -,

A =0— w, = 0 e o transporte de FW dos elementos da base e é recuperado.

Wy
Como um deslocamento em o(x,2’) = 0 resulta em o(x + d0x, 2’ + 62') = 0,0x* +
Oz = 0, ao longo da linha de mundo, temos o,dx® = —opdr® = —oyu® du = —rdu

que resultam em

du = —kydx®, (1.71)

em que k, = 0,/r é um quadrivetor nulo em dire¢do ao futuro de = e tangente a geodésica
B.
Usando as equagoes (1.66) e (1.31), temos

k= g%, (u® 4 Q%). (1.72)

Substituindo as expansoes para a segunda derivada da funcao mundo préximas ao ponto
de coincidéncia (1.38)-(1.39) e as equagdes (1.66), (1.72) nos deslocamentos (1.70)-(1.71),

obtemos a expressao resultante para o deslocamento da coordenada retardada, em termos
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do seu gradiente;
Dot = €2 — Qe (1.73)
~a a 1 2qal| 0O a a 1 2 Qa 1 2 Qa b
0, 2% = — {ra —|—§T S } eq + {5 p + (ra +§r S >Qb+6r S b} €ps (1.74)
usando a identidade 0,r = ,0,2%, podemos obter

1 1 1
Opr = — [maQ“ + 27‘25] e+ Kl + ray$d, + 3T25> Qo + 67”254 Car> (1.75)

€m que Sab = RaObO + RaOchc + RbOacQC + RacbdQCQda Sa = Sabe el = SaQa-

1.6.3 Transformacao entre as Coordenadas Normais de Fermi para a Coorde-

nada Retardada

Para obtermos a transformagao entre a CNF (¢, sw®) para a coordenada retardada
(u, rQ2*) vamos considerar os pontos & = z(t) e ' = z(u) sobre a linha de mundo v da
particula. Esses se referem as coordenadas normais de Fermi e retardada de um ponto x

pertencente a vizinhanga convexa de 7, respectivamente. Consideramos a fun¢ao mundo
o(1) =o(x,z(1)), (1.76)

que possui o tempo préprio 7 como parametro e o ponto x mantido fixo. De acordo com
as equagdes (1.56) e (1.64), temos o(t) = 3s? e o(u) = 0. A tetrada (ef}, %) é obtida
atraves do transporte paralelo de (u®, e?) ao longo da geodésica tipo-espago que intercepta
v ortogonalmente, enquanto a tetrada (e§, %) é obtida através do transporte paralelo de
(u"‘/, ef;/) ao longo da geodésica nula direcionada para o futuro. Em seguida, definimos a

expressao A =t — u e consideramos a funcao,
p(1) = opl@, 2(7))ut (1), (1.77)

tal que (1) = p(7).
Portanto, podemos calcular a expansdao de Taylor para o(u);

o(u) = ot — A) = o(t) — p(HA + ;p(t)AQ _ ép‘(t)AB b (1.78)

uma vez que p(t) = 0 e as outras derivadas sao obtidas diferenciando a equacao (1.77) e
usando a relagoes (1.38) e (1.57) para as derivadas de o, obtemos uma expansao para s
em poténcia de A que pode ser invertida e utilizada para a obtencao do tempo retardado

u em termos das CNF resultando em
1 3 1 1
u=t—s {1 - §saa(t)w“ + gSQ [aq (t)w?)” + ﬂszdo(t) + BSQaa(t)w“+

1
— =5 Raguo 1) + 0(83)} . (1.79)
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Da mesma maneira, a distancia retardada entre x e z(u) é obtida por meio de
r=p(u) =p(t = 4A);

1 1 1 1 1
r=s {1 + §3aa(t)w“ — gSQ [aq(t)w®]? — §s2do(t) — gSQéza(t)w“ + ESQRaobo(t)w“wb+

+0(s%)}. (1.80)
Para obtermos a relagao entre as coordenadas espaciais consideramos a fungao

Pa(T) = —0u(2, 2(7))e; (1) (1.81)

a qual podemos escrever como rQ* = p®(u), de acordo com a equacao (1.63) e a definigao
de Q°. Usando o mesmo procedimento anterior, temos rQ* = p®(u) = p*(t — A) que pode

ser expandido em poténcia de A resultando em

1 1 1 1
rQ% =s {w“ + gsaa(t) — §s2aa(t) — gngaboc(t)wbwc + 682Ra0b0(t)wb + 0(33)}. (1.82)

onde usamos a expressao para o tempo retardado (1.79).

A seguir vamos calcular a matriz de transformacao entre a base de tetradas (ef, e2)

e (ef, e). Para isso, consideramos as fungoes

pH(T) = g% (2, 2(7)u(7), (1.83)
Pa(T) = g% (2, 2(7))ef (7). (1.84)

Com o mesmo método anterior, usando a defini¢do para o propagador paralelo (1.61)-(1.62),
sua expansao para a primeira derivada préxima ao ponto de coincidéncia (1.40) e com a

expressao para A em termos das CNF, que pode ser obtido de um modo similar, obtemos

1 1 1
ey = [1 — §r2d0(u) + O(r?’)] ey + [7“(1 — abe)a“(u) + §r2a“(u) + §T2Ra0b0(u)9b+
+0(r")] €5, (1.85)
— b 1 2 b 1 2 b c 3 a b 1 2.
en = {5 o+ 57’ a’(w)ag(u) — 57" R’ 002 + O(r )] ey + [r(l — ap§2)ag (u) + 57‘ g (u)+
1 2 b 3 e
Far B +067)| e (1.56)

1.6.4 Coordenada Avancada e sua Transformac3do para a Coordenada Retar-
dada

Ja que desenvolvemos a proximidade simultanea e retardada do ponto representativo,

agora definimos a proximidade avancada. O ponto avangado na linha de mundo é denotado

por 2" = z(v), em que v é o parametro do tempo préprio em z”. Uma geodésica nula



Capitulo 1. Conceitos Matemadticos 17

direcionada para o passado conecta o ponto avangado com o ponto x. A distancia entre

eles é

1"

Tay = —O o™ . (1.87)

E, assim como na coordenada retardada,
o(z,2") =0. (1.88)

Procedendo como anteriormente e definindo A’ = v — u, pode-se obter o tempo préprio

avancado em termos das coordenadas retardadas de =z,

1 2 1
v=u+2r {1 — 1a, (u)Q + 1*[aq (u)Q"] — §7‘2d0(u) - §T2aa(u)Q“ - §T2Ra0bo(u)Q“Qb+
+0(r%)] | (1.89)
e o mesmo para a distdncia avancada ao notarmos que r,, = —p(v) = —p(u + A’);
2 2. a 3
Taw =7 |1+ 3" aa(u)Q* +O(r) ] . (1.90)

As equagdes (1.73)-(1.75) com (1.89)-(1.90) implicam nos gradientes

Oqv = [1 = 2ra, Q" + O(r*)]e + [, — 2ra, + O(r?)]e?, (1.91)

1 4 1 2
OaTan = [0 Q" — 57“23 + O(r*))e? + [(1 + rapdy, + §r2abe + 37“25’) Q, + §r2aa+

1
+67’2Sa +O(r®)| €. (1.92)
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2 Equacao de ALD

2.1 Espaco-tempo Plano

Uma particula carregada e acelerada ao longo de sua linha de mundo v é descrita
pela relacdo z(7), em que 7 representa o tempo-préprio. A sua equagdo de movimento sem

a presenca de campos gravitacionais é conhecida como equagdo de Abraham-Lorentz-Dirac
(ALD);

2 2
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em que ¢ e m sao a carga e a massa da particula, respectivamente, ¢ a velocidade da

(9", + u!'w,)a”, (2.1)

luz, F*, o tensor de for¢a do campo eletromagnético, u* = dz/dr a quadrivelocidade,
a* = du*/dr a quadriaceleragao e @* = da*/dr a derivada primeira da quadriaceleragao

da particula.

O primeiro termo da equacao de ALD, (2.1), se refere a for¢a externa agindo sobre
a particula e o segundo a autoforga que surge do balango entre a energia mecénica e a
energia irradiada para o infinito da particula que, por sua vez, age de volta na mesma,

como uma forca de 'black-reaction’.
Contudo, como foi encontrado pelo préprio pioneiro da teoria (DIRAC, 1938), essa
equacao permite solugoes nao fisicas.

Como exemplo, vamos considerar o caso mais simples do limite nao relativistico de
uma particula carregada e acelerada sujeita a uma forga externa constante, F, limitada a

agir apenas durante o intervalo de tempo 0 < ¢ < T, a equacao de ALD (2.1) se reduz a

a(t) — :: + ;‘ila(t) (2.2)
com solugao,
[(F/m) + Cle!/™ set <0
a(t) = [(F/m) + Ce!/7] se0<t<T (2.3)

[(F/m)e /" + Clet/™ set>T,
em que C é uma constante de integracao e 7 = 2¢*/3m.

Essa solucao mostra que independentemente da particula estar ou nao submetida a
uma forga externa, ela pode adquirir uma aceleracdo que cresce exponencialmente com
o tempo. Essa solucao é chamada de solucao fugitiva e nao é observada na natureza. E,
se uma forga externa comecar a agir em um determinado tempo, ela provoca alteragoes
no movimento da particula anteriores ao inicio da agao dessa propria forca. Isso nao é

esperado, pois sabemos que a equacao de movimento certamente necessita ser causal: o
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desenvolvimento futuro do sistema é completamente determinado a partir da especificagao
das condigoes iniciais. Pode-se ser mostrado que nao é possivel eliminar ambos os problemas

de solugao fugitiva e pré-aceleragdo com a mesma escolha de constante de integragao.

2.2 Espaco-tempo Curvo

A generalizacao da equacao de ALD para o espaco-tempo curvo foi obtida primei-
ramente por (DEWITT, 1965) e sumarizado no artigo de revisao (POISSON; POUND;
VEGA, 2011). Esses serviram de base para demostrarmos a seguir a equagao de movimento
para uma particula com carga elétrica no espago-tempo curvo. Nesse caso, a equacao de
movimento apresenta um termo que se refere ao passado historico da particula, denominado
termo de cauda. Esse termo é uma pecuralidade do espago-tempo curvo. A equacao de

movimento no espago-tempo curvo se reduz a equagao de ALD no espago-tempo plano.

2.2.1 Eletrodinamica

Consideramos uma particula pontual com carga elétrica e, movendo-se sobre a
linha de mundo v descrita pela relagdo z(\), em que A é um pardmetro arbitrario. Durante

o seu movimento, a particula gera o quadripotencial A%(x), sua agao total resulta em,
1
S = /\/—gd% [_16 wg P —I—eja(:p)Aa(m)] —m/dT (2.4)
s Y

em que dr = y/—g,.(2)2*2d\ quando minimizado resulta no elemento de linha da
curva geodésica que a particula livre percorre, 2* = dz*/d\, m ¢é sua massa ¢ F,p(z) =

VaAz — VA, o tensor de forga do campo eletromagnético.

O primeiro termo da integral (2.5) representa a agdo devida unicamente ao campo
eletromagnético, o segundo é um termo de interacdo que acopla o campo a particula
e o ultimo se refere apenas a particula livre se movendo sobre a linha de mundo v no

espaco-tempo.

O comportamento dinamico do sistema é determinado pelo principio variacional
da agdo minima; a variacdo da acao total em relacdo a variagdo do quadripotencial § A%(x)

é estacionaria, i.e.,

58S
JA*(x)

=0. (2.5)
A solugao para a equagao (2.5) resulta nas equagoes de Maxwell
FoP 5 = dmj, (2.6)
em que j“ é a quadridensidade de corrente eletromagnética,

j%(x) = eLg“u($, 2)2H04(x, z)dA, (2.7)
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sendo ¢g“,(z, z) o propagador paralelo definido na segao (1.4), d4(7, z) = A(x, 2)ds (7 — 2)
com A(z,z) sendo o determinante de Van Vleck definido na segao (1.5), cujo limite é

unitario e d4(x — z) o funcional de Dirac em 4-dimensoes no espago-tempo curvo.

Na condigao de calibre de Lorentz, V,A“ = 0, a equacao de Maxwell (2.6) resulta

na equacao de onda para o quadripotencial;
OA® — RYgAP = —4rj®, (2.8)

em que O = ¢g*’V,Vz é o operador de onda, R*s o tensor de Ricci. A equacio (2.8)

garante que a equacao da continuidade, V,j% = 0, seja satisfeita.

Por outro lado, adotando o parametro 7 do tempo-préprio para a linha de mundo
v e definindo a quadrivelocidade u*(7) = dz#/dr. Podemos calcular a variagdo da agao
total em relagdo a variagdo dz#(7) sendo estaciondria e obter a equacdo de movimento de

Lorentz;

n
m—— =eF", (2)u”, (2.9)
dr

em que a notagao D/dr continua se referindo a derivada covariante.

Com a mudanca para o parametro 7 podemos reescrever a quadridensidade de

corrente elétrica como

j%(z) = e/ﬂygau(a:,z)u“&(x,z)df. (2.10)

2.2.2 Funcao de Green Eletromagnética

A solugao para a equagao da onda, (2.8), pode ser escrita como
A%(z) = / g G (2, )7 (o), (2.11)

em que j7 é a quadricorrente que aparece em (2.10) e G%4 (z,2') a funcio de Green que

satisfaz a equacao de onda nao homogénea

0G*s (w,2") — R*sG’ g (z,3') = —4mg® 5 (x, 2")du(z, 2'). (2.12)

Dentre as fung¢oes de Green, iremos destacar a funcao de Green retardada e a
avangada. Essas fungdes sdo denotadas por G%4(7,2") e G4 (7, 2'), respectivamente.
Sendo a primeira diferente de zero quando z se encontra no futuro causal de z’ e a segunda
o oposto; diferente de zero quando x se encontra no passado causal de x’. A seguir veremos

como essas funcoes sao representadas na construcao de Hadamard.

2.2.3 Construcao de Hadamard para a Funcao de Green

Assumindo que x pertence a vinhanga convexa de z/, podemos enunciar como as

funcoes retardada e avancada de Green sao escritas na construcao de Hadamard;

Co(x,2') = U (2, 2")0x(0) + Vs (x,2")0+(—0), (2.13)
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sendo que U%p (z,2") e Vs (z,2") sdo bitensores regulares, a funcao mundo, definida na
secao (1.2), aparece como parametro nas distribuigoes ao longo do cone de luz 6+ (o) e

0.(—0), tais que

Oi(—0) =0L(z,X)0(—0), (2.14)
d1(0) = 0.(z,%)0(0), (2.15)

em que #(—0o) e §(o) sao as fungdes degrau e delta de Dirac definidas no espago-tempo
plano. J& a fungao degrau 0, (x, ) é uma generalizacdo para o espago-tempo curvo, com
2’ € ¥ é definida como sendo um quando x se encontra no futuro da hipersuperficie
tipo-espago X e zero no caso contrario. Enquanto que definimos 6_(z,%) =1 — 6, (z, %)
sendo um no passado da hipersuperficie tipo-espaco ¥ e zero no caso contrario. Assim a

funcao degrau ao longo do cone de luz é

1sexelIt(x) 0 se c.c.
0. (—0) = 0_(—o) = (2.16)
0 se c.c. lsexel (2)

com I*(2') e I7(2') sendo o futuro e o passado cronoldgico de 2/, respectivamente. Por
outro lado, 0, (o), quando analisada do ponto x para o(z, '), tem sua validade no futuro
do cone de luz gerado por 2/, enquanto §_(o) é valida no passado do cone de luz gerado
por z’. Note que 0, (—0) +60_(—0c) = (—0) e similarmente 6, (o) +J_(o) = (o). O sinal
negativo da funcao mundo o presente na funcao degrau preserva a causalidade da funcao

de Green enquanto o funcional de Dirac preserva a sua singularidade.

A construcao de Hadamard no espaco-tempo plano para a fungao de Green re-
tardada, G (z,2’), depende apenas do futuro de 2/, enquanto que a funcdo de Green

avangada, G_(z,2’), depende apenas do passado de ';
Gi(z,2") =20t —t")[6(0) + V(0)0(—0)]. (2.17)

Como podemos ver na figura (3). Por outro lado, no espago-tempo curvo as fungoes de
Green se tornam mais ricas e possuem dependéncia dentro do cone de luz do ponto x
sobre o passado e o futuro cronolégico da particula em 2/, como mostra a construgao de
Hadamard no espago-tempo curvo (2.13), figura (4). No decorrer desse capitulo veremos que
a aplicacao dessa propriedade resulta em potenciais retardado e avancado que dependem do
passado e do futuro cronolégico da particula, respectivamente. Essa importante propriedade
reflete o fato de que no espago-tempo curvo as ondas eletromagnéticas nao se propagam
apenas com a velocidade da luz, mas com velocidades maiores ou menos que esta, por

decorréncia da interacao entre a radiacao e a curvatura do espago-tempo.

Se tornara de grande utilidade os limites de coincidéncias © — x’ dos bitensores
Ug(x,2") e V¥ (x,2"). Com esse intuito desejamos substituir a fungdo de Green (2.13)

na sua funcao de onda nao homogénea (2.12), no entanto, precisariamos diferenciar as
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Figura 3 — No espago-tempo plano, a funcao de Green retardada no ponto z depende
apenas do estado de movimento ponto retardado z(u) e a fun¢do de Green
avangada depende do estado de movimento do ponto avangado z(v).
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Figura 4 — No espago-tempo curvo, a fungdo de Green retardada depende de todos os
pontos dentro do cone de luz que interceptam <, assim depende de toda a
historia passada do ponto retardado z(u) em relacdo a z. A fungdo de Green
avancada depende de todo o futuro histérico do ponto avangado z(v).

distribuigoes 0 (—o) e d+(0) no ponto x = 2’, em que nao sao definidas. A fim de resolver
esse problema, realizamos uma manipulacao conveniente em que consiste em deslocar o

por uma pequena quantidade e. Com isso, a identidade
0di(0c+¢€) = —€ds(o +€) (2.18)
permite sucessivas derivadas em relacdo a o.

b (c+€)=—0r(0c+¢€)— el (0+e), (2.19)
08 (o +e€)=—-20 (c+¢€)— el (0 +e). (2.20)
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No limite de € — 0T temos;

lim edy (0 +¢€) =0, (2.21)
e—0F
lim e, (o +¢€) =0, (2.22)
e—0t
lim €0’ (0 + €) = 2méy(z, 2). (2.23)
e—0F

A funcao de Green (2.13) deslocada pela pequena quantidade € resulta em
Co(x,2") = U (2, 2")0x(0 +€) + VO (2, 2")0(—0 —€) (2.24)

com a condigao lime,o G¥ (v, 2") = G4y (, 7).

Substituindo a fungao de Green deslocada (2.24) no lado esquerdo da equacao de
onda nao homogénea que a satisfaz (2.12), e, depois disso, tomando o limite de € — 0T,

temos
0G*p (w,2") = R*6G (1, 2") = —dnds(z, 8 ) Uy + 64 (0) {2U 1,07 + (07, — 4) U}
+ 5:t(0) {—2Va/3/;70’y + (2 — UVV)V‘”[;/ + DUO‘B/ — RagU’BB/}
+0x(—0) {0V — RV} (2.25)
em que usamos a relagao (1.13) satisfeita pela fungdo mundo e as identidades (2.18)-(2.20)
com seus respectivos limites (2.21)-(2.22).
Comparando a equagao (2.25) com o lado direito da equagao (2.12), temos

i) as equagoes

Us = 9%, (2.26)
20,07 + (07, — 4)U% = 0, (2.27)

No limite de coincidéncia temos
(U] = [9%p] = 0%, (2.28)

em que usamos (1.30).
Essas equagoes determinam U®g (z, 2') unicamente;
i1) a equagao

(o 1 2 a «
V50" + 507, =2V = (OU*s — R*U°3) |o=o (2.29)

N —

—~

que determina Vﬁcf(x, 2'), a restricao de Vg (z,2') ao cone de luz o(z,2’) = 0, obtida da

identidade 0d(0) = 0 que nos permite impor 6(o) para o = 0;
i1i) por ultimo, a equagao

OV — R*3VP5 =0 (2.30)
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que determina Vg (x,2") dentro do cone de luz.
A seguir, apresentamos as solugoes para cada caso.

i) Supondo U®g (x,2') = g% (x,2')U(x,2'), a equacdo, (2.28), reduz-se a

U] = 1. (2.31)

Para resolver a equacao restante, (2.27), precisamos relembrar na segao (1.2) a
definicdo de 0 como um vetor em x tangente a Unica geodésica 3 que conecta xr a um
ponto restrito em sua vizinhanga, x’. Considerando A a parametrizacao da geodésica

podemos descrever um deslocamento ao longo de 8 por dz® = (0®/A)d\. O primeiro termo

au
)\d)\’

qual o determinante de Van Vleck satisfaz, para obter

do lado esquerdo se torna 2 e, em relagdo ao segundo, usamos a equagao (1.46), a

dA
a, —4=—-ATA 0% = -A"IH\—. 2.32
: oo = (2.32)
Juntando ambos os termos, a equagio (2.27) se torna
L omr-—ma)—o (2.33)
o2 nA) =0, :

essa equagao implica em U?/A sendo uma constante ao longo de f3, i.e., seu valor permanece

sempre igual ao seu valor inicial em z/;

U? U?
2= =1 2.34
- 5] 234
em que usamos [A] = 1, equagao (1.43). Assim, encontramos a tnica solu¢do para as
equagoes (2.31) e (2.33);
Uz, o) = A% (z,2'). (2.35)

E, por fim, de acordo com a nossa suposicao inicial
Ug(x,2") = g% (x,2")U(z,2") = gaﬁ,(x,x')A%(x, z') (2.36)

em que, usando a expansao para o determinante de Van Vleck préximo ao ponto de

coincidéncia (1.45), o biescalar se reduz a
1 / !
Uy = g% (1 + S Rypo” 0¥ + O()\3)>. (2.37)

A diferenciagao desse resultado nos leva a

1 . / 1 )
U = 597 <gaa, R g = 30 RW) o7+ 0()?), (2.38)
@ 1 «a o' 1 «a &
U 5/;7/ = 5 <g a,R 5/7/6/ —|— gg ,BIR'Y/‘S/) g s (239)
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[DUQBI] = é(;aﬁ/R(l’/). (240)

em que usamos as expansoes (1.38)-(1.41).

i1) Tomando o limite de coincidéncia em (2.29) e usando [07,] = 4, temos
1/ 0 1,
Vsl = — (Ra o o 5/R). (2.41)

Essa equagao junto com as condi¢oes de contorno obtidas da integracao da equacao
(2.29) garantem que a equagao de onda (2.30) possui uma solugdo unica. Portanto, as
fungoes retardada e avangada de Green representadas na construcdo de Hadamard, (2.13),

satisfazem a equacdo de onda (2.12).

2.2.4 Representacdo de Kirchhoff para o Quadripotencial

Agora, vamos supor que o quadripotencial A%*(z) satisfaz a versao homogénea da
equagao de onda (2.8):
OA® — R 3 AP = (2.42)

e os valores iniciais A (2') e %'V 3 A% (2') sdo especificados sobre uma hipersuperficie tipo-
espaco X. O valor do quadripotencial no ponto x no futuro de ¥ é dado pela representacao
de Kirchhoft:

« 1 @ ! ! / / o
A(z) =~ /E (G, 2 )V A7 () — A7 (2 VY G o (w, 27)) A5, (2.43)
onde d¥,, = —n,dV ¢é o elemento de superficie sobre X; 1,/ um vetor normal direcionado

para o futuro e dV o elemento de volume invariante em ..

2.2.5 Reciprocidade da Funcdo de Green

Primeiramente, vamos enunciar a relagdo de reciprocidade satisfeita pela funcao de

Green eletromagnética

Gao (2’ x) = Gla(x, o). (2.44)
Esta relagao implica na simetria nos indices e argumentos do bitensor
Vgla([)?,, JZ) = Vagl(l’, [E,). (245)

em que usamos a construcao de Hadamard, (2.13), e as propriedades das funcoes de
distribui¢oes das quais pode-se obter 0, (—o(x,2’)) = 0_(—o(2',2)) e 04 (o(x,2")) #
d_(o(z',x)).
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2.2.6 Funcao de Green Singular e Regular

A ideia principal consiste em decompor a funcao retardada de Green em uma
parte singular responsavel apenas por influenciar a inércia da particula e outra regular
responsavel pelo o seu movimento. Com este intuito, introduzimos o bitensor H® g (x, )

que satisfaz;

i) a equagao de onda homogénea
DHaﬁl(fE,l‘,) - Raﬁ(l‘>HﬁB/<l’,$,) = 0, (246)

i1) a seguinte simetria nos indices e argumentos

nga(x/,x) = Hag/<I,l‘/), (247)

i11) ser igual a fungdo de Green retardada quando z estd no futuro cronolégico de

Heg(x,2") = G p(x,2') se zel (2 (2.48)

iv) ser igual a funcdo de Green avangada quando z estd no passado cronolégico de

Hg(x,2") = G (x,2")  se xel (a') (2.49)

Introduzidos a fun¢ao de Green singular
1
G (z,2") = 5[6’15, (z,2") + G4 (x,2") — Hg/(x,2")] (2.50)

que satisfaz as seguintes propriedades:

i) obedece a equacao de onda nao-homogénea

OGSs (z,2") — RYsGSp(x, ") = —4ng® g (@, 2)o4(z, ") (2.51)

i1) a seguinte simetria nos indices e argumentos
Goo(a' @) = Ghy(z,2'), (2.52)

como consequéncia a fungao de Green singular nao distingue entre o passado e o futuro e

descreve uma onda estacionaria no infinito.

i17) ser nulo se x pertence ao passado ou futuro cronoldgico de =/,

G5a(x',2) =0  se zel™(2) (2.53)
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A funcao de Green singular depende da historia da particula durante o intervalo

de tempo u < 7 < v, figura (5).

Definimos a funcdo de Green regular G%g (z,7') ao remorver a singularidade
presente na fungdo de Green retardada sem afetar o movimento da particula. O melhor

jeito de fazer isso é defini-la como
G%B/(:B, .CLJ) = Giﬁ/(l‘, l',) - Ggﬁ’ (1’, ZB/) (254)

que satisfaz as propriedades:

i) obedece a equacao de onda homogénea

OGS (2, 2') — R*Ghg (2,2") = 0 (2.55)

i1) ser igual a fungao retardada de Green se z pertence ao futuro cronolégico de 2/,

Gy (z,2') = GYp(x,2')  se xel(a'), (2.56)

i1) ser zero se x pertence ao passado cronolégico de ',

GRe(x,2') =0 se xzel (z'). (2.57)

O campo produzido pela funcao de Green regular nao possui singularidades e sera
o responsavel pelo movimento da particula. A funcao de Green regular depende da historia

da particula durante —oo < 7 < v, figura (5).

[ Lo

Singular Regular

Figura 5 — A fungdo de Green singular depende da historia da particula durante o intervalo
de tempo u < 7 < v; ja a fungdo de Green regular depende da historia da
particula durante —oo < 7 < v, incluindo o passado cronolégico de x.
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Quando x estiver restrito a vizinhanca convexa de 2/, pela construcao de Hadamard
(2.13), temos

H(z,2") =V (2,2 (2.58)
GSp(z,2') = ;Uo‘ﬁz(x, ' )o(o) — ;Vo‘ﬁz(:v,x')ﬁ(a) (2.59)
G, 2') = SU 0,254 (0) = 6-(0)] + Voo, 2) [0,(0) 4 5000)]  (260)
em que usamos as equagoes (2.50), (2.54) e a simetria do bitensor Vg (x,2’) definida em

(2.45).

2.2.7 Quadripotencial Retardado Préximo a Linha de Mundo

A solugao retardada que satisfaz a equagdo de onda para o quadripotencial, (2.8),
é A%(x) = [/=gd*zG%45% (), onde j* é dado pela equagdo (2.10), portanto

A%(x) = eAGiu(x, z)utdr. (2.61)

Iremos assumir que a vizinhanga convexa e normal, N(x), de um ponto z préximo

a linha de mundo atravessa v, durante o intervalo de tempo proprio 7. a 7, veja a figura

(6).

Figura 6 — A regido delimitada pela linha tracejada representa a vizinhanga convexa e
normal do ponto z. A linha de mundo entra na vizinhanca no tempo-proprio 7
e a deixa no tempo-proprio 7-. Enquanto u e v representam o tempo-proprio
dos pontos retardado e avancado em relacao ao ponto z, respectivamente.

Com isto, a equacao (2.61) pode ser expressa como
A%(x) = e/ ) G%,(z, z)utdT + e/ i G4, (z, 2)udr + e/ Ge . (z, z)utdr,  (2.62)
—0o0 T< T

o ultimo termo é zero pois x estd no passado de z(t). A segunda integracao pode ser

expressa em termos da forma de Hadamard resultando em duas integragoes. A primeira
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pode ser resolvida se mudarmos a varidvel 7 para o, usando dr = do/r e a segunda é

cortada pela fungao delta no limite superior u. E, por fim, a equagao (2.62) resulta em

A%(x) = ;U“B/(x, V¥ + e /u Ve (x, z)utdr +e /T< G, (z, z)utdT. (2.63)
T< —00

2.2.8 Campo Eletromagnético Projetado nas Coordenadas Retardada e Nor-

mais de Fermi

O gradiente do quadripotencial retardado, equagao (2.63), é obtido levando em

consideragao que uma variagdo em x também gera uma variacdo em z’ e resulta em

e g e 8 e B~ 8 8
VQAQ(ZE) = —ﬁ apf'U 857“ + ;Uagl;lgu + ;(Uagwfu u' + Uagxa )(%u + €Va@/U 85u+
+ A5 () (2.64)

sendo o ultimo termo dependente do passado cronolégico de z’, denominado termo de

cauda,
Agguda(x) =e /Tu VVaulz, z)utdr +e /_T:o VGiau(z, z)utdr
=e /uoo VsGiau(x, 2)utdr. (2.65)
na ultima igualdade usamos (2.48) e (2.58) e cortamos a integragdo em u~ = u — 0" para

evitar o comportamento singular da funcdo de Green retardada que ocorre em o = 0,

quando (o) # 0.

Desejamos expandir o tensor de forca eletromagnético F,p = V,Az — VA, em
poténcia de r, usando (2.64), e expressa-lo em termos da coordenada retardada (u,r,w®),
definida na secdo (1.6.2). Projetando F,5 na base tetrada (ef, eS) que é obtida através do

transporte paralelo de (u®’, e’

,€%) sobre a geodésica nula que liga x ao seu ponto retardado

2’ = z(u) ao longo da linha de mundo 7. Usando as equagbes para o propagador paralelo
que aparece em (1.62), 0@ = —r(u® + Q%) obtida em (1.66), os gradientes d,u (1.73)
e 0,7 (1.75) e as expressoes para os bitensores (2.37)-(2.39) e (2.41) que determinam a

funcao de Green retardada unicamente, temos

1
Foo(u,m,Q%) = Fag(x)el(z)ep(z) = %Qa — ;(aa — Q) + geRbgcoQbQCQa—i—

1 1 1
— 66(5}@0(,0(#’ + Rapoc2°Q°) + E(3(517%00 + R0 + R)Q, + efaot

1
— éeRabe + FS™ 4+ O(r), (2.66)

e 1
Fab<u7 r, Qa) = Faﬁ(fﬂ)@g(l')@bﬁ(l') == ;(aaﬂb - QCLan) + ie(RaObc - RbOac + RaOcOQb

1
— Qo Ry0e0) Q2 — 5e(RaOQb — QuRy) + FES™ 1+ O(r), (2.67)
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em que
Cauda __ pCauda/ 1\ o B Cauda __ 1Cauda/ I\ o B
Fy = Fug' " (2')eq e F = Fog'(x')eg ey (2.68)

com B
Foa(a') = 26/ ViwGipu(a', z)utdr, (2.69)

é o termo de cauda que aparece no tensor de forca eletromagnético, em que usamos a
definicdo Ay = %(Aab — Ap,). Como chamamos a atencdo anteriormente, esse termo
surge como consequéncia da definicdo de Hadamard para as fungoes de Green retardada
e avangada no espago-tempo curvo, em termo da distribuigdo 6. (—0) que acarreta na
dependéncia do passado ou do futuro cronoldgico da particula. Como aqui, estamos nos
referindo ao quadripotencial retardado, que por sua vez depende da funcao de Green
retardada, esse termo dependera do passado cronolégico da particula, e, por esse motivo,

é denominada termo de cauda.

Enfatizamos que todas as componentes sao avaliadas no ponto retardado ' = z(u)

associado com z.

Com o intuito de expandir o tensor de forca eletromagnético F, s em poténcia de s
nas coordenadas Normais de Fermi (¢, s,w?), definidas na se¢ao (1.6.1), vamos projetar
F,5 na base tetrada (€, e2) que é obtida através do transporte paralelo de (u®,e?) sobre
a geodésica tipo-espaco que liga = ao seu ponto simultdneo z = z(t) ao longo da linha de
mundo ~, usando as transformagoes entre as bases (1.85)-(1.86), e entao transladar para
as coordenadas Normais de Fermi usando (1.79), (1.80) e (1.82);

_ 1 1 3 3
Foo(t, s,w") = Fag(2)ed(x)és (z) = — €W, — Q—e(aa + apw’w,) + Zeabwbaa + ge(abwb)Qwa
s s
3 2 1 1
+ geaowa + §eaa — geRQObowb — geRbOCowbwcwa + E€(5Roo + Ry’ w® + R)w,
1 1 —
+ geRao — geRabwb + Fg)"“d“ + O(s), (2.70)

_ o T 1 1
Foup(t, s,w) = Fag(x)ea(x)ebﬁ(x) = ie(waab — aqwp) + 56(Ra0bc — Rppac)w® — Ee(Raowb

— waRy) + FS™% 4+ O(s), (2.71)
em que
chauda — F(%a“d“(:f)eg‘ué FaCbauda — Fa%GUda(ZZ‘)GgGB (272>
co1m -
Feg" (@) =2¢ | ViaGp,(®, 2)utdr, (2.73)

sendo o termo de cauda.

Todas as componentes sdo avaliadas nos pontos Normais de Fermi z = z(t) associ-

ados com z.
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A média dos campos Fyg e F,, na superficie S (t,s), constante em t e em s; representa
o valor médio do campo em uma distancia propria fixa, como se estivesse sendo medido
no sistema de referéncia que se move junto com a particula. A superficie é caracterizada
pelos angulos 64 com (A=1,2), sendo descrita pelo pardmetro ¢ = sw®(64). Com a
transformagio w% = dw?/004 e usando a métrica (1.60) podemos obter a métrica induzida

sobre S(t, s)

1
ds? = gadr'dz’ = & [WAB — 55" Rap + 0(s%)| do*dp” (2.74)

onde wap = 5abij% e Rap = Racbdijcw%wd. Com isso podemos inferir o elemento de

superficie de area

1 -
dA = §* [1 — 632Rcacb(t)wawb +O(s) | dw (2.75)
cuja integral nos leva a
1 ]
A_Mﬁb SR (t) + O() (2.76)

Finalmente podemos obter as médias

_ 2 2 1 —
<Fa0> (t,s) = 1 ]{ e o(t,s,w”)dA = ——eaa + —ea, + geRao + FQmda 1 O(s) (2.77)

3s 3
_ 1 n C’auda
(Fup) (t,5) = A]{S(t ) Fup(t, s,w")dA = +0(s) (2.78)
onde usamos
7% ad _O 1% a bd _1506 (279)
W ir wwaw = 30 .
i fw whwedw = 0. (2.80)

Tomando o limite de s — 0 a tetrada (e, €2) se torna (u®, €%), e podemos reconstruir

0 campo em T a partir de suas componentes de referéncia;

3 de 2 5 L5 5 auda
<F&B> = lim (—35) uaag + 2eua(ggs + ugus) (3a’Y + 3R75U6> + F(SB d (2.81)

s—0

CcCOo1m
FOovo(z) = 2¢ / ViaG gy, (%, 2)utdr. (2.82)
2.2.9 Campo Singular e Regular

A solugao singular que satisfaz a equagao de onda para o quadripotencial, (2.8),

com a quadricorrente (2.10) é

Aﬂ@zelGﬁ@&M%r (2.83)
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Similar ao caso do quadripotencial retardado, assumindo que a vizinhanga convexa, N (x),
de um ponto x proximo a linha de mundo atravessa 7, durante o intervalo de tempo

préprio 7. a 7, temos
AS(z) = e/ ) Gy (z, 2)utdr + e/ i G (z, 2)utdr + e/ Gy (z, 2)utdr,  (2.84)
—00 T< T

A primeira e a terceira integrais sao nulas pela propriedade (2.53) da fun¢ao de Green
Singular. Enquanto a segunda integral pode ser expressa na forma de Hadamard obtida
em (2.59)

T> a " 1
/T< Gy (z, z)utdr = 5/7

T 1 T>
U (@, 28, ()T + / U (2, 2)u"s_(o)dr

<

1 T
~3 § Ve (z, 2)ut(o)dr. (2.85)

T<
Considerando ' = z(u) e 2”7 = z(v) os pontos retardado e avangado associados a x,

respectivamente. Para resolvermos a primeira e a segunda integral realizamos a mudanca
de varidvel 7 — o, notando que oy = o(x,z(7x)) > 0 na primeira integracio e oy, =
o(x,z(1s)) < 0 na segunda. A terceira integragao é restrita ao intervalo u < 7 < v pela

funcao degrau,

a e o / e
AS(ZL‘) = ?TU /3/Uﬂ + o

1/ 1 v
Uaﬁ//uﬂ — 5/ Vaﬁz(x,z)u“dT (286)

Procedendo de modo similar ao caso do quadripotencial retardado e usando as
transformacoes da coordenada avangada para a retardada (1.89)-(1.92), podemos obter a

projecao do tensor de forca singular Ffﬁ = VQAE — VA3 em poténcia de r na tetrada

(€5, €q),

Jo 09 = FS af b _EQ_f( _ QbQ)_g'—}—lR QP00
ao(u, 7, Q%) = aﬁ('r)ea(x)eO(x) T2t T Qg — Qb a 3eaa 36 b0c0 a

1 1
- 66(5Ra0b09b + Rap0c2°Q°) + E6(51{00 + Rp0°Q° 4+ R)Q, — %Rabe + O(r),
(2.87)

e e
F5 (u,r, Q%) = F(fﬁ(:z:)eg(a:)ef(x) = ;(aaQb — Quap) + §(Ra0bc — Ryoae + Raocof
e
- QaRbOCO)Qc - §<RaOQb - QaRb0> + O(T>7 (288)
Agora estamos prontos para definir o tensor de forga regular como a diferenca
entre o tensor de forga retardado e o singular, Fify = F,3 — F35. Usando (2.66)-(2.67) e

(2.87)-(2.88), temos
2 1
Flf = 360 + ZeRao + F&™ %+ 0(r), (2.89)

Fyp = Fg™® + 0(r), (2.90)



Capitulo 2. FEquag¢io de ALD 33

sendo regular sobre a linha de mundo.

Reconstruindo o campo em z’ = z(u) através das suas componentes de referéncia

obtemos,
2 / 1 / !
Fl5(a") = 2eu (ga7y + ugty) (3&7 + gR'V s ) + Fg?ﬁda (2.91)
com

«

Foa(a') = 26/ ViwGipu(a', z)utdr. (2.92)

2.2.10 Equacao de Movimento

Considerando o elétron uma esfera oca, com raio sy nas coordenadas normais
de Fermi, independente da coordenada de angulo w®, a forga liquida que age no tempo
préprio 7 na particula é proporcional a média de Fi, (T, so, w®) sobre a superficie da esfera.
Assumindo que o campo na esfera seja igual ao campo de um ponto avaliado em s = s,

ignorando os termos que desaparecem quando so — 0, encontramos usando (2.81)

2 1
e (F)u’ = —(6m)a, + €*(gu + uuu,) <3a“ + SRV(;U(S) + eFﬁ“"dau” (2.93)

em que dm = lim,_,02¢?/3s¢ é uma quantidade divergente e
eF Gy = 2ePu” /_OO VG iy (2(7), 2(7))u dr’ (2.94)
avaliados em um ponto arbitrario z(7) sobre a linha de mundo.

Substituindo (2.93)-(2.94) em (2.9) obtemos a equacao de movimento

(m + dm)at = *(0" + u'u,) (ga" + ;RV(;U&) + 2¢€u, /T VG Y (2(7), 2(7))uN dr,
- (2.95)

em que Myps = m + dm com m sendo a massa livre da particula, também divergente. Esta

combinacao de duas grandezas divergentes resulta em uma massa finita e observavel, m, s,

procedimento conhecido como renormaliza¢ao de massa.

Com excegao da parte divergente, a equagdo (2.91) para a forca regular é igual a
nossa equagao de movimento (2.95)

2 1
eFlu’ = (ol + u'u,) (Sa" + BR”5u5> +eFR ou”. (2.96)

Portanto, a forca agindo de volta na particula pontual pode ser pensada como se estivesse
se originando do campo regular, enquanto que o campo singular apenas influencia a inércia

da particula. E assim, a equacao (2.95) se torna equivalente a

Meopsy = eFﬁ,u”. (2.97)

Note que para o espago-tempo plano a equagdo de movimento (2.97) se reduz a

equacao de ALD,
q 2¢° o
a' = =F'ut 4+ - =—(¢", + u'u,)a”.
m 3m
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3 Correcoes de Vacuo em Teoria Quantica de

Campos

O objetivo desse capitulo é mostrar uma outra situacao em que a inclusdo das
corregoes radiativas resulta em equacoes de campo com derivadas superiores e também
fazer uma introdugao a técnica de ntcleo de Schrédinger que é muito parecida com a

técnica de nucleo de calor.

3.1 Acao Efetiva

A teoria quantica de um campo externo descreve efeitos de vacuo observaveis no
meio classico; um deles é a polarizagao do vacuo. Andlogo a um dielétrico em um campo
externo, a polarizagdo dos pares virtuais de particula-antiparticula (ete™) leva a uma
alteracao no campo classico. Deste modo, a polarizacao do vacuo pode ser descrita como

uma correc¢ao classica para o campo externo, e, consequentemente, para a agao classica.

A acao modificada recebe o nome de acao efetiva W e é dada por
W =W, + Wi. (3.1)

Sendo Wy a agdo classica

1
Wo =7 / dia/=gF,, F", (3.2)

onde F,, = 0,A, — 0,A, é o tensor de forca eletromagnética. E W; a contribuicao para a
acao efetiva que incorpora os efeitos de polarizacao do vacuo, contudo, possui dois termos

divergentes.

A seguir, mostraremos através da técnica desenvolvida por Schwinger-DeWitt que
as divergéncias presentes na acao Wi sao determinadas pela funcdo de Green, e essas
divergéncias podem ser eliminadas pela redefinicdo do campo, da massa e da constante de

acoplamento.

A fim de obter Wj iremos considerar o espaco-tempo plano e assintoticamente
estatico, para entao introduzir o espaco de Fock de estados construidos sobre os estados
de vacuo |0;,) € |Oput). O elemento de matriz destes estados pode ser escrito em termos de
W1 como,

(00ut|05) = ™1 (3.3)
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Introduzimos um espago de Hilbert abstrato, H, com vetores de base, |z), que sao

autovetores do operador #¢. As condicoes de completeza e ortonormalidade sio;

/d4x\/_—g ) (x| = i1, (3.4)
(2) = i(—g(x)) " 0(x — '), (3.5)
respectivamente, onde 1 é a matriz identidade.

Na interacdo com o campo eletromagnético, o propagador de Dirac satisfaz

(i D—m)S(z,2") = i(~g(x))"?(z — '), (3.6)

onde D = ~+"(0, +ieA,) e as matrizes de Dirac v* obedecem as relacoes de comutacao e

anticomutacao;
[V, "] = 40", (3.7)
{7} = 29", (3.8)

respectivamente, com

sendo ¢ é a matriz identidade e ¢* as matrizes de Pauli.

De acordo com DeWitt, o propagador de Dirac pode ser escrito em termos da

funcao de Green como,
S(x, 2"y = (i O+m)G(z,z) (3.10)

e a equagao (3.6) se torna
(i D —m)(i D+m)G(x,2") =i(—g(x)) V20(x — ). (3.11)
Usando as relagoes (3.7) e (3.8), a fungdo de Green satisfaz a equagao

(D? +ieo™ F,, +m?*)G(z,2') = —i(—g(x))"?6(x — ). (3.12)

Em termos do elemento de matriz na base |z) a fun¢do de Green pode ser escrita
como

G(z,2") = <x|@|x'>

A

A seguir introduzimos o operador F' reciproco a G: FG = 1, com representacao de

coordenada no espaco de Hilbert dada por
F(z,a') = (2| Fla’) = iF(z)(—g(x))"/?6(x — ') (3.13)

com F(x) = —(D? 4 iec" F,, + m?).
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Ao comparar a tltima equagao com a (3.12) podemos escrever o operador G na

forma integral

G=(F—i0) ' =i / ~ dseap(—iF's) (3.14)
0

e na representacao de coordenada

G(z,2") :i/

0

" ds (a(s)|2(0)'); (3.15)

com

<x(s)|x(0)/> = <$\emp(—iﬁs)]x'>. (3.16)

Assim o operador F éum operador de evolucao temporal no espago de Hilbert no
"tempo', s. Portanto, a funcao de onda <x(s)|x(0)'>, ou amplitude de transicao, satisfaz a

equagao de Schrodinger em 5-D:

iaas ((s)[2(0)") = (D* +iea™ F, + m?) (x(s)|z(0)') (3.17)

com F(z) se comportando como a Hamiltoniana. A solu¢ao desta equagao pode ser

encontrada através do ansatz:

< z(s) | z(0) >= ( 4;2)2A(:U,x’, s) exp [— (w(‘;f) + z’m%ﬂ (3.18)

escrita em termos do bispinor A(z, ', s), uma fungao regular do pardmetro s com expansao

em série de poténcias

Az, 2 s) = an(z, 2')(is)" (3.19)

n=0
e condicao de contorno
lim ap =1, (3.20)

rz—x’

e do biescalar fun¢ao mundo, o(z, '), definido na segao (1.2).

Quando o ansatz (3.18) é substituido na equagao de Schrodinger em 5-D (3.17)

obtemos a seguinte relacao de recorréncia

[(n+1) 4 o"D,lans1 + (D?* +iec* F,,)a, = 0, (3.21)

o, Dtay =0, (3.22)

para n = 0, 1,2, 3..., onde foi utilizado a relagdo (1.13) e o = 4 para o espago-tempo
plano.

Antes de continuar definiremos o bispinor de um deslocamento paralelo sobre uma

geodésica, I(z, "), satisfazendo

0,D"T =0, oy D" I =0, (3.23)

lim I(z,2") = 1. (3.24)

z'—x
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No limite de 2/ — 2 podemos obter as derivadas covariantes do bispinor usando a relacao de
comutagio [D*, DP] = ieF,s e os limites de coincidéncia para a fungio mundo (1.15-1.22),

no espago-tempo plano:

[Dsl] =0 (3.25)
[DaDsl) = % Fip (3.26)
D, DaDyI] = —’;(Fm,ﬂ P )l (3.27)
[D,D,DoDyl] = i lie(Fypay + Fapap — Foapm) + €(FpaFpy + FoyFpa + Fay Fyps )11

(3.28)

2 5. s o 4, sa
[D"D,D*D,D"Dgsl] = (-362F5 oFs, T =4 Fy F7 7 — §e2Fﬁ ,7F5a7> 1. (3.29)

Comparando o primeiro termo da rela¢do de recorréncia (3.22) e sua condigao de

contorno (3.20) com a defini¢do do bispinor I(z, ') em (3.23) e (3.24), obtemos
ag(x,x') = I(x,2"). (3.30)
O préximo termo a; se refere a n = 0 em (3.21),
(1+0"D,)ay + (D* + iec" F,,)I = 0 (3.31)

onde usamos (3.30).

No limite de coincidéncia temos,

ai(z,z) = —iec" F,,, (3.33)

de acordo com (1.16), (3.24) e (3.26). Estes termos nao contribuem para a dindmica. Os

tragos dos préximos dois termos sao

2 4
Trlay(x, )] = geQF“”FW, Trlas(z, )] = —e*F" ,F, 7 (3.34)

15 it

Os detalhes do célculo de Tr[as(x,x)] se encontram no apéndice A enquanto que o
Trlas(z,z)] pode ser calculado de forma semelhante. Em seguida ficara claro por que

desejamos obter o trago dos termos da relagdo de recorréncia (3.21).

A amplitude de transicao (0u¢|0;,) pode ser escrita na forma da integral funcional

e da agao classica S como

OoudlOin) = [ Dlglean(is), (3.35)

onde, em sua forma quadratica,

S= ; [ Ao =ge(@)(D? + ieo™ By + () (3.36)
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com o uso da equagao (3.13), temos

=~ [a'n[=g(@) [ A/ ~gw)el)F (. v)e() (3.37)
Portanto, resolvendo a integral funcional em (3.35) obtemos,
(0ot 05} = [det(iF/2mM)]~2. (3.38)
De acordo com (3.3), a acdo W, pode ser escrita como
Wy — éln[det(iﬁ/2wM)] _ ;Tr W[(iF /27 M)], (3.39)
onde TrE é o traco do operador F no espaco de Hilbert,
TrF = xl/ig}r/d‘lx\/—_g <x|ﬁ|x/> (3.40)
A variacao da acao Wi em relagao a métrica ¢é igual a
oWy = ;TT(F_l(SF) = ;TT {z /Ooo dseazp(—iﬁs)éﬁ}, (3.41)
onde usamos (3.14). Em termos da variacao total
oWy = —;5T7‘ {2 /OOO dss_lexp(—iﬁs)}. (3.42)
Usando a representacao do Trago (3.40)

le—; [ dty=g [~ dss™ (a(5) 2(0)). (3.43)

' —x

Com <:U(s)]$(0)/> dado por (3.35) e com o uso dos termos (3.34) obtemos que o

termo as diverge e o termo ag contribui para a nossa acao efetiva como
e A
Wy = —7/d x/—gF* JF,. 7. 3.44
! 12072m? 9wl (344)

A agdo efetiva truncada até segunda ordem na constante de acoplamento (3.1) se

torna
W=—2 /d4x\/_F ol
de ordem-4 em A, (z).

T / day/=gF* ,F, ", (3.45)

Essa acao também resulta em equagoes de campo de ordem 4.
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4 Previsoes Fisicas da Equacao de ALD

Como ja tinha sido obtido em (DIRAC, 1938), equagoes com derivadas superiores
podem apresentar solugdes fugitivas, talvez ligadas a instabilidades do tipo (OSTRO-
GRADSKY, 1850) e também problemas com causalidade.

Por outro lado, sabe-se muito bem que equagoes que possuem no maximo derivadas
segundas nao apresentam esses problemas. Exatamente ligado a tratamentos perturbativos
da autoforga é que surge pela primeira vez (LANDAU; LIFSHITZ, 1951) a ideia da técnica
da redugao de ordem de (PARKER; SIMON, 1993). Evidentemente por se tratar de
perturbagoes sobre equagoes diferenciais os autores (PARKER; SIMON, 1993) aplicam a

técnica da reducao de ordem para equagoes de gravidade efetiva obtendo bons resultados.

A seguir descreveremos a solugao exata para a aceleragdo prépria constante en-
contrada por Dirac e a técnica da redugao de ordem. Logo depois, testamos um método
perturbativo semelhante ao proposto por (LANDAU; LIFSHITZ, 1951) para os casos muito
particulares do oscilador harmoénico amortecido e do oscilador harménico amortecido e
forcado. Por ultimo testamos o método para o caso particular da equacao de ALD, sem a

presenca de campos gravitacionais, com forga externa constante.

4.1 Solucao de Dirac

Seguindo (DIRAC, 1938), primeiramente vamos verificar que observadores com

aceleracao prépria constante, constituem solugoes exatas para a equacao de ALD.

A equacao de Abraham-Lorentz-Dirac sem a presenca de campos gravitacionais se

torna
2 q2

3me3
em que ¢ e m sao a carga e a massa da particula e ¢ a velocidade da luz.

at = %F“Vu” + (g", + utu,)a”. (4.1)

Por outro lado temos as coordenadas de Rindler (&, 7)
a# = (¢sinh 7, coshT,y, 2), (4.2)

onde 7 é o tempo proprio e £ o inverso do mdédulo da aceleragao propria da particula.
As orbitas com £ = const. descrevem particulas com aceleragao prépria constante e
constituem solucoes exatas de (4.1), quando a forga externa, F),,,

exemplo (ROHRLICH, 2007) ou (DIRAC, 1938). Nesse caso o termo de autoforca se anula

identicamente.

é constante, veja por

Através da métrica

ds* = —€2dr? 4+ d€* + dy* + d2°, (4.3)
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podemos calcular as derivadas de uma particula posicionada em & = const. nas coordenadas
de Rindler

= (cosh 7,sinh 7,0,0), (4.4)
1

at = E(Sth cosh7,0,0), (4.5)
1

at' = & (cosh7,sinh 7,0,0) . (4.6)

No caso especifico em que a particula é sujeita apenas a um campo elétrico na

dire¢ao-x, o tensor do campo eletromagnético é escrito como

0O E 00
E
F*, = 000 (4.7)
0 0 0 0
0 0 0 0
Substituindo as equagoes (4.4)-(4.7) na equagao de ALD, (4.1), obtemos
1
3 (sinh 7, cosh7,0,0) = 1p (sinh 7, cosh 7,0,0), (4.8)
m
onde o termo de autoforga se anula nas coordenadas de Rindler; com u,a” = —1/£* temos
(¢", +utu,)a” = 2(coshT sinh7,0,0) — 2(COShT sinh7,0,0) = 0. (4.9)

§ §

Assim, a érbita com £ = mFE/q = const é uma solugao exata em que o termo de

autoforca se anula identicamente. Isolando o campo elétrico, obtemos

m
E=— 4.10
: (4.10)
e, portanto,
0100
1{1 0 0 0
L pa, = - (4.11)
m E10 0 0O
0000

4.2 Método de Landau e Lifshitz

Ele aplica no limite em que a autoforca é muito menor que a forga externa
exercida sobre a carga pelo campo externo. Sendo assim o termo de autoforga é tratado
perturbativamente. Nesta condigdo, de acordo com (LANDAU; LIFSHITZ, 1951), a equagao
de ALD nao relativistica é

o2

e 2
v =cE + - H+ -—=v 4.12
mv = eE + VX + AL (4.12)
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onde E e H sdo os campos externos e o ultimo termo se refere a autoforga.

No sistema de referéncia em que a carga estd momentaneamente em repouso
procede-se com o método; negligenciando o termo de maior ordem e derivando o restante
da equacao em relacao ao tempo, a segunda derivada da velocidade pode ser escrita como

v="E+ “vxH+ S“vxH (4.13)
m mc mc

Em seguida, substituindo a equagdo de movimento de ordem inferior, i.e., v.=eE/m, é
obtido o termo de segunda derivada da velocidade em relacdo ao tempo que pode ser

substituido no termo da autoforga, presente na equacao (4.12), resultando em

2e3 . 2¢t 2¢3
fou0 = E ExH
! 3me3 + 3m2ct + 3mct

v x H. (4.14)

Advindo da condi¢ao imposta sobre a forca externa ser muito maior que a autoforca
f.ut0 < eE, considerando w a frequéncia do movimento, temos que a derivada do campo
elétrico E é proporcional & wE, portanto dos dois primeiros termos da autoforca (4.14)

obtemos as condigoes:

2 2 4
e m2c
—w K 1, H < ) (4.15)
me3 e3
Introduzindo o comprimento de onda A ~ ¢/w, temos para a primeira condi¢ao
o2
A> — (4.16)

me?’

Assim como os préprios autores (LANDAU; LIFSHITZ, 1951) advertem, esse
método perturbativo é aplicado apenas quando o comprimento de onda da radiacao
incidente é largo quando comparado com o "raio'da carga elétrica e?/mc?, ou por outro
lado, a frequéncia do movimento é pequena quando submetida a mesma comparacao. Além
disso, pela segunda condigao, também ¢é necessario que o campo magnético externo, H, nao
seja muito grande. Com isso o terceiro termo na expressao para a autoforca é desprezado
e essa resulta em
2e3 . 2e?

E+ E x H. (4.17)

3me3 3m?2ct

fauto =

Podemos verificar o caso em que nao ha campo externo agindo sobre a carga, E =0
e H =0, a equagdo de movimento é mv = 0, assim a primeira lei de Newton é satisfeita:
na auséncia de forca externa a velocidade da particula é constante, portanto, o movimento

é uniforme.

4.3 \Verificacdo do Método Perturbativo

4.3.1 Osciladores

Testamos um método perturbativo semelhante ao proposto por (LANDAU; LIFSHITZ,

1951) para os casos muito particulares do oscilador harmonico amortecido e do oscilador
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harmonico amortecido e for¢ado.

4.3.2 Oscilador Harmonico Amortecido

Consideramos a equagio do oscilador harménico amortecido (OHA),
&+ i+ w?r =0, (4.18)

com x = x(t), & = dz/dt e # = d*x/dt?, v a constante de amortecimento e w a frequéncia
natural do oscilador. A fim de tornar possivel a aplicagdo de uma técnica perturbativa é
preciso considerar o termo de ordem superior muito menor que os de ordens inferiores, no
entanto, na equacao apresentada em (4.18) para o OHA nao podemos fazer essa comparacao
pois os termos x, & e & possuem dimensao distintas. Para corrigir esse problema precisamos
definir um parametro adimensional; 7 = ¢, em que a constante de amortecimento =y
possui dimensao de t~!. Com isso, temos = z(t) = z(t(7)) e as sucessivas derivadas
i =~a', & =~%2", em que definimos ' = dz/d7 e 2" = d?z/dr%. Como 7 é um pardmetro
adimensional podemos considerar o termo de ordem superior muito menor que os demais:
|z"| < |2'| e |2"] < |x|, pois agora todos possuem a mesma dimensdo. A equagdo para o
OHA (4.18) pode ser reescrita como

w2

o+ + ﬁx = 0. (4.19)

Com as condi¢oes mencionadas é possivel encontrar uma solugao que converge
para a solucao exata do OHA superamortecido, v > w, usando um método perturbativo
semelhante ao proposto por (LANDAU; LIFSHITZ, 1951): o termo de ordem superior é
negligenciado para a obtencao da solug¢ao de ordem inferior que é, por fim, substituida de
volta na equacao original, gerando a relacao de recorréncia

w2
o+l + ?l’n_f_l = 0. (4.20)

Em primeira aproximacgao, para a equacao diferencial de primeira ordem,
2
w
&)+ a1 =0, (4.21)
g

Mt com as sucessivas derivadas de primeira e segunda

supomos que a solugao seja 1 = cye
ordem '} = c;\1eM7 e 2 = ¢ \2eM7, respectivamente, assim temos

2

A M + w—che)‘” =0. (4.22)
Y
Cancelando o termo da exponencial e a constante, ¢;, da equagao (4.22) e isolando Aq,
obtemos
w2
AL =——. (4.23)
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Em segunda ordem, usando a rela¢ao de recorréncia (4.20) temos

2

Y =0 (4.24)

$/l +$/ +
1 2 72

Usando o valor encontrado para a derivada de segunda ordem do termo anterior, com )\,

dado por (4.23),
w? w?
ZL'II/ = Cl? exXp <_,y27—>7 (425)

Ty = <02 - ﬁcg’) exp <—(§z7’>. (4.26)
Procedendo com o método para as demais ordens, obtemos
4 6 8\ 2 2
T3 = [cg < “ou 261:} > T+ (Clis> ;] exp (—%T) , (4.27)
ol W8 W8 W10\ 72 w12 3
= [04 — < 74 +2C2 G —1-5617 >T+ <0278 +401710> o <61W+> 3']
exp (—:}27'> (4.28)

w w6 W8 W10 W8 W10 A
T = lc5 <c4 Tt 201—6 + 5c9— g T 1401— T+ |5+ 4eg—— 5 T 1401— —
Y v v 7 Y 10 7

wm w14 .3 W16\ 4 w2
4 6 8 10 12 3 10
Tg = [cﬁ — <c5w4 + 204w—6 + 5clw—8 + 14cgw— + 4201w12> T+ <c4w8 + 4c1w—10+
Y Y Y Y Y Y Y

12 14 2 12 14 16 3 16 4 2
w w T w w w T w T w
+14C27 + 48C1 ) — <C112 + 6021 + 270116) — 4+ <C116> ] exp <—27'>
v Y 8 8 Y

podemos supor a solucao

2! 3! 4! v
(4.30)
Impondo que todas as constantes sao iguais a ¢, c =c¢; = ¢y = -+ = ¢, para neN*,

temos
4 2 5 10 12 8 4 10 12
%zcll—(w A Y T >r+<w8+ S Pl
v o o o 12 Y Y Y

48w14 -2 w2 G4 27w16 -3 wi6 8,18 -
T+.-. -, W—i_fy + 74_ 3‘+ W—FW—F“- E

w20 7_5 CU2

Na medida que o niimero de interagoes aumenta essa série é convergente,
w? w28 Bwd W' w'?
rprcexp|—T)exp|—| 3+ —F +t g T4 g +4L2F 7
Y Y 70 o vt v

2 4 2 6 5 10 12
— cexp l— (“)2+w4+ - +ﬁ+14“—+42“’ Jlr=eer @32
SR CEETIET
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em que

w2 wt 208 B wlo wl? 1 1 402
AZ_(’}/Q+’}A+’}/(S+’)B+14")/1O+42’}/12+ :—§+§ 1—? (433)
corresponde a solugao exata do oscilador harménico superamortecido (4.19). A solugao
obtida é aquela que decai mais lentamente com o avango de 7, a outra solugao para o

T

oscilador harmonico superamortecido depende de e™" e nao se torna relevante para 7

considerado grande.

4.3.3 Oscilador Harmonico Amortecido e Forcado

Consideramos a equacgao do oscilador harménico amortecido e forcado (OHAF),
&+ yi 4+ w?r = fycos Qt, (4.34)

com z = x(t), & = dz/dt, & = d?z/dt?, v a constante de amortecimento, w a frequéncia
natural do oscilador e 2 a frequéncia exercida pela forga externa sobre o oscilador.
Procedendo de modo similar ao caso do OHA, reescrevemos a equacao do oscilador a fim
de podermos impor a condigao necessaria para a técnica perturbativa; o termo de ordem
superior ser muito menor que os termos de ordens inferiores. Portanto, com a introducao

do parametro adimensional 7 = ~t obtemos a equagao equivalente para a equagao do

OHAF (4.34),
2
w Q
o o+ = f—g cos —T, (4.35)
Y

em que definimos 2’ = dx/d7 e 2” = d?z/dr?. Podemos impor as condigoes |z”| < |2/ e
|z'| < |x|, pois agora todos os termos a serem comparados possuem a mesma dimensao.
Aplicamos um método perturbativo semelhante ao proposto por (LANDAU; LIFSHITZ,

1951) e obtemos a relagao de recorréncia

w? Q
Ty + T+ ﬁxnﬂ = f; Ccos ;7’. (4.36)

Em primeira aproximacao, para a equacao diferencial de primeira ordem,

w2 f() Q
/ —
xy + ¥x1 =3 cos —T, (4.37)

Q

supomos que a solucdo seja z; = ;'Y e sua derivada #f = 1%/ M7 logo temos
1 ~ )

2
iR e Y T = figei(ﬂ/v)t (4.38)
v v

Cancelando o termo da exponencial comum a ambos os lados e isolando ¢;, obtemos

fo

= —\ 4.39
w? 4+ iy (4.39)

&1
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Em segunda ordem,
" ! w2 __JO Q
Ty + x5 + ¥x2 = Ccos ;7’, (4.40)

supondo o = e’ ™77 e sua derivada ), = i%CQei(Q/V)T, usando (4.39) para o termo

anterior obtemos,

Q2
= — fO» + fO : 5 (4.41)
w2 + i) (w2 +yQ)
Procedendo com o método para as demais ordens, obtemos a solucao geral
fO + QZCn
] = ——————— 4.42
Cn+1 w2 + Z/}/Q ( )
e, portanto,
foei(Q/'y)'r 0?2 04 ol
n="F o |llt S5+t ——— + —— + ...
w? + i1 w2 +i7Q (W2 4ivQ)” (W2 +iyQ)
i(Q/y)T 1 i(Q/v)r
~ J0 S foe (4.43)
w? +ivQ 1 - oiea w? 4+ iy — Q2

a solucao exata particular nao homogénea do OHAF. A solucao homogénea foi desconside-
rada tanto nas solugoes perturbativas quanto na solugao exata do OHAF por se tratar de
uma solugao transiente que decai com o passar do tempo ja que contém a dependéncia de

e 7 com v > 0.

4.4 Equacao de ALD

Por dltimo testamos o método perturbativo de (LANDAU; LIFSHITZ, 1951) para
o caso particular da equagdo de ALD, sem a presenca de campos gravitacionais, com forca

externa constante.

4.4.1 Forca Externa Constante

No caso particular em que a particula esta sujeita apenas a um campo elétrico na
direcao x, o tensor do campo eletromagnética se torna
0 F 0

P, = (4.44)

o o @™
o o o o

0 0
0 0
0 0

e F' k, = 0.
Em seguida, verificamos o método perturbativo para a equacao de ALD sem a
presenca de campos gravitacionais, (4.1),
2 ¢?

at = %F“VUV o (g", + utu,) a”. (4.45)
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Em primeira ondem, desprezando o termo de ordem mais alta, temos

a = L pryy (4.46)
m
cuja derivada,
2
. q v 4 v
a/f = EFM,/U = WFMZ/F .Yu’y, (447)

¢é utilizada para a obtencao do termo de segunda ordem:

2q2
m
q 2 ¢*
— Ly 22
U +3m3

2q4
3ms3

aly = gF“I,u” + (g", + u'u,) ay
m

(9", +u'u,) FY F7su’
[E2u“ + E*u” (u”u,,)]

e, portanto,

at = Lpw (4.48)
m

onde usamos a identidade v’u, = —1.
Com um calculo similar o termo de terceira ordem se torna,

q
ay = —F"u”. (4.49)
m
e 0 mesmo se repete para todas as proximas ordens mostrando que no caso particular

em que a forga externa é constante o método perturbativo proposto por (LANDAU;
LIFSHITZ, 1951) funciona.
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Conclusao

Corregoes radiativas geralmente resultam em teorias com derivadas superiores. Ja é
bem sabido que nesses casos surgem instabilidades e também problemas com causalidade,
no caso do movimento de uma particula. Por outro lado, teorias de ordem dois (com até
segundas derivadas) ja possuem o comportamento que todos nés queremos. Assim é que
surgiu a técnica da redugao de ordem (PARKER; SIMON, 1993), que é muito bem aceita.
Nesse proprio artigo os autores advertem para a validade dessa técnica. Convém lembrar
que a convergéncia de teorias perturbativas em mecanica classica, ou quantica, é de longe

um assunto trivial.

Nesse trabalho nos propomos a verificar de um modo mais cuidadoso quais as
condigoes para a validade da técnica perturbativa da reduc¢do de ordem. Obtemos que
o método perturbativo de (LANDAU; LIFSHITZ, 1951) aplicado para o caso muito
particular do oscilador harmonico amortecido funciona para o caso em que ha forga
externa. Entretanto, no caso em que a forca externa é nula o método funciona apenas
quando o oscilador harmdnico é superamortecido, nao ha movimento periddico e a particula
tende muito lentamente a sua posicao de equilibrio. Na equacao relativistica de ALD
verificamos que a técnica funciona no caso em que a forca externa é constante. Nesse trés
casos acima, as sucessivas ordens perturbativas da técnica de reducao de ordem convergem

para o resultado analitico conhecido.

Por isso que os autores (PARKER; SIMON, 1993) aplicam esse formalismo

perturbativo de reducao, apenas na presenga de fontes.

Ja se sabe que em teorias gravitacionais no limite de campos fracos obtemos
lagrangianas de campos de spin 0 e 2, que em ordem zero nas constantes de acoplamento
sao livres. Ondas planas sao solugoes das equagoes de movimento desses campos, de grande
interesse na segunda quantizagao dessas teorias gravitacionais. Precisamente no caso de

ondas planas o método de reducao de ordem nao funciona.
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APENDICE A - Calculo do termo
Trlas(z, )]

O comutador das matrizes de Dirac é
nz 1 TR
o =11 7"] (A1)
com
0 i
0 o 0 ; 0 o
_ ’ — ‘ A2
¥ (0 —00> ol (_Uz 0) (A.2)

sendo 0¥ é a matriz identidade e o* as matrizes de Pauli;

10 0 1 0 —1 . 10
I = . ol=o0, = ,02:0y: ! , 0P=o0, = .
1 0 0 —1

o =0,

o’ =
01 10
(A.3)
Usando a propriedade das matrizes de Pauli
olod = igino", (A.4)
pode-se obter
. k %
o —igik (0¥ 0 - 1({0 o
o" J , o= A5
E, portanto,
o F, =— "2 7T (A.6)
oc-F i0-B
e seu quadrado,
E? — B? 0 2F - B 0
0  E>- B 0 2F - B
o' F,)? = - , A7
(" Fiw) 2F - B 0 E? - B? (A7)
0 2F - B 0  E?-B

(A.8)

)] =4 (E* = B?) = —2F, "
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Pela relacao de recorréncia (3.21)

[(n+1)+0"D,lans1 + (D* +ied™ F,,)a, = 0, (A.9)
temos
1
as(z,x') = —5(—0“Dua2 + D?ay + iec" F,a;). (A.10)

De acordo com a equagao (1.15) o primeiro termo do lado direito é zero quando x tende a z’.
Enquanto o segundo termo pode ser facilmente calculado através da relagao de recorréncia

para o termo aq, resultando em
1
D?ay(z,7) = —gDZ(Dzl +ieF,, 0" ) (A.11)

onde o limite de x tendendo a 2’ e tomado por tltimo e as equagoes (1.15-1.22) sao usadas.

Substituindo (A.11) na equagao (A.10) e usando (3.26) e (3.28) obtemos,
2 1 v 21 v\2
as(xz,x) = —e EFWF“ I—e E(F#VO'“ I (A.12)
onde os termos cujo trago é nulo foram ja negligenciados. E finalmente, o traco se torna
2
Trlay(z,z)] = §e2F’“’FW (A.13)

CQD.

O préximo termo na expansao, pode ser calculado de forma semelhante.
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