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Resumo

Neste trabalho, baseados em Bobkov, Chistyakov e Gotze [4], estudamos a convergéncia
em entropia relativa de somas normalizadas de variaveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas para uma variavel aleatéria estdavel nao-extremal, sob a

hipétese de convergéncia fraca.

Palavras-chave: Entropia. Entropia Relativa. Teorema do limite central. Leis

estiveis.
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Abstract

In this work, based on Bobkov, Chistyakov and Gotze [4], we study the convergence
in relative entropy of normalized sums of independent identically distributed random

variables to a non-extremal stable law, under the hypothesis of weak convergence.

Keywords: Entropy. Relative entropy. Central limit theorem. Stable laws.
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Introducao

As distribuicoes estaveis sao as tunicas possiveis distribuicoes limites de somas
normalizadas de variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas. Espe-
cificamente, uma variavel aleatoria Z ¢é estavel se, e somente se, existem uma sequéncia
de varidveis aleatérias { X, },,>1 independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), com
fungao de distribuigdo comum F, e sequéncias de constantes reais {a, }n>1 € {bn}n>1,
com b, > 0, tais que a sequéncia de somas parciais normalizadas (ou estabilizadas)

X +...+ X,

ZTL — b a/ny n Z ]- (1)

converge em distribuicao para Z, ou seja,
Zn S 7, (2)

Neste caso, dizemos que a funcao de distribuicao F' esta no dominio de atracao da
funcao de distribuicao de Z.
Dentre as distribuicoes estaveis, a mais conhecida é a distribuicao Normal, e o

Teorema do Limite Central, na sua versao mais simples, garante que: se EX? < +o0o e

. : VIEX) o
VarX; > 0, entao (2) ¢ valida com a,, = ———, b, = vVnVarX; e Z com distribuicao
: @ VVarX, : ¢
Normal padrao N(0,1). No caso b, = v/nVarXj, a condicaio EX? < +oo também é

uma condi¢ao necessaria para que uma funcao de distribuicao F' esteja no dominio de
atracao da distribuicao Normal.

Nas tltimas décadas, as distribuigoes estaveis distintas da Normal tém sido uma
alternativa para a modelagem de dados com variabilidade alta e cauda pesada, cole-
tados nas mais diversas areas, como por exemplo em economia, financas, hidrologia,
telecomunicacoes, entre muitas outras. Isso porque as distribuicoes estaveis nao nor-
mais possuem variancia infinita e caudas (a direita e a esquerda) com decaimento
regularmente variante, ou seja, como uma funcao poténcia.

As taxas de decaimento das caudas das distribuicoes estaveis dependem do indice



de estabilidade o, 0 < o < 2. Quanto menor for «, mais lento sera o decaimento e mais
pesadas serao as caudas. Quando o = 2, temos a distribuicao Normal, que ¢é a tinica
distribuicao estavel com variancia finita e caudas leves. Para 0 < o < 2, a variancia
¢ infinita e as caudas da distribuicao sao pesadas, com taxas de decaimento tais que
quando r — o0,

1+B a_—a 1— 6 a . —a

P(X>x)~CaTU:U e PX<—-x)~C, 5 0T

onde C, é uma constante que depende do pardmetro «, § € [—1,1] é chamado
parametro de simetria (“skewness”) e 0 > 0 é conhecido como parametro de escala.

Toda distribuicao estavel é completamente determinada pelos parametros «, 3, o
e um quarto parametro u € R, chamado parametro de locacao, através da sua fungao
caracteristica dada por

f(t) = exp{iut — o?[t|*[1 + iBsign(t)w(t, )]},

em que sign(t) = 5, se t # 0, sign(0) =0 e
wit,a) = ‘Zan%, se a # 1,
Zlog|t|, sea=

Quando a = 2, temos a distribuicao Normal, quando o = 1 temos a distribuicao de
Cauchy e para a = % temos a distruibuicao de Levy, que sao as unicas distribuicoes
estaveis nao-degeneradas cujas densidades sao conhecidas e podem ser escritas por meio
de funcgoes elementares.

O dominio de atracao de uma distribuicao a-estavel, com 0 < o < 2, é caracteri-
zado como sendo o conjunto de funcoes de distribuicao F' cujas caudas tém o seguinte

comportamento quando z — oc:

F(=x) ~ (co+o(1))z"* B(x)

1—F(z)~ (c; +0(1)z"*B(x),

onde B(z) é uma fungao lentamente variante no sentido de Karamata e ¢g, c; > 0 s@o
constantes reais que nao sao ambas simultaneamente nulas.

Um estudo detalhado sobre distribuicoes a-estaveis pode ser encontrado por
exemplo em [10] e [19].

Uma questao que vem sendo analisada na literatura é a possibilidade da con-
vergéncia de Z,, a Z ocorrer em um sentido mais forte, quando {Z, },>; ¢ uma sequéncia

de somas parciais tal que Z, 27z , ou seja, quando a funcao de distribuicao F' estd no



dominio de atracao da funcao de distribuicao de uma varidvel aleatéria a-estavel Z.
Nosso interesse neste trabalho é a convergéncia em entropia relativa.

Também chamada de divergéncia ou distancia de Kullback-Leibler, a entropia
relativa foi introduzida no contexto estatistico por Kullback e Leibler em 1951, [12],
como uma medida de discrepancia entre duas densidades de probabilidade. Assim, se
X eY sao variaveis aleatérias com densidades de probabilidade p e ¢, respectivamente,
entao a entropia relativa de X com respeito a Y (ou de p com respeito a ¢) é definida

por

Dex|Y) = [ ple) 1og%dz, 3)

para p e ¢ tais que ¢(z) = 0 implica p(z) = 0 quase certamente (com respeito a medida
de Lebesgue). Caso contrério, define-se D(X|]Y) = +o00. Como (3) depende somente
das densidades p e ¢ e nao especificamente de X e Y, costuma-se também denotar
D(pllq).

Na verdade, Kullback e Leibler [12] aplicaram os principios da Teoria de In-
formacao de Shannon [18] para o universo da Estatistica. O principal conceito da
Teoria de Informacao, introduzida por Shannon em 1948, é o conceito de entropia que,
em linhas gerais, mede a quantidade média de informacao contida em um sistema. No
contexto da Estatistica, em particular em teste de hipdteses, Kullback e Leibler adap-
taram o conceito de informagao e de entropia definidos por Shannon, considerando

log 2@) 0omo sendo a informacao em um valor observado = de X para a discriminacao

entrqe(xia hipétese nula Hy : X tem densidade ¢ e a hipdtese alternativa H; : X tem
densidade p e interpretando D(X||Y’) como a informagao média por amostra para dis-
criminar em favor de H; contra H,, dado que H; é verdadeira. Dessa forma, se uma
observacao vem de p, a entropia relativa D(p||q) mede o risco médio de usar g no lugar
de p.

Embora tenhamos D(pl||q) > 0 para quaisquer duas densidades p e g e D(p||q) =0
se, e somente se, p = ¢, a entropia relativa nao é uma métrica, pois nao satisfaz a
propriedade de simetria e nem a desigualdade triangular. Uma sintese das principais
propriedades de entropia e de entropia relativa pode ser encontrada em [11].

Uma propriedade de interesse é que a entropia relativa esta relacionada com a

norma da variacao total através da desigualdade de Pinsker

[lvp = vgllvr < V2(D(pllg)), (4)

onde v, e v, sao as medidas de probabilidade na reta absolutamente continuas com
densidades p e g, respectivamente, e

lvp = vallvr = 2sup{[vp(A) —vy(A)| : A € B},



Da mesma forma, a desigualdade (4) é vélida se considerarmos a norma em L1,
Ilp —qller = [z lp(z) — ¢(z)|dz, no lugar da norma de variacao total. Assim, con-
vergéncia em entropia relativa é uma propriedade mais forte do que convergéncia na
norma de variacao total ou na norma em L'.

Nesse sentido, sob as hipdteses do Teorema do Limite Central Classico, com
EX, = 0e VarX; = 02, 0 < 02 < 400, e considerando a sequéncia de somas norma-
lizadas {Z,} em (1), com a, = 0 e b, = 0y/n, Barron [2], em 1986, demonstrou que
uma condicao necessaria e suficiente para a convergéncia em entropia relativa, isto é,
para que D(Z,||N(0,1)) — 0, é a finitude de D(Z,||N(0,1)) para algum n > 1.

Assim, o resultado de Barron implica que se Z, 2 N(0,1), com b, = o/n, entao
D(Z,|IN(0,1)) — 0 se, e somente se, D(Z,||N(0,1)) < +oo para algum n > 1.

Em 2013, Bobkov, Chistyakov e Gotze [4], obtiveram a extensao do resultado
de Barron para o caso em que Z, 2 7 e 7 é uma varidvel aleatéria a-estivel nio-
extremal, ou seja, quando Z é normal (o = 2) ou quando Z é a-estavel com 0 < a < 2
e—-1l<pf<l.

Segundo Bobkov et al. [4], o caso em que Z é a-extremal, ou seja, 0 < a < 2
e |f| = 1, apresenta dificuldades adicionais pois a densidade ¢ de Z tem um compor-
tamento diferente do caso nao-extremal. Particularmente, se Z é nao-extremal entao
sua densidade ) é estritamente positiva em toda a reta e quando Z nao é normal, sua

densidade satisfaz as relagoes assintoticas quando z — oo
Y(—x) ~ cprHY e Y(x) ~ cya ),

para determinadas constantes ¢y, ¢; > 0. Este comportamento assintético no caso nao-
extremal foi fundamental para passar da convergéncia fraca para a convergéncia em
entropia relativa. Por outro lado, quando || =1 e 0 < o < 1, tem-se que ¢(x) > 0
somente sobre um intervalo I do tipo (—o0,xy) ou (zg,+00) e quando x tende a z,
() se aproxima de zero de forma muito rdapida. Assim, neste caso, segundo Bobkov
et al., para garantir a finitude de D(Z,||Z) s@o necessérias hipoteses adicionais de tal
forma que o suporte da densidade de Z, esteja contido em I e uma hipdtese sobre
o comportamento da densidade de X; perto de x5. Uma situagao semelhante ocorre
quando 1 < o < 2 e || = 1, pois, embora 1) seja estritamente positiva sobre toda a reta,
tem-se que ¥ (z) converge a zero muito rapidamente quando x — 400 ou £ — —00.

O principal objetivo deste trabalho é estudar em detalhes o artigo de Bobkov et
al. [4].

Para isso, no Capitulo 1 apresentamos os conceitos e resultados preliminares
necessarios para o desenvolvimento do trabalho.

O Capitulo 2 é reservado para a apresentacao dos conceitos de entropia e entropia
relativa, de suas propriedades béasicas e de propriedades especificas de interesse.



Por fim, no Capitulo 3 apresentamos em detalhes os resultados auxiliares e o
teorema principal obtidos por Bobkov et al. [4].



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos conceitos e resultados preliminares que serao tteis
para o desenvolvimento dos capitulos seguintes.

Na Secao 1.2, introduzimos o conceito de funcao de variacao lenta e enuncia-
mos o Teorema da Representacao de Karamata, que nos permite obter propriedades
importantes para as funcoes de variagao lenta.

Na Secgao 1.3, apresentamos a definicao de convolugao entre fungoes e suas pro-
priedades bésicas, entre elas a decomposicao binomial para convolugoes.

Na Secao 1.4, definimos as varidaveis aleatorias estaveis e apresentamos suas prin-
cipais propriedades. Além dos teoremas mais importantes, apresentamos alguns re-
sultados necessarios para os proximos capitulos e definimos as varidveis estaveis nao-
extremais, que serao o foco deste trabalho.

Dedicamos a Secao 1.5 exclusivamente para apresentar e demonstrar algumas
desigualdades elementares que serao utilizadas nos capitulos 2 e 3.

Finalmente, na Secao 1.6 apresentamos algumas propriedades especiais de funcao
caracteristica que serao tteis no desenvolvimento do Capitulo 3.

1.2 Funcoes de Variacao Lenta

Neste trabalho, estamos interessados na classe de distribuigoes estaveis, cujas
propriedades e caracterizacoes de seus dominios de atracao estao relacionadas com as
funcoes de variacao regular, conforme veremos na Secao 1.4.

Assim, nesta secao apresentamos as definigoes de fungoes de variagao regular e
lenta e o Teorema de Karamata, que fornece uma caracterizagao das funcgoes de variacao
lenta.

As referéncias bibliogrificas desta se¢ao sao [17] e [9].



Defini¢ao 1.1 Seja g : [A, +00) — (0,+00), onde A > 0. Diz-se que g € de variagdo
reqular de indice « € R se g for mensuravel e, para todo t > 0,

t
lim g(tz)

=t
a0 g(z)

Definicao 1.2 Uma funcdo h de variagao regular de indice o = 0 € dita ser de va-
riacao lenta, isto €, quando h for mensurdvel e, para todo t > 0,

lim lta)

=1.
Z—00 h(;)j)

E facil ver que g é uma fungao de variagao regular se, e somente se, g(x) = x*h(z),
onde h é uma funcao de variacao lenta. O préximo teorema apresenta uma caracte-

rizagao das fungoes de variagao lenta. Sua demonstragao pode ser encontrada em [17].

Teorema 1.1 (Teorema da Representagdo de Karamata). Uma funcao h : [A, +00) —
(0,+00), A >0, € de variagao lenta se, e somente se, existir xo > A tal que

h(z) = c(z) exp ( / #dy),

onde ¢ é uma fungao limitada mensurdvel em [xo, +00) tal que

lim ¢(z) =c#0

T—00

e w € uma fung¢ao continua em [xg, +00) tal que
li =0.
e, v =0
Corolario 1.1 Se h € de variagao lenta, entao para qualquer o > 0, tem-se

lim 2*h(x) = 400

T—00

lim 2z~ “h(x) = 0.

T—00

Note que a tltima igualdade afirma que, se h é de variagao lenta, entdo h(x) =
o(z*) quando x — oo para todo a > 0.



1.3 Convolucao de Funcoes

Para a obtencao de teoremas de limites de somas parcias de varidveis aleatorias
independentes, que estudaremos nos proximos capitulos, apresentamos nesta secao al-
gumas propriedades basicas de convolugao de fungdes. Em particular, a densidade da
soma de variaveis aleatorias independentes é obtida como a convolucao das respectivas
densidades dessas variaveis.

Iniciamos com a definicao geral de convolucao.

Definicao 1.3 Sejam f e g funcoes reais. A funcao f * g dada por
(f*g)(x) = / fW)g(x —y)dy (1.1)

¢ chamada a convolucao entre f e g desde que a integral em 1.1 exista e seja finita
para todo x € R.

As propriedades de convolugoes, a seguir, sao de facil verificacao.

Proposicao 1.1 Sejam f,g e h funcgoes reais. As sequintes propriedades sao vdlidas
desde que as convolucoes abaizo existam:

(a) f+xg =gx* [ (Comutatividade);
(b) fx(g*h) =(f*g)=*h (Associatividade);
(c) fx(g+h)=(f*g)+ (f*h) (Distributividade);

(d) c(fxg)=(cf*xg)=fx(cg), onde c € R.

Seja f uma funcao real. Denote por f™* a convolugao de f n vezes, ou seja

fl*:
fr=fxf

fn* _ f(n—l)* " f’ n> 1

O teorema seguinte fornece a principal justificativa para estudarmos propriedades

de convolugoes.



Teorema 1.2 Se X eY sdo varidveis aleatorias independentes e absolutamente conti-
nuas com densidades fx e fy, respectivamente, entdo a sua soma Z = X +Y possui

densidade f; = fx * fy.

Destacamos a seguir duas propriedades de convolugoes que serao importantes no
desenvolvimento dos préximos capitulos. A primeira delas é a decomposicao binomial

para convolucoes.

Proposicao 1.2 Sejam f e g fungoes reais. Entao
n* . n * n—=k)x*
(f+9m =) (k) fre g,
k=0
desde que as convolucoes acima existam.

Demonstragao. Segue das propriedades (a) a (¢) da Proposicao 1.1, por indugao sobre
n. U

Proposicao 1.3 Se f e g sdo densidades e g ¢ limitada, entio (f * g) também é
limitada.

Demonstracao. Seja M > 0 tal que g(x) < M. Entao

(e = [ " fgle —y)dy < / " fly)Mdy = M.

1.4 Distribuicoes Estaveis

Apresentamos nesta secao as defini¢oes e principais resultados acerca das distri-
buigoes estaveis. As demonstracoes dos teoremas desta secao podem ser encontradas
em Ibragimov [10] ou Zolotarev [19].

Definicao 1.4 Sejam X; e Xy copias independentes de uma varidvel aleatoria X.
Dizemos que X € estdavel (ou possui distribuicdo estdvel) se, para quaisquer constantes
A, B > 0, existem constantes reais C' > 0 e D tais que

AX, + BX, 20X + D,



onde 2 indica wqualdade em distribuicao. Se D = 0, dizemos que X € estritamente
estavel.

O teorema a seguir fornece uma definicao equivalente a Definicao 1.4.

Teorema 1.3 Uma varidvel aleatoria X € estavel se, e somente se, dado n > 2,
existem constantes C,, > 0 e D,, € R tais que

Xi+...+X,20,X+D,,

onde X1,...,X, sao copias independentes de X.

Exemplo 1.1 (Caso Degenerado). Seja X uma v.a. tal que P(X = p) = 1. Dados
A, B > 0, considere C = A+ B e D = 0. Entio X € estritamente estdvel, pois

AX, + BX, 2 CX.

A partir de agora vamos supor que as variaveis aleatorias estdaveis sao nao-
degeneradas. Neste caso, elas sao absolutamente continuas, conforme o teorema a
seguir (ver [15]).

Teorema 1.4 Toda varidvel aleatoria estdvel nao-degenerada é absolutamente continua
e sua densidade € continua e infinitamente diferencidvel.

Na grande maioria dos casos nao ¢ possivel descrever analiticamente e explicita-
mente as densidades de variaveis aleatorias estaveis. No entanto, o teorema a seguir

mostra que suas fungoes caracteristicas possuem uma representacao elementar.

Teorema 1.5 Uma varidvel aleatoria X nao-degenerada é estavel se, e somente se,
sua func¢ao caracteristica f é escrita como

f(t) = exp {ipt — o®[t|*[1 + iBsign(t)w(t, )]}, (1.2)

onde ) <a<2, -1<p<1l,ueR, o>0c¢

tan T2 sea#1
_ 2 )
w(t, ) —{ 2loglt], sea=1

ot

Em particular, |f(t)] =e

10



Note que os parametros «, o, e p em (1.2) caracterizam completamente a v.a.

estavel X. Denotamos

K

X = Sa(0-7ﬂau)

e dizemos que X é a-estavel.

O parametro a é chamado indice de estabilidade,  é chamado parametro de
simetria, o é o parametro de escala e p o parametro de locagao.

Como consequéncia do Teorema 1.5, podemos obter algumas propriedades im-
portantes de distribuicoes estaveis, que destacamos nos corolarios a seguir.

Corolario 1.2 A fungdo caracteristica de uma varidvel aleatoria estavel nao-degenerada
¢ integrdvel.

Demonstracao. De fato, considere f como em (1.2). Entao

/ |f(t)|dt=/ 7l dt—2/ “dt
—00 —00 0

Faca a mudanca de varidveis = 0®t®. Temos t = 2/ /o e dt = x'/*7'/(ac). Logo,

Foeo 2 too 2 1
/ F()|dt = pi ey — AT <a> < 400,

o ao Jo oo

Portanto f é integréavel. 0J

Corolario 1.3 A densidade de uma varidvel aleatdria estdvel é limitada.

Demonstracao. Considere ¢ e f a densidade e a funcao caracteristica de uma v.a.

estavel, respectivamente. Como f é integravel, podemos usar formula da inversao para

[ < L [ironae= Lr (1)

obter que

1

00| = 5

O

A seguir, apresentamos os unicos exemplos conhecidos de varidveis aleatorias
estaveis nao-degeneradas cujas densidades podem ser representadas em termos de

fungoes elementares.
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Exemplo 1.2 (Distribuicio Normal). Seja X 2 N(p,0?), ou seja, X tem densidade

U(z) = L exp <—($_—“)2> Vz € R.

o2no 202

Como a fun¢ao caracteristica de X é dada por f(t) = exp {iut — %}, entao
° o
X = S2<7§’ 0, ,u)

Exemplo 1.3 (Distribuicao Cauchy). Seja X 2 Cauchy(p, o), ou seja, X tem den-

sidade )
W(r) = Vz € R.

o [1 + (%)2} ’

Como a fungao caracteristica de X € dada por f(t) = exp {iut — ol|t|}, entdo
X 2 5,(a,0, p).

Exemplo 1.4 (Distribuicio Lévy). Seja X 2 Levy(p, o), ou seja, X tem densidade
o e Wm
— €
¢(q}) = o (I,_M)3/27 Sex (,LL’ 00)7
0, caso contrdrio.
Como a funcgdo caracteristica de X é dada por f(t) = exp {iut — |ot|"/>(1 — i sign(t))},

entio X 2 S1/2(0, =1, ).

Neste trabalho, nosso interesse esta voltado para uma classe especifica de distri-

buigao estavel, a qual definimos a seguir.

Definicao 1.5 Uma varidvel aleatoria estdvel X € dita nao-extremal se X tem distri-
buicao Normal ou se seus parametros a e 8 satisfazem 0 < a <2 e -1 < < 1.

Se X é nao-extremal e nao-normal, entao sua densidade é positiva em toda a reta

e satisfaz a seguinte relagao assintotica:
Proposicao 1.4 Seja X uma varidvel aleatoria a-estavel nao-extremal a qual nao é
normal, com densidade 1. Entao
’QD([L') ~ CO|J;|_(1+G) (27 — —OO), w(x) ~ Clx_(H_a) (ZL‘ — +OO)7
para determinadas constantes cg,c; > 0.
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Como consequéncia da proposi¢ao acima, podemos obter uma limitagao inferior

para 1.

Corolario 1.4 Seja X uma varidvel aleatoria a-estdvel nao-extremal a qual nao €
normal, com densidade 1. Entao existe uma constante ¢ > 0 tal que

c(1+ |z))~0+) <o(z), VzeR. (1.3)

(1+«)

Demonstragao. Da Proposicao 1.4, temos ¢ () ~ colz|~ quando x — —oo. Entao

existe A > 0 tal que para r < —A temos

()

o ’SL’|_(1+O‘)

ou seja,
1 — a
500|x| (+0) < ().

Assim, segue que

%co(l+|:1c|) (140) < h(z), Vo < —A. (1.4)

Também, da Proposicio 1.4, temos que 9 (z) ~ c;z~ 1+ quando x — +o0. Entdo
existe B > 0 tal que para z > B temos

U(z) 1
cyz—(1+a) -1 < 9’
de onde segue
1
—cr(1+ |z))~ M) < ah(z), Vo> B. (1.5)

2
Por outro lado, como v é positiva e continua no compacto [—A, B], segue que existe
m > 0 tal que ¥(x) > m para todo x € [—A, B|. Assim, podemos obter

m(1+ |z))~F < w(z), Ve [-A Bl (1.6)
Se considerarmos ¢ = min (¢y/2,¢1/2,m), de (1.4), (1.5) e (1.6) segue que
c(1+ |z)~ ) <4p(z), Vo eR.

e (1.3) estd provada. O

Uma outra caracterizacao de distribuicao estavel ¢ dada no teorema a seguir,

como sendo distribuicao limite de somas normalizadas
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Teorema 1.6 Uma varidvel aleatoria X € a-estdvel se, e somente se, exristem uma
sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. {X,}n>1, com funcao de distribui¢ao comum
F, e sequéncias de constantes {an}n>1 € {bn}n>1, com b, > 0, tais que

Zn ; —a, > X, (1.7)

9. . T : PR
onde = significa convergéncia em distribuicao. Em caso afirmativo, se X € nao-
degenerada, entdo as constantes b, sdo da forma b, = nl/o‘h(n), onde h € uma funcdo
de variagao lenta no sentido de Karamata.

Uma sequéncia {7, },>1 como no teorema anterior, ou seja, definida por

Xt X,
- -

Ly —a,, n>1,
onde X, Xs,... sao variaveis aleatorias i.i.d., b, > 0 e a,, € R, para todon > 1, é
chamada uma sequéncia de somas normalizadas.

Dada uma variavel aleatoria a-estavel X, com funcao de distribuicao G, o con-
junto de todas as fungoes de distribuigdo F' para as quais temos que o limite em (1.7)
é chamado dominio de atracao de G. Especificamente, definimos

Definicao 1.6 Sejam F' e G duas funcoes de distribuicao. Dizemos que F € atraida
por G se ezistem sequéncias de constantes {a,} e {b,}, com b, > 0 tais que

Xi+... 4+ X,
Z,y = 1+b T2z

onde { X, }n>1 € uma sequéncia de varidveis aleatdrias i.i.d. com fungao de distribuicao
F e Z é uma v.a. com fungao distribuicao G. O conjunto de todas as funcgoes de
distribuicao que sao atraidas por G € dito ser o dominio de atracao de G e denotado
por D(QG).

O Teorema 1.6 diz que G é uma fungao de distribuicao de uma v.a. estavel se,
e somente se, seu dominio de atracao é nao-vazio. O préximo teorema apresenta uma
condicao assintética necessaria e suficiente para que F' pertenca ao dominio de atracao

de uma distribuicao a-estavel, com 0 < o < 2.

Teorema 1.7 A fim de que uma funcao distribuicao F' pertenca ao dominio de atra¢ao
de uma distribuicao a-estdavel, com 0 < a < 2, € necessdario e suficiente que

F(z) ~ (co+ o)z *B(|z]) (2 = —o0)
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1—F(z) ~(c1+o0(l)z7*B(z) (xr— +00),

onde B(x) € uma fungao lentamente variante no sentido de Karamata e c,c1 > 0 sao
constantes que nao sao ambas nulas.

O dominio de atragao da distribuicao Normal é caracterizado no seguinte teorema.

Teorema 1.8 Para que uma fungao de distribuicao F' esteja no dominio de atragao de
uma distribuicao Normal padrao, com b, = ay/n sendo a € R, € necessdario e suficiente
que ela tenha variancia finita.

Se Z é a-estavel, entdao pode-se mostrar que E|Z|° < +o00 para todo 0 < § < a.

Podemos generalizar esse fato com o seguinte teorema.

Teorema 1.9 Sejam X, X, ... varidveis aleatorias i.i.d. e Z, uma sequéncia de so-
mas normalizadas dada por

Zn = — Qn,

onde b, > 0 e a, € R para todon > 1. Se Z, 2 Z, onde Z € uma v.a. «-estdvel
nao-degenerada, entdo, para todo 0 < § < «a, temos

(a) E|Z]* < +o0,
(b) EIX4|° < +00,

(c) sup, E|Z,|° < +oc.

A seguir, apresentamos o Lema de Brown [6], que como consequéncia garante,
sob a hip6tese de variancia finita, a integrabilidade uniforme da sequéncia Z2, com
b, = o+/n e que sera utilizada na demonstragao do teorema principal do Capitulo 3.

Lema 1.1 Suponha que X, Xs,... sdo v.a.’s i.i.d. com média zero e varidancia o>.
Xi+...+X,
Seja Z,, = SRS . Entao

vn

lim E(Z21z,<p) = EZ?

B—oo

uniformemente em n, onde Z tem distribuicao Normal de média 0 e variancia o?.
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Para finalizar esta se¢ao, apresentamos uma proposicao que estabelece condigoes
(. . . L o)
necessarias sobre a sequéncia de funcoes caracteristicas de Z,, para que Z,, = Z, onde

Z é a-estavel nao-degenerada.

Proposicao 1.5 Sejam Xy, Xs, ... varidveis aleatorias i.i.d. e Z, uma sequéncia de
somas normalizadas dada por

Zn == — Qp,

onde b, > 0 e a, € R para todon > 1. Se Z, 2 Z, onde Z € uma v.a. «-estdvel
ndo-degenerada, e f,(t) € a funcao caracteristica de Z,,, entao existem constantes ¢ > 0
e to > 0 tais que | f(t)] < e para todo n > 1 et no intervalo |t| < tob,.

Demonstrac¢ao. Vide Ibragimov [10], pagina 133.

1.5 Desigualdades Elementares

Nos proximos capitulos, diversas desigualdades elementares serao necessarias a
fim de demonstrar o resultado principal deste trabalho. Nesta se¢ao, enunciamos e

demonstramos todas as desigualdades que serao utilizadas posteriormente.

Proposicao 1.6 Sexy,...,2,>0e0<s <1, entao
(x4 ...+’ <ai+...+x. (1.8)
Demonstracao. Defina a fungao
flz)=142"=(1+2x)°, z>0.
Mostremos que f(z) > 0. De fato, f(0) =0e
fl(z) =521 —s(1+2)"' >0, Vz>0. (1.9)

Dado = > 0, pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (0, x) tal que

Entao, de (1.9) segue que



Portanto, f(x) > 0 para todo x > 0. Ou seja,

(1+2)°<14+2° Vax>0.

(1.10)

Agora, utilizando (1.10), provaremos (1.8) por indugao sobre n. Se n = 2, entao temos

T2\’ z\’
(x1 + x9)° = 2] (1—1——2) <z <1+<—2>>:xf+x§, Vi, g > 0.

X1 X1

Suponha que para algum n > 2 temos
(w1 + ... 4z, ) <2+ 42, Vo, >0, i=1,...,n—1
Entao de (1.11) temos
(x14...+z)° < (1 +...+251)° + 2

e da hipdtese de indugao (1.12) o resultado segue.

Proposicao 1.7 Se x1,...,z, >0 e s> 1, entao
(14 ...+ 2,) < ns ol + .+,
Demonstracao. Considere a funcao
f(z)=2° x>0.

Note que f é convexa, pois f”(x) = s(s — 1)z*2 > 0. Logo, para quaisquer

T1,...,Ty > 0, tem-se

f (%xl T %xn> < %f(xl) et %f(:vn)

e assim obtemos (1.13).

Observagao 1.1 Combinando (1.8) e (1.13) podemos concluir que se xy, .
es >0, entao
(1 + ... +z,)" <n(af+...+z)).

(1.11)

(1.12)

(1.13)

ey Ty >0

(1.14)

1
Proposicao 1.8 Para todo x > 0, temos 1 — — < logx elogx < x—1. As igualdades
x

ocorrem Se, e somente se, x = 1.
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Demonstrac¢ao. Considere a fungao f : (0, +00) — R dada por
1
f(x)=logz+—-—1, Va>0.
x

Como pela regra de L’Hopital temos lim xlogx = 0, entao temos

z—0t
1 1-—
lim f(z)= lim TOBTY ® = tco.
z—0t z—07F T
Logo, existe 0 < € < 1 tal que
f(z) >0, Vze(0,¢. (1.15)

Além disso, como liI}_l f(z) = +o0, existe ¢ > 1 tal que
T—r+00

flx) >0, Vr>ec (1.16)

Por outro lado, pela continuidade de f no compacto [e, ¢|, existe z( € [, ¢] que minimiza

f nesse intervalo, ou seja,

f(z) > f(xg), V€ le, .

Note que f(1) =0, de modo que xg € (g,¢). Logo f'(x¢) = 0. Assim,

fla)=— =0,

xrog al

ou seja,

J]O:]_.

Portanto,
flz)> f(1) =0, Vxele]. (1.17)

Entao, de (1.15), (1.16) e (1.17), segue que
f(z) >0, V>0,

ou seja, 1 — % < log x, para todo = > 0. Para a segunda desigualdade, basta aplicar a

desigualdade anterior com % no lugar de = e obtemos

1
1—2<log—, Vx>0,
x
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ou seja,
loge <x—1, Vz>0.

Proposicao 1.9 Dado € € (0, 1], existe C. > 1 tal que

logz < C.(x—1)%, Vz>1.

Demonstracao. Se € = 1, basta considerar C. = 1 e usar a Proposicao 1.8. Suponha

e € (0,1) e considere a fungao

Entao, pela regra de L’Hopital,

1 1—
: : " . (z=1)t
Jm flo) = i oy = i

=0.
Logo f é continua. Mais ainda, usando novamente a regra de L’Hopital,
1 (x —1)'*

o2y
lim f(z)= lim —*——= lim —— = lim ——&—
T—+00 T—+00 5(,]} — 1)5_1 T—+00 EX T—+00 ext

=0.
Entao existe o > 1 tal que
flz) <1, Vz> .

Como f é continua no compacto [1, z¢, f assume um valor maximo M neste intervalo.
Denote
C. = max{1, M }.

Entao f(z) < C. para todo z > 1, isto é,

logex < C.(x—1)°, Vo >1

O
Proposicao 1.10 Considere a funcao
| zlogw, sex >0,
L(z) = { 0, se x = 0. (1.18)

(a) Para quaisquer u,v >0 e 0 < e <1, as sequintes propriedades sio satisfeitas
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(a.1) L(uwv) = ulL(v) + vL(u)

(a.2) L(u+v) > L(u) + L(v)

(a.3) L(u) > —1

(a.4) L((1 —e)u+ev) < (1 —¢e)L(u) +eL(v)

(a.5) L((1 —e)u+ev) > (1 —e)L(u) + eL(v) + uL(1 — €) + vL(e)
(a.6) L((1 —e)u+ev) > (1 —e)L(u) — tu—1

(a.7) L(u) < (u—1)+ (u—1)?

(b) Dado 0 < e <1, existe C. > 1 tal que

L(u) < (u—1) + Celu— 1], Vu>0.

Demonstracao.

(a.1) Se u = 0 ou v = 0, entdo a igualdade segue trivialmente. Suponha u # 0 e v # 0,
entao

L(uww) = wwloguv = wvlogu + uvlogv = ul(v) + vL(u).

(a.2) Se u = 0 ou v = 0, entdao a desigualdade segue trivialmente. Suponha u # 0 e
v # 0, entao

L(u+v)— L(u) — Llv) = (u+wv)log(u+v)—ulogu— vlogv
= u(log(u +v) —logu) + v(log(u + v) —logu) > 0,

onde a ultima desigualdade segue da monotonicidade crescente da funcao logx, x > 0.

(a.3) Note que L(0) = L(1) = 0e L(u) < 0se 0 < u < 1. Pela continuidade de
L no compacto [0, 1], existe ug € (0,1) tal que

L(u) > L(ug), Yu € ]0,1].

Como L é derivavel em (0, 1), entdao L'(ug) = 0. Assim, logug + 1 = 0, o que implica
que ug = + e L(ug) = —1. Logo,

1
L(u) > ——, Yue][0,1].
e
Como L(u) > 0 se u > 1, entéo segue que L(u) > —%, Yu > 0.

(a.4) Note que L"(u) = + > 0 se u > 0. Logo L é convexa e segue o resultado.
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(a.5) Pelos itens (a.1) e (a.2) desta Proposigao, segue que

= (1—¢)L(u)+ul(l —¢)4eL(v)+vL(e).

L((1—=e)u+ev) > L((1—¢e)u)+ L(ev)

(a.6) Pelos itens (a.1), (a.2) e (a.3), temos

L((1—e)u+ev) > L((1—¢e)u)+ L(ev)
> L((1-w) -
= (1—¢)L(u)+ul(l—¢)— %
> (1—¢)L(u) — éu — é.

(a.7) Se u = 0, entao a desigualdade é trivial. Suponha u # 0. Entao, pela Proposicao

1.8, segue que logu <u—1, Yu >0e
Lu)<u’—u=(u—1)+(u—1)> Vu>0.
(b) Seja 0 < e < 1. Por (a.7), se 0 < u < 1, entao
Liu) <(u—1)+1—u)?<(u—1)+(1—u)t.

Neste caso, basta tomar C. = 1. Agora suponha u > 1. Pela Proposicao 1.9, existe
C. > 1 tal que
logu < C.(u—1)°.

Logo
(u—1)logu < Co(u — 1)

e usando a Proposicao 1.8, segue
L(u) <logu + Co(u — 1) < (u— 1) + Co(u — 1),
Portanto, para todo v > 0, temos

L(u) < (u—1) + Celu —1|'*=.

Proposicao 1.11 Para quaisquer u,v > 0, temos

(a) log(1 +u) <% +log(1l+ ).
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(b) log(1+ u+v) <log(1l+ u) + log(1 + v).

Demonstracao.

(a) Pela Proposigao 1.8,

1+u<1+u_1:u—vgg
v

]
ST i " 1+0 1+ v

e, assim, segue que
log(1+u) < = + log(1 + v).
v

(b) Basta notar que 1+ u + v < (1 + u)(1 + v) e podemos obter

log(1 +u+v) <log[(1 4 w)(1 +v)] =log(1 + u) + log(1 + v).

1.6 Propriedades Auxiliares de Funcgoes

Caracteristicas

Nesta secao, apresentamos resultados envolvendo fungoes caracteristicas que serao
utilizados no Capitulo 3.

O primeiro resultado é o Teorema de Riemann-Lebesgue, que afirma que a funcao
caracteristica f(t) de uma variavel absolutamente continua tende a zero quando ¢ tende

a +o0o0 ou —oo.

Teorema 1.10 (Teorema de Riemann-Lebesgue). Seja f a fungdo caracteristica de
uma varidvel aleatoria absolutamente continua. Entao

lim |f(t)| = 0.

t—=+o0

Além do Teorema de Riemann-Lebesgue, um outro resultado importante é que a
funcao caracteristica f(t) de uma variavel absolutamente continua tem médulo menor

que 1 fora de t = 0, que é consequéncia da préoxima proposicao.

Proposicao 1.12 Seja X uma varidvel aleatoria com fungao caracteristica f(t). Entao
existe to # 0 tal que |f(to)| = 1 se, e somente se, X € discreta assumindo valores em
{C+ 2’;—(’;, k € Z}, para algum C € R.
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Demonstra¢ao. Suponha que existe tg # 0 tal que |f(tp)] = 1. Como f(ty) € C e
|f(to)] = 1, entdo existe C' € R tal que f(ty) = €. Assim, se Py é a medida de
probabilidade induzida por X, entao

+oo
et — / e dPx (1).

[e.9]

Logo temos f_t;o @O dpPy(z) = 1. Assim, pela propriedade de que
e0@=C) = cos [ty(z — C)] + isen[ty(z — C)], temos
+oo

+o0
/_ cos [to(z — C)]dPx(x) + z/ senfto(x — C)]dPx(x) = 1.

[e.e] —00

Logo ["=cos [to(z — C)]dPx(z) = 1, ou seja, [ {1 — cos[to(z — C)]}dPx(x) = 0.
Como 1 — cos [to(x — C)] > 0, por propriedades de integral de Lebesgue, segue que

1 —costo(r —C)] =0 paraqt. x [Px].

Logo Px({z : cos[to(z — C)] = 1}) =1, ou seja, Px({z : x = C + 2%, keZ}) =1.
Concluimos entao que X ¢é uma v.a. discreta assumindo valores C' + 2%, onde k € Z.

Podemos mostrar a reciproca usando o mesmo argumento na ordem inversa. U

Por fim, enunciamos a Formula de Plancherel, que estabelece que a integral do
modulo de uma fungao ao quadrado é igual a integral do moédulo de sua transformada
de Fourier ao quadrado.

Teorema 1.11 (Férmula de Plancherel). Seja f uma fung¢io em Li(R) e Lo(R).
Entao a transformada de Fourier de f dada por

f@w:;%;[mfmwfmm:

estd em Lo(R) e satisfaz

| viwra= [ i

o0 —00
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Capitulo 2

Entropia

2.1 Introducao

Em 1948, o matematico e engenheiro Claude Shannon introduziu, no seu ar-
tigo “A mathematical Theory of Communication” [18], os conceitos fundamentais que
deram origem a hoje conhecida Teoria da Informagao, a qual basicamente estuda a
quantificacao, armazenagem e comunicagao de informacao. Desde entao, a teoria in-
troduzida por Shannon tem sido aplicada em diferentes areas, tais como transmissao
de dados, criptografia, computagao digital, codificacao de sinais, assim como em in-
feréncia estatistica, linguistica, fonética, psicologia, neurobiologia, fisica, entre muitas
outras areas.

O conceito de informacao é bastante amplo e, nesse trabalho, Shannon propos
uma definicao matematica de informagao. Nesse contexto, se A é um evento que ocorre
com probabilidade P(A), entao a quantidade de informagao I(A) que se ganha com o

conhecimento da ocorréncia de A é definida como

I(A) = —log, P(A) = log, (ﬁ).

Assim, quanto menor é a probabilidade de ocorrer um determinado evento, maior
¢ a informagao obtida ao saber de sua ocorréncia. A escolha da funcao logaritmo
pode ser justificada por algumas de suas propriedades: por ser uma funcao crescente,
permite a interpretacao descrita acima, satisfaz log 1 = 0, ou seja, eventos certos (com
P(A) = 1) nao carregam nenhuma informacao e a propriedade logxy = logz + logy
que traduz a aditividade da quantidade de informagao, ou seja, I(ANB) = [(A)+1(B),
quando A e B sao eventos independentes. Em [11] podemos encontrar uma justificativa
mais detalhada, baseada nos axiomas de Rényi. A escolha do log na base 2 expressa
a informacao em “bits”, mas outras bases sao usadas, ja que a troca de base pode ser
obtida por I,(A) = (log, a)l,(A). Neste trabalho vamos assumir log na base e e vamos

indicar simplesmente por log x.
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Um dos conceitos chaves da Teoria da Informacao é a entropia, ou entropia de
Shannon, que em linhas gerais mede o grau médio de incerteza associado a diversas
fontes de informacao presentes em um sistema, ou, em outras palavras, é a quantidade
média de informacao contida em um sistema. Especificamente, considerando um sis-
tema com N resultados possiveis e se p; € a probabilidade de ocorréncia do i-ésimo
resultado, 2 =1,..., N, com Zfil p; = 1, entao a entropia do sistema ¢é calculada por

N
H(p) == pilogp:.
=1

Ou ainda, se considerarmos X uma varidavel aleatéria assumindo N valores possiveis
{z1,...,2,} com probabilidades p; = P(X = ;) = px(x;), i = 1,..., N, entao a
entropia de X é dada por

H(X)=- pr(iﬁi) log px (),

=1

ou seja,

H(X) =E(—logpx (X))

e mede o grau médio de incerteza do valor obtido pela varidvel aleatoria X.

Para exemplificarmos de maneira simples o comportamento da entropia, con-
sideremos por exemplo o lancamento de uma moeda, nao necessariamente honesta,
sendo p a probabilidade de ocorrer cara e ¢ = 1 — p a probabilidade de ocorrer coroa,
com 0 < p < 1. Seja X a variavel aleatoria representando o resultado possivel do
langamento da moeda, com valores possiveis 0 (cara) e 1 (coroa) e fungao de probabi-
lidade px(0) = p, px(1) = g = 1 — p. Neste caso,

H(X) = —plog(p) — qlog(q).

1
2
H(X) =log2. Esta é a situacao de incerteza maxima, ja que é a situagao mais dificil

Logo, a entropia de X ¢ maximizada se a moeda ¢ honesta, ou seja, p = ¢ = 5 e
de se prever o resultado do proximo lancamento. Agora, se a moeda nao é honesta, ou
seja, p # q, entao H(X) < log2 e existe menos incerteza, ja que cada vez que jogamos
a moeda, uma face é mais provavel de ocorrer do que a outra. No outro extremo, se a
moeda tem duas caras (ou duas coroas), ouseja, p=1eqg=0 (oup=_0eqg=1), entdo
H(X) = 0 e nao existe incerteza, ja que o resultado de cada lancamento da moeda é
sempre certo e nenhuma informacao ¢é liberada a cada langamento.

Cabe observar que, na verdade, o conceito de entropia teve origem primeiramente
em Termodinamica e em Mecanica Estatistica, no século XIX, como sendo uma medida
do grau de desorganizacao das particulas em um determinado sistema fisico, ou seja,
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uma medida do grau de aleatoriedade do sistema. Em [18], Segao 1.1.2, podemos en-
contrar uma sintese da ligacao da entropia de Shannon com a entropia termodinamica.

O uso da Teoria da Informacao em Estatistica foi introduzido por Kullback and
Leibler em 1951 [12]. No contexto de Estatistica, a entropia ¢ interpretada como
uma medida de incerteza ou de risco. Enquanto na teoria da comunicacao o foco é
a entropia de variaveis aleatérias discretas, na Estatistica existe, frequentemente, um
grande interesse em variaveis aleatérias continuas. Neste caso, se X é uma variavel

aleatoria continua com densidade p, a entropia de X, chamada de entropia diferencial
de X, é definida por

H(X) = H(p) = ~Blogp(X) = - [ pla) logp(a)ds 2.1)

e algumas das propriedades de entropia para varidveis aleatorias discretas nao sao
mantidas no caso continuo, como, por exemplo, a nao-negatividade.

Com o objetivo estatistico de discriminar o quanto uma distribuicao de proba-
bilidade se diferencia da outra, Kullback e Leibler [12] introduziram o conceito de
entropia relativa, também conhecida como risco ou divergéncia de Kullback-Leibler, de

uma densidade ¢ relativo a p, como sendo

Dl = [ v 1og%dx, (2.2)

se ¢(z) = 0 implicar p(z) = 0 quase-certamente e no caso contrario, define-se D(p||q) =

+oo. Em outras palavras, se X é uma varidvel aleatéria com densidade p(z), entao

o)

D(pllq) = E {log

Dessa forma, se uma observagao vem de p, D(p||q) mede o risco de usar ¢ no lugar de
p. Assim, no contexto de teste de hipdteses, se temos o interesse em testar as hipéteses

Hy : X tem densidade ¢
H, : X tem densidade p

entao Kullback e Leibler definiram log % como a informacdo em um valor observado
z, de X, para a discriminagao entre Hy e Hy e D(p||q) pode ser interpretada como a
informacao média por amostra para discriminar em favor de H; contra H,, dado que
H, é verdadeira. Vale notar que o conhecido Lema de Neyman-Pearson estabelece que
o teste da razao de log-verossimilhanca é o teste de hipéteses mais poderoso para testar
Hy contra H,, pois quanto maior é p(z) com relagdo a ¢(x), mais informagao temos
para rejeitar a hipotese Hy.

Embora a entropia relativa seja positiva semi-definida, ou seja, D(p||q) > 0 para
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quaisquer duas densidades p e g e D(p||q) = 0 se, e somente se, p = ¢, ela ndo é uma
métrica, pois nao satisfaz a propriedade de simetria e nem a desigualdade triangular.
Apesar disso, é também comum ser chamada de distancia de Kullback-Leibler.

A entropia relativa esta relacionada com outras normas, como por exemplo, a

norma da variacao total, através da seguinte desigualdade, conhecida como desigual-
dade de Pinsker

vy — vollvr < V2(D(pllg)), (2.3)

onde v, e v, sao as medidas de probabilidade na reta absolutamente continuas com
densidades p e g, respectivamente, e

llvp — vllvr = 2sup{|v,(A) — v, (A)] : A€ B} = 2sup{

/A p(z) — glo)ds

:AEB}.

Também em particular, temos a desigualdade obtida por Kullback-Leibler [12],

estabelecendo a relacdo com a norma em L',

o — qllor = / 1p(x) — g(2)|dz < \/2D(llg).

Consequentemente, convergéncia em entropia relativa é uma propriedade mais forte do
que convergéncia na norma de variacao total ou na norma em L.

Neste capitulo, apresentamos os conceitos e propriedades de entropia diferencial
e entropia relativa que serao importantes para o desenvolvimento do préoximo capitulo.

Na Secao 2.2, apresentamos o conceito de entropia diferencial, bem como as
defini¢oes de entropia conjunta e entropia condicional para vetores aleatérios abso-
lutamente continuos. Algumas propriedades tteis para o decorrer do trabalho sao
enunciadas e demonstradas.

Na Secao 2.3, introduzimos o conceito de entropia relativa para varidveis aleatérias
quaisquer e o caso particular onde as variaveis sao absolutamente continuas. Também,
mostramos a nao-negatividade da Entropia Relativa e obtemos uma cota superior para
a Entropia Diferencial de uma v.a. com variancia finita.

Por fim, na Secao 2.4, apresentamos uma condi¢ao necessaria e suficiente para a
finitude da Entropia Relativa D(X||Z) quando Z é a-estdvel ndo-extremal. Finaliza-
mos essa se¢ao explorando as consequéncias desses resultados.

2.2 Entropia Diferencial

A principal referéncia bibliogréfica utilizada nesta segao é Johnson [11].
O conceito de entropia, inicialmente definido por Shannon [18], estd associado

a variaveis aleatorias discretas assumindo um conjunto finito de valores. Podemos
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estender a definicao para variaveis aleatérias discretas com valores em um conjunto

enumeravel.

Definicao 2.1 Se X ¢ uma varidvel aleatdria assumindo valores {xy,xs,...} C R,
com fung¢ao de probabilidade p; = px(x;) = P(X = x;), © > 1, a entropia de X é
definida por

H(X)=E[-log X] == p;logp:.
i=1
Note que, neste caso quando a série diverge temos H(X) = +o0.

Como a entropia definida acima nao depende dos valores {z;, i = 1,2,...} mas
somente do vetor de probabilidades p = (p1,p2,...), costuma-se também referir-se a

entropia da distribui¢ao de probabilidade p e denoté-la por H(p).

Observagao 2.1 Algumas das principais propriedades para entropias discretas sao lis-
tadas a seguir. Para maiores detalhes e resultados adicionais, vide [11].

(a) HX) >0 e HX) =0 se, e somente se, p; = 1 para algum i (ou seja, se, e s6
se, X € degenerada).

(b) H € invariante por translagao e por escala, ou seja, Ya,b € R, a # 0, temos

H(aX +b) = H(X)

(c) Se X é uma varidvel aleatdria assumindo N wvalores, entao a entropia de X € ma-
zimizada pela entropia da distribuicao uniforme discreta, p; = +, i = 1,..., N,
ou seja,

0 < H(X) <logN.

A Definicao 2.1 pode ser generalizada para o caso em que X é uma variavel
aleatdria absolutamente continua e que é o caso estudado neste trabalho.

Definicao 2.2 A entropia diferencial de uma v.a. X absolutamente continua com
densidade p € definida por

+oo
H(X) = H(p) = ~Blogp(X) = - [ pla)logp(a)da,

—00

desde que a integral exista e adota-se a convenc¢ao 0log0 = 0.
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Note que, ao contrario da entropia discreta, a entropia diferencial de X nao é
necessariamente nao-negativa e pode assumir —co ou +00.

Como exemplo, vamos calcular a entropia diferencial de uma v.a. com distri-
buicao Normal. Na Secao 2.3, utilizaremos este cdlculo para mostrar que toda v.a.
X absolutamente continua com VarX = 02 < 400 tem entropia diferencial limitada

superiormente pela entropia da Normal com variancia o?.

Exemplo 2.1 Se X ~ N(p,0?), entio H(X) = log(2mec?).
De fato, seja ¢ a densidade de X. Entao
+0o0o

MX) = - U(x)logip(z)dx

_ _:O () log < \/21_7“; exp (-%))dx
= - _:O ¥ () log (ﬁ)dﬂ/w(@ (%) dz

o
— log (V2 7
og (V2ro) + 5,2

1
=35 log(2mec?).

Na préxima proposicao mostramos que a entropia diferencial nao preserva a pro-

priedade dada na Observagao 2.1(b) do caso discreto.

Proposicao 2.1 Para quaisquer a >0 e b € R, temos a igualdade
H(aX +b) = H(X) + loga.

Demonstracao. SejaY = aX +0b. Se f e g sao as densidade de X e Y, respectivamente,

entao g@)zéf(x;b)_
Logo,
HY) = = [ ) os gty




Fazendo a mudanca de varidveis y = (x — b)/a, temos dy = dz/a e

HY) = - +Oof(y)log Ef(y)]dy
= .
:_/b%#@@— f(y)log f(y)dy
— loga—l—H(X).

O

De maneira analoga, podemos também definir entropia para vetores aleatérios

absolutamente continuos.

Defini¢ao 2.3 Seja (X,Y') um vetor aleatério absolutamente continuo com densidade
conjunta f. A entropia conjunta H(X,Y') € definida como

+oo +oo
1ﬂxw=—m%ﬂxm=—[ [ ey 108 (o y)indy,

desde que a integral exista.

A definicdo acima pode ser generalizada para vetores n-dimensionais. A pro-
posicao a seguir afirma que a entropia conjunta nunca supera a soma das entropias

individuais.

Proposicao 2.2 Se (X,Y') € um vetor aleatorio absolutamente continuo tal que H(X)
e H(Y) ezistem e nao assumem +oo, entdo H(X,Y) existe, nao assume +oo e

H(X,)Y)<HX)+ H(Y),

onde a igualdade ocorre se X eY sao independentes. Se H(X,Y') € finita, entdo a
wgualdade € valida se, e somente se, X e Y sao independentes.

Demonstracao. Sejam U e V v.a.’s independentes tais que U 2XeV2V. Se fxy,
fx e fy sdo as densidades de (X,Y), X e Y, respectivamente, entdo defina a varidvel
aleatoria
N Y (AN
Ix(U)fy (V)
Por independéncia, a densidade conjunta de (U, V') é dada pelo produto

fov(u,v) = fx(u)fy(v). Assim, temos E{ = 1 e, da convexidade da fungao
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L(t) = tlogt e da desigualdade de Jensen, segue que

/ / ny(x,y)logdedy — Etlogé

fX(fE)fY(?J)
> EflogE¢
- 0. (2.4)
POdemOS escrever
Fry log J{; 24 felog fiy Fey log fl T faylog fly. (2.5)

Como por hipétese H(X) e H(Y') existem e nao assumem +o0o, de (2.4) e (2.5) segue
que H(X,Y) existe e temos

fxy (2, y)
Fx (@) )

Portanto, por (2.4), temos H(X,Y) < H(X)+ H(Y). Se X e Y sao independentes,
entdo fxy = fxfy e claramente vale a igualdade. Por outro lado, de (2.6) temos que
se H(X,Y) é finitae H(X,Y) = H(X)+ H(Y), entao

HX,)Y)=HX)+H(Y / Fxy(z,y)log dxdy. (2.6)

fX,Y(‘Ta y)

—fx(x)fy(y)dxdy =0.

[[ o
RQ

Logo, podemos obter

Agora como logz < x — 1, Vo > 0 (Proposi¢ao 1.8), entdao temos que o integrando

acima é uma fungao nao-negativa e das propriedades de integracao segue que

fx(@)fy(y) —1=log fxy(z,y) g.c
fxy(@,y) ® Fx(@) fr ()
Como z — 1 =logx se, e s6 se, x = 1, obtemos que
fxy(z,y) = fx(@)fr(y)
e assim X e Y sao independentes. 0

Um outro conceito importante para obter informacao sobre o vetor (X,Y) é a
entropia condicional, que em linhas gerais é uma medida de incerteza do valor de X
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dado o conhecimento do valor de Y.

Defini¢ao 2.4 Seja (X,Y) um vetor aleatorio absolutamente continuo, com densidade
conjunta fxy. Se fy € a densidade de Y, definimos a entropia condicional H(X|Y)

como
fX,Y(X7 Y) )

H(X|Y)=-E (log g

desde que a esperanca exista.

Note que, se H(X,Y) e H(Y) existem e H(X,Y) — H(Y) estd bem definida,
entao

H(X|Y)=H(X,Y)— H(Y).

Proposicao 2.3 Seja (X,Y) um vetor aleatorio absolutamente continuo. Se H(X|Y)
existe e ndo assume —oo, entao H(X) existe e satisfaz

H(X]Y) < H(X),

com a igualdade ocorrendo se X e Y sdo independentes. Se H(X) € finita, entdo a
wgualdade € valida se, e somente se, X e Y sao independentes.

Demonstracao. Se fxy, fx e fy sdo as densidades de (X,Y), X e Y, respectivamente,

entao podemos escrever

Ixy
Ixfy

fy

fxy

fx,ylog + fxylog —— = fxylog —

fx
ou seja,

_fX,Y log fx = ny 1ng_Y + fX,Y log fX7Y '
fX,Y fxfy

Agora como por hipétese H(X|Y) > —oo, entao temos

// {fxy(x,y) log f—Y} ) dxdy < +o0
R? Ifxy

e juntamente com (2.4), segue de (2.7) que H(X) existe, ndo assume —oo e

fxy(2,y)
Tx (@) )

Novamente de (2.4), segue que H(X|Y) < H(X). Se X e Y sao independentes, entao
fxy = fx [y e aigualdade segue da defini¢ao de entropia condicional. Por outro lado,

H(X)=HX|Y) / fxy(z,y)log dxdy. (2.8)
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se H(X) é finita e H(X|Y) = H(X), de (2.8) segue

fxy(z,y)
Ix(@)fy(y)

e repetindo o mesmo argumento do final da prova da Proposi¢ao 2.2, segue que X e Y

/ Ixy(z,y)log dzdy = 0.
RQ

sao independentes. 0

Usando as desigualdades anteriores de entropia conjunta e condicional, podemos
obter a seguinte desigualdade para a entropia da soma de duas variaveis aleatérias
independentes.

Proposicao 2.4 Seja (X,Y) um vetor aleatorio absolutamente continuo, onde X e Y
sao independentes. Se H(X) > —oo, entao H(X +Y') existe e satisfaz

HX)<HX+Y).
Demonstracao. Como X e Y sao independentes, segue pelas Proposigoes 2.2 e 2.3 que
HX)Y) = HX) + HY) e HX|Y) = H(X). Mostremos que
H(X +Y|Y) = H(X[|Y). De fato, sejam fxy e fxiyy as densidades conjuntas de

(X,Y) e (X+Y,Y), respectivamente. Usando o método do Jacobiano, podemos obter
que a densidade conjunta de X +Y e Y é dada por

fxqvy(u,v) = fxy(u—o,v).

Assim,

H(X +Y[Y)

—/ fxsvy(u,v)log %d dv

_ fxy(u—vv)
= / fxy(u v) log 0 dudv

_ g P9
- //fXY ylgf(y)dd
— H(X|Y).

Agora, novamente pela Proposicao 2.3, segue que

H(X)=H(X|Y)=HX +Y|Y) < HX +Y).
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2.3 Entropia Relativa

Nesta secao apresentamos a definicao e propriedades basicas da entropia relativa,
ou divergéncia de Kullback-Leibler, de variaveis aleatérias absolutamente continuas. A
principal referéncia bibliogréfica utilizada foi [11].

Apresentamos inicialmente o conceito geral de entropia relativa de X com res-
peito a Y, onde X e Y s@o v.a.’s definidas sobre (£, F, P) tais que a medida de
probabilidade induzida por X é absolutamente continua com respeito a medida de pro-
babilidade induzida por Y, ou seja, se B € B é tal que Py(B) = P(Y € B) =0, entao
Px(B)=P(X € B)=0.

Definicao 2.5 Sejam X e Y waridveis aleatorias com probabilidades induzidas p e v,
respectivamente. A entropia relativa de X com relagao a'Y € definida por

D(X||Y) = D(ul|v) = / tog P, (2.9)

desde que p seja absolutamente continua com respeito a v. Caso contrario, definimos
D(X|]Y) = +oc.

Neste trabalho, temos interesse no caso em que X e Y sao v.a.’s absolutamente
continuas. A seguinte proposi¢do mostra como calcular a entropia relativa para esse

Ccaso.

Proposicao 2.5 Sejam X e Y waridveis aleatorias absolutamente continuas sobre
(Q, F, P) com densidades p e q, respectivamente. Entao a entropia relativa de X com
relacao a'Y € dada por

= = x)lo @ x
DXIY) = Dipllg) = [ p(o)tox Zae, (210)

desde que q(x) = 0 implique p(x) = 0 q.c. com respeito a medida de Lebesgue m. Caso

contrdrio, D(X||Y) = 4o0.

Note que por (2.10) temos que a entropia relativa D(X||Y) depende somente das
densidades p e ¢ e nao das variaveis X e Y, por isso também nos referimos a entropia

da densidade p com relacdo a ¢ e denotamos D(pl|q).

Demonstra¢ao. Suponha que ¢(z) = 0 implica p(z) = 0 quase certamente e sejam pu e
v as probabilidades induzidas pelas variaveis aleatérias X e Y, respectivamente. Como
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X e Y sao absolutamente continuas, entao u e v sao dados por

pu(A) = /Ap(x)dx, VAe F.

v(A) = /Aq(a:)da:, VAe F.

Se v(N) = 0 para algum N € F, entao ¢(z) = 0 q.c. sobre N. Usando a hipdtese,

temos p(x) = 0 q.c. sobre N e assim p(/N) = 0. Logo p é absolutamente continua

com repeito a v. Pelo Teorema de Radon-Nikodym, d—u : 0 — R é uma funcao F-
v

mensuravel tal que

Por outro lado,

,u(A):/Ap(x)dx:A%q(m)dmz[q%du(@.

Pela unicidade quase certa da derivada de Radon-Nikodym,

dp, . px)
E(if) =

com respeito a medida de Lebesgue sobre R. Logo, da Definicao 2.5, temos

d
DY) = | logSPd

= /1gq(x)du()

= xowx
- /p<>1gq(x)d.

Por outro lado, se ¢(x) = 0 nao implicar p(z) = 0 q.c., entdo o conjunto
B={zeR:q(x)=0ep(x)#0}
nao tem medida de Lebesgue nula. Logo, temos

v(B) = /B a(x)dz =0,

mas

w(B) = /Bp(a:)da: > 0.

Portanto p nao é absolutamente continua com respeito a v. Neste caso, por definigao,
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segue que D(X|]Y) = +oc. O

Observagao 2.2 (a) Note que, a rigor, a integral em (2.10) € definida sobre o
conjunto {x € R : p(x) # 0 e q(xz) # 0}, jd que m({x € R : p(x) # 0 e

q(z) = 0}) = 0.
(b) Analogamente ao que foi feito na proposicio anterior, podemos mostrar que no

caso de X e'Y serem wvaridveis aleatorias discretas com funcoes de probabilidade
p=(p1,p2,...) eq=(q1,q,...), respectivamente, a Defini¢io 2.5 reduz-se a

Di
D(X||Y) = D(pllq) = ) _ pilog @

desde que p; = 0 implique ¢; = 0. No caso contrario, D(X||Y) = 400 por
definicao.

Daqui para frente, restringiremos nosso estudo ao caso em que X e Y sao absolu-
tamente continuas e a entropia relativa D(X||Y") é, entao, definida como na Proposigao
2.5.

Ao contrério da entropia diferencial, a entropia relativa estda sempre bem definida

e é maior ou igual a zero. E o que provamos no préximo teorema.

Teorema 2.1 Sejam X e Y duas varidveis aleatorias absolutamente continuas quais-
quer com densidades p e q, respectivamente. Entao

D(X|]Y) = D(pllq) = 0.
A igualdade € vdlida se, e somente se, p = q quase certamente.

Demonstragao. Denote A = {z € R : p(x) # 0} e B = {x € R : q(z) # 0}. Se
A\B = AN B¢ nao tem medida nula, entao D(X||Y) = 400 e o resultado segue.
Suponha entdao que A\B tem medida nula, ou seja, m({z € R : p(x) # 0 e q(z) =
0}) = 0. Neste caso, D(X||Y) ¢ dada por (2.10) e como logz > 1 — 1, V& > 0,
(Proposicao 1.8), segue que

DY) = [ po)tos (@) da

q(z)

- Jao-)

= 0.
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Se D(X||Y) =0, como [ p(z) (1 — ;’%) dx = 0, podemos escrever

/p(w) [log% - (1 — %)] dx = 0.

Como o integrando da integral anterior é uma fun¢ao nao-negativa, pois p(x) > 0 e

log p) > q ]@, segue pelas propriedades da integral de Lebesgue que

q(x) ()
plr) (a4 _
8 () (1 mm)

para quase-todo x. Novamente, pela Proposicao 1.8, temos logx =1 — % se, e somente
se, x = 1, entao segue

p(z) = q(z) para quase-todo .

Reciprocamente, se p = ¢ q.c. [m], entao segue diretamente de (2.10) que D(X|]Y") = 0.
U

Como uma aplicacao do Teorema 2.1, podemos mostrar que a entropia de uma
v.a. com distribui¢io N(u,0?) é o maximo das entropias de todas as v.a.’s absolu-

2

tamente continuas com variancia o, ou seja, temos o seguinte principio de entropia

maxima.

Coroldrio 2.1 Se p é a densidade de uma varidvel aleatéria X com wvaridncia o

(0 < 02 < +00) €y € a densidade N(0,0?), entdo

log(2mea?)

H(p) < H(Yp2) = ——— (2.11)

A igualdade vale se, e somente se, p € uma densidade Normal.

Demonstracao. Podemos assumir que X tem esperancga p = 0, pois caso contrario,
basta considerar Y = X — EX e usar a Proposicao 2.1 para obter H(X) = H(Y).
Assumindo que EX = 0 entao VarX = [a?p(x)dz = o®. Pelo Teorema 2.1,

temos D »2) > 0. Entao, como 9,2 =
(pllths2) 0 Nz

0 < /p(ac)log diif;)dx

= /p(x)[logp(a:) — log 9,2 (x)]dx

12
e 22, Vo € R, obtemos

log(2mo?)  2?

_ /@@)@gmw% )y I
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Como H(p) = — [ p(x)logp(z)dx e 0® = [ a*p(x)dz, segue que

log(2mo?) +1  log(2mo?e)

H(p) < 5 = 5

log(2mo?e)

Pelo Exemplo 2.1 temos H (¢,2) = 5

e entao temos (2.11). O

Na verdade a desigualdade (2.11) pode ser estendida para outras distribuigoes,

além da Normal, como mostramos na proposicao a seguir.

Proposicao 2.6 Seja X uma varidvel aleatoria continua com densidade p. Considere
que Y seja uma fungdo densidade de probabilidade tal que (x) = 0 implica p(z) = 0
g.c. e Elog"™ ( e )) < +o00. Entao H(X) eziste, H(X) < +o0o e satisfaz

H(X) < Elog

1
ol (2.12)

Demonstracao. Seja Z uma variavel aleatéria continua com densidade 1. Note que, se

Y(z) # 0, entdo

p(z) 1 1
p(z)log + p(z)log — = p(x) log —. 2.13
(108 ) Frielos gy =P8 gy 219
Por hipétese, Elog™ (-1=) = [ p(z)log™( (lm))dm < +o00. Além disso, pelo Teorema

P(X)
)

2.1, segue que Elogf(%) = [ p(z) log*(f;((?))dx < +00. Pela equagao (2.13), temos

p(x)log" (ﬁ) < p(x)log” (@) +p(x)log™ (ZZ))) :

Logo Elog™( = [p(z)log™( )dx < +00 e, dessa forma, H(X) existe e nao

assume —+o0o0. Novamente pela equa(;ao (2.13), temos

o) lo ( 8) p(z) log™ (%) + p(x)log™ (w(lx)) 11

=i () e (i) v ()

Integrando os termos em (2.14) e reordenando-os, obtemos

H(X) =Elog

1
o0~ PXI2) (2.15)

Como D(X||Z) > 0 pelo Teorema 2.1, segue que

H(X)SElogﬁ,
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e como Elog*(ﬁ) < 400, segue que H(X) < +o0. O

2.4 Propriedades Auxiliares

Nesta secao apresentamos propriedades especiais de entropia relativa que foram
obtidas por Bobkov et al. em [4] e que auxiliardo no desenvolvimento dos resultados do
Capitulo 3 sobre convergéncia em entropia relativa para variaveis aleatdrias estaveis.
Basicamente, os resultados desta secao referem-se a estabelecer condicoes para a fini-
tude da entropia relativa.

Proposicao 2.7 Sejam X e Z varidveis aleatorias absolutamente continuas com den-
sidade p e 1, respectivamente. Suponha que

(a) Y(z) =0=p(z)=0 q.c;
(b) Elong(ﬁ) < +00;
(¢) H(X) € finita.

Entao D(X||Z) € finita e dada por

D(X||Z) = Elog — H(X).

1
$(X)

Reciprocamente, se v é limitada, existe 0 <y <1 tal que [ Y(z)'dr < 400 e D(X||Z)
¢ finita, entao valem (a), (b) e (c).

Demonstra¢ao. Suponha que (a), (b) e (c¢) sao vélidos. Pela Proposi¢do 2.6 e por
(2.15), H(X) existe e ¢ dada por

1
H(X) —Elogw(X) D(X||2).
Se D(X||Z) nao é finita, entao D(X||Z) = +o00 e H(X) = —oo, contradizendo (c).
Logo D(X]||Z) é finita e D(X||Z) = Elog ﬁ — h(X). Reciprocamente, suponha que
¢ é limitada, existe 0 < v < 1 tal que [ (z)'dx < +oo e D(X]|Z) é finita. Pela
definigao de entropia relativa, a condi¢ao (a) é necessaria para que D(X||Z) seja finita.
Para mostrar (b), divida a reta real em dois conjuntos A = {z € R : p(z) > ¢ (2)"} e
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B={rcR:px)<y(x)'}, onde y <+ < 1. Entdo

/ p(z) log™ <%>dm > /A p(z)log™ (Z((Z)))dx
> /A p(z)log* (W)dl«
= (=) [ ooy (s )

Logo f A D() log™ ( )dw < +00. Por outro lado, pela Proposicao 1.9, existe uma
constante C' > 1 tal que ¢ log (t) < Ct7 para todo t € (0,1]. Entao

/Bp(:lf)log+ (ﬁ)dw < /w " log* (¢( )>d£€
_ /w 'Ylog< ())1{¢( 51y

< 0/w<x>71{¢<w>zl}dw
B

+oo
< C Y(x)'dr < +oo.

—00

Portanto vale (b). Como v é limitada, existe £ > 0 tal que ¥(x) < k para todo z € R.
Logo

1 1 1 1
Elogm = /p(x) log de > /p(a:) log %d:c = log% > —00.

Dessa forma, Elog ;7 w ¢ finita e, por (2.15), concluimos (c). O

Como consequéncia, podemos mostrar que, em particular, se Z é uma v.a. nao-
extremal as condigoes (a), (b) e (c) sdo necessérias e suficientes para a finitude da

entropia relativa com respeito a .

Corolario 2.2 Sejam X e Z varidveis aleatorias absolutamente continuas com densi-
dade p e 1, respectivamente, e suponha que Z € estavel nao-extremal. Entao D(X||Z)
¢ finito se, e somente se, valem (a), (b) e (c) da Proposi¢io 2.7. Neste caso,

D(X||Z) = Elog ~ H(X).

1
P(X)
Demonstracao. Pela Proposigdo 2.7 as condigoes (a), (b) e (c) sdo suficientes para
a finitude de D(X||Z), para qualquer Z absolutamente continua. Para provar a su-
ficiéncia, no caso de Z estavel nao-extremal, é suficiente mostrar que, v é limitada e
existe 0 < v < 1 tal que [(x)7dz < +o0. De fato, considere f(t) = Ee"? a funcao
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caracteristica de 1. Pelo Corolario 1.3, ¥ é limitada. Logo existe M > 0 tal que
W(t) < M. Se Z tem distribuicao normal, entao para todo 0 < v < 1,

2
/exp (—%)dm < +00.

Se Z nao tem distribuicao normal, entao, pela Proposicao 1.4, v satisfaz as relacoes

R

/ Y(x)de = (210%)"

assintoticas
U(z) ~ colx| T (3= —00),  W(z) ~ ez (2 +o0),

para determinadas constantes cg,c; > 0. Tome 1J+a < v < 1. Por continuidade, segue

que
G(a) ~ Gl (2 —o0),  P(2)T ~ a7 (2= 4o0).

Logo, existe A > 0 tal que, para todo x < —A, temos

U(z)? 1
Cg|x|_7(1+a) -1 < 5
e assim,
3
P(x) < §cglx|’7(”°‘), Vo < —A. (2.16)

Também, existe B > 0 tal que, para todo z > B, temos

U(x) 1
Jr—ta) t < 2
e entao,
3
P(x)? < 50}’:1:_7(1“‘), Vz > B. (2.17)

De (2.16) e (2.17), segue que

+o0o

—A B +o0o
verds = [ v@pdes [ werdes [ vy

—A +o0
3
< / g U7 dy 4+ (A + B)YM + / 50?3:’7(1*“) < 400,

o] B

o que conclui a prova do corolario. O
Na verdade, no caso da densidade v ser nao-extremal, é possivel obter condicoes

necessarias e suficientes para a finitude da entropia relativa com respeito a v, mais

especificas e simples, tanto para o caso normal, quanto para o caso nao-normal

41



Primeiramente, como consequéncia do Corolario 2.2 podemos provar que a fini-
tude do segundo momento e da entropia de X é necessaria e suficiente para a finitude
da entropia relativa de X com respeito a uma v.a. Normal.

Proposigao 2.8 Se Z tem distribuicio normal, entao D(X||Z) < 400 se, e somente
se, EX? < +00 e H(X) € finita.

Demonstmgdo Seja 1 a densidade de Z. Se D(X||Z) < 400, entdo pelo Corolario 2.2,
Elog" ( e )) < 400 e H(X) é finita. Note que para ¢(x) a densidade normal temos

ElogL = —/p(x)logw(x)dx

¥(X)
{52

o /p(x)log(\/zl_ﬁa)dx—i— [ v (%) a

= log (V2r10) + —E(X — p)%. (2.18)

Logo, como Elog™* ( o) < +oo, temos E(X — ©)? < +00, o que implica EX? < +o00.
Reciprocamente, suponha que EX? < 400 e H(X) é finita. Pelo Coroldrio 2.2, basta
mostrar (a), (b) e (c¢) para concluir que D(X||Z) < +oo. Claramente, (a) é vélido,
pois () > 0 para todo z € R. De (2.18), segue que Elog ﬁ existe e ¢ finito, de
modo que (b) é verdadeiro. Por fim, vale (c¢) por hipétese. O

Observagao 2.3 Pela Proposi¢io 1.7 e por (2.18), seque que

E log < log (V270o) + (EX2 + ).

1
(X)
Para o caso em que Z é estavel nao-extremal e nao-normal, para obter condigoes

alternativas para a finitude de D(X||Z), necessitamos de um lema auxiliar.

Lema 2.1 Seja X uma varidvel aleatoria absolutamente continua. Dadas constantes
a>0eb>0, entio Elog" (| X|) < +oc0 se, e somente se, Elog™ (a + b| X|) < +o0.

Demonstragio. Denote por p a densidade de X e suponha que Elog®(|X|) < +oo.
Sejam A ={z € R: |z| > 1} e B={x € R: |z] < 1}. Note que, se x > 1, entdo
(a+b)x > a+ bx. Logo log(a+ bx) < log(z) +log(a+b), Yx > 1. Entao, usando esta
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desigualdade podemos obter

Elog*(a+b/X|) = p(z)log™ (a + blz|)dx + / p(z)log™ (a + blx|)dz
B

/
< [ pla)llog o] + log(a -+ B)Liassinds
A
+ /p(a:) log(a + b)1{gtpjz>13dT
B
< /p(x) log(|z|)dz + 2log(a + b) < +oc.

Reciprocamente, suponha que Elog*(a + b|X|) < +oco. Entao

Elog" (|X|) = / pla) log* (|z])dz = / () log(|2]) Ly 1y .

Denote C' = logb [ p(x)1{z>13dz. Logo

Elog(|X]) = / p() log(b|z]) 1 ujz1yde — C
< /p(w) log(a + b|z|)1z>1ydr — C
< /p(x) log™ (a + bl|)dz — C < +o0.

U

Observagao 2.4 Em particular, se a = b = 1, entio Elog®(|X]) < 400 se, e somente
se, Elog(1 + | X]) < +00.

Como consequéncia do Corolario 2.2 e usando o Lema 2.1 podemos mostrar que
a finitude do momento logaritmico Elog(1 + |X]|) e a finitude da entropia de X sao
condigOes necessarias e suficientes para a finitude da entropia relativa de X com res-

peito a Z estavel nao-extremal e nao-normal.
Proposicao 2.9 Se Z tem uma distribuicdo estdavel nao-extremal, a qual ndo € normal,
entdo D(X||Z) < 400 se, e somente se Elog (1 + |X|) < 400 e H(X) € finita.

Demonstragao. Seja 1 a densidade de Z. Se D(X||Z) < +o0, entao pelo Corolario 2.2,

E log+(m) < +o0 e H(X) é finita. Pela Proposicao 1.4, existem constantes cg, c; > 0

tais que
U(x) ~ colz|" MY (2 = —o0), Y(x) ~ ™Y (2 — +00).
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Logo existe uma constante C' > 1 tal que, para x < —C', temos

U(x)
7 ql <z
co‘x’f(1+a) < 2
e para x > C, temos
Y(x) 1
Clx_(1+a) -1 < 5
Logo,
i|a:|<1+a> c X wr<c-c (2.19)
3co Y(z)’
e
2w o Ly (2.20)
3c1 Y(x)’
Por um lado, usando (2.19), obtemos
—C —C
| s ehar = [ po)tog(lel)as (221)

1 -C
- / pla) log(|e|+))da

a+1/_o

()

1 360 1 -c 1
S PO e I loo [ —— _
1 og ( 5 ) 1/ p(x) og (’QD(.’L') ) dr < 400

IN

IN

Por outro lado, usando (2.20) podemos obter

| patoglahds = [ pla)log(a)ds (2.22)

c c

1 oo
- — /C p(z) log(z(1)dz

< / " s toe (22 )a
= ari e PR\ )
1 3¢, 1 [t 1
< log™ [ = 1 :
< a+1og (2)+04+1/c p(x) og(w($))dx<~l—oo
Além disso, temos que
c c
/ p(z) log™ (|z|)dx < / p(z)log(C) <log(C) < +oo. (2.23)
c —c

Assim, por (2.21), (2.22) e (2.23), Elog"(|X|) < +oo, o que implica
Elog(l + |X|) < +oo pela Observacdo 2.4.  Reciprocamente, suponha que
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Elog(l + |X|) < 400 e H(X) ¢ finita. Pelo Coroldrio 2.2, basta mostrar (a), (b)
e (c) para concluir que D(X||Z) < 4+o00. Claramente, (a) é vélido, pois ¢ (z) > 0 para
todo = € R. Por hipétese, vale (c¢). Pelo Corolario 1.4, existe uma constante ¢ > 0 tal

que
c(1+ |z))~U+) < ap(x), VreR.

Logo

Elog" (L> = /p(x) log* ( ! ) dx (2.24)

»(X) b(x)
1
< log* - + (14 «) /p(x) log(1 + |z|)dz < 4o0.

Portanto vale (b) e a proposicao estd demonstrada. 0

Observacao 2.5 Por (2.24), seque que existem constantes A e B tais que

Elog* (ﬁ) < A+ BElog(1 + |X|).

Finalizamos esta secao aplicando os resultados anteriores para a analise da fi-
nitude da entropia relativa da soma parcial normalizada Z, de varidveis aleatorias
independentes com respeito a uma variavel aleatéria estavel nao-extremal Z. Os resul-
tados a seguir serao fundamentais para a obtencao do teorema principal do préximo
capitulo que estabelece condi¢oes para a convergéncia em entropia relativa de Z,, a Z,
sob a hipotese que 7, 27

Assim, no restante da secao, consideramos a soma parcial normalizada

S
Zn = ") n > 17
by,
em que S, = X1+ ...+ X,, com Xy,..., X, variaveis aleatérias i.i.d. e a, e b, sao

constantes reais com b,, > 0.
O primeiro resultado estabelece condi¢oes necessarias e suficientes para
)
D(Z,||Z) < +o0, para cada n > 1, quando Z,, = Z.

Proposicao 2.10 Suponha que Z, converge em distribuicao para uma v.a. 7 estdvel
nao-extremal, a qual ndo € normal. Entdo, para cada n > 1, D(Z,||Z) < 400 se, e
somente se, H(Z,) € finita.

Demonstracao. Se D(Z,||Z) < +oo, entdo H(Z,) é finita pelo Corolario 2.2. Reci-
procamente, suponha que H(Z,) é finita. Como Z, 2 ZeZé a-estavel, entao pelo
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Teorema 1.9 segue que E|Z,|* < 400 para todo 0 < s < a. Tome 0 < s < min{1, a}.
Entao, pela Proposicao 1.9, existe C' > 1 tal que

Elog(1+ |Z,|) < CE|Z,|* < 4o0.

Usando a Proposicao 2.9, concluimos a demonstragcao. 0]

Observe que uma conclusao analoga a da Proposicao 2.10 pode ser obtida para o
caso em que Z, 2 Z onde Z tem distribuicao Normal padrao e b, ~ y/n, pois neste
caso, pelo Teorema 1.8 temos EX? < +00 e a conclusao segue da Proposigao 2.8.

Proposicao 2.11 Suponha que Z, converge em distribuicao para uma v.a. Z estdvel
nao-extremal. Se a entropia relativa D(Z,||Z) € finita para algum n = ngy, entdo ela
serd finita para todo n > nyg.

Demonstrag¢ao. Suponha que D(Z,,||Z) < +oo. Pela Proposigao 2.1 temos

H(S,,) = H(Z,,) + log by, e entao pelo Corolario 2.2 segue que H(S,,) ¢ finita. Con-
sidere primeiro o caso em que Z nao é normal. Seguindo os mesmos passos da de-
monstragao da Proposi¢ao 2.10, como Z, 2 ZeZé a-estavel, entao pelo Teorema 1.9
temos que E|Z,|° < +oo para todo 0 < s < a. Pela Proposigao 1.9, se escolhermos
0 < s <min{l, a}, entao existe C' > 1 tal que

Elog(1+1|Z,|) < CE|Z,|° < +00, Vn>1

Logo, se 1 é a densidade de Z, de acordo com a Observacao 2.5 segue que
Elog*t (wén)> < 400 e pela Proposigao 2.6, obtemos H(Z,) < +oo para todo n > 1.
Como X7, X5, ... sao independentes, segue da Proposicao 2.4 que

H(S,) > H(S,,) > —o0,

para todo n > ng. Assim, H(Z,) = H(S,) — logb, é finita sempre que n > ny. Da
Proposigao 2.10, segue entao que D(Z,||Z) é finita para todo n > ny.
Agora, suponha que Z é normal. Pela Proposicao 2.8, EZ,%O < 400, 0 que implica
que
ES) =0 E(Zy, + ay,)” <202 (EZ2 +al ) < +o0

e, como Xq,...,X, sao i.i.d., segue que

EX? < ngEX7 + ng(ng — 1)(EX,)* = ES < +oo.
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Logo, para todo n > 1, pela Proposicao 1.7, temos
ES. <nE(X]+...4+ X2) =n’EX] < +©

e podemos obter
EZ2 <VES? + a2 < +oo.

Analogamente aos argumentos acima, para o caso nao normal, da Observacao 2.3 e
pela Proposigao 2.6, segue que H(S,,) < +00. Também, a independéncia das varidveis
X1, Xo, ... garante que

H(Sy,) > H(Sy,) > —o0,

H(S,) — logb,, ¢é finito para todo n > ny. Pela

para todo n > ng. Logo H(Z,) =
Proposicao 2.8, concluimos que D(Z,||Z) < +oo para todo n > ng. O
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Capitulo 3

Convergéncia em Entropia Relativa

3.1 Introducao

Seja Z uma variavel aleatoria estavel nao-degenerada. Pelo Teorema 1.6, existem
uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. {X,,},>1, com fungao de distribuigdo comum

F, e sequéncias de constantes {a,},>1 € {b,}n>1, com b, > 0, tais que
Z, 2z, (3.1)

onde {Z,},>1 ¢ a sequéncia de somas normalizadas

X4t X,

Zn
bn

—a,, n>1 (3.2)

Os teoremas 1.7 e 1.8 fornecem condicoes necessérias e suficientes para que uma funcao
de distribuicao F' esteja no dominio de atracao de uma distribuicao a-estavel, ou seja,
para que (3.1) seja valida.

Assumindo que a convergéncia em (3.1) é satisfeita, uma questao de grande inte-
resse na literatura € se essa convergéncia € valida em um sentido mais forte. Resultados
sobre a convergéncia na norma em L' e a norma de variacao total podem ser encontra-
dos em [10]. Como observamos na introducao do Capitulo 2, convergéncia em entropia
relativa é mais forte do que na norma de variacao total. Neste sentido, Barron [2]
obteve a convergéncia de Z,, a Z em entropia relativa para o caso em que Z tem dis-

tribuicao normal. Especificamente, seu principal resultado é o seguinte:

Teorema 3.1 Sejam X1, X, ... varidveis aleatorias i.i.d. com média zero e variancia

0 < 02 < +00 e seja a sequéncia de somas normalizadas Z,, como em (3.2), com a,, = 0

e by, = oy/n. Entao D(Z,||N(0,1)) —— 0 se, e somente se, D(Z,||N(0,1)) < +o0
n—oo

para algum n > 1, onde N(0,1) indica a varidvel aleatoria com distribuicdo normal
padrao.
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E claro que o resultado também é valido no caso em que as variaveis X;’s tém
média p nao-nula. Neste caso, a, = nu.

Observe que a hipétese 0 < 02 < 400 implica, pelo Teorema do Limite Central,
que Z, > N(0,1). Assim, o teorema de Barron nos diz que se Z, 2 N(0,1), com
b, = oy/n, entdo Z, converge em entropia relativa para N(0,1) se, e somente se, a
entropia relativa entre Z,, e N(0, 1) é finita para algum n.

Uma extensao do resultado de Barron foi obtida por Bobkov et al. [4] para o caso
em que Z, 2 7Ze 7 6 estavel nao-extremal, ou seja, Z é normal ou Z é a-estavel, com
0 < a < 2 e com parametro de simetria —1 < § < 1.

O objetivo deste capitulo é apresentar em detalhes os resultados obtidos em [4].

Assim, nas segoes 3.2 e 3.3 apresentamos basicamente os resultados auxiliares
obtidos por Bobkov et al. que serao utilizados na demonstragao do teorema principal,
que serd apresentada na Secao 3.4.

3.2 Decomposicao Binomial das Convolucoes

Sejam X, Xo,... varidveis aleatérias i.i.d. e {an}n>1 € {by}n>1 sequéncias de
nimeros reais com b,, > 0. Considere a sequéncia de somas parciais
S, =X +...+X,, n>1easequéncia de somas normalizadas Z,, como em (3.2),

ou seja,

Vamos assumir que as varidveis X,,, n > 1 tem densidade comum p(z) e Z, tem
densidade p,(z) para cada n > 1.

O objetivo desta se¢ao é obter uma aproximagao para p,(x) por uma densidade
limitada p,(z).

Para isso, seja um ntmero real fixo 0 < b < % e considere dois conjuntos de Borel
da reta Hy e Hy, de tal forma que para alguma constante M > 0 temos

p(r) <M, VzeH

1—b:/Hlp(a:)dx.

Observe que a existéncia de Hy e H; é garantida pelo fato de p(z) ser uma densidade
de probabilidade. Defina, para todo x € R,

pole) = P14 (@)

b p1(z) plz)

= mlHl(ﬁﬁ)
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as restricoes normalizadas de p nos conjuntos Hy e H;, respectivamente. Entao pg, p;
sao densidades e temos

p(x) = (1 =0)p1 + bpo. (3.3)
Por (3.3) e pelas Proposigoes 1.1 e 1.2, podemos escrever a convolugao n vezes de p da

7% - n n— * n—k)x*
P :Z<k)(1 b)*b kk*p(() ),

k=0

forma

Pelo Teorema 1.2, temos que p™* é a densidade de S,,. Para n > 2, podemos escrever

P = pno + Pt (3.4)

com

n n -
Pn1 = ( >(1 D)o p (3.5)

1
n n—Fk)x*
pro = — b)Fb R pfy (3.6)
k=0

= V4 n(l = by x pp Y,

Entao, como P(Z, < z) = P(S, < aub, + b,x), derivando em relagao & = e usando
(3.4) obtemos
() = bppni(anbn + b,x) + by pro(anby, + byx). (3.7)

Agora, para &, = [ pyo(z)dz, temos

=" +n(1—=b)p"" <nb"! (3.8)

1—e, = Xn: (Z) (1 — b)Fbn*. (3.9)

k=2
Entao, por (3.7), (3.8) e (3.9), as fungoes definidas por

bn

15n<x) = 1—

by,
(anby + by, Pno(z) = ;pno(anbn + bpx) (3.10)
sao densidades tais que

pn(x) - (1 - 57%)571(1‘) + 5npn0(x)‘ (311)

Como p; ¢ limitada, segue pela Proposicao 1.3 que p,1 e p, sao limitadas. Além disso,
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por (3.11), temos
P (x) = pu(2)] = €nlpu(@) = pro(x)] < n(Pn(2) + pro()). (3.12)
Assim, de (3.8), segue que
/ () — pu(z)|dz < 22, < 20" = 0(27™).

Logo, para n grande o suficiente, temos

/|pn — po(z)|dx < 277, (3.13)

ou seja, a medida que n cresce, p,(x) é uma boa aproximagcao de p,. Agora, se consi-

derarmos as funcoes caracteristicas

Fut) = [ B a)da

fult) = [ )i,

entao por (3.13), podemos obter para n suficientemente grande a seguinte estimativa
para as fungoes caracteristicas

Fult) = fult |</rpn ~ pula)ldz < 27", (3.14)

Veremos no lema a seguir que a desigualdade (3.13) pode ser refinada, usando a
distancia L' ponderada por uma funcao peso tipo poténcia.

Lema 3.1 Se E|X;|® < 400 (s > 0) e |ay|b, + 1/b, = o(n”) para algum ~ > 0, entdo
para todo n suficientemente grande temos

/|x|5|ﬁn($) — pu(x)|dx <277, (3.15)

Demonstragao. Por (3.12) e (3.10), temos

by,
1—¢

Logo,

— /|x|sbnpn1(anbn+bnx)d$+/|x|sbnpn0(anbn+bnx)dx.

[l lne) -] < =

o1



Fazendo a mudanca de variaveis y = a,b, + b,x, obtemos dy = b,dx e assim,

[ 161100 = o) < T2 [ ly = bl pus(v)y
+b;S/|y = anbn[*pro(y)dy.

(3.16)

Para obter (3.15), vamos obter limitantes superiores para as duas integrais do lado
direito de (3.16). Para isso, sejam U e V varidveis aleatérias com densidades p;
e po, respectivamente. Considere Uy, U, ... cépias independentes de U e Vi, Vs, ...
copias independentes de V' (as quais também sao independentes de Uy, Us, ...). Como
E|X;|* < 400, por (3.3), temos

X[ = / 2]*p(a)da

= [l (1= o) + b))

= 1—b/|a:\p1 dx+b/|x|p0

= (1-bE[U[ + bE[V]. (3.17)

Denotando S5 = E|X;|*, como b foi fixado tal que 0 < b < 1/2, entdo podemos obter

L 1-b
% = —ElUP + EV[" 2 E|U + E[V]" > max {E|U[", E[V]"}.

Assim, E|U|* < 5,/b e E|V|* < 8,/b. Agora, defina as somas

Som=Vit...+V,

Skn=U1+ ...+ U +Vi+...+ Vg 1<k<n.

Por um lado, se s > 1, entao pela desigualdade de Minkovski no espaco L® com norma
[1€]]s = (E|€]°)Y*, temos

k n
1Skalls <D NUls+ D> IVills = KU + (n = B)[VI]s < n(Bs/b)"*
j=1

j=k+1

Logo E|Sy,|* < %ns e, pela Proposicao 1.7, segue que

E|Skn — nby|® < E(|Skal + |an|bn)® < 251 (E[Skal® + |an|®b5) < 2571 (55 S+ |a,|® b“”) .
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Por outro lado, se 0 < s < 1, entao pela Proposicao 1.6, segue que
1Sknl® <UL+ ..o+ |Ul* + ViIP + ...+ |[Viek|®,
o que implica que E|Sj,,|* < nfs/b e, usando novamente a Proposi¢ao 1.6, temos
E|Skn — anbn|” < E(|Skn| 4 |an|bn)® < E[Skal|® + |an|®b;, < npbs/b+ |a,|*b.
Logo, para todo s > 0, temos

E[Skn — anbn|® < 2° (%nm“(s’” + !anlsbi) : (3.18)

Agora, por (3.5) e (3.9) podemos escrever

/|x — apby |’ pra(x)dx = /|x — apby, | Z ( > VB R (o % p(()n_k)*)(x)dx
~ (n b)kpr—k (n—k)*
- Z (k) b /|3j — anbal* (o} * P )(@dfﬂ

k=2
Como pk* x p(()" M* ¢ a densidade de Sk.n € usando (3.18) segue que
/|:1: — bl om(@)de = ST () (1 - 0)f RIS, — anbal?
= \F

< 2 (%nmaxsl ¥ anl? bs)( ). (3.19)

Analogamente, por (3.6) e (3.8) e (3.18) podemos obter

[le=ablo@ids = [ lo-ab Z( ) 4ok ) ()
= Z<k> b”'“/!x—anbl P s o) () d

k=0
1
n kin—k s
— Z ( ) (1 — b) b E|Sk,n - anbn’
k=0 k
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Usando as desigualdades (3.19) e (3.20) em (3.16), obtemos

25+1

S|y 55 max(s S1.8
/|J]| |pn(x) _pn(x)| S bs (?n (1) + |6Ln| bn En-

Assim, aplicando as hipéteses iniciais sobre os coeficientes a,, b, e (3.8), concluimos
que

/ 2f1Fu(®) — pul)] = 0(2).

Portanto, para n grande o suficiente, segue que

/ 2P (x) — pala)] < 277,

Observacao 3.1 Se assumirmos que Z, 2 Z, onde Z € uma v.a. nao-degenerada,
entdo pelo Teorema 1.6, Z ¢é uma varidvel a-estdvel e b, ~ n'/*B(n) quando n — oo,
onde B ¢ uma funcao lentamente variante no sentido de Karamata. Usando argumen-
tos padroes (ver [13]), pode-se mostrar também que a, = o(n). Portanto, sob a hipdtese

9 . . . L
que Z, = Z, as condi¢oes do Lema 3.1 sobre os coeficientes a,, e b, sao satisfeitas.

O lema a seguir apresenta uma estimativa envolvendo a integral da fungao carac-
teristica f,(z) associada a densidade p, ().

Lema 3.2 Para cada ty > 0, existem constantes positivas ¢ e C' tais que, para todo
n>2,

/ | fu(2)] < Chype™.
‘tlztobn

Demonstragao. Por (3.10) temos

- . . b
fulz) = /emﬁn(x)dx = /eml _ng Pr1(anby, + bpx)de.

Fazendo a mudanca de variaveis y = a,b, + b,z, entao dy = b,dx e segue que

ful@) = e / e (4)dy

1—¢,

1 —itan A t
= € P\
1—¢, Pni by,
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onde pn1(t) = [ €™ pp1(x)dr. Assim, para cada to > 0, temos

f.))dt = by | (bt |dt
/Mbnr (t) /| Falbut)]

by, .
- / P (1), (3.21)
[t|>to

1—e¢,

Para obter uma estimativa para |p,1(t)|, repetindo as mesmas notagoes usadas na de-
monstracao do Lema 3.1, considere U e V v.a.’s independentes com densidades p; e pg,
respectivamente, Uy, Us . .. copias independentes de U e Vi, Vs, . .. cdpias independentes
de V. Dado n > 1, defina

Som=V1i+...+V,,

Skn=Ur+ ...+ U +Vi+...4+ Vo, 1<k<n,
e denote por dj a sua respectiva densidade para cada 0 < k < n. Logo,

dp = p* s pi 1<k <, (3.22)

e se di, p1 € po sao as fungoes caracteristicas de dg, p1 e po, respectivamente, entao

temos

A

di,(t) = Ee™rn = (BEe™)F(Ee™ )% = p(t)*po(t)" %, VteR. (3.23)
Agora, pelo Teorema 1.10, de Riemann-Lebesgue, temos que

T |0 =0, j=0,1
Também, como p;(t) e po(t) sdo fungdes caracteristicas associadas a varidveis aleatérias
absolutamente continuas, temos pela Proposigao 1.12 que, para todo t, > 0, |p;(t)| <1
para quaisquer j = 0,1 e |t| > to. Logo, por continuidade, existe uma constante ¢ > 0
tal que

()] < e™ VIt = to.

Entao, para 2 < k < n e |t| > ty, de (3.22) segue que

()] = 1510 |po(t

N

< ;e

I
=
>
S
~
N—
o

onde A = e~¢("=2) > (. Por construcio, p;(z) < M para todo r € R. Entdo, pela
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formula de Plancherel, dada no Teorema 1.11, temos
“+o0 —+00
| iwpd=2n [ g

e, assim, segue que

A teo oo
/ |y (t)|dt < / Alp1(t)]Pdt < / Alp1(t)]2dt = 27TA/ p1(x)*dx < 2rAM.
[t|>to [t|>to —o0 —00
(3.24)
Agora, por (3.9) e (3.22) podemos escrever
) “~(n k1
/ |pr1 (B)|dEt < / Z( >(1_b)kb Fldy(t)|dt
t1>to 11>t 4y \ ¥
n n R
< (1— b)kbn—k/ \di(t)|dt
kzg <k> [t|>to
e de (3.24) e (3.9), segue que
/ |pna (t)|dt < Z " (1 —b)kp*2rAM
[t>t0 = \ K
= 2rAM(1 —¢,).
Portanto, usando a desigualdade acima em (3.21), obtemos
/ Fu@®)ldt < 2rAMb,
‘tIZtObn
= Cbpe ™,
onde C' = 21 Me*® e o lema estd provado. [l

Observagao 3.2 Do Lema 3.2, seque que ﬁb(t) ¢ integrdvel. De fato,

+oo . .
/ ()] dt = / Fo ()]t + / Fa(D)|dt < 2toby + Chye < +oo.
—00 ‘t|<t0bn

‘t|2t0bn
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3.3 Convergéncia Uniforme para Distribuicoes

Estaveis

Seja Z uma v.a. a-estdvel com densidade 1)(x) e considere a sequéncia de somas

normalizadas X4 L x
7z, = 21 b “ —a,, n>1

com a, € R, b, >0e Xi,Xo,... v.aa’s iid., tal que

Ly — 4

Assumindo que, para n > ng as v.a.’s Z,, possuem densidades p,, (), consideremos, res-
Y 9 ?

pectivamente, as densidades p,(x) construidas como na Sec¢ao 3.2 para o caso ng = 1.

Dessa forma, podemos obter que a convergeéncia fraca de Z,, a Z implica na convergeéncia

uniforme de p,, & 1. E o que provaremos na proposicao a seguir.

. ~ @ 7/ ./ Ve .
Proposicao 3.1 Suponha que Z,, = Z, onde Z € uma varidvel aleatoria absolutamente
continua com densidade . Se as varidveis aleatorias Z, tém distribuicoes absoluta-
mente continuas, para n > ngy, com respectivas densidades p,, entao

sup [Pn(z) —¢(2)| =0 (n — o0),

onde p,(x) sao construidas como em (3.11).

Demonstragao. Considere as fungoes caracteristicas f, (), fn(t) e f(t) associadas as
densidades p,(x), pn(t) e ¥ (z) respectivamente. Da Observagao 3.2 e do Corolério 1.2,
segue que fo(t) e f(t) sdo integraveis. Podemos entdo expressar as densidades p,(z) e
Y (x) pela formula da inversdo, ou seja,

—+00 -
Pule) = / e~ T (1)t

2m J_
e e
vw) =5 [ e sar
Logo,

Foo ~
Bul) — () 1/ it (F(8) — F(0)dt.

:% .

Dividiremos a integral acima em duas regioes {|t| < T,} e {|t| > T, }, onde
0 < T, <tob, para um dado ty > 0. Entao, podemos escrever

1

210 Ju<r,

Pul@) — ¥(2) e (fu(t) — F(1))dt + / e (fult) — f(t))dt.  (3.25)

[t|>T
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Por um lado, da hipétese Z, = Z segue do Teorema de Levy que fa(t) — f(¢)
uniformemente em ¢ sobre qualquer intervalo limitado quando n — oo. Assim, se
T,, — oo de forma suficientemente lenta, entao

lim T, 2(t)— f(t)] = 0. 3.26

M T manc | fu(t) = £ ()] (3.26)
Por outro lado, considerando 0 < T,, < tgb,,, por (3.14) obtemos para n suficientemente
grande que

<T ) — (D] < tob,27™.
O— nﬁlﬁa%z|fn() fn()|— 0Yn

Mas, pelo Teorema 1.6 temos que b, ~ n'/*B(n), onde B é uma funcio lentamente

variante. Entao, para 0 < T}, < tyb,, segue que

lim T, max | f,(t) — fu(t)| = 0. (3.27)

n—oo |t|<Ty

Logo, usando a desigualdade triangular, (3.26) e (3.27), obtemos

0 < lim T, mmac | fu(t) = /(1)
< lim (T, max |fo(t) — fu(t)] + T, max |f(t) — f(1)]) = 0.

n—00 [t|<Tn [t|<Tn

Dessa forma, como

1 —itx [ T 1 _
o fyn, O s < o [ 10 s
1 -
< g e UFalt) - S
1 -
= T max |fa(t) ~ f(0)

segue que lim,_, 5- flt\<Tn e~z (f,(t) — f(t))dt = 0. Assim, podemos escrever (3.25)

como
1

Pu(@) = (x) = — ¢ (falt) = F(£)dt + o(1), (3.28)
21 Jyy>,
Além disso, como f é integravel, temos
lim |f(t)|dt = 0.
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Logo, aplicando a desigualdade triangular em (3.28) podemos obter

s ) v < 5o [ 170~ SOl o)
< o [ AR@lats o [ Iplde+ o)
|t|>Tn T J1t[> T,
- % t|>Tn|j§L(t)\dt+o(1). (3.29)

A integral acima serd divida em duas regides {7, < |t| < tob,} e {|t| > toby,}, isto é,

[ R@la= [ Rl [ IRl
‘t|>Tn Tn<‘t|<tobn \t|2tobn

Pelo Lema 3.2, a segunda integral do lado direito da igualdade tende a zero quando n
tende a infinito, pois b, possui crescimento no maximo polinomial, e assim b,e~“" — 0

quando n — oo. Usando em (3.29) esse fato, a desigualdade triangular e (3.14),

obtemos
~ 1 ~
sup [pa(2) —¥(2)] < o e | fu(t)|dt + o(1)
& n<l|t|<tobn
1 ~ 1
< o | fo(t) = fal®)|dt + —— | £ (£)]dt + o(1)
27 T <|t|<tobn 27 Tn<|t|<tobn
1 1
< — 27"t + — |fn(t)|dt + o(1)
27 )1, <t <tobn T J T <Jt|<tobn
1 1
< =27"ob, + — fu(t)|dt + o(1
- o Tn<‘t|<t0bn| ()] (1)
1

= | f(t)|dt + o(1).

2T )1, <pt)<tobn

Finalmente, pela Proposicao 1.5 existem constantes ¢ > 0 e tg > 0 tais que
|fo()] < e para todo n > 1 e [t| < tob,. Como g(t) = e** ¢ integravel,

segue que
/ | fu(t)]dt < / e qr — 0
Tr<|t|<tobn Tn<|t|<tobn

e a Proposicao 3.1 estd demonstrada.

3.4 Convergéncia em Entropia Relativa

Nesta secao vamos apresentar o principal resultado deste trabalho, devido a Bob-
kov et al. [4], que estende o Teorema 3.1 de Barron [2], para distribui¢io a-estavel
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nao-extremal.

Assim, sejam Z uma v.a. a-estavel, com a € (0, 2], ndo-extremal, com densidade
P(z), X1, Xo, ... vaa’s idd., {an}n>1 € {by}n>1 sequéncias de constantes reais, com
b, > 0, e seja a sequéncia de somas normalizadas

Xi+...+ X,

Zp = — Unp, > L
b a n >

Vamos assumir que as variaveis Z,, possuem densidade p,(z), Vn > 1. Os mesmos
resultados podem ser obtidos se Z,, possuir densidade para n > ng, para algum ng > 1.
O teorema principal a ser demonstrado nesta secao estabelece condigoes ne-
L. ) o 9 .
cessarias e suficientes para que, sob a hipotese que Z,, = Z, tenhamos a convergéncia
em entropia relativa, ou seja, D(Z,||Z) —— 0.
n—oo

Para isso, necessitamos ainda de mais um lema auxiliar. Por facilidade, denote

= = = x)lo Pn(2) x
M—D@m@—DWMM—/m(MgM@d (3.30)

e para p,(z), a densidade modificada construida na Segao 3.2, em (3.11), seja

Pn(2)
()

O lema a seguir, de certa forma, estende a estimativa obtida no Lema 3.1 para

.sz@mmzfmmmg dr. (3.31)

as entropias relativas D, e D, e implica que quando n — oo temos |D,, — lN)n| — 0.

Lema 3.3 Assuma que Z € uma v.a. estavel ndo-extremal com densidade ¥(x). Se
D,, € finito para todo n > ng, e |a,| +logb, + 1/b, = o(n") para algum ~y > 0, entdo

D, — D, <27,
para todo n grande o suficiente, onde D,, e D, sio dadas por (3.50) e (3.51).

Demonstracao. Para simplificar as notacoes, assumiremos ng = 1, a; = 0 e by = 1 sem
perda de generalidade. Entao Dy = D(X,||Z) é finita e assim, do Corolario 2.2, H(X1)

w(;ﬁ) < 4+00. Denote

¢ finita e Elog

D,y = /pno(x) log p?z(zf(;;)dx'
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Considerando L(u) = ulogu, u > 0, pela defini¢ao de p, em (3.11) podemos escrever

Du = /¢“”<%&de

- / Y(z)L ((1 = en)%((g + enp;(’g)) . (3.32)

Agora, pela convexidade da fungao L(u), provada na Proposi¢ao 1.10(a.4), segue que

b= [oto [0-en (B popr (00)]

= 1—5n)D +éenDho.

Por outro lado, aplicando a desigualdade da Proposi¢ao 1.10(a.5) em (3.32) também
obtemos

Pn(z) Pro(®)\ | Prolz) . o Pro()
D> [v [ (ww)+%L<wm>+¢@ﬁ“ =)+ ) )
= (1 —e,)Dn + Do+ L(y) + L(1 — £3).

Das duas desigualdades acima, segue

Dn - Dn S _5nﬁn + gnDnO

D, — D, < e,Dy, — yDno — L(e,) — L(1 — &,,).
Como lN)n, Dyo>0e L(e,), L(1 —&,) <0, podemos obter
1Dy — Dp| < €3 Dy + € Do — Lign) — L(1 — &,,). (3.33)

Queremos obter uma desigualdade a partir de (3.33) onde nao aparega o termo g,. Da

Proposicao 1.8, temos

—L(l—¢,)=(1—c¢,)log

L oty (1
—En - = &n-
1—¢, — 1—¢, c

Entao, usando esta desigualdade em (3.33) e lembrando que L(e,,) = €, log €,,, podemos

escrever
|D,, — Dy| < en(Dp+ Dyo — loge, + 1).
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Mas, por (3.8) temos b" < &, < nb"~! sempre que n > 2. Entao segue que

< en(ﬁn + Dy — loge, + 1)
< n(Dy + Dyo + Cn)b"
< Cn(Dy + Dyo + n)b" 1, (3.34)

|En_Dn|

onde C' =log1/b+ 1.

Para obter estimativas do lado direito da desigualdade (3.34), consideremos, assim
como fizemos na demonstracao do Lema 3.1, varidveis aleatérias independentes U e V'
com densidades p; e pg respectivamente e sejam Uy, Us, . . . cdpias independentes de U e
Vi, Va, ... copias independentes de V', sendo {U, },>1 independentes de {V,,},,>1. Para

cada n > 1, defina

Skon
Rk,n:%—an, 0<k<n,

onde So, = Vi+ ...+ V, e Spp = Zle U, + Z?_lkvi, kE > 1. Se denotarmos a

densidade de Sj,, por dy, ou seja,
E3 n—k *
dy = p* 5 piy ",
entao a densidade 1, de Ry, é dada por

Tk () = budi(anb, + byx).

Assim, da defini¢ao de p,(x) em (3.10) e por (3.5) podemos escrever

bn

ﬁn(x) = 1_¢ pnl(anbn + bnx)
by [ 7 kpn—k
= > . (1 — )b *dy(anby, + bpz)
€ e
1 " n -
= T Z <k> (1 — b))k Fry, . (). (3.35)
" k=2

Também, pela defini¢cao de p,o(z) em (3.10) e por (3.6), obtemos

by,
pnO(x) = €_pn0(anbn+bn$)

1
_ Z <"> (1 = )" *dy (anby + byz)
en =\ k
1

— giz (Z) (1 — b)Y Fry (). (3.36)

k=0

62



Agora, usando (3.35), (3.36) e a convexidade da fun¢ao L, obtemos as seguintes cotas
superiores para D,, e D,y em termos da entropia relativa D(Ry,||Z):

Do = [ur @g))) *
T —

< oot g (o (50 -

(1 —0)"v"*D(Ry.||Z) (3.37)

INA
—
=
=

| —
PR
S

(3.38)

S
N——
_
|
=
ES
SH
3
=
S
oy
=
3
XN

Nosso objetivo agora é usar o Corolario 2.2 para obter que

D(Ry.,||Z) = Elog

1
2b(Rk,n) - H(Rk’n)

e assim obter as estimativas finais.

Para isso, primeiramente da decomposicao de p(z), a densidade de X, em (3.3)
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e da Proposigao 1.10(a.6) podemos obter

pxil|z) = [t ( ”i&)”pow)dx

- Joaloon () 12 )

e assim, como U tem densidade p;, temos

px1Z) > (1 - 0)D(U12) - 2.

Analogamente, obtemos uma desigualdade similar trocando b por 1 — b:

2
D(X:12) 2 bD(V|7) - =,

pois V' tem densidade py. Logo, como, por hipdtese, D(X;||Z) < 400 segue que

D(U||Z) e D(V||Z) sao finitas. Assim, pelo Corolario 2.2 temos que H(U) e H(V') sao
finitas, Elog™ ( ) < +oo e Elog* ( o07) < oo
Agora, das proposicoes 2.1 e 2.4, segue que

H(Ry,) = —logb, + h(Skn) > —logb, + H(U), paral <k <n

H(Ry,) > —logb, + H(V).
Fazendo Cy = min(H(U), H(V')), obtemos

H(Rk,n) 2 - IOg bn + CO; (339)

para todo 0 < k < n. Assim, H(Ry,) > —oo. Para verificar as condi¢ées do Corolario
2.2 aplicado a D(Ry,||Z), vamos separar em dois casos.

Caso 1: Z ~ N(p,0?) para algum p € R e o > 0.
Neste caso, pela Proposigao 2.8, como D(U||Z) e D(V||Z) sao finitas, entao segue que
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EU? < 400 e EV? < +00. Além disso, usando a Proposicao 1.7, obtemos

2
ER}, = E (S’“’” - an>
b bn
1 2 2

1
< 2(%n(EUf—i—...+EU§—|—EV12+...—0—EV,L2k)—l—ai)

n
= 2 (é(kEUQ + (n — k)EV?) + a3>
2
< 2 (Z—% max (EU? EV?) + ai) < +00. (3.40)

Logo, da Observagdo 2.3, Elog*(1/v¥(Ry,)) < +oo. Como H(Ry,) > —oo, segue da
Proposicao 2.6 que H (R ,,) é finita. Dessa forma, pelo Corolario 2.2, D(Ry ,||Z) < 400

e podemos escrever

D(Ry.,||Z) = Elog — H(Ry).

1
w(Rk,n)

Novamente, pela Observagao 2.3 e da cota inferior para H(Ry,) em (3.39), obtemos

1
D(Ry.,||Z) < log(V2mo) + ;(ER%W + 1?) + log b, — Cy

= log bn + Cl + CQE|R]€7”|2,
onde Cy = log (V2m0) + 4 — Cy e C3 = 2. Da desigualdade acima e de (3.40), temos
n2
D(Rk,nHZ) S log bn -+ Cl + C3b—2 + 040%,
onde C3 = 2K(C5 e Cy = 2C,. Usando as hipoteses iniciais sobre a,, e b,, segue que
D(Ryn||Z) = o(n”") para algum +' > 0. De (3.37) e (3.38), obtemos que D,, = o(n?")

e Dyo = o(n""). Por fim, de (3.34), concluimos que \En — Dy =o0(27").

Caso 2: Z possui distribuicao estdvel nao-extremal a qual nao é normal.
Neste caso, pela Proposicao 2.9, como D(U||Z) e D(V||Z) sao finitas, segue que
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Elog(1+|UJ|) < 400 e Elog(1 + |V|) < 400. Usando a Proposigao 1.11, temos

Sk
log(1 + | Rinl) < log (1—|—|b’“—’|_|_|an|)

IN

Sk,
log(1 + |a,|) + log (1 + | bk’ |)

1
log (1L + [an]) + -+ log(1 + [k

IN

IN

n

k n—=k
1
log(1 + |an]) + 7 + log(1+ |U;]) + > log(1 + [V;]).
i=1 j=1

Logo,

1
Elog(l + |Renl) < log(l+|an|) + ot kElog(1+ |U]) + (n — k)Elog(1+ |V])

n

1
< log(1+ |an]) + 0 + nCs, (3.41)

onde C5 = max (Elog(1 + |U]), Elog(1 + |V])). Da Observagao 2.5, existem constantes
A, B > 0 tais que

Elog* ( ) < A+ BElog(1 + |Ry.|)- (3.42)

1
¢(Rk,n)
Assim, de (3.41) e (3.42), segue que Elog* (1/¢(Ry.,,)) < +00. Como H(Ry,,) > —o0,
temos pela Proposigao 2.6 que H(Ry,) é finita. Portanto, pelo Corolério 2.2, podemos

escrever

D(Ryn||Z) = Elog — h(Rppn)-

1
w(Rk,n)
Dessa forma, das desigualdades (3.42), (3.41) e (3.39), temos

D(Rinl|Z) < A+ BElog(1+ |Ry,|) +logb, — Co
< logb, + Cs + Crn+ B(log(1 + |a,|) + 1/b,),

onde Cg = A — Cy e C; = B(C5. Usando as hipdteses iniciais sobre a,, e b, segue que
D(Ry.||Z) = o(n”") para algum 7" > 0. De (3.37) e (3.38), obtemos que D,, = o(n"")
e Dyo = o(n”"). Por fim, de (3.34), concluimos que |D,, — D,| = o(27™).

O

- . ? . .
Observacao 3.3 De acordo com a Observagao 3.1, se Z, = Z entao as condi¢oes do
Lema 3.3 sobre as sequéncias a, e b, sao automaticamente satisfeitas.
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Finalmente, estamos em condicoes de demonstrar o teorema principal, de a Bob-
kov et al. [4].

Teorema 3.2 Assuma que a sequéncia de somas normalizadas Z, definidas anterior-
mente converge em distribuicao para uma varidvel aleatoria Z estdvel nao-extremal.
Entao D(Z,||Z) — 0 quando n — oo se, e somente se, D(Z,,||Z) < +o00 para algum
Un Z 1.

Demonstra¢ao. Se D(Z,||Z) — 0 quando n — oo, entdo claramente D(Z,||Z) <
+o0o para algum n. Reciprocamente, assuma que D(Z,,||Z) < +oo para algum
ng > 1. Entdo, como Z é uma v.a. nao-extremal, pela Proposicao 2.11, segue que
D(Z,||Z) < +00, ¥n > ny.

Sejam 1) a densidade de Z e p, a densidade de Z,,, p,(z) a densidade modificada
construida por (3.11) na Secio 3.2 ¢ considere Z, uma v.a. com densidade p, ().
Denote D,, = D(Z,||Z) e D,, = D(Z,||Z), como em (3.30) e (3.31). Entao, podemos
escrever

0< D, <|D, — Dy,| + D,. (3.43)

Agora, como por hipdtese 7, 2z , entao conforme as observacoes 3.1 e 3.2, as
sequéncias normalizadoras a,, e b, satisfazem as condicoes dos lemas 3.1 e 3.3 e como
D, < +o0, Vn > 1, segue do Lema 3.3 que

|D,, — D,| < 2", para n suficientemente grande. (3.44)

Assim, D, < +00 para n grande o suficiente e, da defini¢ao, segue que ¢(x) =0
implica p,(x) =0 q.c..
Por (3.44) temos

|D,, — D,| — 0 quando n — oo (3.45)

e entdo por (3.43) basta mostrarmos que 5n — 0 quando n — oc.
Para isso, consideremos a fun¢ao L(u) = wlogu, u > 0 e por (3.31) podemos

escrever

D, = D(Z,]|7) = /L (%((;))) W(z)de, (3.46)

Para obter um limitante superior para D,, que convergird para zero, vamos analisar se-
paradamente os casos em que Z é v.a. a-estavel nao-extremal e nao-normal e quando

7 é normal.

Caso 1: Z possui distribuigao estdvel nao-extremal a qual nao € normal (a € (0,2)).

Neste caso, utilizaremos a desigualdade elementar da Proposigao 1.10(b), ou seja, dado
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e € (0, 1], existe C. > 1 tal que
Lt) < (t—1)+Ct —1'*, vt >0. (3.47)

Isto implica, por (3.46), que

ﬁ"gt/Kigy*)+@¢m>

Pn(z) — ¥(x)]"*
Cg/ D) dx.

T

—1

1 U(z)dz

Fazendo A, = sup, |p.(z) — ¥ ()|, temos pela Proposi¢ao 3.1 que A,, — 0. Assim,

A, < 400 para n suficientemente grande e podemos escrever

msqm/w%mmwwmm, (3.48)

para n suficientemente grande. Como A, — 0, entao basta provar que a integral em
(3.47) ¢é finita. Pela Proposicdo 1.4, existe ¢ > 0 tal que (x) > ¢(1 + |2])~0+%) para
todo * € R e pela desigualdade (1.14) da Observacao 1.1, temos que
(14 |z])® < 2°(1 + |z|®), Vs > 0. Entao usando estas desigualdades em (3.48) po-

demos obter

~ 1
Dy < G20 / (L+ 2" |Bu(2) — o (2)|d.

Escolhendo e < %5 e fazendo s = (1 + ) < @, a ltima integral pode ser limitada

por

[+ el Bute) = pu@da [ @+ ol pulalde + [(1+ el )0t

Pelo Teorema 1.9, temos sup,, E|Z,|° < +00 e como E|Z|* < 400, segue do Lema 3.1
que todas as integrais acima sao limitadas por uma constante. Dessa forma, temos
D, — 0 quando n — oo, o que implica, por (3.43) e (3.45) que D,, — 0 e o teorema
esta provado para o caso em que Z nao é normal.

Caso 2: Z possui distribuicao normal.

Suponha, sem perda de generalidade, que Z tem distribuicao normal padrao. Para uma

sequéncia T),, dividiremos a integral em (3.46) em duas regides {|z| < T} e {|z| > T,},
Dn:/ L( )¢xdw+/ L( Y(x)dx.
2| < T Y(x) () 2> T V() (=)
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Para a primeira integral na soma acima, usaremos a desigualdade (3.47) com ¢ = 1
e C. = 1 e fazendo como no caso anterior limitaremos o integrando por A,. Dessa

forma, temos

=~ |ﬁn(x) B ¢($)|2 ~ ﬁn(x)
D, /x|§Tn o) dw+/|m|>Tn pn(z) log () dx

1 " ()
A2 —d n 1 dx.
< /| o) H/an (@) log 25y 42

Agora, como 9 é a densidade Normal padrao, obtemos

IN

D,, < 2T,/ 2me™ /A2 + /

|z|>Tn

2
() {logﬁn(x) + % + log V2| dz.

Mas, pela Proposigao 3.1, podemos concluir que p,(z) < 1 para n suficientemente
grande, o que implica logp,(z) < 0 para n suficientemente grande. Entao escolhendo
T,, T, — oo de forma suficientemente lenta tal que 27,,v/2me™2/2A2 — 0, podemos
obter

~ 2
D, < / () [x_ + log \/27?} dz + o(1)
[>T 2
1 - ~
= = / 2*py, ()dz + log v 2m Pn(x)dz + o(1).
2 Jjz>T0 || > T

Como p,(x) é integravel, segue que f|x‘>Tn pn(z)dz = 0o(1). Logo

~ 1

D, < —/ 2P (z)dx + o(1).
2 Jjel>Tn

Somando e subtraindo p,(z), segue que

~ 1 1
D, < —/ 22| pp () — pp(z)|dw + —/ 2, (z)dx + o(1). (3.49)
2 Jie|>T, 2 Jya|>T,

Note que, pela Proposigao 2.8, como Z é normal e D(Z,,||Z) < +00 temos que
EZ? < +oc0. Dessa forma,

ESEO = bioE(Zno + ano)z S 2biQ(EZ’VQLO + a’?zo) < +00
e, como Xq,..., X, sao i.i.d., segue que

EX? < noEX7} +ng(ng — 1)(EX,)* = ES; | < +oo.
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Entao podemos usar o Lema 3.1 para concluir que a primeira integral em (3.49) tende
a zero. Como EX? < 400, segue de forma anédloga ao Lema 1.1 que a sequéncia Z2 é
uniformemente integravel e assim a segunda integral em (3.49) também converge para
zero. Portanto D, — 0 ¢ por (3.43) e (3.45) segue que D,, — 0. Concluimos entdo a
prova do teorema.

O
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