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Nesse trabalho, nés apresentamos os tratamentos tedrico e experimental do movimento de um disco
dotado de quatro pontos de apoio sobre uma superficie horizontal com atrito. A solugao matematica do
problema é obtida com o uso do formalismo lagrangiano. Diferentemente do caso de uma superficie lisa, é
preciso adicionar, as equacdes dindmicas, as forcas generalizadas que acoplam a dindmica de translagao
do centro de massa e a dindmica de rotagao em torno deste. Em virtude da complexidade das equagoes,
solugOes numéricas sdo requeridas. A solucdo numérica permite obter a trajetéria do disco e observar os
efeitos do acoplamento no decaimento das energias mecénicas rotacional e translacional. Para procurar
reproduzir a dindmica calculada, um aparato experimental foi idealizado e construido. Além de reproduzir
qualitativamente os efeitos previstos, o aparato foi aproveitado para aplicar uma sequéncia didatica cujo
objetivo é apresentar os conceitos de energia mecénica (potencial e cinética), suas transformagoes e sua
perda irreversivel por dissipa¢do, em um nivel condizente com os de estudantes do primeiro ano do ensino
médio.

Palavras-chave: forgas de atrito, dissipacdo, translacao, rotagdo, energia mecénica.

In this work, we present the theoretical and experimental treatment of the motion of a disc supported
by four points lying on a horizontal surface with friction. The mathematical solution of this problem was
obtained in the context of the lagrangian formalism. Unlike the case of smooth surfaces, we need add to the
dynamical equations the generalized forces that couple the dynamics of translation of the center of mass
and the dynamics of rotation around it. Due to the complexity of the equations, numerical solutions are
required. The numerical solution allows both to obtain the trajectory of the disc and to observe the effects
of the coupling in the decays of the rotational and translational mechanical energies. Seeking for reproduce
the calculated dynamics an experimental device was idealized and effectively build. Beyond to reproduce
qualitatively the predicted effects, the device was also utilized to implement a pedagogical sequence in
order to present the concepts of mechanical energy (potential and kinetic), its transformations and its
irreversible loss by dissipation, in a depth adequate for a first year high school class.
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1. Introducao

Um dos processos mais comuns a que um corpo
s6lido pode ser submetido é o de deslizamento so-
bre uma superficie com atrito, no qual se observa,
geralmente, uma combinac¢ao dos movimentos de
rotacao e de translacao. Essa situagao geral guarda
relacdo direta com um problema préatico amplamente
relacionado com vivéncias quotidianas, em particu-
lar, a dos estudantes do Ensino Médio: o problema
de um carro que entra em processo de derrapagem,
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apds a perda de controle por parte de seu motorista.
Nesse problema, observa-se, comumente, que 0s car-
ros tragam, com suas rodas (no asfalto ou na terra),
trajetorias curvas que sdo o resultado de wma com-
binacao de movimentos de rotacdo e de translacdo.

A modelagem matematica desse processo envolve
a adocao de uma série de hipdteses simplificadoras,
sendo o primeiro conjunto delas referente a mode-
lagem da prépria estrutura do objeto que se move.
Como é padrao, nos textos de mecénica classica, o
modelo mais utilizado é o de corpo rigido [1]. A mode-
lagem de um corpo rigido pode ser ela prépria mais
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ou menos sofisticada, envolvendo distribuicoes de
massa que podem ser homogéneas ou heterogéneas,
continuas ou, em casos mais simples, até mesmo
discretas.

Um outro conjunto de hipéteses simplificadoras
corresponde & modelagem das forgas que atuam so-
bre o corpo rigido. No caso de um deslizamento livre,
onde nao existem forcas motoras atuando sobre o
corpo, as unicas forgas nao equilibradas existentes
sao as provenientes do atrito entre os pontos so-
bre os quais o corpo se apoia sobre a superficie e a
prépria superficie de deslizamento (plano horizon-
tal com atrito). A primeira preocupagado consiste
em estabelecer os pontos de atuacao das forcas de
atrito. Em um sélido geral, de formato irregular, os
pontos de apoio podem ser infinitos, distribuidos
nas superficies de contato com o plano com atrito.
Assim, o modelo mais simples que pode ser adotado
consiste em um conjunto finito de pontos de apoio.
No nosso caso, com o objetivo de manter a analogia
com um carro em deslizamento, assumiremos qua-
tro pontos de apoio. Em um carro real, suas rodas
dianteiras e traseiras nao sustentam o mesmo peso,
0 que significa que elas ndo estdo simetricamente
dispostas com relacao ao seu centro de massa. Além
disso, carros tendem a ter um formato retangular.
Essas nao sao condigbes dificeis de implementar,
contudo, para manter a apresentacdo a mais simples
possivel, vamos tratar de uma distribuicao de pon-
tos de apoio completamente simétrica. Por fim, no
movimento de derrapagem real de um carro, suas
rodas encontram-se, quase sempre, girando e desli-
zando sobre a superficie. Uma situagdo menos geral,
mas ainda de interesse, é aquela em que as rodas se
encontram travadas. Nesse caso, os pontos de apoio,
ou seja, as rodas, apresentam apenas deslizamento.
Serd essa a nossa suposicao basica, ao nos referirmos
a essa analogia.

A segunda preocupacao refere-se a intensidade e
a dire¢ao das forgas. O modelo mais simples parece
ser aquele que corresponde a forgas constantes em
modulo — Lei IT de Coulomb — e exclusivamente pro-
porcionais aos respectivos pesos sustentados — Lei
I de Coulomb. Outras suposi¢oes tradicionais sao
as de independéncia da &area aparente de contato
(Lei IIT de Coulomb) e da dependéncia dos coefici-
entes de atrito da natureza dos materiais envolvidos
(Lei IV de Coulomb) [2]. Quanto as suas diregoes,
¢é natural assumir que sejam sempre contrarias as
velocidades instantaneas dos pontos de apoio, sendo,
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portanto, varidveis com o tempo. Veremos, contudo,
que esse modelo ndo é, como parece a primeira vista,
o mais simples, do ponto de vista dindmico. De fato,
muitos outros modelos podem ser adotados. Mesmo
supondo-se que as dire¢es sejam sempre contrarias
aos movimentos dos pontos de apoio, pode-se ainda
modelar forgas cujas intensidades sejam funcao do
modulo das velocidades instantdneas. Entre as su-
posi¢oes mais simples, estao as de dependéncia direta
(linear, quadratica, etc.) e dependéncia inversa (li-
near, etc.), que serdao também estudadas, embora
apenas de modo superficial, a titulo de comparacao
com o modelo de forga constante. E importante des-
tacar que a consideracao de tais modelos serve, aqui,
apenas para fins didaticos. Evidentemente, nao se
espera que nenhum deles seja, de fato, correto, pelo
menos, ndo sem muitas consideracoes adicionais. A
ciéncia por tras dos mecanismos que produzem a
friccao é altamente complexa e sofisticada [2-5] e
nao é nosso interesse, aqui, analisar o fenémeno do
ponto de vista microscépico. Porém, vale a pena
ressaltar que ha indicacbes claras de que a validade
de diferentes modelos esta condicionada ao intervalo
de velocidades relativas de deslizamento — com ve-
locidades muito baixas, a forca de fricgdo aumenta
com a velocidade; em velocidades intermedidrias (de
~ 0,025 m/s a ~ 0,3-1,0 m/s), a forca é indepen-
dente da velocidade; e, em altas velocidades, a forca
diminui com a velocidade [3,6,7].

Dado um corpo rigido e as forcas que sobre ele
atuam, o problema mecéanico passa a ser, em geral,
bem definido: trata-se de resolver o chamado pro-
blema de valor inicial (PVI) [8]. No caso em questao
— claramente, um processo envolvendo perda mo-
notonica de energia mecanica —, isso significa que,
dadas as posigoOes iniciais e as velocidades iniciais
(ndo todas nulas) do corpo rigido, uma solugao tnica
para a sua trajetéria deve ser obtida. Evidentemente,
o corpo deve tender, assintoticamente, ao estado de
repouso.

Uma abordagem inicial do problema poderia
comecar pela consideracdo de métodos vetoriais
que implicariam, primeiramente, a obtencao das
equagoes de Newton para as (possivelmente, infini-
tas) massas discretas (infinitesimais) que compoem
o corpo rigido. Percebe-se, entretanto, que existem,
pelo menos, dois complicadores para uma aborda-
gem desse tipo: (i) as forgas atuantes (de atrito) sao
fungées desconhecidas e complicadas do tempo, pois
dependem, de forma nao-trivial, das velocidades ins-
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tantdneas, e (ii) as forcas internas (de vinculo) sdo
também fungdes desconhecidas e complicadas do
tempo e devem ajustar-se instantaneamente para
manter a geometria rigida do corpo. Evidentemente,
nao apenas é bem-vindo evitar parte dessas com-
plicacbes como €, também, completamente desne-
cessario, de um ponto de vista pratico, ter que en-
frenta-las.

Para contornar tais problemas e tratar situacoes
como essa de maneira mais adequada é comum
lancar mao de métodos analiticos. Tais métodos pres-
supoem a escolha de um sistema de coordenadas ge-
neralizadas e a obtencao das chamadas equacdes de
Euler-Lagrange, a partir de uma funcdo denominada
lagrangiana [1]. Em contextos didéticos, nao é tao
comum observar a aplicacdo de métodos analiticos
em situagoes envolvendo forgas que nao sejam con-
servativas, como é justamente o caso das forgas de
atrito. Entretanto, é perfeitamente possivel fazé-lo e
um dos recursos disponiveis envolve a construcao da
chamada fun¢do de dissipacio de Rayleigh [1,9], em-
bora esse nao seja um expediente sempre necessario,
ou mesmo, em todo caso, o mais conveniente [10].
Com ela, as equagoes de Euler-Lagrange podem ser
escritas da maneira habitual, embora com termos
adicionais correspondentes as forcas generalizadas.

E, em geral, muito dificil obter solugoes analiticas
das equacoes de Euler-Lagrange — um conjunto fi-
nito de equacgoes diferenciais ordindrias, de segunda
ordem, acopladas —, mesmo em exemplos relativa-
mente simples. Assim, se quisermos obter as tra-
jetorias que resultam da solugdo do sistema, devemos
lancar mao de estratégias de integracdo numérica.
Para tanto, pode-se construir programas computa-
cionais especificos ou, de forma mais conveniente,
utilizar as rotinas de integracao numeérica que ja
vém embutidas em varios programas de computagao
algébrica, tal como o MAPLE [11]. Mesmo antes de
obter as trajetorias explicitamente, sabe-se que a
simples presenca de forcas de atrito pode acarretar
o surgimento de um efeito ausente da dindmica de
corpos rigidos submetidos a forgas conservativas: o
acoplamento dos graus de liberdade de rotagao e de
translacao — anédlogo ao efeito Magnus [12] —, com
o consequente acoplamento da evolugao temporal
das taxas de dissipagdo das energias translacional e
rotacional.

O primeiro objetivo desse trabalho é apresentar
alguns casos em que essa dindmica € solucionada
para, em sequida, observar as consequéncias do aco-
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plamento dos movimentos rotacional e translacional,
tanto no que se refere ao acoplamento entre as ta-
zas de decaimento das energias cinéticas rotacional
e translacional, quanto no que se refere aos (es-
perados) desvios com relagdo a forma retilinea da
trajetoria do centro de massa.

Um outro problema interessante consiste em verifi-
car em que medida a modelagem teérica, com todas
as suas hipoteses simplificadoras, pode constituir
uma aproximag¢ao minimamente acurada de uma
dindmica real. Sempre houve interesse por experi-
mentos simples, mas tecnicamente bem realizados
e metodologicamente bem conduzidos, que permi-
tissem realizar julgamentos desse tipo, tanto com
objetivos préaticos quanto puramente teéricos e, até
mesmo, pedagdgicos [6,7, 13-16]. No contexto desse
trabalho, o interesse maior recai na possibilidade
de julgar se a forma das trajetérias reais pode ser
reproduzida por algum dos modelos tedricos estu-
dados. Para isso, faz-se mecessdrio construir um
modelo experimental que procure reproduzir (parte
de) as condi¢ées envolvidas no modelo tedrico. Com
efeito, o sequndo objetivo desse trabalho consiste em
apresentar a idealizacdo e a efetiva construcdo de
um prototipo de aparato simples para realizar esse
tipo de cotejamento.

Dois pontos importantes devem ser ressaltados. O
primeiro é que ainda nao foi possivel construir um
aparato suficientemente sofisticado, de forma que o
que serd apresentado pretende ser meramente preli-
minar, tendo permitido, no maximo, comparagoes
qualitativas. O segundo é que nao é realmente nosso
objetivo apresentar, em nenhum nivel, um trabalho
técnico na area da tribologia, j4 que essa é uma
area de pesquisa para especialistas, fora de nossas
préprias areas de interesse e atuacao. Nosso obje-
tivo é, antes, meramente didatico-pedagoégico, como
ficara melhor esclarecido adiante. De mais a mais,
a testagem de modelos tedricos, tais como os con-
siderados, dificilmente requereria situacoes experi-
mentais tdo complicadas. Alids, nesses casos, quanto
mais complicadas as situagbes, menores devem ser
as chances de se obter bons resultados. Por outro
lado, se o objetivo é didatico, experimentos exces-
sivamente simples podem ser ou conceitualmente
muito restritos ou pouco atraentes.

Resumidamente, qualquer que seja o aparato a ser
construido, ele deve consistir de um dispositivo de
lancamento que imprima, no corpo, movimentos ini-
ciais de rotacao e translacdo — com velocidades que
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possam ser conhecidas — e que, em seguida, permita
que o corpo deslize livremente sobre uma superficie.
Em nosso caso, o corpo consistiu em um disco, do-
tado de quatro pontos de apoio (um ”carrinho”) que,
inicialmente, encontrava-se acoplado a um eixo rotor,
ambos suspensos verticalmente. O conjunto formado
pelo carrinho e pelo eixo rotor entra em movimento
de rotacao a partir da agdo de um cabo (fio fino), em
cuja extremidade encontra-se um peso suspenso. O
peso ¢ solto de uma determinada altura e o carrinho
desacopla-se do eixo rotor quando o peso atinge o
fim de seu curso. O carrinho cai sobre uma superficie
horizontal, girando, e, nesse exato instante, recebe
um impacto horizontal de um dispositivo que possui
uma energia potencial eldstica estocada (um “fer-
rolho”, dotado de uma mola). O resultado obtido
é uma trajetéria que combina rotagao e translagao
e que pode ser registrada na superficie por onde o
movel deslizou, ja que os pontos de apoio podem ser
dotados de pontas marcadoras (com tinta).

Evidentemente, muitos outros sistemas de
langamento poderiam ter sido utilizados. O motivo
pelo qual fizemos essa escolha especifica encontra-se
em nosso terceiro e ultimo objetivo. Ele consistiu em
utilizar o aparato experimental também como um
instrumento pedagdégico mais amplo, visando ensi-
nar conceitos associados ds formas mais comuns de
energia mecanica e mostrar como essas formas de
energia se transformam até, finalmente, serem to-
das dissipadas como resultado da atuacdo das forcas
de atrito. Nesse caso, a forma e, principalmente, os
comprimentos dos percursos dos pontos de apoio
do carrinho devem ser medidos e analisados. Eles
servem de base para o desenvolvimento de boa parte
das discussoes e ilustracGes que apresentamos, nesse
trabalho, sistematizadas em uma sequéncia didatica
sugerida.

Na verdade, acreditamos que a situagdo concreta
acima descrita tem potencial para ser utilizada no en-
sino de grande quantidade de conceitos de mecénica.
Esse entendimento encontra-se em consonéncia com
o de muitos autores, que veem na utilizacdo de
experimentos, sendo uma chave, pelo menos um in-
grediente muito importante no ensino integrado de
conceitos da fisica [17-21]. A propédsito, uma das
vantagens que vemos no aparato que utilizamos esta
exatamente na integracdo e na instanciacdo dos
conceitos mecanicos em um tnico "fenémeno”, sufi-
cientemente complexo para ser atraente, porém, nao
tanto que nao possa ser entendido em termos dos
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conceitos que normalmente sdo ensinados para es-
tudantes do Ensino Médio ou dos semestres iniciais
de um curso de graduacao. Exemplos desses con-
ceitos que aparecem necessariamente integrados no
experimento da dindmica de deslizamento sdo os de
posicao, trajetéria, velocidade, velocidade angular,
forca de atrito, forca elastica, energia potencial gravi-
tacional, energia potencial elastica, energia cinética e
dissipagao. Com base nessas ideias, o protétipo cons-
truido foi utilizado na aplicacdo de uma sequéncia
de aprendizagem, similar & que apresentaremos, em
uma turma de estudantes do primeiro ano do En-
sino Médio, no Instituto Federal do Norte de Minas
Gerais (IFNMG) — Campus de Salinas [22].

O trabalho esta dividido da seguinte forma. Na
secao 2, discute-se a aplicacdo do formalismo lagran-
giano para formular o problema de deslizamento de
um corpo rigido em superficies com atrito. Na secao
3, apresentamos as solugdoes numéricas do sistema
dindmico, com algumas diferentes escolhas de mo-
delos de forga, e analisamos a dindmica acoplada
de decaimento das energias cinéticas translacional e
rotacional. Na secao 4, apresentamos um prototipo
de aparato experimental desenhado para verificar a
validade dos diferentes modelos tedricos. Na secao
5, realizamos uma importante discussao sobre os
conceitos de energia, trabalho, transformagao, con-
servacao e dissipacdo e, em particular, sobre o teo-
rema do trabalho-energia, com fins de subsidiar a
aplicagao do aparato experimental em sala de aula.
Na secdo 6, descrevemos a aplicagdo do aparato, bem
como a sequéncia didatica e a andlise conceitual su-
geridas. Por fim, na se¢do 7, apresentamos algumas
consideracdes finais. Um exemplo do programa em
MAPLE elaborado para solucionar numericamente
o problema dindmico, com instrugoes para sua imple-
mentacdo, pode ser encontrado no seguinte endereco
eletronico: http://www.fis.unb.br/index.php?

option=com_myjspace&view=see&pagename=antony.

2. Formalismo Lagrangiano Aplicado a
Dindmica de Corpo Rigido em Su-
perficies com Atrito.

Sem perda de generalidade, para tornar a apre-
sentacdo mais simples e didatica, vamos discutir o
equacionamento e a solu¢ao do problema dinamico
de uma barra rigida que desliza, apoiada sobre suas
duas extremidades, sobre uma superficie com atrito
(plana e horizontal). Ao longo de toda a trajetéria,
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considera-se que o peso da barra é sustentado de
modo equitativo por suas duas extremidades. A des-
peito da simplicidade desse modelo, a extensao do
tratamento para o caso de um corpo rigido de for-
mato genérico, com distribuicdo de massa continua,
apoiado sobre um numero finito de pontos simetri-
camente dispostos, é praticamente imediata.

Evidentemente, a principal diferenca entre essa si-
tuacao e aquela correspondente a dinamica de corpos
rigidos que normalmente é discutida nos textos de
mecanica cldssica usados em cursos de graduagao € a
presenca das forcas de atrito. De fato, em sua grande
maioria, esses textos concentram-se no problema do
corpo rigido submetido a forcas de volume conser-
vativas, tais como a forga gravitacional. Como uma
forca conservativa deve ter rotacional nulo e deve
ser funcdo exclusiva das posi¢bes — ou seja, deve ser
explicitamente independente do tempo, das veloci-
dades, etc. —, isso implica, necessariamente, que ela é
derivavel de uma funcao escalar, a energia potencial
U(7), que também é fungao exclusiva das posigoes.
Assim, o formalismo lagrangiano pode ser aplicado,
de acordo com as prescrigoes habituais, bastando,
para tanto, que se escolha um sistema de coorde-
nadas generalizadas ¢;(7)conveniente e se construa
a funcao lagrangiana L(q;,¢;) = T(qi,d¢i) — U(qi),
onde T representa a energia cinética do sistema. Em
seguida, o principio de Hamilton ¢ utilizado para de-
rivar as chamadas equacoes de Euler-Lagrange, cuja
solugdo fornece as trajetériasq;(t; ¢io, Gio) em funcao
das condigoes iniciais (g0, gio). No caso da barra
rigida, as coordenadas generalizadas mais adequa-
das s@o as coordenadas angulo — centro de massa (6 —
CM), ja que elas permitem eliminar o (inico) vinculo
trivialmente. Além de conveniente, essa escolha é,
também, significativa. De fato, pode-se demonstrar
que, nas coordenadas 6 — CM, as equagoes de movi-
mento de qualquer corpo rigido submetido a forcas
conservativas se desacoplam e as energias rotacional
e translacional se conservam de forma independente
[1].

A introducao de forgas de atrito, ou seja, de forcas
de contato dissipativas, acarreta um cenario bas-
tante diferente do previamente descrito. Em pri-
meiro lugar, porque a energia mecénica nao é con-
servada: ela se dissipa monotonicamente, de modo
que o estado assintético do corpo rigido é sempre
o de repouso. O fato de as forcas de atrito nao
serem conservativas nao permite que uma funcao
energia potencial seja construida, de modo que essas
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forcas tém que ser convenientemente adicionadas
as equagoes de Euler-Lagrange. No caso geral, a
inclusao dessas forcas pode nao ser de todo trivial,
pois é preciso escrevé-las como forcas generalizadas
correspondentes a cada uma das coordenadas ge-
neralizadas com as quais a dindmica é descrita. A
forma usual de se realizar essa tarefa consiste em en-
contrar a chamada func¢do de dissipacdo de Rayleigh
[1,9]. A partir dela, as forgas generalizadas podem
ser obtidas, bastando que se calcule os negativos das
derivadas parciais com relacdo as respectivas veloci-
dades generalizadas. Em segundo lugar, a inclusao
de forgas dissipativas pode implicar, a depender do
modelo de forca adotado, o acoplamento entre os
movimentos rotacional e translacional. Nos casos em
que isso acontece, aparece um acoplamento entre as
evolugdes temporais das energias cinéticas rotacional
e translacional. Isso significa que as suas respectivas
taxas de decaimento passam a ser, em geral, além
de variaveis, ndo-monotonicas. Ou seja, a medida
que a energia mecénica total é dissipada, é possivel
que se observe uma “transferéncia relativa”entre as
energias rotacional e translacional.

Passemos, entdo, as consideragdes detalhadas.
Consideremos uma barra rigida, de comprimento
h, apoiada apenas sobre suas duas extremidades,
cada uma concentrando uma massa m, em uma Su-
perficie horizontal, com atrito. As forcas de atrito
podem ser modeladas de qualquer forma, mas o
modo aparentemente mais simples e ainda suficien-
temente realistico de fazé-lo é supo6-las de mdédulo
constante e diretamente proporcional ao peso sus-
tentado (mg, com g representando a aceleragao da
gravidade), com suas diregoes opostas as das velo-
cidades instanténeas dos pontos de apoio, Vi (t) e
Va (1)

A%
Fati(t) =—pmyg ’7

O valor do coeficiente de atrito u — que caracteriza
o deslizamento relativo entre as extremidades da
barra e a superficie — é considerado conhecido, por
experiéncia. A figura 1 esquematiza a acéo das forcas
de atrito sobre a barra girante, nesse caso.

Devido a necessidade de considerar explicitamente
as forcas de vinculo entre as massas, torna-se bem
mais complicado abordar o problema através de
métodos vetoriais. De fato, isso é, inclusive, des-
necessario, pois o niamero de graus de liberdade
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Figura 1: esquema de forcas de médulo constante na barra
girante sobre superficie com atrito. Cada massa possui uma
velocidade instantanea que é a composicao da velocidade
do CM com a velocidade linear de rotacdo em torno do CM,
vy = Qh/2.

do sistema é apenas trés, ja que as coordenadas
cartesianas estdo submetidas ao seguinte vinculo

(1 —22)° + (1 — )’ =h* =
f=@ —2)*+ @y —yw)?-hr=0, (2

que é o que define o corpo como sendo rigido. Nessas
condicbes, é bem mais conveniente lancar mao de
métodos analiticos [1]. Em coordenadas cartesianas,
as velocidades instantaneas se escrevem como

Vi(t) = 11+ 91
Vo (t) = dol + oj

A lagrangiana do sistema reduz-se apenas ao
termo correspondente a soma das energias cinéticas
de cada massa, ja que nao ha forcas conservativas

atuando sobre o corpo. Ela sera, portanto,

L:T—U:%(V%JrV%):

5 (@ +at+a3+a) . (4)

Devemos, agora, considerar as forcas de atrito.

Primeiramente, vamos escrevé-las como funcao das
coordenadas e velocidades cartesianas

Fat,(t) = —umg‘zzgg‘ =

—MmgLi - umg#j (5)

Vi -+ Vi +
Como queremos introduzir as forcas de atrito nas
equagoes de Euler-Lagrange para as coordenadas

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 38, n® 2, €2316, 2016

Dinémica de corpos rigidos em superficies com atrito

generalizadas, é conveniente definir a func¢do de dis-
sipagao de Rayleigh ®(q;,¢;). Essa fungao é tal que
os negativos de suas derivadas parciais com relacao
a cada uma das velocidades generalizadas fornecem
as respectivas forcas generalizadas que devem ser
introduzidas nas equacoes de Euler-Lagrange

(1)
dt 8(]]‘ 8qj aqj* 8q]~

Note-se que, se nao eliminarmos o vinculo, as
equagoes devem ser escritas com um multiplicador
de Lagrange, A. Em particular, procuramos, primei-
ramente, por uma funcio @(mj,a'cj) que satisfaca
a

0P i
Fat, (1) = —22 i =12 7

oy, = MM ris

E imediato verificar que essa fungao pode ser

o = pmgy/i7 + g7 + pmgy/3 + 95 (8)

Assim, obtém-se o seguinte conjunto de cinco
equagoes para cinco incégnitas (com o vinculo in-
cluido)

iy

miy + umg\/éﬁr—ﬁ (
mij + umg\/;’{jy.% +2X(t)(y1 —y2) =0
mio + umg\/éiiyg —2X\(t)(x1 —22) =0 . (9)
m gja + pmg x?—i—y% —2A(t)(y1 —y2) =0

(1 —22)? 4+ (y1 —y2)> —h* =0

+ 2)\(t) xr] — .%‘2) =0

Como ja se notou, resolver essas cinco equagoes é
desnecessario, uma vez que o numero de graus de li-
berdade é de apenas trés e nao estamos interessados
na obtencao da forca de vinculo. E mais conve-
niente, portanto, usar coordenadas generalizadas,
em virtude das quais o vinculo esteja trivialmente
satisfeito. As trés coordenadas generalizadas con-
venientes para esse problema sdo as coordenadas
cartesianas do centro de massa (CM), XeY, e uma
coordenada angular, que pode ser, por exemplo, a
inclinagdo da barra, 6, com relagdo ao eixo horizon-
tal z. As coordenadas cartesianas se escrevem, em
funcao das coordenadas generalizadas, da seguinte
forma (figura 2)

xlzX—%COSH;:CQZX+%COS9

1
yI:Y—l—%sinﬁ;yg:Y—%sinQ (10)
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E trivial observar-se que o vinculo estd automati-
camente satisfeito. Quando descrita em termos das
coordenadas generalizadas #-CM, a energia cinética
do sistema se desacopla naturalmente em uma parte
translacional — ou seja, que s6 depende das coorde-
nadas CM — e uma parte rotacional — ou seja, que
s6 dependa do movimento do corpo em torno do
centro de massa:

T = m(X2 477+ T = %<X?+Y2>+%h2éa
(11)

J
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onde M = 2m é a massa total da barra. A parte
rotacional depende, obviamente, do momento de
inércia especifico desse sistema, [ = %hQ. De fato, a
energia cinética de um corpo rigido sempre aparece
desacoplada, se se utiliza as coordenadas do CM:

T = M(X2+Y2)+§9'2 (12)

2

Isso significa que a informacgao sobre o formato es-

pecifico do corpo rigido estéd toda contida no seu mo-

mento de inércia. Com o auxilio das transformagoes

acima, torna-se facil escrever a fungao de Rayleigh
em funcdo das coordenadas §-CM

o = %umg\/4(X2 +Y2) + 4h0[Y cos O + X sin 0] + h262+

+%Mmg\/4(X2 +Y2) — 4h8[Y cos 0 + X sin 0] + h262

Em qualquer caso, as equagoes de Euler-Lagrange
que se obtém sdo as seguintes:

d(8T> 0d

— —_ +7:07

t \oX 0X
0>

t

d
d(@T)+
dt \ 9y oy

(9,00,
dt \ 96 00

Note-se que, embora bastante complicadas e to-
talmente acopladas, elas podem ser resolvidas nu-
mericamente usando, por exemplo, um programa de
computacao algébrica, como o MAPLE. A solucéo
da dindmica depende, exclusivamente, de que se
conhega a funcdo energia cinética T e a fungao de
Rayleigh . E importante notar, também, que ®.
nao é uma funcao homogénea das velocidades, razao
pela qual nao se aplica o resultado que permite es-

0,

(14)

Figura 2: coordenadas generalizadas para a barra girante
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(

crever a equacao dindmica para a energia mecéanica
total diretamente a partir da funcao de Rayleigh
[1,9]:

dT
== 29,
dt

(15)

A generalizacdo do procedimento acima para um
corpo rigido qualquer deslizando em uma superficie
sobre um nimero finito de pontos de apoio pode ou
ndo ser trivial. B importante notar o seguinte. Quer
o corpo rigido seja modelado como uma distribuicao
continua de massa, quer como uma distribuicao
discreta, se o seu peso estiver equitativamente sus-
tentado por um conjunto finito de pontos de apoio,
entao a solucao do problema requer apenas que se
obtenha o momento de inércia da nova configuracao
e o novo conjunto de transformagoes que reduz as
coordenadas cartesianas dos pontos de apoio as trés
coordenadas generalizadas #-CM. (J& que o nimero
de graus de liberdade continua sendo trés, em qual-
quer caso.) Isso é assim porque, além do momento de
inércia, o inico elemento realmente importante para
a determinacdo da dindmica sdo as forcas de atrito
que atuam sobre o corpo. Elas s@o as tnicas forgas
em jogo, atuam apenas em cada um dos pontos de
apoio e dependem do peso que cada um desses pon-
tos sustenta. S&o as coordenadas cartesianas (finitas)
desses pontos de apoio que devem ser transformadas
e isso depende apenas das relagdes geométricas entre
os pontos e o centro de massa do corpo. Portanto, se
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a distribuicdo de massas e a distribuicdo de pontos
de apoio forem ambas simétricas, com relagdo ao
eixo de simetria do corpo, a generalizacao é trivial.
A generalizacdo também ¢ trivial no caso de um
conjunto discreto assimétrico de massas distintas,
mesmo que o corpo nao possua um eixo de sime-
tria. Nesse caso, é imediato saber quanto peso cada
ponto de apoio sustenta e, principalmente, qual é a
posicao do centro de massa em relacao aos pontos
de apoio. Os inicos problemas que nao sao triviais
sao os relacionados com distribuicdes continuas de
massa que nao possuam um eixo de simetria ver-
tical — por ndo serem homogéneas ou pelo fato de
o corpo ter formato irregular arbitrario — ou que,
mesmo possuindo um eixo de simetria, sejam sus-
tentadas por uma distribuicao de pontos de apoio
nao-simétrica. Em ambos os casos, pode ser nao-
trivial determinar quanto peso cada ponto de apoio
realmente sustenta.

Supostamente, o modelo mais elementar para um
"carro”em processo de deslizamento consiste em um
conjunto discreto de massas dispostas em formato
retangular, conforme a figura 3. A figura 4 mostra
0 esquema geométrico para a obtengao das trans-
formacgGes entre coordenadas cartesianas e 8-CM. O
tratamento analitico dessa nova situacao é analogo
ao da barra girante. O ntmero de graus de liber-
dade do carro girante sobre a superficie com atrito
continua sendo trés. As equacoes de Euler-Lagrange,
embora ainda mais complicadas, também podem ser
resolvidas usando métodos numeéricos.

Além do modelo de for¢a constante (modelo cons-
tante), muitos outros podem ser simulados. Por
exemplo, pode-se supor que as forcas de atrito sejam

>
X

Figura 3: esquema das forgas instantdneas atuantes em
um "carro”deslizando sobre superficie com atrito.
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Figura 4: esquema geométrico para a obtencdo das
transformacdes entre coordenadas cartesianas e §-CM, no
caso de um carro retangular de lados h e [.

diretamente proporcionais as velocidades (modelo
linear):

Fat,(t) = —umgVi(t) =
—umg |[Vi(t)| Vi(t) =
—pm gii — pm giyij. (16)

E imediato verificar que essa forca pode ser obtida
a partir da seguinte funcdo de Rayleigh

m . .
S P G )
7

17
. (17)

Outro modelo interessante corresponde a uma
forca proporcional ao quadrado do médulo das velo-
cidades (modelo quadrdtico):

Fat, (t) = —pmg [V4(1)| Vi(t) =

2

—pmg [Vi(t)|” Vi(t), (18)
que pode ser obtida a partir da seguinte funcéao de

Rayleigh
pwmg, . 9\ 3
o=V Mgl ()

i

Por fim, um modelo particularmente interessante
corresponde a forgas de atrito que sejam inversa-

mente proporcionais aos médulos das velocidades
(modelo racional linear):

Vi(t)
Vi(t)l’

Fat, (t) = —pmg (20)

cuja fungdo de Rayleigh pode ser a seguinte
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m . .
oy =3 P m@? + ). (21)

2

O modelo racional linear néo é realistico, pois a
forca diverge quando um dos pontos de apoio se
aproxima do repouso. De fato, nenhum corpo pode-
ria comecgar a se movimentar, nessas condigoes. Esse
problema é pouco relevante, contudo, ja que esta-
mos sempre tratando de casos em que as velocidades
iniciais sdo nao-nulas.

E importante salientar que, dificilmente, o tra-
tamento matematico desse problema poderia ser
apresentado no contexto do Ensino Médio, em razao
de sua elevada complexidade. E, mesmo no contexto
do ensino de graduagao, é provavel que alunos que
nao tenham cursado ou nao estejam cursando a dis-
ciplina de mecéanica cléssica (ou correlata) sintam
dificuldades para compreender os detalhes técnicos
envolvidos. Contudo, é bastante possivel utilizar os
procedimentos como um “pacote fechado”de célculo
para desenhar as diversas trajetorias esperadas e,
se possivel, comparéi-las com algum modelo real.
Nesse caso, discussoes qualitativas sobre as pecu-
liaridades que envolvem a presenca das forcas de
atrito podem ser realizadas, postergando-se, para o
momento oportuno, consideragées de ordem técnica.
De fato, nosso objetivo, até aqui, foi apenas mostrar
que é perfeitamente possivel calcular matematica-
mente as trajetérias desse sistema e que, se medidas
precisas das condigdes iniciais, em um modelo de
laboratoério, puderem ser feitas, é possivel fazer com-
paracoes e testar a validade do modelo tedrico, com
fins didaticos.

3. Solucoes Numéricas das Equacoes de
Movimento

A partir dessa secdo, consideraremos, exclusiva-
mente, a dindmica de um disco homogéneo de raio
R, apoiado sobre quatro pontos de apoio simetrica-
mente dispostos. O momento de inércia do disco é
dado por I = @2, em que M é a sua massa total.
Vamos analisar um pouco mais detidamente o com-
portamento do modelo constante para, em seguida,
tecer algumas consideracoes a respeito dos demais
modelos. Como dissemos, o modelo constante parece
ser o mais simples a ser adotado. Ele corresponde
as suposigoes que geralmente sao feitas quando se
considera a acdo de forcas de atrito: que elas sao dire-
tamente proporcionais as for¢as normais nos pontos
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de sustentacao e que sao independentes da veloci-
dade relativa de escorregamento. Como notamos,
essas sdo suposi¢oes que encontram amplo suporte
empirico, cuja validade abrange um intervalo in-
termediario de velocidades. A rotina que permite
calcular, numericamente, a solucao das equagoes
de movimento encontra-se a disposi¢cao no endereco
eletronico mencionado na secdo introdutoria.

A primeira observagdo que se pode fazer com
base nesse modelo — e que se estende, com algumas
poucas variacoes, aos modelos quadrético e racional
linear — é que o comportamento do decaimento rela-
tivo das energias rotacional e translacional depende,
exclusivamente, da relagdo geométrica entre o raio
do disco e as distancias entre os pontos de apoio
que o sustentam. Por simplicidade, vamos conside-
rar que os pontos de apoio estejam simetricamente
distribuidos em torno do centro do disco, formando
um quadrado, ou seja, tal que, na figura 4, h = [.
As figuras 5, 6 e 7 mostram os comportamentos
tipicos que permitem realizar a comparacao entre
os decaimentos das energias e as trajetérias de cada
um dos pontos de apoio, nos casos em que h = R,
h<Reh>R.

As simulagoes ilustradas nessas figuras foram to-
das realizadas com os seguintes pardmetros fixados:
massa do disco, M = 0,17 kg; raio do disco, R =
0,07 m; A = 0,07 m, 0,09 m e 0,05 m; coeficiente
de atrito, p = 1; aceleracao da gravidade, g = 9,78
m/s%. Os valores correspondentes & massa, raio e
pontos de apoio do disco foram tomados préximos
aos do disco que efetivamente foi construido (cf.
secdo seguinte). Nas ilustragdes, as condigdes ini-
ciais foram escolhidas, em cada caso, de modo a
produzir uma trajetdria final que fosse suficiente-
mente representativa dos comportamentos tipicos
observados. As posi¢oes iniciais do centro de massa
foram tomadas no centro do sistema de coordenadas,
com coordenada angular inicial nula. As velocidades
iniciais do centro de massa em cada dire¢do ortogo-
nal foram escolhidas iguais, a fim de que se pudesse
melhor visualizar quaisquer desvios da trajetéria
diagonal. A velocidade angular inicial foi escolhida
sempre anti-horaria e de modo que, em cada caso,
produzisse uma situagdo em que as energias rotacio-
nal e translacional iniciais estivessem nas relagoes
apresentadas.

A comparagao entre as figuras 6 e 7 mostra que,
quando h > R, ocorre um predominio do movi-
mento de translagdo sobre o movimento de rotacao
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(@) (b) 2 ()
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y@)
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Figura 5: simulages com h = R. Os gréficos do topo representam os decaimentos da energia total (T, azul), da energia
translacional (T,,,, preto) e da energia rotacional (7}, vermelho). Os gréaficos da base representam as trajetérias dos
quatro pontos de apoio, marcadas, ao longo da trajetéria do disco, em cores distintas. As figuras (a) e (d) mostram o caso
no qual as condi¢es iniciais foram escolhidas para que T, = T}.o: - As figuras (b) e (e), o caso em que, inicialmente,
Tem > Trot- As figuras (c) e (f), o caso em que, inicialmente, Ty, < Trot.

(a) - (b) (©)

Energias (1) Energas (1) Energias (1)

0 0.1 02 03 04 05 06 0 01 02 03 04 05 0 01 02 03 04 05 06 0.7
tempo (5)

3 04
tempo (s) tempo (s)

6 02 04 06 08 1 12 14 0 02 04 [ 08 1 0 02 04 06 08 1 12 14
x (m) x (m) x (m)

Figura 6: simulaces com h > R. Os gréficos do topo representam os decaimentos da energia total (T, azul), da energia
translacional (7., preto) e da energia rotacional (7., vermelho). Os gréficos da base representam as trajetérias dos
quatro pontos de apoio, marcadas, ao longo da trajetéria do disco, em cores distintas. As figuras (a) e (d) mostram o caso
no qual as condi¢des iniciais foram escolhidas para que T, = T}t - As figuras (b) e (e), o caso em que, inicialmente,
Tem > Tror- As figuras (c) e (f), o caso em que, inicialmente, T, < Tpot.
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Figura 7: simulagdes com h < R. Os gréficos do topo representam os decaimentos da energia total (T, azul), da energia
translacional (T.,,, preto) e da energia rotacional (7)., vermelho). Os graficos da base representam as trajetérias dos
quatro pontos de apoio, marcadas, ao longo da trajetéria do disco, em cores distintas. As figuras (a) e (d) mostram o caso
no qual as condigdes iniciais foram escolhidas para que T, = T+ . As figuras (b) e (e), o caso em que, inicialmente,
Tem > Trot. As figuras (c) e (f), o caso em que, inicialmente, Ty, < Trot-

e, quando h < R, é o movimento de rotagdo que
predomina sobre o de translagdo. Com o termo "pre-
dominio”queremos expressar a seguinte ideia. Ob-
serve que o decaimento da energia total é sempre
uma curva com concavidade para baixo, ou seja,
suas taxas de decaimento sao sempre cada vez me-
nores — as taxas sao monotonicamente decrescentes.
Contudo, se observarmos as figuras 6(a) e 6(c), po-
demos constatar que esse ndo é o comportamento de
Tem, pois suas curvas possuem pontos de inflexao.
Em ambos os casos — energias iniciais iguais ou de-
siguais, com T, < Tyot —, as taxas de decaimento
de T, sao, inicialmente, bem menores do que as
taxas de decaimento de T,.;. Acontece, portanto,
uma espécie de ”transferéncia relativa”de energia
rotacional para translacional, sobretudo nessa fase.
Antes do ponto de inflexao, Ty, aumenta gradati-
vamente sua taxa de decaimento, mas esta atinge
um maximo e volta a cair, dessa vez monotonica-
mente: a curva, que antes apresentava concavidade
para baixo, muda sua concavidade para cima. Con-
tudo, até o disco atingir o "repouso-- o que s6 pode
acontecer, nas simulacoes, assintoticamente — T,
continua decrescendo sua energia a uma taxa me-
nor do que 7T;,. Evidentemente, no caso em que,
inicialmente, Ty, > Ty ot, Nd0 aparecem pontos de
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inflexdo, mas é possivel observar, na figura 6(b),
que, na fase final do movimento, T}.,; esgota-se mais
rapido do que T¢,,,. As mesmas conclusées podem
ser obtidas, mutatis mutandis, para o caso em que
h < R, como pode ser observado na figura 7. O caso
em que h = R é singular, nesse sentido, justamente
por representar a Unica situacdo em que nao ha
"predominio”de uma energia sobre a outra. De fato,
se, inicialmente, elas sdo iguais, como na figura 5(a),
decaem exatamente nas mesmas taxas, até ambas
esgotarem-se. Se, inicialmente, uma é maior do que
a outra (figuras 5(b) e 5(c)), a maior energia inicial
dissipa-se mais rapidamente, até que, antes de am-
bas se esgotarem, igualam seus valores e passam a
decair em taxas, virtualmente, idénticas.

Esses comportamentos das dindmicas de decai-
mento das energias refletem-se, de modo visualmente
sugestivo — e com elevado apelo estético —, nas tra-
jetérias dos pontos de apoio, como pode ser visto
em todos os graficos das partes de baixo das figu-
ras b, 6 e 7. Em cada caso, a predominéncia, seja
da energia translacional, seja da energia rotacio-
nal, reflete-se, respectivamente, no alongamento dos
perfis das trajetérias ou no seu encurtamento, com
formacao de lagos. Ou seja, no primeiro caso, o disco
“translada mais do que roda’e, no segundo, ocorre
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0 oposto. A esse respeito, merece atencao especial
o caso 5(a). Se observarmos atentamente, as tra-
jetoérias de todos os pontos de apoio parecem ser
cicloides. Isso significa que o disco ”translada tanto
quanto gira”, com os movimentos translacional e ro-
tacional sincronizados de tal forma que os pontos de
apoio atingem, sucessivamente, o repouso, antes de
voltarem a movimentar-se, novamente, perfazendo
um arco. Ou seja, se o circulo de raio d = %, que
circunscreve os pontos de apoio, estivesse em con-
tato com uma linha imaginaria — a envoltéria das
curvas definida pelas infinitas ctspides das cicloides
—, 0 movimento seria equivalente ao de uma roda
que gira sobre uma superficie, sem escorregamento.
Nos casos representados nas figuras 5(b) e 5(c), o
movimento do disco tende a sincronia, pouco antes
dele atingir o "repouso”, e o movimento assintético
aparece, realmente, sempre cicloidal.

Esses fatos nao estdo desconectados. E possivel
entender por que isso acontece precisamente quando
h = R. Para tanto, devemos recordar que a velo-
cidade instantanea de cada ponto de apoio é uma
composicao das velocidades de rotacdo em torno
do centro de massa e da velocidade do préprio cen-
tro de massa (cf. figura 1). Portanto, em todos os
momentos em que um ponto de apoio se encontra
em repouso, essas velocidades devem ser, necessari-
amente, iguais (em mddulo) e opostas (em sentido).
Logo,

= V2 =2 (22)

[Vem| = [vr] r

Podemos observar a velocidade de um dos pontos
de apoio, ao longo do tempo, nos graficos da base
da figura 8. Note-se que apenas no primeiro caso,
que corresponde a h = R, a velocidade realmente se
anula, em todas as voltas. Evidentemente, em cada
instante em que um dos pontos de apoio estiver em
repouso, todos os demais pontos de apoio estarao
se movendo com as mesmas velocidades de rotacao
em torno do centro de massa — embora, apenas em
moédulo — e com as mesmas velocidades vetoriais do
centro de massa. Na verdade, qualquer ponto do
disco a uma distancia igual a d = % da borda do
disco estard nessas mesmas condigoes. Agora, vamos
langar mao do fato de que o movimento cicloidal s6
ocorre na condi¢cao em que Ty = Thor. Assim,
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Como [ = @2, segue-se que h = R. Evidente-

mente, podemos inverter todo o argumento, e chegar
a conclusao de que, se T, = Trot, em qualquer que
seja o instante do movimento, e se h = R, entao, na-
queles instantes, o movimento dos pontos de apoio
do disco devera ser, necessariamente, cicloidal.

Por fim, um fato que chama bastante atencao é
a auséncia de deflexdo aparente da trajetoria do
centro de massa. Em principio, como o movimento
é acoplado, nao haveria por que nao esperar por
esse fendmeno — como ja observado, ele é andlogo
ao chamado efeito Magnus, que designa a deflexao
da trajetoria de um corpo em movimento em um
fluido viscoso. De fato, o efeito de deflexdo realmente
acontece, mas ele é bastante sutil. Em virtude de
uma quase-simetria na atuagéo das forgas ao longo
do movimento do disco, o efeito de deflexdo sé se
manifesta de maneira um pouco mais evidente nas
proximidades do final do movimento, em parte, de-
vido & acumulacao do efeito.

Na figura 8, pode-se ver qual é sua ordem de
grandeza tipica (alguns milimetros) e como ele se
torna mais acentuado quando o movimento se torna
mais lento, embora isso nao seja uma regra geral. Os
graficos do topo (figuras 8(a), 8(b) e 8(c)) mostram
as diferencas entre as coordenadas X e Y, do centro
de massa, ao longo do tempo de simulacao, evidenci-
ando um desvio "no mesmo sentido da rotagao” (anti-
horério, visto de cima). Se as velocidades angulares
iniciais forem negativas (sentido horério, visto de
cima), os desvios serao para o lado oposto.

Passemos, agora, a alguns breves comentarios ge-
rais sobre os demais modelos. Surpreendentemente,
do ponto de vista da complexidade da dindmica de
acoplamento entre as energias, o modelo constante
acaba por ser o mais interessante dentre os mencio-
nados. O modelo linear — quando o médulo da forga
de atrito depende diretamente do médulo da veloci-
dade, e ndao apenas de sua direcdo — é, na verdade, o
que apresenta o comportamento mais simples, pois
implica algo curioso: o desacoplamento total entre as
equagoes de movimento para as coordenadas gene-
ralizadas X,Y e 6. Isso acontece porque, nesse caso,
tanto a energia cinética quanto a funcao de Ray-
leigh sao aditivamente separaveis, o que implica que
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Figura 8: Os graficos do topo representam as diferencas entre as coordenadas X e Y, do centro de massa, ao longo do
tempo de simulagdo, correspondentes aos seguintes ensaios: (a): ensaio da figura 5(d); (b): ensaio da figura 6(f); (c):
ensaio da figura 7(e). Os graficos da base representam, respectivamente a cada um dos gréficos do topo, as velocidades de

um dos pontos de apoio, ao longo do tempo.

cada coordenada generalizada passa a ser regida por
uma equagao diferencial (ordinaria, de segunda or-
dem e homogénea) independente das demais, sendo,
aliads, idénticas as correspondentes as coordenadas
CM. Isso implica que os movimentos de translagao
e rotacdo sdo completamente independentes. Im-
plica, também, que os decaimentos das respectivas
velocidades generalizadas sdo exponenciais, assim
como das energias rotacional e translacional. Con-
tudo, com excecao do caso especial em que h = R
— no qual os decaimentos exponenciais sdo, quando
normalizados, idénticos —, a energia total ndo apre-
senta decaimento exponencial. Nesse caso, por ser
a funcdo de Rayleigh homogénea nas velocidades
generalizadas, aplica-se a equagao ([15).

Com exce¢do do modelo linear, os demais —
quadratico e racional linear — apresentam, na maio-
ria dos casos, comportamento andlogo ao do modelo
constante: o decaimento relativo das energias rotaci-
onal e translacional depende da relagdo geométrica
entre o raio do disco e as distancias entre os pontos
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de apoio que o sustentam, apresentando "predo-
minancia”da translacdo sobre a rotacdo, quando
h > R, e da rotacao sobre a translacao, se h < R.
O caso em que h = R, contudo, apresenta-se subs-
tancialmente distinto do modelo constante. Sendo
as energias rotacional e translacional inicialmente
iguais, elas decaem em sincronia, produzindo movi-
mento cicloidal, pelo menos no modelo quadrético.
O modelo racional linear acabou sendo inconclusivo,
em virtude de dificuldades numéricas. Porém, se as
energias iniciais forem distintas, ocorre o fenémeno
da predominéncia. Se o modelo é quadratico, a pre-
dominancia é da maior energia inicial. Porém, se
o modelo é o racional linear, ocorre exatamente o
oposto: a predominancia é da menor energia inicial.
A figura 9 apresenta alguns exemplos dos comporta-
mentos de cada um desses modelos.

No que se refere aos desvios do centro de massa,
eles também sdo muito pequenos, em todos os de-
mais modelos. A novidade, contudo, fica por conta
do modelo quadratico: ao contrario dos demais, ele
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Figura 9: Os graficos representam os decaimentos da energia total (7', azul), da energia translacional (T,,, preto) e da
energia rotacional (T,:, vermelho), todos com condicdes iniciais tais que T, > Tyt Os graficos da esquerda (a e d)
representam simulacBes com o modelo linear. Os graficos do centro (b e e) representam simula¢des com o modelo racional
linear. Os graficos da direita (c e f) representam simula¢des com o modelo quadratico.

implica um desvio do centro de massa ”no sentido
oposto ao da rotacao”. Isso significa que, se as velo-
cidades angulares iniciais forem positivas (sentido
anti-horario, visto de cima), entdo o desvio ocorre no
sentido horério. Se as velocidades angulares iniciais
forem negativas (sentido horério, visto de cima), os
desvios serao para o lado oposto.

4. Aparato Experimental: um Protétipo

Para verificar se algum dos modelos tedricos corres-
ponde, ainda que dentro de certa aproximacao, a
dindmica real de objetos postos para deslizar em
superficies com atrito, é necessario construir um
modelo experimental. Para alcancar esse objetivo,
qualquer aparato simples que consista de um dis-
positivo de langamento que imprima movimento
combinado de rotacdo e de translagdo pode ser utili-
zado. O que se precisa, é claro, é que as trajetorias
dos pontos de apoio do objeto possam ser marcadas
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sobre a superficie de deslizamento, para que sejam
medidas e comparadas com as solu¢des numéricas.

Portanto, se o objetivo for apenas comparar as
trajetérias tedricas e reais, os detalhes envolvidos no
dispositivo de lancamento sao pouco importantes.
Entretanto, para que as trajetérias tedricas pos-
sam ser calculadas e comparadas, é sumamente
necessario que se possa medir, com razoavel pre-
cisao, a posi¢do e a velocidade iniciais do centro de
massa € a posicao e a velocidade angulares iniciais
de rotagao do corpo. As medidas de posi¢do sao
relativamente simples. Porém, para se medir as velo-
cidades, requer-se o uso de algumas estratégias um
pouco mais sofisticadas. Pode-se, por exemplo, usar
um conjunto de fotossensores associados a placas de
processamento (p. ex.: placas Arduino) que sejam
capazes de capturar dados no exato instante em
que o objeto inicia o seu movimento — ou, talvez,
em arranjos mais sofisticados, ao longo de todo o
movimento. Outra possibilidade é gravar o movi-
mento em video e analisa-lo a partir dos quadros do
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filme. Existem programas, como o Tracker — Video
Analysis and Modeling Tool for Physics Education
—, que sao especialmente desenvolvidos para esses
fins e que possuem ferramentas para, por exemplo,
permitir o célculo das velocidades desejadas [23].

Esse estudo, contudo, nao pbéde, ainda, ser reali-
zada por nds e permanece como uma perspectiva
de trabalho futuro Por outro lado, no processo de
idealizagdo de um dispositivo de lancamento, ficou
claro que, do ponto de vista da aplicacao didatico-
pedagdgica, o fendmeno de movimento combinado
de rotacao e translagdo sobre superficies com atrito
podia ser utilizado de forma também interessante
para alcancar um fim mais amplo e pertinente ao
contexto do Ensino Médio: estudar os processos de
transformacao entre os varios tipos mais comuns de
energia mecanica conjuntamente com o problema de
sua dissipacao irreversivel em maquinas complexas.
Por tratar-se de um movimento que guarda asso-
ciagao direta com o fenomeno de derrapagem de
carros, exploramos essa conexao para prover uma
motivagdo adicional para os estudantes. O interesse
em explorar didaticamente essa analogia foi o prin-
cipal motivo para que o niimero de pontos de apoio
escolhido fosse quatro e nao trés, como seria, de fato,
mais conveniente.

A estrutura conceitual por detras do funciona-
mento do aparato que idealizamos e construimos
consiste no seguinte. O aparato pode ser pensado,
esquematicamente, como uma maquina que estoca
e fornece parte de sua energia interna (energias po-
tenciais gravitacional e eldstica) para suprir a ener-
gia cinética (rotacao e translagdo) necessaria para
o objeto deslizar. Como uma maquina puramente
mecanica, o aparato processa a transformagao de
parte de sua energia potencial gravitacional em ener-
gia cinética de rotacao e a transformacao de parte
de sua energia potencial eldstica em energia cinética
de translacdo. Toda a energia cinética suprida ao
objeto é dissipada pelas forcas de atrito produzi-
das pela superficie de deslizamento. A configuracao
estatica que estoca a energia potencial gravitaci-
onal consiste em um peso inicialmente mantido a
uma certa altura. A configuragio estatica que estoca
a energia potencial elastica consiste, inicialmente,
em uma mola comprimida. Evidentemente, essas
transformagoes “internas”de energia ndo podem ser
realizadas com total eficiéncia, pois (grande) parte
da energia estocada acaba sendo perdida ou pelo
movimento das partes do aparato que necessaria-
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mente precisam ser acionadas ou pelo atrito entre
essas mesmas partes moveis [22].

O protétipo que foi efetivamente construido para
implementar esse esquema geral consiste das seguin-
tes partes. Primeiramente, temos um disco (”car-
rinho”) que é acoplado em uma haste vertical que
cumpre a funcdo de um eixo rotor. E esse eixo que
transmite o movimento de rotacdo para o carrinho.
O carrinho deve ser munido, em sua parte inferior,
de quatro pontos de apoio (representando as "rodas
do carrinho”), constituidos por pontas de pincéis
(marcadores de quadro) que podem ser tingidas com
diferentes cores, antes de cada lancamento (ensaio).
Dessa forma, ao deslizar sobre a superficie plana,
as rodas do carrinho desenham suas respectivas
trajetérias. Na sua parte superior, o carrinho deve
ter uma reentrancia que servird para o engate do
eixo rotor, em cuja extremidade encontra-se uma
aleta dupla. Essa reentrancia deve ter a sua forma
e dimensoes ajustadas para que o engate se dé por
simples justaposicao, de modo que a aleta de trava-
mento nao fique presa, impedindo que o carrinho se
desacople do eixo no momento oportuno [22].

O eixo rotor possui, na sua parte superior, uma
polia (carretel), engastada fixamente no eixo, na
qual se enrola um fio (p.ex.: ndilon). Inicialmente, o
fio de nailon encontra-se completamente enrolado
na polia. Na outra ponta desse fio, encontra-se um
peso, suspenso verticalmente com o auxilio de uma
segunda polia. O carrinho e o eixo rotor adquirem
movimento de rotagdo conjunto que lhes é transfe-
rido por meio do peso suspenso, a medida que ele
cai sob a¢do da gravidade. No final de seu curso, a
queda do peso terd transferido (parte de) sua energia
potencial para o sistema eixo rotor e carrinho.

Como ja mencionado, a conexao entre a extremi-
dade inferior do eixo rotor e o carrinho deve ser feita
por uma aleta horizontal dupla, em forma de bor-
boleta, que se encaixard na reentrancia, de formato
andlogo, escavada na parte superior do carrinho. O
sistema de desacoplamento consiste no aproveita-
mento da inércia do proprio carrinho. Ao final do
curso vertical do peso, o eixo rotor sofre uma brusca
parada, mas o carrinho, que, inicialmente, girava
impulsionado pelo eixo rotor, tendera a continuar
seu movimento. Isso é suficiente para que a aleta se
desconecte da reentrancia, permitindo que o carri-
nho se solte do eixo rotor e caia verticalmente sobre
a superficie, munido de movimento de rotagao pura
em torno de seu préprio eixo. Aproximadamente no
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mesmo instante em que atinge a superficie, o carri-
nho deve sofrer um impacto horizontal, de modo a re-
ceber um impulso que, combinado com o movimento
de rotagao, faca com que deslize sobre a superficie
girando e transladando. O dispositivo que o impul-
siona horizontalmente é composto por uma haste
metdlica, acionada por uma mola comprimida (”fer-
rolho”), que transfere parte de sua energia potencial
elastica para o carrinho. O carrinho movimenta-se
sobre a superficie desenhando, com os seus pés tin-
gidos, a trajetoria que serd analisada, até que toda
a energia Util adquirida a partir da maquina seja
completamente dissipada.

Observando o modo como o impulso horizontal é
fornecido, deve ficar claro o motivo pelo qual nosso
carrinho tem formato de disco: essa forma simétrica
assegura que ele possa ser impulsionado, qualquer
que seja o momento, de forma sempre aproxima-
damente igual. Para prover uma estrutura de sus-
tentagdo para o peso e o eixo rotor, deve-se montar
um suporte, em forma de T, com trés pés de apoio.
Esse suporte deve ser colocado sobre uma mesa.
Sobre a mesa, coloca-se a superficie sobre a qual
o carrinho deslizard. As alturas, tanto do suporte,
quanto da mesa, devem ser adaptadas para que a
base do disco (corpo do carrinho) fique suficiente-
mente proxima da superficie de deslizamento (mais
ou menos 5 c¢cm), possibilitando um tempo razodvel
para o mais eficiente acionamento do ferrolho, no
momento em que o carrinho atinge a superficie. A su-
perficie de deslizamento pode ser feita com qualquer
tipo de material. Entretanto, recomenda-se que o
material utilizado seja bem liso (sem irregularidades

Dinémica de corpos rigidos em superficies com atrito

perceptiveis) e tenha um coeficiente de atrito nao
muito elevado (tal como vidro), de modo a proporci-
onar trajetérias mais amplas, faceis e interessantes
de serem analisadas. A massa e a altura do peso
suspenso, bem como a posi¢do a partir da qual o
ferrolho sera disparado, podem variar e devem ser es-
colhidas de acordo com cada ensaio. Todo o aparato
pode ser observado na figura 10. Alguns detalhes do
carrinho, do eixo rotor e do ferrolho podem ser ob-
servados na figura 11. Algumas trajetorias tragadas
pelo carrinho podem ser vistas na figura 12 [22].

5. Energia e Trabalho: Conservagao, Trans-
formacao e Dissipagao.

Como dissemos, muitos outros sistemas de
lancamento poderiam ter sido utilizados. Optamos,
contudo, por utilizar um aparato experimental que
pudesse cumprir, além da destinagao original de
reproduzir a dindmica de deslizamento de um corpo
rigido, uma tarefa de maior amplitude, como instru-
mento pedagdgico. Desse modo, o estudo do sistema
de lancamento passa a ser tdo importante quanto o
do movimento do carrinho. Associados, eles permi-
tem apresentar conceitos relacionados com a trans-
formacgao e a dissipacdo da energia mecéanica, nas
suas mais diversas formas.

O tema que envolve os conceitos de energia e suas
transformacdes é central, em muitos aspectos. Nao
é necessario nem mesmo enfatizar demasiadamente
a importancia que a energia possui para a vida mo-
derna e as dificuldades envolvidas com sua produgao,
estocagem e distribuicao em um mundo cada vez

Figura 10: aparato experimental para o lancamento do carrinho sobre superficie de vidro.
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Figura 11: (a) face superior do carrinho, com a reentréncia para o engate do eixo rotor; (b) eixo rotor; (c) carrinho e eixo
rotor engatados; (d) ferrolho: haste com marcagdes para trava e mola; (e) ferrolho travado em uma das trés posicdes, eixo

rotor, aleta de engate do carrinho no eixo rotor e carrinho.

Figura 12: trajetérias produzidas em trés ensaios diferentes.

mais dependente economicamente de insumos dessa
natureza [24-27]. Nao é o caso de se pensar, eviden-
temente, que isso seja uma novidade: o ser humano,
como todo o resto do mundo vivo, sempre foi de-
pendente de energia para sobreviver. O que mudou
sensivelmente, do século XVIII para c4, foi a escala,
ja que, somente no século XX, a populagdo mundial
quadruplicou. A 4rea de ensino da fisica tem acom-
panhado essas preocupagdes, o que se pode observar
no aumento crescente de publicagdes, envolvendo
tanto aspectos puramente didaticos como também
histéricos [28-37].
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Em vista dessa importancia e dos impactos alta-
mente negativos que a escassez relativa de energia
promete para o futuro, muita pesquisa aplicada tem
sido realizada com o objetivo de descobrir e estudar
estratégias que aumentem a eficiéncia e a economia
dos muitos processos envolvendo a energia, seja em
sua producdo, no seu transporte ou no seu consumo.
Nesse sentido, o problema mais pungente associado
com 0s processos energéticos tem sido justamente
aquele relacionado com a sua dissipacdo, ou seja,
com a sua perda irreversivel em processos termo-
dindmicos [37-40].
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Do ponto de vista do ensino, é notério que o as-
pecto mais enfatizado seja ndo o da dissipacdo, mas
sim o da conservacao da energia [41]. Isso se deve
ao evidente fato de que a fisica tem por fundamento
principios de conservagdo, pois todas as forcas funda-
mentais da natureza sao conservativas [42]. Contudo,
pode-se dizer, com um pouco de licenca, que isso
s6 é 7valido”microscopicamente. Ainda que se saiba
que a energia total de um sistema isolado, de fato,
se conserva, no mundo macroscopico — em que vive o
cidadao comum — pode-se dizer que a conservacdo de
energia util para realizacdo de trabalho ndo € sequer
uma excecao: ela, simplesmente, ndo existe. Esse
é um corolario da segunda lei da termodindmica
que, diferentemente da primeira lei, tem suas raizes
assentadas em leis probabilisticas e ndo apenas nas
leis fundamentais da fisica. A separacao de escalas
entre os fenémenos do mundo macroscépico e os do
mundo microscdpico é um reflexo desse fundamento
conceitual distinto.

Ainda assim, muito embora a primeira lei da ter-
modinadmica seja apenas uma parafrase do principio
de conservacao de energia, é exatamente nela que
se pode encontrar os conceitos que permitem co-
locar esses dois mundos em contato: os conceitos
de energia e de trabalho. H4, porém, no dmbito da
mecanica, diferentes conceitos e defini¢oes de ener-
gia e de trabalho. Na verdade, com eles é possivel
articular muitos pares conceituais que permitem
elaborar diferentes versoes do chamado teorema do
trabalho-energia, segundo uma ”taxonomia’e uma
nomenclatura introduzidas por Mallinckrodt e Leff
[43]. Serd interessante passarmos a adotd-las, nesse
trabalho, para analisar o processo fisico de que esta-
mos tratando. (A propdsito, ter em perspectiva essas
diferentes definicbes serd importante, mais abaixo, a
fim de evitar quaisquer ambiguidades ou concepgoes
equivocadas.)

Com efeito, o processo fisico de que tratamos é
composto, essencialmente, de duas partes. A pri-
meira parte consiste em prover o carrinho de suas
energias cinéticas iniciais (sistema de langamento +
carrinho). A segunda, no deslizamento do carrinho
sobre a superficie (carrinho + superficie). Em uma
situacao idealizada, podemos considerar que essas
duas partes compoem um sistema completo (sistema
de lancamento + carrinho + superficie) que se en-
contra isolado e cujo centro de massa se encontra em
repouso, no referencial do laboratério. Se tratarmos
o problema do ponto de vista de leis fundamentais
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— sem realizar qualquer distincdo entre os mundos
microscépico e macroscopico — a auséncia de forgas
externas implica, necessariamente, que a energia
interna U do sistema completo deve ser constante.
Como o sistema completo esta em repouso, sua ener-
gia translacional total Ky, é zero. Isso significa que
qualquer movimentacao interna das partes do sis-
tema, ou seja, qualquer mudanga em sua energia
cinética interna K;,:, deve ser realizada as custas
de sua energia potencial interna ¢.

Embora estritamente correto, continuar a tratar o
problema nesses termos nao é nem interessante, nem
conveniente. Afinal, estamos interessados apenas nos
aspectos macroscopicos (mecénicos) do problema.
Isso nao significa, porém, que podemos nos res-
tringir a trata-lo apenas mecanicamente, sem levar
em consideracao também aspectos termodinamicos
[28,43-48]. Ainda assim, o tratamento puramente
mecanico do sistema macroscopico completo nao é,
de fato, impossivel, conceitualmente, contanto que se
abra mdo da ideia de considerd-lo isolado. E sempre
possivel tratar todos os graus internos de liberdade
microscépicos como um sistema a parte — um banho
térmico, & temperatura constante — que se encontra
em contato térmico com o sistema macroscopico e
absorve sua energia até que o equilibrio seja atingido.
Ou seja, até que o sistema macroscopico entre em
repouso. Essa é a esséncia da ideia por detras do
processo de dissipacao da energia em um sistema
dindmico. Sua implementacdo requer que se postule
a existéncia de forgcas nao-conservativas, tais como
as forcas de atrito. As forcas de atrito néo sao, por-
tanto, fundamentais. Elas sdo mais propriamente
descritas, dentro da mecéanica, como um expediente
matematico conveniente para reproduzir os compli-
cados processos dindmicos que, em ultima instancia,
implicam o decréscimo da energia interna do sistema
macroscopico — em conformidade com a segunda lei
da termodindamica —, excitando os graus internos
de liberdade e elevando a temperatura de todas as
partes do sistema completo.

Todas as consideracoes feitas até aqui se apli-
cam, igualmente, quando se estuda cada uma
das duas partes do processo fisico, separadamente.
Concentremo-nos, primeiramente, na analise da pri-
meira parte do sistema (sistema de langamento
+ carrinho). Queremos interpretar o sistema de
langamento como uma méquina que transforma ener-
gia potencial (interna) em energia cinética (interna).
Parte consideravel dessa energia cinética nao é for-
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necida para o carrinho, mas para as partes moveis
do sistema: o peso suspenso, o eixo rotor, as polias,
o eixo de impacto do ferrolho, a mola. Apds o carri-
nho soltar-se do eixo rotor, todas as partes moveis
do dispositivo de lancamento entram em repouso.
Portanto, esse processo ndo é puramente mecanico:
ele envolve dissipacao da energia nao fornecida ao
carrinho em fric¢io e deformagdo. Se queremos de-
terminar a eficiéncia dessa maquina, basta verificar
qual fracdo da energia estocada é transformada em
energia cinética do carrinho, se a obtencao dessa
ultima quantidade for possivel.

A anédlise da segunda parte do sistema (carrinho
+ superficie), onde ocorre o processo mecanico de
deslizamento, envolve considerar a dissipagao com-
pleta da energia cinética do carrinho pelas forcas de
atrito da superficie, as tinicas forcas presentes. No-
vamente, o processo nao é puramente mecanico. Se
soubermos a energia cinética inicial do carrinho, o
principio de conservagao da energia implica, necessa-
riamente, que a energia interna do sistema carrinho
+ superficie serd constante e a segunda lei da termo-
dindmica implica que a energia serd absorvida pelos
graus internos de liberdade, elevando a temperatura
do carrinho e da superficie.

O que acontece, entretanto, se a energia cinética
inicial do carrinho nao puder ser obtida? Nesse
caso, o calculo direto da eficiéncia da maquina —
o principal objetivo didatico a ser explorado — nao
pode ser feito. Mas, ha uma alternativa. Ela en-
volve uma instancia de aplicagdo do teorema do
trabalho-energia: se for possivel calcular o trabalho
executado pelas forcas de atrito sobre o carrinho e
se for possivel relacionar esse trabalho, consisten-
temente, com o decréscimo de energia do carrinho,
entdo, para calcular a eficiéncia da méquina, é su-
ficiente comparar a energia potencial inicialmente
estocada com o trabalho dissipado.

Apesar de parecer Obvia, a relagdo entre trabalho
e variacdo de energia cinética, em casos que vao
além da mecénica de uma particula, ndo é sem-
pre trivial. O problema essencial reside no fato de
que nem todo produto de forga por deslocamento é
necessariamente equivalente a energia no sentido ter-
modindmico, ainda que a relacdo possa seja legitima,
do ponto de vista dindmico [28]. Os casos que en-
volvem corpos extensos deformaveis ou submetidos
a forgas de atrito sdo exemplos [28, 43, 46, 47]. No
caso especifico do deslizamento de corpos rigidos
em superficies com atrito, a dificuldade estd, justa-
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mente, na impossibilidade de se conhecer os detalhes
microscépicos que geram a forga de resisténcia no
arraste.

A situagdo de um corpo rigido de massa m desli-
zando retilineamente com velocidade de centro de
massa constante ven,, sob acio da forca de atrito
f, equilibrada por uma forca P, ilustra de forma
simples o problema envolvido. A relagdo dindmica
implicada pelo teorema de trabalho-energia é

Lo 9
PAscm, — fASem = A (2mvcm) . (24)

Se P = f, o lado esquerdo da eq. é zero: ne-
nhum trabalho liquido estd sendo executado sobre o
corpo e, portanto, a energia cinética do corpo nao va-
ria. Porém, nessas condigoes, como explicar o fato de
que esse processo é acompanhado pelo aquecimento
das superficies de contato? Se a energia é conservada,
qual é a origem da energia que eleva a temperatura
do sistema (corpo + superficie)? O problema esta
em que o termo fASs¢, ndo é uma quantidade de
trabalho que corresponda a uma energia conservada,
no sentido termodindmico [28]. A solugao do pro-
blema estd em invocar a relagdo correta, do ponto
de vista termodindmico

AU=Q+W (25)

onde U é a energia interna do sistema (corpo +
superficie), @ é o calor transferido no processo e
W o trabalho mecéanico. Por outro lado, o arraste
sob forgas de fric¢ado é um processo adiabatico [28],
portanto, () = 0. No arraste sob acdo de uma forca
P (equilibrada ou néao), a relagao implica

A(Uterm + Ukzn) = PAScm =
1
AUterm +A (2777/1)27”) = PASCm . (26)

Portanto, no caso de P = f — quando nao ha va-
riacdo de energia cinética —, o trabalho mecanico da
forca de arraste P é a verdadeira origem da energia
térmica envolvida na elevacido da temperatura pelo
processo de fricgdo entre as superficies. A quantidade
fAsen, propriamente referida como pseudo-trabalho
[43], ¢ dinamicamente correta, mas, termodinamica-
mente, ndo corresponde a uma energia.

Vamos verificar de que modo é possivel estabelecer
um teorema de trabalho-energia no caso do carrinho
deslizante. E preciso comegar de primeiros principios.
O trabalho total executado pelas forgcas atuantes
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em um sistema de N particulas é dado pela soma
dos trabalhos executados pelas forcas externas e
internas sobre cada particula

N
Wiot = Weat + Wine = Z / (fot + F;nt) - dr;.
=1
(27)

Em um corpo rigido, as forgas internas ndo execu-
tam trabalho, ou seja, W;,; = 0. De fato, podemos
escrever W;,,; como

N
Wint = Z / Fént ~d(rem + 1), (28)
=1

onder,,,é a posicao do centro de massa do sistema
ef; é a posicao da particula ¢ com relagdo ao centro
de massa. A primeira somatoéria é nula porque a
terceira lei de Newton implica que a soma total das
forcas internas do sistema é nula. A segunda so-
matéria é nula porque as particulas nao se deslocam
com relagdo ao centro de massa.

As forcas externas atuantes sobre o carrinho séo
apenas quatro, cada uma atuando sobre apenas
quatro ”particulas”do sistema, na verdade, os pontos
de apoio do disco sobre a superficie. Assim,

(29)

4
Wtot = Z/th . dI‘Z‘.
=1

Note que é até possivel escrever o trabalho total
como o trabalho executado pela resultante das qua-
tro forgas de atrito atuando sobre o centro de massa,
ao longo de sua trajetoria, ou seja,

4

Wtot = / Z F;‘It : drcm

i=1

(30)

Porém, é muito mais dificil calcular o trabalho
total pela eq. , uma vez que a resultante das
forcas de atrito é um vetor cuja direcdo varia com o
tempo de forma desconhecida. Calcular o trabalho
total pela eq. é, por outro lado, extremamente
simples, pois as forcas de atrito sempre apontam
na direcao oposta ao deslocamento de cada ponto
de apoio e possuem, no caso do modelo constante,
modulo constante e igual para todos os pontos de
apoio. Assim,
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4 4
Wiot = Z/F?t-dri = —F“tZ/dsi =
i=1 =1

4
—,ung/dsi = —uMgAsy, (31)
i=1

onde M é a massa total do carrinho e As,,, é a média
dos deslocamentos totais de cada um dos pontos de
apoio do carrinho.

A questao agora é saber se esse trabalho é igual
a energia cinética total inicial do carrinho, que sa-
bemos ter sido completamente dissipada em energia
térmica quando o carrinho entra em repouso (cf. eq.
(22)). A resposta é sim, mas ndo vamos reprodu-
zir aqui os calculos que conduzem a essa resposta,
pois sao idénticos aos calculos efetuados entre as
equagoes e da pag. 359 da ref. [43]. O
resultado geral que se obtém € que o trabalho total €,
de fato, sempre igual a soma da variacdo das ener-
gias cinéticas translacional Ky e interna Kin. No
caso do carrinho, a energia cinética interna é apenas
a energia rotacional, uma vez que ele é um corpo
rigido. Portanto, estamos justificados em utilizar a
eq. para deduzir a energia cinética total inicial
do carrinho ou para utilizd-la com o fim de estimar a
eficiéncia de nossa maquina de conversao de energia
potencial em cinética.

6. Aplicacao em Sala de Aula.

De posse de um aparato como o nosso em funciona-
mento, surgem muitas opgoes de utilizacdo. Cada
uso requer que o professor elabore uma sequéncia
didatica adequada aos seus proéprios fins. Aqui, nos
concentraremos em descrever, brevemente, apenas
uma delas, que foi efetivamente aplicada em sala de
aula, para uma turma do Ensino Médio do Instituto
Federal do Norte de Minas Gerais (IFNMG-Salinas).
O campus IFNMG-Salinas possui cursos superio-
res e cursos técnicos integrados com Ensino Médio.
Dentre esses, o Curso Técnico de Informética. A
proposta foi aplicada em uma turma do 1° ano desse
curso, com a participacao de trinta e dois alunos.
O aparato experimental e a sequéncia didatica es-
colhida constituiram um produto educacional de-
senvolvido no ambito de um Curso de Mestrado
Profissional — Mestrado Nacional Profissional em
Ensino de Fisica, cujas descricdo completa e relato
detalhado de aplicagdo encontram-se em [22].
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A sequéncia didética foi elaborada com o objetivo
de dirigir a execugao do experimento e a andlise
conceitual que a ela deve seguir-se. Apds a execucao
de cada ensaio (langamento do carrinho), obtém-se
quatro trajetérias, desenhadas sobre a superficie
de vidro. Como vimos, esse desenho pode ser bem
variado, a depender dos valores dos parametros es-
colhidos em cada ensaio. Antes, contudo, de cada
ensaio, sdo necessarias algumas operacoes de me-
dida. As medidas diretas que devem ser realizadas
antes de cada ensaio sdo o curso total e a massa do
peso suspenso, a deformagao da mola (na posicao
em que for travada para o ensaio), a massa e o raio
do carrinho. Em nosso caso, apenas um carrinho foi
confeccionado, com as seguintes dimensoes: massa
de 0,170 kg; raio de 0,069 m e altura de 2,0 cm.
A posicao dos pontos de apoio, na parte inferior,
formava um quadrado com 4,0 cm de lado (h < R).

As quantidades fisicas a serem obtidas indireta-
mente, antes da realizacdo de cada ensaio, sdo o
momento de inércia do carrinho, o coeficiente de
atrito da superficie de deslizamento, a constante
elastica da mola, a energia potencial gravitacional
do peso e a energia potencial elastica da mola. Os
procedimentos utilizados para executar essas medi-
das também sdo descritos em [22]. Por fim, uma vez
realizado o ensaio, deve-se medir o comprimento to-
tal das trajetérias descritas pelos pontos de apoio do
carrinho, ao longo do percurso que este cumpre, até
alcancar o repouso, para obter o trabalho realizado
pelas forgas de atrito no processo de dissipagao da
energia que lhe foi fornecida, de acordo com a eq.
e com a discussao da se¢do anterior.

Se supusermos que as forgas de atrito e as de-
formacdes presentes nas diversas partes do disposi-
tivo de lancamento dissipam uma quantidade des-
prezivel de energia, o principio de conservacao da
energia mecéanica implica, necessariamente, que a
energia potencial gravitacional estocada no peso sus-
penso deverd ser convertida em energia cinética de
rotagdo do carrinho, energia cinética de rotagdo do
eixo rotor e polias e energia cinética adquirida pelo
préprio peso suspenso, no final de seu curso. Da
mesma, forma, se supusermos que o choque entre
a haste do ferrolho e o carrinho é perfeitamente
elastico, a energia potencial eldstica estocada na
mola devera ser transformada em energia cinética
de translacdo do carrinho e nas energias cinéticas
adquiridas pelo pistao do ferrolho e pelo préprio
ferrolho, durante o seu recuo. Assim, utilizando as
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expressoes matematicas adequadas, pode-se calcular
a velocidade de rotagao inicial, ou seja, a velocidade
de rotacdo que o carrinho possuird no momento
em que é desacoplado. Analogamente, as expressoes
adequadas nos permitem calcular a velocidade de
translacao inicial, ou seja, a velocidade de translacao
que o carrinho possui no momento em que é impul-
sionado pelo pistao do ferrolho.

Na verdade, sabemos que todas as suposi¢oes
acima mencionadas nao sao verdadeiras. De fato, as
forcas de atrito presentes entre as partes méveis do
dispositivo nao sao despreziveis, o impacto entre o
pistao do ferrolho e o carrinho nao é perfeitamente
eldstico e a mola certamente dissipa energia na sua
deformagao. Isso se revelou (dramaticamente) na
analise dos resultados dos diversos ensaios realizados.
Esse é um ponto importantissimo a ser destacado, do
ponto de vista didatico, pois ilustra o grau de afas-
tamento que modelos ideais apresentam com relacao
ao comportamento real. Isso também ilustra o fato
de que a maior parte dos avancos tecnoldgicos mo-
dernos envolvidos com o funcionamento de maquinas
mecanicas, termodinamicas e eletromecanicas estd
relacionada com o esfor¢o para diminuir os efeitos
da dissipacdo. Esse ponto pode e deve ser explorado
didaticamente. A partir dele, os estudantes podem
comegar a perceber que a fisica (e a ciéncia, em
geral) estd envolvida com a obtengdo de leis gerais
que devem ser obedecidas em casos ideais e cuja pos-
sibilidade de verificagdo estd condicionada ao grau
de controle que se pode ter daquelas condi¢ées (regu-
ladas por pardametros externos) que ndo sdio levadas
em consideracdo por essas leis.

FEm primeira aproximagao, ou seja, se des-
prezassemos o acoplamento entre a rotagdo e a
translacao do carrinho, o trabalho total executado
pelas forcas de atrito poderia ser dividido em duas
partes independentes. Sabemos, contudo, que o aco-
plamento existe. Por isso, a tinica forma realmente
pratica e bem fundamentada para computar o tra-
balho total efetuado pelas forcas de atrito é aquele
discutido na secao anterior. Como dissemos acima,
na auséncia de deformacoes e de processos dissipati-
v0s nas partes moveis do dispositivo, o principio de
conservacdo da energia mecanica implica que a soma
do trabalho total realizado pelas forcas de atrito da
superficie de deslizamento sobre o carrinho e das
energias cinéticas adquiridas pelo peso suspenso, pelo
etxo rotor, pelas polias e pelo ferrolho deve ser igual
d energia mecanica inicial estocada na configuracdo
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do sistema. O objetivo é verificar em que grau essa
igualdade € violada.

Nesse ponto, é interessante realizar uma consi-
deracao simplificadora muito util. Para todos os
efeitos praticos e, principalmente, didaticos, o mais
importante é analisar todo o aparato como sendo
uma maquina cujo objetivo é estocar energia que
deverd ser o mais eficientemente possivel transferida
para o carrinho. Dessa forma, ¢é irrelevante conside-
rar, separadamente, as perdas de energia ocorridas
por atrito e deformacgdo daquelas ocorridas pela
aquisicao de energia cinética de todas as demais
partes méveis do sistema. Alids, essas partes moveis
também terdo, ao fim, suas energias cinéticas dis-
sipadas por forcas de friccdo, internas ao préprio
aparato. Portanto, a diferenca entre a energia po-
tencial total estocada e o trabalho executado pelo
atrito da superficie deve ser igual a soma de todas
as energias dissipadas no dispositivo. As forcas de
atrito presentes entre as partes moveis do sistema
fazem parte do conjunto das condicées que ndo estao
sendo consideradas — e, portanto, nao estdo sendo
controladas — na situacdo teorica envolvida na vali-
dade estrita do principio de conservacdo da energia
mecanica.

Desse modo, é possivel salientar, para os estudan-
tes, que modelos tedricos sao limites que, embora
nao possam jamais ser alcancados, podem ser apro-
ximados, na medida em que se passe a controlar
aquelas condi¢Ges que nao foram consideradas. Isso
se traduz, em parte, na eliminacao, tanto quanto
possivel, das forcas dissipativas, por meio de pro-
cedimentos de otimizacao de funcionamento como,
por exemplo, lubrificagao.

O resultado que obtivemos, na aplicagdo em sala
de aula, foi considerado muito bom. Todos os in-
tegrantes da turma participaram ativamente das
discussoOes sobre os resultados encontrados e as es-
tratégias utilizadas para realizar as varias tarefas
propostas. De fato, questionarios de avaliagdo mos-
traram que quase todos os estudantes apresentaram
excelente receptividade a nova abordagem experi-
mental /teérica. Avaliagdes subjetivas mostraram que
essa abordagem permitiu que eles visualizassem com
mais clareza as possiveis ligacoes entre os conceitos
novos aprendidos e seus conhecimentos quotidianos
22]
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7. Consideracgoes finais

Nesse trabalho, discutimos varios aspectos relaciona-
dos com o problema da dindmica de um corpo rigido
em movimento combinado de rotacao e translacao
sobre uma superficie com atrito. Aplicamos o forma-
lismo lagrangiano para formular o problema tedrico
e obtivemos suas solugdes numéricas, usando o pa-
cote de computacdo MAPLE. Dentre as principais
conclusoes obtidas, estdo os aspectos peculiares en-
volvidos na dinamica acoplada de decaimento das
energias cinética translacional e rotacional. Com
o duplo objetivo de avaliar as solugdes tedricas e
aplicar a situacao-problema a sala de aula, apre-
sentamos a construgdo de um protétipo de aparato
experimental que essencialmente, consiste em uma,
"maquina’que estoca energia potencial para pro-
ver o corpo rigido (carrinho) de energia cinética e
langa-lo sobre a superficie. Para que as trajetérias
tedricas possam ser calculadas e comparadas com
as produzidas experimentalmente, é necessario que
se meca, com razoavel precisdao, todas as posicoes
e velocidades iniciais do carrinho. Porém, para se
medir as velocidades, requer-se o uso de estratégias
mais sofisticadas, o que estd para além de nossas
possibilidades, até o momento. Por esse motivo, as
avaliagOes comparativas permaneceram qualitativas.
A construg¢ao de modelos experimentais mais sofis-
ticados continua, contudo, em nosso horizonte de
perspectivas, para um futuro proximo. A despeito
dessa impossibilidade, o protétipo pdde ser aplicado,
em sala de aula, com o objetivo de ensinar diversos
aspectos associados com os conceitos de energia e
de trabalho, tais como transformacéao, conservacao,
dissipacao e o teorema do trabalho-energia. Além
disso, embora nosso foco, na aplicagao, tenha sido
o estudante de Ensino Médio, acreditamos que o
estudo e as sugestoes apresentadas possam ser bem
aproveitadas também nos cursos de graduagao, se-
jam de fisica, sejam de engenharias.

Com relacdo aos aspectos mais gerais envolvendo
a aprendizagem de ciéncia e o ensino de sua natu-
reza e objetivos, temos, no contetido especifico que
abordamos, um ponto chave a ser destacado. Ele
diz respeito a diferenca que existe entre as cons-
trucoes tedricas e suas aplicagoes praticas. Isso ficou
bem ilustrado na tentativa de aplicacdo do principio
de conservagdo da energia mecanica a situagao de
estudo. E bastante provavel que, nas exposi¢oes
didaticas teodricas tradicionais, o estudante fique
com a impressao de que o principio é verificado, na
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pratica, sem muitas qualificacGes adicionais, ja que
as idealizagbes que sdo normalmente feitas nao sdo,
em geral, foco de muita atencéo.

De fato, no contexto da aplicacdo do aparato ex-
perimental em sala de aula, a suposicdo da auséncia
de perdas de energia 1til através de fricgdo, de-
formacao ou pela movimentacao de outras partes
do sistema, somada ao principio de conservacao da
energia mecanica, implicaria que o trabalho total
realizado pelas forcas de atrito da superficie sobre o
carrinho deveria ser igual a energia mecénica inicial-
mente estocada na configuracdo. Contudo, o que se
observou foi que, em elevado grau, essa igualdade era
dramaticamente violada. A eficiéncia do mecanismo,
na geracao de energia 1til para a movimentacao do
carrinho, jamais superou a casa dos dez por cento.

Evidentemente, ndo é o caso de se veicular, para
os alunos, a ideia equivocada de que o principio
de conservagdo da energia nao seja verdadeiro.
Talvez, até mesmo a problematizacdo do exato
carater epistemoldgico desse principio seja excessiva.
Deve-se, contudo, leva-los a perceber que as "vi-
olagoes”observadas correspondem, necessariamente,
a energia dissipada, que reaparece na forma de ener-
gia interna e que pode ser, inclusive, observada,
através da elevagao da temperatura do sistema, de-
pois que ele entra em repouso. E que as deformacoes
e as forcas de atrito presentes entre as partes méveis
do sistema, assim como as energias cinéticas ad-
quiridas por elas, fazem parte de um conjunto de
condicdes que nao estdo sendo consideradas em
quaisquer dos modelos idealizados. A partir desse
ponto, os estudantes podem comecar a perceber que
a fisica (e a ciéncia, em geral) estd envolvida com a
obtencao de leis gerais que devem ser exatamente
obedecidas nos casos ideais, cuja possibilidade de ve-
rificagdo esta condicionada ao grau de controle que se
tenha daquelas condigoes (reguladas por pardmetros
externos) que, contudo, ndo estdo sendo levadas em
consideracao por essas mesmas leis.

No que se refere a aplicacdo pedagogica, nossa
hipétese de fundo foi a de que a utilizagao de si-
tuagdes experimentais proporcionaria um ambiente
didatico mais efetivo e propicio para que os alunos
adquirissem, de forma mais harmoénica e integrada,
dominio das partes qualitativa e quantitativa dos
conceitos fisicos. Com base nessa ideia, acreditamos
que uma estratégia interessante consiste em ensinar
os conceitos realizando a conexao intima entre a in-
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tuicdo fenoménica e o formalismo que os fundamenta
matematicamente.

Parte fundamental da estratégia utilizada para o
desenvolvimento da sequéncia didatica que foi pro-
posta e desenvolvida em [22] é baseada na ideia de
que a manipulagao direta, pelos alunos, do aparato
experimental, é necessaria para suprir as condigoes
acima mencionadas. A esse respeito, procurou-se fa-
zer com que os estudantes fossem capazes de praticar
a identificacdo, a medic¢do e a conceptualizacdo das
grandezas fisicas relevantes (energia, trabalho, forga,
etc.), com o objetivo de alcancar suas defini¢oes
formais, de relacionar essas grandezas fisicas entre
si — constituindo tais relagdes em termos de leis e
principios gerais (transformacéo, conservacao e dis-
sipagdo de energia) — e, por fim, de analisar, resolver
e interpretar problemas didaticos envolvendo esses
principios.
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