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Resumo

Problemas de Riemann modelam escoamentos de fluidosciogaEmm meios porosos.
Estudamos as noc¢des basicas de alguns tipos de probterREmann e de suas solucoes,

utilizando o critério de entropia de viscosidade.

Obtemos uma forma normal para o sisteZna 2 de leis de conservacao [14] e
examinamos o papel dos choques transicionais nas ssldgdbRiemann, verificando em que

circunstancias estes choques possuem perfil reto [9].

Por fim, verificamos que o conjunto de solucdes esta aadoe uma variedade que se
assemelha a um helicoide, para um exemplo de problema em opatriz de viscosidade & a
identidade [1]. Em seguida, modificamos uma das entradas dalmatriz de viscosidade iden-
tidade e comprovamos que o helicoide de solu¢des aingfeeA maior parte desta dissertacao

esta baseada em [1], [9] and [14].

Palavras-chavesproblema de Riemann, critério de entropia, choques tramsiis, helicbide.
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Abstract

Riemann Problems model three phase flow in porous media. Wlg #te basic notions

of some type of Riemann problems and their solutions, usiagiscous profile criterium.

We obtain a normal form to th x 2 system of conservation laws [14] and we examine
the role of the transicional shocks in Riemann solutiongkimg in which circunstances these

shocks posses straight line profiles [9].

Finally, we verify that the set of solutions is associated toanifold that looks like an
helicoid, for an example in which the viscosity matrix is tdentity [1]. Next, we modify one
of the zero entries of the identity viscosity matrix and wefoon that the helicoid of solutions

still exists. The main part of this dissertation is basedidn[P] and [14].

Key words: Riemann problem, profile criterium, transicional shocledidoid.
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Introduc ao

Neste trabalho, considerarenfm®blemas de Riemanque € um caso particular de um

problema de Cauchy, para o sistetna 2 de leis de conservacao
U+FU),=0,

ondeU = U(x,t) € R?, F : R? — R? —o0o0 < 2 < oo et > 0; e sujeito a condi¢&o inicial

Up, parar <0
U(IL',O) = ;
Ug, parax >0

onde,U;, Ui € R?, sd3o constantes.

No decorrer do trabalho, faremos um estudo de sistemas aoportamento hiperbbélico
e, também, consideraremos um exemplo de problema de Riepaaa um sistema de leis de
conservacao com comportamento misto, sendo eliptic getos estados e hiperbolico para
outros. Tais sistemas tém origem no escoamento de fluifflasidos em meios porosos, como

ocorre na recuperacao de petroleo.

Comecaremos o trabalho descrevendo a origem das eguegdleecidas como leis de
conservacao e um pouco das ferramentas matematicagsugarh estuda-las. Em seguida,

apresentaremos a teoria da solucao para um problema ohaiRie Essa solucao se compoe de
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Introducao

solucdes continuas ou classicas (rarefacdes) ed#ésaas (choques). Os choques satisfazem

a equacao

F(UR)—F(UL)—S(UR—UL):O,

ondes € a velocidade de propagacao da descontinuidade, ddalmmmorelacdo de Rankine-
Hugoniot Com U, fixo, esta relacdo tem como solucao a equacado de umva em R3,

chamadaurva de Hugoniat

Por surgir multiplicidade de solu¢cdes quando utilizafseques para compor as solucdes
€ que consideramos restricdes adicionais chan@aidasos de entropiague objetiva selecionar
de modo Unico as solugdes fisicamente relevantes. O por@ério introduzido por Lax, em
[11], para leis de conservacao estritamente hiperakoyenuinamente nao-lineares, conhecido
por critério de Lax torna-se insuficiente para modelos em que falha a hipertbatle estrita.
Surge entao, oritério de viscosidadantroduzido por Gel’Fand em [6] e Courant e Friedrichs
em [5], que considera admissiveis, 0s choques que sdediohe ondas viajantes de um sistema

associado parabolico de equacdes diferenciais psrciai

Em [14], Schaeffer e Shearer mostraram como transformarstens de duas leis de
conservacao com funcao fluxoquadratica em um sistema com fun¢ao fluxo com apenas dois
parametros livres. Para isto, eles demostraram, entrasocisas, um teorema que afirma que
existe um polindmio clbico da form@(z,y) = saz® + bz’y + 3?2, tal queC(x,y) € um
potencial da funcao de fluxo. Com isso, verificou-se, fdpamma analise em torno do ponto
umbilicoisolado (isto &, um ponto onde os autovaloresaimjacobiana dé’ sao iguais, com
DF(U) = AI), que podemos obter uma forma normal para o sistema de |eigrdervacao.
Esta forma & (til para a investigacao do comportamestal Ida solucao de um problema de
Riemann. No Capitulo 3 desta dissertacao, daremos u@ie di trabalho desenvolvido por
Schaeffer e Shearer em [14]. Com este modelo, estudarenagebdas ondas transicionais na

resolucao de problemas de Riemann, no Capitulo 4.

Solucdes de problemas de Riemann contém choques quens®Eteassociados a sis-

temas dinamicos. Com o estudo do sistema dinamico asso@ab o critério de perfis vis-

2



Introducao

C0S0s, veremos, ainda no Capitulo 4, que as orbitas dmssdinamico ligando os estaddg

e Ui sao segmentos de reta. Parametrizaremos a Hugonidf, deor coordenadas polares
centrada ent/, por um angulop. Escreveremos as equacgdes da HugoHiQt,, (u,v) e da
velocidade de propagacao da descontinuidaakessas coordenadas e a partir dai faremos uma

analise de quando uma reta entre dois estégaslU € uma oOrbita para o sistema autdbnomo
—s[U—U_]+ F(U)-F(U.)=DU)U,
ondeD(U) & amatriz de viscosidade

Independente da classificacdo do angul®ob certas hipbteses, qualquer estég@
ligado a algumlJ # U, por um perfil reto. Surge entaaregiao transicionalpara o angula,

gue € o conjunto de estadbs para 0s quais temos choques transicionais.

No ultimo capitulo deste trabalho, descreveremos um ootamento topoldgico para
solucdes de Riemann para o sistema paraboblico de um medeiicular de um sistema de
leis de conservacao. Azevedo, em [1], mostrou que o ctmjd@ solucdes para um modelo
particular cuja matriz de viscosidade € a identidade, pedéustrado por uma variedade que
se assemelha a um helicoide. Para isso, foi necessatipagolucdes emlassegjue mudam

de acordo com o niUmero de choques transicionais contidaagauma.

Por fim, ainda no Capitulo 5, faremos uma pequena pertadaag matriz de viscosidade
e, com auxilio dos programadaple e Riemann Solvej8] e a teoria apresentada nos capitulos
anteriores, mostraremos que ainda existe uma variedadelw®ses que se assemelha a um

helicbide para esse novo modelo.



CAPITULO 1

Modelagem e aplicages

As equacOes basicas que descrevem fluidos mecanioodes@adas das leis de
conservacao da massa, momento e energia. Supondo 0s fh@deitos, obteremos as formas
integral e diferencial da Lei de conservacao da massaskEspiacdes juntamente com a forma
diferencial e integral das leis de conservacao do momermonservacao de energia, ajudam
a descrever o movimento de fluidos em uma regiao bi ou tridéoaal, [4]. Neste capitulo,
discutiremos apenas a conservacao de massa usando sfgamBEuleriana para especificar o

movimento de um fluido em uma dada regiao do espaco.

1.1 Conservaéo da massa

DadosD C R? uma regido delimitada por uma superficie fechéda, M, N funcdes

continuas com derivadas primeiras continuagee¥ um campo vetorial’ = Li+ Mj + Nk.

4



Capitulo 1. Modelagem e aplicacdes

Do Teorema da Divergéncia temos

///D (dwﬁ) dvz//sﬁ-ﬁds,

onderi & o vetor normal unitario exterior a superfidie= 0D.

Aintegral de superﬁci7f/ F.itdsS, representa o fluxo do campo vetoriahtravés da
s
superficieS na direcaai e o vetorF & visto como a “medida do fluir”.

Imaginando uma particula de poeira suspensa no fluidogstaeve uma trajetoria bem-
definida. Denotando par(z, t) a velocidade da particula em um ponte- (z,y, z) de D no
tempot, entao, para cada tempo fixo,é um campo vetorial enb. E, para cada tempo,

p(Z,t), que & a densidade de massa do fluido, esta bem-definidateBetma da divergéncia

///[)div(pﬁ)dV://Sp5~ﬁdS,

onde a integral do lado direito representa o fluxo do fluido.

e, tomandd = p7, tem-se

A quantidade total de massa presente em uma rdgjaue nao depende deé dada
por/// p dV e avariagao de massa €m por unidade de tempo, € dada pela derivada dessa
D

integral em relagcao ao tempo, ou seja,

a == I

Admitindo-se que nao existem sumidouros de massa e nenotemgriacao de massa,

][ Fav=[[sais=[[[ dwimav
/// {dw 7) ]dv—o (1.1)

podemos escrever

ou,



Capitulo 1. Modelagem e aplicacdes

gue € a forma integral da Lei de Conservacao da massa. @oeguacao (1.1) vale para

qualquer regiad’, temos
0 L o
" + div (,Ov) =0,

gue é a forma diferencial da Lei de Conservacao da massa.
Uma forma mais geral de leis de conservacao &
us + div f =0, (1.2)

ondew representa a densidade de uma entidade fisica e o fretescreve seu fluxo em uma

certa regiao.
Neste trabalho vamos estudar sistemas de leis de conderdagorma
u{—i—di’ufj:O, j=1..,n,

onde cadg’ & uma funcao de todas, ...,u", que descreve o escoamento de fluidos trifasicos
em meios porosos. Estudaremos problemas de Cauchy com idadais constantes, exceto
em pontos de descontinuidade, para sistemas de leis dencag@® Tais problemas de valor

inicial sao conhecidos conoblemas de Riemann

1.2 Modelo de fluido trifasico

Consideraremos o fluxo unidimensional horizontal de umdltiidasico imiscivel, onde
as fases do fluido sao agua)( 6leo @) e gas ¢), em um meio poroso. Desconsideraremos
efeitos gravitacional, térmico e de compressibilidadssumiremos ainda que todo o espaco &
preenchido pelo fluido e que nao existem fontes ou sumidalentro do meio. Denotando por
© a porosidade do meig; a saturacaop; a densidadey; a viscosidade e; a velocidade da
particula na fasé temos as equacdes da conservacao de massa de aguagals:

0 0
X

@(@ s; pi) + a—(/)z’ v;) =0, (1.3)
6



Capitulo 1. Modelagem e aplicacdes

parai = w, o, g, respectivamente.

A porosidadey e a permeabilidade absoluta, denotada/ppestao associadas as rochas
e consideraremos constantes. Também consideraremaam®ssas densidades e viscosidades

das fases.

Darcy [13] e [15], realizou um experimento unidimensionafgpfluidos monofasicos
em meios porosos e deduziu uma relacao valida para teeaeentos, conhecida conte
de Darcy Tentou-se utilizar esta lei para a mistura de fases ineggi mas verificou-se que
para escoamentos multifasicos essa lei s6 € validagata uma das fases onde, porém, a
permeabilidade de cada fase depende da saturacao do onegw pelativo a fase em questao,

ou seja, usaremos a seguinte forma da lei de Darcy:

v =—K N\ gpi ) (1.4)
or
ondep; denota a pressao na fase); = k;/u; > 0 a mobilidade da fasg comk; representando

a permeabilidade relativa da fase

Chamamos deres$io capilar a diferenca de pressao entre duas fases quaisaugr
(@ # j), pij = pi — p;, Medida experimentalmente como fungao das saturag@es isso e
- . ~ . i .
definindo a mobilidade total = Z A;, as funcdes fracionais de fluxp = X e a velocidade
j

totalv = » " v;, temos, de (1.4),

J

0
;’Uj = _KZAJ%Z?J

0
fiv = —Kf; Z)\ja_pj



Capitulo 1. Modelagem e aplicacdes

Somando e subtraindg da expressao obtida anteriormente temos

0
fiv = vi—v— K&'ij%w
J

0
v; + 7

0
pi — K)\iij%pj
J

0 0
= Ui_K)\i{<ij%pj> _%pi}
= Ui_K/\i{<ij%pj> - <ij> %pz} )
J J

0
Uz‘:Ufi_}‘K)\iij%pji' (1.5)

ou seja,

J#i

Substituindo (1.5) em (1.3) sem o termo da densidade, jasfee constante, as equacdes

do fluxo sao:
e =W
0 0
5 (05) + 5o (vfu) +
e =0
0 0
5(9050) + %(’Ufo)
e =g

0 0
B (psg) + oz (vfy) +

8
(K)\wfo Dow + K)\wfga pgw) =0, (1.6)

0
ox

(K)\Ofw —DPwo + KA, fga pgo) =0, a.7)

0
a (K)‘gfw = Puwg T K)‘gfo pog) = 0. (18)

8



Capitulo 1. Modelagem e aplicacdes

Ainda temos que a velocidade totatlepende apenas dgpois dividindo (1.3) pop; e
somando enj, encontramo%%v = 0. E possivel também mudar as variaveis, desdecgesa

diferente de zero, de forma que podemos remoyéf e ¢ do sistema (1.6) - (1.7) - (1.8).

Consideranda:; e u, duas saturagdes quaisquer, COM0s; = 1, = w,o0,g, entao

(2

podemos escrever; = 1 — u; — up. E, ainda podemos escrevei, = pi3 + ps2, onde
P =pr—pi k0l =1,20u3 (k # [). Desta forma, este sistema de trés componentes pode ser

convenientemente escrito como um sistema de duas compsrep#nas.

Se tomarmos dois eixos coordenados centradd(e0), com um deles sendo, e 0
outrous, a reta ligando os pontds, 0) e (0, 1) dos eixos, representa automaticamente
forma um triangulo. Isto justifica chamarmostdéngulo das saturaies denotado por\, a

representacao das saturacdes escolhidas para daseifeudo.

Com essas modificagdes temos 0 novo sistema

(O 0 0 [ 0 0 ]
il “ - Y 1— e
at’lh + &z’fl o7 ()\1 _ anxp23+( f1) &Cpls_)

(1.9)
0 0 0 [ 0 0 1
\ Eri + %fg = % (A2 _—f1%p13 + (1= fo) %p%_ )
ou,
0 0 0 0
U+ F(U) = 5 [D(U)a—xU] , (1.10)

ondeD(U) = Q(U)P'(U), com

M= fi) =S
—Xoft Al = fy)



Capitulo 1. Modelagem e aplicacdes

e
op13 %
8u1 8u2
P(U) =
Opas %
8u1 8u2

As matrizesD(U) e Q(U) sao chamadamatriz de difuo e matriz balan¢o respecti-

vamente. Ja a matri2’ (U) & aJacobiana da pre$e capilar.

10



CAPITULO 2

O problema de Riemann

Neste capitulo, discutiremos a solucao de um problemRielmann para um sistema
escalar de leis de conservacao, introduziremos as dedag serem utilizadas em capitulos
posteriores e apresentaremos alguns fatos basicos spboblema de Riemann para sistemas
2 x 2 de leis de conservacao. Discutiremos, também, a capdgtrda solu¢ao do problema de

Riemann e algumas caracteristicas do mesmo. Grande pattedhpitulo foi baseada em [10].

2.1 Teoria para umadunica lei de conservago

Nesta secao vamos descrever a solucao de um problemizmarih nao-linear (1.2)
e unidimensional para uma Unica lei de conservacao. Atgledeu varia apenas em uma

dimensao espacial e em relacao ao tempo, isto &, vamsglerar (1.2) na forma

ondef & uma funcao nao-linear de

11



Capitulo 2. O problema de Riemann

df

Denotando-s%— = a(u), podemos reescrever a equacao acima como
u

up + a (u) u, = 0. (2.2)

As solucdes de (2.2) sao obtidas pelo método das carsatas [10], o qual passamos

a descrever.

Denotando v (t) = u (z (t),t) temos 7 (t) = u,& +u;. Se & =a(u), entdo (2.2)
implica quey’ (t) = 0, ou seja, quey (t) = u (x (t),t) = constante Logo, u & constante ao
longo de trajetbriasr = x (t) que se propagam com velocidadéu), a qual & chamada de
velocidade do sinal (ou velocidade caradtica) Comoi = a (u), vemos que tais trajetorias

sao retas, ou seja,é constante sobre as retas.

Essas trajetorias sao chamadasvas caracteisticasda equacao diferencial parcial

(2.2) e a analise feita acima mostra que 0s sinais se propagdongo de caracteristicas.

Desse modo a constru¢cao geométrica da solucao de wiepra de valor inicial

(2.3)

. . S 1
pode ser obtida desenhando retas passando por podtosixo« com inclinacdo———.

a(uo (y))

Usando o teorema da fung¢éo implicita, pode-se mostray sg, € uma funcao de
classeC, essas retas cobrem uma vizinhanga do eiar (z, ¢) fica unicamente determinada

perto do eixoz, ja que o valor de ao longo da reta saindo de um poptdo eixox € ug (y).

Usando o que foi feito acima, podemos obter uma forma da &olde (2.3). Para tanto,

observe a Figura 2.1, onde, t) € um ponto g a interseccao da caracteristica poyrt) com o

12



Capitulo 2. O problema de Riemann

Figura 2.1: Reta caracteristica.

eixo-z. Assim,u = u (x,t) satisfaz

: 2.4
t zé(x—y):}y:x—ta(u) @4

a(uo (y))

Assumindou, diferenciavel e usando o teorema da funcao implichégmosu, solucao
de (2.4), como funcao diferenciavel de e t, para ¢t suficientemente pequeno. Como
u=1ug(r —ta(u)), tem-se

uy —uya
= Uy = ——— .
1+ ugayut 1+ upa,t

Uy (2.5)

Y

Assim, pode-se ver, substituindo os resultados obtidodiateemente acima em (2.2), que

como definida em (2.4) satisfaz (2.2).

Assuma, agora, que a equagaot a (u) u, = 0 & genuinamentedo-linear, ou seja,

a, # 0 para todou. Sem perda de generalidade, supoaha> 0. Assim, seu;, > 0, Vz,

entao (2.5) sao funcdes limitadas para tode 0. Sendod = entao a funcao da

b
a(uo (y))’
-1

inclina¢dod, ou seja, ¢ = ———a,u; & decrescente quandg > 0, isto &, quando

[a (uo (9))]

uo () € uma funca@o crescente deAssim, as caracteristicas cobrem o semi-plana).

13



Capitulo 2. O problema de Riemann

Agora, seu; < 0 em algum ponto, tantou; como u, tendem aoco quando
(14 uja, (ug) t) se aproxima dé@ e, aléem disso, existeny;, y» tais que y; < yo, w3 =
uo (Y1) > up (y2) = uz € a3 = a(uy) > a(uz) = ag, POIS a, > 0. Assim, as caracteristicas

Y2 — U1

saindo dey; ey, se interceptam em = :
a1 — aog

Xz
Figura 2.2: Intersecc¢ao entre caracteristicas em2 Y1
a; — asg

No ponto de interseccao na Figura 2u2+ g (y1) = uy €, tambémy = ug (y2) = uo,
gue & uma impossibilidade, pois > u,. Logo, se o valor iniciak, ndo for uma funcao
crescente de, tanto a forma geométrica quanto a analitica nao garastésténcia de (x, t)

continuayt > 0, com valor inicialug que seja solugao de (2.2).

Se voltarmos o estudo a experimentos com fluidos compeisgigderemos responder
0 que acontece depois que a solucao continua para de.eksses experimentos mostram
claramente o aparecimento de solucdes descontinugam&® o caso mais simples, o qual

satisfaz, + f, = 0, em cada lado de uma curva suave y (t) através da qual & descontinua.

Denotamos pory; e u, 0S valores de: a esquerda e a direita de= y (¢), respecti-
vamente. Escolhemase b tal que a curva intersecte o intervalo< = < b emt (Figura
2.3).

14



Capitulo 2. O problema de Riemann

Figura 2.3: Descontinuidade.

Denotamos pof (¢) a quantidade
b y(t) b
I(t):/u(x,t)dx:/ u(z,t)dzx —i—/ u(x,t)de,
a a y(t)

chamamos dé’ (z, t) a fun¢ao primitiva dex (x,t). Entao,

v OF (x,t) b OF (z,t)
](t):/a e dx +/y(t) o dx

=Fy(t),t) = Fla,t) + F (1) = F(y (1) 1)

é%ﬁzg@@¢w+m@mw—ﬂmw

"‘F;t(bvt)_Fz(y(t)vt)y_Ft(y(t)>t)

y(t) b
:uly-i-/ Ut(il?,t)d33+/ u (x,t) de —u, g .
a y(t)

Comou; + f, = 0, temosu; = — f, € substituindo:

dI (t)

g = wy—uy = f (w)+ f(u(@) = f(w®)+ f (w).
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Denotando pof) = s a velocidade de propagacao da descontinuidade, temos

%?(ft):f(u(a))_f(ul)+u15_f(“(b))+f(ur)—uTs,

Combinando este resultado com a lei de conservacao, onde

ary  [* L
7‘/a wde = —f| = f(u(@) - f(u®)),

definimos a condicao-salto

—fw)+w s+ f(u)—u-s=0

su] =[], (2.6)

em quefu] e [f] denotam o salto de e f através deg. Essa relagado & também conhecida como

condi@o de Rankine-Hugoniot

Chamamos as descontinuidades do tipo salto que se propagametocidade §” e

separam dois estadase u,. por choque

Vamos exemplificar a resolucao de um problema de Cauchg dedcontinuidades

aparecem.
L,
Exemplo 2.1. Tomef (u) = Ju e
1, para x < 0
u(z) =< 1—2, para0<z<1
0, parax = 1

Observe que para< 1 a solucao geométrica, Figura 2.4, & Gnica.
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Figura 2.4: Solugado geométrica com multiplicidade.

O mesmo nao acontece para 1, onde definimos

1+1¢
1, sex<( ;—)
u(z,t) = X
t
0, sex>%

A descontinuidade separa o estado a esquerda 1 do estado a direita, = 0 e

satisfazendo a condigao-salto (2.6) paya(a) deste exemplo, temos

slu] = [f]
AR ACh
Upr — U
12 1
s = 1 ~ 3

Temos outro exemplo onde introduzindo solucdes geraddis & possivel resolver um
problema de Cauchy que nao poderia ser solucionado conmssectie solugdes continuas.
Porém, deve-se tomar cuidado para que a classe de seln@deseja tdo grande ao ponto que

exista multiplicidade de solucdes generalizadas parasmo problema.

2

1
Exemplo 2.2. Tomef (u) = Ju e

17



Capitulo 2. O problema de Riemann

0, para x <0
uo(:p)—{L para x >0

Observe na Figura 2.5 a solu¢ao geomeétrica.

Figura 2.5: Solugao geomeétrica.

Como essa solucao nao esta determinada na ¢urha < ¢, definimos entao,

t
0, sezx<=
2

u(x,t) = , (2.7)

t
1 > -
, sew 2

onde a velocidade de propagacao da descontinuidade sera

L _12-0 1
] 12
Porém,
u(x,t):% se0<r<t, (2.8)

também satisfaz, + a(u)u, = 0 e, além disso, preenche o espaco vazio da solugao grecené
acima. Mas devemos rejeitar a solucao (2.7) acima posafisfazer o seguinte critério intro-
duzido por Lax, [11]:
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as caractersticas comecando em qualquer lado da curva de descodtadei quando estendi-
das na dire@o positiva de, cruzam a linha de descontinuidade. Egte caso se

a(u) > s > a(u,). (2.9)

A relacdo (2.9) & chamada de condip de entropia de Lax.
Quandou(u) > 0, tem-seu; > u,, que NA0 acontece para a solugao (2.7).

A condicao de entropia deixa cada ponto da descontinaidadalcancado por carac-
teristicas em ambos os lados, de tal forma que o choquauénefdo pelos valores iniciais da
solucao.

2.2 Solu@es Fracas

Esta secao trata do conceito de solugcao generalizaddgiade conservacao.

Definicdo 2.1.Uma funcao limitada e mensurave(z, t) € chamada solucéo fraca do problema
de valor inicial

{ u S (), =0 (2.10)

u (z,0) = g

com valor inicialug limitado e mensuravel, quando vale a relacao

// (upy + f (u) ¢s) dadt —|—/ up¢p dx = 0, (2.11)
£20

t=0

para today € C} (conjunto das fun¢des de clagsé com suporte compacto eh 0).

Daremos uma justificativa para a definicao acima, obtenddagao (2.11). Vamos
supor, por um momento, que & uma solucao classica do problema de valor inicialdoita
na definicdo. Send@ a classe de fun¢des € C' tal como na definicao anterior, isto &,
(supp ¢) N (t = 0) C D, ondesupp ¢ denota o suporte dee D & o retanguld) < t < T,

a < x < b, escolhido de forma que = 0 foradeD e naslinhas =T,z = a,z = b.
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Multiplicandow; + f (u), = 0 por ¢ e integrando sobre> 0 obtemos

// (ur + f (u),) ¢ dedt =

// (us + f (u),) ¢ dovdt = // (we+ f(u),)pdtde =0
& /ab/OT wd dtdr + /ab/OTf (u), ¢ dtdx = 0.

Integrando por partes tem-se

[ s [l
= [T 1)~ a0 6 0o
[
:/a—uo 6 (2,0) da;—// ugy dtda

[ swsair= [ [ref - [ rwo.i]a-
= [ @00 60.0 - 7 (o) @] -
[ 76 e =
[ [ s 0 aaa
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Portanto,

/ab—uo(x)¢(x,0)dx—/ab/OTu@dtdx—/OT/abf(u)% dudt = 0

N / b/OT (s + f (1) &) davdt + / o d = 0.

t=0

Mostramos, assim, que 8& uma solucao classica de (2.10), entao (2.11) vaketpda

¢ € C}. Alem disso, a condicao (2.11) faz sentido se tivermes,, limitadas e mensuraveis.

Com isso e os resultados da secao precedente temos qugaa flescontinua

u;, parar < st

)

U, parax > st

u(z,t) =

coms € R, & um choque (solugao fraca) de (2.10) se, e somentetssfaza condi¢ao de

Rankine-Hugoniot:

ondes € a velocidade de propagacao da descontinuidade.

E bom salientar que todas as definicdes e conceitos apadssranteriormente nestas

secOes sao analogos para sistemas de leis de coriseuag serao vistos adiante.

2.3 Noges lasicas sobre o problema de Riemann

Nesta secao, trabalharemos com o problema de Riemanniddefomo um caso par-

ticular de um problema de Cauchy para o sistema2 de leis de conservacao

Ui+ F(U), =0, (2.12)
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comU =U(z,t) € R, F:R? — R? —oco < x < co et > 0; e sujeito a condic¢ao inicial

Up, parar <0
U(z,0) = , (2.13)
Ug, parax >0

onde,U;, Ur € R?, sAo constantes.

A funcao F’ & chamaddundio de fluxce deve ser, pelo menos, de claé8e Os pontos
do dominio daF' sao chamadosstadoso conjunto dos estados &€ chamadpaco de estados

e o plano(z, t) € chamad@spagoisico

Determinar geometricamente uma solu¢ao para o problamRiemann €, de certa
forma, fazer uma conexao entre os estados constépted/r. Essa conexao devera obedecer

a certas condi¢cdes que veremos mais adiante.

O sistema (2.12) é ditimiperbdlico se os autovalores (U), i = 1,2, da matriz jacobiana
de F, denotada poD F'(U), forem reais €\; < X\, V U € R% O mesmo sistema & chamado
estritamente hiperlico em U se os autovalores sao reais€U) # \.(U). Estadod/ onde

M(U) = X2(U), comDF(U) = A, sao chamadgsontos umbicos.

Uma fungad/(z, t) € umasolugo fracade (2.12) - (2.13), analogamente ao caso escalar
visto anteriormente, 9¢ e F' sao funcdes integraveis em todo conjunto compactomd gkano

t>0e
Aw[mm@ﬁU@w+@@ﬁFw@@ﬂmm+/fwﬁmw%®m:0

é satisfeita para toda funcao teste suade suporte compacto etm> 0.

Observe que sE(z,t) & solugdo do sistema (2.12)-(2.13), ent8a, at), paraa > 0,

. . . . ~ ~ (T ~
também o &. Assim, faz sentido procurarmos solucdeertaall (z,t) = U <?> Entao, com

a mudanca de variavefs= % em (2.12), e supondd suave, temos

_0y@%q%mwﬁ@»%ﬁﬂ3=
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[DF((©) - ¢1) 0'(§) =0, (2.14)
ondel’ (¢) denota a derivada dé em relacao & variavéle I denota a matriz identidade.

De (2.14) tem-se quE’ (¢) é autovetor a direita d®F (U(¢)) associado ao autovalor

A = &, 0 que implica que as solucdes suaves do problema de Rieesdfio sobre as curvas
integrais desses autovetores, logo satisfazem:
dU(§) ;

d—f = Tz‘(U(f)) )

onder;(U(¢)) denota o autovetor associado a velocidade caracterdstic= 1, 2.

Dizemos que o estaddy & conecvela U, por umai-rarefacdo (ou onda de rarefago
associada a familia i) (i=1 ou 2), se esses estados estéarva integral do autovetoy(U (¢))
e \;(U) cresce no sentido dé, paralUg. Assim, uma-curva de rarefaéo (i=1 ou 2) porU;, &

0 conjunto de estadds que podem ser conectado& apor uma i-rarefacao.

Fazer a exigéncia de que(U) cresce no sentido d€;, paralUgr quer dizer que, no
- . . ~ L . ..
espaco fisicdz, t), a mclmagao; deve ser estritamente crescente da esquerda para a dieeita,

forma que ag-caracteristicas formam um leque de retas, passandornmgan com inclinagdes

crescendo d&;(Ur) a\;(Ug) (Figura 2.6).

Continuando ainda com mais definicdes, dizemos que arsasf{2.12) ggenuinamente
nao-linear se a i-ésima velocidade caracteristica &€ uma funciibamsente mono6tona sobre a
curva integral do campo de vetores associado, ou seja, seotprinternov \;(U) - r;(U) #

0,V U € Q C R?, para todo campo de vetores Bd'(U).

Com isso, caracterizamos as solugdes continuas dogmmabtle Riemann. Vamos,

agora, caracterizar as descontinuidades.

Analogamente a secao 2.1 deste capitulo, definimostmmqueas descontinuidades do
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ULOUR x

Figura 2.6: Rarefacao no espaco fisico.

tipo salto que se propagam com velocidagleg'separam dois estadds e Uy. E para sistemas

2 x 2, como apresentado no inicio desta secao, a funcaowul@sca

Up, parar < st
Uz, t) = ,
Ug, paraxr > st

coms € R, & um choque (solucao fraca) do sistema (2.12)-(2.1,3 semente se, satisfaz a

equa@o de Rankine-Hugoniot
H(UL,s,Ug) = F(Ur) — F(UL) = s(Up = U) =0, (2.15)
ondes € a velocidade de propagacao da descontinuidade.

Com U/, fixo, a relagao de Rankine-Hugoniot representa um sistina equacoes e
3 incognitas, o que tem como solucdo a equacao de unva emn R?, chamadacurva de
choqueou curva de HugoniatNa abordagem classica de problemas de Riemann consioeram

a projecao desta curva no espaco de estados.

Os choques e rarefacOes usados na construcao dasaagim problema de Riemann

sao chamadosndas elementares

Uma solucao do problema de Riemann para o sistema (2123)(€é constituida de uma

sequéncia de ondas elementares intercaladas por estacktarntes conectandg, alUi e com
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velocidade crescente no espdgot).

Definimos aindarupo de ondasomo uma sequéncia de ondas elementares conectando
U, aUgk sem estados constantes separando as ondasi-tima de ondgi=1 ou 2) por um
estadal/;, & o conjunto de estada@s que podem ser conectados a direitaldepor um grupo

de ondas da i-familia caracteristica (i=1 ou 2).

Na construcao de uma solucao para o problema de Riemagmmneira condicao que
a conexad/;, — Uy deve obedecer, chamadandigo de compatibilidadet que a velocidade

final de cada onda usada deve ser menor que a velocidadé¢ dai@ada seguinte.

A condicao de compatibilidade faz com que conjuntos dadest onde a velocidade
caracteristica € critica tornem-se importantes, ps@acao de problemas de Riemann podem
sofrer alteracdes quandg, cruza algum desses conjuntos. Esses conjuntos sao defoudm

conjuntos de bifurcadpo.

Além da condicao de compatibilidade, surgem, també&naritérios de entropia, os quais

explicaremos a segulir.

2.4 Critérios de entropia

As condi¢cOes de entropia surgiram do fato de que o probkshadado tem interesse
real, ou seja, por acontecerem fendmenos naturais quaadelados por esse problema. Com
iSs0, espera-se unicidade de solucao e como solucokiplas do problema de Riemann sao
originadas pelos choques, utiliza-se essas condicoes ddique apenas solucdes Unicas e

fisicamente relevantes sejam selecionadas.

e Critério de entropia de Lax

Em [11], Lax introduziu um critério de entropia para siséanestritamente hiperbolicos

e genuinamente nao-lineares. Segundo ele, um choquesadehi@ssociado a i-eésima familia
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caracteristica, € uma descontinuidade entre os estgdes', que se propaga com velocidade
s, e satisfaz
)\’L(UR> <s < )\z(UL> ,

)\i—l(UL) <s < )\i+1(UR)~

Um choque satisfazendq (Ur) > s > A\ (Ug) € A\2(Ugr) > s & chamadd.-choque de
Lax denotado pof; e um satisfazendd, (Uy) > s > \y(Ur) € \1(UL) < s € um2-choque de

Lax denotado pob;.

Para sistemas que nao sao estritamente hiperbolicieoade Lax & insuficiente para
garantir existéncia de solucao. Por isto outros tiposdweue sao considerados, dentre os quais

destacamos ashoques de cruzamentoie satisfazem

M(Up) < s < \(U),
)\1(UR) <s < )\Q(UR) .

(2.16)

Um critério de entropia mais geral que o de Lax & o chamaitiriorde viscosidade.

e Critério de entropia de viscosidade

Introduzido por Gel’Fand em [6] e Courant e Friedrichs em §S}ke critério considera
admissiveis choques que sao limites de ondas viajantesdgistema parabdlico associado,

obtido com o acréscimo de um pequeno termo difusivo norss(2.12), ou seja,
U+ (F(U))s = (DU)U,), . (2.17)

come > 0, ondeD(U) & uma matriz cujos autovalores tém parte real positivackagnada

matriz de viscosidade

As descontinuidades que sao limites, quande 0, de solucdes suaves de (2.17) da

. — st ] - -
formaU(x,t) = U (x ° ) satisfazendd/(—oo0) = Uy e U(4+o00) = Ugr sao chamadas
€

ondas viajantes com velocidade
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Substituindd’ em (2.17), temos

T©2+ F O (©r = «|DTE)T©)50'©) + DO (€5

—sU' (&) + F'(U©€) = [DWUE)U () .

Integrando com relacao&

it =~ =~ =~/

—sU(§) + F(U()) = [DU(E)HU ()] + C.

ComoU}, & solucao,

—sU, + F(UL) = C.

Portanto, obtemos o sistema dinamico

i

DY) [~s[0 — Uz] + F(0) - F(Uy)| = e

(2.18)

gue depende dos parametigsy; e s, ondelU,, e Ui sao singularidades que estao sobre uma

curva de Hugoniot.

Assim, um choque & admissivel segundaritério de viscosidadse existir uma orbita

do sistema dinamico (2.18) conectaridoe Uy, e tal que

Jim U(€) = Uy
e
gETooU(O =Ugr.
Choques satisfazendo a condicao de viscosidade sa®atitnis$veis ou com perfil
ViSCOSO0

Omitiremos, por simplicidade, a partir deste ponto dodlabo “~ ” da notagao acima.
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2.5 Classifica@o dos pontos citicos

Para o sistema dinamico (2.18), um ponto critico &, canfoijdito, um estadd/. que

satisfaz a relacao de Rankine-Hugoniot pdyee s fixados.

O comportamento das solugdes na vizinhanca de um potitcodt/. € refletido nas

caracteristicas qualitativas das solucdes da linegéiz de (2.18) em torno dé:

!

[_S + DF(UC)](U - Uc) = D(UC)U :

Considerando o caso ondd(U.) & a matriz identidade e denotandtd =

—sI+ DF(U),ondeH = —s[U — U]+ F(U) — F(Uy.), temos que

-~ _H. (2.19)

onde)\;(U.) sao os autovalores deF'(U.,).

Neste caso, um 1-choque de Lax deve satisfaz@r,) = \(Ur) —s > 0, pe(Ur) =
)\2(UL> — s >0, ,LLl(UR) = )\1(UR) —s<0e /,LQ(UR) = )\2(UR) — s> 0.

As duas primeiras desigualdades implicam gyeé um no repulsor de (2.19), enquanto

as duas ultimas implicam quié&; & uma sela de (2.19).

Analogamente, um 2-choque de Lax deve satisfagét/;) = X\ (Ur) — s < 0
/,LQ(UL) = )\2(UL> —s>0 ,,LLl(UR) = )\1(UR) —s<0e /,LQ(UR) = )\2(UR> —s5<0.

Neste caso, as duas primeiras desigualdades nos d§ guema sela enquanto as outras

desigualdades implicam qué&; & um no atrator de (2.19). Assim, vemos que um choque de
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Lax que satisfaz o critério de viscosidadg pu .S;) esta associado a uma ligacao entre uma

sela e um no.

No caso de uma descontinuidade de cruzamento, que safisi®), (temosg., (Ur) =
MUp)=s <0, p2(Ur) = Ao(Ur) —s > 0, 11 (Ur) = M(Ur) —s < 0 € pa(Ur) = Mao(Ug) —
s > 0. Ou seja, um choque de cruzamefitg, s, Ur) satisfaz o critério de viscosidade se existir
uma Orbita conectando as selas e Ur. Choques de cruzamento admissiveis sdao chamados

choques transicionais

No caso em qué(U.) nao é multiplo da identidade, o sinal dgU.) — s nem sempre

determina a natureza do ponto critica
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CAPITULO 3

A forma normal do sistema de leis de
conserva@o

Neste capitulo, faremos um estudo do comportamento lecsbllicao de um problema
de Riemann para um sistema hiperbolico através de uniseean torno do ponto umbilico.
Schaeffer e Shearer, em [14], mostraram em detalhes que exis forma normal para o

sistema de leis de conservagao. Aqui, daremos uma idé&ael foi feito por eles.

3.1 Alguns resultados para modelos quaditicos

Nesta secao faremos um estudo do sist2ma de leis de conservacao
U+ FU),=0,

na vizinhanga de um ponto umbilidd,= U*, ondeU e F' sdo dados como no capitulo anterior.

Para isso, consideramos a série de Taylor p&fa) em torno de/*:
FU)=FU")+dF(U)(U-U)4+QU—-U") +r, (3.1)
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onder representa o resto®@ : R? — R? & uma aplicacao quadratica homogénea.

Denotamos a série truncada par(U) :

Fr(U) = F(U*) + dF(U)(U = U*) + QU — U*) .

Neste trabalho, estamos interessados em modelos quazatisés hipbteses

HIPOTESES(H):
(H1) dF(U*) é diagonalizavel;
(H2) dFr(U) tem autovalores distintod/ € V' — {U*}, ondeV & uma vizinhanca d&*.

As proposicdes abaixo sao Uteis no estudo de modelosafisfazemH1) e (H2).
Antes de enuncia-las, vamos introduzir a aplicag&o: A — I" que associa a cada matriz do
espaco das matrizes (reats) 2, denotado pon, uma matriz do espaco das matrizes sem traco

(tr = 0), denotado por’, que podemos escrever nas coordenadas

X Y +Z
Y-Z -X

(3.2)

Consideramos entad/ uma matriz (realp x 2 e
1
dev M = M — §(trM)I,
a projecao de M no espaco das matrizes sem traco. Assinggpenderem de apenas trés
coordenadas, essas matrizes M podem ser vistas como pontos &h
Proposicao 3.1. M tem autovalores iguais & diagonaliavel se, e somente ségv M = 0.
Demonstrago. Se M tem autovalores iguais e & diagonalizavel, entao exista bases de

autovetores dé/ tal que[) ]z é diagonal e a diagonal & formada pelos autovalores qumes

5 a 0 ] a 0 1 1 0
dentes, entao, suponiid = [O a]. Assim,dev M = {0 OJ —526“[0 1} = 0.
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Agora, seM = [ f; g },comdev M =0, entao

1 Lla+0) 0
_ = — | 2
M_2(trM)[<:>M 0 Lat6) |
0 que prova a afirmacao. O

Proposicgao 3.2. M tem autovalores reais distintos, reais iguais ou compleagugados, se

dev M est fora, sobre, ou dentro do con€? + Y2 = Z2, respectivamente.

Demonstrago. SejaM = { Z 2 } , uma matriz genérica. Assim,dev M =
— Y+7 Y -7
(a = d)/2 b e, denotandax —d = X, b= + , ¢=———temos a
c —(a—d)/2 2 2

forma (3.2). Entao, calculando os autovalores\fle pensando nessas matrizes // como

pontos enR3, temos

det(M — \I) =

N—(a+d)X+ad—bc = 0.

E o discriminante
A = (a—d)*+4be.

Logo,

Y +2)(Y—-2)
2 2
seja, se\/ tem autovalores reais e distintos, entao M esta fora do cone,

e A>0%& (a—d)?+4bc>0& X*+4 >0& X*+Y?> 7% ou

e A=0%& (a—d)?+4bc=0% X?2+Y?=72% ouseja, sé/ tem autovalores reais e

iguais, entaaelev M esta sobre o cone,

e A< 0% (a—d)*+4bc < 0 & X?+Y? < Z?, ou seja, sé/ tem autovalores complexos
conjugados, entadev M esta dentro do cone.
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O

Podemos, agora, fazer uma interpretacao das hipotel3aessando as notacdes intro-

duzidas acima. Considere uma funcao de flixsatisfazend¢H) e a aplicacao

dev dF : plano-U — T
(u,v) —— {devdF}

Esta aplicacao define uma superficie By denotada pofdev dF'}, ja que podemos
associar uma matriz sem traco a pontoskdecomo ja vimos anteriormente. Sendd um
ponto umbilico, a condi¢a@i1) implica queU* & levado pela aplicacatzv dF' na origem (no

vertice do coneX? + Y2 = Z?). Esta & uma implicacao direta da proposicao 3.1.

ParaD F estritamente hiperb6lica em uma vizinha®fa= V' — {U*}, deU*, aimagem

deV* pordev dF deve estar fora do cone, de acordo com a proposigao 3.2.

Supondo que esta superfi¢idev dF'} € nao-singular ertr* (diferencial injetiva), segue-
se gque o plano tangente esta fora da regiao fech&da- Y? > Z%}, ou seja, temos a seguinte

proposicao:

Proposicdo 3.3. A condi@o (H2) de(H) € satisfeita se, e somente se, a sup&fdev dF'} &

nao-singularent/* e, exceto par&/*, o plano tangente estna regéo aberta{ X2 + Y? > Z2}.

Demonstrago. Note quedev dFr, ondeFrr € o polindmio de Taylor de grau 2 truncado, &
uma aplicacao linear a qual define um plano tangekteadF'}. Essa aplicacao deve ser nao-
singular (injetiva), pois caso seu ndcleo fosse difereieteero,d Fr teria autovalores iguais
neste subespaco, violando, portanto, a condieg&). Agora,(H2) requer que uma vizinhanca

furada del/* no plano tangente esteja na regiao abgia + Y2 > 72}, pela proposigéo 3.2.
Por homogeneidade pode-se estender essa conclusao pana tapgente inteiro. 0

Observages 3.4.A Figura 3.1 apresenta quatro configuracdes para a saiegfdev dF'}. A

Figura 3.1(a) mostra essa superficie intersectando 0 ¥8neY? = Z? da maneira requerida
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pelas hipotesedd). Em contraste, a Figura 3.1(b) mostra o caso em que a ao(did) falha,
porém(H2) ndo, ou seja{dev dF'} & nao-singular. Ainda contrastando com a Figura 3.1(a),
a Figura 3.1(c) mostra o caso em que o ponto umbilico & eemadorigem, ou sejgH1) &
satisfeita, magH2) nao. Ja a Figura 3.1(d) difere da Figura 3.1(a) somenteipelinacao da

superficie{dev dF'}. Neste caso existe uma reta de pontos umbilicos.

(a) ’ (b)

(©) ’ (d)

Figura 3.1: Configuragdes da superfi€iv dF'}.

Escreveremos estas informag0es nas coordenaglaspara prosseguir nosso estudo.
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SeU = (u,v)eF = (f,g), entdo a condi¢ca@1) de(H) implica que, enU*, f, —g, =

: Ju o A0
fo=gu=0,poisdF(U) = = =\ =dF(U).

Ju  Go 0 A

Com respeito §H2) existe um polindmio quartico homogéneo na segunda aldaide

F no ponto umbilicop(Q), tal quep(Q) & positivo se, e somente gel2) é satisfeita.

De fato, sejan = (n;,n2,n3) @ normal ao plano tangente ddev dFr}. Devido
a Proposicao 3.3, basta mostrar que o plano tangerdefast do cone. Isto acontece se,

e somente se, a normal esta dentro do cone, isto &, se, & 8§’S+ ny? < ng’. Mas,

1f 2 1 2
5 funtt™ + fuptv + 5 fouv _ . _
Qu,v) = | 2™ " 27" | onde todas as derivadas segundas s&o avaliadas no

1 2 1 2
§guuu + GuapUv + §gvv/U

ponto umbilico.

Com os vetores do plano tangente{dev dFr},

tu = (fuu - gum fuv + guu7 fuv - guu>

tv = (fuv - gvvu fvv + guva fvv - guv>7

calculamos o vetor normal = ¢, x t, e obtemos, assimy(Q) = n3*> — n12 — ny?, que € 0

polindmio desejado. O

Podemos resumir essas informagdes no lema seguinte.

Lema 3.5. F' satisfaz as hipteseqH) se, e somente se, existe um pdiitoonde f,, — g, =
Jo= gu=0e Ond@(@) > 0.

Faremos agora reducdes em (3.1) e introduziremos algdef@scoes e lemas a fim de

mostrar que existe uma forma normal para o sistema de leisrdevacao.

Primeiro, podemos assumir que a expansao (3.1) comecderams lineares, ja que

o sistema de leis de conservacao nao muda se trocaniospor F(U) — F(U*). A seguir,
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comodF (U*) é diagonalizavel, temasF' (U*) = A1, para algum\ € R; por fim, a mudanca
de variaveis:’ = = — A\t elimina os termos lineares e tomarldbcomo a origem (renomeamos

U — U* comoU), obtendo

Assim nosso foco, a partir de agora, sera sobre naoridsstes puramente quadraticas

U, + Q(U), = 0. (3.3)

Para o caso em que consideramos os termos de ordem mais, altmtanto que?
satisfaca algumas hipobteses, o teorema 2.4 de [14] gacu# existe uma correspondéncia
biunivoca entre as curvas de ondafdatravés do ponto umbilico com as curvas de ondas de
(2 através deste mesmo ponto. Mais ainda, toda tal curva de dm8 é tangente, no ponto

umbilico, a curva de onda dg (cf. demonstracao em [14]).

3.2 A formanormal

Iremos, nesta secao, concluir o objetivo principal desf@tulo mostrando o teorema

gue nos da condicdes para que a funcao de fluxo sejeegtadi

Duas aplicacdes quadratic@s : R? — R? e 0, : R? — R? sdoequivalentese existe

uma matriz constante invertiv€ltal que

Q2(U) = S7'Q1(SU), YU em R%

SeQ(U) = dC(U) paraC' : R* — R polindmio clbico homogéneo, entdbé chamado

depotencial

E Q : R? — R? éfortemente hiperblico sedQ(u,v) tem autovalores reais e & diago-

nalizavel para todou, v).
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O estudo da aplicacatev € til nas demostracdes (que podem ser encontradas/gm [1
das duas observacgdes seguintes. Assumiremos estagagiii®srcomo resultados e as utilizare-

mos na demonstracao do proximo teorema deste capitulo.

Observag@o 3.6. Equivaléncia preserva a estrutura de curvas de ondae |staplicacad/ —

S—1U associa curvas de onda a curvas de onda.

Observag@o 3.7. () €& fortemente hiperbodlico se, e somente se, existe umeagglh clbica

homogéned’ : R? — R tal queQ & equivalente dC.

Lema 3.8. Seja@ : R? — R? uma aplicago quadética com potencial’(U) e sejaQ(U) =
S~1Q(SU). SeS = al, para algum escalar # 0, ou seS & uma matriz ortogonal, e Q
tamkem tem um potencial, especificadameptem o potencial’(U) = aC(U) ou C(U) =

C(SU), respectivamente.

Demonstrago. Como@Q tem um potencial, entaé) & simétrica, logal() & simétrica, portanto

- _ . |

Q tem um potencial. S8 = o, entaoQ(SU) = o? Q(U) e temos) = — o* Q(U) = a dC.
«

Assim, o potencial d&) € C' = aC(U). Agora, seS & ortogonal, temo§ = S~'Q(SU) =
STQ(SU) = STdC(SU) = SdC(SU), masdC = d(C(SU)) = SdC(SU), o que prova o

lema. O

Teorema 3.1.Se(Q : R? — R? & uma aplicacdo quadratica tal que (3.3) € hiperbamm um
ponto umbilico isolado ey = 0, entao existem, b coma # 1 + b? tal queQ € equivalente a
dC', onde

1
C(u,v) = gau3 + bu*v + uv®. (3.4)

Demonstrago. Como (3.3) & hiperbolico com um ponto umbilico isoladp g fortemente
hiperbolico e, pela Observacao 3.7, podemos tr@cpor uma aplicacao equivalente que tem
potencialC, polindbmio cubico, que denotaremos em sua forma geral por

C(z,y) = ax® + B’y + yoy* + 6y°.
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Dividindo C'(z, y) pory? temos

O RO RO

Agora,
{(z,y) e R*: C1(z,y) =0} (3.5)

consiste de uma, duas ou trés retas através da origemmm-pja

Considere, primeiro, o caso em que pelo menos uma das retbgda de um zero
simples d&”; (z,y) = 0. Pelo Lema 3.8 podemos rotacionar as coordenadas de foerestpu

reta de zero simples seja o eiyqou sejay = 0), entao,

Clx,y) = az’ + fu’y + yay®.

Mais ainda, pelo Lema 3.8, podemos reeso@lde forma que o coeficienteseja igual
al, ja que este deve ser diferente deo pois 0 eixoy &€ uma reta de zero simples. Assim,
convenientemente, temos a forma normal (3.4). Para querdggwem as hipotesefH) &

necessaria # 1 + b.

Sempre € possivel essa construcao ja que o conjuripg@mpre contém pelo menos
uma reta de zero simples. Caso (3.5) possua trés zerosdmites podemos rotacionar as

coordenadas de forma qU&z, y) = ax® e podemos ver que este potencial vigty. Com isto

fica provado o teorema. O

Com esse teorema, sendo a origem um ponto umbilico isotediemos escrever sis-
temas de duas leis de conservagao ¢ome- (u,v)" e funcéo de fluxo quadratica como um

sistema da forma
up + 3(au? 4 2bww +v?), = 0
v+ 1 (bu? 4+ 2uv), = 0

ondea # 1 + b* e F* se iguala ao gradiente de um polindmio clibico, como acima.
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Observag@o 3.9. Schaeffer e Shearer, ainda em [14], estudaram curvas de ondaando

em pontos umbilicos e identificaram quatro tipos de probteque ficaram conhecidos, desde
entao, por problemas do tipo I, II, Ill, 1V, dependendo degites em que se encontram. Eles
mostraram que a medida em que b variam, existem quatro configuracoes diferentes para
as curvas de ondas através de pontos umbilicos, cormspdo as quatro regides no plao-
como na Figura 3.2.

Figura 3.2: Regi0es no pland-



CAPITULO 4

Ondas transicionais

Ja estudamos em capitulos precedentes a estrutura dagdesolde problemas
de Riemann. Para modelos com duas equac0des, estritaimpatbolicos e estados iniciais
proximos, a solucao consiste de dois grupos de onda,wadzorrespondendo a uma familia
caracteristica [9]. Para modelos mais gerais, a solpg@ie conter ondas transicionais que

interpolam (sao transicdes) entre as familias.

Neste capitulo, vamos examinar choques transicionassmadelos quadraticos. Estes
choques correspondem a orbitas ligando selas do sister@aitio
—s[U(€) = U-]+ F(U(€)) = F(U-) = DU))U() , (4.1)

com a funcao de fluxé' quadratica, neste caso, dada por

F=(fg",
sendo
flu,v) = LHau? + 2bjuv + ¢10?) + diu + eqv,
glu,v) = F(agu® + 2byuv + c20?) + dau + egv .
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4.1 Modelos quadéticos

Considerando o sistema de leis de conservaca® com funcao de fluxo quadratica
como dada anteriormente, observamos que a introducamedeparturbacao linear na funcao
de fluxo pode fazer com que o modelo falhe em ser estritamguesidlico em algum lugar do
plano-uv, logo, regides elipticas, onde as velocidades canatitexS sao complexas, ocorrem.

Um exemplo onde isto ocorre € no modelo de Stone, [3].
Vamos eliminar a velocidadeda condicao de Rankine-Hugoniot
—slUy —U_ |+ FU,)—F{U.)=0.

ComU, = U_ fixo, temos uma Unica equacao para os estéades U, na Hugoniot dd/,.
Entao,
—slUy —U_ |+ FU,)—-FU.)=0

| | ] S = fluow) | (4.2)

v = Yo g9(u,v) — g(uo, vo)

—s(u —ug) + f(u,v) — f(ug,v9) = 0 e
—s(v —wo) + g(u,v) — g(ug,v9) = 0.

f(u,v) — f(uo, vo) e s— g(u,v) — Q(UO,UO)_

Com isso;s = —
(u — ) (v —1p)

Igualando esses resultados, temos

Huo,vo (U, U) = (u - UO)[g(uv U) - g(u()v UO)] - (U - UO)[f(uv U) - f(u07 UO)] =0 (43)
De (4.2), temos

U — Uo f(u,v) = f(uo, vo)
U—Uy V—1y |S = | Uu—Uy UV—17

U — g g(ua U) - g(u07 Uo)
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s[(u —1o)? + (v = v0)*] = (u —uo)[f(u,v) — f(uo, vo)] + (v —v0)[g(u,v) — g(ug,vo)]

S =

(u = uo)[f(u,v) = f(uo,vo)] + (v = vo)[g(u, v) — g(uo, vo)]
(0 — )2 + (0= 00)? ) (4.4)

Para modelos quadraticos, a curva de Hugoniot{ppdada porH,, ,,(u,v) &€ um

polindmio clbico nas variaveise v, a qual podemos parametrizar por coordenadas polares cen-
. . . cos(p)
trada eml/, por um angulap. Mais precisamente, escrevendo= Uy + R , onde
sen(y)

R € R representa a distancia entfee Uy, ou ainday = ug + Rcos(p) € v = vy + Rsen(p)

em (4.3) e (4.4), temos

Hunso(1.0) = R { S Rla)oosli) + Bihsen()] + aliphuo + 5o +9(0) | (49

1 > - > _
s = 5 Rlalp)cos(p) + Blp)sen(p)] + alp)uo + Bly)vo +7(¢) , (4.6)

respectivamente, onde

(ag + by)cos2¢p + (by — a1)sen2¢p + ag — b1},

(by + ¢1)cos2¢ + (co — by)sen2¢p + by — 1},
(dy + e1)cos2¢ + (e3 — dy)sen2¢ + dy — €1},

Q@

—

S

N—

Il
IR NI~ N
~

a(p) = 3{(a1 —ba)cos2p + (by + az)sen2¢ + a1 + by},
B(go) = % {(by — c2)cos2¢p + (c1 + by)sen2¢ + by + ¢},
F(p) = % {(d1 — e3)cos2p + (e1 + ds)sen2¢p + dy + e} .

Um anguloy € chamad@ngulo caracteisticopara um dado estadg, quando satisfaz

a(@)ug + B(p)ve + v(w) = 0. (4.7)
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O conjunto de estadd$, satisfazendo (4.7) € chamadia caractefstica denotada por

L(y). Angulos que satisfazem

a(p)cos(p) + B(p)sen(p) = 0 (4.8)

sao chamadd@ngulos assirdticos L(yp) chama-seeta de bifurcadosey é assintoticoE bom
salientar que angulos assintoticos e retas de bifamcdependem somente dos coeficientes do

modelo e nao dé,.

Observe, também, que sao validas as seguintes igualdade

" cos
a(p)cosp + B(p)seny = (—senyp, cosp)F (0) 4 : (4.9)
seny
2
. - " cosp
a(p)cosp + B(p)seny = (cosp, senp)F (0) . (4.10)
seny

Com elas podemos defiringulo de viscosidadsomo sendo o angulo que satisfaz (4.9),
porém com a fungao de fluxo dada gor' F'. A reta caracteristica(p) associada a um angulo

de viscosidade & chamadda de viscosidade

Com isso, vale o resultado:

Proposicao 4.1. (a) Suponha que nao é angulo assinttico. Enfio a reta porlU, comangulo
© cruza a Hugoniot dé/, em um estad® # U, se, e somente sey nao & um angulo
caracteiistico paral.

(b) Suponha que & angulo assinttico. Enfio a reta porlU, comangulop cruza a Hugoniot
deU, em um estad® # U, se, e somente s&, esh sobre a reta de bifurcép associada a

. Neste caso, a Hugoniot c@m esta reta.

Demonstrago. (a) SeU esta na Hugoniot d&,, entao

1

Hugn1,0) = 2 { Rla(0)cos(i) + Ble)sen()] + aloua + Bl +(6) ) =0
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Mas R # 0, poisU # U, e a(p)cos(p) + B(p)sen(p) # 0, ja quep ndo € assintotico.
Entao,

a(p)ug + B(p)vo + ()
a(p)cos(p) + B(w)sen(e)

R=-2

Isso implica que

a(p)ug + B(p)vo +v(p) # 0.

Agora, supondo que nao & um angulo caracteristico péfae angulo nao assintotico,
temos que

a(p)ug + B(w)ve +v(p) £0,

b= 2 P)eos(p) + Alp)sen(y)

é solucgao dé1,,, ., (u,v) = 0, logo a reta pot/, com angulop cruza a Hugoniot d&, em um
estaddJ # U,. O

(b) SeU esta na Hugoniot d&,, entao

1

Hugn1,0) = B { Rla()cos(i) + Ble)sen()] + aloua + Bl +(6) ) 0.

Mas R # 0, poisU # Uy e a(p)cos(p) + B(p)sen(p) = 0, ja quep & assintobtico.
Entao,
a(p)ug + (p)vo + () =0,

ou sejal/, esta sobre a reta de bifurcacao associagda a

Agora, sd/, esta sobre areta de bifurca¢ap e assintotico, entatd,,, ., (u,v) = 0. O

4.2 Orbitas retas

Nesta secao, vamos voltar nossa atencao ao estudo geeshiansicionais com perfil

reto. Daremos condi¢cdes necessarias e suficientesparatear tais choques.
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Denotaremos porl/ = %(UJr + U_), o ponto médio entre os estadds e U_ e por

AU = U, — U_, adiferenca entre esses mesmos estados.

Lema 4.2. Suponha) : R? — R? uma funéo quadatica tal queQ(U,) = Q(U_). Enfio,

QU +pAU) = Q) + 5 Q" T)AUY

Demonstrago. Temos a aproximaga@(U +pAU) = Q(U)+pQ (U)AU+3p°Q" (U)(AU)2.

Assim, comaR' (U) & linear,Q (U)AU = Q(U,) — Q(U-) = 0. O

Proposicao 4.3. SejaF’ quaditico, s, U_, U, # U_ satisfazendo Rankine-Hugoniot. Bato
segmento de reta entté_ e U, & umaorbita para o sistema adbhomo

=s[U(§) = U]+ F(U(§)) = F(U-) = DU))U(€) (4.12)
se, e somente se, existe uma constantel tal que
pDAU = %F"(O)(AU}Q : (4.12)

A Orbita segue dé/_ paraU, se, e somente sg,< 0.

Demonstrago. Uma Orbita para o sistema ligantia e U, sobre uma reta & da fornig¢) =
U+ p(&)AU, com—1 < p(§) < 1. SeQ(U) = —s(U — U-) + F(U) — F(U-) &uma funcéo

guadratica satisfazendo as hipoteses do lema antes@teana dinamico (4.11) torna-se
DUENU(E) = —slU(&) U]+ FUE) - FU-),
DUE)UE) = Q).

comU (&) = U + p(§)AU.

Do Lema4.2, temos

pDAU = Q(U) + %/PQ” (U)(AU). (4.13)
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Assim, parg = —1, temos

0= Q) = QW) = Q) + Q" (D)(AUY? , por (4.13).

Entao,
Q) =~ Q" O)(AV)?. (4.14)

Substituindo este resultado (4.14pe(U) = F"(0) em (4.13), temos

1 1 "
pDAU = ) (p2 — Z) F(0)(AU)? , (4.15)
ondep satisfaz
. ' 1
2p1:,u<:>p:,u J (4.16)
P —1q 4

Com isso, sendp # 0, (4.16) tem uma solu¢ao coprvariando entreL% e %
Portanto, s DAU = LF"(0)(AU)? e p = pu(p* — 1), entdo (4.15) é satisfeita e temos que

0 segmento & uma orbita.
Por outro lado, s@ parametriza uma Orbita sobre uma reta, (4.15) mostra qaé)(4

deve valer para algum # 0 e, portantog DAU = 1F"(0)(AU)? é satisfeita.

Para mostrar a Gltima afirma¢ao da proposi¢ao, bastareér que se cresce d&% a

entdop? — 1 < 0. Ep > 0. Portantoy < 0, ou seja, a orbita segue de paral, se, e
]

1

21

somente segy < 0.
Mostraremos que a constantesta relacionada aos autovalofigesdo sistema dinamico

(4.1) linearizado, como na Sec¢ao 2.3 do Capitulo 2, enotdos pontos criticos. Temos

[—s + F'(U)]AU = u, DAU (4.17)

[—s + F'(U_)]AU = u_DAU, (4.18)
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onde os autovalores correspondem aos autovefaresomy <0 < u_.
Subtraindo (4.18) de (4.17), temos

[F'(Uy) = F'(U)JAU = (py — p) DAU.

E comoF' é quadratica,

F'(0)AUAU = (py — p_)DAU.

. . . . 1 "
Assim, dividindo por2 para obtermos (4.12), tem025F (0)(AU)* = uDAU, com
1
p= gy —p-) 0.
Agora, somando (4.17) com (4.18), temos

[—%+Pﬂ&)+FﬁLﬂAU=U@+MJDAU

ComoF’ é linear,

ovvar (Y a0 = g upan

e 1
[-s+ F(U)]AU = §m++uJDAU
Mas sel/_, U, e s satisfazem Rankine-Hugoniot, entao

sAU:PﬂL)—F@L%:/QFﬂ7+mﬂﬂdp:FﬁﬂAU.

1
2

Com este resultado, temos que o lado esquerdo da equatida stamando-se (4.17)

com (4.18) se anula, o que nos da, consequentemente =0 <= pu=p, = —pu_.
O proximo lema relaciona a Proposicao 4.3 aos angulessgesidade.
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Lema 4.4. Considere um estadd, sobre a reta que passa pol/_ com angulo ¢, com
U, #U_. Enao,uDAU = %F”(O)(AU}2 vale para algumu se, e somente sg,& umangulo

de viscosidade.

Demonstrago. SejaAU = R(cosp, seny)™. Assim,

1 "
pDAU = SF (0)(AU)?,
1 "
pAU = §D*1F (0)(AU)?,

1 , 2
R< cos ) — DR (0)32( cos ) :
seny 2 seny

Entao, multiplicando-se ambos os lados da Ultima igudaor (—seny, cosp) temos

quepDAU = LF"(0)(AU)? vale para alguny se, e somente se,

1 ’ ?
0= (—sen@,cosgp)inlF (O)RQ( s ) ,

seny

isto &, € angulo de viscosidade. O

Suponday angulo de viscosidadelé, sobre a reta de viscosidade, passanddjpoou

_ cosp
seja, U, =U_+ R , de (4.12), temos
seny
1 -1 1" 2
uAU = §D F (0)(AU),
2
cos 1 . cos
R 7 = ip PR 7
seny 2 seny
2
cos 1 . cos
w(cosp, senyp) 7 = —R(cosyp, sencp)DilF (0) 7
seny 2 seny
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1 .
i = 5R(@p(p)coso + p(e)seny)

onde a Gltima igualdade foi obtida da expressao (4.10) égrme 3, funcdes associadas a

D7'F.

Isto sugere a definicao dmgulo de viscosidade excepcior@mo sendo aquele que
satisfazap (¢)cose + fp(p)seng = 0. Ou seja, de acordo com a Proposicao 4.3, n&o é

possivel existir perfis retos com angulos de viscosidadepeionais, ja que = 0.

Dizemos qud/, estacorretamente orientadoom respeito & _ sobre a reta de viscosi-

dade se: < 0.

Com isso, tracando-se as retas de viscosidade e a Huganibt podemos encontrar
sua interseccald. Este procedimento nos permite construir descontinugladm perfil reto
entrelU, e U (veja a Figura 4.1 dessa construgéﬁ)bom salientar que esta intersec¢ao pode

nao existir.

S

Figura 4.1: Perfil reto.

O teorema abaixo fornece condicdes precisas para gaexiiéncia de perfis retos

e condi¢Oes para que uma descontinuidade em um modeloatjeadtenha perfil reto. A
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demonstracao do mesmo é consequéncia direta da Pgapakil e dos resultados obtidos an-

teriormente neste mesmo capitulo.

Teorema 4.1.Suponha que a matriz de viscosiddde invertivel ep & angulo de viscosidade
nao excepcional. Seja(y) a reta de viscosidade associada a

(a) Suponhap angulo nao-assintotico. Entag € ligado a algunt/ # U, na Hugoniot dd/,
por uma Orbita sobre uma reta com angplse, e somente s&, ¢ L(y). Neste caso, o estado
correspondent& & Unico.

(b) Suponhay angulo assintético. Entab, é ligado a alguntV # U, na Hugoniot del,
por uma orbita sobre uma reta com angulse, e somente séj, € L(y). Neste casol/
compreende parte da reta de bifurcadg).

A Orbita vai del/; aU se, e somente s&, esta corretamente orientado com relacéf.a

4.3 Regao transicional e solu@o do problema de Riemann
contendo choques transicionais

Descreveremos, agora, o conjunto de descontinuidadesid@ncento com perfil reto.
Assuma que valem as hip6teses do Teorema 4.1. Entao,uguggntol, € ligado a algum
U # Uy por um perfil reto. O conjunto de pontb§ para os quais um choque transicional com

perfil reto &€ chamadrgegiao transicionalpara o angulo de viscosidage

Na situacao (a) do Teorema 4.1, a regiao transicionat swbconjunto aberto do plano
no formato de uma cunha, onde para cada um de seus pontapooae um Gnico choque tran-
sicional parap. Por outro lado, na situac@b), essa regiao & parte da reta de bifurcaGgo) e
para cada pontd; deste segmento de reta correspondem estidggpara os quais a ligacao
entreU;, e Ur € um choque transicional. A ilustracao destes itens @doefea 4.1 encontra-se
na Figura 4.2, onde o segmento em negrito da keteepresenta a regiao transicional para um
angulo assintotico enquanto as cunhas hachuradasigndre; inferiormente e, também, entre

L4 e Ls superiormente, representam a regiao transicional payal@s nao-assintoticos.
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L,

Figura 4.2: Regides transicionais para um angulo assioté dois angulos nao-assintoticos.

Considerando um angulo de viscosidade particplardeixandd/, variar, o ponto cor-
respondent& = U, + R(cosp, seny)™ & unido al/, por um perfil reto. A fronteira da regiao
transicional &€ o lugar onde os pontos de sela deixam de lserogeseja, consiste dos pontos
onde alguma das desigualdades

)\1(U0) <s < )\Q(Uo)
)\1(U) <s < )\Q(U)

torna-se igualdade. Acontecendo isto, a velocidade do ushampincide com a velocidade
caracteristica no estado a direita ou no estado a esgjusta & det[—s + F'(U,)] = 0, comU.
sendolU ouU,.

Para fazer esse calculo, precisamos da velocidadeara isso, primeiramente encon-
tramos um angulo de viscosidagepor (4.9). Com ele, encontramos o valor Repela ex-
pressao da Hugoniot (4.5). Assim, substituimos o valoRd®a expressao da velocidade de
choque (4.6) e, podemos entao, calcular o determinanteaadbteremos assim, para 0 caso

em que o angulo nao é assintotico, duas retas cruzampgara cada angulo como na Figura 4.2.

Como estamos interessados em choques transicionais b r@ta, um resultado im-

portante de Chicone [9] que fornece condi¢des para queismteca € o seguinte:
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Teorema 4.2.Para sistemas em que a funcao de fluxo € um gradiente e@iupakdratica no
plano, uma orbita ligando duas selas € um segmento de reta.

Ja discutimos, no Capitulo 2, em que consiste uma soldggproblema de Riemann.

Agora, descreveremos 0 uso de choques transicionais resgacs

Com base na situacao (a) do Teorema 4.1 para modelosatigadra classe de choques
transicionais para funcoes fluxo genéricas & caraetea por umaplica¢do transicional.X.
Esta aplicacao € definida em um abéfta regiao transicional. Ela associa cada pantie T
um pontolU’ = X(U) emT’ = X(T) tal queU e U’ sao ligados por um choque transicional.
Temos, como exemplo, na Figura 4.2, que o domfima aplicacao transicional corresponde
as regides hachuradas e a parte em negrito dalsetanquanto que a imagef deste ma-
peamento corresponde as duas cunhas nao-hachuradasreem&eestante da refa. Mais

exatamente, estes choques sao usados para resolvenmsiile Riemann da seguinte maneira:

e para um dado estad®, a esquerda, construimos a 1-curva de onda;

e se a 1l-curva de onda passa pela redia@ntao cada estado intermediakig, sobre a
curva nesta regiao é ligado ao seu estado imagem X (U,;) por um choque transi-

cional;
e A velocidade desta onda transicional deve exceder a veldeida 1-onda d€;, aU,,;
o E gerada uma curva que € imagem da 1-curva de onda pelo mapteai

e Desenhamos as 2-curvas de onda (ou ondas transicionasjradps pontos sobre essa

curva transicional, imagem da 1-curva de onda.
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CAPITULO 5

O helicoide de solu@es

Neste capitulo, inicialmente, vamos descrever o compuatdo topologico de solucdes
de Riemann para o sistema parab0lico associado a um maoakéicupar de sistema x 2 de
leis de conservacao, com matriz de viscosidade igualrdidiale. O conjunto de solucdes sera
associado a uma variedade que se assemelha a um helicoidémPfaremos uma pequena
perturbacao em uma das entradas da matriz de viscosidadstearemos que o helicbide de

solucdes ainda esta presente.

5.1 O modelo

Para obter o helicoide de solu¢cdes vamos considerar udelmale sistema x 2 de
leis de conservacao do tipo eliptico-hiperbblico e gatisfaca, ao menos, as doze condi¢des
gue serao descritas mais adiante. Esse modelo & do tipadatdo com a classificacao de
Schaeffer e Shearer, em [14], apresentada na Ultima slec@apitulo 3 deste trabalho. Assim,

consideraremos como exemplo o problema de Riemann
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Capitulo 5. O helicoide de solucdes

ug + (3(0* —w?) + pv) =0
v + (vu — pu), =0
¢+ ( pu) ’ (5.1)

Up, arazr <0,
U0 =4 & P

Ugr, paraxz>0.

\

com o sistema parabolico associado tendo a matriz de wisiEscomo sendo a identidade.

Observe que o modelo (5.1) tem comportamento eliptico rdemto circulo
O = {(u,v) : v* + v*> < p*} e hiperbolico fora deO, ja que os autovalores;(U;) =
(—1)'\/u?+v2—p?, i=1,2, deDF(u,v), sdo complexos conjugados pafalentro do

circulo e reais e distintos patafora.

Neste exemplo, uma solucao onda viajante & uma solig&cstema de equacoes difer-

enciais dependendo de , v_ es:

1= —s(u—u_)+ 5(0* —u®) + pv — (02 —u?) + pu_
U s(u—u_) +5(v° —u’) +pv—5(v2 —ul)+pv 52)

v =—s(v—v_)+vu—pu—v_u_ — pu_

O modelo considerado nesta se¢cao & um exemplo de modelssitisfazem as condigcdes:

(C1) O problema de Riemann, no espaco de estados, tem umaedigidmaO compacta
com fronteira fechad@, isto &, a matrizD F'(U) tem autovalores complexos conjugadog/se

esta dentro d&® e autovalores reais e distintosigeesta fora d&).

(C2) As solucdes de Riemann contém somente 1-choque de Letxp@ie de Lax e

choques transicionais.

(C3) O sistema dinamico associado ao problema de Riemann temaronm quatro
singularidades. Se ele tem quatro singularidades, etd&adevem ser trés selas e uma nao-

sela.

(C4) As orbitas ligando duas selas do sistema dinamico askwsao de dois tipos:
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linhas retas e curvas. Denotamos fiprchoques transicionais associados a oOrbitas refas e
para transicionais com orbitas curvas. Neste traballiaartmos o primeiro tipo de choques

transicionais.

(C5) O retrato de fase de (5.2) tem trés retas invariaftesi = 1, 2, 3), formando um
triangulo V, tal que se duas selas estao solyee sao ligadas por orbitas, entao pelo menos
uma Orbitay esta sobre?;. Cada reta € tangente a fronteira da regido eliptica extamente
um ponto e nao existe outra interseccao. Cada reta éasimge duas partes: a sekiimite de
caday esta na primeira partg;, e aw-limite de caday esta na segunda partg,. O ponto de
tangéncia entre a reta e a fronteira da regiao elipted&rénteira entre essas duas partes. Veja

essa condicao ilustrada na Figura 5.1.

Ry Ry

[e3 w

w o

Rs Ry

[e3 w

Figura 5.1: Retas invariantes.

(C6) Para valores iguais de e valores apropriados dé_, o sistema (5.2) poss&-
ciclos que sao trés selas conectadas por orbitas do mesmoaidieamico (mesmas_ e s)

e seus cantos coincidem com com os canto¥ dentao oV coincide com um 3-ciclo).

(C7) A partir de estados apropriados, as curvas de 1-choque dateasectam transver-
salmente a partg;  da reta invariant&; e as curvas de 2-choques de Lax intersectam transver-

salmente a part®; da reta invarianté?,. \Veja a Figura 5.2.
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Figura 5.2: Curvas de 1-choque.

(C8) SejaS; '(R;,) o conjunto de todos os estadds tal que a 1-curva de choque a
partir deU,, intersectaR;_ e sejaS;(R;,) 0 conjunto de todos os estaddg tal que a 2-curva

de onda para tras pof; (S, ' (Ug)) intersectaR; . Esses dois conjuntos s&o nao vazios.

(C9) Em uma sequéncia de mais de dois choques transicionais t@dchoques tém a

mesma velocidade exceto, posssivelmente, o primeiro gnodithoques.

(C10) Fixe um estado em cadg;, (i = 1,2,3) que & uma sela. Variandg existe um
intervalo/; contido emR;, tal que toda sela em) é ligada a uma sela e, por uma ligagao

reta.

(C11) Exceto em casos de bifurcacao, o comprimento da origiaado dois estadds

e U, depende continuamente e e U, .

(C12) Uma ligagao, reta ou curva, entre duas selas pode desepateavées de uma
nao-sela colidindo com uma das selas. Em leis de conseryagsas colisdes ocorrem sobre a

fronteira entre ramos da curva de Rankine-Hugoniot.

Com essas condi¢Oes satisfeitas vamos, agora, intraloagao de classes de solucdes.
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5.2 Classes de solugs

Um conjunto de solugcdes com a mesma sequéncia de ondasrgéges chama-stasse
de solué@o. Em nosso caso, duas classes diferem-se pelo nimero deeshtognsicionais retos

presentes.

Denotaremos uma sequéncia de ondas usadas para desoneveolucao, fixado um
estadal/;, pela notacao do primeiro tipo de onda utlizada, seguéaldais pontos, seguido da
notacao para o segundo tipo de onda utilizada e assimsvae®nte até o Gltimo tipo de onda,
como por exempl®, : T, : T, : T, : S3, que significa uma sequéncia de ondas comecgando por

um 1-choque seguido de trés transicionais retos e segaidm®-choque.

Apresentaremos as classes de solug¢des para nosso exenilbela 5.1, ond&’,, de-

nota umn 3-ciclo (n = 1,2, 3, ...) comn representando quantas vezes o 3-ciclo foi percorrido.

Classe Descricao da solu@o
\%4 S1:T. T, : T, : S,.
VI Si:1. T, : T, :T, : S,.
XX, S1:3C, T, : Ss.
XXI, S1:3C, T, : T, :5,.
XXII, S1:3C, T, T, : T, : 5.
XXIII, S1:T,:3C, : T, : 5.
XXI1V, S1:T,:3C, T, : T, : 5.
XXV, S :T,.:3C,:T,:T,:T, :S,.

Tabela 5.1: Classes de solucdes

As fronteiras das classes ocorrem através do aparecinentiesaparecimento de
choques transicionais. Os dois mecanismos responsalaimpdanca entre classes usados no

modelo considerado neste capitulo sao:

(M1) Um choque transicional aparece ou desaparece apos o lich®&gpr exemplo,

uma sequéncia de ondas da forfa 7, (ou U, 5 U, i Uns,), isto &, formada por um 1-

choque seguido de um choque transicional, muda para umarsggueom um 1-choqug; (ou
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;S ’ . L, . .
U, = U,,), apenas. A mudanca ocorre quando o estado intermedigricruza a fronteira

entre o ramo de choque transicional e o ramo de 1-choque deel@xva de Rankine-Hugoniot
de U]\/[1 .

(M2) Um choque transicional aparece ou desaparece antes day@echd®or exem-

plo, uma sequéncia de ondas : S, (ou Uy, I U, % Ug), isto &, formada um choque

transicional seguido por um 2-choque, muda para uma seig@éom um 2-choqué, (ou

’ S ’ . L, . .
Uy, — Ug), somente. A mudanca ocorre quando o estado intermediaj cruza a fronteira
entre o ramo de choque transicional e o ramo de 2-choque ded.@xva de Rankine-Hugoniot

deU]wl.

Em(M1), usamos a nota¢dd/1+) para o caso em quUE. aparece e a notac@d/1—)
0 caso em qué, desaparece. Analogamente, usamos as notaddes ) e (M2—) em(M2).

Mais detalhes sobre classes e fronteiras de classes em [1].

5.3 O helioide

Ja que a mudanca de classes de solucao é devida aoiay@anteocou desaparecimento de
choques transicionais, devemos nos concentrar na regidsidional, onde podemos observar

tais mudancgas.

Vimos no Capitulo 4 deste trabalho que para identificar ogjgbs transicionais pode-
mos parametrizar a Hugoniot dg por coordenadas polares centradalénpor um angulap.
Em seguida, definimos angulo de viscosidade usando essaknadas e vimos, na Sec¢ao 4.3,

como encontrar a regiao transicional.

Encontramos, com o auxilio do programiaple, para o exemplo em que a matriz de

viscosidade é a identidade, usando a expressao (4.9)§néma

pi(p) = 4sen(p)cos®(p) — sen(yp) . (5.3)
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Obtemos como solugao ge(y) = 0 os angulos de viscosidadees i%. Substituindo estes

angulos em (4.8), vemos que sao angulos assintotiogs,pelo item (b) do Teorema 4.1, as

ligacOes retas estao todas sobre as retas de bifarcagais especificamente, com o angulo
g, para cada pontd;, do segmentdr,_ da Figura 5.1 corresponde um segmento de estados
Ug’s para os quais a ligacao entig e Ur € um choque transicional. Analogamente, para o
angulo—g, aregiao transicional & o segmerfitg , enquanto que para o angulé o segmento

R;,. Ou seja, neste exemplo, os choques transicidfiascorrem sobre as bifurcagdes que

coincidem com as retas invariantes que formawn. o

SejamU}, fixo e Ui variando dentro dév. Em virtude das condi¢cdg€7) e (C9)

. ~ . . S T, .
podemos construir uma solucao na clagsea seguinte maneird/;, = Uy, — Uy, —

Ty S .. . . ~
Un, — Un, = Ug, onde o segundo choque transicional tem velocidade zera ilustracao

deste caso encontra-se na Figura 5.3.

Figura 5.3: Solucao clas3éno planoww.

Ainda varianddUy, no sentido horario, dentro dé@ e aproximando-o da parte inferior
direita, temos que o estad®,, move-se para direita, fazendo com que a solucao perraaneg

na classé’ até quel/,,, alcance o canto superior direito 8 Neste ponto a solugao fica na
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fronteira das classds e VI até que movendo-se um pouco mijs a solugao entra na classe

VI, por(M2+).

Continuando esse processo, ainda (@r2+), a solu¢ao deixa a clas$é/ e entra na
classe dadapas, : 7, : T, : T, : T,. : T, : Ss, que de acordo com as condic@€es) e (C9),
corresponde a class€eX11;. As solugdes entao mudam para a cla&s€/V;, em seguida

para aX XV; e assim sucessivamente, sempre cruzando as fronteirasiamrclasse e outra.

Podemos descrever as solugdes apresentadas acimesaleavima variedade eR?.
Para tanto, adicionamos ao espaco de estados um parandeitio pela soma do comprimento
do arco da 1-curva de choque entig e o primeiro estado intermediario, com 0 comprimento
das oOrbitas ligando as selas dos choques transicionaimmeoccomprimento da 2-curva de
choque do Ultimo estado intermediario ao estégo Desta forma, a medida que o parametro
n aumenta as solu¢des mudam de classe e, tridimensiortelniemos uma superficie que
se assemelha a um helicoide, onde cada folha do helicomesponde a um estadg,. O
helicoide de solucdes no plang-, esta ilustrado na Figura 5.4(a). Ja o helicbide no espac
v, 1 encontra-se ilustrado na Figura 5.4(b), que foi cedida pavAdo, par&/; dado anterior-

mente.

5.4 Perturbagao da matriz de viscosidade

No modelo estudado nas sec¢des anteriores consideramatsia e viscosidade como
sendo aidentidade. Vamos agora, mudar uma entrada da matagtrar que o comportamento

semelhante ao helicoide de solu¢des ainda esta peesent

d
Seja a matriz de viscosidade denotadalpQi) = 2 A principio, deixamos
1

dq2 genérico. O aparecimento de um 3-ciclo € indispensaael p construcao do helicoide,
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Za\

s
N Ca

X XTI, S

XXV ;\ _________ 5
L XX W
XXIILT—

T

\

(@ O helicéidé no planas.v,. (b) O helicbide no espaca-v,1.

Figura 5.4: O helicbide de solugdes.

como foi visto na se¢ao anterior. Entao, ainda com isse10s choques transicionais retos
gue formam o 3-ciclo, encontraremos a fronteira da reg#wsicional, seguindo os passos do

Capitulo 4, para nosso modelo com a matriz de viscosidaderpada.

Com a expressao (4.9), do Capitulo 4, porem com a fudeduxo dada poD~'F, en-
contramos um polindmio ctbico que nos fornece o valoreahagilos de viscosidade Fizemos

este calculo com auxilio do prograrivaple e obtivemos o polindmio

pa(p) = —2d1acos’ (i) + 2diacos () + dsen(ip)cos® (i) — sen(p). (5.4)
Dividindo (5.4) porcos® () podemos escrevé-lo em fungaotgép) da seguinte maneira:

1 1
—2d 2dyp———— + 4t —1 — =
12 + 2d12 cos?(9) + 4tg(p) 9(90)0082(@

= —2d15 + 2d15 + 2d12tg*(ip) + 4tg() — tg(p) — tg*(p).

Denotanddg(y) porT chegamos ao seguinte polindbmio

—T3 4+ 2d1,T7° + 3T,
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gue sempre tem como solu¢ddo= 0. Isso implica que entre os angulos de viscosidade
encontra-se aero, hao importando o valor dé,. E com este angulo, a regiao transicional &

apenas parte da refg, como ja visto, que coincide com a reta de bifurcacao.

Tomamos como exemplo, a partir de agofa, = 1/2 e encontramos os angulos de
viscosidade dados pelo polindmid™ + T2 + 3T correspondente a este exemplo. Com isso,
temos como regiao transicional parte da fetalescrita acima correspondente ao anguto e
como fronteira da regiao transicional duas retas cruzaedgaformando cunhas, como previsto
na Sec¢ao 4.3 do Capitulo 4 deste trabalho, para os outiesdgulos de viscosidade (Figura
5.5).

Figura 5.5: Regi0es transicionais e imagem da aplicagdsicional.

Com o auxilio do programRiemann Solve8], verificamos que a imagem do segmento
AB da retalL,, pela aplicacao transicional, nos da uma curva na oelgéthurada entré,
e L; representada paf I’ na Figura 5.5. Tragando-se a Hugoniot para tras pelosopatu
segmento de retd D de L,, temos outra curva na regido também hachurada entresad st
Ls representada p@¥ H, onde o pontd? nao aparece na Figura 5.5, mas & imagem do pbnto
pela mesma aplicagao transicional. Temos um ponto desetead/,, entre estas duas curvas

e gque esta na interseccao dessas duas regides. Essé/ppatum estado intermediario entre
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dois choques transicionais. Isso permite a formacao de seqguéncia de trés transicionais,
consequentemente de 3-ciclos, que dao origem a um hidice modo analogo ao que foi

feito em [1], usando os espaco de estados e o parametro

Com isso, podemos concluir que fazendo uma perturbac@otmadad,, da matriz de
viscosidade, o comportamento topologico das solucéemthante a um helicbide ainda esta

presente.
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