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Resumo

Neste trabalho serao apresentadas metodologias numéricas para o estudo da dinamica
dos nicleos de uma molécula. Utilizando a aproximacao adiabética de Born-Oppenheimer,
é possivel estudar, como uma boa aproximacao, o movimento dos elétrons e dos niicleos de
uma molécula, separadamente. Utilizando o método variacional, que funciona como uma
ponte entre a mecanica ondulatéria e a mecanica matricial, é possivel tratar a equacao de
Schrodinger nuclear numericamente. As metodologias estudadas, que tém como objetivo
tornar vidvel o calculo de sistemas com muitas dimensoes, foram testadas para potenciais

unidimensionais e bidimensionais, largamente conhecidos na literatura.



Abstract

In this work, will be presented numerical methods for the study of the nuclear dy-
namic of a molecule. Using the Born-Oppenheimer approximation is possible to study,
as a good approach, the movement of electrons and the nuclei, separately. Using the
variacional method, that provides a bridge from wave mechanics to matrix mechanics, is
possible to deal with the nuclear Schrédinger equation numerically. The methods and the
performance of the programs are examined in one and two-dimensional potentials, well

known in the literature.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo e o calculo numérico de sistemas multidimensionais ¢ um problema de grande
interesse na Fisica Molecular, ji que para tratar de sistemas (moléculas) de N corpos sido
necessarias 3N coordenadas, ou seja, mesmo problemas de poucos corpos sao de dificil
solucao devido a grande dimensionalidade.

Tendo em vista o avanco nos estudos de estrutura eletrénica, com a construcao de
superficies de energia potencial mais acuradas para moléculas poliatémicas, torna-se ne-
cessario o desenvolvimento de metodologias numéricas eficazes para solucionar a equacao
de Schrodinger do movimento dos niicleos em muitas dimensoes para essas superficies
descrevendo, assim, completamente a dinamica do sitema molecular.

A proposta do presente trabalho é estudar e desenvolver metodologias numéricas para
solucionar a equacao de Schrodinger da dinamica dos niicleos, em uma e duas dimensoes,
e testa-las em superficies bem conhecidas na literatura.

A equacgao que descreve sistemas quanticos, como moléculas, é a equacao de Schrodin-
ger. Esta, dificilmente, pode ser resolvida de forma exata, por isso, é necessaria a utiliza-
¢ao de algumas aproximacoes convenientes, como a aproximacao de Born-Oppenheimer

(ABO) [1, 2] e o método variacional [3], que tornem possivel a sua solu¢do numérica.



Utilizando a ABO, é possivel separar a equacao de Schrodinger independente do tempo
de um problema molecular em duas equacgoes: uma que descreve a parte eletronica da
molécula e a outra que descreve a dinamica dos ntucleos. Esta aproximacao é muito
conveniente e baseia-se no fato do nicleo dos 4tomos constituintes das moléculas serem
muito mais massivos que seus elétrons e portanto se movem muito mais lentamente.
Esta situacao permite aos elétrons rearranjarem-se, quase que instantaneamente, a toda
mudanca na posicao dos ntcleos, ou seja, pode-se considerar que os elétrons em uma
molécula movem-se em um campo onde os ntcleos estao fixos. Sendo assim, pode-se
tratar separadamente o movimento nuclear do eletronico com uma boa aproximagcao.

Utilizando o método variacional, metodologia muito utilizada tanto na mecanica quan-
tica [3, 4], quanto na mecanica classica [5, 6], é possivel transformar a equagao de Schro-
dinger em um problema matricial, muito mais conveniente para o seu tratamento compu-
tacional.

A preocupacao fundamental para a solucao numeérica dessa equacao estd na escolha
das funcoes de base em que a funcao de onda serd expandida, visto que os programas
computacionais sao baseados na diagonalizacao de uma matriz que tem sua dimensao
determinada pelo ntimero de func¢oes de base utilizadas. Portanto, as metodologias nu-
méricas apresentadas se basearam na escolha e na otimizacao dessas funcoes de base para
que o calculo fosse possivel e eficaz.

Para o calculo unidimensional, foram estudadas duas representacoes de funcoes de
base: a Representagao da Variavel Discreta (DVR) [7] e a Representagao de Bases Finitas
(FBR). Apesar de se tratar de um problema simples, os calculos em uma dimensao pos-

sibilitam o estudo do espectro rovibracional de moléculas diatomicas e as metodologias



envolvidas servem como um embasamento para o calculo de problemas multidimensionais.

O calculo bidimensional é um primeiro passo para se tratar de problemas com muitas
dimensoes. Foram desenvolvidas metodologias mais facilmente aplicadas em duas dimen-
soes, mas de facil generalizacao para mais dimensoes. Essas sao baseadas na otimizacao
das fungoes de base utilizando um método de contracao de matrizes [8; 9, 10, 11].

Esta dissertagao esta organizada em cinco capitulos. No Capitulo 2 serao apresentados
alguns exemplos de métodos variacionais utilizados na fisica, mais especificamente o mé-
todo variacional utilizado na solugao da equagao de Schrodinger. Em seguida, seréd descrito
o problema molecular propriamente dito e o desenvolvimento detalhado da aproximacao
de Born-Oppenheimer. No Capitulo 3 serao apresentadadas as metodologias numéricas
desenvolvidas para o estudo unidimensional e os resultados obtidos com os testes para
o oscilador harménico simples e a molécula de Hy. No Capitulo 4 sera apresentado o
estudo bidimensional e os resultados para o sistema de Hénon-Heiles [12, 13|, um sistema
simples, muito utilizado na literatura para testes de metodologias em duas dimensoes.
Finalmente, no Capitulo 5 serao apresentadas as conclusdes do presente trabalho e as

perspectivas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Revisao Teoérica

Como o escopo principal deste trabalho é a solucao da equacao de Schrodinger para
o movimento dos nucleos de uma molécula, que nao pode ser resolvida de forma exata
(exceto para casos mais simples), iniciaremos este capitulo com o estudo de métodos varia-
cionais que se faz importante para solugoes aproximadas de equacoes de autovalor como a
propria equacao de Schrodinger. A seguir obteremos, a partir da equacao de Schrédinger

independente do tempo, as equacdes eletronica e da dinamica nuclear utilizando a ABO.
2.1 Meétodos Variacionais

Nesta secao obteremos via método variacional a equacao de Euler-Lagrange, que é a
solucao da equacao classica para sistemas fisicos. Da mesma forma, obteremos a equacao
de Schrodinger que representa a solucao de sistemas quanticos. Por fim, introduziremos o
método variacional de Rayleigh-Ritz que seré a ferramenta utilizada na solucao da equagao

de Schrodinger.

2.1.1 Equagoes Classicas

A formulacao mais geral das leis que governam o movimento de sistemas classicos é o

principio da minima a¢ao ou principio de Hamilton que nos diz [5, 6]



O movimento do sistema de um tempo t; até um tempo ty € tal que a integral (chamada

a¢ao ou integral a¢ao),

7= /t2 L(g, ; t)dt, (2.1)

t1

em que L(q,¢;t) € a funcio Lagrangeana das varidveis generalizadas q € ¢, € estaciondria
para a trajetoriat real do movimento.

Ou seja, de todos os caminhos possiveis pelos quais o sistema poderia evoluir da posi¢ao
t1 para posicao to, este ird seguir o caminho para o qual a integral (2.1) é constante. A
nocao de valor estacionério significa matematicamente considerar a primeira derivada
nula que ¢ uma condicao de minimo da integral acao?. Desta forma, podemos resumir
o Principio de Hamilton dizendo que o movimento do sistema é tal que a variacao da

integral (2.1) é zero, isto é ,

to
0L = 5/ L(q,q;t)dt = 0. (2.2)

t1
O fato do Lagrangeano ser funcao apenas de ¢ e ¢ expressa que o estado do sistema
mecanico é completamente definido quando sao dados apenas a posicao e a velocidade.
Além disso, todas as trajetorias possiveis do sistema coincidem no ponto inicial ¢ = t; e

final t = t5, o que significa que
dq(t1) = dq(tz) = 0. (2.3)

Efetuando a variagao (2.2),

2 /L oL _
/tl <a—q5q + a—q5q) dt = 0. (2.4)

'Estamos nos referindo aqui & trajetéria no espaco de configuracoes, onde cada ponto fornece a descri-
¢do completa do sistema (posicao e velocidade), ndo tendo nenhuma relagido com a trajetoria observada.
2Rigorosamente, a derivada nula é uma condicio de extremo, ndo necessariamente de minimo.



Sabendo que dg = %, e integrando o segundo termo por partes (escolhendo u = g—g e
dv = %), tem-se
st [ 0L dt+{8L6r /tQ dOLs ar—0 (2.5)
= [ —-dq —-0q| — [ ——-0qdt=0. :
4 Oq oq "1, ¢, dt Oq

A condigao (2.3) zera o segundo termo. Reescrevendo a equagio, tem-se

/oL dOL
’ /tl (361 dt 8@) b dt=0 (26)

A integral (2.6) é nula para variagbes dq arbitrarias. Esta condicdo s6 é verdade quando

o integrando ¢ identicamente nulo, entao tem-se que

d (0L oL

Se o sistema em questao possui mais de um grau de liberdade, deve-se variar n funcoes

diferentes de ¢;(t), independentemente, obtendo-se n equagoes da forma

d (0L OL .
7 ((9(]'1») ~aa 0. (=12, ..n). (2.8)

Essas equagoes diferenciais sao as chamadas equagoes de Euler-Lagrange. Se o Lagran-
geano de um determinado sistema mecanico é conhecido, as equagoes (2.8) nos fornecem
as relacoes entre aceleracoes, velocidades e coordenadas, isto é, estas sao as equacoes de
movimento do sistema cléssico.

Matematicamente, a equacao de Euler-Lagrange ¢ um conjunto de n equacgoes dife-
renciais de segunda ordem para n variaveis ¢;(t) e desta forma, a solugdo geral contém
2n constantes arbitrarias. Portanto, para se definir univocamente o movimento do sis-
tema é necessario determinar o valor dessas constantes por meio das condicoes iniciais

que especificam o estado do sistema em um dado instante.



2.1.2 Sistema Quéantico

Na mecanica cléssica, a variacao da integral acao resulta em uma equacgao diferencial
que, uma vez solucionada, fornece todas as informagoes do sistema. Portanto espera-se
que a variagao de uma integral equivalente forneca uma equagao (equagao de Schrodinger)
que descreva completamente o sistema quantico.

Desta forma a equacao de Schrodinger pode ser deduzida da mesma maneira que a
equagdo de Euler-Lagrange, utilizando métodos variacionais |3, 4]. No momento é de
interesse o espago de Hilbert, ou seja, utiliza-se vetores complexos (fun¢oes de onda) para
descrever o sistema mecanico.

Para formular o problema variacional na mecéanica quantica considere a integral
S = / U (0) B0 (r)dr, (2.9)

em que H = P2/2m +Véo operador Hamiltoniano atuando na funcao de onda V. Esta
integral é a formula para o valor esperado da energia, ou seja, S = (f]) =F.

Mas o problema quantico esta vinculado & normalizacao da funcao de onda

/\I/*(r)\lf(r)dST =1, (2.10)

portanto serd necessaria a utilizagao do método dos multiplicadores de Lagrange para se

efetuar a variacao. Assim, sabendo que P = —1hV, tem-se
—h? R
S = /\I/* (—V2 +V) Uddr — \ (/\If*\lfd?’r— 1)
2m
—h? . .
S = / {\If* (2—V2 + V) U — )\\IJ*\D} dBr+ ) (2.11)
m

em que apenas subtrafu-se zero na equacao (2.9).

7



Aplicando a variacao em (2.11), em que A é o multiplicador de Lagrange, tem-se

_ 12 R _ 12 R
0S = / [5@* <—hv2 + v) U+ P* (—hv2 + v) 5\11+] dr +
2m 2m

+/ AU + A\U*5U] d*r = 0, (2.12)

pois 0A = 0 ja que o multiplicador de Lagrange é constante. Reescrevendo (2.12) com as

quantidades 0¥* e 6¥ em evidéncia obtem-se

_ K2 .
53:/5@* K—hvuv)\pjum} dBr +
2m

K2 .
+/ [xlf <%vz + v) - m*} SWdr = 0. (2.13)

As fungoes ¥ e U* variam de forma independente. Desta forma, a condicao 6S = 0

fornece duas equacoes diferenciais
—h? R
— VA + VT =\T (2.14)
2m

e outra equacao que ¢ o complexo conjugado desta.

Reescrevendo (2.14) na notac¢ao de Dirac [14]
H|T) = \|T) (2.15)
e multiplicando pelo complexo conjugado (V|, tem-se o valor esperado do Hamiltoniano
<\If|ﬁ|\ll> = (VA|U) = \(V|D). (2.16)
Portanto, A = E e a equagao (2.14) fica
X _R2 .
H|V) = E|¥) = 2—V2\If(r) +VU(r) = E¥(r) (2.17)
m

8



que é a equacao de Schrodinger independente do tempo com autofungoes W, e autovalores
Ey.

Da mesma forma que na mecanica classica a equacao de Euler-Lagrange é uma con-
dicao de minimo para as trajetorias no espaco de configuracoes, na mecanica quantica a
equacao de Schrodinger ¢ uma condicao de minimo para o valor esperado do Hamiltoniano,
ou seja, para a energia do sistema.

Matematicamente, a equagao de Schrodinger também é uma equacao diferencial de
segunda ordem que, exceto para potenciais mais simples, nao possui solucao analitica
fazendo-se necessaria a utilizacao de métodos aproximativos para solucioné-la.

Na prética, se for utilizado a fun¢io ¥, +0W (fungao teste) como uma boa aproximagao
da autofuncao Wy, iremos obter um valor esperado do Hamiltoniano Ej +¢ (f[ ) superior ao
valor E). Assim, pode-se encontrar valores superiores ao estado fundamental calculando
<ﬁ ) utilizando funcoes testes cuidadosamente escolhidas. Por cuidadosamente entende-se
a necessidade de escolher entre uma boa aproximacao para a autofuncao ¥, e a facilidade
dos calculos.

O método variacional é frequentemente aplicado & equagao de Schrodinger ao se utilizar
para o calculo de (ﬁ )’ uma funcdo de onda teste que contenha um ou mais pardmetros
variavies reais «, (3, 7... Se o valor esperado (ﬁ)’ é uma funcao diferenciével desses

parametros, entao ao invés de se escrever as fungoes teste que minimizam (H)', escreve-se

os parametros «, [, ... que fazem esse papel, ou seja,

_ - =..=0. (2.18)

Evidentemente, o minimo absoluto de (I:I>’ obtido por este método resulta em um

limite superior do menor autovalor de H. Este limite pode ser uma boa aproximacao



para o autovalor de menor energia se a funcgao teste for flexivel o suficiente para simular a
autofuncao ¥, do estado fundamental. Os outros extremos de (I:[ ) podem corresponder
aos estados excitados do sistema e, nestes casos, pode-se concluir que a funcao teste é
suficientemente adaptavel para representar os autoestados desejados de (]:] ) com uma
boa aproximacao. Uma maneira de se escrever essas funcoes teste é utilizando o método

de Rayleigh-Ritz, que é uma ponte entre a mecanica ondulatoéria e a mecanica matricial,

que sera descrito na proxima secao.

2.1.3 O Método Variacional de Rayleigh-Ritz

Uma das mais importantes aplicacoes do principio variacional ¢ o método de Rayleigh-
Ritz. Este procedimento é aplicavel ao espectro discreto de um operador Hermitiano
e consiste em usar como funcio teste |¥) uma combinacdo linear de N funcoes |),

linearmente independentes e de quadrado integravel como [3, 2]

N

|¥) = ZCJ‘DJ (2.19)

i=1

As fungoes |®;) sao denominadas um conjunto de fungoes de base. Os coeficientes ¢; sao
determinados pelo principio variacional e suas partes real e imaginaria sao parametros
que variam independentemente. Pode-se interpretar |\if> como um vetor em um espaco
N-dimensional que é expandido nas bases |®;). Os coeficientes ¢; sdo as componentes
desse vetor.

De uma forma geral, as fungoes de base |®;) ndo precisam ser ortonormais. No entanto
estas serao consideradas, para o método de Rayleigh-Ritz, como sendo fungoes de base
reais e ortonormais, ou seja,

1 se 1=y

(@) = @ifo) =a; = { o 2 12 (2.20)

10



em que 0;; é o delta de Kronecker. A representac¢ao matricial do operador Hamiltoniano

nas bases |®;) é uma matriz H N x N com elementos
(H)i; = Hyy = (| H|2;). (2.21)

Como o Hamiltoniano é Hermitiano e as bases sao reais, H é simétrico, ou seja, H;; = Hj;.

A funcao teste é normalizada, entao

(T|W) = chc]m@ => d=1 (2.22)

O valor esperado

(U|H|D) chqwm@ chc] py (2.23)

¢ uma funcao dos coeficientes da expansao. Desta forma, o problema quantico foi formu-
lado de tal forma que o objetivo serd encontrar um conjunto de parametros da funcao teste
que minimizam o valor esperado do operador Hamiltoniano. No entanto, nao é possivel

calcular diretamente

0
aCk <

\II|H|\I/> =0, k=12.,N (2.24)
devido ao vinculo (2.22). Mais uma vez serd necessaria a utilizagdo do método dos mul-
tiplicadores de Lagrange para calcular o problema de minimizacao. Subtraindo zero em

(2.24) tem-se

0
8Ck

[(\I/|H|\IJ> ((\if|\il> - 1)] —0 (2.25)
De todos os parametros, escolhemos um ¢, especifico para fazer a variagao. Substituindo
a fungao teste (2.19) e o vinculo (2.22) em (2.25), tem-se
9 2 - 2
e Zcicj@jm@i) - E Zc —1]r=0 (2.26)
ij %

11



e de acordo com (2.21)

% (Z ciciHy —EY cl + E) = 0. (2.27)
k

iJ 7

Derivando, tem-se

> cjHy+ Y ciHy — 2Ec; =0, (2.28)
i A

mas sabemos que H;; = Hj;, entao

ZHijcj - ECi =0. (229)

J

Pode-se escrever esse conjunto de equacoes na forma matricial introduzindo o vetor

coluna ¢ com elementos ¢;
Hc = FEc (2.30)

que é o problema padrao de autovalor para a matriz H.

Note que a expressao (2.30) pode ser resolvida para fornecer N autovetores ortonormais

c® com os autovalores correspondentes F,, que por conveniéncia foram arranjados de tal

forma que EO < E1 < ... < EN_l. Entao tem-se
Hc® = E,c®, a=0,1,.., N—1 (2.31)
Ccom
(€)'’ =) ce] = dag (2.32)

i
Introduzindo a matriz diagonal E contendo os autovalores E, e a matriz dos auto-
vetores C definida como Cj, = ¢, as N relagoes contidas em (2.31) podem ser escritas

(A

como

HC = CE, (2.33)

12



que é a equacao de Schrodinger na forma matricial.

Desta forma, o problema de encontrar um conjunto de coeficientes ¢; que minimizam
o valor esperado do Hamiltoniano foi reduzido a uma diagonalizacao da matriz H. Esta
reducao é muito vantajosa para a solucao numérica da equacao de Schrodinger.

Agora pode-se enunciar um importante teorema da Quimica Quantica:

Dada uma funcao de onda normalizada |\if> que satisfaca condigoes de contorno apro-
priadas, entao o valor esperado do Hamiltoniano € um limite superior da energia do estado
fundamental exato.

Isto ja era esperado e este teorema foi demonstrado anteriormente quando encontrou-
se a equacao de Schrodinger para a fun¢ao de onda | W) como sendo a condigdo de minimo
do valor esperado do Hamiltoniano <[:[ ). Quando se utilizar qualquer fungio de onda
teste |U), que difira de |¥) por um 6|¥) por menor que seja, o resultado sera um valor
esperado (f] )/ maior que <]:I ). Em particular, o principio variacional nos assegura que o
menor autovalor E, expandido em funcdes de base |®;) é a melhor aproximacao da energia

do estado fundamental de ER ou seja,
Ey = (Uo|H| W) > Ey (2.34)
onde a igualdade vale apenas quando T, for idéntico ao Uy

2.2 O Problema Molecular

Seja um sistema molecular formado por N elétrons (indexados por i, j...) e M nucleos

(indexados por A, B...) conforme ilustrado para dois nicleos e dois elétrons na figura

(2.1).
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Figura 2.1: Representacao de um sistema molecular com dois nticleos e dois elétrons.

A distancia entre o i-ésimo elétron e o A-ésimo nucleo é ;4 = |r; — Ry/[, a distancia
entre o i-ésimo e o j-ésimo elétrons é r;; = |r; — r;| e a distancia entre o A-ésimo e o

B-ésimo ntcleos é Ryp = |[Ra — Rpl.

O problema molecular consiste em resolver a equagdo de Schrédinger (2.17) para esse

sistema. O Hamiltoniano molecular é dado por

H=Ty+T. 4+ Vyn+ Vee + Vin. (2.35)

Tn e T, correspondem aos operadores energia cinética nuclear e eletronico, respecti-
vamente:

A=1 A
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. 72
T, =— § 2 2.
c 2m, “ Vi (2.37)

i=1

em que M4 corresponde & massa do niicleo A e m, é a massa do elétron. Os Laplacianos V?
e V% envolvem diferenciagoes em relagio as coordenadas do i-ésimo elétron e do A-ésimo
nucleo.

Vnn e V.. representam os potenciais de repulsao nicleo-nicleo e elétron-elétron, res-

pectivamente:

MM
Vi = ZZZAZB@ (2.38)
A=

ZZ — (2.39)

i=1 j>1 Z

em que e é a carga do elétron e Z, corresponde ao nimero atémico do nicleo A.

E, finalmente, V,y representa a atracao coulombiana elétron-ntcleo:

Vi = ZZ =y (2.40)

im1 A1 A

Em unidades atomicas (h = e = m, = 1), a equagao de Schrodinger para o sistema

molecular sera

M

%Z ZW ZZZg‘fBB ZZL—ZZZ U({r:}, {Ra})

A=1B>A =1

U({r}, {Ra}). (2.41)

Devido a consideravel interacao elétron-niicleo (2.40), nao é possivel resolver esta equa-
¢ao simplesmente fazendo uma separacao de variaveis (eletronica e nuclear). Por isso, é
necessario a utilizacao de aproximacoes. Uma aproximacao muito conhecida na fisica de
moléculas serd apresentada a seguir.
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2.2.1 A Aproximacao Adiabatica de Born-Oppenheimer

Baseados no fato da massa do niicleo atémico ser cerca de duas mil vezes maior que a
massa do elétron, Born e Oppenheimer 1] propuseram uma aproximagao adiabatica para
solucionar a equagao de Schrédinger molecular.

Devido a grande diferenca entre as massas, a aproximagao adiabatica diz que:

Se o0s nicleos estao se movendo, assim o fazem a uma velocidade muito menor que
a dos elétrons, de tal forma que se pode considerar que os elétrons em uma molécula
movem-se em um campo onde 0s nicleos estao fixos.

Considerando uma expansao adiabatica é possivel separar VU ({r;},{R4}) em duas
func¢oes. Uma que seja fungao apenas das coordenadas nucleares ({R4}) e outra que seja

fun¢ao das coordenadas eletronicas ({r;}), mas que dependa parametricamente de R.

U({ri}, {Ra}) = C{Ra}o({r:}; {Ra}) (2.42)

Substituindo em (2.41), tem-se

= E(o. (2.43)

Aplicando cada termo, tem-se

——Z Thco- 2 ZV2<¢+ZZ 2250 4 ZZ—@—

A=1B>A =1 3>t
N M 7
N j@s ECo (2.44)

i=1 A=1
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Desenvolvendo o primeiro termo, tem-se

M

! Z VAo =23 1 VA0 + ((V30) + 2(Va6 - Va0)] =

A:l

(2.45)

De acordo com a aproximagao adiabética, V3¢ e V¢ sdo muito pequenos. Além
disso, como dito anteriormente, M, é muito maior que a massa do elétron. Desta forma,
os dois ultimos termos da equagdo (2.45) sao despreziveis. Esta ¢ a aproximacdo de

Born-Oppenheimer. Portanto

——zﬂ“ CZV¢+ZZZ"‘ZBC¢+ZZ

A=1B>A i=1 j>1

DI

i=1 A:l

Cd) = ECo. (2.46)

Dividindo toda a equagao por (¢ e separando as variaveis, tem-se

_iim -
20 4= My

EONEED ) I I UKL TS 9) 92 247

i=1 j>i A=1B>A —1 A=1 A

Pode-se considerar que a localizacao dos ntucleos é constante, como se eles estives-
sem fixos. Desta forma, tanto o lado esquerdo quanto o lado direito da equacao acima
tornam-se iguais a uma constante relativa as distancias entre os ntcleos consideradas fi-
xas. Portanto obtem-se duas equacoes. A primeira expressa a parte da dinamica nuclear,

e a segunda a parte eletronica.

_ic 3 ij ~ E=—<({R}) (2.48)
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2¢ZV¢ ZZ— > ZéAiB+ZZfA:_€({R}) (2.49)

i=1 j>1i T A=1B>A i=1 A=1 iA

Multiplicando (2.48) por (, tem-se

1 o V(¢ B
_§A:1E — E¢=—<c({R})¢ (2.50)
1L vy

O termo que esta entre colchetes é identificado como o operador Hamiltoniano nuclear.

Obtemos entao a equagao de Schrodinger nuclear
Hy(¢ = EC, (2.52)

em que sua solucao descreve a vibracao, rotacao e translacao da molécula.

E agora multiplicando (2.49) por —¢, tem-se

SIS WIS I IR 9) il FEETL IR

zl]>z A=1B>A i=1 A=1
O termo entre colchetes corresponde ao operador Hamiltoniano eletronico. Entao

obtem-se a equacao de Schrodinger eletronica

H.p = e({R}) ¢. (2.54)

Dentro da ABO, os ntcleos estao fixos e a repulsao eletromagnética entre eles pode
ser considerada constante. Assim, o fato do termo de repulsao entre os ntucleos fazer
parte do Hamiltoniano eletronico nao é um problema para a separacao de variaveis feita
anteriormente. Qualquer constante adicionada a um operador apenas acrescenta um valor

a mais sem ter nenhum efeito na autofuncao correspondente. Desta forma, a energia
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total do sistema do ponto de vista dos elétrons é o valor esperado (H.) do Hamiltoniano
eletronico.

A solugao para a equacao (2.54) ¢ a funcdo de onda eletronica ¢({r;};{Ra}) que
descreve o movimento dos elétrons dependendo explicitamente das coordenadas eletronicas
e parametricamente das nucleares. Essa dependéncia paramétrica significa que para cada
arranjo do nicleo, ¢ é uma funcao diferente das coordenadas eletrénicas.

Note que para se escrever explicitamente o Hamiltoniano nuclear Hy ¢ necessario
solucionar a equacao eletronica para varias posicoes dos ntcleos, obtendo uma superficie
de energia potencial, ou seja, a energia total para nicleos fixos é o potencial do movimento
nuclear.

O Hamiltoniano na equacao (2.54), que descreve a dinamica dos elétrons, depende
apenas das coordenadas espaciais do sistema. Desta forma, para descrever completamente
o problema eletronico, é necessario especificar o spin dos elétrons. A melhor maneira de se
fazer isso é introduzindo uma funcao de onda anti-simétrica, de acordo com o principio de
exclusao de Pauli, descrita em termos do determinante de Slater. O problema eletronico
consiste em descrever IV elétrons indistingiiiveis que nao ocupam o mesmo estado quantico
devido ao spin. A solucao deste problema torna-se inviavel devido a dimensao das bases
utilizadas no determinate de Slater. Assim, métodos aproximativos sao fundamentais na
solugdo de problemas desse tipo. A aproximagao de Hartree-Fock|2| é a mais aplicada e
consiste em se utilizar no lugar de um conjunto completo de determinantes de Slater, um
tnico determinante. Isto permite transformar o complicado problema de N elétrons em
um problema de um elétron onde a repulsao elétron-elétron é tratada de forma média.

Ainda assim, a solucdo analitica para a equacao eletronica é inviavel fazendo-se necessario
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a utilizagdo de métodos numéricos. Em [2], pode-se encontrar um estudo detalhado do
problema eletronico ja que o objetivo deste trabalho esta relacionado apenas com a solucao
da equacao nuclear.

Nos proximos capitulos serd apresentado um estudo detalhado da equacao nuclear
em uma e em duas dimensoes bem como as metodologias numéricas desenvolvidas para

solucioné-las.
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Capitulo 3

Calculo Unidimensional

Neste capitulo, serao apresentados alguns métodos numéricos utilizados para a solu-
¢ao da equacao de Schrodinger do movimento dos niicleos unidimensional. FEstes serao

aplicados no calculo de alguns sistemas moleculares unidimensionais.
3.1 Descricao do Problema Numérico

Para a solucao numérica da equacao da dinamica dos ntcleos em uma dimensao,
expandimos a fun¢io de onda nuclear ¢ em fungoes de base |¢;), de acordo com o método
variacional de Rayleigh-Ritz, apresentado no capitulo anterior. Desta forma, obtemos a

equacao de Schodinger na forma matricial
H,C = CE, (3.1)

em que Hy = T 4+ V, cujos os elementos sao dados por

Ty = (6Tl = 5 [ iS5 e - o [T, (g
V= @lVio) = [ oi@vs, e (3.3

Na matriz da energia cinética, foi feita uma integracao por partes considerando as condi-
¢oes de contorno das fungoes de base.
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O procedimento computacional consiste basicamente em contruir a matriz Hamilto-
niana e diagonaliza-la. Nas secoes seguintes, serao apresentadas algumas metodologias

estudadas neste trabalho.
3.2 Metodologias Numéricas

A escolha de boas funcoes de base é uma preocupacao fundamental para a eficiéncia
computacional na solucao numérica da equacao de Schrédinger, visto que o programa ¢é
baseado na diagonalizagao de uma matriz que tem sua dimensao determinada pelo ntimero
de funcoes de base utilizadas. Serao apresentadas duas representacoes de funcoes de base:

a FBR e a DVR.

3.2.1 Representacao de Bases Finitas

A FBR é a maneira mais tradicionalmente utilizada de se expandir a funcao de onda.
Essa é uma representacao de um conjunto de funcoes de base na qual a matriz da energia
cinética é diagonal. Esta caracteristica faz com que estas fungoes de base sejam eficientes
computacionalmente visto que ela elimina uma integragao numérica. Um exemplo de FBR

sao as autofuncoes da particula numa caixa

gj(x):<bia>l/2sin{j7rl§x_—_aa)] =1, N-1 (3.4)

Os elementos da matriz energia cinética utilizando essas autofuncoes como base podem

ser integrados analiticamente e sao dados por:

dgi(x) dg;(z) —j2m?
C9iT) C95E) gy = 5L T 3.5
& " om / dr  dx "(a — b)? (8:5)

Nesta representacao, os elementos da matriz energia potencial sao computados uti-
lizando uma quadratura Gaussiana|l5] em que o ntimero de pontos da quadratura é o
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mesmo de funcoes de base. Os pontos da quadratura sao igualmente espacados:

xi:a—l—(b_—Na)Z i=1,...N—1 (3.6)

em que a e b sao os limites de integracao.
3.2.2 Representagao da Variavel Discreta

A DVR é uma representacao em que o operador energia potencial é diagonal. As
funcoes de base continuas sao indexadas em certos valores discretos das varidveis numa
malha de um espago de coordenadas (quadratura gaussiana). Este método baseia-se na

construcao de um conjunto de funcoes de base com a propriedade
fi(x;) = bij, (3.7)

em que x; sao os pontos de uma quadratura gaussiana.
Essas funcoes sao obtidas por meio de um conjunto de funcoes primitivas e de uma

quadratura gaussiana associada. As funcoes primitivas
gi(z), i=1,...,N,, (3.8)
obedecem a relacao de completeza
Ng
Z 9:)(9i] = 1. (3.9)
i=1
Os pontos da quadratura gaussiana sao os autovalores da matriz cujos elementos sao
X = (alilgs) = [ i (0)ag,(a)de. (3.10)

O procedimento para se gerar as funcoes de base DVR numericamente sera descrito a

seguir. Para escrever as funcoes f; em termos das fungoes primitivas uliliza-se a relagao
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(3.9)

Ng

filx) = (z|fi) = ) _{wlg;)gsl fi)- (3.11)

j=1
O termo (g;| f;) é calculado integrando-se com uma quadratura gaussiana e impondo-se a

propriedade (3.7)

(g;1fi) = Zg wig; (1) fi(@r) = wigj (). (3.12)

Assim, as fungoes geradas sao dadas por

Ny
filz) :wiZg;(asi)gj(x), i=1,...,N,. (3.13)
j=1

Desta forma, obtem-se, para cada ponto da quadratura z;, o peso w; dado por,

1
Zji1 gj(xz>gj(xz)
Normalizando as funcoes f;, tem-se que
filx) =kifi(x), i=1,..,N, (3.15)
Ny
[ Tl aads = 3wk f o) filal) = wik? = 1. (.10
1=1
Asgsim,
1

Filw) = —=> gj(:)g;(x) (3.18)
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Obtidas as fungoes de base, é possivel construir as matrizes dos operadores energia

potencial e energia cinética. Os elementos da matriz energia potencial sao dados por

Vi = (FIVIT,) / T @)V (@)F, (@) de (3.19)

Realizando-se a integral anterior utilizando-se a quadratura gaussiana, temos

Ny

‘/z] = Zwlf -'Ifl )?( ) sz\/%\/%_jéilv(xl)ajl. (320)

Finalmente,

A expressao (3.21) mostra a principal caracteristica do método DVR, que é a matriz
V ser diagonal.

Os elementos da matriz do operador energia cinética sao dados por

,.:__/ dx? (2)da (3.22)

Além de diagonalizar o operador energia potencial, a DVR possui uma outra grande
vantangem que a destaca de outras funcoes de base em termos de eficiéncia computacional.
A matriz do operador energia cinética também pode ser obtida analiticamente.

Utilizando uma quadratura uniforme (pontos igualmente espacados)

(b—a)i

I i=1,...N—1 (3.23)

T =a-+

em que a e b sao os limites de integracao.

E suas funcoes primitivas associadas, as autofuncoes da particula numa caixa

gj(:c)=< 2 )1/231n {M} j=1,...N—1 (3.24)

b—a b—a
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Colbert e Miller [16] obtiveram analiticamente uma expressao para a matriz do operador
energia cinética, que além de muito simples ¢ uma expressao universal para sistemas
unidimensionais, ou seja, independe da funcao geratriz utilizada e do sistema estudado.

Desta forma, os elementos da matriz energia cinética sao dados por

Booo1 w2 [@eNt+1) 1
T, — = — _ L 3.25
7 2m (b—a)? 2 { 3 sin? [%} e (3:25)
R? (=1)77 7?2 1 1
T, = ST N S S (3.26)
2m (b—a)? 2 | gip2 [w(;;lj)] gin2 [w(zz;\rfj)}

que serao as expressoes utilizadas neste trabalho.

Estas duas representagbes (DVR e FBR) sdo isomorfas. Uma outra maneira de in-
troduzir a DVR é usar as propriedades da quadratura Gaussiana para gerar uma trans-
formacao entre FBR e DVR. Os autovalores obtidos ap6s a diagonalizacao da matriz
Hamiltoniana na DVR e na FBR sao iguais (com acurédcia equivalente), utilizando o
mesmo numero de funcoes de base e de pontos da quadratura.

O uso combinado das duas representacoes é de grande utilidade e mais eficiente, prin-
cipalmente em problemas multidimensionais, que utilizadas independentemente. Como o
problema tratado neste capitulo é unidimensional nao existe vantagens em usar as duas
representagoes concomitantemente, assim como nao existe distin¢ao entre o uso de uma
ou outra representacao em termos de resultados ou eficiéncia computacional. Essas re-
presentagoes foram utilizadas neste trabalho, principalmente, como objeto de estudo e
aprimoramento das nog¢oes de métodos numéricos de resolucao da equacao de Schrodin-

ger.
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DVR Numericamente Otimizada

Uma extensao do método DVR foi desenvolvido por Soares Neto e Costa [17] que
propuseram funcoes de bases DVR e pontos da quadratura otimizadas numericamente
para cada problema a ser resolvido. Neste método, o procedimento consiste em resolver o
problema primeiramente utilizando uma quadratura igualmente espacada e as autofuncoes
da particula numa caixa como primitivas. Obtendo as autofuncoes do problema, estas
serao as novas funcoes primitivas. Desta forma, a nova quadratura é calculada utilizando
as autofuncgoes do proprio problema, ou seja, os pontos em que a nova matriz Hamiltoniana

serd calculada sao otimizados para o potencial do problema.

3.3 Sistemas Estudados e Resultados

O objetivo agora é testar a eficiéncia das metodologias propostas utilizando sistemas
quanticos simples em que as solucoes sao bem conhecidas.

Para o calculo unidimensional, foram desenvolvidos dois programas numéricos, um
utilizando funcoes de base FBR e outro utilizando DVR.

O programa de FBR foi construido de acordo com a secao 3.2.1, utilizando as autofun-
coes da particula numa caixa como base. Este foi testado para o potencial do oscilador
harmonico simples e para o potencial de morse da molécula de Hy cujos resultados (au-
tovalores) serdo apresentados mais adiante.

No programa DVR, foram utilizadas as autofuncoes da particula numa caixa como
funcoes primitivas. A matriz Hamiltoniana foi construida como mostrado na secao 3.2.2

e o programa também foi testado para os dois sistemas citados.
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3.3.1 Oscilador Harmoénico Simples

O Oscilador Harmonico Simples (OHS) possui uma grande importancia na Fisica
Quantica, por ser um prototipo de sistemas que envolvam oscilacoes. Portanto, pode
ser usado no estudo de vibragoes de atomos em moléculas diatomicas. O potencial do

oscilador é uma funcao parabolica dada por

V(z) = —=x (3.27)

em que C' é uma constante. Por simplicidade, serd considerado C' = 1.

Para o OHS a Mecanica Cléssica prevé que a energia total F da particula pode assumir
qualquer valor (grandeza continua). No entanto, a Mecanica Quéantica prevé que apenas
alguns valores discretos de E sao possiveis, pois a particula estd limitada pelo potencial
a uma regiao de extensao finita. A solucao analitica da equacao de Schrédinger para o

OHS fornece que os autovalores para este potencial sao dados por
E,=n+(1/2)hv (n=0,1,2...) (3.28)

em que v é a freqiiéncia de oscilacao angular classica da particula no potencial dada por:

1 C
V= —4]—
2tV m

O Oscilador Harmonico, apesar de muito simples, € muito utilizado como um primeiro
teste de metodologias numéricas unidimensionais por obter solugoes analiticas, ou seja,

solucoes exatas.

Resultados para o OHS

Para o OHS, os dois programas foram testados para alguns valores de fun¢oes de base,

mas serao apresentados os autovalores obtidos para 100 fun¢oes de base FBR e DVR. Este
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sistema esta definido de —10 ag a 10 aq (limite de integracao) e foram utilizados m = lua
e h em unidades atomicas (A = 1 ua), como vem sendo considerado ao longo do trabalho.
A tabela a seguir mostra os 15 primeiros autovalores (energias) obtidos numericamente

nos dois programas comparados com os valores exatos.

| Estado | Energias - FBR (H) | Energias - DVR (H) | Energias - Exato (H) ||

1 0,500 000 000 000 009 | 0,500 000 000 000 009 0,5
2 1,500 000 000 000 010 | 1,500 000 000 000 020 1,5
3 2,500 000 000 000 023 | 2,500 000 000 000 037 2,5
4 3,500 000 000 000 038 | 3,500 000 000 000 035 3,5
3 4,500 000 000 000 052 | 4,500 000 000 000 098 4,5
6 5,500 000 000 000 054 | 5,500 000 000 000 094 9,9
7 6,500 000 000 000 077 | 6,500 000 000 000 130 6,5
8 7,500 000 000 000 098 | 7,500 000 000 000 095 7,5
9 8,500 000 000 000 124 | 8,500 000 000 000 121 8,5
10 9,500 000 000 000 083 | 9,500 000 000 000 115 9,5
11 10,50 000 000 000 011 | 10,50 000 000 000 014 10,5
12 11,50 000 000 000 012 | 11,50 000 000 000 015 11,5
13 12,50 000 000 000 011 | 12,50 000 000 000 014 12,5
14 13,50 000 000 000 014 | 13,50 000 000 000 028 13,5
15 14,50 000 000 000 013 | 14,50 000 000 000 032 14,5

Tabela 3.1: Estados Vibracionais para o OHS encontrados nos dois programas desenvol-
vidos, comparados com os valores exatos.

Analisando a tabela, observa-se a boa precisao dos dois métodos utilizados e a equi-

valéncias dos mesmos.

3.3.2 Moléculas Diatomicas

O estudo dos estados rovibracionais de qualquer molécula diatomica em um estado
eletronico ligado pode ser feito unidimensionalmente. Seja um sistema formado pelos dois
ntcleos de uma molécula diatomica qualquer, conforme representado na figura 3.1.

O Hamiltoniano para este sistema é dado por

~ h? h?

H(Ry,Ry) = —2Mlvf - 2M2V§ +V(IR; — Ryl). (3.29)
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Figura 3.1: Representacdo do sistema de coordenadas cartesianas dos nucleos (M; e Ms)
de uma molécula diatomica

Este sistema é definido por seis coordenadas, mas é possivel reduzir os graus de li-
berdade introduzindo a coordenada relativa entre os dois niicleos (x) e a coordenada do

centro de massa do sistema (X) dadas por

MR, + MyR,

=R — R X = 3.30
x = (Ry 2) M, + M, (3.30)
Definindo a massa reduzida da molécula (1) e a massa total da molécula (M)
My M,
=— M = M, + M. 3.31
R VA 72 LR (3:51)

pode-se escrever o Hamiltoniano da molécula agora como fun¢ao dessas novas coordenadas

H X——h—2v2—h—2v2 1%4 3.32

Desta forma, pode-se separar a equacao de Schrodinger do sistema em uma que de-
penda do centro de massa e outra que dependa da coordenada entre os niicleos. Separando

as variaveis,

C(x,X) = Gint(x)Cem (X) (3.33)
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e substituindo na equacao de Schrodinger, tem-se
h? h?
_ZCCIWV)QCQnt - WCzntV§(§CM + V(’XDCzntCCM = ECintCC’M- (334)

Usando o valor esperado do Hamiltoniano do centro de massa e, em seguida, dividindo

(3.34) por (e, tem-se

{_gvi + V(’XD} C’int(x) == {E — EC]\/[}Cint(X>7 (335)

em que Egpr é o valor esperado do Hamiltoniano do centro de massa. Esta energia
corresponde a energia de translacao da molécula e é constante, ja que nao existe nenhuma,
forca externa ao sistema. Por simplicidade, essa energia serd considerada igual a zero,
portanto F = E;,;.

Desta forma, um problema descrito por seis coordenadas foi reduzido para apenas
trés coordenadas internas. Devido a sua simetria radial, é possivel tratar o problema em

coordenadas esféricas. Entao tem-se,

1o (,0 L2 2u
_ﬂ {7"_25 (r E) - — —V(T)} Cint (1,0, ) = ECint (1,0, ), (3.36)

em que

by 1o/ 0\ 1 0
L= sin 0 06 Sme@ﬁ sin? 0 0?2 (3:37)
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Figura 3.2: Representacao das coordenadas esféricas da massa reduzida de uma molécula
diatomica.

Como o potencial s6 depende da coordenada radial, é possivel separar a funcao de

onda em uma radial e outra angular,

Cint(h 97 90) = p(r)w<9> 90) (338)
Substituindo (3.38) em (3.36), tem-se

w d [ ,0p 2w B @
29, (7“ 8r) e (E-V(n)p= : (3.39)

Multiplicando por ;—i

10 ( ,0p 211 B L2w
por <r 37“) T (E-Vr)= w (3.40)

Na equacao acima, o lado esquerdo depende apenas da coordenada radial e o lado

direito das coordenadas angulares. Desta forma, os dois lados sao iguais a uma constante

A e obtemos duas equagoes

5 (P25 + 2 (B - v ) = ol (3.41)

or or h?

32



L2w(0, ) = (0, ) (3.42)

A equagao (3.42) ja tem solucdo analitica conhecida. Tem como autofung¢ao os harmo-
nicos esféricos (Y;"(6, ¢)) com autovalores A = [(l 4 1).

Fazendo ¢(r) = rp(r) e substituindo o valor de A em (3.41), obtem-se

_ ;i_u 0 ;fg) + (V(r) + ZZTQW + 1)) W(r) = Bu(r). (3.43)

Esta equacao é o problema unidimensiomal ao qual o sistema de dois nticleos se reduziu.

O termo entre parénteses em (3.43) é denominado potencial efetivo (V.¢(r)) e é com-
posto do potencial V (r), determinado pela curva de energia potencial (unidimensional) e
do potencial determinado pelo estado rotacional.

Note que para qualquer molécula diatomica, a expressao do potencial rotacional é
a mesma, dependendo apenas da massa dos seus nicleos (compondo p) e do estado de
rotagao [. Para cada molécula a curva de energia potencial é ajustada para uma expressao
analitica fornecendo V (r).

A molécula diatomica estudada foi Hs, e sua curva de potencial foi ajustada para um

potencial de Morse, dado por
V(r) = D, [1 — e Pr—F]? (3.44)
com,

D, =0,1744 H,
B =1,02764 ay*,

R, = 1,40201 ay.
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Em que D. é a energia de dissociacdo, J é o parametro que define a curvatura do

potencial, ou seja, se o potencial ¢ de longo ou curto alcance e R. é a distancia de

equilibrio.
0.5 T T T T T T T T
0.4 r i
0.3 r i
©
2
0.2 r b
[
>
0.1 r b
O - -
_0.1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14
r (ua)

Figura 3.3: Curva de Potencial de Morse ajustada para a molécula de Ho

Resultados para a molécula de H,

Para a molécula de Hy, serao apresentados os resultados obtidos para as energias vibra-
cionais no estado de rotacao [ = 0. Desta forma, o potencial efetivo (V.¢(r)) é exatamante
o potencial de Morse. A massa reduzida do sistema é p = 918,49108886719 ua e o intervalo
de integracao foi definido de 0 ag a 15 ag. Todos os calculos foram realizados em Unidades
Atomicas, mas os autovalores serdo apresentados em cm™! (1,0ua = 219476cm™1), para
melhor comparacao.

A tabela a seguir mostra as 17 primeiras energias vibracionais encontradas, utilizando

200 fungoes de base nos dois programas, comparadas com os valores exatos do potencial

34



de Morse para os parametros apresentados.

| Estado | Energias - FBR (cm™!) | Energias - DVR (em™') | Energias - Exato (em™) |

1 2166,1 2166, 1 2166,1
2 6308,9 6308,9 6308,9
3 10199,4 101994 10199,4
4 13837,6 13837.,6 13837.6
5 17223 .4 172234 172234
6 20356,9 20356,9 20356,9
7 23238,0 23238,0 23238,0
8 25866,3 25866,3 25866,83
9 28243,3 28243,3 28243.3
10 303674 30367,4 303674
11 32239,1 32239,1 32239.1
12 33858,6 33858,6 33858,6
13 35225,6 35225,6 35225,5
14 36340,3 36340,3 35340,2
15 37202,7 37202,7 37202,5
16 37812,7 37812,7 37812.,6
17 38170,4 38170,4 38170,4

Tabela 3.2: Estados vibracionais para a molécula de Hy (I = 0) encontrados nos dois
programas desenvolvidos, comparados com os valores exatos.

A tabela mostra ainda mais claramente a semelhanca dos resultados entre os dois méto-
dos utilizados e a boa precisao destes métodos para a obtengao das energias rovibracionais

de moléculas diatomicas.
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Capitulo 4

Calculo Bidimensional

Neste capitulo, sera estudado a resolucao de sistemas bidimensionais, que representa
de maneira simples o tratamento de problemas multidimensionais, sendo a generaliza¢ao
mais simples. As metodologias desenvolvidas serao testadas utilizando o potencial bidi-
mensional de Hénon-Heiles. O principal objetivo do estudo bidimensional é desenvolver

uma metodologia numérica para o tratamento de problemas multidimensionais.
4.1 Descricao do Problema Numérico

Para um problema nuclear bidimensional, considere o operador Hamiltoniano do mo-
vimento dos nicleos em duas dimensoes, resultando na equagao de Schrédinger bidimen-

sional

{182 1 92

“onaw amap V@ y)} C(z,y) = EC(z,y). (4.1)

Para a solucao numeérica, de acordo com o método variacional ja apresentado, devemos
expandir a fun¢ao de onda ((z,y) em termos de fungoes de base. Mas agora, se trata de

uma funcao com mais de uma variavel e se torna inviavel expandir em termos de uma
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anica fungao de base bidimensional. Entao, a expansao é feita da forma

x

= Z Zy ¢y () B5(y) (4.2)

em que o;(x) e B;(y) sdo funcoes de base unidimensionais que se anulam nos limites de
integracao.

Um procedimento importante na resolucao de um problema com mais de uma dimen-
sao, ¢ a construcao da matriz Hamiltoniana. No caso bidimensional, a matriz ¢ indexada
de acordo com as fungoes de base «;(z) e é composta por blocos indexados de acordo com

as funcoes (3;(y). Ou seja, os elementos da matriz H sao dados por

H;u= /ai(x)Hyozil(x)dx, (4.3)

em que os elementos da matriz HY, que indexam os blocos, sao dados por

1y = [ 5@ H 5wy (1.9

Portanto, a matriz H sera, para o exemplo com N, = N, = 3 da seguinte forma

[or(x)HYay(x)dr [ ai(x)HYas(z)dx [ oq(z)HYas(x)dx
H=| [a(z)Hai(x)dr [a(x)HYas(x)dz [ oo(z)HYas(z)dx

[az(x)HYa; (x)dr [ asz(z)HYas(z)dr [ as(z)HYas(z)dx

Em que, cada elemento de H é formado pelo bloco h**

Jai(x)HY jaq(z)de [ os(x)HY yau(x)dz [ ai(z)HY 300 (x)dx
ho = | [ai(z) H ja(z)de [ ag(x)HY you(z)de [ ai(z) HY o (x)dx

Jei(2)HY jaq(z)de [ oi(x)HY yau(x)dz [ ai(z)HY 300 (x)dx
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Depois de integrar por partes o termo da energia cinética considerando as condigoes

de contorno das funcoes de base, cada elemento da matriz H sera construido da forma

Hia= 5574 [ 5o | [ CE2 200 4y

+ﬁ {/ai(x)aﬂ(x) U dﬁégwdﬁ#jy)d@,} dx}

+//m@@@W%WM@@@M@- (4.5)

Depois de construida a matriz H, que possui dimensao N,N, x N,N,, basta apenas

diagonaliza-la.
4.2 Metodologias Numéricas

No célculo multidimensional, em que as matrizes possuem grandes dimensoes, a escolha
das fungoes de base é um fator ainda mais importante. Por isso, as metodologias numéricas
mais eficientes sao aquelas que utilizam funcoes de base otimizadas para que se precise

do menor nimero possivel de termos na expansao da funcao de onda.
4.2.1 DVR Multidimensional

O método DVR utiliza fungoes de base unidimencionais para expandir a funcao de
onda, portanto, para utilizar esta representacao em problemas multidimensionais, é pre-
ciso fazer um produto direto das fungoes DVR unidimensionais. O procedimento béasico
para se empregar esta representacao multidimensionalmente seré descrito a seguir.

Deseja-se construir dois conjuntos de func¢oes de base unidimensionais (o;(x) e 3;(y))

para efetuar a expansao (4.2). Inicialmente, é escolhido um ponto (zg,yo) em que o
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valor do potencial V(z,y) seja minimo. Fixa-se entdo y = yo e obtem-se um problema

unidimensional na direcao x

{_La_; TV (, yo)} a(r) = B a(z), (4.6)

em que as autofun¢oes sao justamente as func¢oes de base ;(x) do problema bidimensional.
Fixando agora x = x(, temos um problema unidimensional na direcao y

{—iﬁ—; FV(an, y>} B(y) = E'3(y) (4.7

nos fornecendo as funcées de base [3;(y).

Esses problemas unidimensionais sao resolvidos como foi mostrado no capitulo an-
terior, expandindo-se as funcoes desejadas em novas funcoes de base e utilizando-se o
método DVR ja apresentado, para a resolucao de cada direcao. E observado que esse pro-
cedimento desenvolvido para utilizar a representacao DVR multidimensionalmente gera,
naturalmente, bases unidimensionais otimizadas para o potencial em questao.

A matriz Hamiltoniana bidimensional nessa representacao ¢ construida da mesma
forma descrita na secao anterior. Para tornar o célculo mais preciso, nao integramos o
termo da energia cinética por partes como foi feito, mas, de acordo com (4.6) e (4.7),

substituimos as segundas derivadas do termo da energia cinética por

1 0 .

537 5550 (@) = (Bf = V(@,y0)) ai(a) (4.8)
1 92 ’

“ar a5 = (B = Viwo.n) ) (4.9)

j& que sdo conhecidos os autovalores (Ef EY) e as autofungdes (o;(z) e 3;(y)) das equagdes
unidimensionais (4.6) e (4.7).
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Desta forma, cada elemento da matriz bidimensional H na representacao DVR sera

dado por,

Hiu = //ﬁj(y)ai(l’) (EY — V(z,y0)] cur() B (y)daxdy
+//0zi(x)5j(y) [EY — V (20, 1)] Bju(y)au(x)ddy

+ / / 0i(2) 35 (1)V (2, y)eva(z) By dedy. (4.10)

A principio, esta metodologia pode ser extendida para o tratamento de problemas com
qualquer dimensao maior que dois. Basta expandir a funcao de onda de N dimensoes
em um produto direto de N func¢oes de bases unidimensionais e, utilizando os pontos
de minimo do potencial estudado, transformar um problema com dimensao N em N
problemas unidimensionais. Utiliza-se o método DVR na solucao destes problemas e
as autofuncoes obtidas sao utilizadas como as funcoes de base unidimensionais em que
o problema multidimensional completo foi expandido. O limite para a extensao deste

procedimento para qualquer dimensao é imposto por dificuldades computacionais.
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4.2.2 Contragao de Matrizes

A expansao da funcao de onda em um produto direto de funcoes de base para cada
grau de liberdade (4.2) possibilita a construgao de bases mais compactas utilizando o mé-
todo de contracao de matrizes [8, 9, 10|, também conhecido como método de diagonaliza-
¢ao/truncamento sequencial [11]. Esta técnica é utilizada em metodologias multidimen-
sionais para expressar a matriz Hamiltoniana em bases otimizadas contraidas tornando-a
menor e mais acurada.

A metodologia consiste, basicamente, em diagonalizar os blocos diagonais da matriz
H que correspondem a uma (no caso bidimensional) ou mais (no caso com mais de 2D)
funcoes de bases fixas e utilizar os autovetores obtidos a partir desta diagonalizacao como
base para expandir os blocos nao diagonais (chamada de "ray eigenvector basis"). Somente
os autovetores que correspondem a autovalores (energias) menores que uma certa energia
de corte sao considerados pra formar a base de autovetores. Desta forma, é utilizado
apenas uma fracao do nimero total de autovetores para formar a nova base reduzindo,
assim, a dimensao da matriz Hamiltoniana. Esta é a contragao propriamente dita.

Apesar de ser uma metodologia geralmente associada as bases DVR [8, 9, 10] (utili-
zada na construcdo da matriz H), esta ndo é restrita para DVR e pode ser utilizada com
qualquer outro tipo de base [18]. O procedimento para se transformar a matriz Hamilto-
niana completa, construida com uma determinada base, na matriz Hamiltoniana com as

bases contraidas ("ray eigenvector basis") é descrito a seguir.

1. A matriz Hamiltoniana H é construida de acordo com a secao 4.1, composta por blo-
cos h*" utilizando como base um produto direto de funcoes de base na coordenada
x e na coordenada y da sua escolha.
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Para o exemplo, em que N, = N, = 3, a forma da matriz ser4,

1,1 1,1 1,1 12 ;1,2 412 1,3 ;1,3 ;13
Py e o hi Mg hy e g
hoy haa gy hyy Iy g ho has o
h3n h3y hyl h31 h3h hgs h3y hgh hgls
2.1 2,1 2,1 2,2 2,2 2,2 2.3 2,3 2,3
URERUERCE UYERUERCE LYEUEIRUE
H= 1| fay hap hoy Moy Mg Mo Moy M g
h3n h3y h3ls h31 h3s h3s h3y h3h h3ls
3,1 3,1 3,1 3,2 3,2 3,2 3,3 3,3 3,3
A AT I T I T B T
fet e e B e T I O W T B
h3n hsy hils h3y hss hiyls hyy hsh  hils

2. Os blocos diagonais h* sdo diagonalizados obtendo-se os autovalores e autovetores.
Os autovetores sao as colunas de uma matriz denominada C* (correspondente ao

bloco diagonal i) que tem dimensao N, (quantidade de bases iniciais da coordenada

Y).

3. Sao utilizados os primeiros N, < N, autovetores, que correspondem aos autovalores
menores que a enregia de corte E., para formar o conjunto das bases contraidas

compondo a matriz de autovetores contraida (truncada) C.' de dimensio N, x N..

4. Construidas as novas bases, os blocos ho*" da matriz Hamiltoniana na base contraida

H. sao obtidos por
hi,il — (Cci)Thi,ilCcil7 (411)
e tém dimensao N, x N..

5. Obtidos os blocos, basta montar a matriz Hamiltoniana na base contraida, que agora

possui uma dimensao muito menor (N, N, x N,N,.), e diagonalizé-la.
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4.3 Sistemas Estudados e Resultados

As metodologias apresentadas foram aplicadas para o sistema anarmoénico de Hénon-
Heiles. Este sistema bidimensional simples, mas nao trivial, é muito utilizado na literatura
para testes de metodologias numéricas bidimensionais. Analiticamente, o seu potencial
é equivalente a um oscilador harmonico bidimensional nao-acoplado, adicionado de um

potencial de interagao. O potencial de Hénon-Heiles é dado por,

22 P %
|4 =+ =+ |2y - = 4.12

(@,y) =5 +5+ (-’L’y 3), (4.12)

em que foi considerado A\ = \/Lsfo neste trabalho. Para este valor de A\, o sistema de

Hénon-Heiles se dissocia a V' (z,y) = Egs = 13,333 H.

<

RPRRRR
N Y00 O N OV
[e¥oleloteYotetoYo ]

10

-10

Figura 4.1: Representacao grafica do Potencial de Hénon-Heiles
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Resultados

Figura 4.2: Contornos isoenergéticos do Potencial de Hénon-Heiles

No célculo bidimensional, depois de estudadas as metodologias citadas, foi desenvol-

vido um programa computacional conforme descrito na secao 4.1. A matriz Hamiltoniana

bidimensional foi construida utilizando as autofuncoes da particula numa caixa como fun-
na nova base contraida sao dados por

¢oes de base. Depois de construida a matriz, foi utilizado a metodologia de contracao de

matrizes (se¢ao 4.1.2) como método de otimizagao. Para este problema, foi mais vantajoso
e tém dimensao N, x N..

contrair a matriz diagonalizando a penas o primeiro bloco, ou seja, os blocos da matriz
il _ Ty il v 1
h!* = (C." )" h*"C,",

(4.13)
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Esta vantagem é computacional, visto que sao conseguidos bons resultados diagonali-

zando apenas o primeiro bloco diagonal. A energia de corte, que fornece a dimensao dos



blocos contraidos, é obtida por meio de tentativas.

Serao apresentados os resultados obtidos para uma particula com massa m = lua
no sistema de Hénon-Heiles, no intervalo de integracao de —7,5 ag < x < 7,5 ag e
7,5 a9 <y < 7,5 ag, com 50 fungoes de base na direcao x e na direcao y e com uma
energia de corte que fornece N, = 20.

A matriz sem contrair era formada por

N, [N,
50 | 50

Dimensao
2500

E a matriz contraida ficou

Dimensao
1000

20 | 20

A tabela a seguir mostra os 36 menores autovalores (em Unidades Atomicas) obtidos
no presente trabalho comparados com os obtidos por Burant, J.C. em [19]. Burant utilizou
DVRs construidas a partir de bases de estado coerente (CS). Os tltimos trés digitos dos

valores em [19], segundo ele, sdo imprecisos, portanto nao podem ser comparados.

| | Estado (Simetria) |

Energias (H)

| Energias (H) [19] |

1 14, 0,998 594 772 605 | 0,998 594 772 257
2 1E 1,990 076 760 084 | 1,990 076 760 002
3 1E 1,990 076 760 084 | 1,990 076 760 004
4 24, 2,956 242 988 987 | 2,956 242 988 909
5 2E 2,985 326 428 064 | 2,985 326 427 982
6 2F 2,985 326 428 064 | 2,985 326 427 986
7 3B 3,925 963 721 015 | 3,925 963 721 007
8 3B 3,925 963 721 083 | 3,925 963 721 010
9 3A, 3,982 417 283 264 | 3,982 417 283 193
10 14, 3,985 760 925 992 | 3,985 760 925 994
11 44, 4,870 144 005 839 | 4,870 144 005 398
12 1F 4,898 644 204 383 | 4,898 644 204 366
13 1B 4,898 644 204 929 | 4,898 644 204 373
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| Estado (Simetria) |

Energias (H)

| Energias (H) [19] |

14 SE 4,986 251 014 658 | 4,986 251 014 858
15 SE 4,986 251 015 046 | 4,986 251 014 862
16 6L 9,817 019 098 855 | 5,817 019 099 656
17 6L 9,817 019 100 904 | 5,817 019 099 694
18 54, 5,867 014 809 588 | 5,867 014 809 120
19 24, 5,881 446 091 135 | 5,881 446 098 684
20 L 5,991 326 938 866 | 5,991 326 955 644
21 B 9,991 326 955 327 | 5,991 326 955 647
22 6A, 6,737 916 243 994 | 6,737 916 231 025
23 8E 6,764 866 567 470 | 6,764 866 563 259
24 8k 6,764 866 588 797 | 6,764 866 563 288
25 9F 6,853 430 633 677 | 6,853 430 627 429
26 9E 6,853 430 635 710 | 6,853 430 627 455
27 3A, 6,998 931 924 039 | 6,998 931 928 204
28 TA, 6,999 386 910 521 | 6,999 386 908 246
29 10F 7,609 485 473 678 | 7,659 485 507 990
30 10F 7,609 488 626 268 | 7,659 485 509 833
31 84, 7,697 723 453 971 | 7,697 721 367 298
32 44, 7,736 884 708 876 | 7,736 884 738 346
33 11E 7,832 735 033 175 | 7,832 735 187 645
34 11E 7,832 735 846 819 | 7,832 735 187 889
35 12F 8,009 425 878 307 | 8,009 424 774 913
36 12F 8,009 425 071 445 | 8,009 424 775 018

Tabela 4.1: Auto-energias do potencial de Hénon-Heiles encontradas no presente trabalho,
comparadas com as encontradas em [19].

Uma caractistica de calculos multidimensionais é que mesmo com um nimero pequeno
de bases, as matrizes possuem dimensées muito grandes. A tabela (4.1) mostra a eficiéncia
da otimizacgao utilizando o método de contracoes de matrizes, que mesmo com um nimero

de bases considerado pequeno sao obtidos bons resultados para os valores de energia.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, foram apresentadas algumas metodologias numéricas utilizadas na re-
solucao da equagao de Schrodinger da dinamica dos nicleos. Estas metodologias foram
testadas para alguns potenciais largamente conhecidos, ja que nao era o objetivo do traba-
lho estudar um sistema quantico especifico, mas sim estudar metodologias computacionais
que possam ser aplicadas para diferentes sistemas.

Inicialmente, foi feita a descricao completa da aproximacao comumente utilizada na
fisica molecular para estudo do movimento dos ntcleos separado do movimento dos elé-
trons e do método variacional utilizado para tornar possivel o tratamento computacional
da equagao de Schrodinguer. Em seguida, foi descrito o procedimento utilizado na reso-
lugao numérica da equacao do movimento dos nicleos em uma e duas dimensoes e foram
apresentadas as metodologias estudadas para a implementagao dos programas computa-
cionais. Para o calculo unidimensional, foram estudadas duas representagoes de funcoes
de base, FBR e DVR, e foram implementados os dois programas. Foi observada a equi-
valéncia dos resultados nas duas representacoes. O que as diferenciam é a conveniéncia
na construcao da matriz Hamiltoniana. Como, por exemplo, na DVR, a matriz do poten-

cial é diagonal e nao precisa ser computada, o que é muito vantajoso quando se trata de
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potenciais mais complexos.

Para o céalculo bidimensional, foi estudado como utilizar a DVR em muitas dimensoes.
Além disso, foi realizado o estudo e a implementacao de uma importante ferramenta de
otimizacao de bases: a metodologia de contracao de matrizes. Esta otimiza o calculo
truncando o nimero de funcoes de base, diminuindo assim a dimensao da matriz a ser
diagonalizada. Os resultados obtidos para os sistemas quanticos utilizados nos testes da
eficiéncia dos métodos foram satisfatoriamente precisos.

Como perspectivas, temos a extensao das metodologias, aqui apresentadas em duas
dimensoes, para trés ou mais dimensoes, aplicadas ao estudo do espectro de moléculas
poliatémicas. Este deve ser associado ao estudo de sistemas de coordenadas adequados
para tratar moléculas de trés ou mais nidcleos, como por exemplo, as coordenadas de

Jacobi.
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