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yo

”Deux mains c’est peu, peut-être, car le monde est infini.”
Alexander Grothendieck.



Agradecimentos

A minha familia e amigos, por ter sido meu principal estimulo.
Quiero agradecer particularmente a todos aquellos colegas que viveram de perto os momentos dificeis

desta etapa e tiveram a paciencia de afrontar-os junto comigo.
Tenho também um agradecimento particular a meu orientador pela paciência e colaboração. E a os

professores do departamento pelas ensenanzas impartidas.
Finalmente, a todas aquelas pessoas que de alguma forma colaboraram e alentaram na finalização

deste trabalho.
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Resumo

Todo grupo finito G tem uma série normal onde cada um dos seus fatores é solúvel ou produto direto
de grupos simples não abelianos. O comprimento não-solúvel λ(G) é definido em [19] como o número
mı́nimo de fatores não solúveis em uma série deste tipo.

Seja p um primo. Analogamente, é definido o comprimento não-p-solúvel de um grupo finito, substi-
tuindo “solúvel” por “p-solúvel” e “simples” por “simples de ordem divisı́vel por p” na definição de
comprimento não-solúvel. Assim, o comprimento não-p-solúvel de G, denotado por λp(G), é o número
mı́nimo de fatores não-p-solúveis em uma série normal de G cujos fatores são p-solúveis ou o produto
direto de grupos simples não abelianos de ordem divisı́vel por p.

Trabalhamos com a seguinte questão: Dado um primo p e uma variedade própria de grupos V, é
verdade que o comprimento não-p-solúvel λp(G) de um grupo finito G cujos p-subgrupos de Sylow
pertencem a V é limitada em termos de p e V?

Neste trabalho, respondemos esta pergunta de maneira afirmativa em vários casos.

Palavras-Chave: Grupos finitos, Variedades de grupos, Grupos p-solúveis, Compri-
mento não-solúvel, Comprimento não-p-solúvel.



Abstract

Every finite group G has a normal series each of whose quotient either is soluble or is a direct product
of nonabelian simple groups. In [19] the nonsoluble length of G, denoted by λ(G), was defined as the
minimal number of nonsoluble factors in a series of this kind.

For any prime p, a similar notion of non-p-soluble length λp(G) was defined by replacing “soluble”
by “p-soluble” and “simple” by “simple of order divisible by p”.

We deal with the question whether, for a given prime p and a given proper group variety V, the
non-p-soluble length λp(G) of a finite group G whose Sylow p-subgroups belong to V is bounded. In
this work, we answer the question in the affirmative in several cases.

Keywords Finite groups, Groups Varieties, p-Soluble groups, Non-soluble length,
Non-p-soluble length.
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G(i) i-ésimo subgrupo derivado de G (pág. 14)
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Introdução

Uma das áreas de pesquisa na teoria de grupos é o estudo de comprimentos de
grupos finitos, o qual será também o objeto de estudo desta tese. Antes de abordar o
comprimento com o qual trabalharemos, daremos uma breve motivação.

Vários conceitos relacionados com comprimentos de grupos finitos surgem com o
estudo do Problema Restrito de Burside (PRB). O PRB pode ser enunciado como a
seguinte pergunta:

É verdade que todo grupo finito m-gerado de expoente n tem ordem limitada por uma função
dependendo de m e n exclusivamente?

Algumas formulações equivalentes para o PRB acompanhadas com um breve
apanhado histórico serão apresentadas na Seção 1.2.

O PRB tem resposta afirmativa, e a prova da mesma foi dada por E. I. Zelmanov
[35, 36] no final da década de 80. Um dos avanços mais significativos para a solução
do PRB foi feito por P. Hall e G. Higman [13], trabalho publicado em 1956, onde os
autores obtêm, entre outros importantes resultados, a redução do PRB para o caso em
que n é uma potência de um número primo, pelo qual o PRB fica reduzido a grupos
nilpotentes, tipo de grupos para os quais métodos de Lie podem ser aplicados.

A redução do PRB é dada obtendo limitações para o p-comprimento de um grupo
finito p-solúvel G em termos da estrutura dos seus p-subgrupos de Sylow (algumas
generalidades e a definição de p-comprimento serão apresentadas na Seção 1.1.4).

J. G. Thompson define em [32] (1964) a altura de Fitting, outro importante compri-
mento de grupos solúveis (este conceito será dado precisamente na Definição 1.1.6).
Este comprimento de grupos finitos também tem uma estreita relação com o PRB, dado
que limitações da altura de Fitting de grupos solúveis permitem reduzir problemas so-
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Introdução 10

bre grupos solúveis a problemas sobre grupos nilpotentes, garantindo a possibilidade
de uso de ferramentas de álgebras de Lie. Relações da altura de Fitting com o PRB
podem ser encontradas implicitamente em [13] e mais explicitamente em trabalhos
mais recentes como [29].

O trabalho de P. Hall e G. Higman evidencia como propriedades de subgrupos dados
geram uma influência na estrutura do grupo todo.

O seguinte resultado de [13] permite apreciar a técnica mencionada anteriormente.

Sejam G um grupo finito p-solúvel, P um p-subgrupo de Sylow de G com p um primo ı́mpar
e lp(G) o p-comprimento de G. Seja exp(P) = pe, denotamos por e(P) o número e associado ao
expoente de P e d(P) o comprimento derivado do grupo P, então temos que

• lp(G) ⩽ d(P);

• lp(G) ⩽ 2e(P).

O caso em que p = 2 foi provado por E. G. Bryukhanova em [2] e [3], trabalhos
publicados nos anos de 1979 e 1981, respectivamente.

Conhecidos estes resultados, surge um interesse por saber se outras propriedades
nos p-subgrupos de Sylow de um grupo G implicam em limitações do p-comprimento
do grupo G e se enuncia o seguinte problema, conhecido na literatura como o Problema
de Wilson [24].

Dados um número primo p e uma variedade própria de gruposW, existe uma limitação para
o p-comprimento de grupos finitos p-solúveis cujos p-subgrupos de Sylow pertencem aW?

Não foram encontradas muitas soluções positivas para o Problema de Wilson. En-
tretanto, problemas deste gênero podem ser enunciados para outras propriedades
estruturais de grupos finitos, como limitações de outros comprimentos.

Discutiremos agora um novo conceito de comprimento, motivando o porquê de sua
definição, para depois enunciar um problema (devido a E. I. Khukhro e P. Shumyatsky)
análogo ao problema de Wilson, com respeito a este novo comprimento.

Muito usualmente, dadas condições sobre grupos solúveis, é possı́vel limitar o
comprimento p-solúvel ou a altura de Fitting de grupos solúveis que satisfazem ditas
condições. Com isso, problemas sobre grupos solúveis podem ser reduzidos a proble-
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mas sobre grupos nilpotentes e, com esta redução, abre-se a porta ao uso de métodos
de Lie, como já mencionado anteriormente.

Agora, dado um problema sobre grupos finitos arbitrários, torna-se útil o conceito
de comprimento não-solúvel para reduzir o problema a uma parte solúvel e a outra
parte não-solúvel. Para a primeira, novas restrições como as já mencionadas para o caso
solúvel podem ser feitas, e para a segunda, o uso da classificação de grupos simples é
a ferramenta fundamental. Isso evidencia a importância do conceito de comprimento
não-solúvel.

Todo grupo finito G possui uma série normal onde cada um dos seus fatores é solúvel
ou produto direto de grupos simples não-abelianos. O menor número de fatores não-
solúveis de uma série do tipo define o comprimento não-solúvel de G, denotado por λ(G).
Esta definição foi dada por E. I. Khukhro e P. Shumyatsky em [19], mas o uso implı́cito
deste comprimento data dos trabalhos de P. Hall e G. Higman na redução do PRB.

Para todo grupo finito G, temos uma noção similar, o comprimento não-p-solúvel, o qual
é obtido substituindo a palavra solúvel por p-solúvel na definição de comprimento não-
solúvel. De fato, o comprimento não-solúvel e o comprimento não-2-solúvel coincidem
pelo Teorema de Feit-Thompson (esta afirmação será aprofundada na Seção 1.1.4).

Depois de apresentar esta definição, E. I. Khukhro e P. Shumyatsky relacionam o
comprimento não-solúvel com o p-comprimento e a altura de Fitting (ver Teorema 2.2.2
e Corolário 2.2.3).

No presente trabalho, nosso objetivo principal é apresentar que implicações a estru-
tura dos p-subgrupos de Sylow de um grupo G impõe ao comprimento não-p-solúvel
de G. Este interesse tem sido claramente motivado pelo seguinte problema enunciado
em [19]:

Problema 2.2.1 Dados um número primo p e uma variedade própria de grupos W, existe
uma limitação para o comprimento não-p-solúvel λp de grupos finitos cujos p-subgrupos de
Sylow pertencem aW?

E. I. Khukhro e P. Shumyatsky (em [19]) respondem esta pergunta de maneira
afirmativa para várias variedades de grupos (ver Teorema 2.2.2 e Teorema 2.2.5).

Provamos, no desenvolvimento desta tese, resultados que proporcionam soluções
positivas ao Problema 2.2.1. Com o propósito de atingir o objetivo principal deste
trabalho, dividimos este em capı́tulos.
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No primeiro capı́tulo, apresentamos alguns resultados básicos de teoria de gru-
pos. Abordaremos, por exemplo, propriedades de comutadores, grupos solúveis e
p-solúveis, grupos nilpotentes e os comprimentos associados a algumas classes de gru-
pos. Além disso, faremos uma breve dissertação com respeito ao Problema Restrito de
Burnside e alguns conceitos relativos a variedades de grupos, importantes para o bom
entendimento deste trabalho.

No segundo capı́tulo, damos as definições de comprimento não-solúvel e não-p-
solúvel, objeto de estudo desta tese, provando alguns resultados básicos deste compri-
mento. Apresentamos também os primeiros resultados que expõem a influência dos
p-subgrupos de Sylow de um grupo finito G no comprimento não-solúvel de G.

Já no terceiro capı́tulo, falamos de variedades especı́ficas de grupos, as quais são
definidas através de limitações na ordem dos comutadores de grupos pertencentes
às mesmas. Tratamos aqui do comprimento não-p-solúvel em geral, fazendo uma
distinção considerável entre os casos onde o primo p é par ou ı́mpar. Apresentaremos
também a demonstração do seguinte teorema publicado em [4].

Teorema 3.1.1 Sejam G um grupo finito e p um número primo ı́mpar. Se P é um p-subgrupo
de Sylow de G tal que todo δn-valor em elementos de P tem ordem dividindo pe, então λp(G) é
{e,n}-limitado.

No teorema acima um δn-valor em elementos de H é um elemento d ∈ H tal que
d = δn(g1, . . . , g2n) onde g1, . . . , g2n ∈ H e δn é a n-ésima palavra derivada definida recur-
sivamente como

δ0 = x1, δn = [δn−1(x1, . . . ,x2n−1), δn−1(x2n−1+1, . . . ,x2n)].

No quarto capı́tulo, definindo a variedade de grupos X(n) como a variedade de
todos os grupos satisfazendo a lei [x, y]n = 1, onde n é um número inteiro positivo,
e denotando por Xk(n) o produto de k variedades X(n), obtemos o seguinte teorema
(publicado em [5]).

Teorema 4.1.1 Seja p um número primo. O comprimento não-p-solúvel λp(G) de um grupo
finito G cujos p-subgrupos de Sylow pertencem a Xk(n) é {k,n}-limitado.
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Uma generalização para o caso ı́mpar é obtida ao definir a variedade Xs(n) cons-
tituı́da por todos os grupos satisfazendo a equação δn

s = 1, onde δs é a palavra derivada,
e denotamos por Xk

s(n) o produto de k variedades Xs(n). Com esta nova definição,
provamos o resultado a seguir (publicado em [5]).

Teorema 4.1.2 Seja p um número primo ı́mpar. O comprimento não-p-solúvel λp(G) de
grupos finitos G cujos p-subgrupos de Sylow pertencem a Xk

s(n) é {k,n, s}-limitado.

Os últimos resultados desta tese serão apresentados no quinto capı́tulo. Tais resul-
tados mostram como condições de Engel impostas nos p-subgrupos de Sylow de um
grupo finito garantem a limitação do comprimento não-p-solúvel do grupo. Além disso,
mostra-se como estas condições podem ser combinadas com condições de expoente nos
comutadores, permitindo-nos a obtenção do teorema enunciado a seguir.

Teorema5.2.1 Seja G um grupo finito e P um p-subgrupo de Sylow de G tal que P é m-Engel,
então λp(G) ⩽ 2e + 2 onde e é o maior inteiro tal que pe ⩽ m.

Concluiremos essa tese relacionando o teorema acima com os outros teoremas obti-
dos neste trabalho.



Capı́tulo 1

Resultados Preliminares

Nesse capı́tulo, apresentamos algumas notações, definições e alguns resultados con-
cernentes à teoria de grupos. A maioria dos resultados expostos neste capı́tulo são bem
conhecidos, motivo pelo qual muitas das suas provas serão omitidas.

1.1 Alguns Comprimentos de Grupos

Na presente seção, dissertaremos sobre alguns dos objetos mais importantes deste
trabalho, os quais, mesmo com uma forma básica, dão sentido e bases para os conceitos
envolvidos em nossa pesquisa. Começaremos com o conceito de comutador e propri-
edades básicas deste. Continuaremos definindo o conceito de série normal, expondo
como exemplos deste conceito algumas séries muito conhecidas na teoria de grupos
para, com estes exemplos, definir algumas bem conhecidas classes de grupos e algumas
medidas (ou comprimentos) associadas aos mesmos.

1.1.1 Comutadores e Séries Normais

A seguir, introduzimos o conceito de comutador, não só com o propósito de dar uma
boa introdução a algumas classes de grupos (como os grupos solúveis ou nilpotentes),
mas também para introduzir algumas propriedades importantes dos mesmos.

Dados dois elementos x, y de um grupo G, denotaremos por [x, y] o comutador de
x e y, dado por [x, y] = x−1y−1xy. De forma análoga, dados H e K subconjuntos de G,
denotaremos por [H,K] o subgrupo gerado pelos elementos da forma [h, k] com h ∈ H

14



Capı́tulo 1. Resultados Preliminares 15

e k ∈ K, conhecido como o subgrupo comutador de H e K.
Exibiremos agora algumas propriedades elementares de comutadores:

Lema 1.1.1. Sejam x, y, z, t elementos de um grupo G. Então

1. [x, y] = 1 se, e somente se, xy = yx;

2. [x, y]−1 = [y,x];

3. [x, y]z = [xz, yz];

4. [xy, z] = [x, z]y[y, z] = [x, z][[x, z], y][y, z];

5. [x, yz] = [x, z][x, y]z = [x, z][x, y][[x, y], z];

6. [x, y]z = z[xz, yz];

7. [xy, z] = [x, z][x,y][x, y, z];

8. [xyz
, t] = [xy, t][xy,z][xy, z, t];

9. [x, y, z] = [x, y]−1[x, y]z.

A prova do lema acima pode ser encontrada em vários resultados expostos em [27],
mas decorre diretamente da definição de comutador.

A definição de comutador e as propriedades verificadas pelos mesmos nos permitem
definir vários subgrupos muito conhecidos na teoria básica de grupos. É o caso dos
subgrupos derivados, definidos indutivamente da seguinte maneira:

G(0) = G G(1) = G′ = [G,G] e G(n) = (G(n−1))′ = [G(n−1),G(n−1)]. (1.1)

Chamamos G(i) de i-ésimo subgrupo derivado de G. Tal construção gera uma cadeia
de subgrupos G ⩾ G′ ⩾ G(2) ⩾ ⋯. Esta série de subgrupos é chamada de série derivada e
tem a propriedade que todo elemento dela é normal no grupo G, mas isso não é uma
particularidade desta série. Uma série 1 = G0 ⩽ G1 ⩽ ⋯ ⩽ Gn−1 ⩽ Gn = G de subgrupos
de G, com a condição de que Gi seja normal G, para todo i = 0,⋯,n − 1, é chamada uma
série normal de G e os grupos quocientes Gi/Gi−1 são chamados os fatores da série.

Algumas séries são classificadas pela natureza dos seus fatores, dedicaremos o que
resta desta seção para ilustrar alguns importantes exemplos.
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1.1.2 Grupos Solúveis

O primeiro exemplo é o de séries normais finitas com fatores abelianos. Se um grupo
G possui uma série de subgrupos com estas caracterı́sticas, o grupo é chamado de grupo
solúvel. Uma série normal de subgrupos que sempre resulta ter fatores abelianos é a série
derivada, definida em (1.1). Esta série existe para qualquer grupo G, logo a condição
determinante com respeito à solubilidade do grupo G é o fato de que a série seja finita.
Em outras palavras, podemos garantir que G é solúvel se existe n ∈Z+ tal que G(n) = 1.
Além disso, a condição de finitude da série derivada tem a propriedade particular
que resulta ser não só uma condição suficiente para a solubilidade do grupo, mas é
também uma condição necessária, motivo pelo qual a série derivada define também o
conceito de grupo solúvel (para uma prova deste fato, o leitor pode remeter-se a [27]).
O comprimento da série derivada recebe um nome especı́fico, pelas suas propriedades,
pelo qual será abordado separadamente na seguinte seção. Uma outra série normal
que pode ser definida para todo grupo G é a série central inferior, definimos os termos
desta série indutivamente da seguinte maneira:

γ1(G) = G, γ2(G) = G′ e γi(G) = [γi−1(G),G]. (1.2)

Todos os fatores desta série são abelianos e a finitude desta série é uma condição
suficiente para a solubilidade, mas não necessária. No entanto, esta série junto com
a condição de finitude sobre a mesma define uma nova e muito importante classe de
grupos, como veremos em breve.

Agora, centraremos a nossa atenção em expor alguns resultados que nos permitem
identificar grupos finitos solúveis. As ferramentas aqui mencionadas são essenciais no
desenvolvimento deste trabalho e estarão acompanhadas por algumas definições.

Para começar, enunciamos aqui o famoso teorema de Feit-Thompson.

Teorema 1.1.2 (Feit-Thompson). Todo grupo finito de ordem ı́mpar é solúvel.

A prova do resultado acima pode ser encontrada em [8]. Este teorema nos ajuda a
compreender melhor a natureza dos grupos não-solúveis.

Outra técnica bastante usada na teoria de grupos para identificar se um grupo per-
tence a uma classe dada de grupos é o estudo de automorfismos e sua influência na
estrutura do grupo. É segundo esta linha de pensamento que apresentamos a próxima
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definição, a qual nos permitirá entender o enunciado da Conjectura de Schreier, con-
jectura que, por sua vez, é verificada usando a classificação de grupos finitos simples.
Usando este resultado e fazendo uso de alguns argumentos de isomorfismos de grupo,
conseguiremos identificar alguns grupos solúveis.

Definição 1.1.3. Seja G um grupo. O grupo de automorfismos externos de G é o grupo quociente
Aut(G)/Inn(G), denotado aqui por Out(G), onde Aut(G) denota o grupo de automorfismos
de G, e Inn(G) denota o subgrupo de Aut(G) dos automorfismos internos de G.

Lembramos que um grupo G é dito simples quando não possui subgrupos normais
próprios.

Conjectura de Schreier. (verificada pela classificação) O grupo de automorfismos externos
de um grupo simples finito é solúvel.

Para terminar com este breve apanhado sobre grupos solúveis, definiremos o se-
guinte subgrupo.

Definição 1.1.4. Seja G um grupo finito, o radical solúvel do grupo G é o maior subgrupo
normal solúvel de G, e é denotado como R(G).

O estudo do radical solúvel de grupos finitos também tem ajudado na caracterização
dos grupos solúveis (ver por exemplo [12]).

1.1.3 Comprimentos em Grupos

Para o segundo exemplo, lembraremos que uma série normal,

1 = G0 ⩽ G1 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ Gn−1 ⩽ Gn = G,

de subgrupos de G é chamada de série central se seus fatores são centrais, isto é, se
Gi/Gi−1 ⊆ Z(G/Gi−1). Se um grupo G possui uma série central finita, o grupo é chamado
de grupo nilpotente. Como no caso da série derivada para grupos solúveis, a série
central inferior sempre possui fatores centrais e a condição de finitude desta série é
uma condição necessária e suficiente para a nilpotência de um grupo.

Os exemplos anteriores nos mostram como algumas classes de grupos estão forte-
mente relacionadas a certos tipos de séries normais definidas pelas propriedades nos
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seus fatores. Além disso, mostram-nos que existem séries particulares com ditas pro-
priedades nos seus fatores que junto com condições de finitude caracterizam e definem
estas classes de grupos.

Ilustraremos brevemente esta afirmação usando alguns exemplos da seção anterior.
A classe dos grupos solúveis pode ser definida a partir de séries finitas com fatores
abelianos. A série derivada é um exemplo deste tipo de série que, por sua vez, munida
com a condição de finitude, define a classe de grupos solúveis.

É bem conhecido que dado um grupo solúvel G, podem existir mais de uma série
de G com fatores abelianos. Do mesmo modo, dado um grupo nilpotente, podem ser
definidas mais de uma série normal com fatores centrais nele. É o caso da série central
inferior definida em 1.2 e a série central superior.

Um grupo nilpotente G está associado a um número inteiro positivo c, igual ao
comprimento mı́nimo de todas as séries centrais de G, ou o menor inteiro tal que
γc+1(G) = 1. Este número é chamado classe de nilpotência de G, logo, a definição de
grupo nilpotente está acompanhada pela definição de classe de nilpotência.

A série derivada em grupos solúveis possui também uma condição de minimalidade
de comprimento. Sendo mais explı́citos, seja G um grupo solúvel, então a série derivada
possui comprimento finito d, i.e., d é o menor inteiro tal que G(d) = 1. Assim, toda série
com fatores abelianos de G possui ao menos d − 1 subgrupos próprios distintos de G.
O número d é chamado o comprimento derivado do grupo G, o qual denotaremos neste
trabalho por d(G) (pedimos que o leitor leve em consideração que esta não é uma
notação padrão e pode representar outras constantes em textos de teoria de grupos).

Na teoria de grupos, os conceitos de comprimentos têm grande importância, per-
mitindo-nos conhecer o quão perto está um objeto dado (um grupo) de uma classe
particular de grupos. Este é o caso do comprimento derivado, definido acima, que
pode ser interpretado como uma medida de quão perto está um grupo solúvel de ser
abeliano.

Neste trabalho, temos um singular interesse em alguns comprimentos. É o caso da
altura de Fitting de grupos solúveis finitos, e o p-comprimento de grupos p-solúveis
finitos, por isso definiremos estas duas medidas no que resta desta seção.

Definição 1.1.5. Seja G um grupo finito solúvel, a altura de Fitting de G é o menor comprimento
de uma série normal de G com quocientes nilpotentes, denotado por h(G).
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A altura de Fitting foi definida em [32]. Este comprimento de um grupo solúvel G
pode ser entendido como uma medida de quão distante está o grupo G de ser nilpotente.

Para exemplificar uma série nas condições da Definição 1.1.5, lembramos da definição
indutiva da série de Fitting, a qual sempre existe e é finita para todo grupo solúvel fi-
nito G. A série de Fitting sempre satisfaz a condição de minimalidade de comprimento
exigida na definição de altura de Fitting. Para definir esta série, precisamos definir o
subgrupo de Fitting.

Definição 1.1.6. Seja G um grupo. O subgrupo gerado por todos os subgrupos nilpotentes
normais de G diz-se subgrupo de Fitting e denota-se como F(G). Se G é finito (como é o nosso
caso), temos que F(G) é normal em G e F(G) é nilpotente (o maior subgrupo normal nilpotente
contido em G).

O subgrupo de Fitting de um grupo solúvel finito é sempre não trivial. Com isso em
mente, temos que a série de Fitting de um grupo finito G é definida como:

F0(G) = ⟨e⟩ ⩽ F1(G) = F(G) ⩽ ⋯ ⩽ Fh−1(G) ⩽ ⋯ ⩽ Fh(G) = G, (1.3)

onde Fi(G)/Fn−1(G) = F(G/Fn−1(G)), i.e, Fi(G) é a imagem inversa do subgrupo de
Fitting de G/Fn−1 pela projeção canônica π ∶ GÐ→ G/Fn−1(G).

Como observado anteriormente, a série de Fitting de grupos solúveis finitos é finita
(fato que decorre de que o subgrupo de Fitting para esta classe de grupos é não trivial)
e esta série satisfaz a condição de minimalidade no seu comprimento, assim podemos
afirmar que a altura de Fitting do grupo G é h.

Daremos uma especial atenção a um outro comprimento de grupos, o qual está defi-
nido na classe dos grupos p-solúveis finitos. Este comprimento teve um forte impacto
no estudo da teoria de grupos e pode ser considerado o pilar teórico fundamental com
respeito aos tópicos estudados neste trabalho.

1.1.4 Grupos p-Solúveis e o p-Comprimento

Desde o trabalho de P. Hall e G. Higman [13], o estudo dos grupos p-solúveis e do
p-comprimento dos mesmos se tornou uma área importante da teoria de grupos.

Um grupo finito é chamado p′-grupo, onde p é um número primo, se a ordem do
grupo é coprima com p, e é um p-grupo se sua ordem é uma potência de p.
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Definição 1.1.7. Seja G um grupo finito. Dizemos que G é p-solúvel se tem uma série normal
com fatores sendo p-grupos ou p′-grupos. O número mı́nimo de p-fatores em uma série do tipo
é chamado o p-comprimento do grupo G, e será denotado por lp(G).

A palavra p-fatores na definição acima refere-se aos fatores da série normal que são
p-grupos.

Os grupos solúveis estão fortemente relacionados com os grupos p-solúveis, pois
todo grupo solúvel finito é um grupo p-solúvel para todo número primo p. Este fato
pode ser facilmente verificado lembrando que todos os fatores de composição de um
grupo solúvel finito são grupos de ordem prima (portanto todos os fatores são p-grupos
ou p′-grupos para todo primo p). Por outro lado, dado um grupo p-solúvel G, ele não
é necessariamente solúvel, mas o teorema de Feit-Thompson 1.1.2 garante que todo
grupo 2-solúvel é solúvel. De fato, seja G um grupo 2-solúvel, basta observar que
na série normal, garantida pela definição de 2-solúvel, todos os fatores são de ordem
potência de 2 ou de ordem ı́mpar. Assim pelo teorema de Feit-Thompson, todos os
fatores de tal série são solúveis. Portanto, sabendo que uma extensão de grupos solúveis
é também solúvel temos que G é solúvel.

Tendo como marco a relação anterior, entre solubilidade e p-solubilidade, definimos
o conceito análogo ao radical solúvel.

Definição 1.1.8. Seja G um grupo finito. O maior subgrupo normal p-solúvel de G é chamado
o radical p-solúvel e será denotado aqui como Rp(G).

Expressamos a seguir um resultado direto da definição de grupos p-solúveis.

Proposição 1.1.9. Subgrupos e imagens homomorfas de grupos p-solúveis são também p-
solúveis.

Uma prova desta proposição pode ser encontrada implicitamente em [10] em resul-
tados concernentes a grupos π-separáveis.

Em verdade, o PRB foi o problema que motivou a definição de p-comprimento.
Sendo assim, consideramos apropriado nos aprofundar neste problema na seguinte
seção.
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1.2 Problema Restrito de Burnside

Para enunciar e entender o PRB precisamos de algumas definições:
Um grupo G é periódico se todo subgrupo cı́clico de G é finito, isto é, se todo elemento

de G tem ordem finita. Se um grupo G é periódico, dizemos que o grupo tem expoente
finito n se todo elemento de G tem ordem dividindo n, e n é o menor inteiro com esta
propriedade. Denotamos o expoente de G por exp(G).

Dizemos que um grupo G é m-gerado se G é gerado por um conjunto com m ele-
mentos.

Para chegar ao PRB, primeiro enunciaremos os problemas que motivaram o mesmo.
Começaremos com o Problema Geral de Burnside, o qual pode ser enunciado da seguinte
maneira:

Todo grupo periódico finitamente gerado é finito?
A resposta para o problema geral de Burnside é negativa, e vários contra exemplos

foram encontrados na segunda metade do século XX (ver por exemplo [9] ou [11]).
Enuncia-se também uma versão do Problema Geral de Burnside conhecida como

O Problema de Burnside a qual pode ser escrita como:
Todo grupo m-gerado de expoente n é finito?
Quando o grupo é cı́clico, isto é, quando m = 1 a resposta é afirmativa. Quando o

expoente n é menor ou igual a 2, claramente a resposta é afirmativa, afinal, terı́amos um
grupo abeliano. Outros casos mais complicados também têm sido estudados, de onde
foi verificado que existem outras soluções positivas ao Problema de Burnside. Assim,
por exemplo, tem-se que todo grupo m-gerado com expoente n ⩽ 6 e n ≠ 5 é finito, para
todo valor de m. O Problema de Burnside tem resposta negativa quando o expoente
do grupo é grande. Por exemplo, se nos restringimos ao caso de grupos m-gerados de
expoente n ⩾ 248, o grupo é infinito para todo m ≠ 1 [15].

Outra pergunta relativa a esta linha de problemas é o Problema Restrito de Burnside
(PRB). Possuı́mos um particular interesse neste problema, já que seu estudo motiva
a introdução de conceitos relativos a comprimentos em grupos, que constituem o
objeto de estudo deste trabalho. Apresentaremos aqui um breve apanhado histórico e
exibiremos alguns resultados obtidos no processo da solução do PRB. O PRB pode ser
enunciado da seguinte maneira:

Todo grupo finito m-gerado de expoente n possui ordem limitada por uma função que depende
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exclusivamente de m e n?
Formas equivalentes de enunciar este problema são:
Todo grupo residualmente finito de expoente n é localmente finito?
A classe de todos os grupos de expoente n localmente finitos é uma variedade?
Um dos avanços mais significativos para a solução do PRB foi feito por P. Hall e

G. Higman [13], trabalho publicado em 1956, onde os autores obtêm limitações do
p-comprimento, as quais são dadas pelo seguinte teorema.

Teorema 1.2.1. Sejam G um grupo finito p-solúvel, P um p-subgrupo de Sylow de G com p um
primo ı́mpar e lp(G) o p-comprimento de G. Seja exp(P) = pe, denotamos por e(P) o número e
associado ao expoente de P e d(P) o comprimento derivado do grupo P, então temos que

• lp(G) ⩽ d(P);

• lp(G) ⩽ e(P) se p não é um primo de Fermat;

• lp(G) ⩽ 2e(P) se p é um primo de Fermat.

O caso em que p = 2 foi provado por E. G. Bryukhanova em [2] e [3], onde obtém o
seguinte resultado.

Teorema 1.2.2. Seja e(P) = e o menor inteiro positivo tal que um 2-subgrupo de Sylow P de
G tem expoente 2e e seja d(P) o comprimento derivado do grupo P. Se G é um grupo solúvel
finito, então o comprimento l2(G) ⩽ e(P) e l2(G) ⩽ d(P).

Usando as limitações anteriores para o caso ı́mpar, e assumindo algumas proprieda-
des sobre os grupos finitos simples (depois verificadas com a classificação) se obtém a
redução do PRB para o caso em que o expoente é uma potência de um primo. Obtém-se
mais especificamente o seguinte resultado [13]:

Teorema 1.2.3. Seja n = pk1
1 pk2

2 ⋯pkr
r , onde os pi são primos distintos. Se assumirmos as seguintes

afirmações,

1. Existe só um número finito de grupos simples finitos de expoente n;

2. A conjectura de Schreier é verdadeira;

então uma resposta positiva para o PRB para grupos de expoente pki
i para cada 1 ⩽ i ⩽ r implica

em uma resposta positiva ao PRB para expoente n.
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As afirmações acima sobre grupos finitos simples foram verificadas com a
classificação deste tipo de grupos. Assim, o problema ficou reduzido a grupos de
expoente potência de um primo. Em 1959, A. I. Kostrikin [22, 23] prova que o PRB para
expoente primo p e um número qualquer de geradores tem também solução positiva.
Este resultado foi baseado no estudo de condições de Engel em álgebras de Lie sobre
Zp, assim se abre o caminho para o uso de métodos de Lie no estudo de propriedades
de grupos nilpotentes.

Já em 1989, E. I. Zelmanov provou que PRB é verdade para todo exponente pm, com
p um primo qualquer, e portanto o PRB tem solução positiva para todo expoente n
usando o Teorema 1.2.3 e a classificação.

1.3 Palavras de Grupo e Variedades

Para começar, lembraremos que uma variedade de grupos é uma classe de grupos
definida por equações. Um exemplo muito trabalhado de variedades de grupos é
a classe de todos os grupos abelianos, a qual é a variedade definida pela equação
x−1y−1xy = 1. Analogamente, o conceito de variedade de grupos pode ser dado através
da definição de palavra de grupo.

O conceito de palavra é essencial na teoria de grupos, particularmente em subáreas
como a teoria combinatória de grupos, sendo fundamental no estudo de grupos livres e
apresentação de grupos. Neste trabalho, usaremos este conceito para aproximar-nos a
algumas bem conhecidas variedades de grupos, como as variedades de grupos solúveis
de comprimento derivado limitado ou as variedades de grupos nilpotentes de classe
de nilpotência limitada. Para isso, daremos a seguir algumas definições e exemplos
interessantes para o desenvolvimento dos objetivos desta tese.

Uma palavra de grupo w em variáveis x1,x2, . . . ,xn, denotada por w(x1, . . . ,xn), é uma
concatenação finita de sı́mbolos de variável pertencentes ao conjunto {xi,x−1

i ∣1 ⩽ i ⩽ n}.
Dados uma palavra de grupo w(x1, . . . ,xn) e um grupo G, a palavra w pode ser

interpretada como uma aplicação,

w ∶ Gn Ð→ G
(g1, ..., gn)z→ w(g1, ..., gn).
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As imagens desta aplicação são chamadas w-valores em elementos de G e serão
denotadas neste trabalho como Gw. Denotamos por w(G) o subgrupo de G gerado por
todos os w-valores (i.e., w(G) = ⟨Gw⟩), o qual é conhecido como o subgrupo verbal de G
associado a w. Se w(G) = 1, dizemos que o grupo G satisfaz a equação w = 1.

Dado um conjunto de palavras de grupo W, a variedade determinada por W é definida
como sendo o conjunto de todos os grupos G tais que w(G) = 1 para toda palavra w
pertencente a W. Pelo Teorema de Birkhoff [26], temos que uma classe de grupos
é uma variedade se, e somente se, é fechada para subgrupos, fechada para imagens
homomorfas e fechada para produto cartesiano.

Como no caso de estruturas algébricas, trabalhando com variedades, é possı́vel
construir novas variedades de grupos (ou novos exemplos de variedades) a partir
de variedades já conhecidas. Uma forma de construir novas variedades é dada pelo
conceito de produto de variedades.

Definição 1.3.1. Sejam U eW variedades de grupos. O produto UW é a variedade de todos os
grupos G os quais têm um subgrupo normal N pertencendo aU, com quociente G/N pertencendo
aW. O produto de mais de duas variedades é definido da forma mais natural, i.e., dada {Ui}n

i=1

um coleção de variedades, a variedade produto U1U2⋯Un é a variedade de todos os grupos G os
quais tem um subgrupo normal N pertencendo a U1, com quociente G/N pertencendo a U2⋯Un.

Para ilustrar as definições dadas nesta seção, daremos breves exemplos de palavras
de grupo nas quais temos especial interesse, algumas relacionadas com os comutadores
de grupo.

O primeiro exemplo é a palavra en(x) = xn com n um inteiro fixo. Assim os
en-valores em um grupo G são todos os elementos da forma gn com g ∈ G e a vari-
edade determinada por {en} é a variedade formada por todos os grupos de expoente k,
onde k divide n, denotada neste trabalho como Bn.

As variedades da forma Bn, dos grupos que satisfazem a equação en(x) = 1, nos
permitem exemplificar a definição de produto de variedades. Sejam Bn e Bm duas
variedades deste tipo. O produto destas variedades BnBm é dado por todos os grupos
que possuem um subgrupo normal de expoente dividindo n com quociente de expoente
dividindo m. Seja G ∈ BnBm, então existe N, um subgrupo normal de G, tal que para
todo h ∈ N temos que hn = 1 e para todo elemento g ∈ G verifica-se que (gN)m = N, pelo
qual fica fácil observar que dado G ∈ BnBm, todo elemento g ∈ G satisfaz a equação
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gmn = 1, implicando que a variedade BnBm está contida na variedade Bmn.
Retomando os exemplos de palavras de grupo, uma importante famı́lia de palavras

de grupo é a composta pelos comutadores simples γk, dada por

γ1 = x1, γk = [γk−1,xk] = [x1, . . . ,xk]. (1.4)

Os correspondentes subgrupos verbais γk(G) são os termos da série central inferior de
G, e a variedade determinada por {γk} é a variedade dos grupos nilpotentes de classe
de nilpotência menor ou igual a k.

Outra conhecida sequência de palavras são as palavras derivadas δk, em 2k variáveis,
as quais são definidas recursivamente como

δ0 = x1, δk = [δk−1(x1, . . . ,x2k−1), δk−1(x2k−1+1, . . . ,x2k)]. (1.5)

Claramente δk(G) = G(k), o k-ésimo subgrupo derivado de G, e as variedades deter-
minadas por estas palavras são bem conhecidas e amplamente estudadas. A variedade
determinada por {δ1} é a variedade dos grupos abelianos, e em geral, a variedade
associada a {δk} é a variedade dos grupos solúveis com comprimento derivado menor
ou igual a k, a qual denotaremos neste trabalho por Ak.

Uma classe muito importante de comutadores para nosso trabalho serão os comuta-
dores multilineares (também conhecidos como outer commutator words). Para definir
os mesmos, usamos o conceito peso de um comutador.

Definição 1.3.2. Uma palavra comutador de peso 1,2, . . . em variáveis x1,x2, . . . é definida
indutivamente como

• xi é uma palavra comutador de peso 1;

• Dadas palavras comutador w1 e w2 de peso n1 e n2 respectivamente, a palavra [w1,w2] é
também uma palavra comutador e seu peso é n1 + n2.

Definimos os comutadores multilineares recursivamente.

Definição 1.3.3. A palavra w(x) = x é o único comutador multilinear de peso 1. Dados dois
comutadores multilineares, w1(x1, . . . ,xn1) de peso n1 e w2(y1, . . . , yn2) de peso n2, onde xi ≠ y j

para todo 1 ⩽ i ⩽ n1 e todo 1 ⩽ j ⩽ n2, a palavra [w1,w2] é também um comutador multilinear,
de peso n1 + n2.
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Assim, exemplos de comutadores multilineares são as palavras γk ou δk definidas
acima.

Um último exemplo de palavras de grupo são as palavras de Engel. A palavra
0-Engel na variável x é a palavra w = x, agora a palavra n-Engel em variáveis x1, x2 é
igual a [x1,x2, . . . ,x2] com x2 ocorrendo n vezes, isto é denotado por [x1,n x2].

As palavras de Engel são palavras comutador, mas dado n ⩾ 2 a palavra n-Engel não
é uma palavra comutador multilinear.

Damos a seguir uma definição relacionada com as palavras n-Engel, com a qual
concluiremos esta seção, e que usaremos em algumas partes deste trabalho.

Definição 1.3.4. Dados um grupo G e um elemento g de G, g é chamado m-Engel em G se,
para cada x em G, o m-Engel valor [x,m g] é trivial. O grupo G é dito m-Engel se todos os seus
elementos são m-Engel.

1.4 Produto Entrelaçado de Grupos

O produto entrelaçado de grupos será usado para a descrição e compreensão dos
p-subgrupos de Sylow dos grupos simétricos, que por sua vez nos ajudarão a com-
preender a estrutura de grupos finitos interpretados como permutações de conjuntos
(em um quociente apropriado). Estas interpretações ficarão mais claras nas provas
apresentadas nos capı́tulos 3 e 4.

A seguinte definição, e definições que generalizam a mesma, podem ser encontradas
em [26] ou [27], por exemplo.

Definição 1.4.1. Dados dois grupos arbitrários H e K, tomamos o produto direto∏k∈K Hk, onde
Hk é isomorfo a H, para todo k ∈ K. Definimos o produto entrelaçado de H e K, H ≀r K , como
o produto semidireto de ∏k∈K Hk pelo grupo K, onde a ação de K no produto direto ∏k∈K Hk é
induzida pelo produto à direita nos sub-ı́ndices, i.e., (Hk)k̄ = Hkk̄.

O produto entrelaçado pode ser definido para mais de dois grupos e ele tem a
propriedade de ser associativo sob isomorfismo, isto é, H1 ≀r (H2 ≀r H3) ≅ (H1 ≀r H2) ≀r H3.
Um dos exemplos mais importantes de produtos entrelaçados de grupos são os p-
subgrupos de Sylow dos grupos simétricos, os quais foram caracterizados da seguinte
maneira.
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Proposição 1.4.2 (Kaluznin). Seja Sym(pe) o grupo de permutações de um conjunto com pe

elementos. Um p-subgrupo de Sylow de Sym(pe) é isomorfo ao produto entrelaçado W(p, e) =
Cp ≀r Cp⋯ ≀r Cp de e cópias do grupo cı́clico de p-elementos, Cp.

A prova desta proposição (encontrada, por exemplo, em [26] ou [27]) pode ser feita
por argumentos indutivos, levando em consideração a máxima potência de p que pode
dividir pe!.

Com esta proposição, concluı́mos este breve compêndio de resultados preliminares,
os quais são alguns dos pré-requisitos mais importantes que motivaram ou dão solidez
teórica a este trabalho.



Capı́tulo 2

Comprimento Não-Solúvel e
Não-p-Solúvel

2.1 Definições e Resultados Introdutórios

Todo grupo finito G possui uma série normal cujos fatores são solúveis ou um
produto direto de grupos simples não abelianos. E. I. Khukhro e P. Shumyatsky em
[19] definem o comprimento não-solúvel, λ(G), como o número mı́nimo de fatores não-
solúveis em uma série deste tipo.

Definição 2.1.1. Seja G um grupo finito e 1 = G0 ⩽ G1 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ G2h ⩽ G2h+1 = G uma série
normal de G satisfazendo as seguintes condições:

1. Para i par, o grupo quociente Gi+1/Gi é solúvel (possivelmente trivial);

2. Para i ı́mpar, o quociente Gi+1/Gi é um produto direto (não vazio) de grupos simples não
abelianos;

3. Possui comprimento minimal com respeito a todas as séries que satisfazem 1 e 2.

Então o comprimento não-solúvel de G, é igual a h e será denotado por λ(G).

Para apresentar mais claramente este conceito, definimos o socle de um grupo finito
G, e depois caracterizamos sua estrutura. Posteriormente, usaremos o socle e o radical
solúvel na construção de uma série normal cujos fatores são solúveis ou um produto
direto de grupos simples não abelianos. Assim, dado um grupo finito G, exibimos uma
série normal de G que determina o comprimento não-solúvel.

28
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Definição 2.1.2. Seja G um grupo finito, o socle de G, denotado por Soc(G), é o produto direto
de todos os subgrupos normais minimais de G.

Para caracterizar este subgrupo (o qual claramente é normal), usamos o seguinte
resultado, cuja prova pode ser encontrada em [10].

Proposição 2.1.3. Se H é um subgrupo normal minimal de um grupo finito G, então H é um
p-grupo abeliano elementar para algum primo p ou H é o produto direto de grupos simples
não-abelianos isomorfos.

Deste modo, o subgrupo Soc(G) de um grupo finito G é o produto direto de grupos
simples (em princı́pio, alguns destes fatores podem ser abelianos).

Seja A = N1 × ⋯ × Nl o subgrupo do socle de G proveniente do produto de todos os
subgrupos Ni normais minimais de G, os quais são abelianos elementares. Temos que
A é normal em G e, tendo em consideração a sua construção, podemos concluir que
A é solúvel (mais ainda, A é abeliano). Logo, A está contido no radical solúvel de G.
Considere agora o grupo quociente Ḡ = G/R(G). Dado que a parte abeliana de Soc(Ḡ)
está contida em R(Ḡ), e claramente R(Ḡ) é trivial, podemos concluir que Soc(Ḡ) é o
produto direto de grupos simples não abelianos, logo Soc(Ḡ) não é solúvel.

Com as observações feitas acima, podemos construir, para qualquer grupo finito G,
a seguinte série normal satisfazendo as condições da Definição 2.1.1:

1 ⩽ R(G) = M1(G) < Γ1(G) ⩽ ⋯ ⩽ Mn(G) < Γn(G) ⩽ Mn+1(G) = G, (2.1)

onde
Mi(G)
Γi−1(G) = R( G

Γi−1
) e

Γi(G)
Mi(G) = Soc( G

Mi
) .

Analogamente, foi definido o comprimento não-p-solúvel de um grupo finito, substituindo
solúvel por p-solúvel na Definição 2.1.1. Assim, dada uma série normal do grupo G
tal que todos os seus fatores são p-solúveis ou o produto direto de grupos simples não
abelianos de ordem divisı́vel por p, o comprimento não-p-solúvel de G, denotado por
λp(G), é o número mı́nimo de fatores não-p-solúveis em uma série normal de G deste
tipo.

É claro que o comprimento não-2-solúvel coincide com o comprimento não-solúvel,
pela observação feita na definição de p-solúvel, na qual expõe-se a equivalência entre
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grupos solúveis e grupos 2-solúveis, usando o Teorema de Feit-Thompson (Teorema
1.1.2).

Do mesmo modo que foi construı́da a série em (2.1), podemos construir uma série
nas condições da definição de comprimento não-p-solúvel para qualquer grupo finito
G, substituindo o radical solúvel pelo radical p-solúvel. A alteração mais importante
nesta construção é a seguinte proposição, que deixa a série construı́da em coerência
com a definição de comprimento não-p-solúvel.

Proposição 2.1.4. Seja G um grupo finito. Então o socle do grupo quociente G/Rp(G) do grupo
pelo seu radical p-solúvel, Soc(G/Rp(G)), é o produto direto de grupos simples não abelianos
de ordem divisı́vel por p.

Demonstração. Para todo grupo G, temos que R(G) ⩽ Rp(G), logo a parte abeliana de
Soc(G) está contida em Rp(G). Considere o grupo quociente Ḡ = G/Rp(G), claramente
Rp(Ḡ) é trivial, logo Soc(Ḡ) = S1 × S2 × ⋯ × Sr (produto direto de grupos simples não
abelianos). Suponha por contradição que existe 1 ⩽ i ⩽ r tal que p não divide a ordem
de Si. Como Si é um fator do socle de Ḡ, existe um subgrupo N, normal minimal em Ḡ,
tal que N = Si1 × Si2 ×⋯× Sil, onde Si j é isomorfo a Si para todo 1 ⩽ j ⩽ l (pela Proposição
2.1.3). Portanto, N é um p′-grupo, de onde N é p-solúvel, o que contradiz o fato de que
Rp(Ḡ) = 1. Em conclusão, o resultado segue. �

Com a intenção de deixar mais clara a construção de uma série nas condições
da definição do comprimento não-p-solúvel, daremos agora de forma explı́cita uma
construção análoga à feita em (2.1).

1 ⩽ Rp(G) = M1(G) < Γ1(G) ⩽ ⋯ ⩽ Mn(G) < Γn(G) ⩽ Mn+1(G) = G, (2.2)

onde
Mi(G)
Γi−1(G) = Rp (

G
Γi−1

) e
Γi(G)
Mi(G) = Soc( G

Mi
) .

A partir da Proposição 2.1.4 e da Definição 1.1.8 (radical p-solúvel), verifica-se que os
fatores da série (2.2) são p-solúveis ou o produto direto de grupos simples não abelianos
de ordem divisı́vel por p.

Na parte inicial desta seção, foi definido e caracterizado o subgrupo Soc(G) de
um grupo finito G. Depois, foi caracterizado o socle do grupo quociente G/Rp(G) na
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Proposição 2.1.4. Isso ajudou a evidenciar um exemplo construtivo de séries normais
de G, as quais se encaixam nas definições de comprimento não-solúvel e não-p-solúvel.

Apresentamos agora um resultado que nos ajuda a entender a estrutura de grupos
que são produto direto de grupos simples não abelianos, para com isso entender melhor
a estrutura de Soc(G/Rp(G)).

Lema 2.1.5. Seja G = S1 × S2 × ⋯ × Sr o produto direto de grupos simples não abelianos Si,
então todo subgrupo normal não trivial N de G é igual ao produto direto N = Si1 ×⋯ × Sil , com
1 ⩽ i j ⩽ r distintos dois a dois e l ⩽ r.

Demonstração. Seja πi a i-ésima projeção do grupo G no grupo Si, i.e.,

πi ∶ S1 × S2 ×⋯ × Sr Ð→ Si

(a j)r
j=1 = (a1, ..., ar)z→ ai.

Defina K ∶= {i ∈ Z ∣ 1 ⩽ i ⩽ r e πi(N) ≠ {1}}. Como N é não trivial, o conjunto
K é não vazio. Assim, escolha k ∈ K e tome x = (ai)r

i=1 ∈ N tal que ak ≠ 1. Do fato
de que Sk é simples não abeliano, podemos garantir a existência de gk ∈ Sk tal que
[gk, ak] ≠ 1. Seja agora y = (gi)r

i=1 ∈ G, onde gi = 1 para todo i ≠ k, então a normalidade
de N garante que [y,x] ∈ N (pois [y,x] = x−yx). É fácil ver que πi([y,x]) = 1 para todo
i ≠ k e πk([y,x]) = [gk, ak]. Chamemos Gi o subgrupo de G igual ao produto direto de r
fatores, os quais são todos triviais com exceção do i-ésimo termo. O i-ésimo termo, por
sua vez, é igual a Si (i.e., G1 = S1×1×⋯×1, e em geral, Gi = 1×⋯×1×Si×1×⋯×1), é claro
que Gi é isomorfo a Si. Assim, N ∩ Gk é um subgrupo normal não trivial de Gk (pois
[y,x] ∈ N∩Gk), logo N∩Gk = Gk para todo k ∈ K, de onde concluı́mos que se assumirmos
K = {k1, . . . , kl}, teremos que N = Sk1 ×⋯ × Skl , concluindo a demonstração. �

Usaremos o lema acima para o tratamento dos quocientes não-p-solúveis. O seguinte
resultado garante que o comprimento não-p-solúvel se comporta bem com os subgru-
pos normais, as imagens homomorfas, o produto direto e, quiçá o mais importante,
comporta-se bem para as extensões de grupos. Para a prova do mesmo, usaremos
propriedades da teoria de grupos em conjunto com o lema anterior.

Proposição 2.1.6. Dado G um grupo finito e p um número primo tal que λp(G) = n, então

1. Se N é um subgrupo normal de G, verifica-se que λp(N) ⩽ n e λp(G/N) ⩽ n;
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2. Dado N um subgrupo normal de G tal que λp(N) = l e λp(G/N) = k, verifica-se que
n ⩽ l + k.

Demonstração. Para a prova dos ı́tens da proposição, assumimos

1 ⩽ Rp(G) = M1(G) < Γ1(G) ⩽ ⋯ ⩽ Mn(G) < Γn(G) ⩽ Mn+1(G) = G,

como a série caracterizada em (2.2).
Seja 1 ⩽ n0 ⩽ n o número mı́nimo tal que N ⩽ Mn0+1(G). Definimos agora uma série

normal de subgrupos de N dada por

1 ⩽ M1(G) ∩N ⩽ Γ1(G) ∩N ⩽ ⋯ ⩽ Γn0(G) ∩N ⩽ Mn0+1(G) ∩N = N. (2.3)

Todos os elementos pertencentes a esta série são normais em G. Analisaremos agora
os fatores desta série, chamando Mi(G) = Mi e Γi(G) = Γi para não sobrecarregar a
notação.

Começaremos com os fatores da forma Mi ∩N/Γi−1 ∩N. Dado que Γi−1 ⩽ Mi e apli-
cando isomorfismos básicos de grupos, temos que

Mi ∩N
Γi−1 ∩N

= Mi ∩N
Γi−1 ∩ (Mi ∩N) ≅ Γi−1(Mi ∩N)

Γi−1
⩽ Mi

Γi−1
,

portanto, pela Proposição 1.1.9, temos que (Mi ∩N) /(Γi−1 ∩N) é p-solúvel para todo
2 ⩽ n0 ⩽ n. Já o caso M1 ∩ N é p-solúvel, por ser também um subgrupo de um grupo
p-solúvel.

Os outros tipos de fatores são os quocientes da forma (Γi ∩N)/(Mi ∩N), os quais
satisfazem os seguintes isomorfismos

Γi ∩N
Mi ∩N

= Γi ∩N
Mi ∩ (Γi ∩N) ≅ Mi(Γi ∩N)

Mi
.

Como foi observado acima, Γi ∩ N é um subgrupo normal de G, logo Γi ∩ N é
normal em Γi. Assim, por correspondência no quociente G/Mi, temos que o grupo
(Mi(Γi ∩N)) /Mi é um subgrupo normal de Γi/Mi. Sendo assim, usando a caracterização
dada na Proposição 2.1.4 e o Lema 2.1.5, podemos concluir que Mi(Γi∩N)/Mi é produto
direto de grupos simples não abelianos de ordem divisı́vel por p, assegurando que os
fatores da forma (Γi ∩N)/(Mi ∩N) também o são. Logo, todos os fatores da série (2.3)
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são p-solúveis ou produto direto de grupos simples não abelianos, com o que podemos
garantir que λp(N) ⩽ n0 ⩽ n, como desejado.

Para concluir a demonstração do item 1 desta proposição, basta construir a seguinte
série normal de G/N, onde Mi = NMi/N e Γi = NΓi/N

1̄ ⩽ M1 ⩽ Γ1 ⩽ ⋯ ⩽ Mn ⩽ Γn ⩽ Mn+1 =
G
N
. (2.4)

Os fatores da série da forma Mi/Γi−1 satisfazem os seguintes isomorfismos:

Mi

Γi−1
≅ NMi

NΓi−1
= NΓi−1Mi

NΓi−1
≅ Mi

NΓi−1 ∩Mi
.

Claramente, Mi/ (NΓi−1 ∩Mi) é isomorfo ao quociente de Mi/Γi−1 por (NΓi−1 ∩Mi) /Γi−1.
Logo, os fatores da forma Mi/Γi−1 são quocientes de grupos p-solúveis. Assim, pela
Proposição 1.1.9, ditos fatores também são p-solúveis.

Já os fatores da formaΓi/Mi, por um tratamento análogo ao feito acima, são isomorfos
ao quociente de Γi/Mi por (NMi ∩ Γi) /Mi, ou seja, Γi/Mi é isomorfo a uma imagem
homomorfa de Γi/Mi. Portanto, do fato que homomorfismos de grupos preservam a
simplicidade de grupos, e da análise feita para os outros quocientes, obtemos que os
fatores da série (2.4) são p-solúveis ou produto direito de grupos simples não-abelianos.
Garantindo que λp(G/N) ⩽ n, concluindo a prova do item 1.

A série caracterizada em (2.2) pode ser construı́da para todo grupo finito, assim
podemos construir uma série deste tipo para os grupos N e G/N. Estas séries são dadas
por:

1 ⩽ Rp(N) = M1(N) < Γ1(N) ⩽ ⋯ ⩽ Ml(N) < Γl(N) ⩽ Ml+1(N) = N,

1 ⩽ Rp(G/N) = M1(G/N) < Γ1(G/N) ⩽ ⋯ ⩽ Mk(G/N) < Γk(G/N) ⩽ Mk+1(G/N) = G/N,

Utilizando estas séries, construiremos uma cadeia de subgrupos de G da seguinte
maneira:

1 ⩽ M1(N) ⩽ Γ1(N) ⩽ ⋯ ⩽ Ml(N) ⩽ Γl(N) ⩽ N ⩽ M̆l+1 ⩽ Γ̆l+1 ⩽ ⋯ ⩽ M̆l+k ⩽ Γ̆l+k ⩽ M̆l+k+1 = G,

onde os subgrupos denotados por M̆l+i e Γ̆l+i com 1 ⩽ i ⩽ k são, respectivamente, as ima-
gens inversas dos subgrupos Mi(G/N) e Γi(G/N) pela projeção canônica π ∶ GÐ→ G/N.

Os elementos da forma Mi(N) ou Γi(N) com 1 ⩽ i ⩽ l são caracterı́sticos em N,
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portanto são normais em G. Já o Teorema de Correspondência de grupos normais nos
garante que os subgrupos da forma M̆l+i e Γ̆l+i com 1 ⩽ i ⩽ k são normais em G, assim a
cadeia acima é uma série normal de G.

Analisaremos agora os quocientes desta série. Pela construção feita em (2.2), os
primeiros 2l fatores são ou p-solúveis ou produto direto de grupos simples não abelianos
de ordem divisı́vel por p. Entretanto, os fatores da forma M̆l+i+1/Γ̆l+i e Γ̆l+i/M̆l+i com
1 ⩽ i ⩽ k são isomorfos aos fatores da série exposta acima para o grupo G/N, portanto
basta analisar o fator M̆l+1/Γl(N) = M̆l+1/N. Pela caracterização dos subgrupos M̆l+i,
temos que

M̆l+1

N
= Rp (

G
N

) ,

portanto este fator é solúvel, logo n ⩽ l + k e o resultado segue. �

Observamos também que o comprimento não-p-solúvel se comporta bem com res-
peito ao produto direto de dois grupos finitos.

Sejam G1 e G2 grupos finitos tais que λp(G1) = n1 e λp(G2) = n2. Denote por G1 ×G2

o produto direto de G1 e G2. Como consequência da proposição anterior podemos
afirmar que λp(G1 ×G2) ⩽ n1 + n2. Provaremos a seguir um valor exato de λp(G1 ×G2)
nas condições acima.

Proposição 2.1.7. Sejam G1 e G2 grupos finitos tais que λp(G1) = n1 e λp(G2) = n2, denote
por G1 ×G2 o produto direto de G1 e G2. Então λp(G1 ×G2) = max{n1,n2}.

Demonstração. Para começar, assumimos

1 ⩽ R(Gi) = M1(Gi) < Γ1(Gi) ⩽ ⋯ ⩽ Mni(Gi) < Γni(Gi) ⩽ Mni+1(Gi) = Gi,

como a série normal de Gi caracterizada em (2.2), i = 1,2. Tome G = G1 ×G2.
Sem perda de generalidade, tome n1 ⩽ n2. Definimos agora uma série normal de G

usando a seguinte notação Mi(G j) = M j
i e Γi(G j) = Γ j

i

1 ⩽ M1
1 ×M2

1 < Γ1
1 × Γ2

1 ⩽ ⋯ < Γ1
n1
× Γ2

n1
⩽ G1 ×M2

n1+1 < ⋯ ⩽ G1 ×M2
n2
< G1 × Γ2

n2
⩽ G.

Claramente os elementos desta série são normais em G, e os fatores da mesma são
solúveis ou produto de grupos simples não abelianos de ordem divisı́vel por p o qual
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garante que λp(G) ⩽ n2.
Por outro lado, G2 é um subgrupo normal de G, logo, a Proposição 2.1.6 garante que

n2 = λp(G2) ⩽ λp(G), de onde concluı́mos que λp(G) = n2, finalizando a prova. �

Deste ponto em diante, vamos considerar o caso onde o radical p-solúvel de G é
trivial. Esta suposição não afeta o comprimento definido, já que λp(G) = λp(G/Rp(G)),
o que é consequência direta da construção feita em (2.1).

Seja Soc(G) = S1 × S2 ×⋯ × Sr o socle de G e considere a ação por conjugação de G no
conjunto {S1, . . . ,Sr}. Definiremos a seguir um importante subgrupo normal de G que
será de grande importância na limitação do comprimento não-p-solúvel.

Definição 2.1.8. Denotaremos por Kp(G) o p-kernel do grupo G, o qual é definido como o
kernel da ação por conjugação de G em {S1, . . . ,Sr}, i.e., todos os elementos que pertencem à
interseção dos normalizadores dos Si em G. No caso do 2-kernel de G, este será denotado por
K2(G) = K(G).

Com o p-kernel de um grupo G, pode-se definir de maneira indutiva o subgrupo
p-kernel superior ou p-kernel de ordem superior de G [19]. Assim, se p é um número
primo e G é um grupo finito, o subgrupo p-kernel superior é dado por:

Kp,1(G) = Kp(G), Kp,2(G) = π−1
1 (Kp(G/Kp(G))) e Kp,n(G) = π−1

n−1(Kp(G/Kp,n−1(G))),

onde π−1
i é a imagem inversa com respeito à projeção canônica πi ∶ GÐ→ G/Kp,i(G).

Para p = 2, o subgrupo 2-kernel superior é denotado por Ki(G) = K2,i(G).
A prova do seguinte resultado (a qual pode ser encontrada em [19]) utiliza a

classificação dos grupos simples finitos, na aplicação da Conjectura de Schreier, e o
resultado constitui uma ferramenta fundamental na limitação do comprimento não-p-
solúvel. Dado o nosso particular interesse, vamos reconstruir esta prova.

Lema 2.1.9. O p-kernel de G tem comprimento não-p-solúvel menor ou igual a 1.

Demonstração. Assuma Rp(G) = 1 e Soc(G) = S1 × S2 × ⋯ × Sr. Basta construir uma
série normal de Kp(G) = K com as condições da definição. Dado que Soc(G) ⩽ K
e K = ⋂r

i=1 NG(Si), todo fator simples Si do Soc(G) é normal minimal em K. Então
Soc(G) ⩽ Soc(K), assim é suficiente provar que o grupo quociente K/Soc(G) é p-solúvel.
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A seguinte é uma simples, mas importante, observação:

r

⋂
i=1

CK(Si) = CK(S1 × S2 ×⋯ × Sr) = CK(Soc(G)) ⩽ CG(Soc(G)).

Além disso, CG(Soc(G)) é normal em G, logo se CG(Soc(G)) ≠ 1, então existe um
subgrupo N normal minimal de G contido em CG(Soc(G)). Note que, supondo que
N ≠ CG(Soc(G)), temos que, dado que todos os subgrupos Si são não abelianos, então
N deve ser p-solúvel (mais pontualmente, N é abeliano ou p′-grupo) contradizendo a
suposição que Rp(G) = 1, então N = CG(Soc(G)). Por um argumento análogo, como
CG(Soc(G)) resulta ser um subgrupo normal minimal de G, temos que CG(Soc(G)) = 1.

Dado que Si ⩽ K ⩽ NG(Si), é possı́vel fazer uma imersão do quociente K/CK(Si)
em Aut(Si) para todo i = 1, . . . , r. Além disso, todo elemento da forma sCK(Si) ∈
K/Ck(Si) com s ∈ Si representa um automorfismo interno de Si. Tendo em consideração
que (K/CK(Si)) / (CK(Si)Si/CK(Si)) é isomorfo a K/ (CK(Si)Si), temos que a imersão de
K/CK(Si) em Aut(Si) pode ser estendida a uma imersão do grupo K/ (CK(Si)Si) no
grupo de automorfismos externos de Si, garantindo, pela aplicação da Conjectura de
Schreier, que K/ (CK(Si)Si) é solúvel.

Por outro lado, existe uma imersão natural do grupo quociente K/(⋂r
i=1 CK(Si)) no

produto direto ∏r
i=1 K/CK(Si), o que induz um homomorfismo injetivo de K/Soc(G)

no produto direto ∏r
i=1 Out(Si), com o que concluı́mos que K/Soc(G) é solúvel como

desejava-se. �

Como consequência do lema anterior e da Proposição 2.1.6, temos que

Lema 2.1.10. O comprimento não p-solúvel de Kp,n(G) é menor ou igual a n.

Observe que o lema acima é uma clara generalização do Lema 2.1.9 . Uma das
técnicas mais usadas neste trabalho para conseguir algumas limitações do comprimento
não-p-solúvel em um grupo finito G com propriedades especı́ficas é o estudo do grupo
quociente G/N, para o qual o comprimento não-p-solúvel do subgrupo normal N de G
é conhecido. Assim, o problema é reduzido a um grupo de ordem menor, permitindo-
nos o uso de argumentos indutivos. Portanto, usaremos regularmente o p-kernel e
p-kernel de ordem superior no lugar do subgrupo normal N, conseguindo desse modo
uma aplicação para o Lema 2.1.9 e a sua generalização.
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2.2 Limitação do Comprimento Não-p-Solúvel

Junto com as definições de comprimento não-solúvel e não-p-solúvel, evidenciamos
nossa intenção de encontrar tipos de grupos para os quais estes comprimentos possam
ser limitados. Estas intenções serão materializadas na presente seção, expondo de uma
maneira mais clara a natureza das limitações pretendidas e dos grupos em questão.

2.2.1 Problema

O principal objetivo deste trabalho é dar algumas condições na estrutura dos grupos
finitos que levem à limitação do comprimento não-p-solúvel. Com este objetivo, estuda-
se um problema enunciado por E. I. Khukhro e P. Shumyatsky em [19], onde eles partem
do seguinte problema sobre p-comprimento devido a Wilson [24]:

Dados um número primo p e uma variedade própria de gruposW, existe uma limitação para
o p-comprimento de grupos finitos p-solúveis cujos p-subgrupos de Sylow pertencem aW?

Assim E. I. Khukhro e P. Shumyatsky adaptam a pergunta anterior a um questiona-
mento análogo sobre o comprimento não-p-solúvel, propondo o seguinte problema:

Problema 2.2.1. Dados um número primo p e uma variedade própria de gruposW, existe uma
limitação para o comprimento não-p-solúvel λp de grupos finitos cujos p-subgrupos de Sylow
pertençam aW?

2.2.2 Algumas Soluções Positivas

E. I. Khukhro e P. Shumyatsky relacionam estes dois problemas, provando que
respostas positivas para o problema de Wilson implicam em respostas positivas para o
Problema 2.2.1. O seguinte resultado [19] evidencia esta relação.

Teorema 2.2.2. (a) O comprimento não-solúvel λ(G) de um grupo finito G não excede 2L2+1,
onde L2 é o máximo 2-comprimento de subgrupos solúveis de G.

(b) Para p ≠ 2, o comprimento não-p-solúvel λp(G) de um grupo finito G não excede o máximo
p-comprimento de subgrupos p-solúveis de G.

Os autores obtêm também limitações do comprimento não-p-solúvel em termos da
altura de Fitting dos subgrupos solúveis:
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Corolário 2.2.3. O comprimento não-solúvel λ(G) de um grupo finito G não excede a máxima
altura de Fitting de subgrupos solúveis de G.

Entretanto, o problema proposto por Wilson está longe de ser resolvido. Existem
algumas soluções parciais, por exemplo os teoremas 1.2.1 e 1.2.2, para a variedade de
grupos solúveis de comprimento derivado menor que um dado n, assim como para a
variedade de grupos de expoente limitado. Portanto, usando o Teorema 2.2.2, obtém-se
uma resposta positiva para o Problema 2.2.1 para as variedades anteriormente men-
cionadas. Ou seja, dado G um grupo finito cujos p-subgrupos de Sylow pertencem à
variedade de grupos de expoente dividindo pe, temos que λp(G) é e-limitado. Analo-
gamente, dado G um grupo finito cujos p-subgrupos de Sylow pertencem à variedade
de grupos solúveis de comprimento derivado menor ou igual a d, temos que λp(G) é
d-limitado.

Expomos a seguir uma proposição que melhora a limitação do comprimento não-p-
soluvél obtida por combinação dos teoremas 1.2.1, 1.2.2 e 2.2.2 para o caso da variedade
de grupos de expoente dividindo pe.

Proposição 2.2.4. Sejam G um grupo finito, p um número primo e P um p-subgrupo de Sylow
de G. Seja exp(P) = pe, denotamos por e(P) o número e associado ao expoente de P, então temos
que λp(G) ⩽ e(P).

Demonstração. Suponha sem perda de generalidade que Rp(G) = 1 e seja
Soc(G) = S1 × S2 ×⋯ × Sr o socle de G. Procederemos a esta prova por indução sobre e.
O caso em que e = 0 garante que P é trivial, logo G é um p′-grupo, assim G é p-solúvel,
garantindo que λp(G) = 0. Assim, assumimos e ⩾ 1. Tome a ∈ P um elemento de ordem
pe e suponha que a possui uma órbita de tamanho pe no conjunto {S1,S2 . . . ,Sr} relativa
à ação de permutação de G induzida por conjugação. Escolha x ∈ S1 ∩ P um elemento
não trivial, então claramente xa ∈ P, logo por hipótese temos que (xa)pe = 1. Por outro
lado,

(xa)pe = xxa−1
xa−2⋯xa.

Cada fator do produto anterior pertence a um Si distinto e dado que x é não trivial,
concluı́mos que (xa)pe ≠ 1 o qual é uma contradição. Portanto, a não possui órbitas de
tamanho pe no conjunto {S1,S2 . . . ,Sr} relativa à ação de permutação de G induzida por
conjugação. Assim, chamando P̄ a imagem de P no grupo quociente G/Kp(G), temos
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que o expoente de P̄ é menor ou igual a pe−1, de onde usando a indução sobre e e o Lema
2.1.9, o resultado segue. �

E. I. Khukhro e P. Shumyatsky em [19] combinam os resultados sobre variedade de
grupos de expoente limitado e variedades de grupos de comprimento solúvel limitado.
E. I. Khukhro e P. Shumyatsky obtêm que a resposta para o problema por eles proposto
tem também resposta positiva em uma variedade de grupo a qual é o produto de várias
variedades de comprimento derivado limitado e variedades de expoente limitado (lem-
brando que o produto de variedades foi apresentado na Definição 1.3.1), chegando ao
seguinte resultado:

Teorema 2.2.5. Seja p um número primo e sejaV uma variedade a qual é um produto de várias
variedades solúveis e variedades de expoente limitado. Então o comprimento não-p-solúvel
λp(G) de grupos finitos cujos p-subgrupos de Sylow pertencem a V é limitado. Mais precisa-
mente, se um p-subgrupo de Sylow de um grupo finito G pertence à variedadeBpa1Ad1⋯BpanAdn

para alguns inteiros ai,di ⩾ 0, então o comprimento não-p-solúvel λp(G) é limitado em termos
de ∑ ai +∑di.

No decorrer deste trabalho, diremos que um valor é {n1, . . . ,nl}-limitado se o valor
é limitado por uma função dependendo exclusivamente dos ni com 1 ⩽ i ⩽ l. Por
exemplo, no teorema anterior, diremos que um grupo satisfazendo as hipóteses do
teorema acima tem comprimento não-p-solúvel {a1,d1, . . . an,dn}-limitado.



Capı́tulo 3

Comprimento Não-p-Solúvel de Grupos
Finitos com Comutadores de Ordem
Pequena

A partir deste capı́tulo, trabalharemos na solução do Problema 2.2.1, enunciado no
capı́tulo anterior.

3.1 A VariedadeW(δn,pe)

O primeiro resultado deste trabalho prova que na variedade de todos os grupos
nos quais todo w-valor tem ordem dividindo pe, p primo e w uma palavra comutador
multilinear, o Problema 2.2.1 restrito aos números primos ı́mpares tem solução positiva.
Se w é uma palavra comutador multilinear e k um inteiro positivo, então denotamos por
W(w, k) a variedade de todos os grupos nos quais todo w-valor tem ordem dividindo
k (i.e., para todo a ∈ Gw, temos que ak = 1). Explicitamente, provamos o seguinte
resultado.

Teorema 3.1.1. Sejam G um grupo finito e p um número primo ı́mpar. Se P é um p-subgrupo
de Sylow de G tal que P ∈W(δn,pe), então λp(G) é {e,n}-limitado.

A palavra δn é a palavra derivada definida em (1.5).
No decorrer deste trabalho, teremos um interesse particular nos elementos da forma

[x, a, a], dado que, se impormos a condição de que a seja um δi-valor em elementos de

40
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G, o elemento [x, a, a] resulta ser um δi+1-valor em elementos de G, para todo elemento
x ∈ G. Isso decorre de observar que [x, a, a] = [a−x, a]a. É claro que esta observação pode
ser estendida para um δi-valor em elementos de N, onde N é um subgrupo normal de
G, caso no qual a normalidade de N é exigida para garantir que o elemento ax pertença
a N, para todo elemento x ∈ G.

Dado um elemento a ∈ G, denotamos por XG(a) o conjunto de todos os x ∈ G tal que
o comutador [x, a, a] tem ordem maximal (onde a é um elemento qualquer do grupo,
não necessariamente um δi-valor).

XG(a) = {x ∈ G; ∣[y, a, a]∣ ⩽ ∣[x, a, a]∣ para todo y ∈ G}. (3.1)

Uma útil e simples propriedade associada ao conjunto definido acima é a seguinte:

Lema 3.1.2. Sejam G um grupo finito, a e g elementos de G, x ∈ XG(a), y ∈ XG(a−1) e
z ∈ XG(ag), então ∣[y, a−1, a−1]∣ = ∣[x, a, a]∣ = ∣[z, ag, ag]∣.

Demonstração. A igualdade ∣[x, a, a]∣ = ∣[z, ag, ag]∣ segue diretamente da preservação das
ordens dos elementos sob conjugação.

Suponha que ∣[y, a−1, a−1]∣ ≠ ∣[x, a, a]∣. Sem perda de generalidade, podemos supor
que ∣[y, a−1, a−1]∣ < ∣[x, a, a]∣.

É fácil observar que [x, a, a] = [a−xa, a] = [a−x, a]a (onde a−x denota o elemento (a−1)x), e
como as ordens dos elementos de um grupo são preservadas por conjugação e inversão,
temos que ∣[x, a, a]∣ = ∣[a−x, a]−1∣. Assim usando propriedades dos comutadores, obtemos
que

[a−x, a]−1 = [a, a−x] = [(ax)x−1
, a−x] = [(ax)x−1a−xax, a−x] = [[x−1, a−x]ax, a−x]

= [[x−1, a−x], a−x]ax

[ax, a−x] = [[x−1, a−x], a−x]ax

= [x−ax
, a−x, a−x].

Para concluir, temos que

∣[x, a, a]∣ = ∣[a−x, a]−1∣ = ∣([a−x, a]−1)x−1 ∣,

e dado que ([a−x, a]−1)x−1 = [(x−ax)x−1
, a−1, a−1] e renomeando (x−ax)x−1 = z, temos que

∣[y, a−1, a−1]∣ < ∣[z, a−1, a−1]∣,

o que contradiz a hipótese que y ∈ XG(a−1), logo o resultado segue. �
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Para provar o Teorema 3.1.1, usaremos a seguinte proposição:

Proposição 3.1.3. Sejam G um grupo finito e P um p-subgrupo de Sylow de G para um primo p
ı́mpar. Seja S1×S2×⋯×Sr um subgrupo normal de G igual ao produto direto de grupos simples
não abelianos Si de ordem divisı́vel por p. Sejam a ∈ P e b ∈ XP(a) tais que ∣[b, a, a]∣ = q > 1.
Então [b, a, a] não possui uma órbita de comprimento q no conjunto {S1, . . . ,Sr} relativa à ação
de permutação de G induzida por conjugação.

A prova desta proposição será dividida em vários lemas. O primeiro dos mesmos
é um resultado básico de teoria de grupos, o qual apresentamos aqui, junto com sua
prova, pelo seu papel determinante na diferenciação entre o caso em que o primo p é
ı́mpar (o presente caso) e o caso em que p = 2.

Lema 3.1.4. Seja H um grupo finito de ordem ı́mpar. Então xg ≠ x−1 para todo elemento não
trivial x ∈ H e todo g ∈ H.

Demonstração. Seja ∣H∣ = 2k + 1 e suponha xg = x−1 para algum x ∈ H não trivial e g ∈ H,
então xg2 = x−g = (xg)−1 = (x−1)−1 = x. Assim, para todo número natural n, temos xg2n = x.
Tome n = k + 1, logo xg2(k+1) = x. Por outro lado, g2(k+1) = g, assim xg2(k+1) = xg = x−1 e
portanto x = x−1, o que gera uma contradição dado que x ≠ 1. �

Veremos o uso do lema acima no seguinte resultado.

Lema 3.1.5. Assuma as hipóteses da Proposição 3.1.3 e suponha que [b, a, a] possui uma órbita
de comprimento q no conjunto {S1,S2, . . . ,Sr}. Seja {Si1 ,Si2 , . . . ,Siq} a mencionada órbita.
Então Sa

i j
∈ {Si1 ,Si2 , . . . ,Siq} para todo 1 ⩽ j ⩽ q.

Demonstração. Sem perda de generalidade, assumimos que i j = j para todo 1 ⩽ j ⩽ q.
Então, [b, a, a] permuta regularmente S1,S2, . . . ,Sq. Denote Pi = P ∩ Si, onde Pi é um
p-subgrupo de Sylow de Si o qual é não trivial por hipótese.

Suponha por contradição que a não estabiliza a órbita S1,S2, . . . ,Sr, ou seja, existe
1 ⩽ i ⩽ q tal que Sa

i ∉ {S1,S2, . . . ,Sq}. Sem perda de generalidade, suponha que
Sa

1 ∉ {S1,S2, . . . ,Sq}. Escolha um elemento não trivial x ∈ P1 e considere o elemento

[bx, a, a] = [[b, a]x, a]x−1xa[x, a, a].

Para simplificar a notação, chame d = [[b, a]x, a]x−1xa e y = [x, a, a]. Note que a ação



Capı́tulo 3. Comprimento Não-p-Solúvel de Grupos com Comutadores de Ordem Pequena 43

por permutação de d sobre {S1,S2, . . . ,Sq} é igual à ação de [b, a, a] no mesmo conjunto.
Em particular, d permuta regularmente S1,S2, . . . ,Sq.

Além disso, temos que y = x−axx−axa2 , e como assumimos que Sa
1 ≠ S1, os elementos

x e x−a comutam e portanto y = x−2axxa2 . O fato que Sa
1 ∉ {S1,S2,⋯,Sq} somado com o

fato de x ser não trivial e não ter ordem dois garante que x−2a não pertence ao produto
S1S2⋯Sq. Por outro lado, o elemento xa2 pode pertencer ou não ao produto S1S2⋯Sq.

Caso xa2 não pertença a S1S2⋯Sq, a projeção dos elementos yd−1 yd−2⋯ydy em S1 é

precisamente x. Isso decorre do fato que xa2 di

e xadi
não pertencem a S1S2⋯Sq e xdi ∉ S1

para 1 ⩽ i < q. Se temos, pelo contrário, que xa2 pertence a S1S2⋯Sq, então a projeção dos
elementos yd−1 yd−2⋯ydy em S1 é da forma x(xa2)di .

Dado que b ∈ XP(a), a ordem de [bx, a, a] deve dividir q. Assim temos que

[bx, a, a]q = yd−1
yd−2⋯ydy = 1.

Em particular, a projeção de yd−1 yd−2⋯ydy em S1 deve ser trivial. Dado que x não é
trivial, concluı́mos que x(xa2)di = 1 para algum i. Logo, xa2di = x−1, portanto x e x−1 são
conjugados em P. Dado que p é um primo ı́mpar, segue que x = 1 (pelo Lema 3.1.4), o
que é uma contradição, assim o resultado segue. �

O Lema 3.1.5 prova que, se [b, a, a] tem uma órbita {S1,S2, . . . ,Sq} de comprimento
q, onde q é a ordem de [b, a, a], então o elemento a estabiliza dita órbita. A seguir,
provaremos que ab também estabiliza a órbita.

Lema 3.1.6. Sob as hipóteses do Lema 3.1.5, o elemento ab estabiliza a órbita {S1,S2, . . . ,Sq}.

Demonstração. Sem perda de geralidade, assumimos que i j = j para todo 1 ⩽ j ⩽ q. Por
hipótese e pelo Lema 3.1.5, [b, a, a] e a estabilizam a órbita {S1,S2, . . . ,Sq}. Dado que
[b, a, a] = [a−b, a]a e [b, a, a] permuta regularmente tal órbita, temos que [a−b, a] também
permuta regularmente S1,S2, . . . ,Sq (pois a conjugação por a pode ser vista como uma
conjugação no grupo simétrico de q elementos). Como feito na demonstração do Lema
3.1.2, temos que

[a−b, a]−1 = [b−ab
, a−b, a−b].

Portanto, [b−ab
, a−b, a−b] também permuta regularmente os subgrupos S1,S2, . . . ,Sq. Pelo

Lema 3.1.2, é claro que ∣[t, a−b, a−b]∣ = q para todo t ∈ XP(a−b), e assim b−ab ∈ XP(a−b). Para
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concluir, aplicamos o Lema 3.1.5 e obtemos que a−b estabiliza a órbita {S1,S2, . . . ,Sq}, o
que finaliza a prova. �

Usando os resultados precedentes, procedemos à prova da Proposição 3.1.3.

Prova da Proposição 3.1.3. Queremos provar que [b, a, a] não possui uma órbita de com-
primento q, digamos q = pe, no conjunto {S1, . . . ,Sr} relativa à ação de permutação de G
induzida por conjugação. Procederemos por contradição supondo que [b, a, a] possui
uma órbita de comprimento q no conjunto {S1,S2, . . . ,Sr}. Seja {S1,S2, . . . ,Sq} a menci-
onada órbita, assim, pelos lemas anteriores (Lema 3.1.5 e Lema 3.1.6), sabemos que a e
ab estabilizam o conjunto {S1,S2, . . . ,Sq}. Além disso, sabemos que [a−b, a]a permuta re-
gularmente os subgrupos S1,S2, . . . ,Sq. Então, obtemos um homomorfismo natural do
subgrupo ⟨a, ab⟩ em um p-subgrupo de Sylow, digamos Q, do grupo das permutações
de q elementos, Sym(q). A imagem por este homomorfismo do elemento [a−b, a]a é o
ciclo (1,2, . . . , q).

⟨a, ab⟩ Ð→ Q
[a−b, a]a z→ (1,2, . . . , q).

A estrutura dos p-subgrupos de Sylow dos grupos de permutações Sym(pe) é deter-
minada pela Proposição 1.4.2 e é precisamente o produto entrelaçado iterado Cp ≀r⋯≀r Cp

de e cópias de Cp, o grupo cı́clico com p elementos (uma prova deste resultado pode ser
encontrada em [27]). Assim, pe é o expoente do grupo Q ≅ Cp ≀r ⋯ ≀r Cp.

Dado que [a−b, a]a é um comutador no grupo ⟨a, ab⟩, a imagem pelo homomorfismo
pertence ao grupo derivado de Q. No entanto, por causa da estrutura de Q, temos
que Q′ tem expoente igual a pe−1. Deste modo, temos uma contradição no fato de que
a imagem de [a−b, a]a é o ciclo (1,2, . . . , q). Assim, [b, a, a] não possui uma órbita de
comprimento q = pe, concluindo a prova. �

Lembraremos a seguir o enunciado do Teorema 3.1.1 e, usando os resultados ante-
riores, daremos inı́cio a sua demonstração.

Teorema 3.1.1 Sejam G um grupo finito e p um número primo ı́mpar, seja P um p-subgrupo
de Sylow de G tal que P ∈W(δn,pe), então λp(G) é {e,n}-limitado.

Demonstração. Provaremos aqui que λp(G) ⩽ n + e. Assumiremos Rp(G) = 1, denotare-
mos Soc(G) = S1 × S2 ×⋯ × Sr e procederemos por indução sobre n.
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Quando n = 0, usamos indução sobre e. Por hipótese, P ∈ W(δ0,pe), o que significa
que P tem expoente dividindo pe, logo pela Proposição 2.2.4, o resultado segue.

Desse modo, assumimos que n ⩾ 1. Seja l o número máximo para o qual existe
a ∈ Pδn−1 (um δn−1-valor em elementos de P) e b ∈ XP(a) tal que ∣[b, a, a]∣ = pl. Dado que
[b, a, a] = [a−b, a]a, temos que [b, a, a] é um δn-valor em elementos de P e portanto
∣[b, a, a]∣ ⩽ pe, logo l ⩽ e. Usaremos l como um novo parâmetro de indução. Nosso
objetivo é mostrar que λp(G) ⩽ n + l.

Se l = 0, então ∣[g, a, a]∣ = 1 para todo a ∈ Pδn−1 e todo g ∈ P, portanto [a−g, a] = 1, o
que implica que ⟨aP⟩ é abeliano para todo a ∈ Pδn−1 . Por [19, Lemma 4.3], ⟨aP⟩ ⩽ Kp(G) e
portanto a imagem de P no quociente G/Kp(G) é solúvel com comprimento derivado
no máximo n − 1, logo o resultado segue por indução sobre n.

Assumamos então que l ⩾ 1. Escolha um δn−1-valor a em elementos de P, e b ∈ XP(a)
tal que ∣[b, a, a]∣ = pl. A Proposição 3.1.3 garante que a ordem de [b, a, a] em G/Kp divide
pl−1. Usando a indução sobre l, temos que λp(G/Kp(G)) ⩽ n + l − 1 e assim λp(G) ⩽ n + l,
garantindo que λp(G) ⩽ n + e. �

Como corolário do Teorema 3.1.1, obtemos o seguinte resultado.

Corolário 3.1.7. Sejam p um primo ı́mpar e w uma palavra comutador multilinear de peso n.
Seja P um p-subgrupo de Sylow de um grupo finito G e assuma que todo w-valor em elementos
de P tem ordem dividindo pe. Então λp(G) ⩽ n + e.

A prova do corolário acima baseia-se fundamentalmente na seguinte afirmação:
Dada uma palavra comutador multilinear em n variáveis, então cada δn-valor em
um grupo G é um w-valor (a prova desta afirmação pode ser encontrada em [28,
Lemma 4.1]). Portanto, se temos condições na ordem dos w-valores como na hipótese
do Corolário 3.1.7, obtemos condições na ordem dos δn-valores como na hipótese do
Teorema 3.1.1, de onde o resultado segue imediatamente.

3.2 A VariedadeW(δ1,2e)

Para concluir este capı́tulo, mostraremos a seguir um resultado mais fraco para o
caso onde o primo é 2. Neste caso, consegue-se limitar o comprimento não-solúvel
quando damos condições para a ordem dos comutadores (δ1 valores) do 2-subgrupo
de Sylow do grupo.
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Teorema 3.2.1. Seja G um grupo finito de ordem divisı́vel por 2 e P um 2-subgrupo de Sylow de
G tal que d2e = 1 para todo comutador d ∈ P (um δ1-valor em elementos de P). Então λ(G) ⩽ e.

Claramente, este teorema pode ser escrito de forma análoga ao Teorema 3.1.1, usando
uma variedade do tipoW(w, e) da seguinte maneira:

Sejam G um grupo finito e P um 2-subgrupo de Sylow de G tal que P ∈ W(δ1,2e), então
λ(G) é {e}-limitado.

Procedemos agora à prova deste resultado.

Prova do Teorema 3.2.1. Como em provas anteriores, podemos supor sem perda de ge-
neralidade que o radical solúvel de G é trivial (R(G) = 1). Seja {S1, . . . ,Sr} o conjunto de
fatores do socle de G (i.e., Soc(G) = S1 × S2 × ⋯ × Sr). Procederemos agora por indução
sobre e.

Por hipótese, todo δ1-valor em elementos de P tem ordem menor ou igual a 2e.
Suponha então que existe d = [a, b] ∈ Pδ1 tal que a ordem de d é exatamente 2e e
d tenha uma órbita no conjunto {S1, . . . ,Sr} sob a ação permutacional induzida por
conjugação de tamanho 2e. Sem perda de generalidade, tome S = {S1,S2, . . . ,S2e} tal
órbita; provaremos agora que tanto a como b estabilizam S. Para começar, provaremos
que a estabiliza S por contradição.

Suponha que exista Si ∈ S tal que Sa
i ∉ S. Sem perda de generalidade, podemos

supor i = 1, assim Sa
1 ∉ S. Já que todos os fatores do socle de G são grupos simples

não-abelianos de ordem par, podemos garantir que Pi = P ∩ Si é um 2-subgrupo de
Sylow de Si, o qual é não trivial. Assim, escolha x ∈ P1 não trivial, e tome o elemento
[a, bx] = [a,x][a, b]x. Observe que a ação por conjugação do elemento d̄ = [a, b]x sobre o
conjunto {S1, . . . ,Sr} é igual à ação de d, pelo fato de que a ação por conjugação de x
em todos os S j, 1 ⩽ j ⩽ r, é trivial. Além disso, como b e x são elementos de P, temos
que bx também o é, e assim [a, bx] ∈ Pδ1 . Logo, por hipótese, podemos assegurar que
[a, bx]2e = 1. Por outro lado,

[a, bx]2e = ([a,x]d̄)2e = [a,x][a,x]d̄−1[a,x]d̄−2⋯[a,x]d̄

= x−ax(x−ax)d̄−1(x−ax)d̄−2⋯(x−ax)d̄

= x−axx−ad̄−1xd̄−1x−ad̄−2xd̄−2⋯x−ad̄xd̄.

Cada fator do produto anterior pertence a um Si dado, assim procederemos a uma
breve análise deste fato.
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Como observado anteriormente, xd̄−i pertence ao mesmo fator que xd−i , a saber ambos
pertencem a Sd−i

1 = Spe−(i−1). Portanto, todos os elementos da forma xd̄−i , com 1 < i ⩽ 2e,
pertencem a fatores distintos, pela suposição do tamanho da órbita. Analogamente,
x−ad̄−i pertence ao mesmo fator que x−ad−i e dada a suposição de que Sa

i ∉ S, temos que
Sad j

1 ∉ S para todo 1 < j ⩽ 2e. Logo, o único elemento pertencendo a S1 é x, e como foi
escolhido sendo não trivial temos que o elemento x−axx−ad̄−1xd̄−1x−ad̄−2xd̄−2⋯x−ad̄xd̄ resulta
ser não trivial, gerando uma contradição. Assim, concluı́mos que a estabiliza a órbita
S.

Vale a pena observar que, de propriedades básicas dos comutadores (Lema1.1.1),
podemos afirmar que d−1 = [b, a]. Além disso, d−1 satisfaz as mesmas condições que
d. De fato, d−1 tem ordem 2e, e a órbita de S1 com respeito a este elemento coincide
com a órbita de S1 com respeito a d, ou seja, d−1 possui uma órbita de tamanho 2e

sob a ação permutacional induzida por conjugação no conjunto {S1, . . . ,Sr}, a saber a
órbita S = {S1,S2, . . . ,S2e}. Assim, uma construção análoga à feita para d usando agora
o elemento [b, ax] nos leva à conclusão que b também estabiliza a órbita S.

Tendo que tanto a como b estabilizam S, obtemos um homomorfismo natural do
subgrupo ⟨a, b⟩ no grupo das permutações de 2e elementos, Sym(2e), onde a ima-
gem por dito homomorfismo do elemento [a, b] é o ciclo (1,2, . . . ,2e). Por outro
lado, é bem conhecido que o grupo derivado do grupo Sym(n) é o grupo alter-
nado An, e a permutação (1,2, . . . ,2e) é uma permutação ı́mpar em Sym(2e). Portanto,
(1,2, . . . ,2e) ∉ A2e , o que é uma contradição.

Assim, concluı́mos que se existe d um δ1 valor em elementos de P tal que a ordem de
d é exatamente 2e, então a imagem de d no quociente G/K2(G) tem ordem estritamente
menor que 2e. Logo, da Proposição 2.1.6, do Lema 2.1.9 e da hipótese de indução, o
resultado segue. �



Capı́tulo 4

Algumas Soluções Positivas para
Produtos de Variedades

Começaremos este capı́tulo mostrando algumas generalizações obtidas para os re-
sultados provados no capı́tulo anterior.

4.1 A Variedade Xk
s(n)

O primeiro dos resultados aqui provados generaliza o Teorema 2.2.5. Antes de
enunciá-lo, estableceremos algumas notações.

Denotamos por X(n) a variedade de todos os grupos satisfazendo a lei
[x, y]n = 1, onde n é um número inteiro positivo. Definimos também Xk(n) como
sendo o produto de k variedades X(n).

Observe que a variedade X(n) coincide com a variedade W(δ1,n). A variedade
Xk(n), por sua vez, é igual a W(δ1,n)W(δ1,n)⋯W(δ1,n) (o produto de k variedades
W(δ1,n)).

Teorema 4.1.1. Seja p um número primo. O comprimento não-p-solúvel λp(G) de um grupo
finito G cujos p-subgrupos de Sylow pertencem a Xk(n) é {k,n}-limitado.

Como observado acima, o Teorema 4.1.1 generaliza o Teorema 2.2.5, já que dado o
produto de variedades U = Be1A

d1⋯BerA
dr , existem inteiros n e k tais que U ⊆ Xk(n).

Para deixar mais clara esta afirmação, basta observar que se n = mmc(e1, . . . , er), então
Bei ⊆ X(n) para todo 1 ⩽ i ⩽ r. Por outro lado, Adi ⊆ Xdi(n) para todo 1 ⩽ i ⩽ r. Assim,

48
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podemos concluir que, se chamamos d = ∑r
i=1 di, então para k = d + r, verifica-se que

U ⊆ Xk(n).
Já para o caso em que p é um primo ı́mpar, obtemos um resultado mais forte. Para

enunciar o mesmo, denotamos por Xs(n) a variedade constituı́da por todos os grupos
satisfazendo a equação δn

s = 1, onde δs é a palavra derivada definida indutivamente em
(1.5). Denotamos por Xk

s(n) o produto de k variedades Xs(n).

Teorema 4.1.2. Seja p um primo ı́mpar. O comprimento não-p-solúvel λp(G) de um grupo
finito G cujos p-subgrupos de Sylow pertencem a Xk

s(n) é {k,n, s}-limitado.

É claro que os teoremas acima generalizam o Teorema 3.2.1 e o Teorema 3.1.1 res-
pectivamente.

O seguinte lema será de utilidade para a prova dos teoremas desta seção. Reprodu-
ziremos aqui a prova do mesmo, demonstrado por E. I. Khukhro e P. Shumyatsky em
[19, Lemma 4.3].

Lema 4.1.3. Sejam P um p-subgrupo de Sylow de um grupo finito G e A um subgrupo normal
abeliano de P. Então A ⩽ Kp(G) se p ≠ 2 e A2 ⩽ K(G) se p = 2.

Demonstração. Como em provas anteriores, assumimos que o radical p-solúvel de G é
trivial. Seja Soc(G) = S1 × S2 × ⋯ × Sr, chamamos Pi = P ∩ Si, onde Pi é um p-subgrupo
de Sylow de Si não trivial. Procedemos agora por contradição. Suponha que A2 não
é um subgrupo de Kp(G), então existe um elemento a ∈ A que possui uma órbita de
tamanho m no conjunto {S1,S2, . . . ,Sr}, onde m é um inteiro maior que 2. Sem perda de
generalidade, suponha {S1,S2, . . . ,Sm} tal órbita. Tome um elemento não trivial x ∈ P1,
então o elemento [x, a] pertence a S1 × S2. Dado que tanto x−1 como xa são não triviais,
o elemento [x, a] tem projeções não triviais em S1 e em S2. Conjugando [x, a] por a,
obtemos [x, a]a = x−axa2 , assim [x, a]a tem projeções não triviais em S2 e S3. Por outro
lado, ambos, a e [x, a], pertencem a A, e como A é abeliano, [x, a]a = [x, a] o que é um
absurdo, tendo em conta as projeções não triviais destes elementos.

Assim, podemos concluir que A2 ⩽ Kp(G) para todo primo p. Se adicionamos a
hipótese de que p ≠ 2, obtemos diretamente que A ⩽ Kp(G). �

O seguinte resultado, corolário direto do lema acima, foi enunciado em [5].
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Lema 4.1.4. Sejam p um primo ı́mpar, P um p-subgrupo de Sylow de um grupo finito G e
N um subgrupo normal de P. Suponha que N é solúvel com comprimento derivado d. Então
N ⩽ Kp,d(G).

Demonstração. Procederemos por indução no comprimento derivado. O caso em que
d = 1 foi provado no Lema 4.1.3. Agora, suponhamos que N tem comprimento derivado
d, logo N(d−1) é abeliano e caracterı́stico em N, pelo qual N(d−1) está nas hipóteses do
Lema 4.1.3, de onde obtemos que N(d−1) ⩽ Kp(G). Assim, concluı́mos que N̄, a imagem
de N no grupo quociente Ḡ = G/Kp(G), possui comprimento derivado menor ou igual
a d − 1. Usando a hipótese de indução, garantimos que N̄ ⩽ Kp,d−1(Ḡ), portanto, da
definição de p-kernel de ordem superior, o resultado segue. �

4.2 Prova dos Resultados Principais deste Capı́tulo

Prova do Teorema 4.1.2. Lembremos que p é um primo ı́mpar. Seja G um grupo finito
cujos p-subgrupos de Sylow pertencem a Xk

s(n). Desejamos provar que o comprimento
não p-solúvel de G é limitado por uma função dependendo exclusivamente de s, k
e n. Podemos, sem perda de generalidade, supor n = pe. Tendo em consideração a
suposição anterior, provaremos que λp(G) é limitado por uma função dependendo
exclusivamente de s, k e e.

No caso em que k = 1, as hipóteses garantem que todo δs-valor nos p-subgrupos de
Sylow de G tem ordem dividindo pe, o que nos deixa nas condições do Teorema 3.1.1 e
o resultado segue. Dessa forma, assumiremos aqui que k ⩾ 2 e usaremos indução sobre
k.

Sejam P um p-subgrupo de Sylow de G e N um subgrupo normal de P tal que
N ∈ Xs(n) e o quociente P/N ∈ Xk−1

s (n).
Lembremos que, como N é normal, sempre que a é um δs−1-valor em elementos de

N e x é um elemento de P, o comutador [x, a, a] é um δs-valor em elementos de N. Seja l
o maior número para o qual existem um δs−1-valor a em elementos de N e um elemento
x ∈ XP(a) tal que ∣[x, a, a]∣ = pl (onde XP(a) é o conjunto definido em (3.1)). É claro que
l ⩽ e. Usaremos l como um segundo parâmetro de indução.

Se l = 0, então ∣[x, a, a]∣ = 1 para todo x ∈ P e todo δs−1-valor a em elementos de N.
Logo ⟨aP⟩ é abeliano para todo a ∈ Nδs−1 e, pelo Lema 4.1.3, temos que a ∈ Kp(G). Devido
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ao fato anterior, obtemos que a imagem de N no grupo quociente G/Kp(G) é solúvel,
com comprimento derivado menor ou igual a s − 1. Do Lema 4.1.4, podemos concluir
que N ⩽ Kp,s(G). Portanto a imagem de P no quociente G/Kp,s(G) é um p-subgrupo de
Sylow de G/Kp,s(G) e pertence a Xk−1

s (n), assim por indução sobre k, o resultado segue.
Assumimos então que l ⩾ 1. Tomemos agora a ∈ Nδs−1 e x ∈ XP(a) tal que ∣[x, a, a]∣ = pl.

Utilizando a Proposição 3.1.3, obtemos que [x, a, a] não possui uma órbita de compri-
mento pl no conjunto {S1, . . . ,Sr} relativa à ação de permutação de G induzida por
conjugação. Como consequência, [x, a, a]pl−1 pertence a Kp(G). Logo, por indução sobre
l, o comprimento não-p-solúvel λp(G/Kp(G)) é limitado em termos de k, s e e exclusi-
vamente. Assim, dado que λp(G) ⩽ 1 + λp(G/Kp(G)), o resultado segue. �

Agora, centraremos a nossa atenção no Teorema 4.1.1. É fácil observar que quando
restringimos este teorema ao caso em que p é ı́mpar, o Teorema 4.1.1 se torna um
corolário do Teorema 4.1.2. Por conseguinte, focaremos no caso em que p = 2. Denota-
remos a partir daqui Ki para Ki(G) = K2,i(G).

Antes de começar a prova do Teorema 4.1.1, enunciaremos e provaremos um resul-
tado de vital importância para dita prova.

Lema 4.2.1. Sejam G um grupo finito e N um subgrupo normal de um 2-subgrupo de Sylow
de G tal que [a, b]e = 1 para todo a, b ∈ N. Então existem números inteiros e-limitados e1 e j tais
que Ne1 ⩽ K j.

Demonstração. Para esta prova, utilizaremos indução sobre e. O caso em que e = 1,
segue diretamente do Lema 4.1.3, afinal, se e = 1, então N é abeliano. Logo, obtemos
que N2 ⩽ K1. Sendo assim, assumiremos que e é uma potência não trivial de 2 e que
existem a, b ∈ N tal que [a, b]e/2 ≠ 1.

Sem perda de generalidade, assumimos que R(G) = 1 e denotamos o 2-kernel como K.
Se [a, b]e/2 ∈ K para todo a, b ∈ N, o resultado segue diretamente da hipótese de indução
aplicada no quociente G/K. Em vista disso, assumimos que N contém elementos a
e b tais que [a, b]e/2 ∉ K. Seja Soc(G) = S1 × S2 × ⋯ × Sr, onde os subgrupos Si são
subgrupos simples subnormais de G, e elementos de G permutam os fatores Si. Dado
que [a, b]e/2 ∉ K, podemos garantir que o comutador [a, b] tem uma órbita de tamanho
e no conjunto {S1,S2, . . . ,Sr}. Assim sendo, assumimos que S = {S1,S2, . . . ,Se} é uma
[a, b]-órbita de tamanho maximal (com respeito à ação de permutação induzida por
conjugação).
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Suponhamos agora que a órbita S é invariante sob a ação dos dois elementos a e
b. Então, obtemos um homomorfismo natural do grupo ⟨a, b⟩ em um 2-subgrupo de
Sylow do grupo simétrico Sym(e). Seja Q tal subgrupo, i.e., Q ∈ Syl2(Sym(e)), e o
homomorfismo leva o elemento [a, b] no ciclo (1,2, . . . , e).

⟨a, b⟩ Ð→ Q
[a, b] z→ (1,2, . . . , e).

Entretanto, o ciclo (1,2, . . . , e) pode ser expresso como produto de transposições
da seguinte maneira (1,2, . . . , e) = (1,2)(2,3)⋯(e − 1, e). Desta forma, observamos que
(1,2, . . . , e) é representado pelo produto de e − 1 transposições. Dado que e é uma
potência de 2, temos que (1,2, . . . , e) não pertence ao grupo alternado Ae, portanto
não é um comutador em Sym(e). Mas isso é uma contradição, logo ao menos um
dos elementos, a ou b, não estabiliza a órbita S. Assim, sem perda de generalidade,
podemos assumir que Sa

1 ∉ {S1,S2, . . . ,Se}.
Seja P um 2-subgrupo de Sylow de G contendo N como um subgrupo normal. Tome

um elemento não trivial x ∈ P ∩ S1 e h ∈ N. Logo, pela normalidade de N em P, temos
que [x,h] ∈ N. Tomaremos agora o elemento [a, b[x,h]] cuja ordem é menor ou igual a
e, pois tanto a como b[x,h] pertencem a N. Supondo que a ordem de [a, b[x,h]] é menor
que e, obtemos que [a, b[x,h]]e/2 = 1. Por outro lado, temos que, por propriedades de
comutadores (Lema 1.1.1), [a, b[x,h]] = [a, [x,h]][a, b][x,h], assim

[a, b[x,h]]e/2 = ([a, [x,h]][a, b][x,h])e/2 = [a, [x,h]]e/2([a, b][x,h])e/2.

Como ([a, b][x,h])e/2 ≠ 1 e ([a, b][x,h])e = 1, podemos garantir que [a, [x,h]]e/2 = [a, b][x,h].
Além disso, como [a, [x,h]] é um comutador em elementos de N, sua ordem divide
e. Logo, [a, [x,h]]e = 1, de onde obtemos que ([a, b][x,h])2 = 1, uma contradição no caso
em que e ⩾ 4. Se e = 2, então [a, b] = [a[h,x], [x,h]] = a−[h,x]a, e a imagem de a−[h,x]a no
quociente G/K é trivial, contradizendo a existência da órbita de tamanho e do elemento
[a, b]. Logo a ordem de [a, b[x,h]] é exatamente e. Denotando y = [a, [x,h]] e d = [a, b][x,h],
obtemos que [a, b[x,h]] = yd, como observado acima. Logo, temos que

1 = (yd)e = yyd−1
yd−2⋯yd. (4.1)
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Façamos uma breve análise da estrutura de y:

y = [a, [x,h]] = [a,x−1xh] = (x−1xh)−ax−1xh = x−haxax−1xh.

Assim sendo, temos que y tem projeções nos fatores simples S1, Sa
1, Sh

1 e Sha
1 . Esta

afirmação resulta evidente ao observar que os elementos x−1, xa, xh e x−ha pertencem aos
fatores S1, Sa

1, Sh
1 e Sha

1 , respectivamente. Escrevemos t = x−haxaxh e supomos agora que
ambos fatores simples Sh

1 e Sha
1 não pertencem à órbita S. Assim, em particular Sha

1 ≠ S1

e, dado que partimos da suposição que Sa
1 ∉ {S1,S2, . . . ,Se}, temos também que Sa

1 ≠ S1,
logo [xa,x−1] = [x−ha,x−1] = 1. Portanto, y = x−1t, mais ainda, temos que [t,x−1] = 1 e a
equação (4.1) se transforma em

1 = (yd)e = ttd−1
td−2

. . . tdx−1x−d−1
x−d−2

. . .x−d.

Como supomos que ambos, Sh
1 e Sha

1 , não pertencem a S, todos os elementos da forma
tdi , na equação acima, só têm projeções não triviais em fatores simples fora de S, pelo
qual deduzimos que

1 = x−1x−d−1
x−d−2

. . .x−d.

Tendo em consideração que para 1 ⩽ i < j ⩽ e, x−di e x−d j pertencem a fatores simples
distintos dentro de S, concluı́mos que x deveria ser trivial, o qual é uma contradição.
Portanto, garantimos que ao menos um dos fatores Sh

1 ou Sha
1 pertence à órbita S.

Consequentemente, se Sha
1 ∈ S, garantimos que Sh

1 ∈ {Sa−1

1 ,Sa−1

2 , . . . ,Sa−1

e } e, no outro
caso, Sh

1 ∈ {S1,S2, . . . ,Se}. Com as observações anteriores, podemos afirmar que Sh
1 ∈

{S1,S2, . . . ,Se,Sa−1

1 ,Sa−1

2 , . . . ,Sa−1

e } = S ∪ Sa−1 . Dada a arbitrariedade na escolha de h em
N, inferimos que as N-órbitas contendo S1 têm no máximo 2e fatores. Em particular,
N2e normaliza S1. Um raciocı́nio análogo pode ser aplicado para todos os fatores da
[a, b]-órbita, pelo qual N2e normaliza Si para todo 1 ⩽ i ⩽ e. Mais ainda, N2e normaliza
todo fator simples Sl ∈ {S1,S2, . . . ,Sr} que pertence a uma d-órbita de tamanho e, onde
d é um δ1-valor em elementos de N.

Sejam a1 e b1 dois elementos de N2e. Então, a1 e b1 estabilizam todos fatores de toda
d-órbita de tamanho e com d sendo um δ1-valor em elementos de N. Portanto, [a1, b1]
também deixa invariantes os mencionados fatores e, por causa disso, [a1, b1] não possui
nenhuma órbita de tamanho e no conjunto {S1,S2, . . . ,Sr}. Assim, podemos afirmar que
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[a1, b1]e/2 ∈ K; este fenômeno acontece para toda escolha de a1, b1 ∈ N2e.
Assim, levando em consideração que o subgrupo N2e é normal em P, podemos usar

a hipótese de indução sobre o subgrupo N2e, obtendo que existem números e0 e j,
e-limitados, tais que (N2e)e

0 ⩽ K j, garantindo que N2ee0 ⩽ K j. �

Com o resultado acima, completamos as ferramentas necessárias para a prova do
Teorema 4.1.1, à qual procederemos a seguir.

Prova do Teorema 4.1.1. Seja G um grupo finito cujos p-subgrupos de Sylow, para um
primo p, pertencem a Xk(n). Devemos provar que o comprimento não-p-solúvel de G
é limitado em termos de k e n unicamente. Como observado anteriormente, quando p
é um primo ı́mpar o resultado segue imediatamente do Teorema 4.1.2. Em vista disso,
assumimos que p = 2 e n é uma potência de 2.

Seja P um 2-subgrupo de Sylow de G e N um subgrupo normal de P tal que N ∈ X(n)
e o quociente P/N ∈ Xk−1(n). Denotaremos aqui X0(n) como a variedade trivial e assim,
se k = 1, então N = P.

O Lema 4.2.1 garante a existência de números e e j n-limitados tais que Ne ⩽ K j.
Trabalhando no quociente G/K j, podemos assumir que a imagem de N neste quociente
tem expoente dividindo e, pelo qual podemos assumir que o próprio N tem expoente
dividindo e. Se k = 1, os 2-subgrupos de Sylow de G tem expoente dividindo e, caso no
qual o resultado segue. Suponhamos então que k ⩾ 2. Como N tem expoente dividindo
e e P/N ∈ Xk−1(n), deduzimos que P ∈ Xk−1(en). Logo a indução sobre k completa a
prova. �



Capı́tulo 5

Condições de Engel e o Comprimento
Não-p-Solúvel

No presente capı́tulo, apresentaremos alguns resultados originais concernentes a
condições de Engel. Veremos como, impondo este tipo de condições nos p-subgrupos
de Sylow de um grupo finito G, obtemos limitações do comprimento não-p-solúvel de G.
Em seguida, generalizaremos alguns dos resultados expostos nos capı́tulos anteriores
acrescentando às variedades definidas anteriormente uma condição de Engel.

5.1 Limitação da Ordem de Elementos m-Engel

Nesta seção, daremos alguns resultados que demonstram como condições de Engel
podem ser transformadas em limitações de expoente em um quociente apropriado. O
principal resultado que exibe esta relação é a seguinte proposição.

Proposição 5.1.1. Seja G um grupo finito de ordem divisı́vel por um número primo p. Tome P
um p-subgrupo de Sylow de G, e g ∈ P um elemento m-Engel em P. Então ḡ, a imagem de g no
grupo quociente Ḡ = G/Kp(G), tem ordem menor ou igual a m.

A prova desta proposição será dividida em dois lemas, o primeiro dos mesmos nos
dá uma caracterização da estrutura dos valores m-Engel em elementos de um grupo
G. Lembramos que um valor m-Engel é um elemento de G que pertence ao conjunto
{[h,m g] ∈ G ∣ g,h ∈ G e m ∈N}.
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Lema 5.1.2. Sejam m um número inteiro positivo e G um grupo finito. Então, todo valor
m-Engel , [h,m g], com g,h ∈ G pode ser escrito como um produto de conjugados de h e h−1 por
potências de g da forma gi com i ⩽ m. Mais ainda, se [hgi

,hg j] = 1 para todo 0 ⩽ i, j ⩽ m e se
denotamos s(m, g) = ∑m

i=0(−1)m−i(m
i )gi, então [h,m g] pode ser expresso como

[h,mg] = hs(m,g),

onde hx+y = hxhy e hy é o conjugado de h por y.

Demonstração. Inicialmente, demonstraremos a primeira afirmação. Provaremos por
indução sobre m que todo valor m-Engel , [h,m g], pode ser escrito como um produto de
conjugados de h e h−1 por potências de g da forma gi com i ⩽ m.

O caso m = 1 é imediato dado que [h, g] = h−1hg.
Para o caso geral, usamos a hipótese indutiva para m − 1, então suponha que

[h,m−1g] = h∑
l
i=0(−1) ji gki ,

onde ji ∈ {0,1} e ki ⩽ m − 1 (mas não é necessário que ki ≠ ks com i ≠ s), assim

[h,mg] = [[h,m−1g], g] = [h,m−1g]−1[h,m−1g]g = h∑
l
i=0(−1) jl−i+1 gkl−i+∑l

i=0(−1) ji gki+1
,

e o resultado segue.
Agora, suponha que [hgi

,hg j] = 1 para todo 0 ⩽ i, j ⩽ m, provaremos aqui que
[h,mg] = hs(m,g), onde s(m, g) é a aplicação definida no enunciado do lema. Analo-
gamente à prova da primeira afirmação, usaremos m como parâmetro de indução.
Observamos que a base indutiva desta prova coincide com a base indutiva do caso
anterior. Assim sendo, procederemos diretamente ao passo indutivo supondo que

[h,m−1g] = hs(m−1,g),

onde

s(m − 1, g) =
m−1

∑
i=0

(−1)m−1−i(m − 1
i

)gi.

Então
[h,mg] = [[h,m−1g], g] = [h,m−1g]−1[h,m−1g]g = hs(m,g),
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concluindo a prova do resultado. �

Lema 5.1.3. Sejam G um grupo finito, p um número primo, P um p-subgrupo de Sylow de
G e S1 × ⋅ ⋅ ⋅ × Sr um subgrupo normal de G igual ao produto direto de grupos simples não
abelianos Si de ordem divisı́vel por p. Seja b um elemento m-Engel de P. Então, b não tem
órbitas de tamanho maior que m no conjunto {S1,S2, . . . ,Sr} na ação por permutação de G em
{S1,S2, . . . ,Sr} induzida por conjugação.

Demonstração. Suponha que b tenha uma órbita de tamanho m + k, com 1 ⩽ k, sobre o
conjunto {S1,S2, . . . ,Sr}. Seja {Si1 ,Si2 , . . . ,Sim+k} tal órbita. Sem perda de generalidade,
assuma que i j = j para j = 1, . . . ,m + k. Assim, b permuta S1,S2, . . . ,Sm+k. Note que
Pi = P∩Si é um p-subgrupo de Sylow de Si para cada i, e Pi ≠ 1 por hipótese. Escolhemos
um elemento não-trivial x ∈ P1 e consideramos o elemento [x,m b], o qual é trivial por
hipótese. Por outro lado, dado que xbi ∈ Si+1 para todo i = 1, ...,m e que S1, ...,Sm+1 são
distintos dois a dois, obtemos através do Lema 5.1.2 que as projeções canônicas sobre
S1 e Sm+1 de [x,m b] são não-triviais, o que é uma contradição. �

Agora temos ferramentas suficientes para completar a prova da Proposição 5.1.1.

Prova da Proposição 5.1.1. Temos p um número primo e P um p-subgrupo de Sylow de
G. Seja g ∈ P um elemento m-Engel em P. Sem perda de generalidade, podemos supor
que o radical p-solúvel de G é trivial. Pelo Lema 5.1.3, temos que g não possui uma
órbita de tamanho maior que m no conjunto {S1, ...,Sr}, onde os Si são os componentes
do socle de G, i.e., Soc(G) = S1 × ⋅ ⋅ ⋅ × Sr. Dado que g é um p-elemento, temos que g não
possui órbitas de tamanho maior que pe, onde e é o maior número inteiro tal que pe ⩽ m.
Seja ḡ a imagem de g em G/Kp(G), então a ordem de ḡ é uma potência de p menor ou
igual a pe, como querı́amos demonstrar. �

5.2 Limitando o Comprimento Não-p-Solúvel de Grupos Finitos Através

de Condições de Engel nos Seus p-Subgrupos de Sylow

Na seção anterior, observamos como condições de Engel em um elemento de um
p-subgrupo de Sylow P de um grupo finito G garantiam limitações na ordem de dito
elemento no grupo quociente G/Kp(G). Na presente seção, usaremos este resultado
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para obter, como uma consequência direta do mesmo, uma limitação do comprimento
não-p-solúvel de grupos finitos cujos p-subgrupos de Sylow são m-Engel.

Teorema 5.2.1. Seja G um grupo finito e P um p-subgrupo de Sylow de G tal que P é m-Engel.
Assuma e o maior inteiro tal que pe ⩽ m. Então λp(G) ⩽ e + 1.

Demonstração. Pela definição de grupo m-Engel, temos que todo elemento de P é m-
Engel. Assim, decorre da Proposição 5.1.1 que para todo elemento g ∈ P, a imagem de
g no grupo quociente Ḡ = G/Kp(G) tem ordem menor ou igual a m. Como e é o maior
inteiro tal que pe ⩽ m, temos que a imagem de g no grupo quociente Ḡ tem ordem menor
ou igual a pe. Se P̄ denota a imagem de P no grupo quociente Ḡ, então as observações
anteriores garantem que exp(P̄) ⩽ pe.

Assim, a Proposição 2.2.4 garante queλp(Ḡ) ⩽ e. Logo, pelo Lema 2.1.9 e a Proposição
2.1.6, obtemos que λp(G) ⩽ e + 1, concluindo a demonstração. �

O resultado anterior nos proporciona uma resposta positiva ao Problema 2.2.1 no
caso em que p é um primo qualquer eW é a variedade de grupos m-Engel definida pela
palavra de grupo [x,m y].

5.3 A Variedade X(w, e,m)

Nos capı́tulos anteriores, mostramos como condições sobre a ordem dos comutado-
res nos elementos de um p-subgrupo de Sylow de um grupo finito tinham consequências
no comprimento não-p-solúvel do grupo todo. Na seção anterior, expusemos como
elementos de Engel resultam ter ordem limitada (pela condição de Engel) no grupo
quociente pelo p-kernel (G/Kp(G)), e como isso implica em limitações do comprimento
não-p-solúvel. Nesta seção vamos combinar estes resultados.

Lembremos queW(δn,pe) (variedade definida na Seção 3.1) é a variedade de todos
os grupos nos quais todo δn-valor tem ordem dividindo pe.

Definiremos a seguir uma nova variedade de grupos que generaliza a variedade
W(δn,pe) e inclui condições de Engel nos grupos que a compõem.

Sejam e, m inteiros não negativos e w uma palavra comutador multilinear. Então,
denotamos por X(w, e,m) a variedade de todos os grupos cujos we-valores são m-Engel,
onde we é a palavra de grupo obtida pela concatenação da palavra de grupo w consigo
mesma e vezes.
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É fácil observar queW(δk,pe) ⊂ X(δk, e,m). No que resta deste capı́tulo, nos dedica-
remos a provar alguns resultados (a saber, corolários 5.3.1, 5.3.2, 5.3.3) envolvendo a
variedade X(δk, e,m). Os corolários aqui expostos decorrem diretamente de resultados
já apresentados.

Inicialmente, provaremos que dado um primo p ı́mpar e um grupo finito G cujos
p-subgrupos de Sylow pertencem à variedade X(δk, e,m), o comprimento não-p-solúvel
de G é limitado em termos de k, e e m.

Já no caso p = 2, obtemos um resultado análogo provando que dado um grupo finito
G cujos 2-subgrupos de Sylow pertencem à variedade X(δ1,2e,m), o comprimento não-
solúvel de G é limitado em termos de e e m.

Para finalizar, generalizaremos os resultados expostos neste trabalho para primos
ı́mpares, i.e., generalizaremos o Teorema 3.1.1 e o Teorema 4.1.2, provando explicita-
mente o seguinte enunciado.

Dado um primo p ı́mpar e um grupo finito G cujos p-subgrupos de Sylow pertencem
à variedade produto de várias variedades do tipo X(δki , ei,mi), o comprimento não-p-
solúvel de G é limitado em termos dos ki, ei,mi.

Corolário 5.3.1. Sejam w uma palavra comutador multilinear de peso k e G um grupo de
ordem divisı́vel por p, onde p é um primo ı́mpar. Se um p-subgrupo de Sylow P de G pertence
ao produto de variedades da forma X(w,n,m), então λp(G) é {k,n,m}-limitado.

Demonstração. Primeiramente, lembramos que dada uma palavra comutador multili-
near w de peso k e um grupo finito G, temos que cada δk-valor em G é um w-valor (ver
[28]).

Deste modo, basta analisar o caso em que w é a palavra δk, tratando assim do caso
em que P ∈ X(δk,n,m). Denotaremos n como sendo n = pe e assumiremos α como o
maior inteiro tal que pα ⩽ m. Doravante, temos que todo δn

k -valor em elementos de
P é m-Engel. Logo, usando a Proposição 5.1.1, obtemos que a projeção de todos os
elementos de Pδn

k
no grupo quociente Ḡ = G/Kp(G) tem ordem menor o igual a m. Com

mais precisão, ditos elementos têm ordem menor ou igual a pα. Sejam P̄ a imagem de P
no grupo quociente Ḡ e Pδk a imagem do conjunto Pδk no mesmo grupo. Então, podemos
afirmar que todo elemento ḡ ∈ Pδk satisfaz que ḡpe+α = 1, portanto P̄ ∈W(δk,pe+α). Logo,
do Teorema 3.1.1, o resultado segue. �
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Já para o caso em que p = 2, um resultado mais fraco que o anterior pode ser provado,
concentrando a nossa atenção na palavra δ1.

Corolário 5.3.2. Sejam G um grupo finito e P um 2-subgrupo de Sylow de G. Se P ∈ X(δ1,n,m),
então λ(G) é {n,m}-limitado.

A prova do resultado acima é idêntica à prova do Corolário 5.3.1, exceto que, ao
invés de utilizarmos o Teorema 3.1.1 para a conclusão, utiliza-se o Teorema 3.2.1.

Corolário 5.3.3. Seja G um grupo de ordem divisı́vel por p, onde p é um primo ı́mpar. Se um p-
subgrupo de Sylow P de G pertence à variedade X(w1,n1,m1)X(w2,n2,m2)⋯X(wl,nl,ml), onde
wi é um comutador multilinear de peso ki para todo 1 ⩽ i ⩽ l, entãoλp(G) é {k1, e1,m1, ..., kl,nl,ml}-
limitado.

Demonstração. Como no resultado anterior, podemos restringir-nos ao caso em que
wi = δki , dado que o resultado segue diretamente deste caso. Assim, podemos supor
que P ∈ X(δk1 ,n1,m1)X(δk2 ,n2,m2)⋯X(δkl ,nl,ml).

Procederemos à prova deste resultado por indução no número de fatores do produto
de variedades, i.e., indução sobre l. Se l = 1, o resultado coincide com o Corolário 5.3.1.
Assim sendo, suponha l ⩾ 2 e seja N um subgrupo normal de P tal que N ∈ X(δk1 ,n1,m1)
e P/N ∈ X(δk2 ,n2,m2)⋯X(δkl ,nl,ml). Sejam N e P̄ as imagens dos subgrupos N e P em
Ḡ = G/Kp(G). Então, N ∈W(δk,pe), onde e depende exclusivamente de n1 e m1 como na
prova do Corolário 5.3.1.

Logo, obtemos que P̄ ∈W(δk1 ,pe)X(δk2 ,n2,m2)⋯X(δkl ,nl,ml), pelo qual, como provado
no Teorema 4.1.2, N ∈ Kp,k1 . Deste modo, garantimos que a imagem de P no grupo
quociente G/Kp,k1+1 pertence à variedade X(δk2 ,n2,m2)⋯X(δkl ,nl,ml). Assim, o resultado
é garantido por indução sobre l. �

Com isso, concluı́mos os resultados relacionados com condições de Engel neste
trabalho.
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