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Resumo

Neste trabalho, estudamos a propriedade de grandes desvios de extremos de uma
sequencia de varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, apropria-
damente normalizados e convergindo fracamente para uma distribuicao limite extremal.
Apresentamos, em detalhes, os resultados de Feng e Chen [12] que, baseados no caso
classico de extremos sob normalizacao linear, estabeleceram condigoes necessérias e

suficientes para grandes desvios de extremos sob normalizacao poténcia.

Palavras-chave: Grandes Desvios, Teoria dos Valores Extremos, Normalizacao Poténcia,

Distribuigoes p-max-estaveis.
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Abstract

In this work, we study large deviations of extremes of independent and identically
distributed random variables, appropriately normalized and converging weakly to an
extreme limit distribution. We present, in detail, the results of Feng and Chen [12]
which, based on the classical case of extremes under linear normalization, presented
necessary and sufficient conditions for large deviations of extremes under power nor-

malization.

Keywords: Large Deviations, Extreme Value Theory, Power Normalization, P-max-

stable laws.
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Introducao

A Teoria dos Valores Extremos é um ramo da Probabilidade e Estatistica
que estuda a modelagem de eventos extremos que estao relacionados a maximos e
minimos de amostras aleatérias extraidas de uma determinada populacao. Aplicagoes
desta teoria sao encontradas em financas, catastrofes naturais, falhas de equipamentos,
dentre outros.

A Teoria dos Valores Extremos Cldssica consiste em estudar as possiveis
distribuicoes limites e suas propriedades para o maximo normalizado linearmente. Es-
pecificamente, seja X, Xo, -+ uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes e
identicamente distribuidas (i.i.d.) com fungao de distribuigdo comum F'. Conside-
rando M, = max{Xy,---,X,} tem-se que M, converge quase-certamente, quando
n — oo, para 7(F') = sup{x; F(z) < 1}. Nessa teoria estuda-se propriedades de F e

das possiveis funcoes de distribuicao nao-degeneradas G' que satisfazem

lim P (— < ZE) = lim F"(a,z +b,) = G(z), Yz e C(G), (1)
n—o0 an n—oo

para sequéncias de constantes a,, > 0 e b, € R, apropriadamente escolhidas, onde C'(G)
denota o conjunto dos pontos de continuidade de G.

Observando que
min{ Xy, -+, X,,} = —max{—Xy,--- , - X, },

os resultados apresentados para o maximo podem ser convertidos para o minimo.

As possiveis fungoes de distribuicao G satisfazendo (|1 sao conhecidas desde
Fisher e Tippett [13] e bastante estudadas por diversos autores desde entao. Elas sao
conhecidas também como max estdveis sob normalizacao linear ou l-max-estdveis e
podem ser apenas de trés tipos bem conhecidos: Fréchet, Weibull ou Gumbel.

O conceito de maz-dominio de atracdo sob normalizacao linear de uma

funcao de distribuicao l-max-estavel GG consiste no conjunto de todas as fungoes de dis-



tribuicao F' satisfazendo . Dessa forma, caracterizar as fungoes de distribuicao cujo
maximo parcial de varidveis aleatorias i.7.d. normalizado linearmente converge para
uma das distribuigoes I-maz-estdveis ¢ o mesmo que caracterizar os max-dominios de
atracao de cada distribuicao dos valores extremos. Essas caracterizagoes sao baseadas
nos conceitos de fungoes reqularmente variantes e de funcoes de Von Mises.

Com intuito de aplicagoes estatisticas, as distribuicoes l-max-estaveis po-
dem ser resumidas numa tnica funcao de distribui¢ao chamada distribuicao dos valores
extremos generalizada (GEV). Assim como as distribui¢oes l-max-estaveis, a caracte-
rizacao do dominio de atracao da GEV é bem conhecida e diversas outras propriedades
também sao generalizadas para esse caso. Com uma leitura de Resnick [31], Galambos
[14], Embrechts et al. [9] ou de Haan e Ferreira [I9] é possivel realizar um estudo
detalhado sobre a Teoria dos Valores Extremos Classica.

Tendo em vista a existéncia de funcgoes de distribuicao que nao perten-
cem ao max-dominio de atracao sob normalizacao linear de nenhuma das distribuicoes
l-max-estaveis, o comportamento assintotico do maximo M, normalizado por uma
sequéncia de transformagoes {g,(z)}, ndo necessariamente lineares, continuas e estri-
tamente mondtonas, ou seja, a existéncia da distribuicao assintética

lim P (g;'(M,) < z) = lim P (M, < gu(2)) = H(z), Ve e C(H),  (2)
n—00 n—o0
tem sido tema de diversos estudos.

Em particular, Pantcheva [27] analisou as distribui¢oes assintéticas em
para o caso em que g,(z) = a,|z|*sign(z), isto é, uma normalizag¢do poténcia. Espe-
cificamente, estudou as possiveis distribui¢oes nao-degeneradas H satisfazendo

nll_):aoloP(Mn < gu(2)) = nh_}:aolO F" (o |z|Pnsign(z)) = H(z), Yz € C(H), (3)
para apropriadas sequéncias de constantes «, > 0, 5, > 0, onde sign(xz) = —1, 0 ou
1, de acordo com que z < 0, = 0 ou > 0, respectivamente. As possiveis distribui¢oes
H satisfazendo sao chamadas mazx estdaveis sob normaliza¢ao poténcia ou, simples-
mente, p-maz-estaveis. Se H é uma distribuicao p-max-estavel, seu max-dominio de
atracao sob normalizacao poténcia, denotado por D,(H), consiste no conjunto de to-
das as fungoes de distribuigao F' para as quais existem sequéncias de constantes {, }
e {Bn} tais que (3] é satisfeita.

Pantcheva [27] provou que existem seis tipos de distribui¢oes p-max-estaveis.
A extensao das definicoes e de diversas propriedades das distribuigoes l-max estaveis
para as p-max-estaveis ocorrem naturalmente. Condicoes necessarias e suficientes para
uma fungao de distribuigao pertencer ao dominio de atracao do méximo sob norma-

lizagdo poteéncia, de cada uma das seis distribui¢coes p-max-estaveis, foram obtidos



por Mohan e Ravi [25] e Subramanya [36], entre outros. Além disso, Mohan e Ravi
[25] mostraram que os max-dominios de atra¢do sob normaliza¢ao poténcia sdo mais
abrangentes do que sob normalizacao linear.

Analogamente ao caso da normalizagao linear, Nasri-Roudsari [20] resumiu
os seis tipos das distribuicoes de valores extremos sob normalizacao poténcia em dois
tipos de fungoes de von-Mises. Christoph e Falk [7] estudaram a relacdo entre os
dominios de atragao das distribui¢oes p-max-estéveis e l-max-estaveis. Peng et al. [29]
estudaram a convergéncia de momentos e a convergencia das densidades de extremos
sob normalizacao poténcia.

Além disso, existem muitos resultados sobre a qualidade da convergéncia na
Teoria dos Valores Extremos. Os topicos incluem convergéncia de momentos, teoria de
limites locais e convergéncia de densidades, taxas de convergéncia uniformes e grandes
desvios. Em Resnick [31] é possivel fazer um levantamento bibliografico sobre esses
temas sob normalizagao linear.

Nosso interesse neste trabalho é a propriedade de Grandes Desvios que, em
linhas gerais, consiste no estudo de eventos raros, ou seja, aqueles cuja probabilidade
tende a zero. Existem diversas ramificagoes desse estudo dentro da teoria de probabili-
dade e uma de suas aplicacoes é a analise das caudas de distribuicoes de probabilidade.
No contexto da Teoria dos Valores Extremos, o interesse é sobre o comportamento
assintotico da cauda da distribuicao do maximo M,, devidamente normalizado.

Assim, assumindo a ocorréncia de ([2)), temos para n grande
P(M,, > g.(z)) =1— F"(g(z)) ~1— H(x)

e estamos interessados na qualidade desta aproximacao para grandes valores de x.
Observamos que a medida que z cresce, 1 — H(z) e 1 — F™(g,(x)) estdo cada vez mais
proximos de zero e é de interesse utilizar um erro relativo, ou seja, examinar o quao
proximo o quociente
1= F"(gn())
1 — H(x)

esta de 1 para valores grandes de z e n.

Dessa forma, no estudo de grandes desvios de extremos (maximos) procu-
ramos estabelecer condigoes para a existéncia de uma sequéncia {z,}, =z, T r(F) e

condicoes sobre a velocidade do seu crescimento de tal forma que

lim 1-F (gn(yn>> =1,
n—oo ] — H(yn)

(4)

para qualquer sequéncia {y,} tal que y, = O(x,), ou, equivalentemente, para A > 0



. P(M,, > gn(x))
1
oo o |1~ H(x)

—1/=0.

Ou seja, estabelece para quais valores grandes de x podemos ter 1 — H(x) como
uma boa aproximagao para P(M,, > g,(x)) para n suficientemente grande.

Para o caso cldssico, ou seja, quando g,(z) = an,x + b,, Anderson [I] e
Goldie e Smith [I8] caracterizaram a ocorréncia de grandes desvios de extremos sob
normalizacao linear, no caso da distribuicao de Fréchet, utilizando uma definicao mais
restritiva de funcao lentamente variante, que denominaram super lentamente variante.
Além disso, pela relacao existente entre as funcoes de distribuicao de Fréchet e Weibull,
os resultados para a segunda distribuicao l-max-estavel podem ser obtidos através dos
resultados da primeira. De Haan e Hordijk [20] apresentaram uma condigao suficiente
para a ocorréncia de grandes desvios dos extremos no caso da distribuicao Gumbel.
Drees et al.[§] obtiveram um resultado geral para grandes desvios de extremos sob
normalizagao linear utilizando condigoes de segunda ordem. Em Resnick [31] podemos
encontrar em detalhes uma coletanea dos principais resultados sobre as propriedades
de grandes desvios de extremos sob normalizacao linear.

Recentemente, Feng e Chen [12] estudaram a propriedade de grandes desvios
de extremos sob normalizacao poténcia, ou seja, considerando g, (z) = ay,|z|’sign(x)
em . Utilizando as ferramentas conhecidas da teoria de distribuicoes p-max-estaveis,
obtiveram condigOes necessarias e suficientes para a propriedade de grandes desvios de
cada uma das seis possiveis distribuicoes p-max-estaveis.

O objetivo central do nosso trabalho foi o estudo detalhado dos resultados
apresentados por Feng e Chen [I2]. Assim, a presente dissertagao esta organizada em
quatro capitulos.

No Capitulo [I] apresentamos notacoes, conceitos e propriedades basicas que
serao utilizadas no desenvolvimento dos capitulos seguintes. Em particular, apresenta-
mos uma revisao dos principais resultados da teoria de variacao regular que é a base
da teoria dos valores extremos.

No Capitulo [2, apresentamos uma sintese da Teoria dos Valores Extremos
Cléassica (ou seja, sob normalizagao linear) e sob normalizagao poténcia. Os possiveis
tipos de distribuigao l-max-estaveis e a caracterizacao dos seus respectivos dominios
de atracao sdo apresentados na Secao 2.1l Na Se¢do apresentamos as possiveis
distribuicoes p-max-estaveis existentes e a caracterizacao dos dominios de atracao de
cada uma delas.

No Capitulo (3] abordamos o estudo da propriedade de grandes desvios de
extremos sob normalizagao linear, apresentando uma revisao dos principais resultados
encontrados na literatura e que serao de fundamental importancia para o desenvolvi-

mento da teoria de grandes desvios sob normalizagao poténcia.



Finalmente, no Capitulo [4] estudamos em detalhes os resultados apresenta-
dos no artigo de Feng e Chen [12], tema central deste trabalho. O capitulo é dividido
em seis secoes. Em cada secao abordamos cada um dos seis tipos de distribuicoes
p-max-estaveis, apresentando os respectivos resultados que estabelecem condigoes ne-
cessarias e suficientes para a ocorréncia da propriedade de grandes desvios de extremos

sob normalizagao poténcia.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos notacgoes, defini¢oes e propriedades bésicas uti-
lizadas nos capitulos seguintes. Em seguida, apresentamos as defini¢coes de Maximo
Dominio de Atracao e Distribuigoes Max-estaveis. No fim deste capitulo fizemos uma
revisao dos principais resultados da teoria de variacao regular utilizados nos capitulos
seguintes. As principais referéncias deste capitulo sdo: Resnick [31], Cook [6] e Pant-
cheva [27].

1.1 Notacoes, Definicoes e Propriedades Basicas

Considere um subconjunto A C R. Denotaremos por {a,} a sequéncia

(a1, a9,--+) em A e por A® o conjunto de tais sequéncias, ou seja,
A* = {{an};an cAen= 1,2,'--}.

Seja I uma funcao nao-decrescente sobre R. Usando a convengao de que o
infimo de um conjunto vazio é 400, definimos a inversa generalizada de F (continua &

esquerda) por
F(t) = inf{z; F(z) > t}.

Note que se a inversa de F' existe, entao ela coincide com a inversa genera-
lizada. As principais propriedades da inversa generalizada que serao uteis no desenvol-

vimento deste trabalho sao apresentadas na proposicao a seguir.
Proposicao 1.1 Seja F' uma fun¢ao nao-decrescente sobre R. Entao
(a) P=(1=1/t) = (Z5) (), t> 0.
(b) F(F=(y)) = y.

(c) se y < F<(x), entio F(y) < x.



Prova. (a) Pela defini¢ao de inversa generalizada obtemos que, para t > 0,

Fo(1-1/t) = inf{z;F(x)>1-1/t}
= inf{x;1 - F(x) <1/t}
= inf{z; (1 — F(z))"' >t}

1 <
= ([——) @.
(2) ©
Para as provas de (b) e (c) ver Resnick [31].

O

Sendo f e g funcoes reais, dizemos que f e g sao equivalentes quando x — a

e denotamos por f ~ g se

. flx)
im ey b
Caso
lim £ _ g,
a=a g()

dizemos que f(z) = o(g(x)), quando x — a. Para os casos em que

(=)

lim sup
9(x)

r—a

< 00,

denotamos f(z) = O(g(z)), z — a.

Temos imediatamente da definicao que ~ define uma relagao de equivaléncia.
Este fato serd importante em diversas demonstragoes nos capitulos [3] e [4]

Os seguintes exemplos sao aplicagoes da defini¢ao de equivaléncia assintotica
de fungoes. Além disso, estes exemplos serao retomados em algumas demonstracoes

nos proximos capitulos.

Exemplo 1.1 As fungdes f(z) =1—e" e g(x) = = sdo equivalentes quando x — 0.
De fato, por L’Hopital, temos que

limm = lim&x) =lime * =1.
x—0 g(qj) z—0 g’(m) x—0

Exemplo 1.2 As funcoes f(x) = 1—exp{—e "} e g(x) = e sdo equivalentes quando
T —r O0.
De fato, como f(x),g(x) = 0 quando x — oo, por L’Hopital, temos que

imM: im f/(x): im exp{—e "} =
ml—>oo g(x) a:l—mo g’(gj) a:l—>ooe p{ € } L




Exemplo 1.3 As fungées f(x) = —logx e g(x) = 1 — x sdo equivalentes quando
x— 1.
Por L’Hopital temos que

AR GO NI
z—1 g(:(:) x—1 g’(x) z—1

Encerramos esta se¢ao apresentando dois lemas que serao utilizados nos
capitulos 2 e 4, em exemplos de aplicagao da teoria estudadas nesses capitulos.

Sejam N(t) a f.d. de uma v.a. com distribuigdo normal padrao e n(t) sua
respectiva fungdo densidade de probabilidade. Uma vez que N(t) ndo possui forma

fechada, para estudar certas propriedades da cauda da distribuicao normal, a razdo

de Mills [24] dada por 1;1(\;@) é frequentemente usada (vide, por exemplo, Feller [10]
p.175 e 179, Grimmett e Stirzaker [16] p.39 e 210, Cook [6], Birnbaum [5], Komatu
[22], Sampford [33], Baricz [4], Yang e Chu [37]).

Lema 1.1 Seja N(t) a f.d. normal padrao com densidade

1
n(t) = ——e /2

V2r

Entao sao vdlidas as sequintes desigqualdades:
()
t 1—N(t)
<
142 n(t)

1
<3 t>0. (1.1)

Em particular,
1—N(@)~t'n(t), t— oco.

(i)

2 _L-N® 4 .
, 00.
I VETd ) a4 vPis
Prova.
(i) Observe que
1 2
N"(t) =n/(t) = —t——=e""/? = —tn(t). (1.2)

Se t > 0, para = € (t,00), temos que z/t > 1, de modo que

>~ 1 2
1—-N(t) = — e 2y
Q /t v 2T
> 1 =z 2
—z2/2
< ——c dx
/t V2t



1 o t2/2
Vo

1
t
1
—n(t

Jn(t)
onde na peniltima igualdade usamos a substituicao z = x2/2. Logo, temos a validade
da segunda desigualdade.

Para a primeira desigualdade, defina

t
1412

g(t) =1—=N(t) - n(t).

Vamos mostrar que g é sempre estritamente positiva. De fato, por (1.2)), a derivada de
g ¢ dada por

, ) t Y t
710 = (= NO) - (1) 70 -
2 t2
mn(lﬁ) + mn(t}
—(14+2)? -1 -+ 21+ 13

1+ "

= —n(t) —

para todo t € R, pois n(t) > 0. Assim, g é estritamente decrescente. Além disso, como

limy 0o N(t) = 1, limy_, o n(t) = 0, segue que

lim g(t) = 0.

t—o0
Com isso, g é sempre positiva. Logo,

t  1-N(@)
T+ )

Em particular, temos que
t2 1— N(t)

< <1,
1+22 ~ t1n(t)

logo,
1—N(t) ~t!'n(t), t— oo.

(ii) Para a primeira desigualdade ver Birnbaum [5] e Komatu [22]. A prova da se-
gunda desigualdade pode ser encontrada em Sampford [33]. Para uma prova

alternativa de ambas as desigualdades ver e Baricz [4].



O préximo lema é uma aplicacao das desigualdades do Lema (ii) e sera
importante para o desenvolvimento do Exemplo [4.1] do Capitulo [4]

Lema 1.2 Seja N(t) a f.d. normal padrao com densidade n(t). Defina

h@zﬁ¢ﬁf(L—NW@D—d,t>0

Entao

1—+/1+4/t?
ht) ~ Lo VIEAE
3+ \/1+4/8

Prova. Observe que

el N(VE)
Mﬂ—x@t7ﬂ¢%) 1, ¢t>0.

Pelo Lemdl.1|(ii), para t > 0, temos que

2 <1—N(¢%)< 4
V2t + V22 + 4 n (v/2t) 3v2t + V212 + 8’

ou seja,

2 1<¢§1—N(¢%) . 4

— e P .Y
1+/1+2 n (V2t) 34,/1+4

assim, para t > 0, segue que

1—4/1+ 2 1—4/1+ %
< h(t) < . (1.3)
1+,/1+2 34+4/1+2
Agora, note que
_ 2 2 4
hml M1+R:hm <_% ﬂ) L+4/14+ 5 1
4
(R T 1-(1+3) ) \ 1+ 142
Dessa forma,
1— 1+tl2
Y/ L=y /143 3+ /1+ %
lim —— = | lim ——— lm ——— | = 1. 1.4
t—o0 1— /1+ti2 t%ool_ 1+% taool_i_ 1+% ( )
3+\/1+ % ' '
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Sendo 1 — /1 -+ ;% < 0, segue de |D e 1} que
1—1/14%&2

M) /A
1—y /145 1-y /145

3+ /145 3+/1+5

1<

— 1, t— o0.

Logo,

como queriamos.

1.2 Maximo Dominio de Atracao e Distribuicoes

Max-estaveis
Seja X, Xo, -+ uma sequéncia de v.a.’s i.i.d. nao-degeneradas com f.d.
comum F'. Para cada n € N, denote o maximo de Xy, -+, X,, por

M, = max{Xy, -, X, }.
Assim, a f.d. de M,, é dada por
P(M, <z)=Pmax{Xy,---,X,} <z)=(F(2))" = F"(2).

Denote por I(F) = inf{x; F(z) > 0} e r(F) = sup{z; F(x) < 1} os pontos extremo
inferior e superior de F', respectivamente.
Temos que
0, z<r(F),
1L, z>r(F),

n—o0

lim F"(z) = {

e, consequentemente, M, 2 r(F), quando n — oo. Como {M,} é uma sequéncia
nao-decrescente, segue que M, &5 r(F), quando n — oo. Dessa forma, para obtermos
uma distribuicao limite nao-degenerada é necessario normalizarmos M,,.

Na Teoria dos Valores Extremos, estamos interessados em estudar as possiveis
f.d.’s H nao-degeneradas para as quais

lim P (M, < g,(z)) = lim F"(g,(x)) = H(z), Vo e C(H), (1.5)

n—0o0 n—oo
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onde {g,(z)} é uma sequéncia de fungoes estritamente mondtonas apropriadamente
escolhidas. Neste caso, dizemos que H é uma distribuicao dos valores extremos ou

distribuicao limite extremal.

Definicao 1.1 Seja H uma f.d. nao-degenerada. Dizemos que F pertence ao maximo
dominio de atragdo de H (escrevemos F' € D(H)) se existe {g,(x)} uma sequéncia de
transformacoes estritamente mondtonas tal que

lim F™(gn(2)) = H(z),

n—oo

para todo x € C(H), em que C(H) denota o conjunto dos pontos de continuidade de
H.

Observagao 1.1 Na Definicao[1.1], se

(1) gn(z) = apx + by, para a, € R e b, > 0, dizemos que F pertence ao maximo
dominio de atracdo linear de H e denotamos por F € Dy(H);

(2) gn(z) = a|z|Prsign(z), para a,, >0, B, >0 e

-1, se x <0,
sign(x) = 0, se =0,
1, se x>0,

dizemos que F' pertence ao maximo dominio de atracdo sob normalizacdo poténcia

de H e denotamos por F € D,(H).

Definicao 1.2 Dizemos que H é max-estavel se para cada n € N existe uma trans-
formagao continua estritamente mondtona g,(x) tal que

H(z) = H"(gn()),

i.e., para cada n, g, ' (M,) < X, em que X € uma v.a. com f.d. H.

Definicao 1.3 Dizemos que duas f.d. ndao-degeneradas G e H sdo do mesmo tipo se
para cada n € N eziste uma transformacdo continua estritamente mondtona g,(x) tal
que

G(x) = H(gn(z)).
Observagao 1.2 Assim como na Observacao [1.1, nas Defini¢oes[1.3 e se

(1) gn(z) = anx + by, para a, € R e b, >0, dizemos que F € I-max-estavel e que G
e H sao do mesmo I-tipo;

(2) gu(x) = ay|z|’sign(x), para a, >0, B, >0 e
—1, se x <0,
sign(z) = 0, se x=0,

1, se x>0,

dizemos que F' é p-max-estavel e que G e H sao do mesmo p-tipo.

12



Os préximos resultados associam as distribuigoes extremais, i.e, as f.d.’s
H que satisfazem ((1.5]), com as distribuigoes max-estéveis. A prova destes resultados

podem ser encontradas em Pantcheva [27].

Proposicao 1.2 Toda distribuicao limite extremal tem a forma
H(x) =exp {—e_h(“)} : (1.6)
em que h € uma fungao continua inversivel.

Corolario 1.1 Uma funcdo de distribuicao H € maz-estdavel se, e somente se, H €
uma distribuicao limite extremal.

1.3 Funcoes Regularmente Variantes

Nos proximos capitulos podemos ver que o estudo das possiveis distribuigoes
limites do méximo normalizado, ou seja, as possiveis H (z) que satisfazem , esta in-
timamente relacionado com o estudo de fungoes regularmente variantes. Dessa forma,
para conveniéncia do leitor, nesta secao apresentamos uma breve revisao de alguns
importantes resultados dessas funcoes. Um estudo mais aprofundado de funcoes regu-
larmente variantes pode ser encontrado em Seneta [34], Resnick [31].

A grosso modo, fungoes regularmente variantes sao aquelas fungoes que tem
comportamento assintotico como fungoes poténcias. A seguir apresentamos a definicao

de funcao regularmente variante.

Definicao 1.4 Dizemos que uma func¢ao mensurdvel U : Ry — R, € regularmente
variante no oo com indice p (escrevemos U € RV,) se para x > 0

Ultr)
tlglo U(t) -

p

Se p =0, entao dizemos que U € lentamente variante e escrevemos U € RVj.

Denotamos as fungoes lentamente variantes por L(x), ou seja, sao fungoes

L:R; — R, tais que
L(tx)
im =

Exemplo 1.4 Temos que U(zx) = 2 € RV, e L(x) =logxz € RV}.
De fato, para cada x > 0,

o
lim (t) =z e lim

log tx . logt+logx
= lim ———— =
t—oo 1P t—oo logt  t—oo logt

13



Agora, apresentamos algumas propriedades de fungoes regularmente vari-

antes utilizadas nos capitulos seguintes.
Proposicao 1.3 (a) Seja U € RV,. Entao L(z) = 2~ *U(z) € RV,.
(b) Seja U € RV_,. Entao 1/U € RV,.
A prova da Proposigao [I.3] segue diretamente da Defini¢ao [I.4]
Proposicao 1.4 (Convergéncia Uniforme) Se U € RV,, entdo

Ultr) )
it UM

uniformemente localmente em (0,00). Se p < 0, entdo a convergéncia uniforme ocorre
em intervalos da forma (b,00), b > 0. Se p > 0, a convergéncia uniforme ocorre em
intervalos (0,b] desde que U seja limitada em (0,b] para todo b > 0.

Proposicao 1.5 (Representagao de Karamata) Uma fun¢io L : Ry — R, € len-
tamente variante se, e somente se, L pode ser representada como

L(z) = ofx) exp { /1 ' 5(t)t‘1dt} (17)

para x >0 em que c: Ry - Ry, e : Ry — Ry, lim ¢(z) =c € (0,00) e tlim e(t) = 0.
T—00 —00

As provas das proposicoes e podem ser encontradas em Seneta [34].
Ja as provas das duas proposicoes que apresentamos a seguir podem ser encontradas

em Resnick [31] p.21-22 e p.23-25, respectivamente.

Proposicao 1.6 Suponha que U : R, — R, ¢ absolutamente continua tal que

(i) Se i)
i T =P (18)

entao U € RV,,.

(i) Se U € RV,, p € R, e u € mondtona, entao @ ¢ vdlida e, se p # 0, entao
sign(p)u(t) € RV,-1.

Proposicao 1.7 (i) Se U € RV,, p € R, e {a,}, {a,} sdo tais que 0 < a, — o0,
0 <a, - o0, a, ~ a,c, 0 < ¢ < oo, entio Ula,) ~ c’U(al). Sep # 0 o
resultado também ocorre para ¢ = 0 ou co. Analogamente o resultado ocorre
trocando sequéncias por funcaoes.

14



(i) Suponha U(t) ndo-decrescente, U(oo) = oo e U € RV,, 0 < p < oo. Entdo
U< € RVi,.

Corolario 1.2 Seja F uma f.d. tal que 1 — F € RV_,, a > 0. Entao

(1/(1 = F))" € RVyq,.
Prova.

Pela Proposicao [1.3(b), (1/(1 — F)) € RV,. Note que 1/(1 — F(t)) é ndo-decrescente
e 1/(1 — F(o)) = o0, de forma que, pela Proposicao [L.7)(i7) obtemos que

(1/(1 ~ F))~ € RVi,e.

O

Finalizamos este capitulo apresentando a definicao de funcao £—super len-
tamente variante que servirda como critério para a ocorréncia de grandes desvios num
dos casos discutidos no Capitulo [3] Para um estudo mais aprofundado sobre a im-
portancia dessa defini¢do na teoria de grandes desvios de extremos ver Anderson [1] e
Goldie e Smith [1§].

Defini¢ao 1.5 Seja &(t) uma fungao nao-decrescente com &(00) = 0o. Dizemos que
uma fungao lentamente variante L é -super lentamente variante (§-ssv) se

lim L0 0)

=1

uniformemente localmente em § € [0,00).
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Capitulo 2
Teoria dos Valores Extremos

Neste capitulo, estudamos a Teoria dos Valores Extremos sob dois tipos de
normalizacao. Na Secao [2.1] apresentamos os principais resultados da teoria classica,
sob normalizacao linear, que sao utilizados nas provas de vérios resultados apresentados
no Capitulo [3] assim como exemplos de f.d.’s cujo maximo normalizado linearmente
converge para uma das possiveis distribuicoes limites extremais. Além disso, apresen-
tamos um exemplo de f.d. que nao estd no méaximo dominio de atracao de nenhuma
das distribuicoes extremais sob normalizacao linear.

Na Secgao apresentamos a normalizacao do tipo poténcia, proposta por
Pantcheva [27], de modo que se uma f.d. F pertence ao maximo dominio de atragao
linear de alguma das distribuigoes extremais classicas, entao F' pertencerd ao maximo
dominio de atragao de alguma das distribuicoes extremais obtidas por esta nova norma-
lizagao, mostrando assim que o dominio de atracao da normalizacao do tipo poténcia
¢ mais abrangente que o dominio de atracao linear.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo sdo: Resnick [31], Galam-
bos [14], Pantcheva [27] e Mohan e Ravi [25].

2.1 Teoria dos Valores Extremos sob Normalizacao

Linear

Seja, para cada n > 1,
M, = max{Xy, -, X, },

onde X7, -, X, sao variaveis aleatérias i.i.d.com funcao de distribuicao comum F'.
A primeira proposi¢ao que apresentamos nesta secao estabelece as possiveis

distribuicoes limites para o maximo normalizado linearmente.
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Proposicao 2.1 (Fisher e Tippett [13]) Suponha que existam sequéncias reais {a,}
e {b,} com a, >0 tais que

lim P (Mn—_bn < x) = lim F" (a,z +b,) = G(x), (2.1)

n—00 (075 n—o0

fracamente, ou seja, para todo x € C(G), em que G € assumida nao-degenerada. Entdo
G é do mesmo [-tipo de uma das trés classes a sequir:

()
0, se x <0,
exp{—z~“}, se x>0,

o.(0) = {
para algum o > 0.

(i) )
S R

para algum o > 0.

(iii)
A(z) =exp{—e "}, z€R.

Estas distribuicoes sao chamadas Distribuicbes dos Valores Extremos sob normalizagdo
linear e sao conhecidas, respectivamente, como distribuicao de Fréchet, Weibull e Gum-

bel.
Prova. Ver Resnick [31] p.9-11.

Na Figura podemos comparar as distribuigoes ®;, ¥; e A. Utilizamos
esta figura para avaliar a qualidade das convergéncias nos exemplos apresentados nesta

secao.

Figura 2.1: Distribui¢oes dos Valores Extremos: &1, ¥; e A

Observe que a Proposicao nos garante que existem tres tipos de distri-

buigoes dos valores extremos sob normalizacao linear. Agora, recordando a Defini¢ao
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1.1 estamos interessados em determinar sob quais condi¢oes uma f.d. F pertence
ao méaximo dominio de atragao linear D;(.) de cada distribui¢ao limite extremal. A

proxima proposicao apresenta tais condigoes.
Proposicao 2.2 (Critério para F pertencer a D;(G)) Seja o > 0.

(i) F € Di(®,) se, e somente se, r(F) =00 el —F € RV_,. Neste caso, podemos
escolher as constantes de normalizacao a, = F*< (1 —1/n) e b, = 0.

(ii) F € Di(¥,) se, e somente se, 1 — F (r(F)—x7') € RV_, er(F) < co. Neste
caso, podemos tomar a, =r(F)— F~(1—1/n) eb, =r(F).

(11i)) F € Di(A) se, e somente se, para algum a € R, temos

r(F)
/ 1 — F(y)ldy < oo,

e para cada x € R

A O (22)

onde, para [(F) <z < r(F),

r(F)
0= = | 1= Fy (2.3

Aqui, as sequéncias a,, € b, podem ser escolhidas como

by=F"(1—-1/n) e a, = f(b,).

Prova. Ver Resnik [31] p.54, 59 e 28-30, respectivamente para (i), (ii) e (iii).

Na observagao a seguir, destacamos uma parte da prova da Proposicao
2.2((iii), que utilizaremos na teoria de grandes desvios dos extremos apresentada no
Capitulo [3]

Observacgao 2.1 Suponha a validade de da Proposicao (m). Entao temos
1 — F(b,) ~ 1/n, quando n — c.

De fato, primeiramente recordamos que se y < F* (z), entdio F(y) < x.
Outra propriedade da inversa generalizada € que F(F* (y)) > y.

Seja € > 0 arbitrdario. Entao b, — ca, < b, = F<(1 —1/n) e, consequente-

mente,

1
Fb, —¢ca,) <1——
(b —ea,) <1~

F(bn)=F(F* (1—%)) 21_%.
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Dessa forma,

1
1—F(bn) S _<1_F(bn_€an)a
n
donde seque que
1— F(b,)
1—-F(b,)] <1
1—F(bn—5an)<n[ (b)) <

Por , seque que
e® <liminfn[l — F(b,)] < limsupn[l — F(b,)] < 1.
Sendo € > 0 arbitrdrio, seque que lim, o n(1 — F(b,)) = 1.

A seguir, utilizando a Proposicao apresentamos trés exemplos de f.d.’s
cujo maximo normalizado linearmente converge para uma das distribuicoes dos valores

extremos.

Exemplo 2.1 (Distribuicao de Cauchy) Seja

1 1
F(zx) = 5 + - arctan(z), x € R.

Entao F € Dy(®,) e através da Figura podemos visualizar esta convergéncia para
n € {5,10, 15}.

j“" {aﬂ“r + b'ﬂ)

& Legenda ,’.’.’%‘:’,’5'—1:":_--_ o

© _| — o -

e ---- n=5

< | ---- n=10

c n=15

o

o

o | F

= T T T T
5 0 5 10

Figura 2.2: Convergéncia da distribuicao Cauchy para &,

De fato, note que r(F) = oo e, para © > 0, aplicando a regra L’Hopital,
temos que

1— F(t 1 + arctan(tz) 1+ #2
tlim T 7 F< f) = tlim —21 arctzn(t) = tlim —g +t ):;; =z L

Logo, 1 — F € RV_; e, pela Proposicao [2.4(i), seque que F € Dy(®1). Temos ainda
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que as constantes de normalizacao podem ser tomadas como sendo

1
an:F‘_(l——):tan(z—z) e b, =0.
n 2 n

Exemplo 2.2 (Distribuicao Uniforme) Considere uma v.a. X com distribuicdo
uniforme no intervalo [0,1], ou seja, a f.d. de X € dada por

0, se =<0,
F(z) =< z, se 0<z<1,
1, se z>1.

Entao F € D)(¥) e através da Figura 2.5 podemos avaliar a convergéncia do mdzimo
normalizado para diferentes valores de n.

" (!In.i’.‘ + bn)

Legenda

08

04

00

Figura 2.3: Convergéncia da distribui¢ao Uniforme [0, 1] para ¥,

De fato, seja

Para x > 0 temos que

Logo 1 — F* € RV_;. Sendo r(F) = 1 < oo, pela Proposicao [2.4(ii), temos que
F € Di(Vy). Além disso, as constantes de normaliza¢ao podem ser tomadas por

an:r(F)—F“(l—l):l e b, =1.

n

No préximo exemplo apresentamos uma familia de distribui¢ées com ponto

extremo superior infinito e que, aplicando a Proposicao (iii), 0 maximo normalizado
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linearmente converge para A. Um exemplo de f.d. F € D;(A) com ponto extremo

superior r(F') < oo pode ser encontrado em Embrechts [9] p.157.
Exemplo 2.3 (Distribuicao Exponencial) Seja

0, se x <0,
F(x)—{ 1—e ™, se z>0.

Entao F € Di(N). Em particular, quando A = 1, na Figura podemos visualizar a
aproximagao de F"(a,x + b,) e A(x) para diferentes valores de n.

£ (Hn.l'.‘ + bn)
© Legenda
el | — A
- ---- n=5
< ---- n=10
(=T n=15
o |
e | | | |
5 0 5 10

Figura 2.4: Convergéncia da distribuicao Exponencial(\) para A

De fato, para t > 0, temos que

r(F) 0o 1
/ 1— F(y)ldy = / e Ny = —e M < 0.
t t A
Assim, definindo, para t > 0,

r(F)
O = =g [ 1= Py = e =

temos
. 1—=F(@t+axf(@t)) . 1=F(t+z/N) . _
1 = 1 =1 — —t)} =e".
A T F () I ——Fp  ~Amepi{-Mtrr/A-t}=e

Logo, pela Proposicao [2.9(iii), seque que F € Dy(A). As constantes de normalizagao
podem ser escolhidas como

by=F~(1—1/n) = 1logn e a, = f(by) =

1
A A
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Agora, apresentamos um exemplo de f.d. cujo maximo normalizado linear-

mente nao converge para nenhuma das distribuicoes extremais.

Exemplo 2.4 Seja
0, se x < e,
F(ZE) = { 1

1—1—, se x> e.
ogzx

Entio F ¢ D|(G), para G = ®, ou G =¥, ou G =A.

De fato, sendo r(F) = oo, pela Proposicio[2.9, se F € Dy(G), entio G = @,
ou G =A.

Para x > 0, por L’Hopital,

. 1—=F(tx) . logt
lim ———> = lim ——
tooo 1 — F(t)  t—oo log(tx)

Logo, 1 — F € RV e, assim, ' ¢ Dy(®,), a > 0.
Temos ainda que

/Oo[l—F( ld —/Oo L gy = 1i /A L gy > lim A=° _ (2.4)
. yley = . logyy_AgI;o . log(y) y_AggologA_oo’ '

de modo que, pela Proposicao [2.9(iii), F ¢ Dy(A).

Para finalizar a se¢ao apresentamos uma caracterizacao alternativa do dominio
de atracao da distribuicao Gumbel utilizando o conceito de f.d. de Von Mises que de-

finimos a seguir.

Definicao 2.1 Chamamos de fungdo de Von Mises a toda f.d. F', com ponto extremo
superior r(F'), para a qual existe zo < r(F') tal que para zo <z <7r(F) ec>0

|- Flz) :cexp{—/zj ﬁdu}, (2.5)

em que f(u) > 0, 20 < u < r(F) e f € absolutamente continua em (zo,7(F)) com
densidade f'(u) e limyy,p) f'(v) = 0. Chamamos f de fungdo auxiliar.

Proposicao 2.3 (a) Se F € uma func¢ao de Von Mises com representa¢ao ,
entio F' € Di(A). As constantes de normalizagao podem ser tomadas como

b, =F"(1-1/n) e a, = f(bn).

(b) Suponha que F' é absolutamente continua com sequnda derivada F" negativa para
todo x € (zo,7(F)). Se

P -F)
2T Fwr " 20
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entdo F' € uma fungdo de Von Mises e, consequentemente, F' € D;(A). Podemos
tomar f = (1 — F)/F’. Reciprocamente, uma fun¢io de Von Mises duas vezes

diferencidvel satisfaz (@
Prova. Ver Resnick [31] p. 42.

A demonstragao da Proposicao faz uso de dois lemas. Enunciamos a
seguir o primeiro lema, pois nos permitird conhecer o comportamento assintético de
a,x + b,, quando n — oo, e este resultado nos auxiliara na teoria dos grandes desvios

apresentada no Capitulo [3]
Lema 2.1 Considere a fungio auziliar f como na Defini¢ao [2.1]

(a) Se r(F) = oo, entdo lim;_,o t~1f(t) = 0.

(b) Ser(F) < oo, entao f(r(F)) = limy,p f(t) =0 e limy,py (r(F) —t) "1 f(t) = 0.
Em ambos os casos,

Jim (t+ 2/ (1)) = r(F)

para todo x € R.

Observe que, pela Proposi¢ao[2.3} podemos tomar b, = F* (1—1/n) — r(F)
e a, = f(b,). Como consequéncia do Lema [2.1] temos que

by + anx = b, + xf(b,) = r(F), n — oo, (2.7)

para todo z € R.
O préximo resultado caracteriza o dominio de atragao linear da distribuicao
Gumbel como sendo as fungoes de distribuicao de Von Mises ou as que possuem cauda

assintoticamente equivalentes a alguma funcao de Von Mises.

Proposigao 2.4 (Balkema e de Haan [2]) F € D;(A) se, e somente se, existe uma
fungao de Von Mises G tal que para x € (zo,r(F))

| = F(z) = e(2)(1 — G(x)) = o(x) exp {— / ﬁdu} (2.8)

lim ¢(x) =c¢>0,
z—r(F)
em que zo € o mesmo da Defini¢io[2.1]
Prova. Ver Proposicao 1.4 de Resnick [31].

Finalizamos apresentando um exemplo de aplicacao da Proposicao no

caso da distribuicao normal padrao.
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Exemplo 2.5 Considere N(t) a f.d. normal padrdo e com respectiva densidade de
probabilidade

n(t) = ——e /2.

Entdo N € D;(A) com constantes de normalizacdo a, = (2logn)~2 eb, ~ (2logn)/2.
De fato, pela prova do Lemall. 1), temos que

N"(t) =n/(t) = —tn(t),

1—N(t) ~t'n(t), t— oco.

Além disso, N possui sequnda derivada negativa para todo t > 0. Assim,

LN -NE) RS E ()
A (VD) me (D)2 e (1)

=—1.

Pela Proposi¢ao (b), seque que N é uma funcgao de Von Mises e, consequentemente,
N € Di(A). Mais ainda, podemos tomar

f(t) = 1;(—?;@ ~ t‘l% =t t— 0. (2.9)

Para a prova da escolha das constantes de normalizag¢ao ver Resnick [31)]
p.71-72.

2.2 Teoria dos Valores Extremos sob Normalizacao

Poténcia

Iniciamos esta segao motivando a construgao da normalizagao do tipo poténcia,
assumindo a convergéncia do maximo normalizado linearmente.
Sejam X, Xp, -+ v.a.s i.i.d. com distribuicao comum F tais que X; > 0

paraj =1,2,--- e

lim F"*(a,x +b,) = H(z), Yz e C(H), (2.10)

n—oo

para apropriadas constantes a,, b, > 0 e uma f.d. ndo-degenerada H. Defina Y; = X
j=1,2,---, e M =max{Yy,---, Y, }.
Note que,

I

M, = max{Xy, -+ X,,} = max{logYi,--- ,log¥,} =log M,
em que a ultima igualdade ocorre devido a fungao logaritmo ser crescente.
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Considerando y = e® e V), = ¢’ temos que

P(M, < ayz+b,) = P(logM, < a,logy + logb,)
= P(logM < log(b,y*"))
= P(M;, <by™)
= P(M;, <, ly|*sign(y)), (2.11)
em que
—1, se y <0,
sign(y) = 0, se y=0,
1, se y>0.
De forma andloga, considerando X; < 0 e definindo Y; = —e=%i, obtemos
que

M, =

max{Xy, -+, X,}

max{—log(—-Y1), -, —log(—Y,)}
—min{log(—Y1),--- ,log(—Y,)}
—log(min{-Y3, -+, =Y, })

- log(_M'r,L)7

em que a quarta igualdade ocorre devido a funcao logaritmo ser crescente. Dessa forma,

: /I _ —b _ -
podemos considerar b, =e " ey = —e

P(M, < a,x +b,)

Por-e

¥ para obter
P(—log(—M,) < an(—log(—y)) — logb,)
P(log(—M}) > a,log(|y]) + log¥],)
P(=M;, = by, [y|™")
P(M;, < by|y|* sign(y)). (2.12)

2|), torna-se natural tentarmos estender a normalizacao

linear através de transformagoes estritamente mondtonas da forma

Em outras palavras, considerando X;, X, - -

gn(x) = oz

P sign ().

uma sequéncia de v.a.’s i.i.d. com dis-

tribuicdo comum F', estamos interessados em determinar quais as possiveis f.d.’s (néao-

degeneradas) H para as quais existem sequéncias de constantes o, > 0e 8, > 0,n > 1,

tais que

lim P(M, < ay,|z|”sign(z)) = H(z), Va € C(H).

n—o0
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Tal normalizagao foi chamada por Pantcheva [27] de normaliza¢do poténcia e as possiveis

f.d.’s H sao apresentadas no resultado a seguir.

Proposicao 2.5 (Pantcheva [27]) Suponha que existam sequéncias de nimeros reais
{an} e {B.} com an, B, > 0 tais que

lm F" (o |z|™sign(z)) = H(z), (2.13)

n—oo

fracamente, em que H € f.d. nao-degenerada. Entao H é do mesmo p-tipo de uma das
seis classes a sequir:

(a)

0, se x <1,
Hyo(z) = { exp{—(logz)~*}, se z>1,

para algum o > 0.

(b)

0, se x <0,
Hsyo(x) =< exp{—(—logz)*}, se 0<uz <1,
1, se x>1,
para algum o > 0.
(c)
0, se xr < —1,
H;o(z) = ¢ exp{—(—log(—z))"*}, se —1<uz<0,
1, se x>0,

para algum o > 0.

v {—(log(—x))"} 1
expi—(log(—x))*}, se =z < —1,
H4,04(I) = { 17p & se x> —1,

para algum o > 0.

(¢)

0, se x <0,
b(w) = Bi(7) = { exp{—27'} se z>0.

()

expir}, se x <0,
qj(x)zlpl(x):{l {} se x> 0.

Estas distribuicoes sao chamadas Distribuicoes dos Valores Extremos sob normalizacdo
poténcia e sao conhecidas, respectivamente, como distribuicao de log-Fréchet, log-Weibull,
log-Fréchet inversa, log-Weibull inversa, Fréchet padrdo e Weibull padréo.

Prova. Ver Pantcheva [27].
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O resultado a seguir fornece um critério para uma f.d. F pertencer ao
maximo dominio de atracao de cada f.d. extremal sob normalizacao poténcia. Este
resultado, proposto por Mohan e Ravi [25], serd essencial para as demonstragoes dos
principais resultados apresentados no Capitulo |3 referentes a teoria de grandes desvios

de extremos sob normalizagao poténcia.

Proposicao 2.6 (Mohan e Ravi [25]) Critério para F' pertencer a D,(H):

(a) F € D,(Hy,) se, e somente se, r(F) = oo el — F(e*) € RV_,. Neste caso,
podemos escolher as constantes de normalizagdo oy, =1 e B, =log F< (1 —1/n).

(b) F € Dy(Hs,) se, e somente se, 0 < r(F) < oo el—F(r(F)exp{—1/z}) € RV_,.
Aqui, podemos tomar o, = r(F) e 5, =log(r(F)/F* (1 —1/n)).

(¢c) F € Dy(Hs,) se, e somente se, r(F) =0 el —F(—e*) € RV_,. As constantes
de normalizagdo podem ser escolhidas como o, =1 € B, = —log(—F* (1—1/n)).

(d) F € Dy(Hya) se, e somente se, r(F) <0 el—F(r(F)exp{l/z}) € RV_,. Aqui,
podemos tomar o, = —1(F) e 5, = log(F* (1 —1/n)/r(F)).

(e) F € D,(P) se, e somente se, r(F) >0 e

1 Fesla/h _
thr(F) 1—F(t) ’

x> 0. (2.14)

Se esta condi¢do € valida para alguma f, entdo

/“F) L= F(z)
—ax o

T

para algum 0 < a < r(F) e a condi¢ao ocorre com a escolha
1 "1 — F(x)
t) = ——— —duz. 2.15
0= 1= | — (215)

As constantes de normalizagao podem ser escolhidas como «,, = F* (1 —1/n) e

ﬁn = f(an)
(f) F € Dy(¥) se, e somente se, 7(F) <0 e

- 1-Ftexp{zf(H)}) .
t%}«I(IFl‘) =) =e’, x<0. (2.16)

Se esta condi¢ao € vilida para alguma f, entao

"1~ F(x)
— ———=dr <
/a ; T < 00
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para algum a < r(F') e a condi¢ao ocorre com a escolha

r(F) | _ Py
f(t):—l_;m)/t 1TF()dx. (2.17)

As constantes de normalizagdo podem ser escolhidas como o, = —F*< (1 —1/n)

€ 571 = f(_an)'
Prova. Ver Mohan e Ravi [25] p.634-636.

Observagao 2.2 Para cadai=1,---,4, se ' € D,(H;,), entdo podemos definir uma
funcao F* de modo que 1 — F* € RV_,. Além disso, se definirmos uma f.d. G por

0, x <0,
Glz) = { F*(z), x>0,

entao 1 — G € RV_,, e r(G) = oo, de modo que pela Proposi¢io (z’), G € D)(D,).
Mais ainda, para cada v = 1,--- .4, podemos definir uma func¢ao lentamente variante
L € RVy por

L(z) = z%(1 — F*(x)).

Além de caracterizar os dominios de atracao das distribuicoes extremais sob
normalizagao poténcia, Mohan e Havi [25] provaram um resultado no qual é possivel ga-
rantir que toda f.d. F' que esteja no maximo dominio de atracao de alguma distribuicao
extremal cldssica (ou seja, sob normalizac¢ao linear) implica que F' estd no méximo
dominio de atragao de alguma distribuicao extremal sob normalizacao poténcia. Este

resultado é apresentado a seguir.

Proposicao 2.7 (Mohan e Ravi [25]) As sequintes afirmagdes sao vdlidas para uma
fd. F:

(a) (al) Se F' € Di(®,), entdo F' € D,(P).
(a2) Se F € Di(A) com r(F) = oo, entio F' € D,(®).
(a3) F € Di(A) com 0 < r(F) < oo se, e somente se, F' € D,(®) comr(F) < oo.

(b) (b1) F € Di(A) com r(F) <0 se, e somente se, F' € D,(¥) com r(F) < 0.
(b2) Se F € Di(A) com r(F) =0, entao F' € D,(V).
(b3) Se F € Di(¥,) comr(F) =0, entdo F € D,(V).

(¢c) F € Di(¥,) comr(F)>0 se, e somente se, F' € D,(H,).

(d) F € Di(¥,) comr(F) <0 se, e somente se, '€ Dy(Hy,).

Prova. Ver Mohan e Ravi [25] p.636-638.
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Pela Proposicao garantimos que toda f.d. cujo maximo normalizado li-
nearmente converge para uma f.d. nao-degenerada implica na convergéncia do maximo
sob normalizacao poténcia. A seguir, recordamos o Exemplo [2.4] apresentado na Segao
de uma f.d. cujo maximo normalizado linearmente nao converge fracamente, e
mostramos que o maximo estabilizado sob a normalizacao poténcia possui uma distri-
buicao limite nao-degenerada. Em outras palavras, este exemplo indica que os dominios
de atracao sob a normalizacao poténcia sao mais abrangentes do que os dominios de
atragao linear. Além disso, apresentamos um exemplo de f.d. em que o maximo nao
converge sob a normalizagao poténcia, mostrando que ainda é possivel questionar sobre
a existéncia de uma funcao de estabilizacao do maximo cujos dominios de atracao das
distribuigdes extremais atraem mais que D,(.).

Exemplo 2.6 Considere F' como no Exemplo ou seja,

se x < e,

0,
F(x):{ 1— L se x>e.

logx’

Entio F € Dy(Hy1) com o, = 1 € B, = n, mas, conforme vimos no Ezemplo
F ¢ D|(G), para G =®,, G=Y, ou G = A.
De fato, sendo r(F') = 0o, basta observarmos que, para x > 0,
1—F(e™)y ..t .

MTT R iR T

assim, 1 — F(e') € RV_; e, seque da Proposicio[2.6(a) que, F € D,(Hy ).

O préximo exemplo garante que existe uma f.d. cujo méximo estabilizado
pela normalizacao poténcia nao converge para nenhuma das seis distribuigoes extre-

mais.

Exemplo 2.7 Seja
Flz) = { 0, T < ef,

1——L_—  x>e"
loglogx?’

Entao F ¢ D,(H) para nenhuma H Distribui¢oes dos Valores Extremos sob norma-
lizacao poténcia.
Temos que
r(F) = sup{z; F(z) < 1} = +o0.

Pela Proposigao[2.6, basta mostrarmos que F ndo pertence Dy(Hy o) € nem Dy(®). De
fato, se x > e°,

.1 — F(exp{tz}) . loglogexp{t} . logt 2
lim = lim = lim = lim —
twoo 1 — F(exp{t}) t=ccloglogexp{tz} t—=oologtr tmoo =

=1,
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em que para a terceira igualdade aplicamos a regra L’Hopital para resolver uma in-
determinagdo do tipo =. Dessa forma, 1 — F(e') ¢ RV_, para nenhum o > 0 e,

consequentemente, F' ¢ D;(H, ).
Agora, observe que por do Exemplo obtemos que

/ dez/ —dx:/ dy = co.
ce x . xloglogx . logy

Logo F ¢ D, (®).

Finalizaremos a secao com dois exemplos de f.d.’s que pertencem ao dominio
de atragao do maximo sob normalizacao poténcia de ® e ¥, respectivamente, e que serao

retomados no Capitulo [4]

Exemplo 2.8 Seja

0, se z<1,
F(I)_{ 1—exp{—log’z}, se z>1.

Entao F € D,(®) com a, = exp{y/logn} e b, =1/(2y/logn).

Pela caracterizagao de D,(®) dada na Proposi¢do (e), como
r(F) =sup{z € R; F(x) < 1} = 400,

basta mostrarmos a validade de . Note que, parat > 1,

r(F)l_F ) —1 2
[ gy - [0,
t t

i T

{5}
- a1 (Vaear)),

em que na sequnda igualdade fizemos a substituicdo z = \/2logz e na terceira N € a
f.d. de uma v.a. com distribuicao N(0,1). Assim, parat > 1, por , definimos

B 1 "1 — F(z)
0 = 1—F(t)/t PR

_ L <1 — N (ﬂlogt)) . (2.18)

exp{—log®t}
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Por e fazendo a substituicio y = v/2logt, obtemos que

lim f(t) = lim

VT (1—N<\/§10gt))

t—00 t—00 exp{— 10g2 t}

= lim

1

V2 (1-N(y)

e ep{—7/2)

em que na peniiltima igualdade utilizamos o Lema[1.1)(i), ou seja, 1 —N(y) ~ y~*N'(y)
quando y — oo. Dessa forma,

lim f2(¢) = 0. (2.19)

t—o00

Novamente fazendo a substituicio y = v/21ogt e aplicando o Lema (z) obtemos

Observe que

ﬁ(l — N (ﬁlogt))

tli>123 f(t)logt = tllglo o 10g% 1} logt
= L lim L= N)
V2 uise Texp{—y?/2}”
_ L 12N
? y—o0 y~ ' N'(y)
- 5 (2.20)
1— Ftexp(uf(t)) _ exp{~[log(texp{y/()}))’}
1— F(t) exp{—log*t}
= exp{—[logt+yf(t)*+log*t}
= exp{—2yf(t)logt —y*f*(t)}
= exp{—y[2f(t)logt +yf*(t)]} . (2.21)

Pela continuidade da fungdo exponencial, por (2.19), (2.20) e (2.21), seque que

lim
itr(F)

1 — F(texp(yf(t)))

1— F(t)

= exp {—ytliglo[Qf(t) logt + yfz(t)]}

= ¢ Y.
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Logo, pela Proposicao (e), F e D,(®).

Exemplo 2.9 Seja

0, r < —1,
F(z) =4 1—exp{—+/—log(—x)}, —1<x<0,
1, x > 0.

Entdo F € D,(V) com a,, = —log’n e B, = 2logn.
De fato, como r(F) = sup{z € R; F(x) < 1} = 0, pela caracterizacio de
D,(¥), dada na Proposicao [2.0(f), basta mostrarmos a validade de (2.16)).

Primeiramente, note que para —1 <t <0,

/T(F) 1-F), /0 exp{—+/—log(—z)} e

T

— — [ ew{-viy

log(—t)
[e.e]
= —2/ ze dz, (2.22)
—log(—t)
em que na sequnda igualdade utilizamos a transformacdo y = —log(—x) e na ultima

igualdade z = \/y.
Por integracao por partes em , fazendo u =z e dv = e™*, obtemos

/T(F) 1_—F(x)dx = -2 [—zez + /ezdzro
t Zz z=4/—log(—t)

= 2[ A+ D]y
= 2 L\}l_l;l;o Nej\: L eXp{— —1Og(—t)} (1 T —log(—t))}

—2exp {—\/m} (1 + \/W(—t» , (2.23)

onde na tltima igualdade utilizamos a regra L’Hopital na indeterminagao do tipo .

Seque de € que, para —1 <t <0,
0 - o [
ey 2o {0} (1 v e
— 2 (1 + m) . (2.24)
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Note que

1 — F(texp{yf(t)})
1— F(t)

lim
ttr(F)

_exp {—y/“Togl-Tep [y}
10 exp {— - log(—t)}

continuidade da fungao exponencial, seque que

1 — F(texp{yf(t)})
1— F(t)

111
ttr(F)

Note que em temos
L’Hopital obtemos

oo { -/ st +20 (1o 0)] )

lim exp { —/= (log(~1) + log exp{y (D)}) + v/~ log(—1) |
= limexp { —v/=Tlog(~1) + yf(O)] + v/~ log(~1) }

Substituindo em , fazendo a substituicao z =

(2.25)

—log(—t) e usando a

= lim
£10 exp {— — log(—t)}
= lim exp {—\/22 —2y(1+2)+ z}
Z—r00

2 2
= exp{—gi}rgoz< 1—%—%—1)}

B ) 1 2y 2y

uma indeterminacao do tipo %, de modo que aplicando

1 — Ftexp{yf(1)}) 1 2+3

lim

tr(F) 1— F(t)

Logo, pela Proposicao (f),

= exp

= exp{ — lim = 2
Z*)OO2 /1_27y_z_g
_ + ¥
= exp —ILm (y Z)
NV
_— ey
F e D,(¥).
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Capitulo 3

Grandes Desvios de Extremos sob

Normalizacao Linear

Neste capitulo, estudamos a propriedade de Grandes Desvios de Extremos
para a sequéncia de méaximos M, = max{Xi,---,X,}, n > 1, de v.a.’s i.i.d sob
normalizagao linear. O estudo apresentado é baseado em Resnick [31], Anderson [I],
Goldie e Smith [18] e de Haan e Hordijk [20].

Considere uma f.d. F tal que F' € D,;(G), ou seja, para a qual existem
sequéncias de numeros reais {a,} e {b,}, com a,, > 0, tais que para todo x € C(QG)

lim F" (a,2 + by) = G(x), (3.1)

n—o0

onde, pela Proposicao 2.1 G é do mesmo l-tipo de uma das distribui¢oes extremais
d,, ¥, ou A.

No contexto estatistico, dada uma amostra aleatéria (Xi,---,X,) de F,
sendo F' desconhecida, por , podemos utilizar GG para aproximar a distribuicao do
méximo M, = (X1, -+, M,), ou seja, para n suficientemente grande temos

P(M, <z)=F'(z)~G (”” - b“) : (3.2)

an

Considerando que a convergéncia em ({3.1) ocorre uniformemente em R,

entao temos

T — b,

d, = sup
z€eR

P -6

)’ — 0, quando n — oo,
Qn,

e d, seria uma forma de medir quao boa é a aproximagao em ({3.2)).
No entanto, se estamos interessados na cauda de M, ou seja, P(M,, > x)

para valores grandes de x, nem sempre d,, ¢ a melhor forma de medir o quao préximas
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sao F™"(a,z+0b,) e G(z). A medida que o valor de x cresce, 1 —G(z) e 1 — F™(a,z+by,)
sao tao pequenos a ponto de nao terem grandes influéncias sobre d,,. Assim, é adequado

utilizar um erro relativo, ou seja, examinar o quao proximo o quociente

1 — F"(ayx + by)
1 —G(x)

esta de 1 para grandes valores de .
Em outras palavras, no estudo dos grandes desvios de extremos (maximos)
sob normalizagao linear, procuramos uma sequéncia z,, T r(F'), com a convergéncia

para infinito tao rapida quanto possivel, de tal forma que

. 1= F™any, + by)
lim
n—oo 1- G(yn>

—1, (3.3)

para qualquer sequéncia {y,} tal que y, = O(x,). Equivalentemente, para A > 0

P (a; (M, —b,) > 1))

n

1—G(x)

lim sup
n—0o0 xSA$n

- 1' = 0. (3.4)

Assim, e estabelecem para quais valores grandes de x podemos ter 1 — G(x)
como uma boa aproximacao para P (MZ—;I’” > {E>

Na Secao , estudamos a propriedade dos grandes desvios (3.3]) para os
casos em que F' estd no dominio de atracao linear de &, ou de ¥,. Na Secao |3.2]

abordamos o caso em que F' estd no dominio de atragao de A.

3.1 Casos F € Di(d,) e F e Di(V,)

Primeiramente, consideramos o caso F' € D;(®,). Entao, pela Proposicao
ﬂ(i), 1—F € RV_,, ouseja, 1 — F é regularmente variante no infinito, com expoente
—a e r(F) = co. Consequentemente, pela Proposi¢ao [1.3|(a), temos

L(z) = 2*(1 - F(z)) € RV,

ou seja, lentamente variante no infinito, e pela Proposicao [I.5], L tem representacao de

Karamata (1.7)).

A proposicao a seguir estabelece condi¢oes necessarias e suficientes para a
validade da propriedade de grandes desvios (3.3) no caso em que F' € D;(®,,).

Proposicao 3.1 (Anderson [I]) Suponha F € D|(®,) e {x,} estritamente cres-
cente, x, T oo. A propriedade dos grandes desvios ocorre se, e somente se,
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existe uma fungdo nao-decrescente &(t) com &(00) = 00, £(a,) =z, €

L)

t—o0 L(t) ’ (35)

uniformemente localmente em 6 € [0,00), onde L(x) = xz*(1 — F(x)). Suficiente para
¢ que L tenha representacdao de Karamata com

tllglo e(t)log&(t) = 0. (3.6)

Observe que a condigao da Proposigao é a mesma da Defini¢ao
[1.5] apresentada no Capitulo [I Em outras palavras, um critério para a ocorréncia
da propriedade dos grandes desvios é que L(x) = xo‘(l - F (x)) seja &-super
lentamente variante (£ — ssv) com £(a,) = x,. Para maiores detalhes sobre funcoes
¢ — ssv ver Anderson [I] e Goldie e Smith [I§].

Dividimos a prova da Proposicao [3.1] em trés lemas apresentados a seguir.

Lema 3.1 Seja F € Dy(®,). A propriedade dos grandes desvios € equivalente a
condicao
. L(anyn)
1 =1
b L(an)

(3.7)

em que L(z) = 2*(1—F(x)) € RVy e para qualquer sequéncia {y,} tal que y,, = O(x,,),
com {x,} sequéncia tal que x, T 0.

Prova. Suponha F € Dy(®,). Neste caso, pela Proposi¢ao [2.2[1i), definimos

L(z) = z%(1 — F(x)) € RV,
e podemos tomar b, =0 ¢ a, = F< (1 —1/n).
Observe que a, = F<(1 —1/n) — r(F) = oo e tomando y,, — 0o, temos
que a,y, — 00. Sendo a convergéncia

F'(a,y) — Pu(y), n — oo, (3.8)

uniforme, segue que F"(a,y,) — 1 quando n — oco. Assim, nlog F(a,y,) — 0. Pelo
Exemplo , 1 —e ™ ~ x, quando x — 0, entao segue que

1 — F(anyn) = 1 — e 18 Flanmm)) o (_log F(any,)), n — oo.
Agora, pelo Exemplo —logx ~ 1 —x, quando z — 1, entao

n(_ log F(anyn)) ~ Tl(l - F(anyn))v n — oo,
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de modo que
1 — F"(anyn) ~n(l — F(ayyn)), n — oc. (3.9)

Observe que tomando o logaritmo em ambos os lados de (3.8)), obtemos que
n(—log F(any)) =y~ %, n— oo,

para y > 0. Dessa forma, os mesmos argumentos anteriores podem ser utilizados para
y > 0 fixo ao invés de y, de forma que obtemos

n(l — F(any)) ~ n(—log F(ayy)), n — oo.
Assim, fazendo y = 1, segue que
n(l— F(a,)) ~n(—log F(a,)) = 1, n — oo,

ie.,

(1—Fl(ay)) ~ %, n — oo. (3.10)

Por (3.9)), (3.10]) e usando que 1 — ®,(y,) ~ y,,* quando y,, — 0o, segue que

_fm 1_
lim 1 —F (anyn> —  lim n( F(anyn))
n—oco 1 — cDa(yn) n—00 y;o‘
—  lim yg(l - F(anyn))
n—00 1/n

yf{(l - F(anyn))
n—oo 1— Fl(ay,)

(anyn)a(l - F(anyn))

~ T - Fla)
= lim LL(C(LZ%I) (3.11)
o que implica na validade do lema.
O

Lema 3.2 Considere as mesmas hipoteses da Proposicao . As condigoes €
sao equivalentes.

Prova. Suponha que para uma sequéncia {z,} estritamente crescente, x,, 1 oo, exista
uma fungao nao-decrescente £(t), com £(00) = 00, &(a,) = x, e satisfazendo (3.5)).

Seja {y,} tal que
Yp 00 e y, < Ax,, para A > 0.
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Sendo y, < Ax,, podemos tomar &, = logy,/logz,, entio y, = 2’» = £%(a,). Além

log A
log zp,

disso, {0,} é limitada, pois ¢, < +1, e (log A/log z,) + 1 é convergente, ja que
T, — 00.

Como ¥, = & (a,), a, = F<(1 —1/n) — r(F) = o e, por hipétese, (3.5)

ocorre uniformemente em cada intervalo limitado contendo ¢, segue que

o L) _ L@, (@)

= =1.
n—o0 L(an) n—00 L(an)

Ou seja, (3.7) vale para {y,} sequéncia tal que y, = O(z,).
Reciprocamente, suponha a validade de (3.7), para toda sequéncia {y,}
tal que y, = O(z,). Entao para toda sequéncia {d,} C [0,1]*° = {(uy,us, - );u; €

[0,1],4 = 1,2,---}, tomando a sequéncia {y,} de tal forma que y, = z’", temos
yn = O(x,) e
L(a,z°)
lim ——= = 1. 3.12
o (3:12)
Defina

£(t) =z, para t € [an, ani1)

n(t) = sup{n;a, <t}.

Segue que
Ay < T < Qu)41, (3.13)

logo, sendo & nao-decrescente, obtemos que
&1 (an) < M () < ng 1€ (@n(+1)- (3.14)
Observe que, pela Proposigao [2.2]

1-FeRV_,,

assim, pela Proposigao [L.3|(b),
1

1-F
Temos que U = 1/(1 — F) é nao-decrescente, U(co) = oo e U € RV, entdo pela
Proposigao [L.7(ii), temos que U = (1/(1 — F))* € RVy/q. Assim,

€ RV,.

1

a(t) = (ﬁ)% (t) € RVia. (3.15)

Como n(t) — oo quando t — oo, temos que G, = F<(1 —1/n(t)) — r(F) = oo.
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Sendo a(t) € RVija, 0 < ¢, = n(t) = 00, 0 < ¢, = n(t) + 1 — oo, temos que

/ £)+1 1
lm @ = i MO <1+—):1,

n—oo ¢, n—oo  n(t) n—o0 n(t)
ou seja, ¢, ~ ¢, quando n — oo. Dessa forma, pela Proposicao (i), segue que
a(en) ~a(d,), n— oo,
ie.,

a(n(t))
e 1) (3.16)

Como a, = F*(1—1/n) = (ﬁy_ (n), segue de e que

t a,
1< < (t)+1—>1, t — oo,
Qo (t) Qn(t)
ou seja,
Qn(t) ™~ t, t— o0. (317)

Por (3.14]) e , segue que

&0 (t) < an(t)+1§5m (@n()+1)

1< <
n & (an(r)) n & (an(r))

ou seja,
tééw (t) ~ an(t)ﬁﬁw (an(t)), t — o0. (318)

Por (3.12)), (3.18) e novamente pela Proposicao [L.7](i)

L (1)

=1

e, sendo {d,} arbitrariamente escolhida em [0, 1]*°, ocorre uniformemente para
0<6< 1.

Podemos estender este resultado para uma convergéncia uniforme local em
[0,00). Por exemplo, se d(t) € [1,2], entao

LLEEOW) L LEEE (1) L)

ST SR T L)L

O

Estamos interessados em estudar condicoes suficientes e necessarias para a

ocorréncia de fungoes £ — ssv e, consequentemente, para a ocorréncia de grandes desvios
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quando F' € Dy(®,).
Seja L € RV} com representagao de Karamata (|1.7)) da Proposicao , ou

L(z) = ofx) exp { /1 xa(t)t‘ldt} |

onde £(t) > 0ec(t) > c>0,t — 0.

seja,

Observacao 3.1 Para t suficientemente grande, sendo & ndo-decrescente e &(00) =
00, podemos considerar &(t) > 1, de forma que £*(t) > 1 uniformemente localmente em
z € [0,00). Assim, t&*(t) >t e, consequentemente, t£*(t) — oo quando t — oo. Além
disso, para t suficientemente grande, temos que

log £(#€7(1)) = log £(1).

Lema 3.3 Considere as mesmas hipdteses da Proposicao . Suponha que L(z) =
z*(1 — F(x)) € RVy tenha representacao de Karamata com

e(t) = o(l/logf(t)), t — o0,

onde £(t) é uma fungdo nao-decrescente e £(c0) = co. Entdo L € & — ssv.
Prova. Pela Observagao [3.1] e pela Proposigao [L.5] temos que

t&(t) — 00 e ¢(t) = c€ (0,00), quando t— oo,
o que implica em
c(t&’(t))

e

ou seja,
Assim,

pagn) ) oA v e
L(t) c(t) exp {flt u*ls(u)du}

10 (t)
= (1+o0(1))exp {/t ule(u)du} : (3.19)

de forma que, quando ¢ — oo, o quociente L(%i()t)) converge para 1 uniformemente

localmente em § se, e somente se, a integral em (3.19)) converge para zero uniformemente

localmente em 4.
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Fazendo a mudanga de varidvel z = (logu — logt)/log&(t) na integral em

(3.19), obtemos que

el (t) J
/t ule(u)du = /0s(exp{zlogé(t)—l—logt})lng(t)dZ
5
= /0 5(exp {1og[t§z(t)]})log§(t)d2
5
_ /0 £(467(1)) log (1) d-. (3.20)

Dessa forma, a integral em ([3.20]) converge para zero uniformemente localmente em §
desde que

tlim e(t&*(t)) log&(t) =0, (3.21)
—00

uniformemente localmente em z. Entretanto, (3.21)) ocorre se, e somente se, (3.6]) ¢
véalida. De fato, observe que se z = 0 em (3.21)), entao temos a validade de (3.6), i.e.,

tllglo e(t)log&(t) = 0.

Antes de mostrarmos que (3.6) implica em (3.21]), note que pela Observagao ,
t&*(t) — oo quando t — oco. Por (3.6]) segue que

im e(1€7(1)) log €(4€7(1)) = lim =(y) log (y) = 0, (3.22)

uniformemente localmente em z.

Agora, se (3.6]) ocorre, sendo £ nao-decrescente, por (3.22)) e pela Observagao
[3-1], segue que

t—o00
0

0 = lim e(t&*(t)) log £(t&7(t))
> lim e(t€7(t)) log (t) >

e a convergéncia é uniformemente localmente em z, de forma que temos a validade de

(B21). Logo, se
lim =(1) log (1) = 0,

entao temos ([3.21)) uniformemente em z e por (3.19) e (3.20)), segue que
L(t°(t))

fm =y T

uniformemente em 9§, o que conclui a prova do lema.
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Com os Lemas e [3.3] concluimos a prova da Proposicao [3.1]
Prova da Proposigao [3.1 Suponha F € Dy(®,) e defina
L(z) = z%(1 — F(z)) € RVj.

Pelos Lemas|[3.1]e[3.2] mostramos a equivaléncia entre a propriedade dos grandes desvios
(3-3) e a condigao (3.5). J4 no Lema [3.3] mostramos que (3.6), na representacao de
Karamata de L, é uma condigao suficiente para a validade de (3.5)) e, consequentemente,

para a ocorréncia de grandes desvios, o que conclui a prova da proposic¢ao.
O

Observamos também que Anderson [I] mostrou que caso £ satisfaga uma
condigao de crescimento, entao (3.6)), i.e.,

lim <()log (1) = 0.

na representacao de Karamata de L € RV}, é também uma condicao necessaria para
que L seja £ — ssv. Apresentamos este resultado a seguir e a prova pode ser encontrada
em Anderson [I] p.199-201 e em Resnick [31] p.99-100.

Proposigao 3.2 (Anderson [1]) Suponha £(t) — oo monotonicamente e

log £(t£(t)) = O(log &(t)),

quando t — oco. Entao L € RV, € £ — ssv se, e somente se, L tem representacdio de
Karamata da forma com

e(t) = o(1/log&(t)), t— oc.

Finalizamos esta segao considerando o caso em que F' € D;(V,). Neste

caso, basta observar que se F' € D;(V¥,), entao considerando

Fo() 0, se x <0,
€Tr) =
‘ F(r(F)—z71), se x>0,

temos Dy(®,). Assim, basta aplicar a Proposic¢ao a funcao Fy, com

Lo(z) = a° (1 —F (T(F) - i)) .

3.2 Caso F € Di(\)

Nesta segao, consideramos o caso em que F' € Dj(A) e r(F') = oco. Entao,

pela Proposicao existe zg < r(F'), ¢ > 0 e uma fungao auxiliar f(z) absolutamente
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continua, com densidade f’(z), tal que f(z) > 0 para z > 2z e liTm fllx)y=0el—-F

tem representacao (2.8]), ou seja,

1_F@y:d@@${—L:?%ww}-

Além disso, pela Proposigao [2.4{(b) a funcao auxiliar f pode ser escolhida como

11— F()

f(t)—F,—(t)'

A préxima proposicao apresenta condicoes necessérias e suficientes para a
validade da propriedade de grandes desvios (3.3) para F' € D;(A) e r(F) = oo.

Para isso, defina a funcao

t
1
R(t) :/ mdu para t > zp,

em que 2z e f(t) sdo os mesmos da representacao (2.8)) de 1 — F(z).

Proposicao 3.3 Suponha que F' € Di(A) com r(F) = 0o e 1 — F tem representagdo
(@. A propriedade dos grandes desvios ocorre se, e somente se, existe uma
fungao nao-decrescente &(t) satisfazendo £(00) = 00, £(by) =z, €

lim [R(t + 6 f(D)E(E)) — R(t) — 6£(1)] = 0 (3.23)

t—o00

uniformemente localmente em 0 € [0,00). Suficiente para € a condicao de De
Haan e Hordigk [20]
lim €(t)f'(t) = 0. (3.24)

t—o00

Dividimos a prova da Proposicao [3.3| em trés lemas. No primeiro, apresen-
tamos duas condicoes equivalentes a propriedade dos grandes desvios . Ambas
condicoes sao utilizadas nas demonstragoes dos dois lemas seguintes e dos resultados
de grandes desvios sob normaliza¢ao poténcia apresentados no Capitulo [4]

Antes de enunciarmos os lemas, apresentamos um exemplo da ocorréncia
de grandes desvios dos extremos sob normalizacao linear para a distribuicao normal

padrao.

Exemplo 3.1 Considere a f.d. normal padrao N(t) com densidade

1
n(t) = ——e 72
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Pelo Exemplo |2.5, podemos tomar

11— N(t)

f(t) = " ~th = oo (3.25)

Dessa forma, usando que
N"(t) = n/(t) = —tn(t),

obtemos

iy o i) - (A -N@)'®t) . 1-N()
i) = 200 = —1+4t o

=—1+1tf(t),
de modo que,
') = fO+tf)=f) +t(=1+tf(t) = —t+ (1 +)f(1).

Pelo Lema[1.1](1), temos que

t 1—N(@®)
< = f(t), t>0
e, consequentemente,
f'(t) =0,

i.e., ' € nao-decrescente. Além disso, por , para x > 0, temos

i 200y

ou seja, f € RV_4.
Sendo " mondtona e f € RV_y, pela Proposi¢ao (z’z’), temos que

Lf'(t)

A O -1
e, sendo f(t) ~t~!, obtemos
/
lim f—(t) =—1,
t—o0 t_2
ou seja,
flt) ~=t72, t— 0. (3.26)

Pelo Exemplo temos que N € Dy(A). Assim, pela Proposi¢do sabemos que
uma condicao suficiente para a ocorréncia da propriedade de grandes desvios €
que exista £(t) tal que

lim £*(t) f(t) = 0,

t—o00

que, por , ¢ equivalente a
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lim £2(¢)t 2 = 0, (3.27)

t—o0

ou
lim &(t)t! = 0.
t—o0

Assim,

£(t) =o(t), t— oo,

¢ uma condicdo suficiente para a ocorréncia da propriedade de grandes desvios .
Sendo &(b,) = x,, como, pelo Exemplo b, ~ (2logn)'/? temos

T, = &(by) = 0(by,) = o((log n)1/2), n — 0o. (3.28)

Logo, a propriedade dos grandes desvios ocorre para a escolha da sequéncia {x,}

satisfazendo .

Agora, apresentamos os lemas que provam a validade da Proposicao [3.3

Lema 3.4 Considerando as mesmas hipoteses da Proposi¢cao a propriedade dos
grandes desvios pode ser reescrita como

anYn+bn
1 = nh—>nolo(1 +o(1)) exp {yn - /b ﬁdu} (3.29)

e {_ /0 {f(f(bg(;:z T 1} y”d”} | (3:30)

Prova. Suponha que F' € D;(A) com r(F) = oo. Pelo Exemplo segue que,

1 —A(y,) =1—exp{—e"} ~e ¥ quando vy, — oc.

Por , temos que a,y, + b, — 0o quando n — oo, de modo que F(a,y, +b,) — 1.
Assim, por um argumento semelhante ao usado na prova do Lema[3.1], podemos mostrar
que 1 — F™(any, + by) ~ n(l — F(ayyn + b)), n — oo. Usando essas equivaléncias,
obtemos as seguintes igualdades

1— Fn(anyn + bn) 1— Fn(anyn + b”>

Jim ——— Ayn) = JNm, e—un
= lim e’ n(1 — F(anyn +bn)). (3.31)
n—oo

Pela Observagao [2.1] temos que n ~ 1/(1 — F(b,)). Assim, como 1 — F tem repre-
sentagao ([2.8]), podemos escrever ([3.31]) como

_Im Yn —
noo 1 — A(y,) =00 1 — F(by)
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= lim e —7=— 2 /anyﬁbn Ldu}
n—00 c(bn) - f(u)
L 7w

. c(anyn + by) AnYntbn
= 1] _ = n — —d . .32
B T I {y T (3.32)

(antn +bn) {_

Como ¢(z) — ¢ > 0, quando = — o0, € a,y, + b, — 00, quando n — oo, segue que

c(anyn + by)
C(bn)

Por (3.32), (3.33)), fazendo a mudanca de varidveis v = (u — b,)/(a,y,) na integral e

usando que a,, = f(b,), respectivamente, obtemos as seguintes igualdades

=1+o0(1), n— 0. (3.33)

1— F7 b L
- (@nt +0a) (14 o(1)) exp {yn - / f )du}
bn

n—o0 1-— A(yn) n—o0 (u

i AnYn
= 11m ex
n—00 P f anYnv + b )

- ,}L“;oexp{ /0 {f(f(bj)(y:g”) ]yndv}

o que prova a validade do lema.

0

No segundo lema, provamos que a condigao (|3.24)) é suficiente para a ocorréncia

de grandes desvios (3.3)).

Lema 3.5 Considerando as mesmas hipoteses da Proposigdo temos que €
uma condi¢ao suficiente para a propriedade dos grandes desvios .

Prova.

Pelo Lema 3.4 a propriedade dos grandes desvios (3.3) é equivalente & (3.30). Sendo
Yn = O(xy,), yn < Ax,, se tomarmos &, = y,/z, € [0, A], podemos escrever y,, = 0,Z,.

Se ¢ é uma fungao nao-decrescente satisfazendo £(00) = 0o e £(b,,) = x,, entao

/01 [f(f(b£$:2+bn)_1] ol = / [f(( )5]; S; l> )—1} 6,6 (bu)
b

_ /O 6”{ T Eb ]g(bn)du,(3.34)

em que na ultima igualdade fizemos a mudanga de varidveis u = 9,v.

n

)
n)u+b)
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Pela continuidade da funcao exponencial, segue de (3.30) e (3.34) que a
propriedade dos grandes desvios (3.3)) é equivalente a

o [T
o e Rl SR )

Uma condicao suficiente para (3.35]) é

| f(x) ~
Jim &(x) { F(z +of(@)E@)) 1]

uniformemente localmente em §. Agora, verificaremos que a condicao (3.36[) ocorre se

a condicao (3.24)), de Haan e Hordijk [20], é vélida. Ou seja,

=0, (3.36)

lim &2(t)f'(t) = 0.

t—o00

Note que f(:r; + (5f(a:)§(:v)) ~ f(z), quando x — oo. De fato, observe que,

flz+6f(2)E(2)) - 1‘ _ /x+6f(z)5(m) f/(u)du
f(x) z f(x)
z+6f(x)€(z) f'(u)

</ 7y | ™

Ié
= |f'(z + 2f (2)§(2))| §(x)dz

0

< / (@ + 2f(@)E@)E (@ + 2 (2)E()| d=,

para z suficientemente grande. Observe que na terceira linha fizemos a mudanca de
variaveis z = (u — z)/(f(x)&(z)) e na quarta usamos o fato que £ é ndo-decrescente e
a desigualdade se torna vélida para x suficientemente grande. Além disso, por (3.24)),

temos que

5
176+ 21 @@+ 2f@e)] d= =0, n— o,
uniformemente localmente em §. Logo, f(x + 6 f(x)&(z)) ~ f(x), x — oc.

Por fim, para mostrarmos que (3.24)) implica em (3.36)), usaremos argumen-
tos semelhantes aos passos anteriores. Como, f(z+df(z)é(x)) ~ f(z), x — oo, temos
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que para x suficientemente grande

RN C) _1‘ ‘f v +0f(@)) — /(@)
flz+df(x)é(x)) f(z)
B z+6f(x)€(x) f'(w)
- «o|f ok
x4+ f ()€ / U

uniformemente localmente em 9, como queriamos.

O dltimo lema desta secao garante a equivaléncia entre a propriedade dos
grandes desvios (3.3) e a condicdo (3.23) da Proposicao 3.3] Com isso, pelos Lemas
B.4] 3.5 e [3.6], completamos a prova da Proposigao [3.3]

Lema 3.6 Considerando as mesmas hipdteses da Proposicao[3.3. A propriedade dos

grandes desvios € equivalente a .

Prova. Ver Resnick [31] p.102-104.

Com os Lemas e concluimos a prova da Proposicao [3.3]
Prova da Proposicao |3.3|

Suponha F € Dy(A) com r(F) = oo e 1 — F tem representacao (2.8)). Pelos Lemas
e , temos a equivaléncia entre a propriedade dos grandes desvios e a condicao
. Jano Lema mostramos que ¢ uma condigao suficiente para a validade
da propriedade de grandes desvios , o que conclui a prova da proposicao.
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Capitulo 4

Grandes Desvios de Extremos sob

Normalizacao Poténcia

Neste capitulo, apresentamos condicoes suficientes e necessarias para a pro-
priedade dos grandes desvios de extremos para cada uma das seis distribuigoes extre-
mais sob normalizacao poténcia. Os resultados apresentados neste capitulo sao devidos
a Feng e Chen [12].

Considere uma f.d. F tal que F' € D,(H), ou seja, para a qual existem
sequéncias de numeros reais a,, > 0 e 3, > 0 tais que

nh_)ngo F" (a|z|Prsign(z)) = H(z), V€ C(H),
onde, Pela Proposicao , H ¢ do mesmo p-tipo de uma das distribuigoes H;,, para
1=1,2,3,4, & ou V.

Similarmente ao caso classico, procuramos uma sequéncia estritamente cres-

cente {x,} 1 r(F) tal que

lim 1—F" (an|yn|5n51gn(yn))
n—o0 1- H(yn)

~1, (4.1)

para qualquer sequéncia y, = O(x,,).

Dividimos o capitulo em seis secoes, sendo que em cada se¢ao apresenta-
mos o resultado de grandes desvios considerando F' € D,(H) para cada uma das seis
distribuigoes extremais H sob normalizacao poténcia, descritas na Proposigao [2.5]

Destacamos que nos casos em que F' € D,(H,;,) para cadai=1,---,4, os
resultados sao obtidos utilizando a relagao entre H;, e ®,, e os resultados de gran-
des desvios da Teoria dos Valores Extremos sob Normalizagao Linear apresentados no
capitulo anterior. Ja os casos de F' € D,(®) e F' € D,(¥) sao obtidos utilizando a
relacao de ® e ¥ com A.
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4.1 Caso F € Dy(H,,)

Nesta secao analisamos a propriedade de grandes desvios para o caso
em que F' € Dy(H, ), onde Hy 4 ¢ descrita na Proposigao[2.5{(a). Neste caso, pela Pro-
posigao[2.6]a), temos que r(F) = oo, 1—F(e*) € RV_,, e as constantes de normalizagao
podem ser tomadas como «, =1 e 3, =log F< (1 —1/n).

O teorema a seguir apresenta condigoes necessarias e suficientes para a va-
lidade de (4.1)), que é baseada na funcdo lentamente variante L(z) = z%(1 — F(e")).

Teorema 4.1 Suponha F € D,(H,,) e {x,} uma sequéncia de nimeros reais estrita-
mente crescente e x,, T 00. A propriedade de grandes desvios ocorre se, e somente
se, existe uma fungdo nao-decrescente &(t) com &(00) = oo tal que £(B) = x,, €

_L(thosc))

uniformemente localmente em 0 € [0,00), onde L(x) = x*(1 — F(e”)) € RVy. Além
disso, se L tem representacao de Karamata com

tlgilo e(t)loglog&(t) =0, (4.3)
entao temos a validade de .
Note que a condicao do Teorema pode ser reescrita como
loglog &(t) = o(e7*(t)), t — oo.

Dividimos a prova do Teorema [4.1] em trés lemas. Antes de enunciarmos

esses lemas, note que

Hyo(e’) = exp{—(loge’) }(100)(€")
= exp{—y " }Ho,00)(¥)
= O,(y), (4.4)

em que, para A C R,

1, €A,
IA(m):{O r¢ A

A relagdo entre Hy, e ®,, obtida através da funcdo h(z) = e*, serd fun-
damental ao longo das demonstracoes desta se¢ao, pois através dela podemos recorrer

aos resultados de grandes desvios de extremos sob normalizacao linear apresentados na

Segao [3.1] do Capitulo
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Suponha F' € D,(H, ,). Pela Proposicao (a), defina

0, se y <0,
Gly) =
F(eY), se y>0.

Observe que 1 — G € RV_, com r(G) = o e, pela caracterizagao de D;(®,) dada na
Proposicao 2.2} temos que G € Dy(®,). De fato, como 1 — F(e”) € RV_,, temos

. 1=G(tx) . 1=F(*)
IS —Gw T Fey —F 0 (4:5)

e, como 7(F) = 0o , temos

r(G) = sup{z;G(z) <1}
= logsup{e®; F'(e®) < 1}
= logsup{y; F'(y) <1}
= logr(F) = occ. (4.6)

Assim, pela Proposicao [2.6(a), segue que G € Dy(®,).
Além disso, pela Proposi¢ao [2.6{a), podemos escolher 3, = log F*(1—1/n)

e a, = 1. Assim, tomando x de tal forma que 3,z > 0, obtemos que

G"(Bpx) = F" (")) = F" (an|€” |7 sign(e”)) — Hio(e") = @u(z), (4.7)

ou seja, as constantes de normalizacao de G podem ser tomadas como sendo a,, = 3,
eb, =0.

A seguir, apresentamos o primeiro lema para a prova do Teorema [4.1} Es-
sencialmente, utilizaremos que G € D;(®,) e, assim, pelo Lema obtemos uma

condicao equivalente a propriedade dos grandes desvios.
Lema 4.1 Suponha F' € Dy(Hy,). A propriedade dos grandes desvios € equiva-

lente a condigao
L(5y log yn
fim Pnlogyn) _
n—00 L(ﬁn)

em que L(z) = 2°(1 — F(e%)) € RVy e y, = O(x,), com {x,} estritamente crescente
e x, T o0o.

(4.8)

Prova. Suponha F' € D,(H;,). Por (4.5), podemos escrever

L(z) = z*(1 — G(z)) € RV,.

Tomando uma sequéncia {z,} tal que y, = e* e usando (4.4) e (4.7)), temos que
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1= F™(ap|yn|Psign(y,)) .1 — F(efen) . 1 =G"(Bnzn)
1 = lim ~——— L = ljm —— " (4
) iy 7y e S S w3y P R G

Em outras palavras, nos diz que se F' € D,(H,,), a propriedade dos grandes
desvios (poténcia) ocorre se, e somente se, a propriedade dos grandes desvios
(3.3]) (classico) ocorre para G € D;(®,,).

Como G € D;(®,), pelo Lema , a propriedade dos grandes desvios
é equivalente a condigao

L(ﬁnzn)

lim ———= =1

n—00 L( ﬂn) ’
assim, (4.1) ocorre se, e somente se,

L(B,1 L

n—o0 L(ﬂn) n—o0 L(ﬁn)
O

No préximo lema, utilizando o Lema [4.1| mostramos a equivaléncia entre a
propriedade dos grandes desvios (4.1)) e a condicdo (4.2)) do Teorema [4.1] Novamente,

considerando que G € D;(®,,), podemos nos basear na prova do Lema

Lema 4.2 Considere as mesmas hipdteses do Teoremal4.1. Sdo equivalentes as condi¢oes

(do Teoremal{.1) e (4.8§) (do Lemal[{.1)).

Prova. Suponha a validade de (4.2)). Vamos mostrar (4.8) quando logy, — oo e
logy, < Alogz,. (4.10)
Tomando o logaritmo em ambos os lados de (4.10)), obtemos que

loglog y, < log A + loglog z,,. (4.11)

Dividindo ambos os lados de (4.11)) por log log x,, segue que

log log v, < log A

1. 4.12
loglog z,, ~— loglogx, * ( )

Tomando {4, } de tal forma que

_ loglogys,
" loglogz,’

por (4.12)), temos que {0, } é limitada, pois como x,, — 0o, a sequéncia log A/ log log x,,

¢é convergente e, em particular, limitada.
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Além disso,

loglog y,, = 9, loglog x,, = log (log :L'n)a" :

donde, usando que &(f,) = z,, e log(x) é inversivel, obtemos
log y = (log )" = (log £(5))"". (4.13)

Como B, =log F*(1—1/n) — logr(F) = oo e {J,} é limitada, pela validade de (4.13))
e (4.2), segue que

. L(Bnlogyn) .. L (Bn[log £(8,)]°")
L TLBY AT L

=1,

o que prova a validade de (4.8)).

Reciprocamente, suponha a validade de (4.8)). Entao, para toda sequéncia
{6,} € [0,1]* = {(uy,ug, -+ );u; € [0,1],4 = 1,2,---}, definimos a sequéncia {y,} de
tal forma que

log y, = (log z,)"".

Note que y,, = O(z,). De fato, como {x,} 1 oo, entdo dado M > 1, para n suficiente-

mente grande, como 4, € [0, 1], obtemos
dp loglog z,, < loglog(Mz,,).

Assim,
(log z,)°" < log M + log z,,,

de forma que,

Tn

log z,)%"
log (exp{( 08 Tn) }> <log M.

Logo, para n suficientemente grande, temos

exp{|[log .fcn]5”}
Tp

< M,

ou seja,

Assim, por (4.8) segue

_ L(Bulogz,)) .. L(Bylogyn)
Jim L(B,) = Hm L(By)

Por (4.5) e (4.7) temos que G™(B,x) = P4(x), onde G(x) =1 — F(e*), x > 0. Assim

=1. (4.14)
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como na prova do Lema 3.2 defina

(t) = ap, para t € [Bn, Bui1) (4.15)

(t) = sup{n; 6o < 1.
Entao
By <t < Bagy+1- (4.16)

Dessa forma, procedendo analogamente & prova de (3.15)) e (3.16) do Lema [3.2] com
G € Dy(®,), obtemos

By =log F (1 —1/n(t)) — logr(F) = oo, quando ¢ — oo,

lim Bn(t)Jrl

t—o00 /Bn(t)

=1

Bn ~ Bni1, quando n — oo.

Logo, dividindo ambos os lados de (4.16) por 3, obtemos que

t n
1< B G T (4.17)
Brt) Bnt)
ou seja,
t~ B (4.18)

Sendo 3, = log F* (1—1/n), log z uma fungao crescente e F*~(1—1/n) ndo-decrescente,
segue que {3,} é ndo-decrescente. Como {z,} é estritamente crescente, a fungao &(t)
definida em é nao-decrescente. Além disso, £(o0) = oo.

Agora, como £ é nao-decrescente e log é crescente, por , temos que

log &(Bnr)) < log&(t) <log&(Bar+1),
e, sendo {4,} C [0,1]>, obtemos
[10g &(Bun)]” < [log €)1 < [log &(Bury+1)]°. (4.19)
Segue de e (£19) que
B 10 €(Bu(e)]? < tllog €] < B+ [log €(Bairy+1))°,
ou seja,
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L < tog€OPY _ BugyeillogE(Bup )"
- Bn(t) [lOg g(ﬁn(t) )]6”] 5n(t) [IOg S(Bn(t))]dw

e, como B, ~ Bni1, temos

tlog E(1)]°1 ~ By [10g (B2, (4.20)

quando t — oc.

Observe que por (4.15)) temos &(8,) = z,, de modo que (4.14) pode ser

reescrito como 5
i L (Ballog €(8.)]™)
im
n—00 L(ﬁn)
Sendo £(00) = oo e {4,} C [0,1]°, temos que t[log&(t)]°Y — oo, quando t — oo.
Além disso, por (4.20)) e pela Proposi¢ao [1.7)i), temos que

= 1. (4.21)

L (t[logg(t)]‘;m) ~ L (Ba) [logg(ﬁn(t))]ﬂu) ,
quando t — oco. Segue de (4.21)) que

. L(tllog&(#))°) . L(Baw[log £(Ban))’)
tliglo L(t) N tlg?o L(Bun)) =1,

(4.22)

e, como {d,} foi escolhida arbitrariamente em [0, 1]°°, (4.2)) ocorre uniformemente para
d € [0,1]. Podemos estender este resultado para uma convergéncia uniformemente

localmente em § € [0,00). Por exemplo, se 6 € [1, 2], entao

po L (tlogg®P) L (tlog€(t)log {1 ) L (tlog (1))
t—o0 L(t) t—o0 L (tlog&(t)) L(t)

=1,

onde usamos que d, — 1 € [0,1] e, como t[log&(¢)]°~1

(4.22), temos que

— 00, quando t — oo, por

i L (log€(t))

S T
) L (o logg®) )
An L (tlog&(t))

O

O préximo lema, juntamente com o Lema [£.2] nos garante que a condigao
(4.3) ¢ suficiente para a ocorréncia de grandes desvios quando F' € D;(H; ).

Lema 4.3 Suponha que F € D,(Hy,). A condigao € suficiente para .
Ou seja, se L(x) = x*(1 — F(e")) tem representagao de Karamata com £(t)
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satisfazendo
tlim e(t)loglog&(t) =0,
—00

para alguma fungao £(t) nao-decrescente, com £(00) = oo, entao L satisfaz , i.e.,

L é & — ssv, com & (t) =log&(t).
Prova.

Para t suficientemente grande, sendo & nao-decrescente e £(00) = 0o, podemos consi-
derar £(t) > 1, de forma que [logf(t)]é > 1 uniformemente localmente em 6 € [0, 00).
Assim, t[logf (t)]5 > t e, consequentemente,

t[logf(t)}é — 00, quando t — oo. (4.23)
Além disso, para t suficientemente grande, temos que
5
log & (t[log &(t)]°) > log&(1). (4.24)

Sendo L(z) = a:a(l — F(ef”)) € RV}, pela Proposicao , obtemos que L tem repre-
sentagao de Karamata ((1.7]) com

lim ¢(z) = c€(0,00),
T—00
tliglo e(t) = 0.
Entao 5
c(t[logg(t)] ) ) o
"0 =1+40(1), t— oo.
Assim,

L (t[logﬁ(t)}(S) c (t[logf(t)TS) exp { lt[logg(t)]é ufls(u)du}
L(t) c(t) exp {flt ufls(u)}

tllog £()]°
= (L +o(1))exp {/t uls(u)du} , (4.25)

de forma que, quando ¢ — oo, o quociente —L(t[l‘zng)(t)]ﬁ)

localmente em § se, e somente se, a integral em (4.25)) converge para zero uniformemente

converge para 1 uniformemente

localmente em §.

Fazendo a mudanga de varidveis z = (logu — logt)/loglog &(t) na integral
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em (4.25]), obtemos que

tlog (1)) 5 .
/t ule(u)du:/o e(t[log&(t)]7) loglog &(t)dz. (4.26)

Dessa forma, a integral em (4.25)) converge para zero uniformemente localmente em ¢

desde que
lim e(t[log&(t)]7) loglog&(t) = 0, (4.27)

uniformemente localmente em z. Observe que a condicao (4.27)) é equivalente a (4.3)).
De fato, se z = 0 em (4.27)), entdo temos a validade de (4.3)), ou seja,

lim ¢(t) loglog &(t) = 0.
t—00

Antes de mostrarmos que (4.3]) implica em (4.27)), note que, por (4.3)) e (4.23)) , segue

que
tlgglo 5(t[log£(t)r) log log£(t[log£(t)]z) = ylggo e(y)loglog&(y) = 0, (4.28)

uniformemente localmente em z.

Agora, se (4.3]) ocorre, sendo & nao-decrescente, por (4.24) e (4.28)), segue

que

0 = lim |e(¢t[log&()]") loglog & (¢[log £(1)]°)|

t—o00

> lim |e(¢[log&(t)]7) loglog &(t)| > 0

t—o00

e a convergéncia é uniformemente localmente em z, de forma que temos a validade de

[@27).

Logo, por (4.25)), (4.26) e (4.27)), temos que a condigao (4.3]) é suficiente
para (4.2)), o que conclui a prova do lema.

U
Com as provas dos Lemas [4.1], [4.2] e [4.3] concluimos a prova do Teorema [4.1]
Prova do Teorema [4.1] Suponha F' € D,(H,,) e defina
L(z) =2%(1 - F(e")) € RV,.

Pelos Lemas e mostramos a equivaléncia entre a propriedade dos grandes
desvios (4.1)) e a condigao (4.2)). J& no Lema mostramos que (4.3]) é uma condigao

suficiente para a validade de (4.2)) e, consequentemente, para a ocorréncia de grandes

desvios, o que conclui a prova do teorema.

O
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4.2 Caso F € Dy(H,,)

Nesta segao, consideramos o caso em que F' € D,(H,,), onde Hy , é descrita
na Proposicao 2.5(b). Neste caso, pela Proposigao 2.6(b), temos que 0 < r(F) < oo,
1 — F(r(F)exp{—1/z}) € RV_, e as constantes estabilizantes podem ser escolhidas

an,=71(F) e B, =log (%) .

CcOomo

1 <
Lembrando que F< (1 —1/n) = (25) " (n).
No teorema a seguir sao apresentadas condicOes necessarias e suficientes
para que a propriedade dos grandes desvios (4.1) seja valida. Tais condigoes sao base-

adas no comportamento da funcao lentamente variante
L(z) =2“[1 — F (r(F)exp{—1/2})] € RV,. (4.29)

Teorema 4.2 Suponha F € D,(Hy,), com r(F) € (0,1] e seja {x,} uma sequéncia
estritamente crescente, x, T r(F). A propriedade dos grandes desvios ocorre
se, e somente se, existe uma fun¢ao nao-decrescente &(t) com &(oco) = r(F) tal que

§(B1) = n e
 L(thogg (1))
fm (D)

uniformemente localmente em ¢ € [0,00), onde L € dada em . Mais ainda, se L
tem representacao de Karamata com £(t) satisfazendo

=1 (4.30)

tlgglo e(t) log [log £’l(t)}_1 =0, (4.31)

entao temos a validade de .

Note que a condigao (4.31)) do Teorema pode ser reescrita como

log [log §_l(t)}_1 =o(c7!(t)), t— oo.

Observacao 4.1 Feng e Chen [12] ndo consideraram a restricio r(F) € (0,1] no
Teorema[4.3 A demostragio do teorema nao foi apresentada sob a argumentag¢ao de
que ela € andloga d prova do Teoremal.1. Entretanto, ao detalharmos a demonstragao,
observamos que para que a funcao loglog&~'(t) esteja bem definida, precisamos
garantir que log&~'(t) > 0 para t suficientemente grande. Como &(oo) = r(F) €
(0,00), caso r(F) > 1, teriamos log £~ (00) < 0.

Assim como na demonstracao do Teorema [4.1, para a demonstracao do
Teorema 4.2l podemos recorrer aos resultados de grandes desvios de extremos sob nor-

malizagao linear apresentados na Secao do Capitulo [, tendo em vista a relacao
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entre Hy, e ®,. De fato, y > 0, temos 0 < e~/¥ < 1, entdo podemos obter

Hy, (e_l/y) = exp {—( — log(e_l/y))a} [(071)(6_1/31)
= exp{—y “}Ho,0)(¥)
= D,(y), (4.32)

em que I4(x) denota a fungao indicadora de A C R.
A demonstracao do Teorema sera feita por meio de trés lemas. Para
isso, defina
0, se x <0,

Glw) = { F(r(F)e /), se x>0,

Como 0 < r(F) < oo, podemos obter

r(G) = sup{z>0;F (T(F)e_l/x) <1}
= sup{z > 0;7(F)e™'/* < r(F)}
= Sup{x>0;e*1/m<1}

= o
e, como 1 — F (T(F)e_l/’”) € RV_,, temos, para x > 0,

1-G(tx) . 1=F(r(F)eVt) |
b Tm AT Reme ) 3

Além disso, para x > 0, temos 3,z >0 e

6t = (P {2 )

= " <an !e_l/”|5n sign (e_l/x)> — Hy,, (6_1/9”) = d,(z), (4.34)

ou seja, as constantes de normalizacio de G podem ser escolhidas como a, = ;! e
b, = 0.

A seguir apresentamos o primeiro lema para a prova do Teorema 4.2 Es-
sencialmente, utilizaremos que G € D;(®,) e, assim, pelo Lema obtemos uma

condicao equivalente a propriedade dos grandes desvios.
Lema 4.4 Suponha F € D,(Hy,). A propriedade dos grandes desvios € equiva-

lente a condicao
L(B; Y~ logy,| !
i LG loey )
n—00 L(ﬂ_l)

n

em que L(z) = 2* (1 — F (r(F)e ")) € RVp e {x,} € tal que z, T r(F) ey, = O(x,).

(4.35)
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Prova. Suponha F € D,(H,). Por (4.33), podemos escrever
L(z) =2%(1 - G(y)) € RV%.

Tomando uma sequéncia {z,} tal que z, > 0 e y, = e~ /> e usando (4.32)) e (4.34),
temos que

1— Fn B gi L (r( FY | |Bo
lim (Qnlyn|™ signlyn)) _ . (r(£)]yn|™)
n—00 1-— H27a(yn) n—00 1-— H27a(yn)
1—F" (T(F) exp {—5_11 })
— 1 L Zn
n1—>nolo 1— H2’a<e—1/zn)
1—@Gn» -1 "
lim L= G 2n), (4.36)

nooo 1 —®,(2,)

Em outras palavras, nos diz que, se F' € D,(Hy,), entdo a propriedade dos
grandes desvios (poténcia) ocorre se, e somente se, a propriedade dos grandes
desvios (cldssico) ocorre para G € Dy(®,).

Como G € D;(®,), pelo Lema , a propriedade dos grandes desvios

é equivalente a condigao

L(B, " 2n)

lim ————= = 1.

n—oo L(ﬁfl)

Assim, (4.1]) ocorre se, e somente se,
L -1 -1 " -1 -1
i L5 L08T) LG m)
n—oo L(ﬁfl) n—oo L(ﬂ;l)

n

O

No préximo lema, utilizando o Lema [£.4] mostramos a equivaléncia entre a
propriedade dos grandes desvios e a condicao do Teorema . Assim como
na prova do Teorema , considerando que G' € D;(®,,), podemos nos basear na prova
do Lema [3.2

Lema 4.5 Considere as mesmas hipdteses do Teorema[{.2 As condigdes (do
Teorema e (do Lema sao equivalentes.

Prova. Primeiramente, suponha a validade de (4.30). Vamos mostrar (4.35) quando
logy, — r(F) e

[_ log yn] < A[_ log xn] (437)

Sendo r(F) € (0,1], z,, T r(F') estritamente crescente, entdao — log x,, > 0 para n grande
e, assim, tomando o logaritmo em ambos os lados de (4.37]), obtemos que

log[—log y,] < log A + log[— log z,,].
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Dividindo ambos os lados por log[— log z,,| segue que

log[—logyn] _  logA

1. 4.
log[—log 2, ~ log[—logz,] (438)
Tomando {4, } de tal forma que
log[— log y]
08l 08 Unl 4.39
log[— log x,,] (4.39)

entdo, por (4.38), temos que {d,} é limitada, pois, como z, T r(F), a sequéncia

—log[lfif;xn} é convergente. Agora, usando que £ (3, ') = z,, em (4.39)) obtemos

—logy = [~ logz,)™ = [~ log&(5,1)]"". (4.40)

Como 87! = [log(r(F)/F<(1—1/n))]"" = oo e {6,} é limitada, pela validade de
(.30) e (4.40), segue que

iy BB log €051 )
s L(BT) oo L(5,")

n

=1,

o que prova a validade de (4.35)).
Reciprocamente, suponha a validade de (4.35)). Entao para toda sequéncia
{6n} € [0,1]* = {(u1,ug, -+ );u; € [0,1],4 =1,2,---}, definimos a sequéncia {y,} de
tal forma que satisfaga (4.40)), i.e,
—logy, = [~ log z,,]°".
Usando argumentos similares aos usados na segunda parte da prova do Lema po-

demos mostrar que y, = O(z,,).

Assim, por (4.35)) temos que

LBy [ loga,] ) . L(B, [~ logy.] )
A L(B,Y) = LB

n n

=1. (4.41)

Por (4.33)) e (4.34) temos que G™(83;'z) — ®,(x). Agora, assim como na prova do
Lema [3.2] defina
§(t) =z, para te (5", B.1) (4.42)

n(t) = sup{n; 5, ' <t}.
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Assim,
(Bu) " <t < (Bugr) (4.43)

e similarmente & prova de (3.17)), (3.16) e (3.17) do Lema [3.2, podemos mostrar que

Bn ~ Bpy1, quando n — oo,

ou ainda,

Bty ~ Bny+1, quando n — co.

Dividindo ambos os lados de (4.43)) por (ﬁn(t))fl obtemos que

t - (5n(t)+1) -

I < -1 1
(Buty) (Buty)

—1, t— o0, (4.44)

ou seja,
-1
t~ 5n(t). (4.45)

Sendo £, = log(r(F)/F<(1 —1/n)), log crescente e F* (1 — 1/n) nao-decrescente,
segue que {3, 1} é nao-decrescente. Como {z,} é estritamente crescente, a fungao &(t)
definida em (4.42)) é ndo-decrescente. Além disso, {(oc0) = r(F).

Agora, como ¢ é nao-decrescente, logx é crescente e {6,} C [0,1]*, por

([4.43), podemos obter

1< t [_ log (f(t))}_(sw (5n(t)+1)_1 [_ log (5 <(ﬁn(t)+1)_1>>] - .
o) [ (6 (o) NI o) [ (¢ (G )

Como Bty ~ Bu(t)+1, quando t — oo, temos

dt

= 1og (60)] 7 ~ () [0 (¢ () )] o)

quando t — oo, e, como & (8;!) = x,, entao (4.41) pode ser reescrito como

— (6;1 [~ log (¢ (5;1))]“5”)
oo L(3,")

= 1. (4.47)

Sendo &(o0) = 7(F) e {6,} C [0,1]*, temos que ¢ [—log (f(t))}_am — 00, quando
t — oo. Além disso, por ([4.46) e pela Proposicao [L.7(i), temos que

L (¢ [~1og (€0)] ") ~ L (87 [~ log (6(Bu))] ™) . ¢ = o0.
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Segue de (4.47) que

i (t [~ log (5(”)]_M> i (@7&) [—log (5(5n(t>))}_5m>
o0 L(t) e L(B;(}e))

=1, (448

e, como {0,} foi escolhida arbitrariamente em [0, 1]*°, (4.30) ocorre uniformemente
para d € [0, 1]. Podemos estender este resultado para uma convergéncia uniformemente

localmente em 0 € [0,00) seguindo os mesmos passos indicados na prova dos Lemas
ed2

O

O préximo lema, juntamente com o Lema [£.5] nos garante que a condigao
(4.31) ¢ suficiente para a ocorréncia de grandes desvios quando F' € D;(Hs,).

Lema 4.6 Suponha que F € Dy(Hs,), com r(F) € (0,1]. Se
Lz)=a2"[1-F (T(F)efl/:”)} € RV}

tem representacao de Karamata com £(t) satisfazendo ({{-31), para alguma fungao
&(t) nao-decrescente e tal que £(0o0) = r(F), entdo a condigio (4-30) € vdlida.

Prova.
Primeiramente, como & é nao-decrescente e £(00) = r(F') € (0, 1], temos que
t[ - log(f(zf))]ﬂS — 00, quando t — oo, (4.49)

uniformemente localmente em § € [0, 00).
Sendo L(x) = z* [1 —F (T(F)e_l/:”)} € RV, pela Proposicao , obtemos
que L tem representacao de Karamata com

lim ¢(z) = ce€(0,00),
T—r00
tliglo e(t) =0,

o que implica em

e (¢ rog(e()]) ")
c(t)

=1+o0(1), t— oo.

Assim,

L(t[=108@)] ") e (t[—tog(e@)] ") exp { fTH u e (udu}
L(t) c(t) exp {ff u*ls(u)}
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t[—log(&(t)))~°
= (14 o(1))exp {/t ula(u)du} , (4.50)

de forma que, quando ¢ — 00, o quociente —L(t[*loLg((f)(t))]fé)

memente localmente em 0 se, e somente se, a integral em (4.50) converge para zero

converge para 1, unifor-

uniformemente localmente em §. Fazendo a mudanga de variaveis

- logu — logt
log [— log (f(t))]

na integral em (4.50]), obtemos que

-1

t= log(6()] 5 _z .
/t u te(u)du = /0 e(t[—log (£(t))] 7 )log [~log (&())]  dz.  (4.51)

Dessa forma, a integral em (4.50) converge para zero uniformemente localmente em §

desde que
1

lim & (¢ [—log (£(2))] _Z) log [—log (£())] ~ =0, (4.52)

t—o0

uniformemente localmente em z. Observe que (4.52)) ocorre se, e somente se, (4.31)) é
véalido. De fato, se z =0 em ([4.52)), entao temos a validade de (4.31)), ou seja,

lim e(t) log [—log (£(¢))] )

Agora se (4.31]) é vélida, por (4.49) temos

-1

Jim e (2 [—log (£(1))] ") log [ log (& (¢ [~ log (€(E)] )]~ = lim e(y)log[—log £(y)]™*
- 0, (4.53)

uniformemente localmente em z.

Agora, para mostramos (4.52)), provemos que, para ¢ suficientemente grande

og [ (¢ (¢ - ()] 7))

-1

> ‘IOg [—log (£(1))]

(4.54)

Para isso, suponha primeiramente que r(F) € (0,e™!). Como £(c0) = r(F), segue para
t suficientemente grande que &(t) < e”! e, equivalentemente, log[—log&(t)]™" < 0.
Logo, como ¢ é nao-decrescente, segue (4.54)).

No segundo caso, consideramos r(F) € [e7!,1) e a argumentagao é andloga.

Portanto, de (4.53)) e (4.54)), segue (4.52), o que conclui a prova do lema.
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Com as provas dos Lemas [4.4], [4.5] e [4.6] concluimos a prova do Teorema [1.2]
Prova do Teorema [4.2] Suponha F € D,(H,,) e defina
L(z)=a2"[1-F (T(F)e_l/"”)] € RV,.

Pelos Lemas[4.4)e[4.5], mostramos a equivaléncia entre a propriedade dos grandes desvios
[ 1) e a condi¢ao ([£.30). J& no Lema [4.6] mostramos que ([£.31) é uma condigao

suficiente para a validade de (4.30)) e, consequentemente, para a ocorréncia de grandes

desvios, o que conclui a prova do teorema.

4.3 Caso F € Dy(Hs,)

Nesta secao, analisamos o caso em que F' € D,(Hs,), onde Hs, é descrita
na Proposigao [2.5]c). Neste caso, pela Proposigao [2.6]c), temos que

r(F)=0, 1—F(—e ") €RV_,

e as constantes estabilizantes podem ser escolhidas como

o, =1 e Bn:—log(—F“ (1—l))
n

Condicoes necessarias e suficientes para a validade da propriedade de gran-

des desvios (4.1)) sdo apresentadas no teorema a seguir.

Teorema 4.3 Seja F' € D,(Hs,) e {x,} uma sequéncia de nimeros reais estritamente
crescente, com x, T r(F) = 0. A propriedade de grandes desvios ocorre se, €
somente se, existe uma fungdo nao-decrescente £(t) com (o0) = 0 tal que &(B,) = xp

e o L= los(~€0)))
T

=1 (4.55)

uniformemente localmente em 6 € [0,00), sendo L(z) = z*(1 — F(—e™*)) € RV,.
Além disso, se L tem representacao de Karamata com

lim e(t) log[— log(—&(t))] = 0, (4.56)

t—o00

entao temos a validade de .

Note que a condigao (4.56) do Teorema pode ser reescrita como
log[—log(—£(t))] = o(e7'(¢)), t — oo.
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Assim como nos casos anteriores, a demonstragao do Teorema[£.3]é baseada

na seguinte relacao entre 3, e ®,: paray >0

Hi.(—e™) = exp {—( — log(e’y))_a} I 1) (—e™)
= exp{—y “}Ho,0)(¥)
= O,(y), (4.57)

em que I4(x) é a funcdo indicadora de A C R.
Aqui também, a demonstracao do Teorema sera feita por meio de treés

lemas. Para isso, defina

0, se y <0,
Gly) = _
F(—e™), se y>0.

Entao, como 1 — F(—e ) € RV_, e r(F) = 0, podemos mostrar que 1 — G € RV_, e
r(G) = co. Pela Proposi¢ao 2.2)(a), segue que G € D;(®,) e para x > 0, como 3, > 0,

obtemos

G"(Bpx) = F" (—e_w")
= (=™

= F"(an| — e |Prsign(—e ™)) = Hz o (—e7*) = ®a(z), (4.58)

ou seja, as constantes de normalizacao de G podem ser tomadas como sendo a,, = 3,
eb,=0.

A seguir, apresentamos o primeiro lema para a prova do Teorema [4.3| Es-
sencialmente, utilizaremos que G € D;(®,) e, assim, pelo Lema obtemos uma

condicao equivalente a propriedade dos grandes desvios.
Lema 4.7 Suponha F' € Dy(Hs,). A propriedade dos grandes desvios é equiva-

lente a condicdo
L(/Bn(_ log(_yn)))

lim —1, 4.59
n—00 L(ﬂn) ( )
em que L(z) = 2*(1 — F(—e™™)) € RVy e {x,} wma sequéncia de nimeros reais

estritamente crescente, com x, T r(F) =0 e y, = O(z,).
Prova. Suponha F' € D,(Hs,). Como 1 — G € RV_,, entao

L(z) =2%(1 - G(y)) € RV,.

Considere uma sequéncia {z,} tal que y, = —e~*". Escolhendo «,, = 1 e usando (4.57)
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e (4.58)), temos que

o L F ey sign(y,)) L= F"(= |yl ™)
n—o0 1-— Hg}a(yn) n—oo 1 — H3,a(yn>
1 — F(—e Pn2n)

pr— 1'
ntvso 1 — Hyo(—e )
1 _ n
_ i LG (Buza) (4.60)

n—oo | — (I)a(zn)

Em outras palavras, nos diz que, se F' € D,(Hs,), a propriedade dos grandes
desvios (4.1]) (poténcia) ocorre se, e somente se, a propriedade dos grandes desvios
(cldssico) ocorre para G € Di(®,).

Como G € D;(®,), pelo Lema , a propriedade dos grandes desvios
¢ equivalente a condigao

lim = 1.
n—o0 L(ﬂn)
Assim, (4.1]) ocorre se, e somente se,
L n -1 —9n n<n
i LOelZlos ) LBuz)
n—o0 L(ﬂn) n—oo L(ﬁn)

O

No préximo lema, utilizando o Lema [4.7] mostramos a equivaléncia entre a

propriedade dos grandes desvios (4.1)) e a condicao (4.55)) do Teorema . Novamente,
considerando que G € D;(®,,), podemos nos basear na prova do Lema

Lema 4.8 Considere as mesmas hipdteses do Teoremalf.3 Entao sio equivalentes as

condigoes (do Teoremal4.) e (do Lemal[{.7).

Prova.

Suponha a validade de (£.55)). Vamos mostrar (4.59) quando — log(—y,) — oo e
[—log(—yn)] < A[—log(—y)]. (4.61)

Tomando {4, } de tal forma que

_ log[—log(=yn)]
" log[—log(—y)]”

por (4.61]), temos que
5 < log A

"= fog—log(—ay)] T -
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Como x,, 1 0, temos que o lado direito da desigualdade é convergente e, assim, {0, } é

limitada. Além disso, usando que £(f3,,) = ,, obtemos

—log(~ya) = [~ log(—wa)]™ = [~ log(—£(5,))]"". (4.62)

Como 3, = —log (— F=(1 —1/n)) = oo e {4,} ¢ limitada, pela validade de (4.55) e
(4.62), segue que

o L1050 _ L, log(—€(5,))]")
n—00 L(ﬁn) n—00 L(ﬁn)

o que prova a validade de (4.59).
Reciprocamente, suponha a validade de (4.59). Entao para toda sequéncia

{6,} € [0,1]* = {(uy,ug,---);u; € [0,1],4 = 1,2,---}, definimos a sequéncia {y,} de
tal forma que satisfaga (4.62)), ou seja,

=1,

—log(—yn) = [~ log(—,)]"".

Seguindo argumentos semelhantes a prova da segunda parte do Lema podemos
mostrar que y, = O(x,), pois z, T 0 quando n — co. Assim, por (4.59) temos que

o LBl log(—aa)™) L L(Ba(=log(=yn)))
n—00 L(ﬁn) n—00 L(ﬁn)

Por ([4.58) temos que G™(8,z) — ®o(z). Assim como na prova do Lema [3.2] defina

=1. (4.63)

f(t) = Tp, DpPara te [BnaﬁnJrl) (464)

n(t) = sup{n; B, < t}.

Assim,
By <t < Bny+1 (4.65)

e analogamente & prova do Lema [4.2] podemos provar que

Bugty ~ Buy+1 € t~ Buw), quando ¢ — oo. (4.66)

Sendo 3, = —log (—F* (1 —1/n)), log crescente e F'* (1 —1/n) ndo-decrescente, segue
que {8, } é ndo-decrescente. Como {z,} é estritamente crescente, a funcao £(t) definida
em (4.64) é nao-decrescente. Além disso, £(oc0) = 0.

Como ¢ é nao-decrescente e log x é crescente, {d,} C [0,1]>°, usando (4.67)),

podemos obter

68



< t [~ 1log (—&(t))]"™ _ B [—log ( — €(Bui+1))]
" Bur [10g (= EBan )] Bugy [~ log (— E(Bue))] "

?

e. como By ~ Bu(r)+1, temos

t [~ log (= £(1)]"") ~ Bay [~ log (= &(Bue))] " (4.67)

quando t — 00.

Observe que por (4.64), podemos reescrever (4.63]) como

L [tos (- )] ")
nboo L(B,)

= 1. (4.68)

Sendo &(c0) = r(F) = 0 e {6,} C [0,1]*, temos que ¢ [— 10g(_£(tm6m — 00,
quando ¢ — oco. Além disso, por (4.67)) e pela Proposicao (i), temos que

L (¢ [~1og (= &()]™) ~ L (Buy [~ 105 (= &(Bu))] ™)

quando t — oco. Segue de (4.68) que

—log ( — Oyt o [—1log (— » ¢
th<t[ log (—£(1))] >=th<ﬁ()[ log (= £(Buw))] >:1

t—o0 L(t) t—o00 L(Bn(t)) ’

(4.69)

e, como {0,} foi escolhida arbitrariamente em [0, 1]*°, (4.55) ocorre uniformemente
para 0 € [0, 1]. Podemos estender este resultado para uma convergéncia uniformemente

localmente em § € [0,00) seguindo os mesmos passos indicados na prova dos Lemas

B2eld2
]

O préximo lema, juntamente com o Lema [4.8, nos garante uma condig¢ao
suficiente para a ocorréncia de grandes desvios quando F € D;(Hs,), baseada na
representagao de Karamata (1.7) de L(z) = 2*(1 — F(—e™®)).

Lema 4.9 Seja F € D,(Hs,). Se L(x) = 2%(1 — F(—e™™®)) € RV, tem repre-

sentacao de Karamata com e(t) satisfazendo (4.50) para alguma funcdo &(t)
ndo-decrescente e tal que £(oo) = 0, entdao temos a validade de , ou seja, L

¢ &1 — ssv, em que & (t) = log[—log(—£(t))].

Prova. Para t suficientemente grande, sendo £ nao-decrescente e £(o00) = 0, podemos
considerar £(t) > —e™!, de forma que [ — log(—¢ (t))]6 > 1 uniformemente localmente
em ¢ € [0,00).
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Assim,
t[— log(—¢(1)]" >t

e, consequentemente,
t[— log(—f(zf))](S — 00, quando t — oo. (4.70)
Além disso, para t suficientemente grande, temos que
5
~log (—¢(t[ ~ log(~£()]) ) = —log (— £(1)). (4.71)

Sendo L(z) = z%[1 — F(—e™*)] € RV, pela Proposicao , obtemos que L tem
representacao de Karamata (1.7]) com

lim ¢(z) = ce€(0,00),
T—00
tlgglo et) = 0,

o que implica em S
e (t[ - 10g(—£®)]")
c(t)

=1+4o0(1), t— oo.

Assim,

L (t[ — log(—f(t))}(s) e (t[ - 10g(—§(t))]5> exp {ff[_ log(—€(®)° u‘ls(u)du}
L(t) B c(t) exp {flt u‘ls(u)}

t[—log(—¢(1)]°
= (14 o(1))exp {/t u_ls(u)du} : (4.72)

L(t[~log(—£(1)]°)
L(t)

memente localmente em 0 se, e somente se, a integral em (4.72) converge para zero

de forma que, quando ¢ — o0, o quociente converge para 1 unifor-

uniformemente localmente em 4.

Fazendo a mudanga de variaveis

L (logu — logt)
log (—log (—£(1)))

na integral em (4.72)), obtemos que

- log(—€£())° 5 .
/t we(u)du = /O St [~ log (— £(8))]7 ) og [~ log ( — €())] dz. (4.73)

Dessa forma, a integral em (4.72)) converge para zero uniformemente localmente em ¢
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desde que
lim e(t [—log (—&(t))]7) log [-log ( — £(1))] =0, (4.74)

t—o00

uniformemente localmente em z. Observe que (4.74]) ocorre se, e somente se, (4.56)) é
véalido. De fato, se z =0 em ([4.74]), entao temos a validade de (4.56)), ou seja,

tliglo e(t)log [—1log (—&(t))] = 0.

Antes de mostrarmos que (4.56)) implica em (4.74]), note que, por (4.56)) e (4.70) , segue
que para y =t [—log (— §(t))r temos

fim e (¢ [~ log (=¢(¢))]7) log [ log (=€ (¢ [~ log (=£(1))[))] = lim e(y) log[—log(—¢(y))]
=0, (4.75)

uniformemente localmente em 2.

Agora, se (4.56)) ocorre, sendo £ nao-decrescente, por (4.71]) e , segue

que

0 = lim |e(t[—log (—&(t)]7)log [—log (=& (t [~log (—£(1)]7))]|

t—00

> lim }5(2? [— log ( — §(t))r) log [— log ( — §(t))” >0

t—00

e a convergéncia é uniformemente localmente em z, de forma que temos a validade de
(14.74]).

Logo, por (4.72)), (4.73)) e (4.74]), temos que (4.56) ¢ uma condigao suficiente

para (55).

U

Com as provas dos Lemas [4.7] [4.§ e [1.9) concluimos a prova do Teorema [4.3]
Prova do Teorema [4.3] Suponha F' € D,(Hs,) e defina
L(z) =21 — F(—e )] € RV,.

Pelos Lemas[4.7e[4.8] mostramos a equivaléncia entre a propriedade dos grandes desvios

{.1) e a condigao (£.55). J&4 no Lema [4.9] mostramos que ([£.56) é uma condigao

suficiente para a validade de (4.55)) e, consequentemente, para a ocorréncia de grandes
desvios, o que conclui a prova do teorema.
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4.4 Caso F € Dy(Hy,)

Nesta segao, consideramos o caso em que F' € D,(Hy,), onde Hy , é descrita
na Proposigao [2.5(d). Neste caso, pela Proposigao [2.6(d), temos que

r(F)<0 e 1—F(r(F)exp{l/x}) € RV_,.

Além disso, as constantes de estabilizacao podem ser escolhidas como

Fe(l— 1/n)> |

a, =—r(F) e anlog( (P

No teorema a seguir sao apresentadas as condicgoes suficientes e necessarias
para a validade da propriedade dos grandes desvios .

Assim como nos teoremas anteriores, o seguinte resultado é obtido utilizando
a funcdo L(z) = z* [1 — F(r(F)exp{1/z})] € RV, apresentada na Observagao [2.2| da
Segao 2.2 do Capitulo

Teorema 4.4 Suponha F € Dy(Hy,) com r(F) < —1 e {z,} estritamente crescente,
x, T r(F). A propriedade de grandes desvios ocorre se, e somente se, existe uma
fun¢do nao-decrescente (t) com &(oo) = r(F) tal que £(B8,1) =z, e

L (tPog(—¢1)] )
S, (D)

=1 (4.76)

uniformemente localmente em & € [0,00), sendo L(z) = z® (1 — F(r(F)exp{l/z})).
Além disso, se L tem representacao de Karamata com

lim (t) log [log(—&(t)] ™" = 0, (4.77)

t—o00

entao temos a validade de (4.76]).

Observe que a condigao (4.77) do Teorema pode ser reescrita como

log [log(—¢(1))] " = o(e™!(t)), t — oo,

Observacao 4.2 Feng e Chen [12] apresentaram o Teorema sem considerar a
restricdo r(F') < —1. Para justificar o acréscimo desta hipotese, destacamos que para
a fungao loglog(—&(t)) estar bem definida, precisamos garantir que log(—£(t)) > 0

para t suficientemente grande. Como &(oc) = r(F) < 0, caso r(F) > —1, teriamos

log(=¢(o0)) < 0.

Usando o mesmo raciocinio das se¢oes anteriores, podemos mostrar que para
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y>0

Hy, (—el/y) = exp {— (log (el/y))a} I —oo-1) (—el/y) = d,(y), (4.78)

em que, I4(x) é a funcdo indicadora no conjunto A C R.

Através desta relagdo, assim como na prova dos Teoremas [£.1] e 4.3
podemos recorrer aos resultados de grandes desvios dos extremos sob normalizacao
linear apresentados na Segao [3.1 do Capitulo [3]

Para isso, defina

0, se y<0,

G(y) :{ F(r(F)ev), se y>0.

Entdo, como 1—F (r(F)e'/¥) € RV_, er(F) < —1, podemos mostrar que 1—G € RV_,,
com 1(G) = oo e, pela Proposigao , segue G € Dy(P,). Além disso, para x > 0,
usando a relacdo em (4.78), como F' € D,(H,,) com o, = —r(F') segue que

G () = F (T(F)exp{ @;111;})
o <an |—e'/=|™" sign (—el/w)) s Hyg (—€/7) = By (), (4.79)

ou seja, as constantes de normalizacao de G podem ser tomadas como sendo a,, = 3,
eb,=0.

A seguir apresentamos o primeiro lema para a prova do Teorema 4.2l Es-
sencialmente, utilizaremos que G € D;(®,) e, assim, pelo Lema obtemos uma

condicao equivalente a propriedade dos grandes desvios.
Lema 4.10 Suponha F' € Dy(H,,). A propriedade dos grandes desvios € equi-

valente a condi¢ao
L(Blog(—y,)]
i 2 loa(wa) ) _
n—oo L(ﬂfl)

n

em que L(z) = 2* (1 — F (r(F)e'/*)) € RVy e y,, = O(x,,).

(4.80)

Prova. A prova segue essencialmente o mesmo raciocinio das provas dos Lemas 4.1},

e [4.7] das secoes anteriores.

Suponha F' € D,(H,,). Podemos escrever
L(z) =2%(1 - G(y)) € RV%.

Tomando uma sequéncia {z,} tal que z, > 0 e y, = —e'/* e usando as igualdades
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(4.78) e (4.79)), podemos obter que
1— Gn(ﬁrjlzn)

n—00 1— H4,a(yn) n—oo 1 — (I)a(Zn)

Assim, se F' € D,(H,,), a propriedade dos grandes desvios (poténcia) ocorre se, e
somente se, a propriedade dos grandes desvios (classico) ocorre para G € Dy(®,,).
Como G € D;(®,), pelo Lema , a propriedade dos grandes desvios
¢é equivalente a condicao
L(B, ' 2n)

lim ————==1-

n—o0 L(ﬁ;l)
Assim, como z, é tal que y,, = —e'/*" segue que (4.1)) é equivalente a (4.80)).
O

No préximo lema, utilizando o Lema 4.10, mostramos a equivaléncia entre a
propriedade dos grandes desvios (4.1]) e a condi¢ao (4.76]) do Teoremalft.4 Novamente,
considerando que G € D;(®,), podemos nos basear na prova do Lema

Lema 4.11 Considere as mesmas hipdteses do Teorema [{.4. Entdo sao equivalentes

as condigoes (do Teoremal{.4)) e (do Lemal{.10).

Prova.

Suponha a validade de (4.76]). Vamos mostrar (4.80) quando log(—y,) — log(—r(F))

e
log(—ya)] < Allog(—x,)]. (4.81)
Considerando
_ log[log(—yn)]
" logllog(—x,)]’
Como x,, T r(F'), usando , podemos mostrar, analogamente ao que foi feito nas
provas dos Lemas e[4.8] que a sequéncia {4, } é limitada. Como, por hipétese,

B =z, e B = [log(F(1— 1/71)/7“(F))]71 — 00 segue de que

- L(ﬁ;l[log(—yn)]_l) ~ lim L(ﬁgl[log(_f(ﬁﬁl))]_én)
n—o0 L(ﬁ_l) n—00 L(ﬁ_l)

n n

n>1.

=1,

o que prova a validade de (4.80)).

Reciprocamente, suponha a validade de (4.80). Entao para toda sequéncia
{6n} € [0,1]* = {(uy,ug, -+ );u; € [0,1],5 = 1,2,--}, definimos a sequéncia {y,} de
tal forma que log(—v,) = [log(—z,)]°".

Como 7(F) < —1 e z, T r(F), podemos mostrar, usando um raciocinio
semelhante aos utilizados nos Lemas [4.2] [1.5] e [4.§ que y,, = O(z,).
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Assim, por (4.80) temos que

i LB fog(—xa)]™) LB, llog(~y.)] )
e L) neeL(5)

=1. (4.82)

Por (4.79) temos que G™(3,'z) — ®,(x). Assim como na prova do Lema defina

£(t) =x,, para te B, B1) (4.83)

n(t) = sup{n; 8,1 <t}.

Usando as mesmas ideias do Lema (e também dos Lemas , e , podemos
provar que
B ~ Bnwy+1 € T~ ﬁ;(lt), quando t — oo. (4.84)

Sendo S, = log(F*< (1 — 1/n)/r(F)), logx crescente e F* (1 — 1/n) nao-decrescente,
segue que {3, '} é nao-decrescente. Como {z,} é estritamente crescente, a fungao &(¢)
definida em (|4.83) é nao-decrescente. Além disso, {(oc0) = r(F).

Como ¢ é nao-decrescente, logx é crescente e sendo {0,} C [0, 1]*°, usando
(4.84)), podemos obter

¢ [log ( - 5(75))} BN 5;(1@ [log (—5 (5&1)))} e ) (4.85)

quando t — oo.
Sendo &(c0) = r(F) e {0,} C [0,1], temos que ¢ [log ( — £(t))}_5m — 00,
quando ¢ — co. Além disso, por (£.85)) e pela Proposi¢ao [1.7]1i), temos que

L (t [log (—&(t))] ”””) ~ L (@I&» [log (= £(Buw))] _(””) :

quando t — co. Agora, como £(3,1) = x,, entdo segue de (4.83)) que

I L (t [log (— 5(’5))]_%) — L (@Zé) [log (- f(ﬁnu)))]_ém) —1

(4.86)

e, como {0,} foi escolhida arbitrariamente em [0,1]*°, (4.76) ocorre uniformemente
para d € [0,1]. Podemos estender este resultado para uma convergéncia uniformemente

localmente em 0 € [0,00) seguindo os mesmos passos indicados na prova dos Lemas

B2 ed2
]

O proximo lema, juntamente com o Lema [4.11] nos garante uma condigao
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suficiente para a ocorréncia de grandes desvios quando F' € D;(H,,), em termos da
representagao de Karamata de L(z) = z* [1 — F (r(F)e'/*)] € RVj.

Lema 4.12 Suponha F € D,(Hy,) e r(F) < —1. Se L(z) = 2® [1 — F (r(F)e'/*)]
tem representacao de Karamata com £(t) satisfazendo ([4.77) para alguma fungao
nao-decrescente £(t) tal que £(o0) = r(F), entdo a condi¢do (4.76) ¢ vdlida.

Prova.

Para t suficientemente grande, sendo £ nao-decrescente e £(00) = r(F) < —1, temos
que
t[log(—£(1))] 0 5 00, quando t — oo, (4.87)

uniformemente localmente em § € [0, 00).
Sendo L(z) = 2* [1 — F (r(F)e'/*)] € RV;, pela Proposicao obtemos
que L tem representacao de Karamata com

lim ¢(x) =c€ (0,00) e lime(t) =0,

T—00 t—o00

entao por (4.87) temos

L(tfog(=¢@)] ") e (t[tog(=€e)] ") exp { [T e (udu }
L(t) c(t) exp {ff u*le(u)}

tllog(—¢(1)]~°
= (1+o(1))exp {/t ule(u)du} . (4.88)

Fazendo a mudanca de variaveis

L logu — logt
log [log ( — 5(75))]

na integral em (4.88]), obtemos que

-1

tlog(~¢(1)]~? 5 . .
/t u te(u)du = /o et [log (—&(t))] ") log [—log (£(2)] dz.  (4.89)

Dessa forma, a integral em (4.88)) converge para zero uniformemente localmente em §
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desde que
1

tliglog(t [log (—&(t))] ") log [log (—&())] =0, (4.90)

uniformemente localmente em z. Observe que (4.90]) ocorre se, e somente se, (4.77)) é
véalido. De fato, se z =0 em (4.90]), entao temos a validade de (4.77)), ou seja,

. -1
tlg?o e(t)log [log (—&(1))] ~ =0.
Agora, se ([4.77)) ocorre, entao por (4.87)) temos

lim e(¢ [log (—&(t))] ") log [log <—§ (t [log (—&(¢))] _Z)>] T 0, (4.91)

t—o00
uniformemente localmente em z.
Para mostramos a validade de (4.90]), basta ver que para t suficientemente
grande

log [log <—§ (t log (— §(t))}_z>)} - > ’log log (— §(t))}_1 .

(4.92)

Para isso, vamos considerar primeiramente o caso em que 7(F') < —e. Como
&(00) = r(F), entao, para t suficientemente grande, temos que £(t) < —e e, consequen-
temente, log [log(—£(t))] ™" < 0. Dessa forma, como £(t) é nio-decrescente, podemos
obter (4.92). No segundo caso, consideramos 7(F) € [—e, —1) e a argumentacio segue
de forma analoga.

Portanto, de (4.92)) e (4.91) obtemos (4.90).
U

Com as provas dos Lemas .10, [£.11] e [£.12] concluimos a prova do Teorema

44
Prova do Teorema [4.4] Suponha F € D,(H,,) e defina
Lz)=a2"[1-F (T(F)el/z)] € RVj.

Pelos Lemas e mostramos a equivaléncia entre a propriedade dos grandes
desvios (4.1) e a condigdo (4.76). J& no Lema mostramos que (4.77) é uma

condigao suficiente para a validade de (4.76]) e, consequentemente, para a ocorréncia

de grandes desvios, o que conclui a prova do teorema.

77



4.5 Caso F € D,(?)

Nesta secao, analisamos a propriedade de grandes desvios no caso em que
F € D,y(®), com r(F) = 0o, onde ® ¢ descrita na Proposi¢ao [2.5(e). Neste caso, pela
Proposigao 2.6{e), temos r(F) > 0 e
- F(yexp{zf(y)}) .

I = >0
v 1 F(y) coren

onde f é escolhida como

1 "1~ F(x)
flit) = [an) /t — dzx.

Além disso, as constantes estabilizantes podem ser escolhidas como sendo

o, = F© (1—%) e Bn=flan).

Apresentamos a seguir o teorema que estabelece condicOes necessarias e
suficientes para a validade da propriedade de grandes desvios (4.1) para F' € D,(®)
com 7(F) = oo.

Teorema 4.5 Suponha que F € Dy(®) com r(F) = co. A propriedade dos grandes
desvios ocorre se, e somente se, existe uma fun¢ao nao-decrescente £(t) satisfa-
zendo £(o00) = r(F) = oo, {(loga,) = x, €
. t N . _
tlggo [R(t+6f (') log&(t)) — R(t) — dlog&(t)] =0, (4.93)

uniformemente localmente em § € [0,00), em que para algum zy € R,

t
1
R(t) = ——du, para t> zp.
0=, 7 ’
Além disso, se
Jim log £(t)]* f'(e')e! = 0, (4.94)
—00

entao ¢ valida.
Note que a condigao (4.94) do Teorema pode ser reescrita como
[log&(t)]? = o ((f’(et)et)_l) , t— oo.

Observacao 4.3 Feng e Chen [12] apresentaram o Teorema sem utilizar a res-
tricao r(F) = co. Entretanto, em sua demonstra¢io os autores utilizaram a expressao
do Lema que € valida para uma sequéncia vy, — 00. Nao consequimos ga-
rantir a validade de para y, — r(F) < oo.

78



Antes de provarmos o Teorema |4.5] apresentamos um exemplo da aplicacao
deste resultado.

Exemplo 4.1 Seja

0, se z <1,
Flz) = { 1 —exp{—log’z}, se z>1.

No Exemplo mostramos que F' € D,(®) com oy, = exp{v/logn} e 5, = 1/(2y/logn).
Queremos encontrar uma sequéncia {x,} T r(F) = oo com a convergéncia
tao rapida quanto possivel e que seja estritamente crescente satisfazendo a propriedade

dos grandes desvios .

Pelo Teorema[4.5 uma condi¢do suficiente para a propriedade dos grandes

desvios é
log £(1)]* = o ((f'(e")e") ™), t = o0,

onde & € nao-decrescente satisfazendo {(o0) = r(F) = o0 e {(logay,) = x,.
Assim, como a,, = exp{y/logn}, basta tomarmos {x,} satisfazendo

logz,)? = [1og§ <log exp {\/@}HQ
- e ()
= 0 <<f’ <€m> e‘/m>_l) , N — 00. (4.95)

Por do Exemplo verificamos que, parat > 1,
VT (1—N<\/§logt>>,

B exp{—log*t}

em que N(t) = ffoo n(z)dz = ffoo \/%e_ﬁﬂdz,
Definindo

entao, podemos obter,

g(t) = e’ (1 N <\/§t>) >0, (4.96)

Observe que

n (\/it) = \/12_76_{2,

de modo que, pela regra da cadeia e pela regra da derivada do produto, seque de
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que

= 2/7te" (1 - N <\/§t>) —

_ /o (f(*gt) L >0, (4.97)

Por outro lado, no Lema[I1.4 mostramos que

. 1—N(\/§t)_ 1—+/1+4/t2
f(e)e_\/ét—n ) 1~ TV (4.98)

Usando em (4.95), seque que {x,} deve satisfazer

-1

1 - L+ lo n
logz,]* = o :
3+ 1+ 1ogn
3+ 1+ logn
= 0 , M — 00. (4.99)
1 - 1 + logn

Logo, a propriedade dos grandes desvios ocorre para {x,} satisfazendo .

Antes de procedermos a demonstracao do Teorema [4.5] observamos que nos
casos apresentados nas secoes anteriores, ou seja, para F' € Dp(Hi’a), 1=1,2,3,4, as
condigoOes necessarias e suficientes, apresentadas nos teoremas a[d.4 foram obtidas
através das relagoes existentes entre H;, e ®,, funcao de Fréchet, para cada ¢ =
1,2,3,4.

Agora, no caso em que F € D,(®), consideramos a seguinte relagdo entre
® e a distribuigao de Gumbel A: para todo z € R

P(e”) =exp{—(e") '} =exp{—e "} = A(x). (4.100)

Assim, para a demonstracao do Teorema vamos recorrer aos resultados de grandes

desvios de extremos sob normalizagao linear apresentados na Segao [3.2] do Capitulo [3]
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Para isso, defina

Entao, como logy é funcao crescente, temos

r(G) = sup{z;G(z) <1}
= sup{logy; F(exp(logy)) < 1}
= logsup{y; F'(y) < 1}
= logr(F). (4.101)

Além disso, considere a seguinte funcao auxiliar

r(GQ)
g(t) = %G(t)/t 1 — G(z)dx

1 / "7 1-Gllogy) ,
N 1-— F(et) et Yy 4

1 g
L [,
1_F(6t) et )

= f(e), (4.102)

onde na segunda igualdade fizemos a substituicao y = e”, na terceira usamos e
na quarta utilizamos a definicao de f dada por da Proposicao (e).

Dessa forma, como F € D,(®) e r(F) = oo, segue da Proposi¢ao[2.6{e) que,
para todo = € R,

1— G(t +zg(t)) 1 — F (e exp{zf(e")})

fm G(t) = 1 — F(e)
_ o L= F(yexp{zf(y)})
a ylgrolo 1— F(y)
= e ”.

Entéao, da Proposicao [2.2(iii), segue que G € Dy(A).

Além disso, segue que

G"(Bpr +1logay,) = F"(exp{fn,z +loga,})
= " (an(ew)ﬁ”)
= F" (ayle”|Psign(e”)) — ®(e”) = A(z). (4.103)

Dessa forma, as constantes de normalizacao de G podem ser escolhidas como sendo

a, = By e b, = log a,.
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Assim como na demonstragao da Proposigao [3.3] dividimos a prova do Te-

orema 4.5 em trés lemas.

Lema 4.13 Suponha F' € D,(®) com r(F) = co. A propriedade dos grandes desvios
€ equivalente a

Bnzn+log an 1
lim exp {zn —/ —du} =1 (4.104)
n—00 log ap g(U)
em que z, = logy,.

Prova. Primeiramente, tomando uma sequéncia {z,} tal que z, = logy,, por (4.100))
e (4.103), segue que

1 — F™(|yn|Prsign(y,)) 1 —=G"(Bnzn +logay)
1—®(yn) a 1 —®(en)
o 1— Gn(ﬁnzn + IOg an)
= 1= A(2) (4.105)

Em outras palavras, nos diz que se F' € D,(®), a propriedade dos grandes
desvios (poténcia) ocorre se, e somente se, a propriedade dos grandes desvios
(3.3]) (classico) ocorre para G € Dy(A).

Supondo r(F) = oo e por ([4.101)), temos que 7(G) = oo. Como G € D;(A)
com r(G) = oo, pelo Lema e por , segue que a propriedade dos grandes
desvios é equivalente a como queriamos.

0

Antes de enunciarmos os proximos dois lemas, recordamos o fato de que

sendo G' € Dy(A) com constantes a,, = (3, e b, = log a,,, pela Proposicao 2.3] segue que
Bn = g(log ay,).
Lema 4.14 Suponha F € D,(®) com r(F) = co. Uma condi¢io suficiente para a

propriedade de grandes desvios é )

Prova.

Suponha que exista uma fun¢ao nao-decrescente £(t) com &(o0) = oo e {(log av,) =

que satisfaz (4.94]). Por (4.102)), temos
g ) = f'(e)e. (4.106)
Para t¢ suficientemente grande, temos que £(t) > 0 e podemos considerar

&i(t) = log &(1),
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de tal forma que & (t) é ndo-decrescente, & (00) = 00 e
&i(logay) = log&(log a,) = log z, = ;.
Entao, por (4.106) e (4.94)), temos
. 2 . 2
i 6 (07 (1) = Jim Do € 1 (¢) =0

Assim, como G € D;(A), com r(G) = oo e & (t) satisfazendo a condic¢ao ([3.24]) da
Proposi¢ao 3.3} com & (¢) nao-decrescente, & (00) = oo e & (b,) = 2/, sendo b, = log a,,
entao a propriedade de grande desvios (3.3)) (classica) é satisfeita, ou seja, como a,, = 3,

e b, = log a,,, temos
. 1—=G" (Bny, +loga,)
lim
n—00 1-— A(yé)

=1,

para qualquer sequéncia {y/} tal que y,, = O(x]) = O(log ).

Logo, se y, = O(x,) e 2z, = logy, segue de (4.105) que a propriedade de
grandes desvios (4.1) (poténcia) é satisfeita para F' € D,(®), com r(F') = oo.

O préximo lema garante a equivaléncia entre (4.104) e (4.93)), ou seja,
Brzn+log an 1
lim exp {zn —/ —du} =1
n—o0 log ap, g (u)

lim [R(t + 0 f(e') log&(t)) — R(t) — dlogé(t)] =0

t—o00

sao equivalentes.

Lema 4.15 Considerando as mesmas hipdteses do Teorema [{.J. Entdo as Equagoes

(4-104) e (4.95) sao equivalentes.

Prova.

Primeiramente, recordamos que, pelo Lema |4.13] z, = logy,, em que y, = O(x,).
Sendo z,, = logy, < Az, = Alogx,, se tomarmos

5 Zn, Zn
z, og Ty,

€ [0, 4],

entao podemos escrever

Zn = 0plogx,
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Bnzn+log an 1 Bnén log xpn+log an 1 log an 1
Zn, —/ ——du = J,logz, —/ —du+/ ——du
log ap g(u> 20 g(“) 20 g(U)

dplog z,, — R(5,0, log x, + log a,) + R(log av,). (4.107)

Sendo £(log a,) = p, B = g(log ay,) e g(t) = f(e'), por (4.102)), entdo, por
(4.107)), temos que (4.104) é equivalente a

Tim. [R(éf (exp{log o, }) log €(log ) — log v, ) + R(log a,) — dlog &(log ozn)] =0,
(4.108)

uniformemente localmente em §. Agora, como loga, — logr(F) = oo, temos que

¢ implicada por .

Reciprocamente, suponha a validade de . Defina & (t) como na prova
do Lema e de tal forma que & (logay,) = 2, = logx, e & (00) = co. Como
G € Dy(A) e r(G) = oo, pela Proposi¢ao [3.3] temos a validade de (3.23)), ou seja,

Jim [R(t +0g(t)&:(1) — R(t) = 0&(1)] = 0,

uniformemente localmente em 6 € [0,00). Agora, como para t suficientemente grande

definimos & (t) = log&(t) e, sendo g(t) = f(e'), entao (4.93) segue e o lema estd
provado.

Prova do Teorema [4.5]

Pelos Lemas e temos a equivaléncia entre a propriedade dos grandes desvios
[.1) e a condigao (£.93)). A suficiéncia da condigao (4.94) foi mostrada no Lema [4.14]

O

4.6 Caso F € D,(V)

Nesta ultima secao, analisamos a propriedade de grandes desvios no caso
F € D,y(¥), com r(F) =0, onde ¥ ¢ descrita na Proposi¢ao [2.5(f). Neste caso, segue
da Proposicao [2.6(f) que
1—F(texp{zf(t)}) _ ,

ltlTIgl = F(D) =e", <0,
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onde a funcao auxiliar f(t) pode ser escolhida como

£(0) :—1_1F(t>/t 1_5(@@:, t<0 (4.109)

e as constantes estabilizantes podem ser escolhidas como
a,=—F"(1—=1/n) e B, = f(—ay,).

No proximo teorema sao apresentadas condigoes necessarias e suficientes

para a validade da propriedade de grandes desvios neste caso.

Teorema 4.6 Suponha que F' € D,(V) com r(F) = 0. A propriedade de grandes des-
V108 ocorre se, e somente se, existe uma fun¢ao ndao-decrescente £(t) satisfazendo
E(o00) =0, {(—logay) =, €

lim [R (t 4 5f (—e ™) (~log(~£(1)))) — R(t) — 6(~log(~£(1))] =0, (4.110)

uniformemente localmente em ¢ € [0,00), em que para algum zo < r(F) =0

¢
1
R(t)= | ———=du para t> 2.
20 <_€ )
Além disso, se
Jim [log(—£))2 ' (—e et =0, (4.111)
—00

entao (4.110) € vdlida.
Observe que a condicao (4.111)) do Teorema pode ser reescrita como

log(—()I* =0 (/= e ™) ")t =00, (4.112)

Observagao 4.4 Feng e Chen [I2] apresentaram o Teorema sem utilizar a res-
tricao r(F') = 0. Porém, assim como na demonstra¢io do Teorema Precisamos
considerar tal restricao para utilizarmos a expressao , que € vdlida somente para
Yp — 00.

Antes de demonstramos o Teorema[4.6{apresentamos um exemplo de aplicacao
deste resultado. Para isso, consideramos a funcao de distribuicao F' apresentada no
Exemplo no Capitulo , e obtemos uma sequéncia {x,} para a qual é valida a

propriedade de grandes desvios (4.1)), usando a condi¢ao (4.111)) do Teorema .
Exemplo 4.2 Seja

0, T < —1,
F(z) = 1—exp{— —log(—x)}, -1<2 <0,
1, x>0



Queremos determinar uma sequéncia {x,} T r(F) =0, com a convergéncia tao rdpido
quanto possivel de tal forma que a propriedade de grandes desvios seja vdlida.

Pelo Teorema uma condi¢cdo suficiente para é , ou seja,
log(=€(t))* = o (£ (=ee™) ™), = o0,

em que & é uma fungao nao-decrescente satisfazendo £(o0) =0 e £(—logay,) = x,.
Por do Ezxemplo para —1 <t <0,

£ =2 (14 v/ ~Tog(—1))..

Assim, para —1 <t <0,

) = (2(1+ v~ loa(-0))) =~ (~log(~1) 2

de forma que, para t >0, como —1 < —e™t < 0, temos que
i e —1/2] -
Flme et = [~(=e) (~log(—(—e™)) ] e
= [et —log(e 1/2} et

t

12, (4.113)

Substituindo (4.115) em (4.119), obtemos que

log(—£(1)]? = o (£7), t — oo, (4.114)

Pelo Exemplo podemos tomar o, = exp{—(logn)?}. Como &(—loga,) = x,,
seque que

log (—2n)]* = [log(—¢(—logay))]”
= [log (=¢ ((logn)?))]?
= o(logn), n — oo. (4.115)

Dessa forma devemos tomar uma sequéncia {x,} satisfazendo com x, T 0 e

teremos , para toda sequéncia y, = O(z,).
Em particular, tomando y,, = x,, = — exp {— (log n)l/%}, k > 1 constante,

temos que x, 1 0 e satisfaz , pois

lim M = lim (logn)

“1+1/k _
n—00 log n n—00 ’

jd que k > 1 € fizo. Assim, através da Figura[f.1 podemos visualizar a aprozimagdo de
F™ (ap|z|Prsign(z)) e Wi(x) para diferentes valores de n. Jd na Figura podemos
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1= F" (an |zn| 7 STGT(7n) )
comparar o comportamento de
1-¥(xn)

notar que quanto maior o valor de k menor necessita ser n para que o limite convirja
para 1, justificando o fato de exigirmos que a sequéncia {x,} convirja tao rdpido quanto
Ppossivel.

para k assumindo 1 ou 10, além de

F™ (a|z| sign(z))
_: Legenda
g n — I
1 | - =10
s ]
(=
o ]
e A
5 4 3 2 1 0 1 2
I
Figura 4.1: Convergéncia de F'
1 — F" (an|za|™sign(z,)) 1 — F" (an|zn|™sign(z,,))
1—0(x,) 1—(x,)

o

1.06
|

090 085 100 105
|
| O
102 1.04
I
=]

1.00
|

T T T T T
2000 4000 6000 8000 10000
n n

(a) k=1 (b) k =10

Figura 4.2: Grandes Desvios para x, = —exp {— (log n)l/%}

87



A prova do Teorema |4.6| é obtida de maneira analoga a prova do Teorema
[4.5] fazendo uso da seguinte relagao entre W e A:

U(—e*)=exp{—e "} =A(z), VzeR (4.116)

e recorremos aos resultados de grandes desvios de extremos sob normalizacao linear.

Para isso, definimos a f.d. dada por

0, x <0,

G(z) = { Foe®) 23>0,

de modo que podemos escrever o ponto extremo superior de G em termos do de F', da

seguinte forma

r(G) = sup{z;G(x) <1}
= sup {.CE;F (e_:‘) < 1}

= —inf{—x;F (—e_”") < 1}
= —loginf{e_:”;F (—e_w) < 1}
= —log (—sup{y; F'(y) < 1})
= —log(—r(F)),

ou seja,

r(F) = —exp{—r(G)}. (4.117)

Além disso, se G € D;(A), pela Equacao (2.3) da Proposigao , temos que a funcao
auxiliar g, para t > 0, pode ser escolhida como

W0 = ~1—am

= f(=e™), (4.118)

onde na segunda igualdade fizemos a substituicao y = —e ™, na terceira usamos (4.117])
e na quarta utilizamos a defini¢ao de f dada por (2.17) da Proposigao [2.6(f).
Note que, assim como na demonstragao do Teorema [4.5 para aplicarmos os

resultados da teoria dos grandes desvios para G € D;(A), devemos ter que r(G) = oo.
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Neste caso, por , vamos restringir nosso estudo apenas ao caso F' € D,(V) com
r(F) = 0.

Agora, como F € D,(V) e r(F) = 0, segue da Proposicao [2.6(f) com g(t)
dada em , que para x > 0

lim 1—G(t+zg(t)) ~ lim 1—F(—exp{—t —xg(t)})
twoo 1 —G(t) t—00 1— F(—et)
_ g P ep{maf (e
t—ro0 1-— F(_e—t)
L= Fyep{-a/()})
y10 1— F(y)

Entéo, pela Proposigao 2.2[(iii), temos que G € D;(A).
Além disso, temos que

G"(Bpx —logay,) = F"(—exp{—0F.x + loga,})
= ()

= F"ay| — e *|Prsign(—e™™)) == U(—e ") = A(z) (4.119)

e assim, as constantes de normalizacao para G podem ser escolhidas como a, = 3, e
b, = —log a,.
Assim como nos casos anteriores dividimos a prova do Teorema [4.6 em trés

lemas.

Lema 4.16 Suponha F € D,(V) com r(F) = 0. A propriedade dos grandes desvios
€ equivalente a

Bnzn—log o, 1
lim exp {zn —/ —du} =1, (4.120)
n—00 —log ap, g<u)
em que z, = —1og(—yn)-

Prova. Analogamente a prova do Lema tomando uma sequéncia {z,} tal que
2, = —log(—yy,), por (4.116]) e (4.119), temos que

1— F"(anlyn|™sign(y.)) 1= G"(Buzn —logan)
1—U(y,) 1 —U(—e2n)
1 =G"(Buzy — log ay)
= A (4.121)
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Logo, se F' € D,(¥), a propriedade dos grandes desvios (poténcia) ocorre se, e
somente se, a propriedade dos grandes desvios (cldssico) ocorre para G € Dy(A).

Supondo r(F') = 0, por temos que 7(G) = oo. Como G € Dy(A)
com r(G) = oo, pelo Lema e por , segue que a propriedade dos grandes
desvios é equivalente a como queriamos.

0

Como G € D;(A) com constantes a,, = 3, e b, = —log «,,, pela Proposicao

B3, segue que B, — g(— log ).

Lema 4.17 Suponha que F' € D,(¥) com r(F) = 0. Uma condi¢io suficiente para a

propriedade dos grandes desvios € (4.111), ou seja,
lim [log(~£(1))]* /(e )™ = 0.
—00

Prova.

Por (4.118)), temos
gdt) = f'(—e e ™. (4.122)

Por hipdtese, existe uma fungdo nao-decrescente £(t) com
§(o) =r(F)=0 e &{(—logay,) =,

e que satisfaz (4.111]).
Seguindo as mesmas ideias da prova do Lema podemos considerar uma

fungao nao-decrescente &;(t), com

§1(t) = —log(=¢(1)),

para t suficientemente grande, de tal forma que

§1(00) = 00, &i(bn) = &i(—loga,) = —log(—zy) =,

e que, por (4.122)) e (4.111]), satisfaz

im €3 (1]%'(8) = Jim log(~§()F (= ~) e =0,

t—o00

Dessa forma, considerando y,, = O(x,,) e z, = —log(—y,), a prova do lema
segue analoga ao final da prova do Lema [£.14]
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Lema 4.18 Considerando as mesmas hipdteses do Teorema [{.0. Entdo as Equagoes
(4.120) e (4.110) sdo equivalentes.

Prova.

A prova é completamente analoga a prova do Lema da secao anterior, bastando

considerar
5. — log(=¥n)

" log(_xn)’
em que y, = O(x,), 2z, = —log(—y,). Neste caso, J,, € [0, A] e z, = §,(—log(—xy)).
Assim, obtemos

Bnzn—log an
zn—/ @du =0, (—log(—mn)) —R(Bnén(— log(—x,))—log an)—i—R(— log avy,).
—log an

_ 1

Observando que &(—loga,) = x, e B, = g(—logay,), g(t) = f(—e™") e
—loga,, — 00, repetindo os mesmos passos da prova do Lema para provar a
equivaléncia entre (4.120)) e (4.110)).

U

Finalmente, com os trés lemas anteriores concluimos a prova do Teorema
4.0l

Prova do Teorema [4.6l

Pelos Lemas e temos a equivaléncia entre a propriedade dos grandes desvios

(4.1) e a condicao (4.110). A suficiéncia da condigao (4.111]) foi mostrada no Lema
417

91



Referéncias Bibliograficas

1]

[10]

Anderson, C. W. Super Slowly Varying Functions in Extreme Value Theory. Jour-
nal of the Royal Statistical Society. Series B (Methodological). v. 40, n°
2, p.197-202, 1978.

Balkema, A.A.; Haan, L. de. On R. Von-Mises’ condition for the domain of at-
traction of exp{e~*}. Ann. Math. Statist., v.43, p.1352-1354, 1972.

Barakat, H.M.; Nigm, E.M. Extreme order statistics under power normalization
and random sample size. Statist. Probab. Lett. v.29, p.27-41, 2002.

Baricz, A. Mills’ ratio: Monotonicity patterns and functional inequalities. Jornal
of Mathematical Analysis and Applications. v.340, p.1362-1370, 2008.

Birnbaum, Z. W. An inequality for Mill’s ratio. The Annals of Mathematical
Statistics, v. 13, p. 245-246, 1942.

Cook, J. D. Upper and lower bounds for the normal distribution function.
2009. Disponivel online em: <http://www.johndcook.com/normalbounds.pdf>.
Acessado em: 21 de margo de 2017.

Christoph, G.; Falk, M. A note on domains of attraction of p-max stable laws.
Statist. Probab. Lett. v.28, p.279-284, 1996.

Drees, H.; Haan, L. de; Li, D. On large deviation for extremes. Statist. Probab.
Lett. v.64, p.51762, 2003.

Embrechts, P.; Kliippelberg, C.; Mikosch, T. Modelling Extremal Events: for

Insurance and Finance. Springer-Verlag, Berlin, 1997.

Feller, W. An Introduction to Probability Theory and Its Applications,
v. I, 3* ed. Wiley, New York, 1968.

92



[11]

[12]

[13]

[16]

[17]

[18]

[19]

Feller, W. An Introduction to Probability Theory and Its Applications.
v. II, 2* ed. Wiley, New York, 1971.

Feng, B.; Chen, S. On large deviations of extremes under power normalization.
Statistics & Probability Letters. v. 99, p. 27-35, 2015.

Fisher, R.A.; Tippett, L.H.C. Limiting forms of the frequency distributionof the
largest or smallest member of a sample. Proc. Cambridge Philos. Soc. v.24,
p.180-190, 1928.

Galambos, J. The Asymptotic Theory of Extreme Order Statistics. Jonh
Wiley, New York, 1978.

Gordon, R.D.; Values of Mills’ ratio of area to bounding ordinate and of the
normal probability integral for large values of the argument. Ann. Math. Stat.
v.12, p.364-366, 1941.

Grimmett , G.; Stirzaker , D. One Thousand Exercises in Probability. 2% ed.
Oxford University Press, 2001.

Grimmett , G.; Stirzaker , D. Probability and Random Processes. 3* ed.
Oxford University Press, 2001.

Goldie, C.; Smith, R. Slow variation with remainder: Theory and applications.
Quart. J. Math. Oxford (2), v. 38, p. 45-71, 1987.

Haan L. de; Ferreira A. Extreme Value Theory: An Introduction. Springer,
2006.

Haan, L. de; Hordijk, A. The rate of growth of sample maxima. The Annals of
Mathematical Statistics. v. 43, n® 4, p. 1185-1196, 1972.

Karr, A. F. Probability. Springer, New York, 1993.

Komatu, Y. Elementary inequalities for Mills ratio. Rep. Stat. Appl. Res.
UJSE. v.4, p.69-70, 1955.

Lewis, J. T.; Russel, R. An Introduction to Large Devi-
ations for Teletraffic Engineers. 1997. Disponivel online em:
<https://www2.warwick.ac.uk/fac/sci/maths/people/staff/oleg_zaboronski/fm/
large_deviations_review.pdf>. Acesso em: 11 de abril de 2017.

Mills, J. P. Table of the ratio: area to bounding ordinate, for any portion of normal
curve. Biometrika, v.18(3-4), p.395-400, 1926.

93



[25]

2]

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

Mohan, N.R.; Ravi, S. Max domains of attraction of univariate and multivariate
p-max stable laws. Theory Probab. Appl. v. 37, p. 632-643, 1993.

Nasri-Roudsari, D. Limit distributions of generalized order statistics under power
normalization. Comm. Statist. Theory Methods. v.28 (6), p.1379-1389, 1999.

Pantcheva, E. Limit theorems for extreme order statistics under nonliear norma-
lization. Lecture Notes in Mathematics. v. 1155. p.284-309, 1985.

Peng, Z.; Jiang, Q.; Nadarajah, S. Limiting distributions of extreme order statis-
tics under power normalization and random index. Stochastics. v.84 (4), p.553-
560, 2012.

Peng, Z.; Shuai, Y.; Nadarajah, S.; On convergence of extremes under power
normalization. Extremes. v.16, p.285-310, 2013.

R Core Team. R: A language and environment for statistical computing.
R Foundation for Statistical Computing, Vienna, Austria, 2016. <https://www.R-
project.org/>.

Resnick, S.I. Extreme Values, Regular Variation and Point Processes.
Springer-Verlag, New York, 1987.

Ross, S. Probabilidade: Um curso moderno com aplicagoes. 8 ed. Book-
man, Porto Alegre, 2010.

Sampford, M.R. Some inequalities on Mill’s ratio and related functions. Ann.
Math. Stat. v.24, p.130-132, 1953.

Seneta, E. Regularly Varying Functions. Springer, 1976

Soares, W. M. Distribuicao assintdtica do maximo estabilizado em mo-
delos de mistura finita. iii, 54 p. Dissertacao (Mestrado em Matemética)-
Universidade de Brasilia, Brasilia, 2010.

Subramanya, U.R.; On max domains of attraction of univariate p-max stable laws.
Stat. Probab. Lett. v.19, p.271-279, 1994.

Yang, Z.; Chu, Y. On approximating Mills ratio. Journal of
Inequalities and Applications.  2015.  Disponivel  online  em:
<https://journalofinequalitiesandapplications.springeropen.com /articles /10.1186 /
s13660-015-0792-3>. Acesso em: 21 de marco de 2017.

94



	Introdução
	Preliminares
	Notações, Definições e Propriedades Básicas
	Máximo Domínio de Atração e Distribuições Max-estáveis
	Funções Regularmente Variantes

	Teoria dos Valores Extremos
	Teoria dos Valores Extremos sob Normalização Linear 
	Teoria dos Valores Extremos sob Normalização Potência 

	Grandes Desvios de Extremos sob Normalização Linear
	Casos FDl () e FDl ()
	Caso FDl ()

	Grandes Desvios de Extremos sob Normalização Potência
	Caso FDp(H1,)
	Caso FDp(H2,)
	Caso FDp(H3,)
	Caso FDp(H4,)
	Caso FDp ()
	Caso FDp ()

	REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS

