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Resumo

Seja f uma funcao inteira e transcendente. Denotamos por Sy o conjunto de todos
os a € Q tais que f(a) € Q (o conjunto excepcional de f). Nessa dissertacio,
mostraremos quais subconjuntos de Q podem ser o conjunto excepcional de alguma
funcao inteira e transcendente.

Além disso, trataremos de dois problemas de Mahler relacionados a propriedades
de funcoes inteiras e transcendentes. Mostraremos que existem funcoes inteiras e
transcendentes que levam um subconjunto dos ntimeros de Liouville nele mesmo e

daremos uma resposta positiva ao Problema B de Mahler:

[e.e]

n
nep An 2" com

Problema B: Existe uma funcdo inteira e transcendente f(z) = >

coeficientes racionais tal que f(Q) C Q e f~1(Q) C Q?

Palavras chave: Conjuntos excepcionais; funcoes transcendentes; Liouville; proble-

mas de Mahler
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Abstract

Let f be an entire transcendental function. We denote by Sy the set of all a € Q
such that f(a) € Q (excepcional set of f). Throughout this dissertation, we will
show which subsets of Q can be the excepcional set of some entire transcendental
function.

Moreover, we will deal with two of Mahler’s problems related to properties of entire
transcendental functions. We will show that there are entire transcendental func-
tions that map a subset of Liouville numbers in itself and we will give a positive
answer for Mahler’s Problem B:

Problem B: Is there an entire transcendental function f(z) = Y 7 a,z" with

rational coefficients such that f(Q) C Q e f~1(Q) c Q?

Keywords: FEzcepcional sets; transcendental functions; Liouville; Mahler’s problems
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Introducao

A teoria dos nuimeros transcendentes tem seu inicio marcado em 1844, quando
Liouville [13] descobriu uma propriedade que todos os nimeros algébricos devem
satisfazer e assim, conseguiu apresentar exemplos de niimeros que nao satisfaziam
tal propriedade, dando entao os primeiros exemplos de niimeros transcendentes. Tal

resultado ficou conhecido como o Teorema de Liouville.

Teorema 1 (Liouville). Seja a um nimero algébrico real de grau n > 1, entao
existe uma constante C'(«) :== C > 0 tal que oo —p/q| > Cq™", para todo p/q € Q e

q > 1.

Usando a propriedade por ele descoberta, Liouville, em 1851, foi capaz de provar
a transcendéncia de uma classe de nuimeros, os quais hoje sao conhecidos como
numeros de Liouville. Um numero real ¢ é chamado de nimero de Liouville se

existe uma sequéncia de racionais (px/qx)k>1, com gx > 1 tal que

0< ‘f _ b < g%, para todo k € N.
q

k

O conjunto dos ntimeros de Liouville é nao enumeravel e é denotado por L. No
entanto, quase todo ntmero transcendente nao ¢ um nimero de Liouville, como é o
caso dos numeros e e w, por exemplo.

A transcendéncia de e foi provada em 1873, por Hermite [7]. Em 1882, Linde-
mann [12] generalizou o métodos de Hermite, provando que e® é transcendente para

todo « algébrico diferente de 0, obtendo entao, o seguinte teorema:

Teorema 2 (Hermite-Lindemann). Sejam ay,. .., «, nimeros algébricos distintos.

Entao e™, ..., e* sao linearmente independentes sobre Q.



No entanto, a teoria dos numeros transcendentes nao aborda somente assun-
tos relacionados com niumeros transcendentes. Nessa area de pesquisa, estuda-se
também o comportamento e propriedades de func¢oes transcendentes, e é esse o foco
que teremos nessa dissertacao.

Muitos matematicos apresentaram grande interesse no estudo de funcoes trans-
cendentes, como é o caso de Weierstrass e Mahler, por exemplo. Eles estudaram
o comportamento aritmético de fungoes transcendentes e deixaram alguns questio-
namentos para as geragoes futuras. Nesse trabalho, apresentaremos algumas dessas
perguntas e alguns resultados sobre elas.

Sabendo que a fungao exponencial, f(z) = e”, é uma funcdo transcendente, e

conhecendo o Teorema de Hermite-Lindemann, um questionamento natural é:

Questao 1. Uma funcgao inteira e transcendente, em geral, leva nimeros algébricos

em transcendentes?

Em 1886, Strauss tentou provar que uma funcao analitica e transcendente nao
pode assumir valores racionais em todos os pontos racionais de seu dominio. No
entanto, no mesmo ano, Weierstrass deu a Strauss um contraexemplo, respondendo
entao negativativamente a Questao 1. Weierstrass definiu entao o conjunto excepci-
onal S; de uma fungio f inteira e transcendente como como Sy := {a € Q : f(a) €

@} e, partir de seus estudos, levantou ainda duas questoes:
Questao 2. Ewiste uma funcgdao f inteira e transcendente tal que Sy = Q?

Questao 3. Para quais conjuntos A C C, ewiste uma funcao f inteira e transcen-

dente tal que Sy = A?

Motivado por essas perguntas, Stickel [29], em 1895, demonstrou que se 3 é um
conjunto enumeravel e 7' C C é um conjunto denso, entao existe uma funcgao inteira
e transcendente tal que f(X) C T, respondendo & primeira questao de Weierstrass.
Alguns anos depois, Stéckel [30] construiu ainda uma funcao inteira e transcendente
tal que f)(Q) C Q para todo s > 0.

Em 2010, seguindo essa linha de pesquisa, Huang, Marques e Mereb [8], ge-

neralizaram os resultados de Stéckel e deram uma resposta a segunda questao de



Weierstrass, e esse serd o assunto do Capitulo 2, deste trabalho. Daremos as provas

dos seguintes teoremas:

Teorema 2.5. Seja A C C um conjunto enumerdvel e, para cada s > 0 e a € A,
fize um conjunto denso E,, C C. Entao existe uma fungao inteira e transcendente

f tal que f©®)(a) € E,, para todo a € A e s > 0.

Teorema 2.6. Se A C Q, entdo existe uma funcgdo inteira e transcendente f tal

que Sps) = A para todo s > 0.

Como mencionado anteriormente, o estudo de fungoes transcendentes também
foi um grande tépico de pesquisa de Mahler. Assim como Weierstrass, ele deixou
alguns problemas em abertos. Nos capitulos 3 e 4 dessa dissertacao, nos dedicaremos
a estudar dois desses problemas.

O primeiro deles refere-se ao comportamento de fungoes transcendentes no con-
junto dos nimeros de Liouville. Sabe-se, por exemplo, que se £ é um nimero de
Liouville, entao sua imagem por qualquer funcao racional com coeficientes racionais
¢ também um nimero de Liouville [16].

Mabhler estava interessado em saber se existia alguma fungao inteira e transcen-
dente tal que f(IL) C L. Em [20], Marques e Moreira, deram uma resposta parcial
a essa pergunta. Eles demonstraram que existe uma quantidade nao enumeravel de
funcoes inteiras e transcendentes que mapeiam um certo subconjunto dos niimeros de
Liouville, denotado por L., nele mesmo. Mais precisamente, os autores provaram

que:
Teorema 3.2. O conjunto ¥y, (C) € ndo enumerdvel.

Aqui, a notagao 3 4(B) significa o conjunto das fungoes transcendentes e analiticas
f: B — Btaisque f(A) C A. Denotando den(p/q) como o denominador do ntiimero

racional p/q, os autores provaram que:

Teorema 3.3. Eziste uma quantidade nao enumerdvel de funcoes f € 3g(C) com

3 < f'(z) < 3, para todo x € R tais que

den(f(p/q)) < ¢**, (1)

3



para todo p/q € Q com q > 1.

Mabhler se interessava ainda no comportamento aritmético de fungoes transcen-
dentes no conjunto dos numeros algébricos, e como essas fungoes se comportariam
quando fossem impostas certas condi¢oes sobre seus coeficientes na sua representacao
em série de Taylor. No capitulo 3 de um de seus livros, Mahler [15] deixa trés pro-
blemas em aberto, os quais sao denotados por problemas A, B e C.

O Problema B de Mahler pode ser enunciado da seguinte forma:

Problema B: Existe uma fungao inteira e transcendente f(z) = > 7  a,2" com

coeficientes racionais tal que f(Q) C Q e f~1(Q) c Q?

O caso real do Problema B de Mahler foi resolvido por Marques [19] e, o caso
complexo foi resolvido por Marques e Moreira [21].
No capitulo 4, estudaremos os casos real e complexo do Problema B de Mahler.

Mais precisamente, daremos as provas dos seguintes teoremas:

Teorema 4.1 Seja A um subconjunto denso e enumerdvel de R. Entdo existe uma
quantidade nao enumerdvel de funcoes analiticas, bijetivas e hipertranscendentes

f R = R com coeficientes racionais na sua série de MacLaurin e tal que f(A) = A.

Teorema 4.3 Ezxiste uma quantidade nao enumerdvel de fungoes inteiras e trans-

cendentes com coeficientes racionais tais que f(Q) C Q e f~1(Q) C Q.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo, daremos alguns resultados necessarios para o pleno entendimento

dessa dissertacao.

1.1 Definicoes e teoremas classicos

Dizemos que um nimero complexo nao nulo «a é algébrico se existir um polinomio
p(z) € Z[z] tal que p(a) = 0. Um nimero que nao é algébrico é dito transcendente.
Além disso, dizemos que um numero algébrico a tem grau m se o polinomio com
coeficientes inteiros de menor grau do qual « é raiz tem grau m.

Alguns resultados classicos em teoria dos nimeros transcendentes nos dao boas
ferramentas para provar a transcendéncia de certos niimeros, o que, na maioria das
vezes, nao ¢ uma tarefa facil. Comecamos por enunciar o Teorema de Hermite-

Lindemann [12].

Teorema 1.1 (Hermite-Lindemann). Sejam ay, ..., a, nimeros algébricos distin-

tos. Entdo e*,...,e" sao linearmente independentes sobre Q.

Uma consequéncia muito importante desse teorema € o fato de que e é transcen-
dente para todo « algébrico diferente de 0. Como outras consequéncias do teorema,
obtemos que os niimeros eV? e ¢ sdo transcendentes, assim como log2 e 7, ja que

eloe? = 2 e '™ = —1 sao algébricos.



No Congresso Internacional de Matematicos de 1900, em Paris, Hilbert propos
uma lista com 23 problemas. O sétimo problema de Hilbert pergunta se o niimero
a?, com « e B algébricos, a # 0 e 3 nao racional é transcendente. Esse problema

foi resolvido em 1934, por Gelfond [6] e Schneider [27], independentemente.

Teorema 1.2 (Gelfond-Scheneider). Sejam a e 8 nimeros algébricos, com o # 0

ou 1, e 8 nao racional. Entdo o € transcendente.

Em particular, 2V2 (=1)V2 e ™ = "% sio transcendentes. Como a soma de
nimeros transcendentes pode ser algébrica (e + (—e), por exemplo), podem surgir
questionamentos sobre a natureza da soma de numeros transcendentes como no
teorema de Hermite-Lindemann. Por exemplo, e + eV? é transcendente?

Além disso, um outro teorema muito importante para o estudo dos numeros

algébricos e transcendentes, é devido a Alan Baker.

Teorema 1.3 (Baker). Sejam fy, ..., Bn,aq,...,q, niumeros algébricos diferentes

de 0. Entio, e®a’" ... aPr ¢é transcendente.

1.2 Base de transcendéncia

Seja M|K um extensao transcendente, ou seja, a dimensao de M, quando visto
como espaco vetorial sobre K, é infinita. Dizemos que um conjunto B é uma base

de transcendéncia de M|K se:
1. B é algebricamente independente sobre K;
2. M é uma extensao algébrica de K(B).

E possivel mostrar que quaisquer duas bases de transcendéncia de uma deter-
minada extensao tém a mesma cardinalidade. Desse modo, definimos o grau de
transcendéncia de uma extensao como a cardinalidade da base de transcendéncia
de tal extensao. O grau de transcendéncia de uma extensao pode ser finito ou in-
finito. Considerando, por exemplo a extensao Q(7) de Q, é facil ver que o grau de

transcendéncia dessa extensao é 1, afinal, {r} é uma base de transcendéncia para



essa extensao. Por outro lado, sabe-se que o grau de transcendéncia de R sobre Q
¢ infinito.

Esse e outros resultados podem ser encontrados em [10, capitulo §].

1.3 Funcoes transcendentes

Comecamos essa secao, com a definicao de funcao transcendente, que serd o

objeto principal do nosso estudo ao longo dessa dissertacao.

Definigao 1.4. Dizemos que uma funcao f: D — C, D C C, € algébrica se eziste
um polinémio P(xz,y) ndo nulo com coeficientes complezos tal que P(x, f(x)) = 0

para todo x € D. Uma funcao que nao € algébrica é dita transcendente.

Claramente, todo polinomio é uma funcao algébrica. As funcoes trigonométricas,
exponencial e suas inversas sao exemplos de funcoes transcendentes.

Um resultado muito ttil e bastante conhecido é o fato de que uma funcao f
inteira é algébrica se, e somente se, é um polinémio (uma prova desse fato pode
ser encontrada em [18]). Nessa dissertagao, em geral, trabalharemos com fungoes
inteiras, logo, pelo fato mencionado, para garantir a transcendéncia dessas funcgoes,
basta mostrar que f nao é um polinémio.

Colocando algumas condigoes a mais sobre uma fungao f, podemos definir também

funcoes hipertranscendentes.

Definicao 1.5. Dizemos que uma funcao f € hipertranscendente, se para todon > 0,
as funcgoes z, f(2), f'(2), ..., f™(2) sdo algebricamente independentes sobre C. Uma

funcao que nao € hipertranscendente é chamada hipotranscendente.

Essa definigao é devida a Morduhai-Boltovoskoi [24], e essas fungoes geralmente
aparecem como solugoes de equacoes funcionais, como é o caso, por exemplo, da
fungao zeta de Riemann [26]. Além disso, é facil ver que toda funcao hipertranscen-
dente é também transcendente. No entanto, a reciproca nao ¢é verdadeira. Um exem-
plo de funcao transcendente que nao é hipertranscendete é a funcao exponencial.
Afinal, temos que se P(zg,x1,T2) = 11 — 29 € f(2) = e, entdao P(z, f(2), f'(2)) =

e* —e* = (0 para todo z € C.



1.4 Alguns resultados de analise complexa

No estudo das fungoes transcendentes, é bastante importante um certo conhe-
cimento de analise complexa, pois muitas das técnicas utilizadas na resolucao de
problemas em teoria dos numeros transcendentes tém base na analise complexa.
Nessa segao, citaremos alguns resultados (sem suas demonstragoes) que serao essen-
ciais no decorrer dessa dissertacao.

Iniciamos essa secao com algumas defini¢oes bésicas, para depois seguir com os

resultados necessarios.

Definicao 1.6. Um subconjunto nao vazio D C C é chamado um dominio se D é

aberto e conexo por caminhos.

Definicao 1.7. Seja U um aberto. Dizemos que uma funcao f : U — C € uma
fungao holomorfa se f'(z) existe para todo z € U. Se U = C, dizemos que a fun¢ao

f € inteira.

Definicao 1.8. Chamamos de curva de Jordan curvas definidas por caminhos fe-

chados e simples.

Por fim, definiremos também o Wronskiano de n fungoes, pois esse serd um con-

ceito util no ultimo capitulo dessa dissertacao. Se fi,..., f, sao funcoes complexas
(n — 1) diferenciaveis em um dominio D, entdo, o Wronskiano de fi,..., f, é dado
por:

fi(z) f2(2) fm(2)

f1(z) fa(2) S (2)

W(f1,..., fa)(2) = det

A"V A ()

Um resultado que relaciona o Wronskiano com a independéncia linear de n
fungoes pode ser visto a seguir (uma prova desse resultado pode ser encontrada

em [9, p. 21, Teorema 3.7]):

Teorema 1.9. As funcoes fi,..., fn holomorfas em D C C sao linearmente depen-

dentes em D se, e somente se, W(f1,..., fn)(z) =0 para todo z € D

8



Uma funcao f pode ser definida como o limite de uma sequéncia de fungoes ou
como o somatorio infinito de fungoes. Desse modo, é importante saber como essa
funcao, definida como um limite, se comportard. Informacgoes sobre a sequéncia de
funcoes que a define podem fornecer alguns dados sobre a funcao f. As demons-

tracoes dos teoremas 1.10 e 1.11 abaixo podem ser encontradas em [25].

Teorema 1.10. Uma sequéncia de fungoes holomorfas em U que converge nas partes

compactas de U converge para uma fun¢ao holomorfa.

Teorema 1.11. Se uma série de funcoes holomorfas em U, ano fn, converge
uniformemente nas partes compactas de U para f, entao f também € holomorfa e,
além disso, para todo k > 1, temos:

(k) — f(k)
PN ARE A

n>1

Outro teorema de extrema importancia, que serd bastante utilizado no Capitulo 4
é o famoso Teorema de Rouché, que relaciona a quantidade de zeros de duas fungoes
em um determinado conjunto com o comportamento delas na fronteira. Para uma

prova do resultado abaixo, o leitor pode remeter-se a [28, capitulo 6].

Teorema 1.12 (Rouché). Sejam f e g duas fungoes holomorfas, ambas definidas
no dominio D C C. Seja V- C D uma regido fechada e limitada cuja fronteira OV é

uma curva de Jordan suave por partes, com V\OV um dominio. Se
1f(2) —g(2)| < |f(2)| para todo z € OV,

entao [ e g tem o mesmo numero de zeros no interior de V', cada um deles contado

tantas vezes quanto for sua multiplicidade.

Enunciamos ainda o principio de identidade para fungoes inteiras (a demons-
tragao pode ser encontrada em [11]), teorema que também terd fundamental im-

portancia no ultimo capitulo dessa dissertacao:

Teorema 1.13 (principio de identidade para fungoes inteiras). Sejam f e g fungdes

inteiras.



1. Se f € nao constante, entdao o conjunto dos zeros de f € um conjunto discreto;

2. Se S € um conjunto nao discreto em C e f(z) = g(z) em S, temos que f(z) =

g(z) em C.

Finalizamos esse capitulo com a importante observacao de que uma funcao in-
teira tendo inversa deve ser linear, e portanto, algébrica (esse resultado é uma con-

sequéncia do Teorema de Casorati-Weierstrass).

10



Capitulo 2

Conjuntos Excepcionais de

Funcoes Transcendentes

Neste capitulo, abordaremos a definicao de conjunto excepcional de funcoes
transcendentes, daremos alguns exemplos e apresentaremos dois teoremas que dao
condicoes suficientes para que um determinado conjunto seja o conjunto excepcional

de funcgoes transcendentes.

Definicao 2.1. Seja f : C — C uma fungdo inteira e transcendente. Denotamos

por Sy o conjunto excepcional de f como sendo o conjunto {a € Q : f(a) € Q}.
Damos aqui alguns exemplos para clarificar a definicao.
Exemplo 2.2. Qualquer subconjunto finito {ay, ..., a,} de Q é um conjunto excep-

cional de uma funcgao transcendente.

Basta considerar a fungdo f(z) = e*=0E=an) ¢ notar que se z € algébrico dife-
rente de ;i = 1,...,n, entdo (z — aq) - -+ (2 — ) também € um algébrico diferente
de 0. Desse modo, bastar aplicar o Teorema de Hermite-Lindemann.

Exemplo 2.3. Se fy(2) = e* + e e f3(2) = ™!, entdo Sy, = Sy, = &

Para a funcdo f(2), note primeiramente que, se z = 0, entdo f>(0) = 1+e ¢ Q,
se z = —1, entdo fo(—1) =L +1 ¢ Q. Assim sendo, suponha z € Q\{—1,0}. Como
z e z+ 1 sao distintos e diferentes de 0, pelo teorema de Hermite-Lindemann, fa(z)

¢ transcendente. Logo, Sy, = O.
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Para f5(2) = e*™, observe que, se B,z € Q, entdo 2™ = B implica /™) =
B'. Logo, B* = €™+ = ¢{(—=1)* implica e'(=1)*8~" = 1. Mas, pelo teorema de

Baker, ¢'(—1)?87" deve ser transcendente. Concluimos entio que Sy, = &.

Exemplo 2.4. Alguns conjuntos infinitos bem conhecidos sao conjuntos excepcio-

nais; por exemplo, se f1(z) = 2% e f5(z) = €™, entdio, Sy, = Sy, = Q.

De fato, o teorema de Gelfond-Schneider afirma que se o € Q\{0,1} e 3 € Q\Q,
entio o € transcendente. Observe que, se p,q € Z, com q > 1, entdo f4(§) = 24
¢ raiz de x99 — 2P. Logo 24 ¢ algébrico e f1(Q) C Q. Por outro lado, se o € Q\Q,
entdo pelo Teorema de Gelfond-Schneider fi(a) = 2% € transcendente e Sy, = Q.

Analogamente, Sy, = Q, pois basta notar que €™ = (=1) e aplicar o Teorema de

Gelfond-Schneider.

A definicao de conjunto excepcional foi dada primeiramente por Weierstrass e
surge motivada pelo Teorema 1.1, afinal, a fungdo exponencial f(z) = e* é uma
funcao inteira e transcendente que leva todos os nimeros algébricos, com excessao

do 0, em ntmeros transcendentes. Um questionamento natural é portanto:

Questao 4. Funcoes inteiras e transcendentes, em geral, levam niumeros algébricos

em transcendentes?

Se a resposta fosse afirmativa, isso nos daria uma ferramenta muito 1til para
encontrar nimeros transcendentes, e o conjunto excepcional de determinada funcao
seria justamente o conjunto das excessoes a essa suposta regra. No entanto, em
1886, Weierstrass deu um exemplo de uma funcao inteira e transcendente que levava

os racionais em racionais, e levantou ainda duas questoes:
Questao 5. Ewiste uma fungdo f inteira e transcendente tal que Sy = Q?

Questao 6. Para quais conjuntos A C C, existe uma funcao f inteira e transcen-

dente tal que Sy = A?

Em 1895, Stéckel [29] demonstrou que se 3 é um conjunto enumeravel e T C

C é um conjunto denso, entao existe uma funcao inteira e transcendente tal que
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f(X) € T. Alguns anos depois, Stéckel [30] construiu ainda uma funcdo inteira e
transcendente tal que f)(Q) C Q para todo s > 0.
O teorema abaixo é o resultado principal desse capitulo, foi provado por J. Huang,

D. Marques e M. Mereb [8] e generaliza os dois resultados de Stéckel:

Teorema 2.5. Seja A C C um conjunto enumerdvel e, para cada s > 0 e a € A,
fize um conjunto denso E,  C C. Entao existe uma fungao inteira e transcendente

tal que f©)(a) € E, ¢ para todo a € A e s > 0.

Além disso, utilizando o Teorema 2.5, os autores conseguem dar uma resposta
surpreendente a segunda questao de Weierstrass: eles demonstram que dado qual-
quer subconjunto A C Q, existe uma funcio f inteira e transcendente tal que o

conjunto excepcional de f e de todas as suas derivadas é o conjunto A.

Teorema 2.6. Se A C Q, entdo existe uma funcdo inteira e transcendente tal que

Sf(s) = A para todo s > 0.

Marques em [17] provou ainda esses dois resultados para fungoes hipertranscen-
dentes. Nosso objetivo, na préxima secao, é reconstruir em detalhes as demons-

tracoes do teoremas 2.5 e 2.6.

2.1 Lemas auxiliares

Para demonstrar os teoremas 2.5 e 2.6, precisaremos primeiro de alguns lemas.

Lema 2.7. Seja {P,(z) }n>0 uma sequéncia de polinémios complexos, onde deg(P,) =
n. Além disso, seja {C,}n>0 uma sequéncia de constantes positivas tal que | P, (z)] <
C, max{|z|,1}". Se uma sequéncia de nimeros complexos {a,}n>o satisfaz |a,| <
1/(Cynl), entao a série Y >, a,P,(z) converge absolutamente e uniformemente em

qualquer conjunto compacto. Em particular, essa série define uma funcdo inteira.

Demonstra¢ao. Quando |a,| < c; temos que

n!?

Sl <D g Camax{l 1) = explmax{lsl 1), (21
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Assim, pelo teste M de Weierstrass, a série Y > a,P,(z) converge absoluta-
mente e uniformemente em qualquer conjunto compacto. Assim sendo, pelo Teorema

1.11, essa série produz uma funcao inteira. O

Enumerando o conjunto A do Teorema 2.5, podemos escrever A = {ay, o, ...} e,

paran > 1, definam, e j, porn = 142+ - -+m,+j,,onde m,, > 0el < j, < myi1.

Exemplo 2.8.

o n =11
11=1+2+ 8+ 4 + 1. Entao, m, =4 e 5, = 1.

Depois, construa uma sequéncia de polinémios colocando FPy(z) = 1 e definindo

recursivamente:
Pu(2) = (= = a3,) Paca (2).

Listamos aqui, os primeiros polinomios:

Py(z) = 1
Puz) = (2—an)

Py(z) = (2—a)?

Py(z) = (2—an)(z—an)

Piz) = (2= )}z —an) (2.2)
Ps(2) = (z—a)’(z — ap)?

Ps(2) = (2 —a)’(2 — a2)*(z — a3)

Pr(2) = (z—a1)'(z—a2)*(z — a3)

Ps(2) = (z—a1)'(z— a2)’(z — a3)

Para facilitar a visualizagao dessa construgao, observe a seguinte figura:

Seja agora i, = m, + 1 — j,. Para quaisquer i > 0 e 5 > 1 dados, existe um

tinico n tal que i, =i e j, = j, sendo tal n = (i + j)(i 4+ j — 1) + j. De fato, basta
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(z —ay) (z —ay) (z —ay) (z —ay)

(z-ay) (z-ay) (z-ay (z-ay)
Figura 2.1: Construcao dos Polinomios

notar quen =1+2+---+4 (i +7 — 1) + j. Pela definicao de m,,, j, e i,, segue que
m,=1+j3—1, 9, =75 e, =m,+1—7, =i Para verificar que tal n é unico,
basta observar que se existir um certo ng tal que i,, = i e j,, = Jj, entao teremos

que my, =1+j—1leny=1+---4+my, +Jj =n, isto é, n é tnico.

Listamos abaixo os primeiros valores de m,,, j, € i,:

n s Jn in,
1 0 1 0
2 1 1 1
3 1 2 0
4 2 1 2
) 2 2 1
6 2 3 0
7 3 1 3
8 3 2 2

Tabela 2.1: Alguns valores de m,,, j, € i,

Lema 2.9. Paran > 1, temos que Pni_”l)(ajn) #0e Pl(i”)(ogjn) =0 quando | > n.
Demonstracao.
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Parte I. Mostraremos que P,(ffl) (a;,) # 0. De fato, da definicao de P,(z), observe

que:

Pl(z) = (Z_ajl)(z_O‘jz)"'(z_aJiA)(Z_ajz)
= -a)E-a)iz-a)z-a)lz-m)(z-ag) (2 -a) (2 ay)
—— - —~

1 2 3

= (F-a)™(z =)™ (2 — ) (2 =) - (2 = ),

(2.3)
afinal, o dltimo bloco na sequéncia antes de (z — o) --- (2 — «j,) é o bloco (z —
ap) - (2= Q).

Claramente, temos que j, = 1 ou j, = j,—1+1. Se j, = 1, entao o, = a;. Logo
= g ¢ raiz de

Q;

n

Bra(z) = (2 =)™t (2 = a, ) (2 —aa) -+ (2 = g, 4), (2:4)

com multiplicidade m,,_1 + 1.
Como estamos supondo que j, = 1, segue que m,, = m,_1 + 1, de onde obtemos
que i, =my+1—39, =my_1+ 1.

Por outro lado, no caso em que j, = j,—1 + 1, temos que:
1. jn = jr, para algum k < n — 1;
2. jn > jJr paratodo k <n — 1.
No primeiro caso, temos que «;, = «;,. Assim, «;, € raiz de
Paa(2) = (2= an) ™=+ (5 = g, )" (2 = )= ) (2= )

com multiplicidade m,,_y — jx + 1 = m,, — j, + 1 = 1,,, pois nesse caso m, = M,_1.
Por outro lado, se j, é como no caso 2, entao j, = m, + 1. Dai, a;, teria possivel
multiplicidade i,, = m,, + 1 — j, = 0, logo nao é raiz de P,_;(z).

Portanto, em todo caso, temos que «;, é um zero de P,_1(z) com multiplicidade

in. Assim, Pnij‘f(ajn) # 0, e a primeira parte do lema esta provada.

Parte II: Vamos supor [ > n, entdo mostraremos que «;, é um zero de P(z)

com multiplicidade pelo menos ¢,, + 1. Logo, Pl(i") (aj,) = 0.
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De fato, observe que, se [ > n, entao m; > m,,. Estudemos inicialmente o caso

em que | = n. Claramente, temos que P(z) = P,(z), com
Po(2) = (z —an)™ -+ (2 = am,, ) (2 — 1) -+ (2 — )

Sendo assim, se j, > my, segue que j, = m, + 1, o que implica que i,, = 0 e «;,
tem multiplicidade 1. Logo PS™ (a;,) = P”(a;,) = P.(a,) = 0.

No caso em que [ > n, como a sequéncia dos m,, é nao decrescente, temos que
my, < m; e j, < my, pois sempre vale que 7, < My,1.

Segue entao que
Pyz) = (z = an)™ (2 = ag, )™ (2 = o ) (2 — ) - (2 — ay,)

Logo, se m, = my, entdo j, < j; e a;, ¢é raiz de Fj(z) com multiplicidade
my—jn+2=my—Jn+2=1,+1.

Se, por outro lado, m, < my, entao j, pode ser maior que j;. Nesse caso, «;,
teria multiplicidade m; —j,+1 > m, —j,+1 = 1,,. Se j, < j;, entao a multiplicidade
de o, é my — j, +2 > 4,. Assim, em todo caso, a;, tem multiplicidade pelo menos

igual a 7,, + 1. Logo, Pl(i")(ozjn) = 0, e o resultado esta provado. O

Lema 2.10. Se > ;7 arPy(z) = >3-y biPi(2) para todo = € C, entao aj, = by, para

cada k > 0.

Demonstragio. E suficiente mostrar que se g(z) := Y reo @k Pr(z) = 0 para todo
z € C, entao {ax}r>0 ¢ a sequéncia nula.
Observe, que 0 = g(a;) = ag. Suponha que ag, ay, ..., a,_1 sejam todos iguais a

0. Temos que

k=0 k=n
= a, P8 (ay ) + an PUT Y (g, F

n+1)(

Pelo lema anterior, temos que Pl(i @j,.,) = 0 quando I > n + 1. Assim,

obtemos que:

S arP 0 (ay,,,) = an P (0, )
k=0
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Como )2, akPk(i"“)(ajnH) = 0 e, também pelo lema anterior, Prgi"“)(ajnﬂ) +
0, assim segue que a,, = 0.

Por induc¢ao, concluimos que {ay}r>o é identicamente nula. O

2.2 Generalizagao do Teorema de Stackel

Relembramos inicialmente o enunciado do Teorema 2.5:
Teorema 2.5. Seja A C C um conjunto enumerdvel e, para cada s > 0 e a € A,
fize um conjunto denso E,  C C. Entao existe uma fungao inteira e transcendente

f tal que f©®)(a) € E,, para todo a € A e s > 0.

Demonstracao. Vamos construir a funcao inteira e transcendente desejada fixando
os coeficientes na série Y -, a,Py(z) recursivamente, onde a sequéncia { Py }r>o jé
foi definida.

Primeiramente, pelo Lema 2.7, a condigao |ay| < ﬁ vai assegurar que f(z) :=
Y peo @ePr(z) define uma fungao inteira.

Agora, vamos fixar os coeficientes de maneira indutiva. Para n > 1, denote por
E, = E,,, i, e sejam os ntimeros 3, = Y akP,gi”) (aj,). Vamos escolher os valores
de cada ay para que 3, € E,, = E,, ;, para todon > 1.

Pelo Lema 2.9, sabemos que Pl(i”)(ozjn) = 0 quando [ > n, entdo, [, é, na
verdade, a soma finita S 71—, akP,Ei")(ajn). Note que, 81 = agBPy(a1) = ag e Ey é
denso. Podemos entéo fixar um valor de aq tal que 0 < |ag| < CLO e} € Ey.

Agora, suponha que os valores de {ag, ay,...,a, 1} estao fixados de modo que
0<|ak|§ﬁeﬁk€Ekpara0§k§n.

Pelo Lema 2.9, sabemos que P{™+ (aj,,,) # 0, entdo podemos escolher um valor
apropriado de a,, tal que 0 < |a,| < ﬁ e

n—1

Bni1 = Z akpk(inﬂ)(ajnﬂ) + aanginH)(ajnﬂ) SR
k=0

Entao agora, por inducao, todos os a;, estao escolhidos tais que para todo k > 0
en > 1, temos que 0 < |a| < ﬁ e B, € E,. Deste modo, pelo Lema 2.7, a

funcao f(z) = > 7 ,arPi(z) é inteira e para qualquer i« > 0 e j > 1, temos que
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fO(ay) = >0, akPk(;i)(Oéj> = Bn € B, = E,,;, onde n ¢ o tnico inteiro tal que
i=in e = jn

Levando em consideracao que todo polinémio pode ser escrito como uma com-
binacao linear finita dos {P;}r>1 € que todos os {ax} sao diferentes de 0, segue,
pelo Lema 2.10, que f(z) nao é um polinomio. De fato, se f(z) é um polinémio de

grau T, entao como

00 T %s)
k=0 k=0 k=T+1
T 00

= Z apPr(z) + Z ars141Pri1+(2),
k=0 =0

terfamos » ;% ary141Pri141(2) = 0 para todo z, pois o grau de Prii4; > T para
todo [ > 0 e, pelo Lema 2.10, isso implica que ar;1,; = 0 para todo [ > 0, mas, por
hipétese, ary14; # 0 para todo [ > 0. Logo, f(z) ndo é um polinémio.

Agora, sabendo que uma funcao inteira é algébrica se, e somente se, é um po-
linémio, temos que f(z) é a desejada funcao inteira e transcendente e a prova esta

completa. O

Terminamos essa se¢ao com as seguintes observagoes:

e Em [23], Marques e Ramirez mostraram que todo conjunto S C Q tal que S é
fechado para conjugacao complexa e 0 € S é o conjunto excepcional de alguma

funcao f inteira e transcendente com coeficientes racionais.

e Marques e Moreira, em [22], demonstram que todo conjunto S C QN B(0, 1)
tal que S é fechado para conjugacao complexa e 0 € S é o conjunto excepcional

de alguma funcdo f analitica em B(0,1) com coeficientes inteiros.

2.3 Subconjuntos de Q que sao conjuntos excep-
cionais

Teorema 2.6. Se A C Q, entdo existe uma funcdo inteira e transcendente f tal

que Sy = A para todo s > 0.
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Demonstracdo. Primeiramente, suponha que A e Q\A sdo ambos infinitos. Entéo,

podemos enumerar Q = {ay, as, ...} de forma que A = {ay,as,. .., Qo1 ... }.
Seja Eqy,ins = C\Q e Eappirs = Q para todo n,s > 0. Agora, pelo Teorema

2.5, existe uma funcio inteira e transcendente f com f)(ag,1) € Qe f©)(agui0) €

C\Q para cada n, s > 0. Assim, fica claro que St = A.

Para o caso em que A é finito, suponha A = {ay,as,...,a,}. Tome E,, ; =
Eys==E, 5= Q para todo s > 0 e defina E,, s = C\@ para todo k£ > m,
s > 0. Assim, Sy = A

Se, por outro lado, Q\A4 = {ay, - ,a,} é finito, tome E,, , = ... = E,,, 4

C\Q para todo s > 0 e tome E,, s = Q paratodo k > me s > 0, obtendo novamente
que Sy = A. O
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Capitulo 3

Funcoes Transcendentes em

Numeros de Liouville

Existem propriedades muito interessantes relacionando funcgoes e nimeros de
Liouville. Sabe-se, por exemplo, que todo niimero real pode ser escrito como a soma
e o produto (se o numero real ¢é diferente de 0) de dois nimeros de Liouville [5].
Além disso, em seu livro, Maillet [16, Ch. III] demonstra algumas propriedades
aritméticas interessantes dos nimeros de Liouville, tais como o fato de que se f é
uma fungao racional com coeficientes racionais e £ é um nimero de Liouville, entao
f(&) é também um nimero de Liouville.

Em 1886, Mahler [14] propos algumas questoes, e dentre elas, estava a seguinte:

Questao 7. Erxistem fungoes inteiras e transcendentes f(z) tal que se & é um nimero

de Liouville, entdo f(£) também o €7

Mabhler ressaltou que a dificuldade dessa questao estava no fato de que o conjunto
dos niimeros de Liouville é nao enumeravel.

Neste capitulo, investigaremos um problema relacionado a questao enunciada por
Mahler. Mas, para isso, necessitaremos estabelecer algumas notacoes e definigoes.

Primeiramente, se A C B, denotemos por ¥ 4(B) o conjunto de todas as fungoes
transcendentes e analiticas f : B — B tal que f(A) C A. Observe que a pergunta
de Mahler pode ser reformulada para: ) ; (C) # (07

Além disso, definimos indutivamente expl™ () = exp(exp™~U(z)) e expl (z) = x.
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Definicao 3.1. Um numero real & é chamado de nimero ultra-Liouuville se, para
todo inteiro positivo k, existirem infinitos nimeros racionais p/q, com q > 1 tais
que

P 1
O<l{—=| < ———.
‘5 QI expll(q)
O conjunto dos nimeros ultra-Liouville serda denotado por L.

Com essa definicao e notagoes em mente, mostraremos as provas do seguinte

teorema, demonstrado originalmente por Marques e Moreira em [20]:
Teorema 3.2. O conjunto ¥y, (C) € nio enumerdvel.

Para provar esse resultado, os autores demonstraram um resultado mais forte,
sobre o comportamento de algumas fungoes em ), (C). Para um ntimero racional

z, denotamos o denominador de z por den(z). Provaremos o seguinte resultado.

Teorema 3.3. Eziste uma quantidade nao enumerdvel de fungoes f € 3g(C) com

1< fl(z) < 3, para todo x € R, tais que
den(f(p/q)) < ¢*, (3.1)
para todo p/q € Q com q > 1. Em particular, den(f(p/q)) < e —1, se ¢ > 7.

Inicialmente, mostraremos que o Teorema 3.3 implica o Teorema 3.2 e, em se-

guida, daremos a prova do Teorema 3.3.

3.1 Uma resposta parcial a pergunta de Mahler

Prova que o Teorema 3.3 implica o Teorema 3.2

Dado um numero ultra-Liouville £ e um inteiro positivo k, existe uma infinidade
de niimeros racionais p/q com ¢ > 7 tais que

1
explF+2(q)’

13’<
q

0< (3.2)

6_

Se f é uma funcao como no Teorema 3.3, entao pelo Teorema do Valor Médio,

obtemos que

ro-1(2)] <3 (33)

_r 3
<3S

< —.
q|  2explt+2(q)
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Sabemos que f(p/q) = a/b, com b < e’ —1. Entao, vamos mostrar qu % exp® (b) <
exp+3(q).

De fato, para k = 1, temos que b+ 1 < e, o que implica que e- e’ < e« . Como
e > 3/2, o resultado segue. Procederemos agora por indugao.

Suponha que %exp[k_”(b) < exp**(q) para um certo k. Entdo, temos que
3 b1l (8
exp | 5 expt (D) | < exp(exp™T(g))

explk—1
(e¥2)™ 0 < explt*2(g),
de onde obtemos que
eexp[kfl] (b)/2 [k+2] (

-expll(b) < exp q).

Como, e 1(0)/2 5 1 /2 ¢ ¢'/2 > 3/2, o resultado segue.

Logo,
a P 1
2= —f= . — 3.4
105 = |0 -1 (2)| < s (3.4)
Isso implica que f(£) é um nimero ultra-Liouville, como desejado. ]

Prova do Teorema 3.3

Comecamos essa secao relembrando o enunciado do Teorema 3.3:
Teorema 3.3. Eziste uma quantidade nao enumerdvel de fungoes f € 3g(C) com

3 < f'(x) <3, para todo x € R tais que

den(f(p/q)) < ¢**, (3.5)

para todo p/q € Q com q > 1.

Para dar inicio a demonstracao serao necessarios 3 fatos:

1. Para todos y,b € [—1, 1], distintos, temos que |sen(y — b)| > |y — b|/3.

Prova: De fato, a funcao sen(z)/z é decrescente para x € (0,7, e

sen(2)/2 > 1/3. O
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2. Para z,y € QN [0, 3], com den(z), den(y) < n, temos que

4
| cos(2mx) — cos(2my)| > et

Prova: De fato, primeiramente, assumimos 0 < z < y < i, entao temos dois

Cas0os:

® Se z = 0, entao cos(2mx) — cos(2my) = 1 — cos(2my) = 2sen?(ry). Como
o seno é uma fungao concava no intervalo (0,7/4] e a reta que passa por 0 e
sen(m/4) é dada por s = 2v/2y, segue que sen(my) > 2v/2y > 2v/2/n. Logo
sen?(my) > 8/n* > 16/n?, pois den(y) > 2;

® Se 0 < x < y, entdo x > 1/n e, pelo Teorema do Valor Médio, existe
¢ € [z,y] tal que |cos(2mx) — cos(2my)| = | — 2wsen(2wc)| - |2mx — 27my].
Agora, como a funcdo sen(2mz) é crescente e positiva em (0,1/4], segue que
| cos(2mz) — cos(2my)| > 27 sen(27z)(2my — 27x) = 4dn?sen(27wx)(y — x). Ob-
serve que a reta s(t) = (2/m)t esta abaixo da fung¢ao seno em (0,7 /2], afinal
s(0) = 0 = sen(0) e s(7/2) = 1 = sen(w/2) e a fungdo seno é concava em

(0,7/2). Assim, para x € (0,1/4), temos que:

sen(2m(x)) > 2%
wsen(2n(x)) > 2z
4r?sen(2m(z)) > 8mx

Desse modo,

4m® sen(2mx)(y — x) > 8ma(y — x).
Observe agora que como = > 1/n e y —x > 1/n? segue que
8ra(y — ) > 8r(y — x)/n > 87 /n* > 16/n* > 4/n®.

1 1 : 1 1
® Se 1 < z,y < oL substitua x,y por 5T e;5—

1 y, e faca um argumento

analogo. O

3. Para todo € € (0,2], qualquer intervalo de comprimento maior que € contém
pelo menos dois nimeros racionais com denominador menor ou igual [2/€],

onde [x| = o menor inteiro maior que x.
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Prova: De fato, se n = [2/€], entdo (a,b) é um intervalo tal que b —a > ¢ >

2/n, entao para k = |na] + 1, temos que na < k < na + 1, logo
na <k<k+1<na+2<na+n(b—a)=nb,
o que implica que a < k/n < (k+1)/n <b. O

Agora, em posse desses trés fatos, podemos dar inicio a demonstragao do teorema.

Demonstracao do Teorema 3.3: Considere agora, a seguinte enumeragao de

QnJo, 3]:
(s fo111121
1y L2y vey f — 1’2’37475’5’6’.” 9

onde consideramos apenas fracoes irredutiveis ordenadas da seguinte maneira: z; =
0/1; para cada k > 1, se zx = p/q com 2p < q — 2, entdo x4 = r/q, onde r
é menor natural que satisfaz p < r < ¢/2, com mde(r,q)= 1. E se, 2p > ¢ — 2,
entdo x4 = 1/(q¢+ 1). O conjunto A = QN [0,1/2] tem a propriedade de que
cos(2mx) # cos(2my) para todo  # y € A (afinal, a fungdo cosseno ¢ injetiva em
[0,7]), e para cada z € Q existe exatamente um x € A tal que cos(2mz) = cos(27z).

Note que den(x,,) > /n, para todon > 1: de fato, o niimero de inteiros positivos
tais que o denominador de x,, ¢ igual a k ¢, no méximo, k para todo £ > 1. Entao,
o maior inteiro positivo tal que o denominador de x,, é no maximo k£ é no maximo
14+2+. .. +k = k(k+1)/2 < k*. Ouseja, max{n € N; den(z,) < Vk} < M <
k. Logo, den(x;) > Vk.

Defina B, = {y1, Y2, - - -, yn} com y; := cos(2mxy) e defina f por

f(z) =z + g(cos(2mx)), (3.6)

onde g(y) = Zzo:1 Cngn(y) e gn(y) = I_IbeBTL Sen(y - b)
Note que f(x + 1) = f(z) + 1, entao é suficiente considerar Q N [0,1) para

caracterizar f em Q. Note também que, para provar que f(x) € Q sempre que
r € Q, basta mostrar que f(z) € Q para x € A. De fato, dado z € Q, tome
r € A com cos(2rx) = cos(27z). Entao, temos que f(z) — z = g(cos(2wz)) =
g(cos(2mx)) = f(z) — x e, logo, se f(x) € Q, entdo f(z) = f(z) — 2+ 2 € Q; em

particular, se z € Z, entao f(z) = z, pois f(0) = 0.
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Agora, devemos escolher as constantes ¢, indutivamente para que f satisfaca as
condicoes do Teorema 3.3. Os primeiros requisitos sao que ¢, = 0 paral <n <5 e,
paran > 6, 0 < |¢,| < 1/n™ para todo inteiro positivo n. Por outro lado, para todo
y pertencendo a bola aberta B(0, R), temos que

lgn(y)| < ] €V < e, (3.7)

bE B,

onde usamos o fato de que b € [—1,1] e que |sen(x)| < (|| + |e7™|)/2 < el*l.
Assim, como |¢,| < 1/n", obtemos que |c,g,(y)| < (eft1/n)", de onde temos que
g (e entdao f) é uma funcgao inteira, pois a série g(y) = > ", cngn(y), que define
g, converge uniformemente em qualquer uma dessas bolas. Além disso, se © € R,
temos que |¢),(x)| < n (de fato, basta notar que g, é um produto de n senos, logo
sua derivada sera uma soma de n termos, onde cada termo serd um produto de senos
e cossenos, i.e., cada termo assume no maximo o valor 1 e assim, a soma assume no
maximo o valor n.), logo, f'(x) = 142w sen(2nx) Y7, ¢nq,(cos(2rx)) € (1/2,3/2),
pois Y o2 ntT" < 1/(4m).

Suponha que ¢q, ¢a, . . ., ¢,—1 tenham sido escolhidos de forma que f(z1), ..., f(z,)

tenham a propriedade desejada. Observe que
flxg) =z + Z Cn Hsen(yk — i), (3.8)
n=1 =1
ou seja,

f(zr) = x4+ crsen(yp — y1) + cosen(yr — y1) sen(yx — yo) + - -
+  cr—1sen(yx — Y1) sen(yx — yo) sen(yx — y3) - - - sen(yx — yr—1)
+ cpsen(ye — y1) sen(yp — y2) -+ - sen(yr — Yu—1) sen(ye — yu) + -
= xpt+crsen(yr — 1) + -+ cprsen(yp — y1) - - sen(yYx — Yp—1)-
Logo, a escolha de cy,...,c,_1 determina os valores de f(z1),..., f(z,) inde-
pendentemente dos valores de ¢, para £ > n. Em particular, como ¢, = 0 para
1 <k <5, temos que f(z,) =z, para 1 < n < 6. Agora, vamos escolher ¢, para
que f(x,41) satisfagas os requesitos.
Sejam t < n inteiros positivos com n > 5. Entao den(x,1), den(z;) < n (de fato,

den(zg) = 5 e den(x,41)— den(z,) < 1, para todo n > 1). Como cos(2nz,41) #
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cos(2mxy), pelo Fato 2, temos que |y,11 — y¢| > 4/n®. Assim sendo, pelo Fato 1,
segue que
oyl 41

> — >

3 3n3 ~ p3’ (3.9)

| sen(yn+1 — e

resultando que [g,(yns1)| > n73". Logo, ¢,gn(yns1) percorre um intervalo de com-
primento maior que 2/n'". Assim, pelo Fato 3, podemos escolher c,, de pelo me-
nos duas maneiras, tal que ¢g(y,+1) seja um numero racional com denominador no
méximo n*".

Dado z € Q, seja ¢ = den(z). Se ¢ = 1, entdo z € Z, logo f(z) = z, e
assim 1 < q8q2. De outra forma, ¢ > 1 e existe um um inteiro positivo k£ com

cos(2mxy) = cos(27z), entdo xx e z tem o mesmo denominador; de fato, nesse caso,

temos que xp — 2 € Z ou v + z € Z. Desse modo,

den(f(z) — z) = den(g(cos(27z))) = den(g(cos(2mxy))) = den(g(yx)).  (3.10)

Agora, temos que
den(g(yp)) < (k — 14D < gAk=1), (3.11)
Desse modo, como ¢ = den(z) = den(z;) > vk, obtemos que
den(f(z) — z) < K**=D < (@)D = -1 (3.12)
Logo,
den(f(z)) < den(z)den(f(z) —z) =q-den(f(z) —2) <q- PO < 57 (3.13)

como queriamos.

A prova de que podemos escolher f transcendente segue do fato de que te-
mos, pelo menos, duas escolhas para cada ci, £ > 5. Ou seja, a quantidade de
fungoes f que podemos obter é a mesma quantidade de elementos em {0,1}>° =
{(a1,aq,...);ar € {0,1} V k € N}, que é um conjunto ndo enumeravel, e as fungoes
inteiras algébricas que levam Q em Q sdo polinémios pertencendo a Q[z], que é um
conjunto enumeravel.

De fato, podemos provar que todas as funcoes construidas sao transcendentes,

com excessao de quando ¢, = 0, para todo n € N: se alguma funcao f nao fosse
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transcendente, entao f seria um polindmio, pois ¢ inteira. No entanto, a propriedade
de que f(z + 1) = f(z) + 1 implicaria que f(x) = = + ¢, para algum ¢ > 0. Logo,
g(cos(2mz)) é constante, mas isso nos leva a uma contradigao ja que g(y;) = 0 e

9(Yr+1) = ¢k [L1ep, sen(yr+1 — b) # 0, onde k é o menor natural tal que ¢, # 0.
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Capitulo 4

O Problema B de Mahler

Em seu livro [15], Mahler provou que eziste uma funcio f = —z + > -, anz",
definida por uma série, com coeficientes ay racionais, que converge em uma vizi-
nhanga da origem e tem a propriedade de que a fungao f(z), sua fun¢do inversa, e
todas as suas derivadas levam algébricos em algébricos nessa vizinhanga.

Logo apds enunciar esse teorema, Mahler sugere a seguinte questao, conhecida

na literatura como Problema B de Mahler.

Problema B: Eziste uma fungdo inteira e transcendente f(z) = >~ a,z" com

coeficientes racionais tais que f(Q) CQ e f~1(Q) C Q7

Esse capitulo sera dividido em duas se¢oes. Na primeira se¢ao, daremos uma
resposta positiva ao Problema B se f for uma fun¢ao analitica real, substituindo no
entanto Q por qualquer conjunto enumeravel e denso em R. Além disso, obteremos
fungoes hipertranscendentes ao invés de transcendentes.

Na segunda secao, responderemos também positivamente ao Problema B de Mah-

ler, mas agora, no caso complexo.

4.1 O caso real

Nesta secao, motivados pelo questionamento de Mahler, daremos a demonstracao

do seguinte resultado:
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Teorema 4.1. Seja A um subconjunto denso e enumerdvel de R. Entdo existe uma
quantidade nao enumerdvel de funcoes analiticas, bijetivas e hipertranscendentes

f R = R com coeficientes racionais na sua série de MacLaurin e tal que f(A) = A.

Esse resultado foi provado por Marques em [19] e, como vemos, é a reposta a
pergunta de Mahler considerando-se a fungao f como uma funcao de variavel real.
Para demonstrar o Teorema 4.1, comegamos inicialmente enumerando o conjunto
A = {a1,a9,0a3...}. Como a base de transcendéncia da extensao R|Q é nao
enumeravel, podemos escolher nimeros reais 1), &, 79,71, ... tais que o conjunto
{T,&,v,M,---} seja algebricamente independente sobre Q(A), com T' > 47. Além

disso, necessitaremos do seguinte lema:

Lema 4.2. Sejam {c,}n>1 uma sequéncia de nimeros reais tal que 0 < |c,| < 1/n",
{By}n>1 uma sequéncia de conjuntos de R tais que B, C [—1,1] e #B,, = n. Defina
entdo uma sequéncia de fungoes inteiras {gn(2) }n>1 como gn(z) = [[,cp, sen(z —b).
Entio g(z) =Y 07 cagn(2) € uma fungao inteira. Além disso, se escolhermos uma

constante positiva T" > 4w, entao:

f(2) = 24202 cugn (cos (7)) e

8 N (4.1)
fn(z) = 243, cagn (cos (22)), N €N

também sao funcoes inteiras e as restricoes de f e fy aos reais sao bijecoes cres-
centes de R em R. Obtemos ainda que f(z+T) = f(2) + T e, para todo N € N e
z € C, vale que fy(z+T) = fn(2) +T;

Demonstracao do Lema 4.2

Provaremos inicialmente que g, e portanto f, é uma fungao inteira (note que isso
implica que f é analitica em R). Para isso, defina h(z) = g(cos(%2)).

Para todo z na bola aberta B(0, R), temos que

H sen(z — b)

beB,

S H elz—b‘ S 67’L(R+1)7 (42)
be B,

|gn(Z)| =

] + e~

onde a desigualdade segue do fato de que |sen(x)| < < el
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Como |c,| < 1/n", temos que |c,g,(2)| < ((eft*1)/n)™. Logo, pelo teste M de
Weierstrass, ¢ é uma funcao inteira. Portanto h também é uma funcao inteira.

Considere agora a restricao de f a R. Entao:

o1 T () S (e (). 0o

n=1
Observe agora que |¢/(z)| < n para todo z € C.

Usando esse fato em (4.3), e lembrando que T' > 47, obtemos que

e}

2 o= 1 1
f’(x)zl—EZ—n21—§-1,63>O. (4.4)

n=

Desse modo, f é uma funcao crescente e como

e lim f(z) = —o0,

. lim f(z) = oc,

segue que f é também uma bijecao de R em R.

Com a mesma idéia, mostra-se que fy é uma bijecao crescente de R em R. E,
claramente, f(z +71) = f(2) + T e fn(2+T) = fn(z) + T para todo N € N e
z € C, afinal cos(%) = cos(%Z + 2m) = cos(%2). Isso conclui a demonstra¢ao

do lema. O

Demonstracao do Teorema 4.1

Teorema 4.1 Seja A um subconjunto denso e enumerdvel de R. Entao existe uma
quantidade nao enumerdvel de funcoes analiticas, bijetivas e hipertranscendentes

f: R — R com coeficientes racionais na sua série de MacLaurin e tal que f(A) = A.

Demonstragao. Inicialmente, vamos comecar a construgao recursiva dos ¢, e B,, para
que a fun¢ao f definida no lema anterior tenha as propriedades desejadas. Para isso,
defina a fungao fy(2) = z.

Para cada n > 1, definiremos um conjunto B, e uma funcao associada
fa(2) = fuo1(2) + cngn(cos(2mz/T)), onde as fungdes g, ja foram definidas no lema

anterior.
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Sem perda de generalidade, podemos supor que a; = 0 (pode-se lidar com o caso
em que 0 ¢ A da mesma maneira). Defina By = {1}.

E fécil ver que f5(0) = f75(0) = 0 € A. Além disso, também é verdade que
f1(0) = 0 = f;71(0). De fato, f1(0) = fo(0) + c1g1(cos(0)) = 0 e a funcio f; é
injetiva.

Note que fi1(§) = & + c1g1(cos(2wE/T)) e afirmamos que g;(cos(27E/T)) #
0. Caso contrério, terfamos que sen(cos(27&/T) — 1) = 0, o que implicaria que
cos(2m&/T) — 1 = krm para algum k € Z. Dai, |k|r < 2, de onde obtemos k = 0. No
entanto, se k = 0, terfamos que cos(27&/T) = 1, mas isso implicaria que £ = mT
para algum m € Z, o que contradiz nossa escolha de £ e T' (pois sdo algebricamente
independentes sobre Q(A)).

Como 1pQ* é denso, existe uma quantidade enumeravel de escolhas de ¢; €
(=1, 1)\{0} tais que fi(£) € Q"

Defina agora By = By U {cos(2r¢/T)}.

Temos que f>(0) = 0 = f,(0), afinal f, é injetiva. Afirmamos agora que

ga(sen(2man/T)) # 0. De fato, se ga(sen(2may/T)) = 0, terfamos que
sen(cos(2mas/T) — 1) sen(cos(2man/T) — cos(2n€/T)) = 0,
o que implica que

1. cos(2may/T) — 1 = km, para algum k € Z. Mas a tnica possibilidade é k£ = 0,
logo, terfamos que cos(2was/T) = 1, o que implica que 2way /T = 2mn para

algum m € Z e , logo ag = mT, com m # 0, pois 0 = ay; ou

2. cos(2ma/T) — cos(2n&/T) = km, para algum k € Z. Mas novamente, a tnica
possibilidade é £ = 0. Entao, terfamos que cos(2was/T) = cos(27€/T'), mas
isso implica que 27& /T = +2mwas /T+2mm para algum m € Z. Assim, terfamos

E=xay+mT.

Assim, teriamos oy = f + mT, com § € {0,+£}. Entretanto, por causa das
escolhas de £ e T', nenhum desses casos é possivel. Desse modo, podemos escolher

de uma quantidade enumerével de maneiras ¢ € (—1/22,1/2%)\{0} tal que fo(ay) €
A\{as}.
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Definindo By = ByU{cos2masy/T)} e usando que o conjunto A é denso, podemos
escolher c3 no intervalo (—1/3% 1/3%) tal que f;'(ay) € A. Além disso, observe
que f3(0) = f31(0) = 0, fs(&) = f1(&) € %Q" ¢ fs(as) € A, afinal fy(as) =
falag) + czgz(cos(2maz/T)) = fa(aa).

Afirmamos que cos(27fy '(ao)/T) ¢ Bs. Caso contrério, terfamos que
g3(cos(2mf5 H(az)/T)) = 0 e pelo mesmo argumento anterior, terfamos f; '(ap) =
B+ mT, onde B € {0, +ay, ££} e m € Z. Entao ag = fo(S+mT) = fo(5) + mT, o
que nao pode acontecer, ja que fo(f8) € AU Q"

Defina agora € = min{|cos(2rf; '(a2)/T) — b| : b € B3} e seja I, o intervalo
com centro em cos(27 f; ' () /T) e raio €/2. Como A é denso, existe uma sequéncia
{k,} de inteiros positivos tal que lim, o az, = f5 *(a2) e cos(2way, /T) € I, para
todo n € N. E como f; é continua, temos que lim,, ., fa(ay,) = ao.

Além disso, {f + kT/2 : 5 € {0,9,&},k € Z} é um conjunto discreto. Logo,
podemos escolher (de uma quantidade enumerédvel de maneiras) [ € (k,), tal que o

nao pertenca ao conjunto anterior e satisfaca:

3

€
| fa(aq) — aa| < FEaES

(4.5)
Pela escolha de oy, temos que cos(2way/T) # b para todo b € Bj (pois caso
contrario, terfamos que | cos(2may/T)—cos(27 f5 * (o) /T)| > €). Assim, 0 < | cos(2may /T)—

b| < 2. Agora, usamos que |sen(x)| > |z|/3 para todo z € [-2,2]\{0} para obter

2 T)—10
| sen(cos(2way/T) — b)| > | cos( m);f/ )= > %, (4.6)
onde usamos que cos(2ma;/T) € I,. Logo,
3
€
lgs(sen(2may/T))| > —= (4.7)

63’
afinal lembramos que gs(cos(2ma;/T)) = [[,cp, sen(cos(2may /T) — b).
Concluimos entao que escolhendo ¢z := (e — fa(y))/gs(cos(2may/T')), obtemos
que f3(ay) = g, de modo que f; '(ay) € A. Afinal,

(a2 — falau))
g3(cos(2may /T))

Além disso, combinando as expressoes (4.5) e (4.7), obtemos que |c3| < 1/33.

fa(a) = falou) +

g3(cos(2may/T)) = .

Definamos agora:
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e B, = By U {cos(27f; (an)/T)};
e B; = By U {1} (multiconjunto).

Observe que

g4(2) = sen(z) - H sen(z — b), (4.8)

beB4\{1}

logo ¢;(0) # 0. Analisemos agora a segunda derivada da funcao

f1(z) = f3(2) + caga(cos(2mz/T))

aplicada em z = 0, onde a constante ¢4 € (—1/4%,1/4%) ainda serd escolhida. Temos

que a primeira derivada da funcao f; é dada por:
fi(2) = f3(2) = cagi(cos(2mz/T)) Sen(QWZ/T)Q%v (4.9)
assim, ¢é possivel observar que
V(2) = f5(2)+ca(2n/T)*{ g} (cos(2mz/T)) sen® (272 /T) —g}(cos(2rz/T)) cos(2w2/T)}

Desse modo,

1(0) =0 — (27/T) cagy(1), (4.10)

onde 6 € R, com ¢(1) # 0. Logo, existem infinitas possibilidades para ¢, de modo
que ¢4 esteja em (—1/4* 1/4M)\{0} tal que f;(0) € Q*.
Nosso préximo passo, é definir ms = min{j > 3 : cos(2ma;/T) ¢ Bs}. Observe
que se cos(2ma;/T) € Bs, entao fs(a;) = fi(ay) € A.
Note que
fs(ams) = falams) + csg5(cos(2ma,, /T)). (4.11)

Novamente, temos que g5(cos(2ma,,,/T)) # 0. Caso contrario, terfamos que
cos(2mauy,, /T) € Bs, contradizendo a escolha de m;. Logo, temos uma quantidade
enumerével de escolhas de ¢5 € (—1/5°,1/5°)\{0} tal que f5(a,,,) € A.

Defina agora Bg = Bs U {cos(2ma,,,/T)}.

Seja mg = min{j > 3 : cos(2n f5 *(a;)/T) ¢ Bs} (se cos(2nf5 *(aj)) € Bg, entio
fi(a;) = fi'(a;) € A). Agora escolheremos cg de modo que ¢ € (—1/6%,1/65)\{0}
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e fo 1(04]) € A. Como nos casos anteriores, podemos assegurar a existéncia de in-
finitos a; ¢ {8+ kT : 5 € Ag,k € Z}, onde Ag é definido pela relacio Bg =
cos(£2mAg/T) (i.e., Ag = {0, £, £an, £f5 (an), £au,, }), tais que

66

[fo(u) = amg| < 3 (4.12)

onde ¢ = min{|cos(27f5  (aum,)/T) — b| : b € Bg} (afinal, f5(A) é um conjunto
denso). Agora, sabendo que

| cos(2may /T) — b| S €
3 6

| sen(cos(2mey /T) — b)| > (4.13)

obtemos que

6

|ge(cos(2may /T))| > &

(4.14)

Portanto, se escolhermos cg = (v, — f5())/ge(cos(2may /T)), obtemos que fg(am) €
A (basta aplicar fg(z) em ;) e 0 < |cg] < 1/6° (basta usar as expressoes (4.12) e

(4.14)).

Defina agora os conjuntos
e B; = Bs U {cos(2mf5 ' (amg)/T)};
e By = B;U{cos(2n¢/T)} (multiconjunto).

Temos que

g7(2) = sen(z — cos(27€/T)) - H sen(z — b), (4.15)
brtcos(one /)

logo ¢%(cos(2n&/T)) # 0.

Por outro lado, temos que

fr(2) = fe(2) + crgr(cos(2mz/T))
f26) = [f5(&) — er(2m/T) sen(27E/T) g7 (cos (27 /T)).

(4.16)

Logo, podemos escolher ¢; € (—1/77,1/77)\{0} (de uma quantidade enumeravel

de maneiras) tal que

f1(§) € mQ~.
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Suponha quen > 9equecy,...c,_2e By,...,B,_1 foram escolhidos satisfazendo
os requisitos necessarios. Agora, queremos definir B,, e escolher os ¢,_1. Observe
ainda que, por construgao, os conjuntos A;, definidos pela relacdo B; = cos(27(A4; U
{£})/T) sdo tais que A; U f,,_2(A;) C A.

Vamos dividir nosso proximo passo em trés casos, cada um dependendo da classe
de n médulo 3.

Caso 1: n =0 (mod 3).

Nesse caso, considere m,,_; = min{j > (n/3) + 1 : cos(2re;/T) ¢ B,_1} (se
cos(2maj/T) € By—1, entao f,_2(a;) € A).

Defina B, = B,_1 U {cos(2ma,,, ,/T)}.

Note que

fn—l(amnA) = fn_2(04mn71) + Cn—lgn—l(Cos(zﬂ-amnfl/T))' (417)

Novamente, temos que ¢,_1(cos(2ma,,, ,/T)) # 0. Caso contrario, como antes,
terfamos cos(2mwayy,, ,/T) = cos(2x5/T) € B,,_1 contradizendo a escolha de m,,_;.
Portanto, g,_1(cos(2wa,, ,/T)) # 0 e temos uma quantidade enumeravel de esco-

lhas de ¢,_1 € (=1/(n —1)""1,1/(n — 1)""H\{0} tal que f,_1(cm,_,) € A.

Caso 2: n =1 (mod 3).

Nesse caso, considere m,,_; = min{j < (n +2)/3 : cos(2rf, '5(a;)/T) ¢ B,_1}
(se cos(2mf, 1y (;)/T), entdao f,'5(;) € A). Agora, ¢, 1 serd escolhido de modo
que ¢, € (=1/(n — D" 1/(n — D)"Y e fit(am, ,) € A. A prova procede
seguindo o mesmo raciocinio de quando mostramos que f; '(as) € A. Mas vamos
mostrar aqui os passos principais.

Primeiro, asseguramos a existéncia de uma quantidade enumeravel de o; ¢ {5+

kT : B € Ap_1,k € Z} com

6n—l
‘fnf2(al) - Oémn—l‘ < (n _ 1>n—1 . 6n_17 (418)
onde € = min{|cos(2r f, 5 (a)/T) —b| : b € B,_1}.
Em seguida, utilizando que
2 T)—
| sen(cos(2mey)/T) — b| > | cos( WO;/ )Yl > é, (4.19)
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obtemos

En—l
|gn_1(cos(2may/T))| > Gt (4.20)
Portanto, escolhendo ¢, 1 := (v, , — fa—2())/gn_1(cos(2may/T)), temos que

fiti(m, ) € Ae0 < |e,1| < 1/(n —1)""1. Agora, definimos B, = B, ; U
{cos(2m £,y (ovm, ) /T)}-

Caso 3: n =2 (mod 3). Vamos considerar aqui dois subcasos:

e Caso n =2 (mod 6):

Nesse caso, B, = B,_1 U {cos(2n¢/T)} = {b1,...,5,} (multiconjunto), onde
p; = cos(2m&/T), quando j = 2 (mod 6). Logo, se v = (n — 2)/6,

Gn-1(y) = sen”(y — cos(2r¢/T)) - [ sen(y - B) (4.21)
i22 i(y:nlod 6)
e
gn(y) = sen”(y —cos(2n¢/T)) - [ sen(y — B). (4.22)
i22 i(?nlod 6)
Portanto, gj(.y) (cos(2m¢/T)) =0,se j >ne gé”jl(cos(QWf/T)) # 0.
Por outro lado, observando que f,_1(2) = fn_1(2) + ¢p_1gn_1(cos(2wz/T)), ob-
temos que

F0(E) = 0 + ¢y (27/T)" sen” (21 ) T) gt (cos(2mE/T)), (4.23)

onde # € R. Assim, podemos escolher de um jeito enumeravel de maneiras ¢, €

(—1/(n—1)"",1/(n — )"\ {0} tal que £ 27(€) € yin_2)/6Q"

e Cason =5 (mod 6):
Nesse caso, B, = B,_1 U {1} (multiconjunto), onde 8; = 1 quando j = 5 (mod
6). Logo, se v = (n — 2)/6,

gna(y) =sen’(y—1)- ] senly—5) (4.24)
i#5 i(?nlod 6)
(&
gn(y) =sen”(y—1)- [ sen(y - B). (4.25)
iZ5 i(?nlod 6)



Portanto, gj(»y)(l) =0,sej>ne gfll’,)l(l) # 0 e analogamente ao subcaso anterior,
obtemos:
far (1) =0+ G(QW/T)2VCn—1gq(11/21(1)7 (4.26)

onde a, § € R. Logo, podemos escolher (de uma quantidade enumeravel de maneiras)
oot € (=1/(n = 1)1, 1/(n — 1)"N\{0} tal que £ (0) € Q*. Desse modo,
essa construcdo garante que f(A) C A, f71(A) C A, fOE) € 4,Q* e f29(0) € Q*
para todo s > 0. Observe que f/(0) = 1 e fZ*V(0) = 0 para todo s > 1. Logo,
os coeficientes na série de Maclaurin de f sao todos racionais. Além disso, note
que construimos uma quantidade nao enumeravel de funcoes, afinal, para cada c,
diferente que escolhéssemos, terifamos uma f diferente.

Resta mostrar que f é uma funcao hipertranscendente. Suponha o contrario, ou
seja, que para algum n > 0 existe um polinomio P(Xy,...,X,) € C[X,...,X,],
tal que

P(z, f(z),..., f™(x)) = 0 para todo = € R. (4.27)

Assim, se

n

P(Xo, ..., Xn) =) iy X¢ - Xir
=0

onde m é o nimero de coeficientes nao nulos no somatoério acima.

Assim, como as funcdes z[f(z)]"t - - - [f"V(2)]™, 0 < i < m, com dg+- - - +i, #
0, sao linearmente dependentes, segue pelo Teorema 1.9, que o Wronskiano dessas
funcoes é 0. No entanto, o Wronskiano dessas funcoes ¢ um polinomio () com coefi-
cientes inteiros. Assim, existe Q € Z[Xo, ..., X,] tal que Q(z, f(z),..., f™(z)) =0
para todo = € R.

Entretanto, escolhendo = = &, temos que Q(&, f(€),..., f™(€)) = 0, o que é
uma contradicdo, dado que f®)(¢) € v,Q* e £,70, ..., 7, sdo algebricamente inde-
pendentes sobre Q(A).

Assim, a prova esta completa. O
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4.2 O caso complexo

Aqui, daremos a prova do teorema devido a Marques e Moreira [21], que responde
completamente ao Problema B de Mahler. Nessa demonstracao, faremos uso do
Teorema de Rouché para construir uma quantidade nao enumeravel de fungoes com
as propriedades desejadas. O teorema para o qual daremos a demonstracao é o que

segue:

Teorema 4.3. Fxiste uma quantidade ndo enumerdvel de fungoes inteiras e trans-

cendentes f(2) = Y o0, a,2™ com coeficientes racionais tal que f(Q) C Q e f~1(Q) C

Q.

Demonstragao. Para simplificar nossa prova, definimos A = RNQ, usamos a notagao
[a,b] = {a,a + 1,--- b} para inteiros a < b, e consideramos uma enumeracao de

Q = {1, q,...} tal que:
e o =0;
® a3, 1,03, ¢ Re az, | = az, para todon > 1;
® azpi1 € R;
o |as3,4i| <n paratodoi e {—1,0,1}.

Construiremos as fungoes desejadas indutivamente. Para isso, defina fi(z) = z
e observe que fi(a;) = 0= f; '(a;). Queremos construir uma sequéncia de fungoes

analiticas fo(2), f3(2), fa(2) ... recursivamente da forma:
fm(2) = fm-1(2) + €mz" Pin(2),
onde
(2) fm_1, P € A[z] e entdo f,,(2) = 30", ;2" com t,, > m;
(b) BPrn1(2)[Pn(2) € Pn(0) # 0;

(c) em € A;
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1

L( pm)mm+degpm
dos valores absolutos dos coeficientes de P);

(d) 0< |en| < , onde L(P) denota o comprimento de P (a soma

(e) ai,...,an, € Q.
A fungio desejada terd a forma f(2) = 2+, 5, €,2" P, (2). Observe agora que,
como P(z) < L(P)max{1,]|z|}**F, temos, para todo z € B(0, R):

len2"Po(2)| < +rosramr L(P,) max{1, R}l |z|n

L(Pn)nnerean

max{1, R}%*=" max{1, R}"
nn+dean

(4.28)

{1, R} ntacePn
_ <maxn1 )+dP

Entao

Z enz"Po(z) < Z (M)ﬂ-‘rdegpn < 00.

n
n>2 n>2

Assim, pelo teste M de Weierstrass, ) -, €,2" P,(2) converge uniformemente em
B(0, R) e, pelo Teorema 1.10, essa série define uma fungao inteira. Logo, f(z) = z+
Y o €n2" Pu(2) é uma funcio inteira.

Suponha entao que tenhamos f, satisfazendo as condigoes de (a) a (e). Vamos
construir f,, 1 com as propriedades desejadas. Primeiramente, como f, ' ({ay, -+, azni1})
é finito, podemos escolher n + 1 < 7,11 < n + 2 tal que f,'({ay, - ,az,401}) N
0B(0,7,41) = @. Além disso, se {0,Yn1,--,Ynsnt = [o ({1, ,azp41}) N
B(0,7,41), definimos:

far1(2) = ful2) + enp12" Poga(2), (4.29)

onde

Sn

Pasr(2) = Pu(2)(z = asa1)(z — asa) (2 — azut) [ (2 =)™ (4.30)

i=1
com Pj(z) =1 para todo z € C.
Note que, como f,(2) € Alz], temos que se y; ¢ R, entdo ¢,,; = y,; para algum

J € [1,sy], afinal y,; é raiz de f,(2) — ax para algum k € [1,3n + 1] e portanto,
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seu conjugado é raiz de f,(z) — ax, e como dois nimeros conjugados tém a mesma
norma, segue que Yn; € fit({a, -+, azng1}) N B(0,7,41), ou seja, §n; = Yn,; para
algum j € [1,s,]. Desse modo, P, € Alz] e P,+1(0) # 0.

Observe agora que, para i € [1,3n + 1], temos que min |f,(2) — «;| > 0, pois

z|=rn41

%) NOB(0,7,41) = @. Assim, podemos escolher ¢, satisfazendo

min | fu(2) — o
|z|=rp41

i€[1,3n41]

max [2"T1P, ()]
|zl=rnt1

lent1| < (4.31)

Em particular, para z € 0B(0,7,.1),

‘fn(z) - ai‘ > IEIHI ’fn(’z) - Oéi’
> ep| max |27 P, (2)] (4.32)
2 |€n+1zn+lpn+l(z)|'

Agora, usamos o Teorema de Rouché (Teorema 1.12) para assegurar que as
funcoes f,,(2) — a; € fui1(2) — a; = fu(2) — a; + €p412" 1 Pyi1(2) tém o mesmo
ntumero de zeros (contando a multiplicidade) em B(0,7,.1). Note que z = 0 é um
zero de f, e f,11 com multiplicidade 1.

Suponha agora que ¥y, ;,j € [1,,], ¢ um zero de f,(z) — o; de multiplicidade
m > 1. Como

fn+1(2) —Q; = fn(z) —Q; + €n+12’n+1pn+1(2),

e o polinomio P, é definido pela expressao (4.30), obtemos que y, ; deve ser uma
raiz de f,41—0; com multiplicidade pelo menos m. Como m < degf,, entao y, ; ¢ um
zero de f,11 — a; de multiplicidade exatamente m (pois y, ; é um zero de P, com
multiplicidade maior ou igual degf, +1), ou seja, os conjuntos f,, ' ({a;})NB(0, rpy1)
e fit1({a;}) N B(0,7,41) tém a mesma cardinalidade. Agora, acabamos de ver que

se Yn; € zero de f,(2) — oy, entdo é também de f,11 — «;. Assim, segue que

fo (e ) N B(0,7ar1) = frpi({as}) N B(0,741) (4.33)

Esse argumento assegura que em nossa construcao nenhuma nova pré-imagem

do conjunto {ay,- - ,as,+1} por fni1 em B(0,7r,41) aparecerd além daquelas por
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fn- Note ainda que, como escolheremos €, € A satisfazendo (4.2), teremos que
para todo n, fn,i1({aq, -+ ,as,41}) € n‘jl({al, -+, Qgpy1)) serdo subconjuntos de
Q, afinal Q é algebricamente fechado.

Vamos mostrar agora que é possivel escolher um €, satisfazendo (4.2) e tal

1

que o coeficiente a,;; de 2" em f,,; é um nimero racional (observe que, por

construgao, os primeiros n coeficientes de f, 11 permanecem inalterados).

De fato, seja c,41 0 coeficiente de 2" em f,(z). Temos que
An+1 = Cp+1 + En—i-lpn—i-l(()) (434)

Logo, pode-se escolher um nimero racional p/q tal que

O < Cni+1 — —'
q
[P (0)] Join 1fn(2) = ol (4.35)
< 1 n 3 0 z|=rna1
i L(Py1)(n + 1)ntitdesPug? +1(0) |maX |27t 1P, (2) |
Z|=T"n+1

para todo i € [1,3n + 1]. Sendo assim, definindo €,11 = (p/q — ¢nt1)/Pri1(0),

obtemos que:

® ant1 = p/g;

e ¢, satisfaz (4.31) e 0 < |e,11| < L(Pn+1)(n+1§”+1+deg”n+1'

Entao, por construcdo, a funcdo f(z) = 2+ D> oo €2"Po(2) = > o  an2" é
inteira e f(Q) U f71(Q) € Q e a, € Q, como querfamos. Para ver esse fato,

provaremos as seguintes afirmacoes:

Afirmacao 4.4. Se j <3n+1, entao foi1(a;) = fu(a;). Em particular, f,(a;) =

fi(a;) para todo n > j e f(ay) = lim, o foloy) = fi(a;) € Q.

Demonstragao. Observe que foi1(ay) = fu(ay) + en+1a?+1Pn+1(aj). No entanto,
por defini¢ao, temos que P, | P, 1. Agora, podemos escrever j = 3t+¢, onde t <n

e ¢ € {—1,0,1}. Deste modo, a; é um zero de P, afinal

S

Pria(2) = Bi(2)(2 — agi-1)(z — az) (2 — aze1) H(Z — y;)e

=1
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Agora, note que

fa(2) = fao1(2) + 2" Po(2)
% Jno2(2) + €112" P, 1(2) + €,2" Py (2) (4.36)

= f]('z) + 6j+lzj+lpj+1(z) +oeee enz”Pn(z),

Aqui, novamente, basta notar que sendo j =3t + ¢, onde t < j e ¢ € {—1,0,1},
temos que «; é um zero de Py e, obviamente, t +1 < j + 1. Assim Pyiq|Pj4q,
garantindo que o é também um zero de Pjiq, Pjio,...,F,, de onde segue que
fnlay) = f;(a;) para todo j < n.

Por fim, observe que

f(z) = z41lim, e Y i) 2" Pol(2)
= z+lim, 2?22{]2(2) — fic1(2)} = 2z + lim oo { fu(2) — f1(2)}

= fl(z) + limnﬁoo{fn(z) - fl(z)} = lim, o0 fn<z>
(4.37)

]

Observe agora que se j < 3n+1ei <n, entdo f, ! (a;) N B0, 1) = fl(a;) N
B(0,7;). De fato, basta notar que B(0,7;) é um subconjunto de B(0,7,.1) (pois
i <n)eque f,' ({a;}) N B(0,7011) e frly ({ay}) N B(0,7541) sdo iguais.

Afirmagao 4.5. Se k = max{i, j}, temos que f; (a;)NB(0,7;) = f, *(a;)NB(0, 7;)

para todo n > k

Demonstrag¢ao. Basta utilizarmos a observagao acima e a expressao (4.33). De fato,
sejam ¢ <nej<3n+1 Sek=max{i,j}, entdo, claramente n > k e j < 3k + 1.

Assim, pela expressao (4.33), obtemos:

fi (@) N B(0,me1) = fiih(a;) 0 B(0,7411)
feora(a)) N B(0,7612) = friy(ey) N B(0,7y42)
fida(ay) N B(0,7143) = fiils(ay) N B(0,7143) (4.38)

fata () N B(0,m) = f () N B0, 7).
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Desse modo, utilizando agora a observacao, obtemos:

facile) N B(0,7:) = f (ay) N B(O, 7).
fila(a) N B0,rs) = fili(ey) N B(O, 7).
: (4.39)
fii(a) N B0, 1) = fiily(ey) N B(0, 1)
fi ()N B0,1;) = fii(ay) N B0, ;).

Logo, temos que f;'(a;) N B(0,7;) = f.'(a;) N B(0,7;) e a afirmacio estd
provada.

O

A Afirmacio 4.5 implica que f~!(a;) N B(0,7;) 2 f. ' (ay) N B(0,7;), no en-
tanto, como f ¢ uma fungdo nao constante, obtemos que vale a igualdade f~'(a;) N
B(0,r;) = fi () N B(0,7;) € Q.

De fato, se houvesse um elemento w € (f~(a;) N B(0,7:)\(fi () N B(0,74)),
entdo esse elemento estaria hd uma distancia positiva do conjunto finito f; ' (a;) N
B(0,7;). Seja & = dist(w, f, '(a;) N B(0,7;)) > 0 tal distancia. Defina o conjunto
S =12, [l () e denote f:= fu.

Claramente, se n < oo, entao f,'(a;) < oo, afinal, f,, é um polinémio. Observe
ainda que, pelo principio de identidade para fungoes inteiras, obtemos que f~!(a;)
é enumeravel, caso contrario, f seria constante. Assim, obtemos que o conjunto S é
enumeravel.

Desse modo, existe 6 < § tal que B := B(w,g) C B(0,r;) e SN B = .

Agora, como f = lim,,_, fp, temos que podemos escrever f(z) = f,(z) + R.(z),
onde |R,(z)] = 0 quando n — oo. Observe ainda que min |f,(z) — ;| > 0, e
afirmamos que lim min |f,(2) — o;| > 0. o

n—00 2€0B

De fato, suponha o contrario. Como f, é uma funcao continua para todo n =

1,2,... e OB 6 um conjunto compacto, temos que ela assume o minimo em OB.
Assim, para todo n € N, existiria w,, € OB tal que min | f,(2) —ay| = | fu(wn) — oy
z€0B

Logo, pela hipétese de contradigao, temos que
lim |f,(w,) — ;| =0 — lim f,(w,) = q;. (4.40)
n—oo n—oo
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No entanto, w,, € 8@, logo, pelo Teorema de Bolzano Weierstrass, {w,} possui
subsequéncia convergente {w,, }. Seja a € OB o limite dessa subsequeéncia.
Entao,

aj = lim f(w,,) = fla)=aec f(a;)NOB. (4.41)

nj—00
O que contradiz a escolha de B. Logo, a afirmacao é verdadeira.

Desse modo, existe € > 0 tal que min | f,,(2) —a;| > € para todo n suficientemente
grande. o

Agora, para z € OB e n suficientemente grande, como |R,(z)| — 0, segue que

| R (2)| < max|f,(2) — o] <€ <min [fo(2) — oy < [ful2) = ayl- (4.42)
z€0B 2€0B

Assim, [(f(2) — o)) — (fu(2) — ;)| = |Rn(2)] < |fu(2) — ] em OB, assim, pelo
Teorema de Rouché (Teorema 1.12), o niimero de zeros (contando a multiplicidade)
de f(2) — o e fu(z) — o é 0 mesmo em B.

No entanto, temos que f,(z) — a; ndo tem zeros em B, mas w € Be f(w) = aj.
Logo, temos uma contradicao. E essa contradicao surge da suposicao de que os
conjuntos f; ' (a;) N B(0,7;) e f~(a;) N B(0,7;) ndo eram iguais.

Entao, resta mostrar que a funcao f pode ser escolhida de modo a ser transcen-
dente. Mas essa escolha é possivel, pois existe uma quantidade nao enumeravel de
escolhas para f, afinal em cada passo, existem infinitas possibilidades de escolhas
para €,.1 e para a,.;. Como as funcoes do teorema tém coeficientes racionais, se-
gue que existe apenas uma quantidade enumeravel dessas funcoes. Assim, podemos
construir f de modo que essa funcao seja transcendente, e com isso, concluimos a

prova do teorema. O
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