~

Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Matemadtica

Unificacao Assimétrica Modulo Operadores Nilpotentes com

Homomorfismo

por
Bruno de Assis Delboni

Orientador: Daniele Nantes Sobrinho

Brasilia

2017



Bruno de Assis Delboni

Unificacao Assimétrica Modulo Operadores Nilpotentes com

Homomorfismo

Brasilia

2017

Dissertacdo apresentada ao Departamento de
Matemadtica da Universidade de Brasilia,
como parte dos requisitos para a obtengdo do
grau de MESTRE em Matemdtica.

Orientador: Daniele Nantes Sobrinho



Ficha catalografica elaborada automaticamente,
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

DD344u

Del boni, Bruno de Assis

Uni ficacdo Assinetrica Mddul o Operadores
Ni | pot entes com Hononorfisnmo / Bruno de Assis
Del boni ; orientador Daniele Nantes Sobrinho. --
Brasilia, 2017.

152 p.

Di ssertacao (Mestrado - Mestrado em Matemética) --
Uni ver si dade de Brasilia, 2017.

1. Teoria da Conputacdo. 2. Unificacado. 3.
Uni ficacdo assinetrica. 4. Teoria equaci onal ACUN(h).
I. Sobrinho, Daniele Nantes, orient. Il. Titulo.







”Night gathers, and now my watch begins. It shall not end until
my death. I shall take no wife, hold no lands, father no children.
I shall wear no crowns and win no glory. I shall live and die at
my post. I am the sword in the darkness. I am the watcher on the
walls. I am the shield that guards the realms of men. I pledge my
life and honor to the Night’s Watch, for this night and all the

nights to come.”—The Night’s Watch oath
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Resumo

Esta dissertagdo tem como foco o estudo do problema de unificacdo médulo uma teoria equacional cuja
assinatura contém um operador bindrio & que satisfaz as identidades Associatividade, Comutatividade,
Unidade e Nilpoténcia (ACUN), e que pode ou nio conter um operador unario i que satisfaz a identi-
dade de homomorfismo (ACUNh), que € a teoria equacional do operador X O R, amplamente utilizado
em diversas ferramentas critptograficas, como MAUDE-NPA [10] que utiliza uma encriptagao de gru-
pos abelianos, incluindo XOR ( ou exclusivo ), exponenciacdo e encriptacdo homorméfica. Primeiro
apresentaremos alguns critérios para existéncia de solug¢des para problemas de ACUN(h)-unificagdo ele-
mentar com constantes que consiste em associar o problema de unificacdo a um sistema de equagdes
lineares cujos coeficientes sdo elementos de Za ou Zs[h|, dependendo se o homomorfismo é ou ndo
considerado. Segundo, apresentaremos um algoritmo para resolver problemas de ACUN(h)-unificacdo
geral que retorna sempre um conjunto completo de unificadores. Finalmente, apresentaremos o estudo
de um novo paradigma de unificacdo, a dizer, unificacdo assimétrica, que consiste de obter unificadores
de um problema I" de unificagdo com a propriedade de preservar formas normais do lado direito de cada
equacdo de I' com relagdo a um sistema de reescrita convergente e coerente médulo uma teoria equa-
cional E. No caso particular da teoria equacional ACUN construiremos um algoritmo de conversao de
ACUN-unificadores para ACUN-unificadores assimétricos.

Palavras-chave: Unificacdo, unificacdo assimétrica, teoria equacional ACUN(h)



Abstract

This dissertation focuses on the study of unification problems modulo an equational theory whose sig-
nature contains a binary operator @, which satisfies the identities of Associativity, Commutativity, Unity
and Nilpotence (ACUN), and which may or not contain a unary operator h satisfying the homomorphism
identity (ACUNh), which is the equtional theory for the operator XOR, Widely used on many crypto-
graphic tools, like MAUDE [10], which uses group encryption, including XOR ( exclusive or ), expo-
nentiation and homomorphic encryption. First we will present some criteria to the existence of solutions
for elementary with constants ACUN(h)-unification problems which consist of associating a unification
problem to a linear equation system whose coefficients are elements of Zy or Zso[h], depending one we
are considering homomorphism or not. Second, we will present an algorithm to solve general ACUNh-
unification problems which always returns a complete set of most general unifiers. Finally, we will
present the study of a new unification paradigma, to say so, asymmetric unification, which consist of
obtaining unifiers from the unification problem I', with the property of preserving the normal form from
of the right hand side of each equation in I', considering a convergent and coherent rewriting system.
In the particular case of the equational theory ACUN, we will also present an algorithm which takes as
input ACUN-unifiers and outputs ACUN-asymmetric unifiers.

Keywords: Unification, asymmetric unification, ACUN(h) equational theory
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Introducao

Este trabalho aborda técnicas para resolver o problema de decidir se dois termos, digamos s e t, sdo
unificdveis, isto é, se existe uma substituicao o tal que so = to. Em particular, vamos tratar do caso em
que a assinatura de termos contém simbolos de funcdo com as propriedades algébricas: Associatividade,
Comutatividade, Unidade, Nilpoténcia e homomorfismo (ACUNh).

Dentre as aplicagdes de unificacio estdo: o processo de ligacao de varidveis na execucdo de progra-
mas légicos, utilizado, por exemplo, em provadores automaticos de teoremas; reescrita de termos, que
modelam computacio passo-a-passo; andlise de seguranca de protocolos criptograficos, entre outros.

Em meados de 1980, Dolev e Yao, no trabalho [8] iniciam o uso de métodos formais para analisar
protocolos de criptografia a fim de detectar vulnerabilidades, os autores supdem que as mensagens Sao
elementos de uma dlgebra livre, isto é, o intruso malicioso apenas considera func¢des abstratas, no qual
suas propriedades intrinsecas ndo sdo levadas em consideragao.

Nesse modelo [8], duas mensagens sdo ditas iguais se sdo representadas pelo mesmo termo, neste
caso, durante uma busca de possiveis ataques, o termo que representa a mensagem esperada é comparada
com o termo que representa a mensagem enviada.

Porém esta abordagem ignora o fato de que possa existir alguma propriedade algébrica sobre os
termos que representam as mensagens, permitindo assim que intrusos maliciosos possam obter alguma
informac¢do da mensagem sem a necessidade de possuir a chave. Para resolver esse problema, sio utili-
zadas abordagens modernas de andlise de protocolos de criptografia utilizando métodos mais flexiveis,
que levam essas propriedades algébricas em consideragdo [7].

Surge entdo o interesse em resolver problemas de unificacdo com propriedades algébricas de uma

teoria F, ao invés de apenas a unificagcdo sintatica, para de detectar um possivel ataque. Para tal, faz-se
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uma busca sobre os procedimentos do protocolo, encontrando possiveis vulnerabilidades via unificagdo
dos termos, porém esse espago de busca pode ter um tamanho arbitrario e/ou até infinito, entdo encontrar
um algoritmo de unificagdo que diminui o espaco de busca de vulnerabilidades consideravelmente é
essencial para a andlise de protocolos de criptografia.

A partir da necessidade do desenvolvimento de técnicas mais eficientes para solubilidade da unificacio
equacional, apresentaremos, neste trabalho os métodos desenvolvidos para a teoria equacional cujos mo-

delos sdo grupos Abelianos de expoente 2 [11, 16, 18]. Mais especificamente, os objetivos sio:

1. Fazer um levantamento histérico das técnicas existentes para solubilidade do problema da unificagio
moédulo a teoria equacional que envolve operadores Associativos, Comutativos, Unidade, Nil-

poténcia (ACUN) e possivelmente uma funcio h com propriedade de homomorfismo.

2. Apresentar o método de unificagdo médulo ACUN(h) proposto por Liu [18], bem como o problema
de unificacdo assimétrico, que faz uma restricao sobre as solugdes de um problema de unificacdo

tradicional.

Vamos seguir a abordagem proposta por Guo, Narendran e Wolfran em [11], para problemas de
ACU N (h)-unificagdo elementar com constantes: a cada problema I' de ACUN(h)-unificagdo é asso-
ciado um conjunto de sistemas de equacdes lineares com coeficientes no corpo booleano Zs, no caso
da teoria equacional ACUN, e para ACUNh, com coeficientes em Zs[h], o anel de polindmios so-
bre o corpo booleano Zs com incégnita h. Um critério para existéncia de unificador para I fica entdo
relacionado com existéncia de solugdes para cada sistema de equagdes lineares, donde segue que a com-
plexidade para computar uma solugdo para I' € polinomial.

Porém, quando sao considerados simbolos de fun¢éo nao interpretados na teoria equacional ACUN(h),
Schulz em seu artigo [16] mostra que decidir se I' € unificavel € NP-dificil. Seguindo o método proposto
por Liu em [18], vamos apresentar um algoritmo mais eficiente para computar um conjunto completo de
ACUN(h)-unificadores para um problema de unificacio I" geral, isto €, cuja assinatura contém simbolos
de fun¢do nao interpretados.

Observa-se que muitos métodos de andlise de protocolos adotam técnicas para automaticamente
detectar estados inalcancdveis ou redundantes, assim aperfeicoando a busca por possiveis invasores,

como € o caso do Maude-NPA [10].
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Sao técnicas muito titeis em aumentar a efici€ncia da andlise de protocolos de criptografia. No entanto
estas técnicas sdo incompativeis com os métodos de unificacio usuais.
Para solucionar esse problema Liu et. al. [9] propdem um novo paradigma de unificagdo, chamado

unificagdo assimétrica, que consiste em:

e Decompor a teoria equacional £’ em um par (R, E), onde R é um sistema de reescrita con-
vergente moédulo E tal que —x g € E-coerente, intuitivamente esse sistema de reescrita reduz
representantes de uma mesma classe de equivaléncia médulo F para representantes de uma classe

de equivaléncia médulo E.

e Obter um conjunto de E-unificadores de I', chamados E-unificadores assimétricos, que possui
a propriedade de que para cada equacio s =" t € I, os unificadores assimétricos preservam a
forma normal do lado direito da equagdo com relagdo a relacdo de reescrita = g, isto €, 6 € dito

FE-unificador assimétrico de T' se paracadas ="t € T, (s IR.E)0 IR E=FE (t Ir.E)0.

Por fim, apresenteremos o procedimento proposto por Liu [18] que desenvolve um algoritmo (Jax0)
que converte um conjunto completo de ACUN-unificadores de um problema I' em um conjunto completo

de ACUN-unificadores assimétricos de I'.

Trabalhos Relacionados. Para o problema geral de unificagdo médulo ACU N os autores de [6]
e [15] apresentam um algoritmo de unificacio sobre a teoria equacional dos Grupos Abelianos com ho-
momorfismo (AGh) que consiste em decompor o problema em uma unificagdo elementar com constantes
sobre a teoria equacional (AGh) e um problema de unificacdo sintdtica. Porém de acordo com Liu [18],
o algoritmos propostos em [6] e [15] resultam em um conjunto completo de unificadores redundante,
isto é, o conjunto completo obtido ndo é minimal e possti uma quantidade expressiva de solugdes com-
paraveis entre si, impossibilitando uma busca eficiente. Em contra partida, Zighiang propde abordagens
diferentes para unificacdo médulos ACU Nh e AGh, afirmando que gera um conjunto completo de uni-
ficadores minimal ou contendo uma quantidade inexpressiva de solu¢des que sdo comparaveis, tornando
assim a busca mais eficiente.

Schulz [16] apresenta uma série de resultados discutindo a complexidade de decidir se um pro-

blema de unificacio médulo uma teoria equacional regular E' contendo as regras A (Associatividade) ,
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C(Comutatividade) e AC ou ACUN(h), provando que quando existem simbolos de fun¢do nio interpreta-
dos pelas teorias equacionais £ e ACU N (h) entdo o problema é NP-dificil. Enquanto Guo, Narendran
e Wolfram em [11] provam que considerando apenas os problemas elementares com constantes a com-

plexidade se torna polinomial.

Contribuicoes.

Neste trabalho apresentaremos com detalhes os métodos propostos por Guo, Narendran e Wolfram [11] e
Liu [18]. Alguns resultados sao enunciados ou admitidos nesses trabalhos sem apresentar demonstragdes,

mais especificamente:

e Na Secdo 1.4, provamos resultados relacionados a propriedade de E-coeréncia (Teorema 1.1),
transitividade de E-extensdes conservativas (Proposicdo 1.5) e também sobre conjuntos completos

de F-unificadores de F-extensdes conservativas (Proposicao 1.6).

e No Capitulo 2 demonstramos os teoremas sobre os processos de padronizagao (Proposicao 2.1)
e normalizacdo (Proposicdo 2.2) de problemas de ACUN(h)-unificacdo; que teoria equacional
ACUN (h) tem uma decomposi¢do; o Teorema 2.6 que associa cada problema elementar com

constantes a um conjunto de sistemas de equacdes lineares com coeficientes em Zs[h|, [11].

e No Capitulo 3, desenvolvemos as propriedades de terminacdo e corregdo da regra de purificagdo,
enunciadas em [18], que se baseia em transformar problemas de ACUN(h)-unificacdo em pro-
blemas ditos ”puros”, que sdo problemas cujas equagdes sio do tipo S =’ 0 com S sendo uma
”soma”de termos ¢ cuja raiz(t) # @ e que ndo ocorre simbolos de fun¢do @, h fora da posi¢do
raiz. Esta regra ganhou um foco especial neste trabalho, devido a sua importancia na solucio de

problemas de ACU N (h)-unificagéo.

e Nos Capitulo 4 e 5, propusemos uma abordagem semelhante a de Liu [18] para a demonstracdo de
corregcdo e completude do algoritmo J4xo para ACU N -unificagdo assimétrica. Flexibilizamos
a defini¢do de violagdo, isto €, o par (v,t) é uma violagdo de o quando vo |r e ®to lre é
irredutivel com relacdo a —x g, entdo admitimos que pares de restri¢o triviais (0, w), (v, 0) ndo

sdo violagdes. Além disso, criamos a relacdo de a-pertinéncia no conjunto de solu¢des Znst e
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um critério para a-pertinéncia, que foi amplamente utilizado para provar que basta considerar ape-
nas os unificadores assimétricos idempotentes para computar um conjunto completo de ACU N-

unificadores assimétricos e que as solugdes ndo se perdem na execucao do algoritmo Jaxo.

Organizacao.

Capitulo 1: Preliminares

Conceitos e definigdes bdsicas sdo introduzidos. As secdes iniciais sdo referentes a teoria da reescrita
e unificagdo, os principais conceitos e notacdes segue aquelas introduzidas por F. Baader e T. Nipkow
em [4]. A Secdo 1.4 introduz conceitos de reescrita médulo uma teoria equacional F, E-extensdes

conservativas, E/-coeréncia, e os resultados sobre esses temas.

Capitulo 2: Unificacao Médulo ACUN

Apresentaremos uma abordagem para resolucdo do problema da unificacdo mddulo as teorias equacio-
nais ACUN (h), que sdo o foco deste trabalho. Na se¢do 2.1 estdo as defini¢des especificas sobre as
teorias equacionais ACU N (h) e seus respectivos sistemas de reescrita Rg € R, -

Na Sec@o 2.3 um método para resolver o problema de ACU N (h)-unificagdo elementar com cons-
tantes proposto em [11], provando que para problemas elementares com constantes a complexidade de
decidir a solubilidade é polinomial. Na se¢do 2.4 exibiremos a abordagem proposta por Schulz [16],
para mostrar que para as teorias equacionais ACUN (h) e para uma teoria equacional F regular, que

possuem as identidades A, C' ou AC, os problemas de unifica¢do gerais sdo N P-dificeis.

Capitulo 3: Um algoritmo eficiente para ACUNh- unificacao

Apresentaremos o método proposto por Liu [18] para a solubilidade de ACU N (h)-unifica¢do conside-
rando simbolos de fung¢do arbitrarios.

Na secdo 3.1 apresentaremos a regra de inferéncia purificacdo, que transforma um problema I de
ACU N (h)-unificagdo em um problema purificado T' que é uma ACU N h-extensdo conservativa de
I'. Além disso, provamos que a regra de purificacdo € correta e terminante, estas demonstragdes foram

omitidas em [18].
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Na sec¢do 3.2 apresentaremos o algoritmo para ACU N (h)-unificagdo que € correto, completo e ter-
minante, proposto em [18]. Mostraremos também que todo problema de ACU N (h)-unificagdo tem
um conjunto completo de ACUN(h)-unificadores finito e para problemas elementares com constantes é

unitario.

Capitulo 4: Unificacao Assimétrica

Apresentaremos o conceito de E-unificacdo assimétrica, proposto inicialmente por Liu [18]. Na Secdo 4.3.1,
apresentamos o algoritmo J4x 0, que converte um conjunto completo de ACU N -unificadores padroes
em um conjunto completo de AC'U N-unificadores assimétricos. Apresentamos provas detalhadas e

exemplos que ilustram a aplicacdo dos resultados.

Capitulo 5: Correcao e Completude de 74 xo

Aresentamos uma demonstra¢do da correcdo e completude de J4xo diferente da proposta em [18].
Para isto, criamos um critério de pertinéncia no conjunto das solucdes que independe da escolha das
varidveis, isto é, definimos a-pertinéncia para substitui¢cdes, pois aproveitamos que em cada passo o
algoritmo preserva idempoténcia em substituigcdes.

A demonstragao da correcdo e completude, dependem das propriedades de regularidade dos estados

e idempoténcia, das regras de Jaxo.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo estdo os pré-requisitos. Serdo abordadas as defini¢des basicas sobre reescrita, unificacio,
assim como as defini¢cdes para o algoritmo de solubilidade de uma teoria equacional. Veja mais detalhes

em [4].

1.1 Termos, Substituicoes e Identidades

Definicao 1.1 (Assinatura). Uma assinatura Y. é um conjunto cujos elementos sdo chamados de simbolos
de funcgio ¢ cada f € X estd associado a um niimero natural n, a aridade de f. Dizemos que f é um
simbolo de fungdo n-dria de ¥, equivalentemente f € Y™, quando f € % e n é a aridade de f, em

particular os elementos de () sdo chamados de simbolos constantes.

Definicao 1.2 (3-Termo). Sejam X uma assinatura e ¥V um conjunto infinito enumerdvel de varidveis

disjunto de .. O conjunto T'(X,V) de todos os 3-Termos sobre V), é definido de forma indutiva:
e VCT(X,V), ie., toda varidvel é um termo
o Paratodon €N, f € 2 ety,... t, € T(X,V), tém-se que f(t1,...,t,) € T(Z,V).
Denotaremos 3(t) como o multiconjunto de todos os simbolos de fungdo ocorrendo no termo t.

Exemplo 1.1. Sejam os simbolos de funcdo a,b € O e xB gex@ hexWeas varidveis
x,y € Ventdiot := f(x,9(x,a),h(g(h(b),a))) é um termo, e 3(t) = {{f,a,a,h,h,b,g,g}} € 0
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multiconjunto de simbolos de funcdo do termo t. Podemos representar o termo t como uma drvore, como

abaixo:

e (1.1)

Definicao 1.3 (Posi¢des). Seja > uma assinatura, ¥V um conjunto de varidveis disjunto de ¥ e s,1 €
T(Z, V).

1. O conjunto de posi¢des do termo s é o conjunto, denotado por Pos(s), de palavras sobre o alfa-

beto dos inteiros positivos, que é definido indutivamente como segue:

e Ses € VUXO), entdo Pos(s) := {e}, onde ¢ denota a palavra vazia.

o Ses= f(s1,...,8n), entdo
Pos(s) ={e} U {ip|p € Pos(s;)}
i=1

A posicdo € é chamada posi¢ao raiz do termo s, e o simbolo de funcdo ou de varidvel nesta posicdo

é chamado de simbolo raiz de s, denotado por raiz(s).

2. definimos a relacdo < sobre Pos(t), da seguinte forma:
p < q se, e somente se, existe | tal que ¢ = pl.

Quando p < q dizemos que p é prefixo de q e quando p £ q e ¢ £ p dizemos que p é paralela a q,
denotado por p||q
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3. Defini-se indutivamente len(c) = 0 e len(ip) = 1 + len(p)

4. O tamanho de um termo s é definido por |s| := |Pos(s)|, isto é,

s| é a cardinalidade de Pos(s) e

a profundidade de um termo s é definido por: ||s|| = mdx{len(p) | p € Pos(s)}.

Definicao 1.4 (>-identidade). Seja 3 uma assinatura e ¥V um conjunto de varidveis. Uma >-identidade
(ou Y-equagdo) é um par (s,t) € T(X,V) x T(X,V). O lado direito(ld) é dado por t e o lado es-
querdo(le) por s.

Notacdo: s = t. Quando a assinatura 3. é clara no contexto, s = t serd denotado simplesmente por

identidade ou equacao.

Definicao 1.5 (Subtermos). Sendo s um X-termo, definiremos abaixo a no¢do de subtermo do termo s

relacionado com as posicoes de s.

1. Para p € Pos(s), o subtermo de s na posicao p, denotado por s

p € definido por indugdo no
comprimento de p:

S|E =S,

f(Sl, e 73n)’iq = Si|q.

Note que, para p = iq, onde p,q € Pos(s) ei € N\ {0}, implica que s é da forma s =

f(s1y...,8n), comi < n.

2. Parap € Pos(s), denote por slt], o termo obtido de s pela substitui¢ao do subtermo na posi¢ao p

port, ie.,

f(s1y--,80)[thiq == f(s1,...,8iltlg,- - 8n)-
Proposicao 1.1. Sejam r,s et € T(3,V) entdo temos as seguintes propriedades para subtermos:
i. sepq € Pos(s), entdo s|pq = (s|p)|q

ii. Seq € Pos(t)ep € Pos(s), entdo



iii. se pq € Pos(s), entdo
(s[rlpg)lp = (slp)lrly

(t[slpg)[r]p = tlr]p

iv. Sep,q € Pos(s)ep|

q, entdo
(S[t]p”q = tlq
(sltlp)lrlq = (s[r]q)[tlp

v. Se v éuma varidvel e p € Pos(S) entdo Pos(S[v],) C Pos(9).
Demonstracdo. Aplica-se uma indug@o sobre o comprimento das posicoes. O

Defini¢ao 1.6 (Varidveis de um termo). Definimos Var(s) como o conjunto de varidveis ocorrendo em
s, l.e.

Var(s) :={x |z € V e existe p € Pos(s) tal que s|, =z} .

Quando s|, é uma varidvel, p € Pos(s) é chamada de posigao varidvel. Seja s um termo, quando
Var(s) = () dizemos que s é um termo bésico. Podemos estender a definicdo de conjunto de varidveis
ocorrendo em um termo s, da seguinte forma. Sendo U um conjunto de termos, entdo definimos o
conjunto de varidveis ocorrendo nos termos de U, como se segue: Var(U) := | Jycrr Var(s).

Seja (s,t) um par de termos definimos o conjunto das varidveis ocorrendo no par (s,t) por: Var(s,t) :

Var(s) U Var(t). Sejam I'y, ..., Ty, conjuntos de termos ou conjunto de pares de termos, definimos o
conjunto das varidveis ocorrendo nos conjuntos I'y, ..., 'y, por:
Var(I'y,...,I'y) := U Var(IL';)

Definicao 1.7 (Substituicdo). Seja X uma assinatura e V um conjunto infinito enumerdvel de varidveis.
Uma substitui¢do é uma fun¢do o : V — T(X,V), tal que xo # x apenas para um niimero finito
de varidveis x € V. Este conjunto (finito) de varidveis é chamado dominio de o e é definido por,
Dom(o) :={x € V|zo # z}.

Uma vez que definimos o dominio da substituicdo o definiremos o conjunto das imagens de o da

seguinte forma, Im(o) := {zxo | x € Dom(o)}.
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Assim seja o uma substitui¢do, diremos que o designa x em t, equivalentemente [x — t| € o se, e
somente se, x € Dom(o) e xo = t. Entdo podemos identificar a substitui¢do o com o conjunto de suas
designagdes da seguinte forma, 0 = {x — xo | x € Dom(o)}.

Seja W C 'V, definimos a substiui¢do o|y, chamada de restrigdo de o a W pelo conjunto de
designagoes, o|w := {x — xo | x € Dom(c) N W} Podemos extender uma substituicdo o para a uma

aplicacao o : T(X,V) — T(3,V) da seguinte forma:

e 10 =x0,sex €.

o f(s1,...,8,)0 := f(510,...,8,0).
Por abuso de notacdo, utilizaremos sempre a extensdo da substituicdo, exceto quando explicitado o

contrdrio. Vamos denotar por Sub T(X,V), o conjunto de todas as substituicoes o : T(X,V) —

T(X,V) e quando a %5, V forem omitidas no contexto, denotaremos apenas por Sub.

Definicao 1.8 (Composicio de Substituicdes). Sendo o e 0 duas substituicoes, definimos a substituicdo
composi¢do o6l como a composigdo usual das fungées o e 0, isto é, x(08) = (x0)0 para todo x € V.
Assim herdando a propriedade associatividade da composicdo de funcdes e obtendo Dom(c6) C

Dom(o) UDom(0), concluindo de fato que a composicao de substitui¢oes é uma substitui¢do.

Definicao 1.9 (Substituicdo Mais Geral). Sejam 3. uma assinatura, V um conjunto infinito contdvel de

varidveis. Dizemos que,

e 0 ¢ mais geral que 0, denotado por o < 0, quando 3y € Sub, tal que 6 = o~.

e o ¢ equivalente a 6, denotado por o ~ 0, quando 0 < 0 e 0 < o.

Defini¢ao 1.10 (Renomeamento de Varidveis de um Termo). Sejamt € T'(X,V)ea : V — V uma

substitui¢cdo bijetiva. Dizemos que « é um renomeamento das varidveis de ¢ se, e somente se, Zm(a) N
(Var(t)\Dom(a)) = 0.
Exemplo 1.2. Seja f € £?), g € W), 2.y, z € V varidveis e o termo t = f(x,g(y)). Tome o uma
substitui¢do definida por o = {x — z,y — x} Entdo ta = f(z,g(y))a = f(za, g(ya)) = f(z,g9(x)).
Note que Im(«a) = {x, z}, Dom(a) = {z,y} e Var(t) = {z,y}.

Portanto Im(a) N (Var(t) \ Dom(«)) = 0, logo o é um renomeamento de varidveis de t. Note que

a ndo é um renomeamento de varidveis de f(x, g(z)).
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Definicao 1.11 (Renomeamento de Variaveis de uma Substitui¢do). Sejam o, 0 : V — T(X,V)
substitui¢ées. « é dito renomeamento de varidveis de o se, e somente se, para todo x € Dom(o), «

é um renomeamento das varidveis de xo.

Proposicao 1.2. Sejam o, 0 : V — T(X,V) substitui¢oes. Entdo « é um renomeamento de varidveis

o se, e somente se,
1- Im(a) C Ve a é bijetiva.
2- Im(a) N (Var(ZIm(o))\Dom(a))) = 0.

Demonstragdo. (=) Tome o renomeamento de variaveis de o, pela sua defini¢do Zm(a) C Ve |Im(a)| =
|Dom(c)|, entdo basta provar que, Zm(«) N (Var(Im(o)) \ Dom(«)) = ) Como para todo = €
Dom(a), a é um renomeamento de zo entdo: Zm(a) N (Var(zo) \ Dom(a)) = ). Sabendo que para
quaisquer conjuntos A, C e qualquer familia de conjuntos { B, : x € Z} temos, | J,7(AN (B, \ C)) =
AN (Upyez Bz \ C), em particular, fazendo A = Im(a), {B, = Var(zo) : x € Dom(o)} e

C = Dom(«), temos pela equagdo acima,

0= U (Im(a) N (Var(zo) \Dom(a))) =Zm(a) N < U Var(xzo) \Dom(a))

x€Dom(o) x€Dom(o)

Como Var(Zm(o)) = U,epom(o) Var(@o) obtemos, Im(a) N (Var(Zm(o)) \ Dom(c)) 0. O

Entdo um renomeamento de varidveis de uma substituicao serd denotada apenas por renomeamento

de variaveis.

Definicao 1.12 (Renomeamento de varidveis livre de W C V). Sejam «, o duas substituicées. Dizemos

que o é um de varidveis de o livre em W C V se, e somente se, o é um renomeamento de varidveis de o

eIm(a)NW =10.

Definicao 1.13 (Renomeamento Inverso). Seja o um renomeamento de varidveis, denotamos a substituicdo

al={yw— x|z~ y € a}comoao renomeamento inverso de c.

OBS: o~ definido acima é um renomeamento de varidveis e caso Dom(a) N Im(a) = () temos car™!

= Oéil e Oéilct = Q.
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Proposicao 1.3. Seja o um renomeamento de varidveis. Se « é livie em W C V e Dom(a) C W, entdo

OéOéil‘W = idy.

Demonstra¢do. Suponha o renomeamento de varidveis livie em W C V, entdo Zm(a) N W = (), com

1

Im(a) = Dom(a~t), implicando que Dom(a™') N W = (). Assim, por aa™! = a~! temos que

OzOé_1|W :Oé_1|W=idy. OJ

Proposicao 1.4. Seja oo um renomeamento de varidveis de uma substituicdo o, entdo para todo r €

1 1

Dom(o), xoaa " = xo e« " é um renomeamento de varidves de oq.

Demonstragdo. (1) Tome z € Dom(o) e w € Var(xo). Suponha que w ¢ Dom(a), entdo w €
Var(zo) \ Dom(«), logo por « ser um renomeamento de varidveis de o, implica que o é um
renomeamento de varidveis de xo, entdo Zm(a) N (Var(zo) \ Dom(«)) = (), portanto w & Zm(c),

1 -1

equivalentemente, w ¢ Dom(a 1), logo podemos concluir que, waa™! = wa™! = w.

Por outro lado, se w € Dom(«), entdo pela prépria defini¢io de renomeamento inverso temos,

waa ™! = w. Como substituicdes agem apenas sobre as varidveis, temos que zoaa ™! = zo.

(2) Tome = € Dom(oa) qualquer, vamos provar que Zm(a~')N(Var(zoa)\Dom(a~')) = () e assim

1 ¢ um renomeamento de varidveis oo Suponha w € Var(zoa) \ Dom(a~1)

conslui-se que o™
qualquer, entdo por Zm(a) = Dom(a 1) temos que w & Im(c), como existe um v € Var(zo)
onde va = w e w ¢ Im(a) entdo v = w e portanto wa = w, equivalentemente, w ¢ Dom(a),
implicando que w & Zm(a~!). Assim concluimos que Zm(a~ 1) N (Var(zo) \ Dom(a™1t)) = 0.

O]

Corolario 1.1. Set € T(X,V) e a é um renomeamento das varidveis de t entdo taa™ =t

Demonstragdo. De fato, basta tomar a substitui¢io o = {x — t} emtdo o é um renomeamento de t,

equivalentemente, o € um renomeamento de varidveis de o e portanto pela proposicdo anterior temos

1

roaa ! = zo, entio taa™! = t. O

1.2 Algebras, Homomorfismos e Congruéncias
Dada uma assinatura 5, uma algebra € uma interpretacao de todos os simbolos de fungdo em X..
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Definicao 1.14 (3-dlgebra). Seja 3 uma assinatura. Uma Y-algebra A consiste de
i. um dominio A, e
ii. para cadan € N e cada simbolo de funcdo f € "), é associado um mapeamento f*: A" —s A.

Se a assinatura ¥ é clara no contexto ou irrelevante, denotaremos uma X.-4lgebra simplemente por

algebra.

Definicao 1.15 (3-homomorfismo). Seja X uma assinatura, e sejam A, B X-dlgebras. Um X-homomorfismo
¢ : A — B é um mapeamento de A em B tal que paratodon € N, f € ™ eay, ..., a, € A tem-se

que

o(fA(ar,. . an)) = fB(d(ar), ..., $lan))

Definicao 1.16 (Congruéncia). Seja A uma 3-dlgebra. Uma relagdo de equivaléncia = em seu dominio
A é chamada de congruéncia em A se, e somente se, = é fechado para Y-operagdes, isto é, para todos

neN, feX® etodoa, =bi,...,an = b, em A tem-se que
fMar,. .. an) = fAD, ..., by)

A dlgebra quociente A/— tem como dominio o conjunto das classes de equivaléncia [a]= := {b € Ala =

b}, e para cada n € N, interpreta os simbolos, | € ¥ (™) como

fA/E([al]Eﬂ ceey [an]E) = [fA(ala ey an)]E

Para uma assinatura Y. e um conjunto de varidveis V disjunto de 3., pode-se usar T'(X, V) como dominio

de uma Y-dlgebra em que os simbolos de funcdo “se interpretam a si mesmos”.

Definicao 1.17 (3-dlgebra de termos). Seja . uma assinatura e V um conjunto de varidveis disjunto
de 3. a X-édlgebra de termos T (X, V) tem como dominio T'(X,V) e para cada n € N, interpreta os
simbolos de funcdo f € ") da seguinte forma:

fTEV (89" — T(Z,V)

(tla"'>tn) '—>f(t17>tn)
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1.3 Classes Equacionais

Uma Y-identidade é um par s = ¢ de termos em 7'(X,)), para um conjunto infinito enumerdvel de
variaveis V. Intuitivamente, uma identidadade é “vélida”em uma Y-dlgebra A se para todas as possiveis
maneiras de substituir as vardveis em s, ¢ por elementos de A obtemos o mesmo elemento em A. A
definicdo formal abaixo faz uso do fato que um dado mapeamento de varidves em elementos de A pode

ser unicamente extendido a um homomorfismo.

Definicao 1.18 (Validade). Dizemos que uma Y-identidade s = t vale na ¥-dlgebra A( A= s =1)

se, e somente se, para todo homomorfismo ¢ : T (3,V) — A tem-se que ¢(s) = ¢(t).
Definicao 1.19 (Modelo). Seja 3 uma assinatura e 2 um conjunto de 3-identidades.

i. A X-dlgebra é um modelo de E (A |= E) sse toda identidade de E é vdlida em A.

ii. A classe de todos os modelos de E é chamada de Y.-variedade definida por E, sendo denotada por

V(E).
Definicao 1.20 (Teoria Equacional). Seja E um conjunto de X-identidades.

i. Aidentidade s =t é uma consequéncia semanticade E (E = s =t) sse s = t é vdlida em todos os

modelos de E, isto é, para todo A, tem-se que s =t é vdlido em A.
ii. A relagio ~p:={(s,t) € T(X,V)?| E |= s =t} é chamada de teoria equacional induzida por E.
iii. O conjunto de identidades E é chamado de trivial se, e somente se, ~p= T (%, V)Q.

Definicao 1.21 (Congruéncia médulo E). Seja E um conjunto de identidades. Denote por ¥ g o conjunto
de todos os simbolos de fungdo ocorrendo em E e por =g a menor congruéncia em T (3,V) gerada por
E, isto é, a menor relagdo de equivaléncia contendo E que é fechada para substituicoes e compativel
com X-contexto: para toda substitui¢do o, para todo termo t e p € Pos(t), se w =g v entdo tuc], =g

tlvolp.
Exemplo 1.3. A teoria equacional ACUN é dada pelas identidades:

r®(ydz) = (xdy)dz (Assoc.) r®0 = (Unidade)

x
rBy = ydo (Comut.) x@&xz = 0 (Nilpotencia)
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Definicao 1.22 (E-unificaveis). Seja E um conjunto de :-identidades. Dois termos s e t sdo chamados de
FE-unificaveis se existe uma substituicdo o tal que 0 =g to. Tal substituicdo é chamada de E-unificador

de s,t.

Definicao 1.23 (Substituicdo Mais Geral Mdédulo E). Sejam Y uma assinatura, V um conjunto infinito

contdvel de varidveis, um conjunto E de Y.-identidades, W C V e 0,0 € SubT(X,V). Dizemos que,

e o ¢ mais geral que 0 sobre W mddulo E. Denotado por:
olw Sg 0lw < 3 substituicdo. 0w =g ov|w.
e ¢ ¢éequivalente a 6 sobre VW mddulo E. Denotado por,
olw =g 0lw & olw Se 0lw eflw Sk olw

OBS:Quando W =V entdo omitiremos “sobre W ” e “|yy"’das notagdes.

1.4 Sistemas de Reescrita de Termos e Unificacao

Definicao 1.24 (Regra de reescrita). Sejam X uma assinatura, )V um conjunto infinito enumerdvel de
varidveis. Uma regra de reescrita é um par ordenado e orientado | — r, onde l,r € T(X,V), [ ¢ Ve

Var(r) C Var(l). Definimos | como o lado esquerdo (le) e r como o lado direito(ld) de | — r.

Definicao 1.25 (Sistema de Reescrita de Termos). Um sistema de reescrita de termos(SRT), é um con-

junto R de regras de reescrita.

Definicao 1.26 (Relacao de Reducdo de Termos). Seja R um sistema de reescrita de termos, R define

uma relagio de reducéo de termos — g sobre T'(X, V) da seguinte forma:
s—=pte Il —=reR, pePos(s), o€ Sub, tais que s|, = lo et = s[ro],

Entdo dizemos que o sistema de regras de reescrita R é terminante (confluente) se, e somente se, a

relacdo de reducdo de termos — é terminante (confluente).

Defini¢ao 1.27 (Relagdo de Reescrita). Uma relacdo — sobre T (3,V) é uma relagio de reescrita se, e

somente se, — é uma relacdo fechada sobre substituicdo e compativel sobre Y-operacades.
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Definicao 1.28 (Relacdo de F - Reducdo). Seja E um conjunto de %:-identidades, definimos a relacdo
—rC T(%,V) x T(X,V) da seguinte forma,

s—=pte Ju=veE,pePos(s),o € Subtais que s|, = uo et = sjvol,

Entdo dizemos que s =g t se, e somente se, s <—>’$E t.

Observacao 1.1. Seja E um conjunto de Y. identidades, entdo a dada ~pg a teoria equacional induzida

por E e — g a relagdo de E-redugdo, temos pelo Teorema de Birkhof em [4] que ~p= <7,

Defini¢io 1.29 (Problema de Unificacdo). Um problema de unificagio é um conjunto finito T := {s; ="
t, o, Sn =" tn} onde s;,t; sdo termos. Um unificador sintdtico de T', é uma substituicdo o tal que
paratodoi € {1,...,n}, s;,c = tio. U(T") denota o conjunto de todos os unificadores sintdticos de I".

Uma substitui¢cdo o é chamada de unificador sintdtico mais geral (mgu) de I se, e somente se, temos:
e ccUl)

o VyelUl).o S

~

°

Exemplo 14. Sejal’ = {f(x,9(y)) =" f(9(y),9(f(a,w)))} um problema de unificagdo.
Note que 0 = {x — g(f(a,w)),y — f(a,w)} é um unificador sintdtico de T, basta aplicar o em
ambos os lados da equagdo de T, obtendo f(g(f(a,w)),g(f(a,w))). Essa substitui¢cdo também é um

mgu, obtido pelo algoritmo de unificacdo sintdtica, Uni fy, descrito em [4].

1.4.1 Reescrita Modulo Teorias Equacionais

Meétodos de reescrita sdo amplamente utilizados em muitas dreas da computagcdo e matematica, infe-
lizmente o método de completamento de Knuth-Bendix € ineficiente quando adentramos no campo das
teorias equacionais, e.g., quando incluimos a comutatividade como uma regra de reescrita, destruimos
a terminacdo do sistema de reescrita, causando o método de completamento de Knuth-Bendix falhar.
Quando se faz necessédrio de um axioma com tal problema em uma teoria equacional, para mantermos
um sistema de reescrita convergente nessa teoria equacional, devemos generalizar alguns conceitos de

reescrita, casamento e unificagdo com respeito a teoria equacional dada.
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Definicao 1.30 (Relagdo de Reescrita R, E). Considere o conjunto 'R de regras de reescrita e o conjunto

de equagoes E. A relagdo de reescrita R, F, é a relagdo —x g definida por:
s—=rEpt & Il—=reR, pePos(s), o € Subs.s|p =ploet=sro,

Defini¢ao 1.31 (Relagdo Reescrita R/ E). Considere o conjunto R de regras de reescrita e o conjunto

de equagoes E. A relagdo de reescrita R/ E, € a relacdo —x /E definida por:
TR/E'= TEC 7RO TE

O sistema de reescrita R € dito convergente médulo E se, e somente se, =g /i € um sistema de reescrita

confluente e terminante sobre T (X,V) /— .

Definicao 1.32 (Forma normal). Um termo t estd na forma normal (w.r.t R, E) se ndo existe um termo
stal quet —r g s. Set —*>72,E s e s estd na forma normal entdo s é uma forma normal de t. Quando

esta forma normal é inica (R é convergente médulo E), denota-se (t | g ).

Observacao 1.2. Pelas defini¢des acima, é possivel verificar que —r rC—g /g, entdo no caso em que

—rR/E for terminante, implica que — R, g € terminante.

Defini¢ao 1.33 (Coerente médulo E). Seja E' = E"JUE uma teoria equacional onde R é um sistema
de reescrita convergente obtido orientado as identidades de E". Dizemos que —:=—  é E-coerente,
desde que,

th, to, 3. sel1 —R,E to e t1 =Fg t3, entdo existem t4,t5 tais que ty =g ts, 13 —+ ts e tlo —* ty.

1.4.2 Unificacdo Médulo Teorias Equacionais

Seja E um conjunto de Y -identidades sobre uma assinatura 3. Denota-se por X a assinatura de F, isto

é, o conjunto de todos os simbolos de funcido que ocorrem em E.

Definicao 1.34 (Problema de E-Unificagdo). Um problema de E-unificag@o sobre 3 é um conjunto finito
de equagoes I' = {u; :?E UVly « ey Up :}’5 vp } entre X-termos com varidveis em V. Um E-Unificador
(ou uma E-solucdo) de I' é uma substituicdo o tal que u;oc =g v;o parai = 1,...,n. O conjunto de

todos os E-Unificadores de T" é denotado por Ug(T') e T é chamado E-Unificével quando Ug(T") # .
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Definicao 1.35 (Classe dos Problemas de E-Unificag¢do). Seja I' um problema de E-unificacdo sobre a

assinatura .. Dizemos que:
- I' é um problema de E-unificacdo elementar se, e somente se, > = Y.

- T' é um problema de E-unificagdo elementar com constantes se, e somente se, ¥ \ ¥ tem apenas

simbolos constantes.

- T é um problema de E-unificacdo geral se, e somente se, ¥ \ Y tem simbolos de funcdo ar-

bitrdrios.

Definicao 1.36 (Conjunto Completo de E-Unificadores). Seja I' um problema de E-unificagdo. O con-
junto completo de E-unificadores de I', denotado por Cg (L"), é um conjunto de todos E-unificadores de

I tais que
e Vo eCg(l'),00:=0
o VO € UE(F) do € CE(F) U‘Var(F) SE lear(p).

Dizemos que Cg(I') é minimal, desde que, V0,0 € Cp(I"). o # 0 entdo nenhum é mais geral que o

outro.

Definicao 1.37 (Tipos de E-unificacdo). Seja EE um conjunto de Y-identidades, dizemos que E é uma

teoria equacional

o Unitdria se, e somente se, todo problema I" de E-unifica¢do possui um conjunto completo minimal

de E-unificadores com cardinalidade < 1.

e Finitaria se, e somente se, todo problema I de E-unificacdo possui um conjunto completo minimal

de E-unificadores com cardinalidade finita.

o Infinitiria se, e somente se,todo problema I' de E-unificacdo possui um conjunto completo mi-
nimal e existe um problema 1" de E-unificacdo que possui um conjunto completo minimal de

FE-unificadores que tem cardinalidade infinita.
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Defini¢ao 1.38 (Decomposi¢io). Sejam ¥ é uma assinatura, E' = E"UE um conjunto de Y-identidades,
onde colocando uma orientagdo em cada identidade de E" obtemos R um conjunto de regras de rees-
crita. Denotamos a tripla (X, R, E) de uma decomposi¢do da teoria equacional (X, E’) se R ¢ E

possuem as seguintes propriedades:

(i) E é uma teoria equacional que preserva varidvel, i.e., para cada s = t € E temos Var(s) =

Var(t).

(ii) E' possui um algoritmo de unificagdo completo e finitario, i.e., existe um algoritmo de unificagcdo

mddulo E” que produz um conjunto finito e completo de E' - unificadores.
(iii) ‘R é convergente médulo E, i.e., a relagdo — rp € terminante e confluente
(iv) — R,k € E-coerente.

Observacio 1.3. Se (3, R, E) é uma decomposicdo da teoria equacional (3, E'), denotaremos abu-

sando da notagdo E' := RUE.

Vamos criar um critério mais simples para garantir que — g é E-coerente. Seja E' = E”UE um
conjunto de X-identidades, onde E” possui uma orientacgéo para cada uma de suas equagdes, obtendo R

um sistema de reescrita convergente modulo F.

Teorema 1.1. —r g é E-coerente se, e somente se, para todo s,t termos,

s=pt=slrE=EtIrE

Demonstragdo. Sejam s, t termos tal que s =g t, vamos denotar —:=—p .
(=): Suponha que — seja E-coerente, se s estd em sua forma normal médulo E entdo pela nossa
hipétese ¢ estd em sua forma normal médulo E e o resultado segue.

Suponha que s — s'. Pela E-coeréncia existem, s1, ¢ tais que

S =F t
! I+
s =5 =F 11

Se s’ estd em sua forma normal entdo s’ =g s1 e 1 estd em sua forma normal, caso s; seja redutivel,

podemos usar uma indug@o bem fundada sobre —, pois — € terminante. E assim segue o resultado.
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(«<): Seja s tal que s — ', suponha por absurdo que para todos s”, ¢’ termos tais que se 5" —* s” e
t — t’ entdo s” #pg t'. Como s é redutivel, entdo pela nossa hipétese, ¢ é redutivel, pois caso contrario
s=gt=pgt]implicaque s =g s |.

Logo s’ + s — s |t et —Tt. Como — é confluente e s | estd em sua forma normal, temos que

s’ —* s | e como por hipétese s =g t implica que s |=p t | temos o seguinte diagrama:

S =5 t
| b
ss—=s] =p t|
E portanto — é E-coerente. O

Definicao 1.39 (E-extensao conservativa). Seja FE um conjunto de Y-identidades e I' um problema de
E-unificagdo. Dizemos que 1" é uma E-extensdo conservativa de I" se, e somente se, para cada E-
unificador o de ', o é um E-unificador de T e para cada o E-unificador de T, existe uma substitui¢cdo

v com as seguintes propriedades
e Dom(vy) C Var(I") \ Var(T)
e 07 é um E-unificador de T’

Quando for claro a teoria equacional E ou ndo houver ambiguidades, iremos denotar E-extensao con-

servativa apenas por extensiao conservativa.

Provaremos algumas propriedadee importantes sobre E-extensoes conservativas, dentre elas a tran-

sitividade quando as vériaveis de I' sdo preservadas na E-extensdo conservativa.

Proposicao 1.5 (Transitividade de FE-extensdes conservativas). Sejam 1'y,I's e I's problemas de E-
unificagdo tais que I's é uma E-extensdo conservativa de I'y e 'y é uma E-extensdo conservativa de I'y.

se Var(I'1) C Var(I'2) C Var(I's) entdo, I's é uma E-extensdo conservativa de I'y.

Demonstra¢do. Seja o um E-unificador de I's, logo por I's ser uma E-extensdo conservativa de I's,
implica que, o € um FE-unificador de I'; e como 'y é uma E-extensdo conservativa de I'; temos que o é
um F-unificador de I'q, assim todo E-unificador de I'g € um E-unificador de I';.

Por outro lado, tome ¢ um FE-unificador de I'1, entdo existe § uma substitui¢do tal que ¢ € um

E-unificador de 'y e Dom(0) C Var(I'y) \ Var(I'y), porém I's é uma E-extensdo conservativa de I'y e
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portanto existe uma substitui¢do v tal que o6~y é um E-unificador de I's e Dom(vy) C Var(I's)\Var(Ty).
Note que, Dom(6y) C Dom(8) U Dom(y) C Var(I's) \ Var(I'2) U Var(I'2) \ Var(I'y) e portanto,

Dom(0v) C Var(I's) \ Var(T'y), implicando que I's é uma E-extensdo conservativa de I';. O

Outro resultado importante relacionado com F-extensdes conservativas, € sobre preservacdo de con-
juntos completos de E-unificadores, isto €, para encontrar um conjunto completo de E-unificadores de

um problema I' de E-unificacdo, basta encontrar em alguma E-extensdo conservativa de I'.

Proposicao 1.6 (Conjuntos completos de F-unificadores de uma E-extensdo conservativa). Sejam I" um
problema de E-unificagdo. Se I" é uma E-extensdo conservativa de T tal que Var(T') C Var(I’) e
Ce(T") # 0 é um conjunto completo de E-unificadores de ", entdo Cg(I")|yarr) = {Clverm) | T €

Cr(T")} é um conjunto completo de E-unificadores de T

Demonstragdo. Sejam I' e I como na hipétese e Cg(I”) # () um conjunto completo de E-unificadores
de I”. Logo para cada g € Cg(I") tem-se que & é um E-unificador de I”, e portanto & é um E-unificador
de T, assim Up(T") # 0.

Sejao € Ug(T") qualquer, assim por I ser uma F-extensdo conservativa de I, existe uma substitui¢do
6 tal que Dom(6) C Var(I') \ Var(T') e 00 é um E-unificador de I, podemos supor sem perca de ge-
neralidade que Dom(o) C Var(T'), portanto Dom(c6) C (Dom(o) U Dom(0)) C Var(I”).

Como Cg/(I") é um conjunto completo de E-unificadores de I entdo existem uma substitui¢do vy e
0 € Cp(TV) tais que 00|yqr (1) =E 07|var(r), implicando que, 00 =g G|yar(r)-
Afirmagdo: 00|y, ) = o

Tome xz € Var(I'), podemos supor Var(Zm(o)) N (Var(I”) \ Var(I')) = 0 pois queremos uma
E-extensdo qualquer que cumpra as hipéteses, assim podemos trocar as varidveis de Var(I'") \ Var(T")
caso seja necessdrio, pois no altera as hipéteses, portanto xo) = xo, por outro lado se z € V \ Var(T'),
temos 100y, ry = * = z0. Assim 00|yq, ) = 0.

Note que [(67)[var@)]lvarr) = 0V |varar)y = 77|var) pois Var(I') € Var(I') e como foi

provado, 0y |yar(r) = (Clvarr)Y)var(r) temos,

oyarry = 0 = 00lyara) =E (07 |var@)) var) = (@var@)¥) Varm)

Entéo por 7 se E-unificador de I e idempotente por fazer parte de um conjunto completo de E-unificadores,

temos que o conjunto Cp(I”) \Vm,(p) € um conjunto completo de F-unificadores de I'. O
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Capitulo 2

Unificacao Modulo ACUN

Iremos apresentar algoritmo de unificacdo correto, completo e terminante, para a teoria equacional
ACU N h que consiste das seguintes identidades: Associatividade, Comutatividade, Unidade, Nilpoténcia
e homomorfismo.

Para tal definiremos alguns conceitos necessarios sobre a teoria ACUNH, cujos modelos sdo os grupos
abelianos em que todos os elementos tem ordem 2 e o simbolo de fun¢do A é um homomorfismo entre
os elementos do grupo.

O tipo do problema de unificagio ACU Nh varia de acordo com a existéncia ou ndo de simbolos de

funcdo ndo-interpretados:

- Quando I" é um problema de ACU N h-unificagdo elementar ou com constantes, o problema de
unifica¢do é do tipo unitdrio e decidivel em tempo polinomial, este resultado foi enunciado por

Guo, Narendran e Wolfram no artigo [11].

- Quando I" € um problema de ACU N h-unificagdo geral, isto é, a assinatura considerada contém
simbolos de fun¢do ndo-interpretados, o problema de unificagc@o € do tipo finitario. Schulz mostrou

no trabalho [16] que o problema de decidir a Solubilidade é NP-dificil.
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2.1 Conceitos Basicos

Seja a assinatura $ = {&, h, 0}UY’, onde @ € um simbolo de fun¢io bindrio representando a operagdo
do grupo, h um simbolo de fungdo undrio que representa homomorfismo e 0 um simbolo constante que
representa a unidade. A teoria equacional ACU Nh € especificada pelas regras abaixo juntamente com

um sistema de reescrita g, convergente médulo AC.

Teoria Equacional ACUN h:

r®ydz) = (x®y) Dz (Associatividade)
Dy = ydbuw (Comutatividade)
ACUNh = r®0 = = (Unidade)
rdzr = 0 (Nilpotencia)
| h(@)@h(y) = h(z®y) (Homomor fismo)

A teoria equacional ACUN contém as identidades acima, com excec@o da identidade para homomor-

fismo.

Racun: Sistema de Reescrita de Termos para ACUN

R@:{ 20—z, xHx—0, x@y@x—ﬁy}

Rg: Sistema de Reescrita de Termos para ACUNh

r®0 — =z h(0) — 0
Rea), = rdx — 0 h(z)®h(y) — hlzdy)
r@ydr — y hx)dzeh(ly) — hzdy) &=z
Estes sistemas de reescritas sao obtidos por um método de completamento de K nuth— Bendix aperfeicoado

sobre as teorias equacionais ACUN, ACU N h respectivamente.

Observacao 2.1. Denotaremos a relacdo “Rg, /AC (=R, / e )» por simplicidade da notagdo, por —
(—a)

Teorema 2.1. Ry, e Rg sdo convergentes modulo associatividade e comutatividade, isto é, as relagoes

— € =R, /AC Sdo convergentes. Em particular, dados dois termos s, t, entdo
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e 5 =g t se, e somente se, s lg=4ac t Lo
® 5 =g, tse esomenteses |=actl.

Demonstracdo. Este teorema fornece uma ferramenta de comparacdo de dois termos olhando para suas
formas normais, semelhante ao teorema de Birkhof descrito em Baader [4]. Este resultado foi demons-
trado por Bachmair e Dershowitz em [5],e consiste de um método de completamento de sistemas de

reescritas modulo uma teoria equacional. O

Corolario 2.1. (3, Rg, AC) (£, Ra,,AC) sdo decomposi¢cdes para as teorias equacional ACUN e

ACUNh respectivamente.

Demonstracdo. Direto dos Teoremas 2.1 e 1.1 O

2.2 Padronizacao

Sejal’ = {t; =’ .oty =7t/ } um problema de ACUN(h)-unificagdo. Utilizando a propriedade de
nilpoténcia para converter as equagdes t; =" t} para o formato t; & ¢} =" 0, simplificando a notacio,
entio obtemos um novo problema de ACUN(h)-unificagio IV := {t; @ t| = 0,...,t, ®t, =7 0},
ou ainda, I = {s; =" 0,...,s, = 0} onde s, = (t; ® t}) |, estd em sua forma normal para cada

i € {1,...,n} com a propriedade de que I, " e I"” possuem as mesmas solugdes.

Proposicao 2.1 (Padronizacio). Seja I' um problema de ACUNh-unificacdo, entdo existe um problema
de ACUNh-unificacdo T' := {s| =" 0,...,s!, =" 0} tal que para toda substituicio o, temos que o é
ACUNh-unificador de T se, e somente se, o é um ACUNh-unificador de T".
Demonstragdo. Sejam I' um problema de ACUNh-unificagio, IV := {s @t =" 0|s ="t €'} e 0 uma
substituicdo.
o éum ACU Nh-unificadorde T & Vs ="t € T. s0 =g, to
eVs="tel.so®to =g, to B to
(2.1)
eVs="tel. (s®t)o =g, 0

< g éum ACU N h-unificador de T’
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Proposicio 2.2 (Normalizacio). Sejam I' um problema de ACUNh-unificacio e T |:= {s |="1 | |s =*
t € T'}. Entdo, o é um ACUNh-unificador de T se, e somente se, 0 é um ACUNh-unificador de T |.

Demonstra¢do. Uma consequéncia direta do Teorema 2.1 e que so |= (s |)o |, de fato, tome uma

substiui¢do o.

o é um ACU N h-unificadorde T < Vs="tel.so =g, to
@Vs:?tEF.SJLZACtai
eVs="tel. (s)ol=ac (t)o | (2.2)
oVs="tel. (s|)o =g, (t|)o
< o éum ACU N h-unificador de I' |

O]

Definicao 2.1 (Forma padronizada). Seja I' um problema de ACUNh-unificacdo, dizemos que I estd em
sua forma padronizada se, e somente se, para cada equagdo s =" t € T tem-se que s estd em sua forma

normal et = 0.

Observacao 2.2. As Proposicoes 2.1 e 2.2 demonstradas acima, permitem tratarmos um problema
de ACUN(h)-unificagdo através da sua forma padronizada, transformando um problema de ACUN(h)-
unificacdo em um problema de casamento médulo ACU N h. Portanto dado um problema de ACUN(h)-
unificagcdo 1 iremos adotar as transformacées nas Proposicoes 2.1 e 2.2 para obtermos o problema de
casamento T := {S1,...,S,} tal que um ACUN(h)-unificador T' é uma substituicdo que casa cada

termo de I com 0 médulo ACU N h.

Exemplo 2.1. . Seja I" um problema de ACUN(h)-unificacdo, descrito da seguinte forma:

z®h(z)® fladz @ h(z)dydw) =’ fb® 2z h(x))
I':= h(z)® fzrdy) ®w =" yob@a® flzdy®0)
flz) ®g(y) =" gly)@a®a® f(x@0)

Entdo aplicando a mesma técnica discutida na Proposigdo 2.1, normalizando e identificando a equagdo

S =’ 0 com o termo S, temos:
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D h(z)® fladxdh(z)Dydw)® f(bD 2@ h(x))
"= h(z) bwdydbda
0

ET" é um problema de ACUN h-unificacdo que é a forma padronizada de I

2.3 ACUN-unificacao Elementar com Constantes

Esta secao que é abordada em [11] tem por objetivo mostrar uma classe de problemas ACUN-unifica¢do
que sdo decidiveis em tempo polinomial, a dizer os problemas de ACUN-unificacdo elementar com
constantes. Para isto, vamos considerar a assinatura ¥ 4oy = {0,®} U X, em que & € um operador
binario XOR, 0 a constante nula e > consiste apenas de simbolos constantes.

T" € dito ser um problema de ACUN-unificacio elementar com constantes quando para toda equagao
s ~' t € T, tem-se que s,t € T(Xacun,V), isto é, além de ocorréncias dos simbolos 0, ® os
termos podem possuir constantes de > ou varidveis. Mostraremos que os ACUN-unificadores de I" sdo

substitui¢des cujas varidveis do dominio sdo mapeadas em uma combinacdo de constantes que ocorrem

em I'. O método proposto em [2] consiste de duas partes:

1. Reordenar os termos das equacdes em I', de forma que as varidveis fiquem do lado esquerdo da

equagao e as constantes do lado direito.

2. Associar cada constante ¢ ocorrendo em I' a um sistema de equacdes lineares S, com coeficientes em

Ly

Parte 1: Reordenacao de I'. Paracada s ~'tel, S€Jjam T1, . .., Loy Tynt1y -+« s Tyn! ©

ai,...0p,Qnt1, - - -, Gy as varidveis e constantes ocorrendo na sua estrutura, respectivamente. Digamos,

t=p21D.. 0Ty a1 D...Day
2.3)

S=a Tm+1 D ... DXy Bant1D... D ay

Definau := (z1®...®xpy) Lek:= (a1 ® ... D ay) J. Observe que u, k ndo possuem ocorréncias

de 07, nem termos repetidos. Além disso, X(u) = {®} e Var(k) = 0.

37



Lema 2.1. Sejam I um problema de ACUN-unificacdo elementar com constantes e s =" t € I'. Existem
termos u, k tal que para cada substituicdo o tem-se que so =g, Lo se, e somente se, uoc =g k, onde u, k

sdo termos irredutiveis tais que X(u) = {D} e Var(k) = 0.

Demonstracdo. Seja a equacio s =’ t € T, tome u, k como na equacio 2.3.
(=) Suponha o uma substitui¢do tal que to =g so, entdo aplicando as propriedades de ACUN sobre

essa equacdo obtemos as seguintes igualdades:

m n m’ n’
E x;,0 D E a;o =g E ;0 D E a;
i=1 i=1

i=m+1 i=n-+1
m m’ n n’
Zl‘z‘o’@ Z ZUiU:EBZai@ Z a;
i=1 i=m+1 =1 i=n+1
m’ n’

E Ti0 =g E a;

i=1 i=1

’ /
Como (=g) = <>* entdo obtemos que u =¢, > ;" x; € k =g » ., a; entdo obtemos:

m/ n'
us =g E Ti0 =g E a;0 =g k
i=1 =1

(«<=) Suponha uma substitui¢do o tal que uo =g, k, e por (=g) = «+>*, obtermos que

m’ n’
E Ti0 =g uo =g k =¢ E a;
i=i i=i
portanto reordenando como fizemos acima obtemos que to =g So. O

Observacao 2.3. O Lema 2.1 permite assumir que todos os problemas de ACUN-unificacdo elementares
com constantes sdo da forma:

U= {u="ki,...,un="hn}

com u; e k; obtidas através das equacdes (2.3), para i = 1,...,n. Desta forma o problema de ACUN-

unificacdo elementar com constantes se torna um problema de ACUN-casamento.

Observacao 2.4. A menos que seja estabelecido o contrdrio, no decorrer desta segcdo, iremos assumir
que 0os ACU N -unificadores de T sd@o substitui¢des normalizadas, isto é, para cada x € Dom(o) tem-se

que o estd em sua forma normal com relagcdo a Rg mddulo AC.
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Parte 2: Sistema Linear Sejal’ = {u; =’ ki,...,u, =" k,} um problema de ACUN-unificagdo
elementar com constantes. Para cada constante ¢, que ocorre em I' vamos criar um sistema linear .S, com
coeficientes no corpo Zo = {0,1}. Vamos provar que I" possui um ACU N -unificador se, e somente se,

cada sistema linear S, possui soluc@o. Para isso estabeleceremos as seguintes notagdes.
1. O conjunto K(I") das constantes que ocorrem em I" é dado por:

K(I') = {c¢ € £ | ¢ ¢ uma constante ndo nula que ocorre em I'}.

2. Sejam Var(I') = {z1,...,xm} e ¢, € K= {c1,...,q}. Definiremos, paracadai € {1,...,n},

je{l,...,m}er €{1,...,1} os seguintes valores:
1, sezj € Var(u;) 1, sec¢ € X(ki)
aij=14 bir =14 (2.4)
0, sex; ¢ Var(u;) 0, sec ¢ X(k;)

Considere, por simplicidade, que 1z = x € 0z = 0. Entdo, obtemos as seguintes identidades

m l
U =g E QT ki =g Zbircr i=1,...,n
Jj=1 r=1

Consequentemente, o problema I" pode ser reescrito da seguinte forma:

.
uy = k1 a11x1 P ... D a1mTm = b1ic1 ® ... D big
uy = ko a21T1 D ... P asmTym = ba1c1 B ... P by

r— = . (2.5)
Un = kp, | Gn1T1 D...DapnTm = bnic1 ® ... D byc

Para cada ¢, € K(I'), definiremos o sistema linear S, sobre Z, da seguinte forma:

a1 a2 ... aim | by

asi G2 ... Qzm | bop
[Sr] = . . . . . (2.6)

|[On1 Gn2 ... Qapm | bnr_
Portanto, dado K(I') = {c1,...,¢} como conjunto de constantes que ocorrem em I', teremos 0s
sistemas lineares S1, . .., .S; associados, respectivamente, as constantes ci,...,¢;. O teorema a seguir
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garante que I' tem solu¢do quando cada sistema linear S, associado as constantes de I' tem solucéo.
Para demonstrar tal fato, faremos uso de um coeficiente d,; que determina se a constante ¢, ocorre ou
ndo em o, uma instancia de x;, por um unificador normalizado o de I'. Especificamente, seja o um

ACU N -unificador normalizado de I" (Observagio 2.4) e considere a relagdo €4 dada por:
¢ €Eg 2j0 & ¢ € K(zj0)

Como zjo estd em sua forma normal, ¢, ocorre no maximo uma vez em xjo. Desta forma, definiremos
dyj, paracada j = 1,...,n, por:

1 ¢ €gxjo
dyj = @7

¢ g Tj0

ol

Além disso, dado um unificador normalizado o de I', para cada constante ndo-nula ¢, € K(I') e ¢ €
{1,...,n}, definiremos o conjunto J; de indices j € {1,...,m} tais que ¢, €g zjo e x; €g u;.
Formalmente,
Jor={je{1,...,m}le, €g zjoe xj €g u;}
={je{1,....m}a;; = diy =1}

Como z ;0 estd em sua forma normal, para cada j € J; tem-se que ¢, ocorre no maximo uma vez em

(2.8)

l‘jO’.

Teorema 2.2 (solubilidade). Seja I' um problema de ACUN-unificagcdo elementar com constantes. 1" é

ACU N -unificdvel se, e somente se, para cada ¢, € K(I'), o sistema linear S, tem solugcdo em Zs.

Demonstragdo. Sejam T = {uy =" ky,...,up =" kn}, Var() = {z1,..., 2} e KT) = {c1,..., ¢}
(=) Suponha que I' ¢ ACU N-unificavel e seja ¢ um unificador normalizado de I'.

Afirmaciio: Paracadar € {1,...,1} temos que [dy1 dy2 - - - drm]” é uma solucio para o sistema linear
Sp.

Observe Zso € um corpo, em particular, um dominio de integridade entdo,
a;; - dr; = 1 se, e somente se, a;; = dp; = 1

Vamos separar a prova em dois casos possiveis, dependendo do valor de b;,:
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e Caso 1. Se b;, = 1 entdo, pela defini¢do de b;, temos que ¢, € X(k;). Por hipétese, o € um
ACU N -unificador de I, entdo u;0 =g, k; e, portanto, ¢, Eg u;0.
Como k; é uma forma normal pela constru¢do dada na Parte 1, ndo ha repeticdes de constantes.
Logo, ¢, ocorre uma quantidade impar de vezes em u;0; caso contrario, poderiamos usar as pro-
priedades de nilpoténcia e unidade de ACUN em u;0 obtendo um termo ¢ tal que ¢, ¢ X(t) e
ujo =g t, o que implicaria em k; =g u;oc =g t. Como k; é uma forma normal, segue que
t l=ac k; e teriamos X(k;) C X(t), o que é uma contradigdo.
Logo, a quantidade de ¢,’s ocorrendo em u;o é igual a |J;,| e, portanto |J;-|= 2 - k + 1, para algum

inteiro nao-negativo k.

- paracada j € J;, segue, pelas equacdes (2.4) e (2.7), que b a;j = dyj = 1

— paracada j € Jl-cr ={1,...,m} \ Jtemos que ¢, ¢4 zjo ou z;; ¢q u; e, portanto, a;; = 0

oud,; =0.

Obtemos as seguintes igualdades em Zo:

m
D aidey = aig-dej + Y i dn
=1

jel jexe
=3 T T+ 0= T1T+0=J|-T
JEl jeIc JEl

Assim, 370 a;j - drj = |Jip| - 1. Como |Jr| = 2k + 1(= 1 mod 2), temos que
m
> aij-dy =T =1byy
j=1

e Caso 2. Se b;,- = 0 entdo, pela defini¢do de b;, temos que ¢, ¢ X(k;).
Como ¢ é um ACU N-unificador de I, u;0c =g k; e, portanto ¢, ocorre uma quantidade par de
vezes em u;0.
- Se J;r =0 entdoa;; =0oud,; =0,j =1,...,m,logo Z;”Zl aij - drj = 0= by

— Se J; # (0 entdo, para cada j € J;., e pelo fato de xjo ser um elemento irredutivel segue
que ¢, ocorre exatamente uma vez em x ;0. Portanto, o nimero de ocorréncias de ¢, em u;o

€ |J;r|, donde segue que |J;| = 2k, para algum inteiro ndo-negativo k.
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Analogamente ao caso anterior, obtemos que >, a;j-d,; = |J|-1. Como |J| = 2k(=0 mod 2)

segue que ZTZI aij - dpj =0 = by

Finalmente, em ambos os casos concluimos que Z;n:1 a;j - drj = b, donde segue que,

ail a2 ... G, dr b
a1 a2 ... Gm dr2 bay
|Onl Gn2 ... GQnm ]| _drm_ _bn'r_
Portanto, para cada r € {1,...,1}, tem-se que [dy1, dy2 - - - dyp]” é uma solugio para o sistema linear

Sr.
(<) Suponha que para cada ¢, o sistema linear .S, associado tenha solugdo.

Seja [dy1 dya - - - dp]” tal solugdo de S, e defina a seguinte substituicio:

!
J::{xiHZdri-CT]ie{l,...,m}} (2.9
r=1
Afirmacao: ¢, € X(u;o |) se, e somente se, ¢, € X(k;), i =1,...,ner=1,...,L.

1. Suponha que ¢, € X(k;), Pela defini¢do de b; (Equagdo (2.4), temos que b, = 1. Como

[dr1,dy - - dpm) T é solugio de S, temos:

drl
dr2
bir = a1 a2 Qim
_drm_
Portanto, g ajj - drj = by = 1, e isto implica que existe um nimero impar de j’s tal que

j=1
aij - drj = 1,1isto é, |J;r| = 2k + 1, para algum inteiro ndo-negativo k.

Por outro lado, pela defini¢do de a;; e d,;, segue que, para cada j € J; temos que ¢, €g T;0.

Além disso,

Zawx] =0 Y _ayej+ Y air;=¢ Y loj+ Y aiyr;=e ) zj+ ) ayg,

J€l jelc Jjel JEIC Jj€l jeI®
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Faga u} = ( E a;jz;) }. ¢ ¢ ulo, e entdo podemos desconsiderar na contagem das ocorréncias
jeIC
de ¢, em u;0, as varidveis que ocorrem em u;. E ao aplicarmos a substituicdo o definida na equacao

. _ . /
(2.9), obtemos: u;0 =4c Zje,]] xj0 + u;o.
Assim, se x; € uma varidvel que ocorre em u;, com j € J;-, entdo temos que ¢, ocorre em ;0

apenas uma vez.

Por outro lado, para cada ocorréncia de ¢, em u;0, existe uma varidvel x; que ocorre em u; tal que
¢r OCOITE €m 0 € portanto a;; = d,; = 1, isto é, j € J;.. Portanto, o nimero de ocorréncias da

constante ¢, em u;o € impar, donde segue que ¢, ocorre nimero impar de vezes em u;0.

Logo, ¢, € X(u;o |).

2. Se ¢, ¢ 3(k;) entdo by, = 0, e pelo mesmo argumento utilizado no caso anterior temos que
m
Z aij . drj = 0.
Jj=1

Logo existe um ndmero par de j’s tais que a;; - dy; = 1, isto &, |J;;| = 2k, para algum inteiro

ndo-negativo k.

e Se k = 0 entdo J; = () e, portanto a;; = 0 ou d,; = 0, para todo j. Assim, para cada z;

ocorrendo em w;, temos que a;; = 1 e, portanto d,; = 0.
Logo, c, §é@ x;j0 € entao ¢, nao Ocorre em u;o.

e Se k > 0entdo J; # (. Para cada j € Jj,, temos que ¢, €g xjo e xj €g u,. Utilizando o

L . . _ /
raciocinio do caso anterior obtemos: w;0 =ac ;e ;0 + Uj0.

Similarmente, o niimero de ocorréncias da constante ¢, em u;o € par, isto é,

Jir‘ - 2k e,

portanto, ¢, ocorre um nimero par de vezes em u;0. Logo, ¢, &g u;o |.

Como u;o | e k; sdo ambos termos irredutiveis e contém os mesmos simbolos de constantes, e
como, além disso, o é uma substituicdo basica (Equacdo 2.9), segue que, u;0 |=4c k;. Logo,

u;o =g ki, e pelo Lema 2.1, 0 € um ACU N -unificador de I', paracadai =1,...,n.
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As solugdes dos sistemas lineares sobre Zy s@o obtidos por um algoritmo de complexidade polino-

mial:

Teorema 2.3 (Complexidade da solubilidade). O problema de decidir a solubilidade de um problema I"

de ACUN-unificacdo tem complexidade polinomial.

Demonstracdo. A demonstragdo é consequéncia direta do Teorema 2.2 e observando que resolver siste-

mas lineares com coeficientes no corpo Zs tem complexidade polinomial, provado em [14]. 0

Teorema 2.4. O problema I" de ACUN-unificagcdo elementar com constantes é unitdrio, isto é, se I' é

ACU N -unificdvel entdo existe um ACU N -unificador mais geral de T.

Demonstracdo. A demonstragao serd apresentada na Secdo 3.2. O

2.3.1 ACUNh-unificacao Elementar com constantes

Nesta se¢do consideraremos a assinatura 3 = {0, &, h}U, onde X é um conjunto de simbolos cons-
tantes e h é um simbolo de fun¢@o undrio que satisfaz a identidade de homorfismo com relagdo ao ACU N
operador 6.

O objetivo € apresentar a técnica proposta em [11] para o estudo da solubilidade de problemas de

ACUNh-unificacio elementar com constantes. O método consiste em desenvolver os seguintes pontos:

e Denotar por G = T(X \ {h},V), o modelo que satisfaz as identidades ACUN, como um grupo

sobre operador @, isto €, G € um grupo abeliano de expoente 2.

e Utilizar um anel de polindmios Zy[h| sobre a incdgnita h e com coeficientes no corpo Zy = {0, 1}.

Isto &, se H € Zs[h], entdo existem coeficientes ao, . .., a, € Zs tais que
H =ay+ ah +ah® + - + a,h".
Além disso as operacdes + e multiplicacdo por escalar ““ . ” satisfazem as identidades de corpos.

e Associar a cada termo ¢ € T'(X, V) a uma combinagdo linear de 1, .. ., t, € G, com coeficientes

sendo polindmios de Zs|h]: para isso provaremos que T'(X, V) /~,, € um Zs[h]-médulo.
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Polindomio x Termo: Seja H € Zs[h], da forma H = ag + a1h + ash? + -+ a,h" et € T(Z,V)

um termo, definiremos a operac¢do ”- ’da seguinte forma:

H-t:=ap-t ® a;-h(t) ® az-h(h(t) ® - Day-h(h(---h(t))-)) (2.10)
Em que os coeficientes a; agem sobre ¢ segundo a defini¢do:
0 ;a,=0
(2.11)

a; - t:=

O conjunto V' das possiveis combinagdes lineares sobre G com coeficientes em Zz[h| é dado por:

V::{ZHf't”nEN,HiGZQ[h}etieGyi:L"-an}

=1

Isto €, V' é um subconjunto de 7'(3, V).
V' & um Zs[h]-médulo, isto é, as operacdes - e & definidas abaixo, satisfazem as identidades de

modulo, com produto escalar - sobre elementos do anel de polindmios Zz|[h].

1.
G:VxV—V
n n n n
<ZHi-ti, Zﬂg.t;> SN H e, S H A,
i=i i=i i=1 i=1
2.

-l Zz[h} xV —V
=1 i=1

Vamos provar que existe U C V tal que U é um conjunto completo de representantes para 7'(3, V)

sobre a relacdo de equivaléncia =g, .

Para isto, considere o seguinte conjunto:

U:—{iHi-ti

n € N,t; € T(Xg, V) sdo distintos e H; € Za[h] \ {0}} u {0}

i=1
O seguinte lema garante que cada termo t € 7 (3,V), pode ser escrito como uma combinagdo

linear de termos H; - t;. Para isto, a partir da forma normal ¢ |, vamos aplicar uma nova regra de
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reescrita h(z @ y) — h(z) ® h(y), que expande a forma normal w.r.t. ACUNh. O objetivo desta
estratégia é planificar o termo t com relacdo ao operador ¢, afim de obté-lo como um termo da forma

t =g, t1 ©ta @ ... Dty,, comt;’s possivelmente encabecados por h.

Exemplo 2.2. t = x & h(h(a & b)) € uma forma normal com relagdo R, , aplicando exaustivamente a

regrar : h(z ®y) — h(z) ® h(y), expandimos o termo t da seguinte forma:

t =, x @ h(h(a) ® h(b)) =, x @ h(h(a)) ® h(h(b)) =t
E claro quet ~g, t'. Além disso, ndo hd ocorréncias de & abaixo de h’s em t'.
Lema 2.2. Para cadat € T(X,V) existe u € U tal que t ~g u.

Demonstragdo. Sejat #g, 0um termo e K, (¢ |) # 0 o conjunto de simbolos constantes e varidveis
que ocorrem em ¢ .. A irredutibilidade de ¢ | garante que 0 ¢ K, (¢ |) # 0.
Aplicando a regra h(z @ y) — h(z) @ h(y) exaustivamente em ¢ |, obtemos um termo ¢/, tal que

t l=a, t'. Além disso,
o Ky(td) =Ky(t);e
e nio existem ocorréncias de & ou 0 abaixo de h em t’.
Para fins de simplicidade denotaremos que s €g ¢ se, € somente se, s € um argumento de soma de ¢.
1. Para cada constante ¢ € K, (¢ |), considere o seguinte polinémio sobre Zs[h|.
Ho=cy+ci-h+-4cy-h"+---,
os coeficientes c; sdo dados por:

T, hZ(C> STe v
C; 1=

0, caso contrdrio.

Simplificando H,, removendo as ocorréncias de 0, obtemos H, = h'' 4 ... 4+ h* ondeiy,..., i

sdo ndices tais que ¢;; # 0.

Portanto, utilizando a definicdo da ac¢do de polindmios sobre termos, dada pela equacdo (2.10),

obtemos: H,. - ¢ = hit(c) @ --- @ h'*(c).
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2. Para cada varidvel x € K, (¢ |) faremos uma construgio similar, obtendo primeiramente um

polindémio H, = gg+ g1 - h+ ...+ g, - h¥, em que os coeficientes g; sdo dados por:

T, hZ (33) E@ t/
0, caso contrario.

Removendo ocorréncias de 0’s e utilizando as identidades da equagdo (2.10), obtemos: H, - x =

R (x) @ -+ @ his(z).

Desta forma, enumerando K, (¢ |) = {c1,...,¢n, Tn+1,..., 25} temos que, para t; € K, (¢ ]):
S
ZHti b =en U =6, t {=a), t
i=1

Pela defini¢do de U, temos que » ;_; Hy, - t; € U para cada t #g, 0. E caso t =g, 0, basta notar que
0eU.

Lema 2.3. Para cada u,u' € U se u # ¢ v entdo u #g, v

Demonstragdo. Note que u = > " | H; -ty ew = Y. | H] - t}, como u #4¢ v logo suas formas
normais sao distintas moédulo AC, pois pela propria definicio de U, a tnica regra de reescrita de Rq, que
pode ser aplicada em u, u’ é

h(z) ® h(y) = h(z & y)

E portanto obtemos que u |# ¢ v’ |, equivalentemente, u #q, ' O

Teorema 2.5. U ¢é um conjunto completo de representantes de T (3,V) sobre a relagcdo de equivaléncia

:@h
Demonstragdo. A prova é consequéncia direta dos Lemas 2.2 e 2.3. O
Reordenando I'.  Dado um problema T = {s; =" ¢,..., s, = t,,} de ACUNh-unificacdo elementar
com constantes. Vamos utilizar o lema 2.2 para obtermos um novo problema IV = {u4 ="k, un =’
k. } com as seguintes propriedades, para cadai = 1,...,n:
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R o . . .
1. acadas; =" t; € I' corresponde u; =" k;, tal que u;, k; € U, u; contém ocorréncias de variaveis, e

dos simbolos @ e h na sua estrutura, isto é, X(u;) = {®, h}; k; ndo possui varidveis, Var(k;) = ()

2. paracada o: s;0 =g, t;0 se, e somente se, u;0 =g, k;

Exemplo 2.3. Considere o problema de ACUNh-unificacdo elementar com constantes: T' = {h(h(x1) ®
T2) ® w3 =" ¢, h(x ® d) =" 0}, aplicando exaustivamente a regra h(x © y) — h(z) © h(y), como no

Lema 2.2, obtemos:
I = {h(h(z1)) ® h(z2) ® 23 =" ¢, h(z) ® h(d) =’ 0}
Reordenando os termos, para satisfazer as propriedades 1. e 2., obtemos o problema

I = {h(h(x1)) @ h(z2) ® 23 =" ¢, h(z) =" h(d)}

ACU N h-Unificacdo com constantes x Polinémio sobre Zs[h]: Seja ' = {u; =7 ky,...,u, ="
Ky, } um problema de ACUNh-unifica¢do elementar com constantes que satisfaz as propriedades 1. e 2., e
tal que o conjunto das suas varidveis € dado por Var(I') = {z1,...,zn} e K(I') = {c1, ..., ¢} denota
o conjunto das constantes ndo-nulas que ocorrem em I".

A partir de I" vamos definir os seguintes polindmios:

0 ;x5 ¢ Var(u;)

Hij =
pj ;Dj € Zolh]\ {0} e p; - z; estd na combinagdo linear de u;
2.12)
i 0 ;¢ ¢K(k)
pr iDr € Zao[h] \ {0} e p, - ¢, estd na combinagdo linear de k;
comi=1,....n,5=1,....mer=1,...,L

E entdo, obtemos

m l
2 : 2 : /

U; =@, Hij * Iy € ki =@ Hir c Cp.
j=1 r=1
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Para cada r € {1,...,[} vamos construir um sistema linear sobre Zz[h| nas varidveis z7, 25, . ..

seguinte forma:

Ou ainda na representa¢do matricial [S,]:

Hy1 Hyo
Ho1  Hao

[Sr} =
_Hnl Hn2

p
Hnl’q + H12x§ + ...

Hoyx] + Hoyoxwh + . ..

Hnlcc?{ + Hngwg + ...

=+ Hlml’rm =

=+ HQmI':n =

+ Hypma,

/
le

/
H2r

Hnm ‘

!
Hm"_

, . da

Hy,

Hy,
(2.13)

Hy,
(2.14)

Exemplo 2.4. Retomando o exemplo 2.3, para T = {h(h(x1)) ® h(z2) @ 3 =" ¢, h(z) =" h(d)},

temos os conjuntos Var(I') = {x1,x9,23} e K(I') = {¢,d}. Fazendo ¢y = c e co = d, obtemos os

seguintes polinémios:
Hyp = h? Ho = h B B
_ Hiy =1 Hy =0
Hiz=h Hi =0 _
_ Hip =0 Hy=h
Hyz = Hi3 =0
R? h 1 | 1 R? h 1T | 0
[Se] = o [Sa] = -
h 00| 0 h 00 | h
Teorema 2.6. I ¢ unificdvel se, e somente, se S, tem solugdo em Zz[h] para cadar € {1,...,1}

Demonstragdo. (=) Suponha I unificdvel e seja 0 um ACUNh-unificador de I'. logo u;0 =g, k; para

cadai € {1,...,n}, ou ainda,

m !
!
wio =g, Y Hij(wjo) =a, ki =s, Y Hjcir
i=1 r=1

(2.15)

Como k; € um termo bésico entdo podemos supor, sem perda de generalidade, que o € uma substitui¢do

bésica e normalizada entdo ;o nio possui termos repetidos. Desta forma, para cada j € {1,...,m},
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temos ;0 =g, > ., a%ic, onde } € Zolh| paracadar € {1,...,1} e pela equagdo 2.15,

m l
!
> Hij(wjo) =a, »_ Hj.cr
=1 r=1

Concluindo assim,

l m m l I m
/ _ _ T _ T
ZHz‘rCr =®n ZHij(ij) =@ ZHU g TiCr =@y, E ZHijﬂchr
r=1 i=1 i=1 r=1

r=1 =1

E como néo ocorre repeticdes das constantes ¢, em Zizl H! ¢, temos que

m

E T o__ !
Hiij — HiT

J=1

Como tomamos i € {1,...,n} de forma arbitraria, temos que a equagdo logo acima vale para cada
1, € portanto:
Hy Hyy ... Hu| |27 H
Hy Hy ... Hay x| HY,
Hy Huo oo Hpwl| |o0,]  [Hb]
E portanto para cadar € {1,...,[} o sistema S, tem solugdo em Zsa[h].
(<=) Suponha cada S, com solugdo [z], 25, - -+ , 7|7 em Zy[h] paracarar € {1,...,1}, faga a seguinte
substitui¢do: o := {x; — Zizl aioer|j=1,...,m}.

Como u; =g, > vy Hij - x; entdo ao aplica a substitui¢do o temos:

m m m l m
T T
wio =g, Y Hij - (1j0) =e, Y Hij Y 2} co=q, Y | > Hij-aj| ¢
=1 i=1 i=1 r=1 \ i=1
Mas como [z], x5, - -+, 2" ]T é solugdo do sistema linear S, entiio temos que:
T
3|
,
Hl, = i
ir = |Hin Hig -+ Him| -
.
_dm_
. _ l / _ .
E portanto: u;oc =g, >, H.. - ¢ =g, ki. O
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Exemplo 2.5. 0 = {x1 > d, x5 — 0,23 — h*(d) & ¢} é ACUNh-unificador de T dado no exemplo 2.4.

A partir de o, podemos construir solugdes para os sistemas representados pelas matrizes [S¢| e [Sq:

r0=0-c+1-d x% 0 :1;% 1
220 =0-c+0-d x| = |0 3| = |0
x30:1.6+}L2.d ﬂcé 1 l‘% h2

Seguindo a construgdo dada pelo Teorema 2.6, obtemos que [0 0 1]7 é solugdo de [Sc]e[1 0 h?|T

é solugdo de [Syq).

Reciprocamente, podemos obter uma solucio de I', sempre que os sistemas obtidos para cada cons-

tante em I, tem solucdo:

Exemplo 2.6. Voltando ao exemplo 2.4, com T' = {h(h(x1)) @ h(z2) ® v3 =’ ¢,h(z) =" h(d)}.

Observe que

i 0 x? 1
1l = 2 =
1 2

T3 1 T35 0

sdo solugdes de [Sc] e [Sq|, respectivamente. Podemos construir um ACUNh-unificador da seguinte

Jorma:

lex%'c@x%-d:O-c@l-d%@hd
o=(a—ay-chri-d=0-cdh-drg, h(d)
mngé'c@x?d:l-c@O-dw@hc

Isto é, 0 = {x1 — d,z9 — h(d), x5 — c} € solugcdo de T".

Teorema 2.7 (Complexidade da solubilidade). O problema de decidir a solubilidade de um problema I"

de ACUNh-unificacdo elementar com constantes tem complexidade polinomial.

Demonstracdo. A demonstragcdo € consequéncia direta do Teorema 2.6 e observando que resolver sis-
temas lineares com coeficientes no dominio principal Zs[h] tem complexidade polinomial, provado

em [12]. J

Teorema 2.8. O problema I de ACUNh-unificacdo elementar com constantes é unitdrio, isto é, se I é

ACUNh-unificdvel entdo existe um ACUNh-unificador mais geral de T'.
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Demonstragdo. A demonstragdo serd apresentada na Secao 3.2. O

2.4 Unificacao Geral ACUN(h)

Nesta secdo consideraremos uma assinatura 3 tal que X cunm) C X e
Y\ Xacu N () contém simbolos de fungao arbitrarios. I' € dito ser um problema de ACUNh-unifica¢do
geral, quando paratodo s =’ ¢t € T, tem-se que s, € T'(X, V) e os simbolos de fungio em Y\ acunm)
ndo serdo interpretados.

Em 1997, no artigo [16], Schulz mostra que ao considerarmos simbolos de funcio diferentes de
{®, 0}, ndo-interpretados, num problema de ACUNh-unificagio, a complexidade da decidibilidade do
mesmo torna-se NP-dificil. A seguir apresentaremos algumas nocdes sobre uma teoria equacional E
arbitrdria, que servirdo como ferramentas para uma futura discussio sobre a dificuldade de resolver o

problema de ACUNh-unificagdo geral.

Definicao 2.2 (Consisténcia, Regularidade). Seja E um conjunto de Y-identidades sobre o conjunto de
termos T'(X,V), dizemos que E ¢é consistente se, e somente se, para cada x,y € V tem-se que x # y sse

x #p y . Também definimos que E é regular se para cada s =t € F tem-se que Var(s) = Var(t).

Observacio 2.5. Se E é regular entdo para cada par de termos s,t € T(X,V), temos que s =g t

implica que Var(s) = Var(t).

Definicao 2.3 (E-unificador Z-atdmico). Sejam I' um problema de E-unificacdo sobre a assinatura %,

{zo,21,...,2m} C Var(l') para algum m > 0. Denote o vetor (xo,x1,...,Tm) por L. Entdo um
E-unificador o é dito T-atdmico se, e somente se, para cada i € {0,1,...,m} tem-se que x;0 €
(2O N\ )V, isto é para cada i € {0,1,...,m} tem-se que x;0 é uma varidvel ou x;c é uma

constante que ndo ocorre em Xg.

A proposi¢ao seguir foi proposta e provada em [16], e mostra que a solubilidade de um problema de

FE-unificacdo I', que contém constantes que ndo ocorrem na assinatura de uma teoria E, é N P-dificil.

Proposicao 2.3. [Principal] Seja E um conjunto de Y-identidades consistente sobre a assinatura X..
Suponha que exista um problema de E-unifiacdo elementar com constantes I, contendo trés constantes

distintas a, b e ¢ que ndo ocorrem em E e varidveis {xo, x1,...,Tm}.
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1. Se T tem E-unificadores Z-atdémicos o4, 0y, € O, tais que xgo0q, = a,200, = b e xgo. = ¢, e

2. Para cada E-unificador Z-atémico o de I" tem-se que xoo € {a,b, c}

Entdo a solubilidade do problema geral de E-unificagcdo é NP-dificil.

Demonstracdo. A demonstragdo desta proposicao se encontra em [16]. 0

Apresentaremos algumas consequéncias da Proposi¢do 2.3, para teorias equacionais cujas assinaturas

possuem simbolos de funcdo associativos (Lema 2.4) ou comutativos (Lema 2.5).

Lema 2.4. Seja E uma teoria equacional sobre 3 consistente que contém um simbolo de funcdo bindrio
associativo 'o’. Se E ¢ regular, entdo a complexidade de decidir a solubilidade de um problema geral

de E-unificacdo é NP-dificil.

Demonstrag¢do. Considere o problema I’ = {y oz 02z = aoaobococ} de F-unificagdo elementar
com constantes. Seja ¥ = (z) e por “o’ ser associativa temos que as seguintes substituicdes sdo F-
unificadores de I': 0, = {x — a,y — a,z — bococ}, o, = {x — bjy+— aoa,z — coc},e
oc.={r—c,yr—aoaob,z— c}.

Pela escolha dos F-unificadores acima temos que sdo Z-atdmicos, logo I possui a propriedade 1 da
Proposi¢do 2.3. Tome o um F-unificador de I' Z-atdmico qualquer, entdo temos que (z o y o 2)o =g
aoaobococe, aplicando a substitui¢do para os argumentos do termo x o y o ¢ com a propriedade
associatividade de o’ obtemos xo o yo o zo =g aocaobococ.

Como, por hipétese, temos que E € regular e com isso pode-se concluir pela Observacao 2.5 que
Var(xo oyo o zo) =Var(aocaobococ)=1{.

Portanto xo néo pode ser uma variavel, logo o € um subtermo de a o a o b o ¢ o ¢ e por hipbtese o
¢ Z-atdmico entdo xo € {a,b, c}. Concluindo assim que I" possui a propriedade 2. da Proposicéo 2.3.

Entdo obtemos que um problema geral de E-unificagdo é NP-dificil. O

Lema 2.5. Seja E uma teoria equacional sobre Y consistente que contém um simbolo de funcdo bindrio
comutativo 'x’. Se E ¢ regular, entdo a complexidade de decidir a solubilidade de um problema geral de

FE-unificacdo é NP-dificil.
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Demonstragdo. Considere o problema de E-unificacdo elementar com constantes
F'={(zxxy)*(zxw) =(a*xb)x(bxc)}
Seja & = (x), como *x’ é comutativo entdo obtemos as seguintes identidades:

(axb)x(bxc) =g (a*xb)*(bxc)

(cxb)* (a*xb) =g (a*xb)*(bxc)

E portanto as seguintes substitui¢des sdo E-unificadores de I': 0, = {x — a,y — b,z — b,w > ¢},
op={z—by—az—bw—cleo.={x—c,y—b,z— a,wr b}.

Além disso oy, 03 € 0. s80 Z-atdmicos, portanto I' possui a propriedade 1, da Proposicéo 2.3.

Seja 0 um F-unificador Z-atdmico de I' qualquer, entdo temos que por definicdo de Z-atdmico,
zo € (XO\ Bp)UVe (z0+yo) * (z0 xwo) =g (axb) % (b*c).

Como E é regular segue que ) = Var((a xb) x (bxc)) = Var((xo x yo) x (zo x wo)).

Logo, zo ndo é uma variavel entdo por o ser Z-atbmico, implica que, xo é uma constante que
ndo ocorre em X, portanto xo € {a,b,c}, portanto obtemos que I' possui a propriedade 2. da

Proposi¢ado 2.3, logo problemas de E-unificacdo gerais é NP-Dificil. 0

Os lemas 2.4 e 2.5 garantem que a decidibilidade da solubilidade de problemas de E-unificacdo
gerais, quando F¥ = A, C, AC ou ACU, sdo problemas N P-dificeis, uma vez que as teorias sdo regu-
lares. Porém, no caso em que ¥ = ACUN ou ACU Nh, perde-se a regularidade: devido a identidade
x @z = 0 de nilpoténcia. Nestes casos a Proposi¢do 2.3 ndo pode ser aplicada, e a andlise serd discutida

abaixo.

Lema 2.6 (Complexidade do Problema Geral de ACU N, ACU N h-unifica¢do). Solubilidade de proble-
mas gerais de E-unificacdo sdo NP-dificeis quando E= ACUN, ACUNh.

Demonstragdo. Seja o problema de E-unificacio I’ = {x @y @ z = a ® b @ ¢}, por @ ser comutativo
e associativo entdo as seguintes substitui¢des sdo F-unificadores de I': 0, = {x — a,y — b,z — ¢},

op={z—by—az—cleo.={x— c,y— a,z+— b}
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Tomando ¥ = (z, y, z) entdo as substituicoes acima sdo F-atdmicas e em particular zo, = a, xop =
b, xo. = ¢, portanto I" possui a propriedade 1. da Proposic¢do 2.3. Seja 0 um F-unificador Z-atdmico de
I entio, por defini¢do, 20, yo, zo € (X(?\ X x) U V. Por outro lado obtemos 0 G yo Sz =g a®b®c.

Suponha, por absurdo, que zo ¢ {a,b, c}. Entdo, xo = w e w é uma varidvel ou uma constante que
ndo estd em X g e ndo ocorre no lado direito da equagdo de I'. Porém, w @ yo @ zo0 =g a® b® c e entdo,
por w ndo ocorrer no lado direito temos que utilizar as regras de Nilpoténcia e Unidade para ignorar
w na equagdo, o que implica que w é subtermo de yo ou subtermo de zo. Como o é Z-atdmico entdo
yo, zo sao constantes ou varidveis dai yo = w ou zo = w, e portanto, conclui-se que zo = a B b D c ou
yo = a ® b @ ¢ uma contradi¢do, pois o é Z-atdmico. Assim zo € {a, b, c} e I' possui a propriedade 2.
da Proposi¢ado 2.3.

Como E = ACUN, ACUNh sao consistentes, pela proposi¢do 2.3 o resultado segue.
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Capitulo 3

Um algoritmo eficiente para

ACUNh-unificacao

Apresentaremos o algoritmo Jxoprp proposto por Liu [18], para resolver problemas de ACU N h-
unificagdo no caso geral. O algoritmo opera em problemas de ACU N h-unificagdo que estejam em
sua forma “purificada”, isto €, para cada S € I" e ¢ um subtermo de S, se raiz(t) # @, h temos que
®,h ¢ X(t)eset = h(t') entdo @, h ¢ X(t).

Contribuimos com a demonstracdo que a regra de inferéncia purificacdo enunciada por Liu [18] é
correta e terminante, além disso provamos a existéncia de uma ACUN(h)-extensdo conservativa para

cada problema I' de ACUN(h)-unificagao.

3.1 Purificacao

Definicao 3.1 (Termo puro). Seja t um termo tal que raiz(t) # @®. Dizemos que t é um termo puro se, e
somente se, para cada p € Pos(t) \ {e} tem-se que raiz(t|,) & {@®,h}. No caso em que raiz(t) = h

diremos que t é um h-termo puro.

Definicao 3.2 (Soma pura). Seja S um termo, dizemos que S é uma soma pura se, e somente se, existem
n>2ety,...,t, termos puros tais que S =Ac t1 @ ... D t, e existe no mdximoumi € {1,...,n} tal

que raiz(t;) = h. Seja t um termo puro, denotaremos port €g, S se, e somente se, t é um argumento de
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soma em S, isto é, existe S" tal que S =0t D S'.

Definicdo 3.3 (Forma pura). Seja I' := {S1,..., Sn} um problema de ACUNh-unificacdo em sua forma
padronizada. T é dito estar em sua forma pura se, e somente se, para todo i € {1,...,n} tem-se que S;

é uma soma pura ou termo puro.

Definicao 3.4 (Variavel presa). Seja I' um problema de ACUNh-unificacdo em sua forma pura. Dizemos
que uma varidvel x € Var(T') estd presa se, e somente se, existe t ® T € I onde t é um termo puro

ndo-varidvel tal que x € Var(t). Caso contrdrio dizemos que x é uma varidvel solta de T'.

Seja I' um problema de ACUNh-unificagdo padronizado, definimos a seguinte regra de inferéncia

sobre T =T U {S}:

Purificacao:

ru{s}

— [Purif]
LU {S[vlp, v ® Slp}

Condicoes:
e p € Pos(S)\ {e} e v é uma varidvel nova.
e Existe uma posicdo ¢ € Pos(S) tal que p = ¢i para algum i € N\ {0} e raiz(S|,) # &.

e S|, é¢ uma soma pura ou S|, é um h-termo puro.

Notacao: Denotaremos um passo da regra de inferéncia purificagdo por = p, . Iz

Observacio 3.1. Sejam T = T U {S},p € Pos(S) \ {e} e v uma varidvel nova, tais que cumprem
as condicdes da regra de inferéncia purificacdo, entdo diremos que é possivel aplicar purificacdo em I’

sobre S na posicdo p € Pos(S) com a varidvel nova v.

Exemplo 3.1. Vamos continuar o exemplo 2.1, seja I" o conjunto obtido no final do exemplo, temos:

(1) z@h(zx)® fladxzdh(z)dydw)d f(b®zd h(x))
I':=1(2) h(z) bwdydbda
(3) 0
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Entdo vamos purificar cada equacdo de T, observe que as equacdes (2) e (3) jd estdo purificadas, entdo
vamos aplicar a regra de purificacdo sobre (1):
Observe que os termos a ® h(x) ® y e b @ z @ h(x) sd@o somas puras e abaixo de um simbolo de

funcdo f # @ e portanto podemos aplicar a regra sobre esses termos, resultando em:

(1) z@h(z)® f(v1) D f(ve) 4) viBa®zdh(z)Bydw
I''=4(2) h)oveyabda (5 V2 © 0D 2 h(z)
(3) 0

I é irredutivel por [Purif].

Uma vez definida a regra de inferéncia Purificacdo, apresentaremos algumas propriedades e defini¢des
que serdo necessdrias para provar que todo problema de ACUNh-unificagdo I' pode ser purificado para

uma extensao conservativa de .

Lema 3.1. Sejam I = T'U {S}, I" problemas de ACUNh-unificagdo tal que cada T € T estd em
sua forma normal médulo AC. Se I' = p, . f I entdo I" é uma extensdo conservativa de T tal que

Var(T') C Var(T') e para todo S' € T tem-se que S’ estd em sua forma normal médulo AC.

Demonstra¢do. Como I' =, . 7 I entdo pela regra de purificagdo existem uma varidvel nova v,
SeTepePos(S)\ {et taisque T =T U{S}, T =T U {S[v]p,v & S|, } satisfazendo as condigdes

exibidas na regra acima.
1. Vamos provar que I é uma extensdo conservativa de I

i) Seja o um ACUNh-unificador de I':

Entdo paracada T € T, tem-se que T'o =g 0, vamos provar que So =g 0.
De fato, (S[v]p)o =g, 0e (v & S|p)o =g, 0 entdo, (So)[vo], =g, 0evo =g, (S0)p.
Portanto, So =g, (S0)[(S0)|plp =a, (So)[vo], =g, 0e o éum ACUNh-unificador de I'.
i1) Seja o um ACUNh-unificador de I', em particular o é um ACUNh-unificador de L.
Tome v = {v + (S|,)o}, vamos provar que oy é de fato, um ACUNh-unificador de I".
Como o é um ACUNh-unificador de T, entio o~ € um ACUNh-unificador de T, entio € sufici-

ente provar que (S[v],)oy =g, 0e (v @ S|p)oy =g, O.
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Observe que podemos supor que v € Var(Zm(o)) pois v é uma varidvel nova, entdo Soy = So.
Portanto temos, (S[v]p)oy = (Sovy)[vory], = (So)[vy], = (So)[(So)|p], = So.

Como ¢ é ACUNh-unificador de I', temos que Soy =g, 0, portanto (S[v],)0 =g, 0, por
outro lado temos (v & S|p)oy = vy @ (S|p)o = (S|p)o & (S|p)o =g, 0. Portanto oy € um
ACUNh-unificador de IV e Dom(vy) = {v} C Var(I’) \ Var(T).

2. Var(T') C Var(I).

Dado x € Var(S) existe uma posigdo g € Pos(S) tal que S|, = z, entdo ¢ € uma posigdo varidvel,

e por S|, ¢ uma soma pura entdo ¢ £ p assim temos apenas dois casos, p < ¢ ou p||q.

i) Se p < g entdo existe um p’ € Pos(S) tal que ¢ = pp', logo S|, = S|, = (S]p)|p € portanto

z € Var(S],) e como v & S|, € I temos que = € Var(I”).

i1) Se pl|q entdo (S[v]p)|q = S|q = x assim = € Var(S[v],) e portanto = € Var(I").

Assim como em ambos os casos obtemos que = € Var(I"”), conclui-se que Var(I') C Var(I') e

como v € Var(I"”) e v é uma varidvel nova temos que v ¢ Var(I") e portanto Var(I') C Var(I").

3. Paratodo T € I/, T estd em sua forma normal com rela¢do a Rg, médulo AC.

Por hipétese, S é um termo irredutivel com relagdo a Rg),. Basta provar que S[v], e v & S|p sdo
irredutiveis, de fato, por v ser uma varidvel nova em S entdo s6 hd uma ocorrénia de v em S[v] p> COMO
néo foi inserido nenhum termo encabegado por /4, temos que a tinica forma de S[v],, ser redutivel seria
por v & 0, isso ndo ocorre pois caso contrario poderiamos reduzir por S|, & 0, um absurdo pois .S estd
em sua forma normal. Por outro lado, S|, estd em sua forma normal pois S estd em sua forma normal

e por v & Var(S|,) temos que v & S|, estd em sua forma normal.
O

Vamos mostrar que a aplicacio exaustiva da regra purificacdo em um problema I' em sua forma
padronizada de fato nos retorna um problema em sua forma pura, para isso vamos definir alguns conceitos
importantes para mostrar que = p,,,, » € ferminante, correta e confluente a menos renomeamento das
varidveis. A seguir assumiremos que todos os termos estdo em suas formas normais a menos que seja

mencionado ao contrario.
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Seja S um termo, o conjunto de somas puras internas de S, denotado por Sg, é dado por:

S|p é uma soma pura e existe ¢ € Pos(.5)
Se := < p € Pos(S)
tal que p = qi e raiz(S|,;) # &, parai € N

Similarmente, o conjunto de h-subtermos puros internos a S, denotado por S}, € dado por:

S|p € um h-termo puro e existe g € Pos(S)
Sp =< p € Pos(S)
tal que p = qi e raiz(S|,) # &, parai € N

A seguinte proposicao consiste de propriedades simples sobre o conjunto de somas puras internas € o
conjunto de h-termos puros internos de um termo .S. Sendo o diagrama abaixo utilizado para melhor

entendimento da demonstracao.

N

A/g\A
t1 tn

Figura 3.1: caso 3 da Proposicao 3.1.

Proposicao 3.1. Seja S um termo em sua forma normal. Entdo:
1. Se NS, =0.
2. Sep,pl € SpUSpep#yp, entdo plp.
3. Set é um subtermo de S tal que S|, = t entdo para todo q € tg, U ty, temos que pg € Sg U Sy,
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Demonstragdo. Suponha S um termo em sua forma normal e ¢ um subtermo de S tal que S|, = t onde

p € Pos(S).

1. Se S = 0 ou S, = ( entdo nada a provar, caso contrdrio, tome p € Sg qualquer, entdo
raiz(S|,) = @, pois S|, € uma soma pura, e portanto temos raiz(S|,) # h, dessa forma p ¢ Sp,

o resultado segue.

2. Sejam p,p’ € Sg U S, ep # p/, entdo S|, e S,y sdo termos puros encabegados por i ou somas
puras, logo existe ¢, ¢’ € Pos(S) tais que p = qi e p’ = ¢'j tais que raiz(S|y) # ® eraiz(S|y) #
@ portanto supondo por absurdo que p’ < p entdo S|, é um subtermo de S|,y e como p # p' entdo
S|4 também € subtermo de S|y, uma contradi¢ao pois S|,; é um h-termo ou uma suma pura, de

forma totalmente andloga para o outro lado, assim p £ p’ e p’ £ p, equivalentemente p||p’.

3. Tome p’ € tg U ty, entdo existe ¢ € Pos(t) e i € N tal que p’ = gi onde raiz(t|y) = f # @ e
raiz(q) = g € {®, h}(diagrama 3.1). Note que ¢t = S|, para alguma posi¢do p € Pos(.S) entdo
pp’ € Pos(S) e portanto pp’ = pqi onde S|,q = (S|p)|q = t|q, implicando que pp’ € S U S,

O

O lema a seguir oferece uma ferramenta para determinarmos quando um termo € uma soma pura ou
termo puro e serd utilizado para provar que ao aplicar exaustivamente a regra de inferéncia purificacio

em I, obtemos uma extensio conservativa I'” de I" onde cada termo S’ € TV é tal que S, = S}, = (.
Lema 3.2. Sg = Sj, = () se, e somente se, S é um termo puro ou soma pura.
Demonstracdo. (=) Suponha que Sg = S, = 0.

1. Suponha, por absurdo, que raiz(S) # & e que S ndo seja um termo puro, entdo existe um ¢’ €
Pos(t) \ {e} tal que raiz(S|y) € {®,h}, portanto existem posicdes p,q € Pos(S) tal que S|,
¢ uma soma pura ou um termo puro encabegado por h e p = g¢i tal que raiz(S|,) # @, pois

raiz(S) # @, implicando que p € Sg U Sy, = (), uma contradigdo. Assim S é um termo puro.

2. Suponha S =t @ --- @ t,, para algum n € N e para cadai € {1,...,n} temos raiz(t;) # ®.

Pelo item 3. do Lema 3.1 temos que para cadai € {1,...,n} tem-se que (t;)g U (¢;)y, = 0. Entdo
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pelo item anterior, concluimos que paracadai € {1,...,n} tem-se que ¢; é um termo puro e como

S =a0t1 ® - Dty em sua forma normal entdo S é uma soma pura.

(<) Seja S um termo puro ou soma pura, suponha por absurdo que Sg U Sy, # (), assim existe um

pES@USh.

e Se p € Sg entdo existem p, g € Pos(S) tal que S|, ¢ uma soma pura, p = gi e raiz(S|,) # &,
portanto .S ndo é um termo puro, pois & ocorre em S. Logo S é uma soma pura, isto é, S =
t1 @ ... @ ty, com t; € um termo puro para cada i € {1,...,n}. Como raiz(S|y) # ® e S|, é
um subtermo de S, temos que S|, é subtermo de ¢; para algum ¢, assim S|, é subtermo de t;, e

portanto & ocorre em t;, uma contradi¢do pois ¢; € um termo puro.

e Sep € Sj entdo existem p, ¢ € Pos(S) tal que S|, € um h-termo tal que p = gi e raiz(S|,) # @,
portanto S ndo é um termo puro,uma vez que simbolo h ocorre em S numa posi¢ao fora da raiz
p # €, que € uma contradi¢do. Logo S € uma soma purae S = t; & ... & t,, com t; um termo
puro paracada i € {1,...,n}. Como raiz(S|;) # @ e S|, ¢ um subtermo de S, temos que S|, é
subtermo de ¢; para algum 4, assim S|, € subtermo de ¢;, e portanto  ocorre em ¢; que ndo seja na
raiz pois p # ¢, uma contradi¢do pois ¢; € um termo puro.
Como em ambos 0s casos encontramos uma contradi¢do, obtemos que ndo existe p € Sg U S,

portanto Sg = Sp, = 0.
O
Dado um problema de ACUNh-unificacdo I' e S € T, a profundidade das somas internas de S,
denotado por ||S||e, é dado por:

méx{len(p)|| p € Sg}, seSg #0

0, caso contrario

15l =

Esta nocdo pode ser estendida para I, isto €, a profundidade das somas internas do problema I' € dada
por: [T := {max{[|S]|e | S € Sa}.
Similarmente, a profundidade dos h—subtermos internos de S, denotado por ||S||;, € dado por:

méx{len(p)|| p € Sp}, if Sp #0

0, caso contrdrio

1Sl =
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A profundidade dos h-subtermos internos do problema I' é dada por: ||T'||, := {méax{||S||s, | S € Sn}.

Provaremos agora uma condicao necessdria e suficiente para aplicagdo da regra purificagao.

Lema 3.3. Seja I' um problema de ACUNh-unificagdo. ||T'||g + ||T']|5, > 0 se, e somente se, existe I tal

quel’ =p, ./ T

Demonstracdo. (=) Suponha ||T'||¢ + ||T||» > 0, entdo como ||T'||g > 0 e ||I'||n, > 0, temos que

IIT||e > 0 ou ||I'||n > 0. A prova se divide em dois casos:

1. ||[I'|le > 0: Pela defini¢ao de ||I'||¢ existe um .S € I' tal que ||.S||e = ||T'||e > 0, portanto existe uma
posicdo p € Sg, isto €, S|, é uma soma pura e existe ¢ € Pos(S) com p = qi e raiz(S|,) # &.

Como p # ¢, S cumpre condicdes da regra de purificacdo, logo € possivel aplica-la, pois p # ¢.

2. ||T||p > 0: Pela defini¢d@o de ||T||, existe um S € T tal que ||.S||, = |||, > 0, portanto existe uma
posi¢do p € Sy, isto €, S|, € um h-termo e existe ¢ € Pos(S) tal que p = qi e raiz(S|,) # &, ou

seja, S cumpre as condi¢des da regra de purificagdo.

Como em ambos os casos € possivel aplicar a regra de inferéncia purificacdo, entdo concluimos que é
suficiente ||T'|| + [|T'||, > O para aplicar a regra.

(«) Suponha exista I tal que I' =>p,,;; I". Entdo existe S € I'e p € Pos(S) \ {¢} tais que S|, ¢
uma soma pura ou um h-termo tal que existe ¢ € Pos(S) com p = gi com i € N e raiz(S|;) # ®.

Slle > 0 ou || S| > 0.

Portanto temos que p € Sg U Sy, e por conseguinte,
Pela defini¢cdo de ||T'||, e ||T'|| g, temos ||| > ||T||g € ||T||n > ||T||n paracada T € T' em particular
para S, 10go [|[I|g + [ITf|n = [[S]le + [ T'l|n > 0. 0

Nos resultados a seguir vamos assumir que I' = TU{S} eI’ =T U {S[v]p,v® S|p}, problemas de
ACUNh-unificacio.

Lema34. Sel' —p . f I entdo, as seguintes propriedades sdo validas.
i) [lv® Shplle = llve Slplln =0
i) Ul = max{|Tle. | S[;lls}

i) ||T[| = ma{|F|ln, S (o], l1n}
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Demonstragdo. Sejam I',T” como na hipétese. Como S|, é uma soma pura ou um h-termo, pelo

Lema 3.2 temos que ||S|,|le = [|S]plln = 0 e como v é uma varidvel nova, segue que v & S|, ¢ uma
soma pura irredutive, entdo novamente pelo Lema 3.2, temos ||[v & S|,||¢ = ||[v @ S|plln = 0, assim
provamos o resultado (i), os dois outros itens sdo consequéncias diretas do item(i). O

Proposicdo 3.2. Suponha que I' =>p,,,-I". Entdo,
1. Sep € Sg entdo (S[v]p)n NSy = S e (S[v]p)e N Se = Sa \ {p}-
2. Sep € Sy, entdo (S[v]p)e NS¢ = Sg e (S[vlp)n NSk = Su \ {p}
Demonstracdo. Sejam I' e T como na hipétese.
1. Suponha p € Sg.

(@) (S[vlp)n NSk = Sh.
No caso em que (S[v],)n, NS, € Sy, a prova € trivial.
Vamos mostrar que Sy, C (S[v]p)n N Sp:
Seja ¢ € Sy, entdo S|, é um h-termo puro tal que existe ¢ € Pos(S), com ¢ = ¢'j e
raiz(S|y) # @. Pela Proposi¢do 3.1 segue que ¢||p e, portanto (S[v],)|; = S|4 Logo,

(S[v]p)|q € um h-termo puro.
Como S|, é uma soma pura, segue que p £ ¢’. Vamos analisar os seguintes casos:
e Seq < pentdop = ¢'leportanto (S[v],)|y = (S[v]g1)y = (S|g)[v]p pela Proposi¢do 1.1.
Assim, & # ratz(S],) = ratz((S]y)[o]y) = rai=((S[e],)ly).
e Se ¢'||p entdo (S[v]p)|y = raiz(S|y). Assim, raiz((S[v]p)|y) # &.
Logo, raiz((S[v]p)|q) # @ e, portanto g € (S[v]p)n N Sh
(b) (S[vlp)e N Se = Se \ {p}-

o (S[vlp)e NSe € Se \ {p}:
Tome g € (S[v]p)g N Sg, entdo ¢ € (S[v]p)e e, portanto (S[v],)|, € uma soma pura.

Como (S[v]p)|p = v € uma varidvel, segue que ¢ # p. Portanto ¢ € Sg \ {p}.
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o So\ {p} C (S[v]p)e N Sa:
Suponha ¢ € Sg \ {p}, entdo S|, é uma soma pura tal que existe ¢ € Pos(S) com
q = q'jeraiz(S|y) # @. Pela Proposigdo 3.1 segue que ¢||p. Assim (S[v],)|q = S|q
e, portanto (S[v],)|, € uma soma pura.
Como S|, é uma soma pura segue que p £ ¢’. Temos que analisar os dois seguintes

casos
- ¢’ < p: neste caso, p = ¢'l, para algum [. Pela Proposicdo 1.1 segue que (S[v],)|y =
(Slgn)lg = (S|g)[v]i e, portanto raiz((S[v]p)|y) = raiz(S|y) # .
- ¢'||p: neste caso (S[v]p)|y = S|q 0 que implica em raiz((S[v]y)|y) # &.
Portanto raiz((S[v],)|q) # ® e q € (S[v]p)e N Se.
2. Suponha p € Sp,.

A prova de que (S[v]p)e N Sg = Sg € idéntica ao caso acima, basta trocar & por h.

Proposicio 3.3. Suponha que I' =>p,,;, I"'. Entdo,
1. Para cada q € (S[v]p)e \ Se, len(q) < len(p).
2. Para cada q € (S[v]p)n \ Sk, len(q) < len(p).

Demonstragdo. 1. Paracada g € (S[v]p)e \ Sa., len(q) < len(p):
Suponha ¢ € (S[v]p)g \ Se. Entdo (S[v],)|, € uma soma pura entdo g # p pois (S[v]p)|, = v,
uma varidvel.
Por outro lado por ¢ € (S[v]p)e. entdo existe ¢ € Pos(S[v],) tal que ¢ = ¢/j com j € Ne
raiz((S[v]p)|y) # @, logop £ ge p £ ¢ pois (S[v]p)|p = v uma varidvel, entdo ¢ < p ou ¢||p.
Suponha por absurdo que ¢||p, pela Proposi¢do 1.1 temos que Pos(S[v],) C Pos(S) logo ¢, ¢’ €

Pos(S) e (S[v]p)|q = S|, implicando que S|, € uma soma pura, daf existem dois casos a serem

estudados, ¢’ < p ou ¢'||p:

e Se¢'||pentdo (S[v]y)|q = S|qe (S[vlp)|y = S|g portanto S|, é uma soma pura e raiz(S|y) #

@, assim g € Sg uma contradigao.
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e Se ¢’ < pentdop = ¢'r e por ¢ € Pos(S) temos que (S[v],)|y = (S|y)[v], implicando

que raiz(S|y) # @, portanto ¢ € Sg uma contradi¢do.
E assim segue que p # ¢ e portanto len(q) < len(p).

2. Paracada g € (S[v]p)g \ Sa. len(q) < len(p):

Este casos € andlogo ao anterior.

3.1.1 Terminacao e correcao de [Purif]

Definicao 3.5 (Medida p). Seja I' um problema de ACUNh-unificacdo e S € T, entdo definimos a

seguinte medida | para terminacdo.
o pu(S) = max{||Slle, [|S]n}
o u(T) :=mdx{u(S)|S eTl}

Lema 3.5. Seja I um problema de ACUNh-unificagdo. 11(T") > 0 se, e somente se, é possivel aplicar a

regra [Purif] em T

Demonstragdo. Sejal um problema de ACUNh-unificagio temos que por definigdo ||I'||¢ > 0e ||T']|;, >
0, entdo ||I'||¢ + ||T']|n > 0 se, e somente se, ||I'[|e; > 0 ou ||T'[|;, > O se, e somente se, u(I') > 0eo

resultado segue. O

Corolario 3.1. Seja I um problema de ACUNh-unificacdo. T estd em sua forma normal com relag¢do a

= purif 56 € somente se, ji(I") = 0.

Demonstragcdo. Pelo Lema 3.5 obtemos que p(I') = 0 se, e somente se, ndo for possivel aplicar a regra

[Purif] em I, equivalentemente, ndo existe um I'' tal que I' =, . 7 I, assim o resultado segue. O

Lema 3.6. Sejam T',T" tais que, T = I U {S} = purif I = ru {S[v]p,v & S|p} entdo pu(I') =
max{u(F), w(S[olp)}.

Demonstragio. ComoI' = p, . I, segue que, pelo Lema 3.4 obtemos que
ITlle = max{|ITlle, [IS[vlplle} e IT"In = max{|[Tlla, [ S[vlplla}
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E portanto pela defini¢do de p conluimos que
() = max{|[T"]l, [T"[|n}
= max{max{|[Tls, |Sv]plle}, max{|[Tl|n, [[S[v]plln}}

= méx{u(f),ﬂ(s[”]p)}
]

Lema 3.7. Seja I' um problema de ACUNh-unificacdo. 1" estd sem sua forma pura se, e somente se,

() =0.

Demonstragdo. Seja I um problema de ACUNh-unificagdo padronizado, entdo cada elemento de I' estd
em sua forma normal.

(=) Suponha I" em sua forma pura, entdo para cada .S € I' temos que S é uma soma pura ou um termo
puro, e pelo Lema 3.2, Sq; = S;, = (). Portanto para cada S € T, u(S) = 0, implicando que u(T') =0
(«<=) Suponha que u(I') = 0, entdo para cada S € I' temos que p(S) = 0 e portanto pela definicdo de p
temos que 0 < ||S]|g, |S]|n < 0, isto é, S = S, = ) e portanto S é um termo puro ou soma pura pelo

Lema 3.2, implicando que I" estd em sua forma pura. O

Pelo Lema 3.1.1 e o coroldrio do Lema 3.5, torna-se evidente que dado I' um problema de ACUNh-
unificagdo, para encontrarmos I’ um problema de ACUNh-unificagio em sua forma pura que é uma
extensdo conservativa de I' devemos olhar as formas normais de I' com relagdo a =>p,,, », entdo preci-
samos garantir existéncia de uma forma normal com relagdo a =, ¢, além disso, para computarmos
uma forma pura precisaremos garantir que a regra de inferéncia purificacdo termina.

O préximo lema, diz que ao aplicarmos a regra [Purif] exaustivamente, independentemente da esco-
lha das varidveis em cada passo, temos que a medida i eventualmente serd reduzida, implicando que para
cada I' existe um ramo de aplicacdes de regras purificdo onde p é reduzida, porém isso nao é suficiente
para a demonstracdo da terminagao, pois garante apenas a existéncia de uma forma normal com relacdo
a relagdo = p, ., para cada problema I' de ACUNh-unificagdo. Entdo serd necessario mostrar que a

menos de escolhas de varidveis novas, a regra = p,,.; 7 ¢é confluente.

Lema 3.8. Seja I' um problema de ACUNh-unificagdo. Se pu(I') > 0 entdo, existemn > 1 e um problema
I'" de ACUNh-unificagdo tais que I' =1, ;- I" e ju(I") < p(T").
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Demonstrag¢do. Suponha p(I') > 0. Vamos definir os seguintes conjuntos auxiliares para a demonstragao.
o Tp:={Sel|us)=pnl)}
e Paracada S € Tr, definimos Psr := {p € Sg U S}, | len(p) = u(S)}

Como p(T") > 0 entdo existe um S € T tal que p(S) = ("), assim T # () e para cada S € Tt tem-se

que Pgr # 0, vamos fixar um S € Tt qualquer. Como Psr # () entdo existe um p € Pgr.
Denotaremos T, Tel problemas de ACUNh-unificacdo.

Hipotese de inducéo 1: Suponha por indugido sobre |Psr| = n > 1 e seja um problema T de ACUNh-

unificagdo tal que p(T) > 0, se |Tx| = |Tt| e existe S € T tal que [Py | < |Psr| entdo existem

m > 1, um problema I tais que T = Purif I com Tx =T\ {S} ou u(T) < p(T).

Hipétese de indugio 2: Suponha por indugdo sobre |71| = n > 1 que se I é um problema com

w(T") > 0e |Tr| < |Tr| entdo existem ' e m’ > 1 tais que I’ :>7191/me Teu(T) < pu(T).

Caso base da induciio 1: Suponha |Psr| = 1, entdo Psr = {p} C Sg U S}, assim vamos aplicar a
regra [Purif] em S sobre p obtendo:

r=ru {s}
' =T U{S[v]p,ve S|}

Purif

E pelo Lema 3.6 temos que z(I") = max{ (L), pn(S[vlp)}
Como temos ndo existem posi¢des ¢ € Sg, tai que ¢||p, uma vez que essa seria uma posi¢do em

Ps r, diferente de p. E como,

1S[v]plle = max{len(q) | ¢ € (S[v]p)e U{e}} e [[S[v]plln = max{len(q) | ¢ € (S[v]p)n U {e}}
obtemos || S[v],|le < len(p) e ||S[v]p|ln < len(p) e portanto obtemos
u(S[vlp) < len(p) = pu(S) = () (3.1)
Para provarmos o caso base temos que verificar dois novos possiveis casos.

(] |TF’ =1:
Entdo Tt = {S} e como para todo S e T temos que S # S, implica que S ¢ Tr, equivalente-

-~ ~

mente, 1(S) < u(T), implicando que p(T") < u(T).
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o |TT| > 1:
Ento existe S € Tp \ {S} logo uu(S) = pu(S) e S € T C I portanto u(I") > u(T'). Por outro
lado, como I'" = T'U {S[v]p,v @ S|p}:

1. Pelo Lema 3.4 temos que p(v @ S|,) = 0 < p(T).

2. Pela equagdo 3.1 temos p(S[v],) < w(T), logo S[v],,v @ S|, ¢ Trv, implicando que se
S" € Ty entdo S € T, logo u(I”) = (') < u(T), concluimos que x(I") = p(I”), e entdo
Tr =Tr \ {S}.

Assim concluimos o caso base da indugdo 1, vamos provar agora o caso base da inducdo 2 supondo que
vale a hipétese de inducido (1).
Passo indutivo da inducéio (1): Suponha |Ps | = n > 1, entdo existem p, p’ € Pg C Sq U .S}, posi¢des
distintas. Vamos aplicar a regra de inferéncia purificacdo em S na posicao p, obtendo:
r=ru {s}
I’ =T U{S[v]p, v & S|y}

Purif

e portanto (I") = méx{u(T), u(S [v]p)} Como p € Sg U S), entdo pela Proposigao 3.2 temos que vale

um dos seguintes resultados:
o (S[vlp)e NSe = Se \ {p} e (S[v]p)n N Sp = Sy ou,
o (Sllp)ae NSe = Se e (S[v]p)n N Sk = Sk \ {p}

Observe que (Sg U Sp) \ {p} = (Se \ {p}) U (Sn \ {p}) e portanto para cada p’ € Psr \ {p} C
(Sp U SK) \ {p} temos que p’ € (Sg \ {p}) U (Sp \ {p}), isto é,

P € [(Slp)a N Sal U [(S[v]p)n N Skl € (Sl)p)e U (Sv]p)n (3.2)
A partir da equag@o acima obtemos os seguintes resultados:

L p(I") = p(T).
Para cada g € (S[v],)a U (S[v]p)n, tem-se que u(I') > len(q) em particular p(I") > len(p’) =
(T). Por outro lado, se ¢ € (S[el,)s U ([l \ (S5 USh) = [(STolp)e \ Sa] U (S[elp)n \ S
entdo pelo Proposicdo 3.3 temos que len(q) < len(p) = len(p’), e como para cada ¢ € Sg U S},
temos que len(q) < len(p) = u(T), assim pu(T") < p(T"). Portanto,u(I") = u(T) > 0.
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2. S[U]p € Ty
Note que p(v @ S|p) = 0 < pu(I”) entdo v & S|, ¢ Trv. Por outro lado p’ € (S[v]p)e U (S[v]p)n

entdo p(I") = len(p’) < u(S[v]p) < p(I”), equivalentemente,

u(I') = len(p') = p(S[vlp) = S, € T

3. Tpr = (Tr \ {S}) U{S[vlp}-
Como I C I, temos que (T \ {S}) U {S[v]p} C Trv. Paratodo S" € I”, temos que S” € T ou
S" e {Slp,v® S|p}, entdo Tt C (Tr \ {S}) U {S[v]p}. Dai, Trr = (Tr \ {S}) U {S[v],}-

4. |Pspy),,r| < [Psr|. Basta provar que Pgp,,), 1 € Psr, pois temos que (S[v],)|, = v implicando
Que p ¢ P, o
Tome g € Py}, v € (S[vlp)a U (S[v]p)n entdo len(q) = p(S[v],) = u(S) = len(p). Suponha
por absurdo que ¢ ¢ Sg U S}, entdo obtemos que g € [(S[v]p)g \ Se] U [(S[vlp)n \ Sk e pela
Proposi¢ao 3.3 temos len(q) < len(p) uma contradi¢do e portanto ¢ € Sg U Sj, e como len(q) =

len(p) = p(T") temos que ¢ € Ps .

Assim podemos aplicar a hipétese de indugio (1) em IV, e entdo existem um m > 1 e I tais que
' =79 f T onde ocorre
u(T) < p(I") ou Tg = T \ {S[v],}

Portanto temos I' =>p, .- IV =1 .. T com as seguintes propriedades,

o u(I') < p(I") = p(T') ou,

o Ty =Tr \{S[vlp} = [(Tr \ {S}) U{S]p}] \ {S[v]p} = Tr \ {5}
Assim vamos considerar dois casos |11 = 1|, provando o caso base da indugao (2) e |11| > 1, provando
o caso geral supondo o passo indutivo (2).
Base da inducdo 2: |11| = 1:
Portanto 71 \ {S} = 0, e como T # () pois T contém pelo menos um termo entdo p(T') < p(I).
Assim fica provado o caso base da indugido (2).
Passo indutivo (2):|7| > 1:
Como obtemos pela aplicagdo da indugdo (1) que T = Tt \ {S} ou p(T' < p(I") entdo se p(I') < pu(T)
nada a provar. Suponha que 75) = 1t \ {S}.
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Observe que p(I') > 0, pois |T1| > 1 entdo existe um S € Tp \ {S} = Tf, assim p(T') = p(S) =
1(T') > 0. Entdo pela HI (2), temos que existem I e m’ > 1 tais que T :>§’.§‘;Tif e puT) < (D).

Portanto I' =, I =, r :>”P1;Mf T com pu(T") < pu(T) = p(T). O

Lema 3.9. Seja I' um problema de ACUNh-unificacdo entdo, existem I um problema de ACUNh-

unificagdo e n € N tais que I' =, . ; e u(r) =0.

Demonstracdo. Seja T’ um problema de ACUNh-unificagdo, se (') = 0 entdo definaIV :=T en = 0,
assim obtemos I' =3, ;- I onde u(I") = 0.

Suponha que x(I") > 0 entdo vamos provar por indugio sobre p(I") = m.
Hipétese de indugio: Seja T um problema de ACUNh-unificacdo tal que
M(f) < (), entdo existem I’ um problema de ACUNh-unificacio e n € N tais que r = Purif
Teul) =0
Base da Indugdo: Suponha ;(I") = 1, entdo pelo Lema 3.8 existe n € N e IV um problema de ACUNh-
unificagdo tais que I' =%, .- I'" e 0 < p(I") < p(I") = 1 e portanto u(I) = 0.
Passo indutivo: Agora suponha i(I') = m > 0 entdo pelo Lema 3.8 obtemos que existe I e k € N tais

que I =4 f I" e u(I") < w(I) portanto pela hipétese de indugdo temos que existe I' e n € N tais

que " =% ./ I onde 14(T") = 0. E assim obtemos: T’ :’]‘;umf I =%, Tep(T) =0. O

3.1.2 Confluéncia da purificacao

Agora precisamos provar que, a menos de escolhas de varidveis novas na regra [Purif], temos que
= purif € confluente.

Seja um conjunto infinito enumerdvel de varidveis V que € disjunta da assinatura 3., por V ser infinito
enumerdvel entdo existe uma familia {V; };cn de subconjuntos de V disjuntos dois a dois e infinitos tais
que V = UieNVi‘

Sem perda de generalidade podemos supor que para os problemas I' de ACUNh-unificacdo que

mencionamos nesta se¢o, tem-se que paracada S € I', S € T'(X, V)

Definicao 3.6 (V;- problema de ACUNh-unificacdo). Seja I' um problema de ACUNh-unificacdo tal que
para cada S € T tem-se que S € T(3,V). Defina que I é um V;-problema de ACUNh-unificag@o se, e

somente se, existe um i € N tal que Var(T') N'V; # 0 e para cada j > i temos que Var(I') N'V; = 0.
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Definicao 3.7 (Varidvel nova). Seja I' um Vi-problema de ACUNh-unificacdo. Dizemos que v € V é

uma variavel nova em I se, e somente se, v € Vy;

Vamos criar uma relacdo de equivaléncia =y, sobre o conjunto P definido abaixo:
P :={I'| ' é um problema de ACUNh-unifica¢do sobre 7'(3,V)}

Definicdo 3.8. Seja ~ uma relacdo sobre P definido da seguinte forma. Para cada T',T" € P dizemos

que T =~y I se, e somente se, possui as propriedades abaixo:
1. T, TV sd@o V;-problemas de ACUNh-unificagdo para algum i € N.

2. Existe uma substituicdo o : V — V tal que o é um renomeamento varidveis de S para cada S € T,

IY =Ta e Dom(a) N Vy =0 = Im(a) N V.
Observacao 3.2. Quando quisermos explicitar o renomeamento o denotaremos por I =y o I".
Lema 3.10. A relacdo =~y é uma relacdo de equivaléncia.
Demonstracdo. Sejam I',T" e T € P.

(1) =y é reflexiva:
Seja a substitui¢do id : V — V), a substituicdo identidade. Entdo Dom(id) = () = Zm(id).
Observe que I'' é um V;-problema de ACUNh-unificagdo paraalgumi € N, I" = (T")id e Dom(id)N

V; = () e portanto obtemos I' =y T

(i) =) é simétrica:
Suponha I' &y, I”, entdo existe um renomeamento « tal que IV = T'a com Dom(a) N Vy =
Im(a) N Vy = 0. Seja a~! o renomeamento inverso de . Entdo Zm(a~') = Dom(a) e

Dom(a~t) = Im(a), implicando que:
Dom(a™ )NV =TIm(a)NVy =0 e Im(a™) NVy = Dom(a)NVy =0

el'a! =Taa ! = {Saa~! | S € T'}, como o é um renomeamento de varidveis de S para cada

1

S € T temos que ! é um renomeamento de varidveis de S e Saa™! = S paracada S € I'e

portanto Vo~ = T'. Portanto I'' ~, I
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(iii) =y € transitiva:
Suponha I' =y, IV e IV ~y, I'”, logo existem 7, j € N tais que I', I sdo V;-problemas de ACUNh-
unificagdo e I'', T sdo V;-problemas de ACUNh-unificagdo portanto ¢ = j implicando que I", I"”
sdo V;-problemas de ACUNh-unificagao.
Desta forma existem «, 5 : V — V tais que « ¢ um renomeamento de varidveis de S para cada

S €T, 8 é um renomeamento de variaveis de S’ para cada S’ € I com:
I"=Ta, I =T'8, Dom(a) N Vy =Im(a)NVy =0 e Dom(B)NVy=Im(B)NVy=10

Portanto I = I'(a3), basta provar que Dom(a) N Vo = Im(af) N Vy = 0.

Note que Dom(af) C Dom(a) U Dom() e Im(af) C Im(a) UZm(S) entdo obtemos que
Dom(af)NVy C Dom(a)WoUDom(B)NMVo =0 Im(aB)NVy € Im(a)WolUZm(5)NVy =0
Assim concluimos que I" &~y I'.

O]

Vamos provar agora que para I', I problemas de ACUNh-unificacdo tais que I' =>p,,, » I"" temos
que I" %y, TV, considerando a defini¢do de varidvel nova que fizemos. Isso serd utilizado para provar
que ndo € possivel existir uma familia {I'y }nen € P tal que o == p i Tt = puriy " = puriy

Ly :Purif T

Lema 3.11. Seja I' um V;-problema de ACUNh-unificagdo. Se I' =p,, ;. I" entdo I'" é um V11 -
problema de ACUNh-unificagdo, em particular, T 5y, T

Demonstragdo. Suponha I' = T\U{S} onde é possivel aplicar uma regra de purificagdo sobre S na posi¢io
p € Pos(S). Entdo temos v uma varidvel novaem I" e
ru {s} .
TU{S[v]p,v® S|y}
Faga I := T U {S[v]p,v & S|,} € entdo Var(I") = Var(I')U{v} e pela nossa defini¢do de varidvel

urif

nova, temos que v € V;y1. Por I' ser um V; - problema de ACUNh-unificacdo, entdo para cada j > ¢

tem-se que Var(I') N'V; = (). Entdo obtemos:
Var(T)NViz1 = Var(T) NVig) U (v} N Vig1) =00 {v} = {v} #0
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eparacadaj >4+ 1> itemos: (Var(I)NV;)U({v}nV;) =000 =0.
E portanto IV é um V;; 1 - problema de ACUNh-unificac¢do, logo pela defini¢do da rela¢do de equi-

valéncia = temos I" %y, T". O

Vamos agora definir uma relagio =, sobre P/~ tal que sua terminagdo implica na terminacéo de

Purif*

Definicdo 3.9. Seja I' € P e defina o conjunto [I')~,, :== {I" € P | T =y I''}, a classe de equivaléncia
de I na relagdo ~y e defina o conjunto P [~y := {[['|x,, | ' € P} o quociente de P pela relagdo ~y.
Definimos a rela¢do =, sobre P/~y da seguinte forma, ['~,, =, [I']x,, se, e somente se,

existem T’ € [F]zv 4 f € [F/]%v tais que r :>Purif f

Observacao 3.3. A partir de agora faremos um abuso de notagdo sobre a relagdo = p,,,. f» denotare-

mos apenas por =—>.

Lema 3.12. Sejam I'\,I'y € P tais que I'y =y o I's. Se 't =p,,.;; I entdo 'y = purif o, em

particular T ~y, T .

Demonstracdo. Como por hipétese temos I'; =y I's com o renomeamento de varidveis «, entdo I'1, 'y
sdo V; - problemas de ACUNh-unificacdo tais que I'y = I';a cumprindo com as propriedades mencio-
nadas na Defini¢do 3.8. Podemos supor sem perda de generalidade que Dom(a) N V1 = 0.

Suponha que seja possivel aplicar a regra [Purif] em I'; sobre S na posi¢do p € Pos(S), isto é,
I'; = T U{S} e entdo:

ru {s}
TU{S[v]p,v® S|,}

Comv € Vi1 ep € Sg U Sy, isto é, p= gk onde ¢ € Pos(S) e k € Ne S|, € uma soma pura ou um

Purif

h-termo puro com raiz(S|,) # @.
Faca I := T U {S[v]p, v & S|,}, portanto I"av = Tav U {(S[v],,) e, (v & S|p)x}, € como (S[v],) e =
(Sa)val, = (Sa)[v], e (S]p)a = (Sa)|, obtemos que: I'a = T U {(Sa)[v]p, v & (Sar)],}-
Observe que se S|, € um h-termo puro ou soma pura entdo (.S|,)« € um h-termo puro ou soma pura
pois v € um renomeamento de varidveis e portanto nio altera os simbolos de fun¢do de um termo, e

portanto (Sc)|, € um h-termo puro ou soma pura.
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Por outro lado raiz((Sa)|y) = raiz(S|y) # @ e portanto temos que p € (Sa)g U (Sa)p, podendo
assim aplicar a regra de inferéncia purificagdio em I'y = Tja = Ta U {Sa} sobre Sa na posigdo
p € Pos(Sa). Como I'y é um V; - problema de ACUNh-unificagéo, podemos escolher qualquer varidvel
nova em I'9 para aplicar a regra, em particular, vamos tomar o mesmo v utilizado em I';. Logo,

Tau {Sa}
Ta U {(Sa)[v]p,v® (Sa)|,}

Purif

E portanto concluimos que I'y =5, .- Mase ' =5 . T".

Como v ¢ Dom(a) e o é um renomeamento de varidveis de I'; entdo para cada 7' € I'; temos
que « € um renomeamento de varidveis de 7', em particular o também € um renomeamento de varidveis
para S[v], e v & S|, e portanto v é um renomeamento de varidveis para I''. Assim por o cumprir as
hipéteses da Defini¢do 3.8, IV, IV« serem V;1-problemas de ACUNh-unificag¢do e IV = (I')«r temos

que IV =y, Tav. O

Observacao 3.4. Iremos omitir na representacdo da classe [F]%v, a referéncia da relacdo ~vy, pois

estaremos sempre no contexto das classes de equivaléncia de P [~y

Lema 3.13. =, sobre P /~y possui a propriedade diamante, isto ¢, para [I'|,[I'1] e [I's] € P/~y, se

[[1] <= [[] = [[y] entdo existe [T] € P/~y tal que:

[T [T
25 N\ 7y N\
[I'1] 2] ou  [I4] [['2]
0 0
N A N
[T [T
Consequentemente, =, sobre P / ~,, € confluente.
Demonstragdo. Sejam as classes [I'1], [I'] e [I'2] € P/, tais que
0] <& 1] = [Ty] (3.3)

Portanto pela defini¢io de = sobre P/x,,, existem I'',T" € [['], I} € [I'1] e '}, € [['] tais que

v v
I} <=1~y [V =5 T,
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Como I =~y o I'" temos pelo Lema 3.12 que Tha ~yp T e IY = Ta, e portanto existem
I €[], T4 € [[g] e I € [T tais que I «=T"=T,.

Suponha que I seja um V; - problema de ACUNh-unificagdo entdo I}, I sdo V;y1-problemas de
ACUNh-unifica¢do. Por outro lado existem S1,S2 € IV e p € Pos(S1),q € Pos(S2) onde € possivel
aplicar a regra de purificagdo sobre S1, So nas posi¢des p, ¢, onde v, w € V41, isto €, varidveis novas

em I, entdo obtemos:

/! _ T '=T
=T {5} (Purif]  [ii] F=TaU {5%) [Purif]

1 — —
I =T1U{Si[v]p,v ® Si|p} I'y =T U {Sa[w]q, w @ Saq}

Existem trés possiveis casos:

1. 51252€p:q2

Entdo I'; = I, tome o renomeamento de varidveis o = {v ~ w}, aplicando sobre I obtemos:

IMa=TiaU{(Si[v]y)e, (v & Silp,)a} = Tia U {(Sia)[valy, va & (Sifp)at
=T U {Si[w]p, w ® Silp} = T2 U{S2[w]g, w ® Saf} =T
Logo I') = I"| a, onde Dom () NVy = Zm(a) NVy = (), & é um renomeamento de varidveis de cada

S" e Ty e T, T} sdo V;y1-problemas de ACUNh-unificagdo. Pela Definigéo 3.8 obtemos I'y ~y I/,

e entdio [['] = [T'1] = [I'3]. Portanto, obtemos:
[[4] ]
N A
[T]
2. S =5 =5ep#q
Entio I' := I'; = I’y e por ser possivel aplicar a purificacdo em S nas posigdes p, g temos que

p,q € SgUS}y, , porém por hipétese, p # g e pela Proposigdo 3.1 item 2. obtemos que p||q implicando
que p € Pos(S[wlq), ¢ € Pos(S[v]p) onde (S[wlg)lp = Slp. (S[wlp)lg = Slg-

Porém p, ¢ sdo posigdes tais que S/|,, S|, sdo somas puras ou h-termos puros para os quais existem

p'.q € Pos(S)ei,j e Ntais que p = p'i,q = ¢'j e raiz(S|y), raiz(S|,y) # @, portanto obtemos:
p € (S[wlg)eU(S[wlgh e g € (S[v]p)aU(S[v]p)n
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Assim de acordo com a inferéncia [i], podemos aplicar a regra purificagdo em I'} sobre S} [v], = S[v],

na posicdo ¢, onde v' € V; 1 obtendo:

[iii]

F&:fU{S[U]va@Sb} .
= Purif

Iy =T U{(S]p)[v']g, 0" & (S[vlp)lg: v ® Slp}
Isto é, I} — fl. Logo pela Definicdo 3.9 obtemos que na relacdo no conjunto das classes de
equivaléncia Px, temos [['1] = [T4).
E da mesma forma observando a inferéncia [ii], podemos aplicar a regra de purificagdo em I sobre

Sa[wl], = S[w], na posi¢do p, onde w' € V2 obtendo:

— % =T U {S[wlg,v® Sy} .
Ty =T U{(S[w]y)[w']y, w' & (Swly)lp, w & Sy}

Equivalentemente I') —>- fg logo pela Definicdo 3.9 obtemos que na relagdo no conjunto das classes

de equivaléncia Px,, temos [['y] = [Ty).
Como pl|q, (S[v]p)[v']q = (S[V']g)[v]ps (S[v]p)lg = Slq € (S[wlg)|p = S|p. Portanto, obtemos os
seguintes conjuntos:

I =Tu {(S[W])[]p,v" ® S|g,v @ Slp} r, =TU {(Slw]g) Wy, w & Slg,w' @& S|} BGH

Tome o renomeamento de varidveis v = {v' — w, v — w'}, note que € um renomeamento do termo
(S[v']g)[v]p pois v # v e w' # w. Entdo v é um renomeamento de varidveis de I'1, e diretamente da

Eq. 3.4 temos a seguinte igualdade fg = fw.
Como fl, fg sd0 V;o-problemas de ACUNh-unificagdo, segue pela Definicdo 3.8 que fl ) fg,

isto &, [[] := [T] = [Ta] e, [T1] == [T] <= [Ty).

. Sl 7'5 SQZ
Entdo temos que I = ru {51, S2} e portanto para v, w € V41, varidveis novas em I/, obtemos das

inferéncias [i] e [ii]:
I =Tu {S1[v]p, v & Silp, S2} T3 = Lu{si, Sawlg, v & Salq}

Portanto podemos aplicar a regra de inferéncia purificacdo em I'} sobre Sz na posi¢do ¢, onde v' €

V42 obtendo:
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F,1 = f U {Sl[v]pvv 2] Sl|P7SZ}

V] ——
It =T U{Si[v]p,v® Silp, S2[v']q, v & Sa2|q}

Isto é, T} = I'y e entdio [[] = [T4).

E da mesma forma, podemos aplicar a regra de purificacdo em I'j sobre S; na posi¢do p, onde

w' € V; 12 obtendo:

FIQI =T U {Sh S2[w]qav S S2|q}

Vi] ——
Ly =T U {Si[w]p, 0" & Silp, Salwlg, w & Salq}

Tomando v = {v — w’,v' — w} obtemos pelas inferéncias de [v] e [vi] que T's = 'y, e por 7y ser
um renomeamento de varidveis de I'; entdo obtemos que I'; ~y, I'y pois I'1, I'y sdo V;2-problemas

de ACUNh-unificagdo. Concluindo entdo que [I'] := [T';] = [T's] e portanto: [I'] LAY T L [Ta].
Logo, em todos os casos, segue o resultado. O

Vamos provar agora que para cada classe de equivalencia [I'] € P/~,,, [I'] possui uma forma normal

com relagdo a =, concluindo que =, sobre P/, € uma relagio terminante, pois é confluente.
Lema 3.14. Para cada [I'] € P/x,,, [I'| possui uma forma normal com relagdo a = sobre P /,,.

Demonstragdo. Tome [I'] € P/x,,, esejal’y um representante para a classe [I']. Entdo I'g ¢ um problema
de ACUNh-unificacdo, e pelo Lema 3.9, existem n € N e I';, um problema de ACUNh-unificacio tais
que 'y :>1113urif ey, =0.

o n =0
Entdo I estd em sua forma normal pois £4(I'g) = 0, suponha por absurdo que exista [I'] € P/,
tal que [I'] =, [I"]. Entéo existem I'; € [['],T"} € [I'] tais que I'y =, ; I'}, como I'g, I'y €
[I'] entdo I'y &~y I'; por um renomeamento «, logo pelo Lema 3.12 temos que I'g = I"} v, que é
uma contradi¢@o, pois I'g estd em sua forma normal. Portanto [I'] estd em sua forma normal com

relagdo a =, sobre P/,

e n>0:
Logo existem I'y, I'y, ..., I, € Ptaisquel'y =11 —= Iy — - - = 1,1 = I,. e

portanto obtemos a sequéncia [['] =, [['1] =, [['2] =, - =, [[—1] =, [T
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Com p(T",,) = 0, recaindo no caso anterior e portanto [I';,] estd em sua forma normal com relagio

a ==, sobre P/,,.
Dessa forma concluimos que [I'] possui um forma normal com relagdo a = sobre P/x,,. O
Lema 3.15. A relagdo =, sobre P / ~,, € terminante.

Demonstragdo. Pelos Lema 3.13 3.14 a relagdo = sobre P/, € confluente e toda classe de equi-
valéncia [I'] € P/~, possui uma forma normal. Portanto cada classe de equivaléncia [I'] € P/x,,
possui uma tUnica forma normal e =, tem a propriedade diamante, equivalentemente, =, sobre

P/~,, € terminante. ]

3.1.3 Algoritmo Purif

r T')=0
Purif (T) := se u(T) (3.5)

Purif(T') sepu(I') > 0el' =p, ;"

Teorema 3.1. Purif é terminante, isto é, Purif é um algoritmo.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que exista I'g um problema de ACUNh-unificacdo tal que Pu-
rif (T'o) ndo termina, isto é, existe uma sequéncia infinita {I'; };cy de problemas de ACUNh-unificagdo
tais que I'; =—p,, ., f I';11 para cada i € N. Pelo Lema 3.11 e pela definicdo de =, temos que
[L'il~, = [Lit1lx, para cada i € N, que é uma contradi¢do, pois =, é terminante. Portanto

Purif(I") termina para qualquer I' problema de ACUNh-unifica¢do. 0

Teorema 3.2. O algoritmo Purif é correto, isto é, se = Purif(T') entdo T estd em sua forma pura e 1

uma extensdo conservativa de I'.

Demonstracdo. Seja I = Purif(T'), e portanto pela definicdo de Purif, temos que u(f) = 0 e pelo
Lema 3.7, I estd em sua forma pura. Por outro lado, temos que existemn € NeT'q, ..., I',_; problemas
de ACUNh-unificagdo tais que I' = I'o == p,.ir I't == pyrip = == purif Ln—1 = pypip In = r
E pelo Lema 3.1 temos que I'; € uma extenséo conservativa de I';_; tal que Var(I';—1) C Var(I';) para
cadai € {1,...,n} e portanto pela Proposicdo 1.5 da transitivade de extensdes conservativas, temos que

I',, € uma extensao conservativa de 'y, isto €, I' € uma extensdo conservativa de I'. ]
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Exemplo 3.2. Seja I' o problema de ACUNh-unificacdo, descrito no Exemplo 2.1 na pdgina 36, apds

padroniza-lo e purificd-lo no Exemplo 3.1, obtemos:

(1) z@h(z)® f(v1)® f(v2)
4) v@adzdh(z) Dy Dw
Lo := (2) hz)owdoyddbda
(5) v Bbd 2z d h(x)
(3) 0

Pelo Teorema 3.2, Iy estd em sua forma pura e é uma extensdo conservativa de 1.

3.2  Jxorp: um algoritmo para ACUNh-unificacao

Nesta secdo apresentaremos o algoritmo Jx o gy para solubilidade para problemas de ACUNh-unificagao,
que foi proposto por por Liu em [18]. Este algoritmo age em triplas da forma I'|| A ||A, que chamaremos
por estados, obtidos a partir de do problema de ACUNh-unificacdo ( em sua forma pura ) que queremos
resolver. A consiste de um conjunto de inequacao da forma s # ¢, com s,t € T'(X,V) e A consiste de
um conjunto de equagdes da forma x = S, onde S € um termo e x uma variavel solta de I, descrita na
Definicao 3.4.

Dado um problema I' de ACUNh-unificacdo em sua forma pura, dizemos que um estado de Jxorn
€ inicial, desde que, tem a forma TI'[|()]|(). Um estado I"'||A’||A’ é dito um estado vdlido de Jxorn se, €
somente se, ¢ um estado inicial de Jxogrn ou € obtido de um estado inicial de Jxorp por uma aplicagdo

finita e sucessiva de suas regras de inferéncia.

Defini¢ao 3.10 (Estado final). Seja um estado T||A||A um estado de Jxorn, dizemos que é um estado
final se ndo for possivel aplicar mais nenhuma de suas regras de inferéncia. Se T'|A||A é um estado
final e T # O dizemos que o T|A||A é um estado de falha e quando T' = () dizemos que T||A||A é um

estado de solucio.

Regras de inferéncia de Jxory,

As regras descritas aqui sdo executadas com a prioridade que sdo listadas abaixo, assim Trivial tem a
maior prioridade e nulificacdo a menor prioridade. Vamos descrever as regras abaixo como regras de
inferéncia, explicitando as condigdes necessdrias sobre o estado I'||A||A para poderem ser aplicadas,

assim como o novo estado obtido.
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Trivial: Esta regra de inferéncia tem como objetivo eliminar equagdes trivias de I', isto €, remover os

"0’ que se encontram em I'.

Trivial

NSRS
— riv
Flaja

Exemplo 3.3. Seja I'g obtido no Exemplo 3.2, isto é:

(1) z@h(x)® f(v1) ® f(vg)
Ly := (2) h(z)owdydbda
(3) 0

4) v@adzdh(z)dydw
(5) va B bP z® h(x)

Entdo Ty estd em sua forma pura, portanto Tg||0||() é um estado vdlido de Jxorp e portanto podemos
aplicar as regras de JxoRh-

Observe que pela prioridade das regras, devemos verificar se é possivel aplicar a regra trivial, note
que o termo (3) em Ty € o termo nulo, entdo ao aplicarmos a regra trivial em T'||(0||() obtemos o estado

['1|0||0 onde Ty é dado por:

(1) z&h(z)® f(v1) S f(va) (4) n®a®r®h(r)Oyow
(2) hz)pweydbda (5) va B bd 2z ® h(x)

I'y =

ET1]|0]|0 é um estado vdlido de Jxorh-

Simplificacdo: Quando temos um termo @ S € I', e x é uma variavel solta de I', isto €, ela ndo ocorre
sob nenhum subtermo ¢ de I" onde raiz(t) # & entdo iremos remover o termo & .S de I e inserir z = S

no conjunto A apds substituir cada ocorréncia de  em A por S.

Simplificacao

TU{z® S}|A|A
Purif(Ty )| Ay | [ Ay | U{z = S}

Simp
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Condicoes:

e z é uma varidvel soltade I' = [' U {z @& S} e temos que ocorre apenas uma das seguinte

opgoes.

— O simbolo de fun¢@o A ndo ocorre em S ou

— Paratodo x @ T € T, o simbolo de funcdo h ocorre em 7.
o y={z— S}

e Se S é um termo vazio, entdo vamos considerar S como 0.

Exemplo 3.4. Continuando o Exemplo 3.3 por ndo ser mais possivel aplicar a regra [Triv] entdo pela
prioridade que definimos, devemos verificar se é possivel aplicar a regra [Simp]. Note que no termo (2),
h(z) bwdydbd a.

A varidvel y é uma varidvel solta de 1"y, qualquer outra equacdo da formay & T € 'y, T tem uma
ocorréncia de h, entdo podemos aplicar a regra [Simp]. Sejay = {y — h(z) ®w ® b a}, removendo

a equagdo (2) de 1"y, aplicando a substituicdo ~y e normalizando obtemos

(1) z@®h(x)® f(vr) ® f(va) (5) v2@b®D 2z D h(x)
(4) v Dbz ® h(vs) (7) V3D TP 2z

FQ =

Note que podemos aplicar novamente a regra simplifica¢do no estado T's||0|| Ay pois z na equagdo (7) é

uma varidvel solta em Ty, assim obtemos o estado Ts||0||As, onde: ~' = {z — x ® v3}
A=Ay U{z=20v3}={y=h(zDv3) DwdbDa,z=1zDvs3}

(1) @& h() @ f(0r) @ f(vs)
T3 := Purif(Ty |) = { (4) v ©bDx D h(vs)
(5) v Bb®xdusdh(x)
Note que as varidveis que ocorrem em 1's estdo todas presas e portanto ndo é mais possivel aplicar a

regra simplificagao.
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N-decomposicao: Quando temos f € X" um simbolo de func¢io nao interpretado com n > 1 e o termo
flt1, ..o tn) ® f(S1,...,8,) ®S €T, podemos aplicar a regra N-decomposi¢cdo gerando dois ramos, o
primeiro caso os termos acima sio unificdveis sintaticamente, mas pode ser que resulte em falha, entdo a
regra N-decomposic@o gera outro ramo onde f(t1,...,t,) # f(s1,...,sy) € adicionado no conjunto A

impedindo que refaca essa escolha de unificacao.

N-decomposicao

TU{s®ta T A|A
Ty L U{Ty LAy L [Ay L U] VDA U {s # t}]A

[N-dec]
Condicoes:
e Os termos s, ¢t s30 termos puros e ndo varidveis tais que raiz(s) = raiz(t) # h.
o sALEZA

e ~ é um mgu de s,t, via unificagdo sintdtica, onde v é idempotente, Dom(y) C Var(s) U

Var(t) e Var(Im(vy)) C Var(T).

e Y={z=8S|z—Senr}

Exemplo 3.5. Continuando o Exemplo 3.4, note que a proxima regra imposta pela prioridade é a regra
[N-dec]. Observe que na equagdo (1) de T's temos a soma f(v1) @ f(ve) entdo podemos aplicar a regra
N-decomposi¢io, onde v = {v1 — vy} é um unificador sintdtico como na regra [N-dec]. Obtendo assim

dois novos estados, T'4||0]|Aq e T || AL || AL
o Ty||0||Ag: Ay =AsyU[y]={y=h(zPuvs) Dwdbda,z=xDv3, v =v2}e

_ (1) x @ h(x)
4= (5) voDbDx D vy D h(x)
(4) vo®bDx D h(vs)

Note que agora podemos aplicar a regra de simplificacdo na equacdo (4) pois quando unificamos

? .. ~ .
flv1) =" f(vg) tornamos vy uma varidvel solta. entdo ao aplicarmos de forma semelhante ao
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Exemplo 3.4 temos o estado Ts||0||As, onde:

(1) z®h(x) y=h(zdv3) Gwdbda
I's=4(4) v3®h(vy) As = 2=z P uv3
(8) va®zPus v =b@®xduv3d h(z)

E aplicando novamente a regra simplificacdo agora na equacdo (8) na varidvel solta vs temos o
estado T'g||0|| Ag, onde:
W W) hos) ) v =b® vy @ h(x)
T D h(x y=n(n) QwdoDa
I's = A¢ = vy =b® vy @ h(x)

(4) x®vg @ h(va) 2z =y
V3 =2 DUy

Ndo sendo mais possivel aplicar as regras trivial, simplificacdo e N-decomposi¢cao

o I||AYA): Ay = A3 Ty, =T35 A} = {f(v1) # f(v2)} Note que todas as varidveis deste

estado estdo presas e ndo é possivel aplicar N-decomposigao.

Nulificacio: Uma regra simples para resolver o problema especifico z ® h(x) =’ 0, a tinica solugio é

fazendo x = 0.

Nulificacao

TU{S®h(t)}A|A -
TU{S,t}]|A]A

Condicoes:

e Paracada S; € I' = Tu {S @ h(t)}, temos que S; = xj1 & ... B i, S h(s;), tais que z;;

sdo varidveis presasde 'e k; € N

Exemplo 3.6. Continuando o Exemplo 3.5. Observe que temos dois estados em execucdo de forma

paralela, T'g||0]|Ag e Ts|| Al ||As:
o I'5||A%[As:
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Observe que em '3 existe uma equagdo contendo f(v1) uma ndo varidvel e f # h e portanto ndo

é possivel aplicar a regra nulificagio, logo é um estado de falha pois T's # (.

o I's||0||A¢: podemos aplicar a regra [Simp] sobre a equagdo (1) pois contém o simbolo h, todas as
varidveis de I'g sdo presas e toda equagdo ndo tem nenhum simbolo de fungdo ndo interpretado.

Obtendo o estado T'7||0|| A7, onde:

(1) x
I'7 = 9) = A7 = Ag
(4) x® vy @ h(vq)
Aplicando agora a regra simplificagcdo na equagdo (9), sejay = {x +— 0} entdo obtemos o estado

Ts||0]|As, onde:

) 0 y=h(v) DweobPa va=bDuvy
FSZ ASZ Z =4 V3 = U4
(4) 4 ® h(vy)
v =bD vy z=0
Aplicando agora as regras nessa sequéncia trivial, nulificagdo,simplificacdo e trivial obtemos o

estado (0||0]| A1z, tal que: Ao = {y =w S bP® a,z = 0,v1 = b,ve =b,v3 = 0,2 = 0,v4 = 0}.

Podemos representar a execug¢do do algoritmo Jxorn como um drvore de estados. Para esses exemplos

acima, vamos exibir sua representacdo em drvore:

Lo||0110]) (3.6)
Triv
L'y [|0]]0])
21| Simp
[3|0[|As
N—dec
N—dec
La[|0f| Ag IMAPAVEIPIVA
21| Stmp
T |01 As

6||2—Simp,Triv,Nul,Simp,Triv

0/[0[| A1z
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Vamos provar que se (||AJ|A é um estado vélido de Jxorp obtido do estado inicial T'||()]|() entdo a
substituicio oy := {z — S|z = S € A} é um ACUNh-unificador de T'. Se T'||A||A for um estado de
falha obtido do estado inicial I'[|(}||() entdo o5 ndo é um ACUNh-unificador de I', chamaremos isso por
corretude de Jxogrn. Também provaremos que se o ¢ um ACUNh-unificador de I, entdo existe algum
estado de solugdo (|| A|A obtido do estado inicial T'[|(]|) tal que oy, () € uma instancia de oy, isto &,
o € um ACUNh-unificador de I" mais geral que o sobre Var(I"), chamaremos isso por completude de

JXORh-

Definicio 3.11. Sejam I'||A||A e I'"[|A’|| A" dois estados vdlidos de JTx o gn. definimos a relagio = 7,
sobre o conjunto de todos os estados vdlidos de Jxorn, como: U|A|A =, T'[|A"||A” se, e so-
mente se, I'||A’|| A" é obtido de T||A||A por alguma regra de inferéncia de Jxorpn. Quando quisermos

explicitar a regra de inferéncia utilizada, substituiremos Jxorn por Triv, Simp, N-dec e Nul.

Definicao 3.12 (Solucdo de I'|| A||A). Seja I'||A||A um estado de Tx orn, e 0 uma substitui¢do. Dizemos

que o é uma solucdo de T'||A||A, e denotaremos por o |= T'||, || AA se, e somente se, para cada termo
T € T, inequagdo s # t € A e varidvel resolvida x = S € A tem-se que, To =g, 0, so #g, to
e vo =g, So. Quando quisermos ignorar o conjunto A diremos que o é uma solugdo de T'||A se, e

somente se, o |= T'||0||A, denotando por o |= T||A.

Definicdo 3.13 (Extenséo dirigida). Sejam os estados T||A||A, T'||A'|A de Txorn, dizemos que
IY||A'||A é uma extenséo dirigida de T'||A||A se, e somente se, para toda substituicdo o tal que o =

I'||A||A existe uma substitui¢do +y tal que Dom(~y) C Var(IV,A') \ Var(T',A) e oy = T'|| AY||A.
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Vamos apresentar um esquemas do algoritmo de ACUNh-unificacdo Jxorn, onde o simbolo de
funcdo bindria concat, € interpretado como concatenagao de listas, assim sendo, o resultado é uma lista

de substituicdes. Esquema em c6digo de programacao:

Algoritmo 1: Algoritmo de ACUNh-unificacdo Jxorn

1 Ixorn (T||AJJA) /+ Algoritmo de ACUNh-unificacéo */
Data: um estado valido I'|| A||A de Txorn
Result: Lista I. de ACUNh-unificadores I'
2 if || A[[A =, T"||A||A’ then
3 return concat (0, Txorn(I'||A||A"))
4 else
5 if T[|A[|A =g, T'|A’[[A’ then
6 return concat (0, Txorn(I"||A[|A"))
7 else
8 if T||AA =y _p. DA A" VI7||A”||A” then
9 return concat(Txorn (|| A||A'), Txorn (T |A”||A))
10 else
1 if || A[|A =, T'||A||A’ then
12 ‘ return concat (), Txorn(I"[|A'[|A"))
13 end
14 end
15 end
16 end
17 if I' = () then
18 ‘ return {o, }
19 else
20 ‘ return ()
21 end

O algoritmo Jxopn 0 € possivel ser aplicado em estados I'[| A||A tal que I" estd em sua forma pura,

e portanto vamos provar que dado um estado inicial T'||()]|§ onde T estd em sua forma pura e se T'|| A[|A
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¢é obtido de f||@H® por regras de inferéncia de Jxorp, entdo temos que I' estd em sua forma pura.

Proposicao 3.4. Seja T||A||A um estado vdlido de Jxorn tal que T estd em sua forma pura. Se

DIA[A = 7, ., T/IIA|[A entao TY||A||A” € um estado vilido e I estd em sua forma pura.
Demonstragdo. Sejam T'||A||A e I"||A’||A’ como na hipétese, portanto existe um estado inicial I'||(]|(
tal que '[| ]| =" vom LIAIA, e como N[|A[A =, T"||A’||A” por hipétese, obtemos
PUOI0 = Yo, TIAIA = gy o, TlIA A
e portanto I'V|| A’||A’ é um estado vilido.
Para provar que I estd em sua forma pura, vamos avaliar cada regra de inferéncia de Jxogp-
(a) Trivial: Entio T = T U {0} eI" = T. Logo por I' estar em sua forma pura entdo I estd em sua
forma pura.
(b) Simplificacdo: EntioT' = T U {z ® S}, I = Purif(I'y |) onde v := {x — S} e portanto por
defini¢do da regra simplificagdo temos que I estd em sua forma pura.

(¢) N-decomposicdo: Entio T = T U {s & t & T}, onde s,t sdo termos puros tais que raiz(s) =
raiz(t) # h. Neste caso obtemos uma bifurcagdo e portanto existem dois casos:

I =Ty U{T |}, onde y é um mgu sintético da equacdo s =" t e por s, ¢ serem termos puros

que ndo contém os simbolos de fungdo &, h entdo os simbolos de fungdo &, h nao ocorrem em

Zm(7y), portanto se S é uma soma pura ou termo puro em sua forma normal entdo S+ | também

€ e portanto I estd em sua forma pura.

ii) IV =T, neste ramo € trivialmente verdadeiro, pois I j se encontra em sua forma pura.

(d) Nulificacio: T =T U{S @ h(t)} eI =T U {S,t}, logo I estd em sua forma pura pois I estd em
sua forma pura, S € soma pura ou termo puro e ¢ € um termo puro.
O
Coroldrio 3.2. Seja I'|A||A € um estado vdlido de Jxorn tal que T estd em sua forma pura. Se
LIA[A =7, . T|A||A entao T'||A|| A" € um estado vlido e ' estd em sua forma pura.

Demonstra¢do. Poruma inducdo simples sobre a quantidade de regras foram aplicadas, usando a Proposi¢do 3.4

demonstrado acima como passo da inducao. O
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3.2.1 Terminacao de Jxor,

Nesta secdo vamos provar que Jxorn, € terminante, isto ¢é, ndo existe uma

sequéncia infinita de estados validos {I';||A;||A; }ien tal que
F’LHAZ”Al :>«7XORh Fi+1HAi+iHAi+1- Vie N

Para isso criaremos uma medida z do conjunto dos estados validos de Jxorn em N4, que decresce

a cada passo de Jxorp na relacio noetheriana >, isto € a relacdo lexicografica sobre >.

Definicao 3.14. Uma relacdo > ¢ dita noetheriana em M se, e somente se, ndo existe uma sequéncia

infinita {a; }ien € M tal que a; > a;+1 para cada i € N.

Definicao 3.15 (Relacido lexicogréfica). Seja a relacdo relacdo noetheriana > de N™ usual. Definimos a

relacd@o >c, Sobre a relagdo >, isto € a relagdo lexicogrdfica em N" por:
(al,...,an) >lex (bl,...,bn) & di e {1,...,n}.Vj <1, a; = bjeai > b;

Observacao 3.5. A relacdo lexicogrdfica >, sobre a relagdo noetheriana > usual de N é também

noetheriana.
Os seguintes conceitos serdo necessdrios para a construgdo de p.

Definicao 3.16. 1. P := {Purif(I" |)|I" é um problema de X O Rh—unificagdo padronizado}, podemos
identificar P com o conjunto de todos os subconjuntos finitos de termos puros ou somas puras em sua

forma normal.

2. Definimos E, = {I"|A'|A" | 3T € P.D|0)0 =7, ., T'IAA'}, o conjunto de todos os

estados vdlidos de JxoRrp.
3. Par(A) := {(s,t) | s #* t € A}
4. Par(T) := {(s,t) | s,t sd@o subtermos em T e raiz(s) = raiz(t) ¢ {&,h}}
5. Par(I'\ A) =: Par(T") \ Par(A)

6. #n(I") := o mimero de ocorréncias do simbolo de fun¢do h em T'.

Entdo com os conjuntos acima definiremos funcées de E, — N da seguinte forma:
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i) p(T|A[[A) = #4(T)
ii) p2(T[AlA) == Var ()|
iii) p3(Tl|A[JA) := [5(T)]
v) pa(T[|A[[A) := [Par(I'\ A)]
Portanto definimos medida j1 : E, — N* onde: 1 = (u1, po, pi3, ).

Lema 3.16. Sejam T'||A[|A e IV||A[|A” estados vlidos de Txorn- Se T|A[A =, . T'[|AT||A
entdo (T A[|A) >eq p(I' [ A'[[AY).

Demonstra¢do. Vamos provar que para cada regra de inferéncia de Jxorp @ medida p decresce.

a) T|A[JA =g, T AT]|A
Entiol =T'U {0}el' = I. Se S € T é um termo que contém o simbolo de funcdo h entdo S € T
e portanto #p,(T") = #,(I"), equivalentemente: 1 (T||AJ|A) = pi (T7||A||A).

Como Var(T') = Var(T), entdo |Var(T)| = [Var(I')|. Logo, uz(T||A[|A) = ua(T'|| AT[|A).

Por outro lado, um simbolo 0 foi removido, e entdo a quantidade de simbolos de fun¢do 0 ocorrendo

em I é menor que em T, portanto |S(T)| > [S(T7)], isto &, uz(T||A[|A) > us(T7||A’||A).

E entdo pela defini¢do da relagdo >, temos que, (|| A||A) >ie p(T||AJJA).

b) T A[JA = gjpy, T AT]IA:
Entiol =T U {z® S} eI’ = Purif(I'y |) onde v := {x — S}. Podem ocorrer dois casos:

1. S ndo possui ocorréncias do simbolo de funcdo h. Como cada ocorréncia de z em I € substituida

por S, a quantidade de simbolos de fungdo h ndo se altera, entdo temos #,(I") = #,(I"), logo:
pa (T AJJA) = pa (T A'[[A")

Por outro lado, Zm(y) = {S}, isto é, y ndo introduz novas variaveis, e remove todas as ocorréncias

da varidvel z em I, implicando que Var(I") C Var(T') \ {z} entdo |T'| > ||, equivalentemente:
p2(TIAJJA) > po (I A[[A")
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2. S possui uma ocorréncia do simbolo h. Paracadax @ T € I, tem-se que 7" possui um ocorréncia
do simbolo de funcdo h. Apds aplicar v em I, normalizar e purificar obtemos I" tal que nio sdo
inseridos novos simbolos h em I pois por x ser uma varidvel solta, entdo x ocorre apenas da forma
2 @® T €T e ao normalizar os simbolos & se unem, da forma (h(s) ® h(t)) |= h(s @ t) |. Entdo
#1(T") < #,(T) < #4(T) pois S possui um simbolo de fungdo h, e portanto: p1(T||AllA) >
pa (| AT|AY),

Entdo em ambos os casos obtemos p(T||A[|A) >je, u(TY]|A'||A).

¢) TIAJA =y _gee T'IIA[|A:
Entio I' = TU{s®t®T}, onde s, t o termos puros tais que raiz(s) = raiz(t) # h, e sem perda de
generalidade sdo , s, ¢ sdo unificdveis sintaticamente com s # ¢ ¢ A, caso ndo sejam sintaticamente

unificdveis, entdo apenas o segundo ramo é criado. Assim temos dois casos para analisar:

e Sel” =Ty | U{Ty |}, A’ = Ay | e N = Ay | U [y] onde v é um mgu sintitico de s =’ ¢

com Dom(vy) C Var(s) U Var(t), Var(Zm(y)) € Var(I') e v idempotente. Como s, sdo
termos puros entdo &, h ndo ocorre em Zm(~y) e novos simbolos de fun¢do A ndo sdo inseridos
em I''. Logo #,(T") > #,(I") e portanto obtemos: u1 (T||A[|A) > uq (TV[|A'|A).
Como I esta em sua forma pura entdo cada termo em I" estd em sua forma normal, em particular
s @t @ T estd em sua forma normal, assim temos s #g, t e entdo s # t. Porém s,t sdo
unificdveis por v e portanto ) # Dom(vy) C Var(s) U Var(t), pois caso contrdrio sy = s
e ty = t e portanto sy = s # t = ty que € uma contradicdio. Como < ndo insere novas
varidveis e é idempotente temos que Var(I') C Var(I")\Dom(~y), implicando que [Var(I'')| =
[Var(T') \ Dom(v)| < |Var(T')|. Equivalentemente, p2(T||A[JA) > ua(T7||A||A).

e Sel"=T,A"=AU{s #t} e A’ = A, entdo Var(I") = Var(T") e X(I") = X(I"), entdo valem
as seguintes igualdades #,(I') = #,(I"), |[Var(I)| = Var(T)| e |X(I7)] = |E(T")]. Assim,
p(TIAA) = pa (T ATA), pa(TIAA) = pa (I AJAY) e ps(DAJ[A) = ps(T7[|AT|AT).

Como, Par(T') = Par(I'") e Par(A’) = Par(A)U{(s,t)} temos
Par(I’\ A') = Par(I") \ Par(A') = Par(T) \ (Par(A) u{(s, t)})
= (Par(1)\ Par(8)) \ {(s,8)} = Par(T'\ )\ {(s,1)}
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Observe que (s,t) € Par(') \ Par(A), entdo (s,t) € Par(I'\ A) e portanto, | Par(I'\ A)| >
|Par(T'\ A)\ {(s,t)}| = |Par(T'\ A)|, equivalentemente: j4(T||A||A) > pa(T'||A|A).

Assim, p(T||AJJA) >peq p(TV||A"||A)

d) T[AA =, TV A]|A:
EntioT' = TU{S @ h(t)} e I" = T U {S,t} e como h(t) é um termo puro # é um termo puro
com raiz(t) # h. Assim #5,(I") = #5,(T), pois S @ h(t) é uma soma pura entdo ha ocorréncias
do simbolo de fungdo h em S, isto &, #5,(I') > #,(T') = #,(I"), e portanto: u1(T||AJ|A) >
w1 (7| A'||A). E portanto, obtemos: p(T[|A[|A) >je, u(TY]|A'||A).

Teorema 3.3 (Terminagdo de Jxorn). Jxorn € terminante.

Demonstra¢do. Sejam I' um problema de ACUNh-unificacdo em sua forma padronizada e I := Purif (rl
). Vamos mostrar que ndo existe uma sequéncia infinita de aplicagdes das regras de Jxopy, sobre o es-
tado inicial I'||()]|. Suponha por absurdo que existe uma sequéncia infinita { F; };cy de estados validos
de Jxorn onde Ey = I'||(]|§ e para cada i € N tem-se que E; = Jeonn Ditl-

Entio defina a sequéncia n; := u(FE;) € N* i € N, e pelo Lema 3.16 temos que (1(E;) >0 pt(Eit1)
e portanto n; >y Miy1 para cada i € N, isto &, {n1};ey € N* é uma sequéncia infinita tal que
N; >lex Ni+1 para cada ¢ € N, porém (N4, >lez) € um poset € >, é uma relagdo de ordem parcial

noetheriana e portanto >, nao admite tal sequéncia, logo uma contradigao. O

3.2.2 Correcao de Jxorn

Nesta secdo provaremos a correcdo de JxoRrp, isto é, para cada substituicdo o € S tem-se que o € um
ACUNh-unificador idempotente de I'. No Lema a seguir usaremos a nocao de solucdo de um estado

I'||AJ|A dada na Definigdo 3.2

Lema 3.17. Sejam T|A|

A, ||A'|A" estados  vdlidos de  Jxorn  tais — que

T(|AA =, T'|A|A. Se ¢ |= T'||A’ entdo ¢ |= T|A.

Demonstracdo. Sejam T'||Al|A, T||A’||A” e ¢ como na hipétese, vamos provar que o resultado vale para

cada regra de inferéncia JxoRrp-
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a)

b)

TYIAJA =7,y T[AA

Entéo temos A’ = A e I' = IV U {0}, pela hipétese, ¢ = I''|| A entdo para cada T' € T” e para cada
x =8 € N temos que ¢ =g, SpeTp =g, 0.

Note que 0¢ =g, Oentdoparacadaxz = S € AecadaT € I' temos ¢ =g, SpeTop =g, 0,

equivalentemente, ¢ = T'||A.

TIA[A =gy TIIAA:
Entdo temos I' = I' U {z ® S}, onde = é uma varidvel solta, e I = Purif(I'y |), A’ = Ay | e
AN = Ay | U{x = S} onde v = {x — S}. Como x é uma varidvel soltade I" e 2 & S estd em sua

forma normal entdo x ¢ Var(S) e portanto v € idempotente.

Vamos provar que ¢ = I'||A

1. ParacadaT € I' tem-se que T'¢ =¢;, 0 :
Tome T' € T qualquer.
o xcVar(T) :

Caso T = z@ S entdo obtemos Ty = 2y® S = SBS =g, 0; caso contrdrio, T =4c z®T"
pois x é uma varidvel solta de I". Logo x ¢ Var(T") pois 2 & T" estd em sua forma normal.
Seja o conjunto P := Purif({(z & T")y |}) entdo P é uma extensdo conservativa de
{(x ® T")y |}. Note que P C I'. Como por hipétese ¢ = I"'||A’, temos que ¢ é um
ACUNh-unificador para P, entdo por P ser uma extensdo conservativa de {(z & T")y |}, ¢
¢ um ACUNh-unificador de ((S @ T") {)¢ l=g, 0, equivalentemente, (S & T")¢ |=g, Oe
pelo Teorema 2.1 podemos concluir que (S & T")¢ =g, 0.

Note que x = S € A’ e portanto x¢ =g, S¢, entdo temos as seguintes igualdades:
Top=(xaT)p=1¢0Td=¢, Sp0T'¢=(S®T)¢p =5, 0

o © ¢ Var(T) : Neste caso Ty = T |. Como por hipdtese I" estd em sua forma pura temos
que Purif(T |) =T leentdo T |€ I'. Como ¢ = I"||A’ temos que T | ¢ =g, 0, e
portanto, T" | ¢ |=g, 0,isto é, T'¢ |=g, O e pelo Teorema 2.1 obtemos T'¢ =g, 0.
2. Paracaday =T € A tem-se que y¢ =g, T'¢:

Tome uma equagdo resolvida y = T' € A qualquer, entdoy = Ty [€ A'.
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o z & Var(T):
Defina o conjunto X := {p € Pos(T") | T'|, = x}, em outros termos, o conjunto das posigoes
de ocorréncia da varidvel x em T'.
Observe que para cada p,q € X, p # ¢ entdo pl||q, pois sdo posi¢des varidveis. Entdo

enumerando o conjunto X obtemos X = {p1,...,p,}, e considere o seguinte contexto:
T[S]x = T[S]p, [Slps -~ [STp.,

P defini¢do de substitui¢do, temos que T[S],, [Slp, - - [S]p, = T, como y = Ty e A,

temos que y¢ =g, (17 |)¢, e portanto,
Yo =a, Yo l=ac (ITv V)¢ 1= Tv¢ |=a, T7¢

Porém Ty¢ = (T[S, [Slys -+ [Slp, )6 = (T[S]x)d = (T$)[S¢]x. Como z = S € A’

temos que x¢ =g, S¢, portanto Typ = (T¢)[So|x =a, (T'P)[SP]x.
Note que T'[z], = T para cada p € X, pela defini¢do do conjunto X e portanto:

(To)xglx = (Tlalx)¢ = (T[alp [tlp, - - [2]p, )0 = T

Assim concluindo que yo =g, T7¢ =g, (Té)[zd|x = T¢.

o ¢ Var(T) :
Entdo Ty =T | logoy =T e A, e pela hipétese de ¢ |= I"'||A’, temos que yo =g, (T ]
)¢. Portanto obtemos: y¢ =g, yo¢ l=ac (T 1)¢ l=T¢ |=q, T¢.

Logo por (1) e (2) segue que ¢ = T'|A

o) TIAIA =y _gee TV |AT||A
Temos ' =T U {s @&t & S} e v um mgu sintético de s = ¢.
Como N-decomposicdo bifurca para dois ramos entdo existem dois possiveis casos para o estado

V|| ATJA.

o IV =T,A"=AU{s #t}eAN = A: Esse caso é trivial pois " = T"e A’ = A e portanto,
¢ =T"||A’ implica que ¢ = T'||A.
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o ' =Ty U{Sy |}, A" = Aye A’ = Ay U [y]: Como ¢ |= I"||A’ e para cada 2 € Dom(y),
tem-se que z = z7y € A’ segue que ¢ =g xy¢. Tomando y € V \ Dom(y) temos yy = y
entdo yyop = yo =g, Yo, donde concluimos que ¢ =g, ¢.

Vamos provar que ¢ = T'||A.
1. Tome T € T" qualquer.
- Tel:
Observe que Ty € IV, e por hipétese temos ¢ = I"||A’, entdo (Ty )¢ =g, O e
pelo Teorema 2.1 obtemos (T | )¢ =ac 0. Como (Ty )¢ l=Tv¢ | evp =g, ¢

obtemos as seguintes igualdades:

0=ac (Ty ¢ 1=T71¢ l=a), T7¢ =, T¢.

-T=sptpSecl:
Como 7 é um mgu de s =" ¢ temos que u = sy = ty. Como Y¢ =g, ¢ temos que
SO Bt S S =g, 570 S 1Y) S SYP = ud ® up & 579 =g, 59
Por outro lado, Sv¢p =g, Sv¢ l= (Sv 1)¢ l=g, (57 {)¢. Como por hipétese,
¢ =T'||A e Sy leI" temos que (S7 |) =g, 0. Logo, paracadaT € I'. T'¢ =g, 0.
2. Tome y =T € A qualquer entdo y = Ty L€ A’ e entdo, yo =g, (T 1)¢.
Como 76 =, ¢ e (T 1) L= T¢ | temos igualdades, (T 1)¢ =g, (T 1)é |=
Tv¢ =g, Tv¢ =, T'¢, concluindo que y¢ =g, T'¢.

@) TIAJA =y, T'[IAA
Pela definicdo da regra de inferéncia nulificacdo temos que I' = T U {S & h(t)}, TV = T U {S, t},
A'=AelN =A.
Por hipétese temos que ¢ = I"||A’ e portanto para cada T' € I” e para cada x = T" € A’ tem-se que

T¢ =g, 0ex¢p =g, T'¢. Falta provar apenas que (S & h(t))¢ =g, 0.

Note que t € I”, logo t¢ =g, 0, e lembrando que h(0) =g, 0 é uma regra de X ORh portanto
obtemos: (S & h(t))p = S¢ & h(to) =g, 0@ h(0) =g, 0, e portanto ¢ = I'||A.
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Lema 3.18. Sejam T||A]
LA[A =7 . T'IIAY|A. Se ¢ |=T|A entdo ¢ = T||A.

A, T|A'||A estados  vdlidos de  Jxogrn @ tais  que

Demonstragdo. Sejam T||AJ|A, TV||A’||A” e ¢ como na hipétese. Entdo existe um n € N tal que
LA[A =7, .. T/ A[|A, vamos provar por indugdo sobre n.

Hipétese de indugio: Sejam F; := I'1||A1[|A1, F2 := T'9||As|| Ay estados vélidos de Jxorn tais que
By =77 . E2eem <nSep E I'o||Ag entdo ¢ = T'q||Ag.

Base da inducdo: Suponha n = 0 e portanto I'|| A||A :>ijoah || A’||A” implicando que T'[|A]|A =
I'||A’[|A” e portanto TV = T, A’ = Ae A’ = A e como por hipétese ¢ = I'||A” assim temos que
oA,

Supoonha n > 1 entdo existe I'’||A”||A” um estado vélido de Jxors tal que:

DIAIA =1 TIA A = gy, TIAIA

JXORR

A AN n—1
Como ¢ = I'"||A” temos que pelo Lema 3.17, ¢ = I''[[A" e comon — 1 < nel[|AA =7~
I"[JA"||A” temos pela hipétese de indugdo que ¢ = I'||A, como queriamos demonstrar.
Assim provamos que para todo n € N, se ['|A[A =7, T'[A'[[A e ¢ = I'||A" entdo ¢ =

TA. O

Iremos agora enunciar o Teorema da Corregdo de Jxorp € demonstra-lo utilizando principalmente

o Lema 3.18 e o fato de que cada solucdo gerada pelo algoritmo é uma substituicao idempotente.
Lema 3.19. Sejam T||A||A, TV||A’||A estados vdlidos de Jxorp e substituicdes op := {x +— S|z =
SeAoy i ={z— S|z =25 € N}tais que T|A[A =7 T'|A'A'. Se oy é idempotente,
entdo o+ € idempotente.
Demonstracdo. Sejam T'||Al|A, TV||A’||A, oo € oA como na hipétese. Vamos provar para cada regra de
inferéncia de JxoRrh.
a) TIA[A =gy T AIA:

Temos que A’ = A e portanto oo/ = o, € o resultado segue.
b) TIIA[A = gipp, T AT[|A" :

Temos que I' = TU {z @& S}, IV = Purif(T'y 1), A’ = Ay L e N = Ay | U{z = S} onde

v = {x — S} e x uma varidvel solta.
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Afirmacdo: Paracaday =T € A,y ¢ Var(S):

Observe que por I'||A||A ser um estado vilido de Jxorp, entdo existe um estado inicial T'||(}]|) tal
que T)|0[|0 =%, ., TIIA[|A e portanto, para cada y = T' € A, existem T'y[|A, [|A,, T [[A}[|A]
estados validos de Jxory tais que I'y = fy U{y @ T"} onde y é uma varidvel solta de I, F; =
Purif (Ty)y 1), A = Ay L A, = Ay LU{y =T} e

TII0N0 =T o, Dol AyllAy == simp TyllA A =T, TIAJA

E portanto a varidvel y ¢ Var(T;) e como as regras de inferéncia s6 inserem varidveis novas, entdo
y ¢ Var(T'), em particular y ¢ Var(S).

Note que A" = Ay | U{z = S} eportantoopr = {y— Ty | |y =T € A} U{z — S}. Como
on={y—T|y=T¢€ A} entdo: opr ={y — yopry ! |y € Dom(op)} U{x — S}.

Por hipétese o, é idempotente entdo obtemos que para cada y € Dom(o, ) tem-se que Dom(op) N
Var(yoa) = 0 e como Var(yoay 1) € (Var(yoa) \ {z}) U Var(S). pois v = {x — S}, e pela
afirmac@o temos que Dom(op) N Var(S) = 0. Além disso para cada y € Dom(ops) \ {z} =

Dom(op) temos Var(yop) N {x} = (. Assim,

(Dom(opr) \ {z}) N Var(yopa) = Dom(op) N Var(yoay ) 37)

C Dom(op) N ((Var(yop)) U Var(S)) =0
Portanto Dom(op/) N Var(yoy) = 0 para cada y € Dom(ops) \ {z} e como zop = Var(S)
entdo pela afimagdo acima e por x ¢ Var(S) temos que Dom(ox/) N Var(zop) = Dom(op) N

Var(S) = (), concluindo que para todo y € Dom(cy/), Dom(op/) N Var(yop ) = (), e portanto o/
€ idempotente.

LIA[A = y_gee T AT[A”

Temos ' = T'U {s®t® T} e~ éum mgu idempotente de s =" ¢, via unificacdo sintdtica, tal que
Dom(v) C Var(s) UVar(t) e Var(Im(y)) C Var(s) U Var(t) C Var(T).

Como provamos no item anterior que para cada z = S € A, tem-se que ¢ Var(I') e portanto
paracadax = S € A, x ¢ Var(Im(y)), isto é, Dom(oa) N Var(Zm(vy)) = (. Por hipdtese o é

idempotente, entdo Dom(op) N Var(Im(oy)) = 0, e portanto obtemos:

0

Dom(opa) N (Var(Im('y)) U Var(UA)> = e Dom(y) N Var(Im(y))
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Existem dois ramos na inferéncia, entdo analisaremos separadamente cada um:

o IV =T,A = AU{s # t} e A/ = A: Logo o5/ = o e portanto pela hipotese de o ser
idempotente entdo o,/ € idempotente.

e I'=Ty |, A'=AyleN =AyU:
Anélogo ao caso da regra simplificagéo, com a diferenca de que [y] pode incluir mais de uma

varidvel no dominio, pelo mesmo raciocinio da regra simplificacdo obtemos que:
on ={x = xzopy | |x € Dom(op)} Uy
Portanto temos Dom/(o /) = Dom(op) U Dom(7y) e,
Var(Im(opr)) C (Var(Im(aA)) \Dom('y)) U Var(Zm(y))

Entdo podemos concluir que Dom(op) N Var(Im(oyr)) = 0.

d) T||AJA =y T'|A'||A” : Temos que A’ = A e portanto por o5/ € idempotente.

Lema 3.20. Se I'||A||A um estado vdlido de Jxorn entdo oy é uma substituicdo idempotente.

Demonstracdo. Como I'||A||A é um estado vélido de Jxorp entdo existe um estado inicial T||0]|0) e um
n € N tais que T'||0]|0 =" orn LIA[A.

Vamos provar por inducio sobre n € N:
Hipétese de indugdo: Se I'[|A’||A’ é um estado vélido de Jxorp onde existe um estado inicial T |([|0
e m < n tais que I"||0)]|0 =" om L IIA'|A". Entdo o5 € uma substituicdo idempotente.
Caso base: Quando n = 0 temos que I'|| A||A é um estado inicial e portanto A = (), logo op = () que é
a substitui¢do identidade, logo idempotente.

Suponha agora que n > 1, portanto existe I''||A’|| A’ tal que

T8I0 =70, DIANA = 7, TIAIA

JXORR

Como n — 1 < n e pela hipétese de indugdo temos que I''||A’||A” é um estado vélido de Jxorn onde

o € idempotente e pelo Lema 3.19 o € idempotente. O
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Teorema 3.4 (Correcdo de Jxorn). Sejam T um problema de ACUNh-unificacdo em sua forma pa-
dronizada, T := Purif(T') e L := Jxorn(T||0||0). Entdo para cada o € L temos que o é um
ACUNh-unificador idempotente de T.

Demonstracdo. Seja o € L, entdo pela defini¢do do algoritmo Jxo gy, existe 0| A||A um estado valido
de Txorn tal que 0 = op e T|[0|0 =% O[|A[lA.

Pelo Lema 3.20, o € idempotente, logo para cada x = S € A temos
TO = XOO0 = TONO =g, SO

Implicando que o = 0]|A e pelo Lema 3.18 temos que o = T'||(), isto €, para cada T € T, tem-se que
To =g, 0 e portanto o € um ACUNh-unificador de I'. Pelo Teorema 3.2 temos que I' € uma extensiao
conservativa de I' e como o é um ACUNh-unificador idempotente de I" entdo o é um ACUNh-unificador

idempotente de L. 0

3.2.3 Completude de Jxorn

Nesta secdo mostraremos que Jxorp, produz um um conjunto completo de ACUNh-unificadores de um
dado problema I' em sua forma purificada. Para isso mostraremos que os ACUNh-unificadores de I' sdo
solugdes dos estados finais gerados pelo algoritmo Jx o gy, obtidos a partir do estado inicial T'||(}||(). Para

isso utilizaremos a Defini¢do 3.13 de extensdo dirigida.
Lema 3.21. Se T'|A||A =1, T'||A'||A entdo T || A'|| A é uma extensao dirigida de T'|| Al|A.

Demonstragdo. Como T||A|A ==, T'||A’||A, segue que T =T U {0}, 1" =T, A’ = Ae A’ = A.

Seja uma substitui¢do o tal que o = I'||AJ|A, isto &, sdo validos:
e ParacadaT € I' O I”, tem-se que T'o =g, 0.
e Paracadas #t¢t € A=A/ tem-se que so #g, to.

e Paracadaz = S € A = A’ tem-se que zo =g, So0

Portanto o = TV||A'||A.
Tomando v = id, a substituicdo identidade, temos que Dom(y) = 0 C Var(I',A’) \ Var(T',A) e

o7 = o portanto oy = I"||A’||A’, equivalentemente, I || A’||A’ é uma extensdo dirigida de T'||A||A. O
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Lema 3.22. Se T'||A||A =, TV||A||A entdo T7||A'|| A é uma extenséo dirigida de T'||A||A.
Simp

Demonstragdo. Como I'||A[[A =g, T"[|A'[|A" entao I'||A"||A’, segue que, T' = ru{zo S},
vy=A{x— S}V = Purif(ly]),A"=Ayle N = Ay | U{z = S}.

Seja ¢ uma substituigdo tal que ¢ = I'[|A||A. Como = & S € I entdo temos que (x & S)¢ =g, 0,

equivalentemente, r¢ =g, S¢ = Y.

Tome uma varidvel y # = temos que yy = y e portanto yy¢ = y¢ =g, Yo, isto é, y¢ =g, ¢.
Tome 7' € I' um termo qualquer, por hipétese T'¢ =g, 0.

Pelo Teorema 2.1 obtemos as seguintes igualdades:

(Ty )¢ =a, (Ty )¢ 1= Tv¢ l=g, Ty (3.8)

Logo paracada T € T, (Ty |)é =g, 0, isto é, ¢ é um ACUNh-unificador de I'y |.

Como IV = Purif (fa 1) segue do Teorema 3.2, que I é uma extensdo conservativa de 'y | entdo

existe uma substitui¢do o tal que ¢o é um ACUNh-unificador de I e Dom(a) C Var(I')\ Var(T), isto

é, Dom(o) contém apenas varidveis novas, e portanto podemos supor sem perda de generalidade que as

variaveis nao ocorrem em Var(I') U Var(A) U Var(Zm(¢)) U Var(A) ().

L.

Como ¢o é um ACUNh-unificador de I, temos que para cada 7" € I, T'¢po =g, 0.

. Tome y = T" € A’ qualquer entdo, y = T' € A onde 7" = Ty |. Observe que ¢ = I'||A||A, implica

em y¢ =g, T¢. Pela equagdo 3.8 temos: ypo =g, Too =g, Typo =g, (T })po =T ¢o.

. Tome s #t € A, entdo s¢ #g, to.

Por (%) temos Dom(vy) N (Var(A) U Var(Im(¢))) = 0, dai, spoc = s¢ e tpo = t¢, portanto
s¢o #g, teo. Utilizando a equagdo 3.8, obtemos (s |)po =g, s¢o e (to |)po =g, tdo.

Entdo (so |)¢y #a, (to l)¢7, concluindo que para cada s’ # ¢ € A’ = Ao |, tem-se que

s'dy #a, 'Y

Por (1), (2) e (3) temos ¢y = T||A’||A e por (x) temos Dom(vy) N Var(A) = () entdo,

Dom(vy) C Var(I')\ (Var(T') U Var(A))
C (Var(T)u Var(A))\ (Var(T) U Var(A)) C Var(IT',A")\ Var(T', A)

Concluindo assim, que I''||A’||A” é um extensao dirigida de T'||A||A. O
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Lema 3.23. Se T||A|A =, _,.. I'|A|AVT|A”|A e ¢ = T|A|A entdo ¢ = T'||A/||A’ ou
¢ = T[[A"]A

Demonstragdo. Por hipétese, ' = TU {s®td T}, 1" =To | U{To |}, A’ = Ac |, N = Ao |
Ulo] e A” = AU{s # t} com o um mgu idempotente de s =’ ¢, via unificagdo sintdtica, tal que
Dom(o),Var(Zm(o)) C Var(s) U Var(t) C Var(I') onde .

Suponha que ¢ [~ T'||A”||A. E suficiente mostrar que ¢ |= I"||A||A’.

Como A” = AU {s # t} entdo por ¢ [~ I'||A”||A e ¢ |= T'||Al|A temos s¢p =g, t¢, porém s, ¢ sdo
termos puros ndo encabecgados por h, portanto se aparece algum simbolo de funcio @ ou h em s¢ ou t¢,
este foi introduzido por ¢. Por o ser um mgu de s =" ¢ existe uma substitui¢io -y tal que oy =g, O

Como o ¢ idempotente, temos que

0P =g, 007 =07 =g, ¢ (3.9)
1. Seja 8’ eI =T | U{To |}:
e 8" =To |: Definau := so = to.
Por hipétese (s &t & T')¢p =g, 0. Logo, pela Equagdo 3.9, 0¢ =g, ¢, temos:
0=g, (s@tadT)p=(s@taT)od
=(sop@top®Top=updupdTop =g, Top =g, To

Em particular pelo teorema 2.1 para qualquer termo S tem-se que

(Sol)p =g, (Sol)pl=So¢ l=g, So¢ =g, S¢

Portanto S'¢ = (To |)p =¢, T =g, 0

e S’ € T'o |: Entdo existe T € T tal que S’ = T'o | e por hipétese T'¢) =g, 0, e portanto
§'¢=(To )¢ =g, 0

2. Tome v #v' € A’ = Ao | entdo existe u # v € A tal que v/ = uoc | e v’ = vo |. Assim,
ul¢ = (UO' \L)Qb =@ up #@h v =@ (UU \L)Qﬁ = ,Ul¢
e portanto u'¢ #a, V.
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3. Tome x = S’ € A’ = Ao | U[o]. Temos dois possiveis casos:

esexr =S5 € Ao | entdo existe x = S € A tal que S’ = So |. Por hipétese, temos que

¢ =g, S¢ =@, (S0 )¢ =5¢.
Em ambos os casos concluimos que z¢ =g, S’'¢

O]

Para provarmos o andlogo aos Lemas 3.21 e 3.22 para a regra de nulificacdo precisaremos definir
a no¢do de camadas de um termo ¢ em sua forma normal, que é a profundidade do termo ignorando o

simbolo de fungdo .

Defini¢ao 3.17 (Camadas). Seja t um termo em sua forma normal entdo definimos cmd(t) de forma

indutiva como se segue:
1. cmd(t) = 0 se, e somente se, t é uma constante ou varidvel.

2. emd(f(ty, ... tn)) =1 + mdx{cmd(t1),...,emd(t,)} se, e somente se, f é um simbolo de fungdo

ndo interpretado e ndo constante.
3. emd(ty @ ... D ty) = mdx{cmd(t1),...,cmd(ty)}
4. emd(h(t)) = 1 + mdx{cmd(t)}
Observacao 3.6. Seja t um termo qualquer, iremos abusar da notagdo e definiremos que o cmd(t) =
emd(t ).
Lema 3.24. Se T'||A||A =y, TV[|A'||A entdo T'|| A'|| A" é uma extensdo dirigida de T'|| A||A.

Demonstragdo. Por hipétese Temos que T = TU{S @ h(t)}, I’ =T U{S,t}, A’ = Ae A’ = A, todas
as varidveis de Var(I') = {x1,...,z,} sdo varidveis presas e todo termo S; € I' = {51, 52,...,5:},
tem-se que

Ti1 D D x, ou

Si=qzn ® - ®x, ®h(t;) ou

h(t:)



Onde i1, ...,z € Var(l') = {x1,...,2,}, t; um termo onde raiz(t;) # he k; > 1.
Afirmacdo: Se ¢ é uma substitui¢do normalizada e basica, tal que ¢ | T'||A||A entdo para todo

j€e{l,...,r}onde Sj = zj1 © - D wj; ©h(t;) € T tem-se que h(t;p) =g, 0.

Seja ¢ como na hipétese, entdo, ¢ = {z1 — T1,...,2n = Tp,y1 — S1,...,Ym — Sp}. Pode-

mos supor sem perda de generalidade que cmd(17) > - -+ > emd(T,,).

Suponha por absurdo que exista algum j € {1,...,r} tal que S; = xj1 @ --- & w51, © h(t;) e ao
aplicar ¢ em ¢; obtemos h(t;p) #g, 0.
Afirmacao: ¢cmd(T1) > 0. Suponha por absurdo que cmd(77) = 0 e entdo para cadai € {1,...,n}
tem-se que cmd(T;) = 0 e portanto cada T; é um simbolo de fungéo constante.

Seja S; =ac xj1 @ -+ © xjx; D h(t;) € T. Por hipétese Sjp =g, , ist0 &, 1j10 & -+ D Tjp;0 O
h(tje) =a, 0.

Pela definigdo de , temos z ;¢ = Tj;, segue que, Tj1 © - - @ Tjx; @ h(tjp) =g, 0

Logo h(tjp) =g, 0, pois ndo se anula com nenhum simbolo constante 7};;, que é uma contradigdo,
pois supomos h(t;p) #g, 0, portanto cmd(17) > 0.

Como z; é uma varidvel presade I', existeum ¢ € {1,...,r} talque S; = ;1 ®- - - D, Dh(t;) € T
com x; € Var(t;), entdo, 1 < emd(Th) = emd(z19) < emd(tip) < emd(h(t;p)).

Isto é, cmd(h(tip)) > 1 entdo h(t;p) ndo é uma varidvel nem uma constante, em particular,
h(tip) #a, 0.

Por outro lado, pela hipétese, S;¢ = (), segue que, xi19 @ -+ - B xik, ¢ D h(tip) =g, 0.

Entdo existe um k tal que =50 = Ti, =g, h(tip) @ T}, pois h(t;p) #e, 0. Calculando entdo

cmd() de cada parte, obtemos:
emd(Ty) = max{emd(h(t;p)), emd(T})} > emd(h(t;)) > cmd(Th)

Que é uma contradi¢@o pois cmd(T1) > emd(T;y), e portanto ndo existe um j € {1,...,r} tal que

h(tjp) #a, 0.
Note que ¢ = I'||A||A, entdo existe substitui¢do basica « onde leva apenas em termos puros basicos

ndo nulos com Dom(a) = Var(Im(¢)) tal que pa |= T'||Al|A, basta instanciar de uma forma que para
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cada varidvel x € Dom(«) tem-se que xov = a, seja um simbolo de fungio constante nao nulo distinto
para cada varidvel distinta. E portanto pela afirmagdo anterior que para cada j € {1,...,r}, tal que
Sj=zj1 @ ©zjr; © h(t;) tem-se que h(tjpa) =g, 0, entdo tjpa =g 0, portanto t;¢ =g, 0 pois
cada varidvel w € Var(Zm(¢)) wa vai em um simbolo de fun¢do constante e ndo nula.

Como S @ h(t) € T temos que S¢ & h(tp) =a, 0e h(td) =g, 0,logo S¢ =g, 0etp =g, 0,isto
é, para cada S’ € T = ' U {S,t} tem-se que S’¢ =g, 0 e com isso concluimos que ¢ = I'||A|A e
portanto, ¢ = T||A’||A". O

Neste lema abaixo provaremos que os tnicos estados finais de Jxopgp que possuem solucdo sao os
estados de solugdo, e juntamente com os lemas anteriores, provaremos que dado ¢ solucdo do estado

inicial T'||()||( existe um ~ tal que ¢y € uma solugo de algum estado de solugio obtido de T'||()]|0.

Lema 3.25. Seja I'||A||A um estado final de Jxorn, se I # 0 entdo ndo existe uma substitui¢do ¢ tal
que ¢ =T AflA.

Demonstra¢do. Como T'||A||A é um estado final de Jxorp entdo ndo é possivel aplicar mais nenhuma

regra de inferéncia entdo obtemos:
1. 0 ¢ I, pois caso contrario, seria possivel aplicar Trivial.

2. Para toda varidvel x € I' temos que = € uma varidvel presa de I, pois caso contrario, seria possivel

aplicar a regra simplificacdo

3.ses@t@®T €T onde s,t sdo termos puros com raiz(s) = raiz(t) # hentdo s # t € A, pois

caso contrdrio, seria possivel aplicar a regra N-Decomposicdo.

4. Existem termos S, ¢ tais que ¢ € um termo puro ndo varidvel com raiz(t) # het® S € T, pois

casos contrdrio, seria possivel aplicar a regra nulificacdo.

Suponha por absurdo que exista uma substitui¢do normalizada e bésica ¢ tal que ¢ = I'||A||A, usaremos

0 mesmo raciocinio da demonstragdo do o Lema 3.24. Podemos supor sem perda de generalidade que,
¢: {:L‘l »—>T1,...,xn»—>Tn,y1 |—>Sl,...,ym '—>Sm}

onde Var(I') = {x1,...,zp} e cmd(T1) > emd(T2) > --- > emd(T,)
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Afirmacio: cmd(771) > 0. Suponha que cmd(7T1) = 0 e portanto para cada ¢ € {1,...,n} temos que
emd(T;) = 0, portanto cada i € {1,...,n}. T; é uma constante.

Seja t um termo com as seguintes propriedades:
a) ¢t é um termo puro ndo varidvel,
b) raiz(t) ¢ {h},
c) Existeumtermo Stalquet® S e, e
d) Se existe um termo ¢’ com as propriedades (a), (b) e (c), entdo cmd(t) > emd(t').

Existe tal termo ¢ pelo item (4) e sem perda de generalidade t © S =4c x5, @ - x5, Dt DT, onde T

ndo ocorre varidveis como argumento de soma. Por hipétese, temos as seguintes igualdades:
0=a, t®Np=a, 4y @ @x;, DtOT)p =g, vy ® - Dx;¢0 Dt DT
Temos dois possiveis casos, ¢ € uma constante ou t ndo € constante e raiz(t) = f # h.

e t & uma constante:
Como S é um termo em sua forma normal entdo ¢ £ 0, segue que ¢ € uma constante ndo nula, em

particular, cmd(t) = 0. Entdo existe alguma varidvel z;, onde z;, ¢ = ¢ & s para algum termo s.

Por hipétese, x;, € uma varidvel presa de I' entdo existem termos S’ € T e ¢’ um termo puro e ndo
varidvel tal que ¢ é um subtermo de S’ com x;, € Var(t'), portanto ¢’ ndo é uma constante nem

varidvel, implicando que cmd(t') > 0 = emd(t). Temos dois possiveis subcasos:

- raiz(t') #he S =40t ® 5"
Entéo ¢’ é um termo com as propriedades (a), (b) e (c), implicando que cmd(t) > cmd(t'),
que € uma contradi¢do.

- 5" =4c h(t")® S” e t' é um subtermo de h(t"):
Como t' é um subtermo de h(t"”) onde S” & h(t") € I implicando que h(t"¢) #a, 0

e (" @ h(t"))¢p =g, 0 e portanto tem que existir alguma varidvel z; € Var(S) tal que

z3¢ = ¢ h(te) ® T" que é uma contradicio pois ;¢ = T; uma constante.
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e t = f(t1,...,t.): E portanto nenhuma variavel z;, de S unifica com ¢ pois ¢ ndo € uma constante,
implicando que existe algum termo ¢ = f(s1,...,s,) em T que unifica com ¢ porém pelo item

(3)t # 1t € A e portanto t¢ #g, t'¢, que é uma contradicdo.

Como em ambos 0s casos encontramos contradi¢des entdo podemos concluir que de fato cmd(71) >
0, provando a afirmacdo.
Observe que x1 é uma variavel solta de I' e portanto existem .S, ¢ tais que t & .S € I, t € um termo puro

e ndo é varidvel e € Var(t). Existem dois possiveis casos, raiz(t) = h ou raiz(t) # h:

o raiz(t) # h:
Entdot = f(t1,...,t,) e sem perda de generalidade podemos supor St =AC Ti; @ - - x5, DLDT.
Por hipétese temos ¢ |= T'||A||A entdo (S & )¢ =g, 0,i8t0é, 2,0 D - - 2;,0 Dtd D TP =g, 0.

Também por hipdtese nao é possivel aplicar nenhuma regra de inferéncia, portanto ndo existe um
termo t' = f(s1,...,s,) em T tal que ¢’ unifica com ¢, pelo mesmo argumento que usamos na
afirmac@o, e por conseguinte deve existir alguma varidvel z;, tal que z;, ¢ =g, t¢®T", implicando

que cmd(z;, ) = max{emd(t$), cmd(T")}, e portanto cmd(T;,) = cmd(z;,4) > cmd(te).

Por outro lado, 1 € Var(t) e portanto 77 = z1¢ é um subtermo de t¢ = f(t1¢,...,t.¢), logo

obtemos que cmd(11) < emd(t¢) < emd(T;, ), que € uma contradicao.

o = h(ti)i

Dessa forma z; € uma variavel ocorrendo em t; e portanto 0 < cmd(T1) = cmd(z1¢) <
cmd(t;¢) e portanto ¢; ndo é uma constante nem varidvel nem soma de constantes e varidveis,

em particular ;¢ #q, 0, implicando que h(t;¢) #g, 0.

Porém (S @ h(t;)) =g, 0, e como todos os termos de I' estdo em suas formas puras, temos
que ocorre apenas um simbolo de fun¢do h, assim deve existir um x;, em S tal que x;, ¢ =g,

h(t;¢) & T' e assim de forma andloga ao item anterior obtemos uma contradigéo.

E como em ambos os casos obtemos uma contradi¢do temos que ndo existe ¢ substituicdo norma-
lizada e baésica tal que ¢ = TI'||A||A, e portanto pelo mesmo argumento do Lema 3.24, néo existe uma

substitui¢do ¢ tal que ¢ = T'||A||A. O
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Para demonstracdo do Lema 3.26, utilizaremos a seguinte definicao:

Definicao 3.18. Seja I'||A||A um estado vdlido de Jxorn, € a arvore de execugdo de Jxoprp, como no

exemplo 3.6 na pdagina 84, a partir do estado T'||A||A, entdo definimos:

e Se T||A||A for um estado final, entdo: T|A|A =51 T[|A|A.

JXORR

o SeT|AIA =55 Ve, Till Adl|Ai, entdo: T|AJA =5 Ve Till Al As

JXORh

e Se FHAHA :>§m \/iel FzHAzHAz: e

JXORR

— Para cada i € I temos T;||Ai]|A; :;iom Vier, Tk | Ak, [ Ak,

= e o conjunto {I'j[| Ajl|A;}jes = {V ey, Tkl Ak, | A, 14 € I}

- <
Entao T||A[IA =370\ T[4 1A,

JXORR

Exemplo 3.7. Seja I' um estado vdlido de Jxorn, suponha que obtemos a seguinte drvore de execugdo

de Jxorn a partir de FHAHA

0— TA|A
N —dec
N—dec
1- [1l|Aq][A Lal|Az[|Ag
HSimp
2— Ls]|Asz||As
N —dec
N —dec
3— Lyl|AgllAg [gl|AgllAg
. N —dec
HSzmp N —dec
4- Ls5[|As[|As Tol|Agl[Ag ST PANT[FISTS
A 2
Triv
N—dec
5— Lg|| A6l As L7[|Az|| A7 IRY|PAS Y| PiSTY

T[AA =37 Vier DillAdl|A; quer dizer que, \/;; T'i|| A;|| A; s@o todos os encontrados na profun-
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didade m da drvore e todos os estados finais obtidos em qualquer profundidade menor que m. Entdo,
TIAJA =3 T1l|Ar][Ar vV Dy Agf Ay v T Agl|As
Tyl A A =35, ThllAr]Ar e Tul|AyllAy =5, Tsl|As]As
Ts||As]|As =5 Toll AollAg v Tiol| Asol|Aro

E também, FHAHA :>«7XORh F1||A1||A1 V F5||A5||A5 V Fg”AgHAg V FlOHAloHAlO-

Lema 3.26. Sejam I'||A||A estado vdlido Txorn, m € N e {T;||Ail|Ai }ier tais que,

DIAJA =37\ TallAl|A
i€l

Se ¢ = T'||A||A entdo existem i € I e uma substituicdo ~y; tais que ¢y; = I';||Ail|A; e Dom(y;) C
Var(Ti, A;) \ Var(T, A).

Demonstracdo. Este lema serd demonstrado por indugdo sobre m > 1.
Hipotese de inducido: Suponha verdadeiro o teorema para algum m > 1.

Base da inducdo: Quando m = 1, temos que duas possibilidades:

e Se I'||A||A for um estado final, entdo: I'||A|A :Jxom I'|A]|A. Portanto o resultado do

teorema ¢é trivial, pois para cada solu¢do o de I'||A||A, podemos tomar = id, a substitui¢do

identidade, e portanto oy = o = T'||Al|A e Dom(y) = 0 = Var(T',A) \ Var(T, A)

o SeT|AIA =, Vi il AiflAs entao T AJA =51V, Till A A

Entdo pelos Lemas 3.21,3.22, 3.23 e 3.24 o resultado segue.

Passo indutivo: Suponha I'||A||A estado valido Jxorn, m € Ne {I';||A;||A; }ier tais que,
TAajA =30\ TillAllA;
i€l
Portanto tomando o conjunto {I';||A;[|A;}e.; como na Defini¢do 3.18, temos que para cada ¢ € I, com
ANA =35 Vo) Tl Ak A, entio {Te [ A Ak bies C {T51A5]|A7}es. E temos:
<m+1
DIAIA =300 Vies TillAjl1A;.

JXORR

108



Tome o = I'||A||A entdo pela hipdtese de inducdo, existem ¢ € I e uma substitui¢do ~; tal que
ovi = Ti||Ail|Ai e Dom(;) € Var(T';, A;) \ Var(T', A) Pelo caso base da indug@o, existe um k; € J;
e um substituigdo 7, tais que 0v;y; = Tk, [| Ak, || Ak, porém Ty, || Ay, | A, € {T;]|Aj]|A;j}jes e portanto
existe um j € J onde I';||Aj[|A; = T'y,||Ag,||Ax, e portanto o resultado segue pois Var(I';, A;) C
Var(T'y,, Ay, ), implicando que Dom(~;y;) C Var(Ty,, Ag,) \ Var(T, A).

O

Teorema 3.5 (Completude de Jxorp). Seja I' um problema de ACUNh-unificacd@o em sua forma puri-

ficada e L := Jxorn(T]|0]|0). Se ¢ é um ACUNh-unificador de T" entdo, existe uma substitui¢do o € L

tal que U’Var(l“) S@h (b‘Var(F)'

Demonstracdo. Sejam I', ¢ e L como na hipétese, pelo Teorema 3.3 da terminacdo de Jxory existe
um n € N tal que se D[|0|0 =" T'[[A’[|A” implica que m < n. Portanto tomando a familia
{Til|Ail|As}ier de estados tal que, T|0][0 =37\, Til| Ai[As.

Portanto para cada ¢ € I, T';||A;||A; é um estado final de Jxorn, € pelo Lema 3.26 temos que
existem ¢ € [ e uma substitui¢do 7 tal que ¢y = I';||A;||A; onde Var(vy) C Var(T';, A;) \ Var(T),
portanto o estado final T';||A;||A; possui uma solugdo, logo pelo Lema 3.25 garantimos que I'; = ),
implicando que Dom(y) C Var(A;) \ Var(T).

Assim fazendo 0 := op, = {x — S |x = S € A;}, implica que o € L, pois I';||A;||A; é um estado
final e T'; = (), note que as varidveis que ocorrem no Dom(~y) sdo apenas varidveis novas inseridas pelo
algoritmo e portanto podemos tomar todas de tal forma que Dom(~) N Var(Im(¢)) = 0.

Note que ¢y |= 0|A;||A; e portanto para cada © = S € A;, temos que z¢y =g, SPpyexo = S
entdo x¢y =g, ro¢7y, para cada x € Dom(o), e se x ¢ Dom(o) temos que zo = x implica que
xogy = x@y e portanto x¢y =g, ro@y para toda varidvel x, em particular para as varidveis x €
Var(I') entdo podemos concluir que ¢y|yar(ry =a;, 0OV var(r)-

E observando que dado = € Var(I") entdo = ¢ Var(A;) \ Var(I') = Dom(y) e portanto xy = z,
por outro lado se € Var(I') N Dom(¢) entdo x¢y = x¢p, pois Dom(y) N Var(Im(p)) = 0, entdo
Olvar(ry = OV|Var(D)-

Logo provamos que ¢ly.rry =a, agbﬂv,w(p), e portanto obtemos que existe ¢ € L tal que:

I varr) Sen ?lvar(m)- O
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Entdo com os resultados demonstrados até aqui, podemos enunciar ¢ demonstrar o Teorema mais
importante deste capitulo, que diz que para todo problema I' de ACUN-unificagdo, existe um conjunto
finito L de substitui¢des que € um conjunto completo de ACUNh-unificadores para I' e além disso da

uma forma construtivel de como obter tal conjunto.

Teorema 3.6. Seja I um problema de ACUNh-unificagdo, entdo existe um conjunto finito L que é um

conjunto completo de ACUNh-unificadores de T'.

Demonstracdo. Seja I' um problema de ACUNh-unifica¢do, sem perda de generalidade, suponha I' =
{ty ="t .ty ="t}

Tome o conjunto I := {(;®t}) |=" 0|t; =" t, € T'}, isto é, a forma padronizada de T. Portanto pela
Proposi¢do 2.1 da padronizagio e Proposi¢do 2.2 da normaliza¢do, temos que I' e IV possuem os mesmo
ACUNh-unificadores, logo L é um conjunto completo de ACUNh-unificadores de I se, e somente se, L
¢ um conjunto completo de ACUNh-unificadores de I".

Sejam T := Puri f(I'") que pelo Teorema 3.2 é uma extensdo conservativa de I e conjunto L=
JIXORA (fH(Z)H@) que é de fato um conjunto finito pois Jxo gy € terminante pelo Teorema 3.3, implicando
que tem um conjunto finito de estados finais sempre.

Se L = ) entdio todo estado final de T'[|)]|() é um estado de falha e portanto I ndo possui ACUNh-
unificador, pois casos contrdrio se existe ¢ ACUNh-unificador de T, pelo Teorema 3.5 da completude
de Jxorn existe op € L = § uma contradi¢do. Portanto I ndo possui ACUNh-unificadores, pois
T ndo possui ACUNh-unificadores e é uma extensdo conservativa de IV, e dessa forma I" também néo
possui ACUNh-unificadores pois IV é sua forma padronizada. Entdo por vacuidade L=0éum conjunto
completo de ACUNh-unificadores de I'.

Se L # () entdo pelo Teorema 3.4 da corre¢do de Jxorn, para cada o € E, o é¢ um ACUNh-
unificador de T idempotente e pelo Teorema 3.5 da completude de Jxorn, para cada ¢ ACUNh-
unificador de T’ existe uma substituicio o € L tal que U’Var(f) Sen QS\VM(f), equivalentemente, L
€ um conjunto completo de ACUNh-unificadores de T. Entdo ' é uma extensdo conservativa de I e L é
um conjunto completo de ACUNh-unificadores para f, entdo pela Proposicao 1.6 encontrada na pagina
32, temos que o conjunto L := {o|ye.v) |0 € f} ¢ um conjunto completo de ACUNh-unificadores

para I/, equivalentemente, L é um conjunto completo de ACUNh-unificadores de T". 0
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Corolario 3.3. Seja I" problema de X OR/X O Rh-unificacdo elementar com constantes, entdo existe

um conjunto, unitdrio ou vazio, L que é um conjunto completo de X OR/X O Rh-unificadores de T

Demonstragdo. A prova é bem simples, como I' € um problema de X OR/X O Rh-unifica¢do elemen-
tar com constantes, e portanto os tnicos simbolos de fungdo ndo constantes que ocorrem em I' sdo
@ /@, h, portanto nao é possivel aplicar nenhuma regra N-decomposigdo, sobrando apenas as regras de-
terministicas, isto €, existe apenas um tnico estado final obtido no algoritmo Jxorp, sendo L conjunto

completo de ACUNh-unificadores de I, entdo L = () ou L € unitario. O
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Capitulo 4

Unificacao Assimétrica

Iremos abordar o problema de encontrar um conjunto completo de unificadores C para o problema de E’-
unificagdo s :E, t com ¢t em sua forma normal com relacdo a —x g, tal que paratodo o € C, so =g to
e to estd em sua forma normal onde (X%, R, E) é uma decomposi¢do de E’. Um novo paradigma de
unificacdo surge para comportar essas técnicas utilizadas em ferramentas de andlise de protocolos de

criptografia que aplicam unificacdo médulo teorias equacionais. A unificagdo assimétrica se baseia em:

e Decomposi¢io (X, R, F) de uma teoria equacional em £’ = E”UE, onde € possivel orientar

cada equagdo de E”, obtendo o sistema de reescrita R convergente médulo .

e Reducio de I um problema de E’-unificagio em um conjunto de problemas s =’ ¢ onde o termo

té R, E- irredutivel e se o é um unificador de s =’ t, to é R, E- irredutivel.

Intuitivamente, um problema de unificagdo assimétrica I' € um problema de unificag@o sobre as for-
mas normais de cada equagdo em I' com relacdo ao sistema reescrita da decomposi¢do, e os unificadores
assimétricos de I' sdo unificadores de I', que quando aplicados na forma normal do lado direito de cada
equagdo em I', mantém-se em sua forma normal.

Neste capitulo vamos apresentar o estudo desenvolvido por Liu em [18] para computar um conjunto
de ACUN-unificadores assimétricos, para I' um problema de ACUN-unificacao, a partir de um conjunto
completo de ACUN-unificadores padrdes de I', obtido pelo algoritmo [Jx gy descrito na secdo 3.2 do
capitulo 3. Mais especificamente, dado um conjunto de equacgdes I' e um ACUN-unificador padrdo o de

I', vamos construir um conjunto L, de ACUN-unificadores assimétricos que sdo instancias de o. Para
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isto apresentaremos o algoritmo 74 xo que retorna uma lista de E’-unificadores de unificadores L, para
um dado problema de F’-unificac@o.
Dada uma decomposi¢do (X, R, E) da teoria equacional E’ e um problema de E’-unifica¢do as-

simétrical’ = {t; =’ t1,...,t, =' 1.}, 0 algoritmo consiste dos seguintes passos:

1. Computar um conjunto completo e finito Ug (I") de E’-unificadores de I', usando um algoritmo de

unificagdo finitdria para E’. Se g/ (T") for vazio, entdo ndo ha E’-unificadores assimétricos de T

- 75 £ 4
2. Para cada 0 € Ug/(I"), deve-se verificar para cada t; =" t; € I, se o termo (¢; |r g)o estd em
sua forma normal. Todos os unificadores que cumprirem as condi¢des acimas serdo unificadores

assimétricos.

3. Se existir uma substituicio o € Up/(T) tal que para algum problema de unificacio t; =" t; €T,
o termo ( f, Ir,E)o ndo estd em sua forma normal, entdo devemos computar um RUE-unificador

assimétrico equivalente a o se possivel.

4. Se ambos os passos anteriores falharem, implica que cada unificador ¢ de I' e seus equivalentes,
ndo sdo unificadores assimétricos de I' em sua forma geral. Porém podemos obter instincias de
o, que ndo equivalentes a o, que sdo unificadores assimétricos, obtidos por instanciar varidveis
apropriadas em o. Este passo € muito custoso, entdo devera ser utilizado em ultimo caso. Para

cada tal instancia obtida dessa forma, devera ser repetido os passos (2) e (3).

Agora iremos aplicar essa abordagem para a teoria equacional ACUN, os passos (1) e (2) consistem
em verificar se dentre os ACUN-unificadores padrdes de I' existem ACUN-unificadores assimétricos
equivalentes a cada um deles.

A partir disso iremos desenvolver um método para obter um ACUN-unificador assimétrico a partir

de um ACUN-unificador padréo.

4.1 Preliminares

Sejam ¥ uma assinatura ¢ E' um conjunto de Y-identidades. Suponha que £’ = E”UFE e que exista
um sistema de reescrita R para E”, de tal forma que (X, R, E') é uma decomposicdo de E’, que even-

tualmente denotaremos E’ pela unido RUE. As defini¢des a seguir fazem uso da Defini¢do 1.38 de
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decomposi¢do de uma teoria equacional, denotaremos por simplicidade, a relagdo —x g da decomposi¢ao

(3,R,E) por — .

Definicdo 4.1 (Unificador Padrio). Sejam E' um conjunto de 3-identidades tal que (X, R, E) é uma
decomposi¢io de E' e T' = {t; =T H, .t =" tAn} um conjunto de equacdes. Uma substituicdo
o é um E'-unificador padrio de T' se, e somente se, para cada equacdo t; =" t; € T, tem-se que

(t; Vo V=5 (& Lo L.

Teorema 4.1. Seja I" um problema de ACU N h-unificacdo e — a relagdo de reescrita ACU N h médulo
AC. o é um ACU N h-unificador de T se, e somente se, o é um ACU N h-unificador padrdo de T'.

Demonstragdo. Este teorema é uma consequéncia direta da Proposicdo 2.2 O

A defini¢do a seguir trata do caso em que para cada equagdo t; =" t; € T, tem-se que, (73 1o é

irredutivel, e o um unificador padrdo de I'.

2

Defini¢do 4.2 (Unificacdo Assimétrica). Sejam E’ um conjunto de Y-identidades tal que (X, R, E) é
uma decomposicio de E' e T' = {t; =" 1,...,t, =" tn} um problema de E'-unificacdo e o um E'-
unificador padrdo de T'. Dizemos que o é um E’-unificador assimétrico de I se, e somente se, para cada
equagdo t; =" t; € T tem-se que (t; [)o |=p (t; |)o. Um conjunto U Ag: (") é um conjunto completo

de E'-unificadores assimétricos de T', desde que possua as propriedades abaixo:
(i) Vo € UAE(T), o é um E'-unificador assimétrico idempotente de T.
(it) Para todo E'-unificador assimétrico § de T, 30 € UAE: (). 0lyerr) SE Olvar():

Notacdo: I' = {t; =} #y,...,t, =* 1, } denota um problema de unificacdo assimétrica.
Na sequéncia, a menos que seja dito o contrario, em cada equagio t; =" t; de T o lado direito estd

em sua forma normal, isto €, ¢; € irredutivel w.r.t R.

Exemplo 4.1. SejaT = {f(y ® a) =t f(x @ 2)} um problema de ACU N -unificacéo, pelo algoritmo
JxoRrn temos o E-unificador mais geral 0 = {x — v ® z,y — v ® a} de T, porém f(x @ z)o =
flxo @ zo) = f(v® 2z @ z), que é redutivel no sistema de reescrita Rq modulo AC.

Mas fazendo 0 = {v — V' @ z} e aplicando em o e normalizando sua imagem, obtemos o0 =

{zdv,y—1®zPa}.
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Entdo o6 é um ACU N -unificador de T com f(x @ z)o0 = f(v' @ z), que estd em sua forma normal
com relagcdo ao sistema de reescrita Rg mddulo AC. Portanto o6 é um ACU N -unificador assimétrico

deT.

4.2 Unificacao assimétrica médulo ACUN

Nesta secdo vamos apresentar um método para solubilidade de problemas para ACUN-unificacdo as-
simétrica, desenvolvido por Liu em [18], para isso dado uma assinatura > O Yxog utilizaremos a
decomposi¢io (X, Rq, AC) da teoria equacional ACUN, apresentada no capitulo 2. Neste capitulo uti-
lizaremos a teoria equacional ACUN, a menos que mencionado o contrdrio, entdo quando relacionado
com a teoria equacional ACUN mencionaremos apenas unificacfo, unificador assimétrico, unificador,

etc.

Definicao 4.3 (Termo Simples, Termo Soma). Seja s um termo, s é dito um termo soma se, e somente se,
existemn € N e termos t1, ...ty tais que s |=1t1 @ ... D t,, onden > 2 e para todoi € {1,...,n}
tem-se que raiz(t;) # @, caso contrdrio s é dito termo simples. Diremos que um termo simples t €g, S

se, e somente se, S estd em sua forma normal e S =c t ® S', isto é, t é um dtomo de S.

Definicao 4.4 (Restri¢do). Uma restri¢do é um par da forma (v, s) onde v é uma varidvel e s é um termo

simples.

Definicao 4.5. Dado um conjunto de restricoes e uma substituicdo 0, define-se o conjunto Y0 da seguinte

forma
Y0 = {(v1,8101),...,(vn,sn0 1)}

Caso s;0 | ndo seja um termo simples, isto é, s;0 =0 t1 D ... D t, com t; termo simples para cada

i =1,...,n. Entdo substituimos o par (vi,t1 @ ... ® ty,) pelos pares (v, t1), ..., (vi,t,) em T6.
Notacoes:
e TU{(v,5)} =TU(v,s)
o« T2 = {(y.t) €T |y £ 0} U{(@.1) | (v,t) € T}
o (2] = (x[5])[52
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o Y ] = T U TR U T

v1? va? V1,v2 V1,02

e Var(T) := U {v}UVar(t)
(v,t)eY

Defini¢ao 4.6 (Conjunto de inequagdes). Seja A um conjunto de pares (s,t), onde raiz(s) = raiz(t)
(sl ®t]) |l #£4 0, é chamado de conjunto de inequagdes. Sejam A = {(s1,t1),...,(Sn,tn)} € 0
uma substituicdo, entdo definimos,

AO={(510 1,110 1), ..., (520 L, 10 1)}

Notacdo: Var(A) := U (Var(s) U Var(t))
(s,t)eA

Definicao 4.7 (Violacdo, Satisfacdo). Sejam Y um conjunto de restricdes, A um conjunto de inequacoes

e 0 uma substituicdo.

i) Dizemos que o viola (v, s) € T se, e somente se, possui as seguintes propriedades

o vo l#ac 0eso l#ac 0.

e vo | ®s o | é redutivel.

Caso contrdrio é dito que o satisfaz (v, s). Uma substituicdo o satisfaz Y se, e somente se, o

satisfaz todo (s,t) € Y.

ii) Dizemos que o viola (s,t) € A se, e somente se, (so | @ to |) | =ac 0, caso contrdrio, dizemos

que o satisfaz (s, t). Uma substitui¢do o satisfaz A se, e somente se, o satisfaz todo (s,t) € A.

Definicao 4.8 (Varidveis originais, Varidveis suporte). Seja I' um problema de unificacdo assimétrica.
As varidveis que ocorrem em 1" serdo chamadas de varidveis originais e as que ndo ocorrem em I' de

variaveis suporte.

Definicao 4.9 (Conflito). Seja o um unificador de 1 e s,t termos simples. Dizemos que uma varidvel

original x estd em conflito com o termo simples t em o, desde que as seguintes condicdes se cumpram:
(i) Existe uma designagdo [z — t ®T] € o.
(ii) Existe u =% v[z @ s], € T, com p € Pos(v).
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(iii) so l=ac t® S, onde S é um termo que pode ser vazio.

Observacao 4.1. Observe que na definicdo de conflito, a partir do item (iii) obtemos uoc = sc (vo)[xo®

solp =ac (vo)[t ®t @ S]p, que é redutivel.

Definicao 4.10 (Znstancia de (I', o, T, A)). Sejam I' um problema de unificagcdo assimétrica, o um uni-
ficador de T, T um conjunto de restricoes e A um conjunto de inequagdes. Dada uma substitui¢do 9,

dizemos que 6 € Asym(T,0,Y, A) se, e somente se,
(i) 0 é um unificador assimétrico de I.
(ii) 30 substituicdo. § = 00|ya(r)-

(iii) o6 satisfaz Y6 e A6.

O conjunto Inst(I', 0, T, A) é o conjunto das substituicbes § € Asym(I',o, T, 0) tais que § = 00|yq, ()

e 06 é idempotente.

Vamos provar algumas proposicdes que utilizaremos para provar que o algoritmo € correto e com-
pleto, dizendo exatamente que € suficiente considerarmos apenas substitui¢des idempotentes, sem perder

a generalidade das solugdes.

Proposi¢io 4.1. Seja 6 € Inst(T',0,T,A) onde 6 = 00|yar(ry € 00 é idempotente. Se Var(Y) N

Dom(o) = 0 entdo, o satisfaz Y.

Demonstrag¢do. Suponha Y e 0 como na hipétese entdo, para cada (v,t) € T tem-se que to = t, assim
podemos concluir que Yo = 6.

Como ¢ € Znst(I',0,T, A), entdo existe ¢ tal que § = 00|y, (1), o0 € idempotente e satisfaz Y6.
Queremos provar que o6 satisfaz T, entdo se vaf |=4¢ 0 ou tof |=4¢c 0 pela definicdo de violagao,
temos que o6 satisfaz (v,t) € T.

Suponha que vof |# ¢ 0 e tof |# ¢ 0 entdo basta provar que vof | Gtof | € irredutivel.

Entdo, para cada (v,t) € Y existe n > 1 e termos simples t1, ..., t, taisque tod =40 t1D...Dty,
e portanto (v,t;) € Yo# = Y6 para cadai € {1,...,n}. Como of é idempotente e Var(t;) C

Var(to) temos t;06 = t;.
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De fato, como tof |# 0, temos que cada t; # 0 e como o6 satisfaz Yo, por hipdtese temos que
vol | @ t;o0 | éirredutivel. Porém t;060 = t;, assim para cadai € {1,...,n}, vof | ®t; é irredutivel,
e portanto, vof | ®t1 B ... D t, =40 vobd | @ toh | € irredutivel. Portando conclui-se que em todos

os casos o6 satisfaz (v,t) € T entdo provamos que o6 satisfaz Y. O

Proposicdo 4.2. Seja 6 € Inst(l',0,T,A) onde § = 07|yqr) € 07y € idempotente. Se Var(A) N

Dom(o) = 0 entdo, oy satisfaz A.

Demonstracdo. Sejam § e A como na hipétese. Entdo, so = s, toc =t e Aoy = A~.

Como oy satisfaz A~y entdo oy satisfaz Aoy, e como, paratodo (s,t) € A, (soy |,toy |) € Ao,
entdo (soyoy | @toyoy |) J# 0. Como o+ € idempotente, temos (soy | @toy |) |# 0, implicando
que oy satisfaz A. O

Proposicao 4.3. Seja oy um unificador assimétrico de T, idempotente que satisfaz T e A. Se Var(Y, A)N

Dom(o) = 0 entdo, 07|y r) € Inst(T, 0,1, A)

Demonstracdo. Seja oy como na hipdtese, entdo basta provar que oy satisfaz T e A~.

Tome (v,t") € YT qualquer, entdo existe (v,t) € T tal que ty l=4¢c t' & T, como por hipdtese
Var(YT,A)NDom(c) = 0 segue que to = t. Portanto toy l=ac t' ® T, e entdo Var(t') C Var(tow)
e além disso, como o+ é idempotente, temos que t'0y = t'. Se voy l=4¢c 0 ou t'oy |=4c 0 entdo
obtemos que oy satisfaz (v,t’). Suponha que voy |#g 0 e t'oy |#ac 0entdo toy |#4c 0 e como oy
satisfaz Y tem-se que voy | P toy | € irredutivel, implicando que voy | & t' @ T é irredutivel e por
conseguinte voy | @ t' € irredutivel, assim por oy |= t’' tem-se voy | @ t'oy | é irredutivel, como
queriamos demonstrar.

Tome (s,t) € A, entdo (s7,ty) € Av. Como por hipétese Var(Y, A) N Dom (o) = () temos que
so = s eto = t, implicando que soy | @ toy =40 soyoy | & toyoy | =ac syoy | ® tyoy |,
entdo (soy | @ toy |) l=ac (syoy | ©tyoy |) | e como o satisfaz A tem-se que (soy | & toy |
) 4# 0, implicando que (syo~y | @ tyoy |) L# 0. Logo o7y satisfaz A~y. O

Proposicao 4.4. Seja t um termo em sua forma normal e o um renomeamento de t entdo to estd em sua

forma normal.
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1 1

Demonstragcdo. Suponha por absurdo que tav — ¢'. Como o+ é uma substitui¢do, temos que taa™ - —
t'ae taa™! =t pelo Coroldrio 1.1.

Portanto t — ¢’a~! que é uma contradigio pois por hipétese supomos ¢ em sua forma normal.  [J

Proposicao 4.5. Sejam § uma substituicdo, oo um renomeamento de varidveis de  livreem W C Vet

um termo onde Var(t) C W. Se tSa — t' entdo t§ — t'a™ ™.

Demonstracdo. Sejam t,§, o e W como na hip6tese, como « € um renomeamento de varidveis de 9 livre
de W C V entio para todo x € Dom(§), tem-se que zdaa™t = x6.
Tome v € Var(t) \ Dom(J), entdo v € W \ Dom(J), logo v§ = v e vaa~! = v pois « € livre de

W C V. Portanto tdaa™t = t4.

1 1

Suponha que téa — ¢/, como a~! é uma substituicio temos que téaa~! — t'a~!, e o resultado

segue. O

Corolario 4.1. Sejam 6 uma substituicdo, o um renomeamento de varidveis de  liviede W CV et um

termo onde Var(t) C W. Se to estd em sua forma normal entdo td« estd em sua forma normal.
Demonstragdo. Esse corolario € a contra-positiva da Proposicdo 4.5. 0

Proposicao 4.6. Seja I um problema de unificacdo assimétrica, 6 um unificador assimétrico de T e oo um
renomeamento de varidveis de 0 livre de W C V. Se Var(I') C W entdo o é um unificador assimétrico

deT.

Demonstragdo. Tome u =+ v/ € T entdo (u })§ =ac ()4, pois § é um unificador assimétrico de T,
note que Var(u’') C Var(I') C W e pelo coroldrio 4.1 u/dc estd em sua forma normal e como dav é um

unificador de I" temos que d« € um unificador assimétrico de I'. O

Proposicao 4.7. Seja 6 um substituicdo satisfazendo Y e A, e o um renomeamento de varidveis de §

livrede W C V. Se Var(Y,A) C W entdo da satisfaz Y e A.

Demonstracdo. Tome (v,t) € Y, suponha sem perda de generalidade que vd # 0 e td # 0, como
por hipétese ¢ satisfaz T implica que (vé | ®td |) l=ac vd | ®td | entdo, (vd | @t |)a é
irredutivel e portanto (vd |)a @ (0 |)a € irredutivel. Como (v | ) = véar | e (t6 |)a = tda | entdo

véa | Gvda | € irredutivel.

119



A prova é andloga para (s,t) € A. O]
A seguinte proposicdo estabelece um critério mais simples para pertinéncia no conjunto Znst.

Proposicao 4.8. Sejam o~y uma substituicdo, Y um conjunto de restricdes, A um conjunto de inequacées
e T' um problema de unificacdo assimétrica tais que Var(Y,A) N Dom(o) = 0. Entdo o7y|yerr) €

Inst(T,0,T,A) se, e somente se, oy é um unificador assimétrico idempotente de 1" que satisfaz Y e A.

Demonstracdo. As proposicoes 4.1, 4.2 e 4.3 garante que, sob suas hipéteses que ny\VaT(p) € Inst(l',o0, T, A)

se, e somente se, oy satisfaz T e A, e a'y]v(w(p) € um unificador assimétrico idempotente de I'. [

Teorema 4.2. Sejam I', Y, A e o uma substitui¢do tais que Var(Y,A) N Dom(c) = O Se existe uma
substituicdo -y tal que oy é um unificador assimétrico de I' e o~y satisfaz T e A entdo existe o um

renomeamento de varidveis de o tal que a'ya\w,,(p) € Inst(l, o, T, A)

Demonstra¢do. Tome W := Var(I', T, A) U Dom(ov) U Var(Zm(ov)).

Supondo {z1,...,z,} = Dom(covy) N Var(Im(ovy)) e um renomeamento de variaveis o« = {x; —
Yly.oy Ty > Ypt onde {y1,...,y,} C V \ W entdo o é um renomeamento de varidveis de oy li-
vre de W, e oya € idempotente. E pelas proposi¢des 4.6 e 4.7 obtemos que oya é um unificador
assimétrico idempotente de I' que satisfaz T e A, portanto pela Proposi¢io 4.8 temos que oy, 1y €

Inst(I', o, T, A). O

Vamos mostrar agora que todo unificador assimétrico de I' que € uma instincia de ¢ € um reno-
meamento de algum 6 € Znst(T', 0,0, (), equivalentemente, é suficiente trabalharmos apenas com os

unificadores assimétricos idempotentes.

Definicao 4.11. Sejam A,B conjuntos de unificadores ', dizemos que A C, B se, e somente se, para

todo o € A, Existe o um renomeamento de varidveis de o tal que O'Oé’vmn(r) € B. Definimos, A =,

Bs AC,BeBC,A
Proposi¢io 4.9. Asym(T,0,0,0) =, Inst(T,0,0,0)

Demonstracdo. (C,) Tome § € Asym(T,0,0,0) tal que 6 = 07|var(r)- Se o7y for idempotente entdo,

pela definicio de Znst, temos 0|y qry € Znst(T', o, 0, 0).
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Suponha que oy ndo seja idempotente, entdo existem n nimero natural ndo nulo e {x1,...,x,} =
Dom(oy) N Var(Zm(ovy)).

Considere W := Var(I') U Dom(ovy) U Var(Im(ovy)), {y1,...,yn} C V ~ W e a substituigio
a = {x; — y;ili = 1,...,n}. Entdo a é um renomeamento de varidveis de o~y livre de W 2 Var(T).
Como oy € um unificador assimétrico de I" entdo, pela Proposicdo 4.6, oy € um unificador assimétrico
de T, logo dalyepry = 0v|yar(ry € Asym(T, o, 0,0). Como oya é idempotente, temos da|yqpr) €
Inst(T,o,0,0), e portanto Asym(T, o,0,0) Co Inst(T, o, 0,0).
(24) Basta tomar a identidade como renomeamento, entdo ¢ direto a prova.

Assim Asym(T, 0,0,0) =, Inst(T,0,0,0). ]

4.3 Um algoritmo para ACU N —unificacao assimétrica

Nesta secdo apresentaremos 0s algoritmo J4x o, proposto por Liu em [18] para solubilidade de proble-
mas de ACU N-unificagdo assimétrica.

Dado um problema de ACU N -unificagio assimétrica I' e 0 € Uacpyn, com Uacopy um conjunto
completo de ACU N -unificadores padroes de I, o algoritmo J4x0, computa um unificador assimétrico
para I' que é equivalente a o (se possivel), caso ndo for possivel encontrar um unificador assimétrico
equivalente a o, o algoritmo tentard encontrar um conjunto L, de unificadores assimétricos de I" que sdo
instancias de o, com a propriedade de que para todo A unificador assimétrico de I' que € instancia de o,
existe um ¢ € L, tal que 0 |Var(1") < Avarr

Jaxo consiste da aplicagdo exaustiva e consecutiva das regras Separagdo (Sep), Ramificagdo (Ram)
e Instanciagdo (Inst), que serdo descritas no decorrer desta se¢do. O algoritmo opera em triplas da forma
o||T]|A, que serdo chamadas de estados, e tais que o é um ACU N-unificador padrdo de I', T é um

conjunto de restricdes e A um conjunto de inequagdes. Denotaremos por
o|TNA =7, , o1l T1[A1 V... Vo | Thl|Ay 4.1

um passo de execugdo do algoritmo J4x0, isto €, a aplicacdo de uma das regras que compdem o al-
goritmo. Abusando da nota¢do de = ; ., na redugdo 4.1, diremos que para cada i € {1,...,n},
o|T[A =7, ., oill Till As.

Quando quisermos explicitar qual regra foi utilizada, adotaremos a relagdo =), com R € {Sep, Ram, Inst}.
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Definicao 4.12. Dado Ucyn um conjunto completo de ACUN-unificadores para I e 0 € UacuN,

definiremos um estado vélido de Jaxo por:
o o||0||0 é um estado vdlido de Jaxo, que serd chamado por estado inicial.

o o'||Y||A” é um estado vdlido se, e somente se, existe n € N tal que o'||Y’|| A’ é obtido de /0|0

por n aplicacdes das regras de inferéncia de Jaxo.

o Se o'||Y'||A” é um estado vdlido de Jaxo tal que nenhuma regra de Jaxo € aplicdavel, dizemos
que o' ||Y'||A" é um estado final, quando ¢’ for um unificador assimétrico, denotaremos o estado

final o'|| Y| A" como estado de solugdo , caso contrdrio, diremos que o' ||Y'||A’ é um estado de

falha.

4.3.1 Regrasde J1xo

Jaxo - Separacao

Separacao [Sep]: esta regra tem como objetivo retirar as varidveis originais I'm(o) e as substituir
por variaveis de suporte, pois 0 método de remover conflitos fard uso de varidveis suporte, assim com

o objetivo de ndo alterar as varidveis originais precisamos remove-las da imagem e adicioni-las ao

dominio.
Separacao:
orfa
oW sep
af||To|| A0
Condicoes:

e Existe uma designagdo [z — y® S @ T| € o onde z,y € Var(I') ey ¢ Var(S)

e 0 ={y+— v®S}ewvéuma varidvel de suporte nova.

Observacao 4.2. Os termos T,S podem ser tomados de forma conveniente, desde que assegurando as

condicdes da regra separacgio.
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Jaxo - Ramificacao

Ramificacao [Ram]: Esta regra consiste em detectar um conflito com alguma varidvel original x de
I' e tentar removeé-lo usando uma varidvel suporte. A regra de ramificacdo divide-se em trés casos,

dependendo do tipo de conflito, a dizer, ndo-varidvel, varidvel e auxiliar.

e Nao-Variavel [NRam]: Esse tipo de ramificacdo sera usado quando alguma varidvel original x

tiver um conflito com um termo s, simples e nao-variavel, em o.

Ramificacao Nao-Variavel:

o[ TA
ab|| Y020V o] T A

NRam

Condicoes:
e Existe uma designagdo [z — v @ s @ S] € o tal que v & Var(T'), x € Var(I') e v ¢ Var(s) .
e s éum termo simples, ndo-varidvel, x estd em conflito com sem o e (v,s) ¢ T.
o §={v— v @ s}ev éumavaridvel nova.

o T’:T[Z’;]U(v’,s)eT”:YU(v,s)

e Variavel [VRam]: Esta regra sera aplicada quando existir um conflito entre duas varidveis origi-
nais z e v, isto é, quando existir u = v € T, tal que = @ y é um subtermo de v e as designagdes

de z e y em o tem uma varidvel suporte em comum.

Ramificacao Variavel:

a|Y]|A
NI

VRam

Condicoes:

e Existem as designagdes [x — v; @ v; & S], [y — v; & S'] € o onde v;,v; ¢ Var(T) e

x,y € Var(T')
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Existe u =+ u/ € T onde = @ y é subtermo de v’

o (vi,v5), (vj,vi) ¢ T

—_— . / .. . / .. / / .. 3 14 ]
0 = {vi = v ® vij,vj = V; © vi;}, onde vj, v}, vi; 3o varidveis de suporte novas.

o Y/ =T[x Z—J, 2] | A{, onde o conjunto Ag ¢ definido por:

;7 U7 V5,05

AL = {(v,vi5), (), vig), (vig,0]), (03, 0), (0], 0)), (vag’, vl)}

o T =Y U{(vi,v)), (vj,v;)}

o Auxiliar: Esse tipo de ramificacdo serd utilizado quando existir um conflito entre duas varidveis
. . . . . 2 2 ?
originais z e ¢y € um termo simples s, isto €, quando x @ y é um subtermo de v parau =" v € I,

tal que xo =ac s B T e yo =ac s © T’ e portanto (z @ y)o é redutivel.

Ramiificacao Auxiliar:

| T]|A
RSN

ARam

Condicoes:

e Existem designacdes [y — v ® S'], [t — v ® s® S| € 0 onde v € Var(T') e z,y € Var(T)

s é um termo simples e ndo-varidvel onde v ¢ Var(s)

Existe uma equacio assimétrica v =+ u' € T onde x @ y é subtermo de /.

o (v,8)¢7T

0 = {v+— v @& s} onde, v é uma varidvel de suporte nova.

o T =T[Y]e Y =TU(v,s)
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Observacao 4.3. Note que para a regra ramificacdo hd vdrias possiveis escolhas de varidveis suporte v
na designacdo do x € Dom(o), entdo o ramo a esquerda é definido pela escolha da varidvel suporte, e
o lado direito é eliminar a escolha da varidvel suporte no ramo. A ramificacio varidvel e a ramificagdo

auxiliar ndo eliminam o conflito, apenas preparam o para a regra de instanciagao.

Exemplo 4.2. Sejal' = {y®z =t 2D a, y®a®b =" w D a @y} um problema de unificagio
de unificacdo assimétrica. Observe que ao aplicar o algoritmo Jxorp sobre I', obtemos o seguinte
unificador padrdo: 0 = {x — y® a® z,w — b}. Pelos teoremas de correcdo e completude de JxoRh,
o € um unificador idempotente e mais geral de I'. Porém o ndo é um unificador assimétrico de T, pois
y®z=trzdacTl exoc=sca® (y® z) entdo x tem um conflito com a em o.

Vamos aplicar as regras de [Sep] e [Ram] sobre o estado inicial o||0||() para tentar transformar o

em um unificador assimétrico de T'.

1. o||0]|0: como existem y, z varidveis originais na designacdo [z — y®a®z| € o, entdo aplicando
[Sep] duas vezes obtemos: o||(]|( :%ep a2||0|0 com, o3 = {x +— v1 B a ® ve,y — v,z —

v, w — b}

2. 02]|0]|0: como x estd em conflito com a em o9, e v é uma varidvel suporte na designagdo [x —
v1 & a @ va] € o9, podemos aplicar [NRam], obtendo: o2 0||0 =y gum 03101/ Ts V 02|05,
com Y3 ={(vi,a)}, T)={(v1,a)}, 03 = 0203 L e O3 = {v1 — V| D a} eos =o0903 |= {2 —

V] D g,y — V] B a,v1 = V] B a,z > v, w > b

3. o3||0||Y3: note que y dad b =t wdadyeTeyos =aca® v}, logo y tem um conflito com a
em o3, porém a unica varidvel suporte na designagdo [y — v} @ a] € o3 é v]. Como (v},a) € T3,
ndo é possivel aplicar [Sep] ou [Ram]. Mais ainda o3||0|| T3 € um estado final e y tem um conflito

com o3, entdo o3 ndo é um unificador asimétrico de I'.

4. 09||0|| Yy x tem um conflito com a em o2 e (v1,a) € Y%, portanto ndo podemos aplicar [NRam]
com a varidvel suporte vy, mas podemos aplicar com a varidvel suporte vo. Entdo, o2||0|| Y5 =y ram
a3ll0ITs V o205 com Ty = {(v1,a), (v, a)}, T3 = {(v1,a), (v2,a)}, 03 = 0263 | e

04 = {va —» vy @ a} oh = {x— v Bvh,y— v,z vhDa,w— b}
5. o401ty
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Note que o’ é um unificador assimétrico de T, bastando testar o lado direito em cada equagdo em
T, de fato,
o (xd®a)ohy=viDVyda
e (Whady)os=bBaduv
6. 02]|0||Y5: Note que = tem um conflito com a em o9, porém (v1,a), (v2,a) € Y4 e portanto ndo

é possivel aplicar a regra ramificacdo nao variavel. Mais ainda ndo é possivel aplicar nenhuma

regra e portanto o9||(0|| Y} é um estado final

Representando essas aplicacées de regras como uma drvore de estados, obtemos a seguinte drvore. Os

estados colorido sdo estados finais, em vermelho os estados de falha e os azuis os estados de solugdo.

cl|0]|0]
QHSep
a2|0]|0
N Ram
N Ram
o303 o2 [|0]1T5
N Ram
N Ram
o5 || 0[5 o2 |07

Instanciacao (Inst): Estas regras serdo utilizadas apenas quando ndo for possivel mais aplicar as regras
de ramificacdo e separagdo. O principal objetivo desta regra é remover conflitos entre termos simples s, ¢
que sdo AC'U N -unificaveis e remover variaveis suporte que estdo em conflito. Esta regra é dividida em

duas:

e Decomposicao: Esta regra serd utilizada quando houver conflitos entre termos simples s, ¢ que
tem o mesmo simbolo raiz, resultando em um conjunto completo L de unificadores para s =’
t(Algoritmo Capitulo 3) Para cada unificador € € L € criado um novo ramo, tornando esta regra

ndo deterministica em relacdo as ramificacdes.
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Decomposicao:

o[ TIA
Viey aillTill AV o T[] A]

Dec

Condicoes:

e Existe a designagdo [z — s @t @ S] € o, onde s, t sdo termos simples, ndo-varidveis com

raiz(s) = raiz(t)

x tem um conflito com sem I' e (s,t) ¢ A

{61, ...,0,} é um conjunto completo de ACUN-unificadores da equagio s ="t
e 0,:=00;,T;:=Y0;e A, := Af; paracadai € {1,...,n}

o A'=AU(s,t)

e Eliminacdo: Esta regra sera utilizada quando houver conflitos entre varidveis z,y € Var(T') e

uma variavel suporte v, simplesmente instanciando v para 0.

Eliminacao

ol TA

o0 TO[AG

Condicoes:
e Existe designacdes [z — v @ S|, [y = v® S'] € 0.
e S, 5’ sdo termos ndo vazios € v € uma variavel suporte.
e Existe a equaciio u =% v’ € I, tal que x @ y é subtermo de v'.

o 0={v— 0}

Vamos definir agora o algoritmo [Jaxo para as etapas (3) e (4) que descrevemos na introdugdo
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deste capitulo. Para isso utilizaremos uma pilha ! Ppara corrigir o problema da regra de inferéncia
decomposicdo ser nao deterministica na quantidade de ramos gerados. Uma lista L serd utilizada para

armazenar os estados finais relevantes, isto é, os estados finais que tem Znst ndo vazio.

Algoritmo 2: Jaxo

Data: Um problema de unificagdo I, um estado inicial 7||()||() sobre T’
Result: Lista L de estados finais de I

1 inicializagdo: P <— new pilha(), L <— new Lista();

P.push(a||0)|0);

3 while P # () do

[

s | olTIa « Ppop();
s | iol|TIA =, V', oil|Ti]A, then

6 for i=1...ndo

. | Ppush(oi][ T4 A):

8 end

9 else

10 if Para cada v =% v’ € T, v'c é irredutivel then
" | L.add(o]|Y]2)

12 end

13 end

14 end

15 return L

Vamos enunciar o seguinte teorema da terminacao deste algoritmo, pela sua complexidade técnica

decidimos por apenas citar a demonstracdo que foi realizada Liu [18].

Teorema 4.3 (Terminacdo de Jaxo). Jaxo € terminante, isto é, em algum momento de sua execu¢do

a pilha P tem apenas estados finais.

Demonstracdo. Liu em sua tese [18], constréi uma medida p dos estados vdlidos de J4xo para N6, em
que a cada aplicagdo de uma regra de inferéncia de J4xo a medida u decresce com relacdo a relagdo

noetheriana >;., de NS,

"Método First-in Last-out para insercio e remogao na pilha P
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Para as regras decomposigdo e ramificacdo varidvel a prova em que a medida decresce tem um grau

elevado de complexidade. ]

Teorema 4.4 (Corre¢do de Jaxo). Se L := Jaxo(T', o||0]|0) entdo para cada o;||Y;||A; € L temos

que o; é um ACUN-unificador assimétrico de I' que é uma instdncia de o.

Demonstracdo. A prova segue dos resultados estabelecidos no capitulo 5 e do algoritmo J4xo, pois
escolhemos apenas os estados que o; € um ACUN-unificador assimétrico, e o; é uma instancia de o pela

defini¢do das regras de inferéncia de Jaxo. ]

Teorema 4.5 (Completude de Jaxo0). Se L := {o;||T:||A:} = Taxo(L,a||0||0) e § um unificador

assimétrico de T' que é uma instdncia de o entdo existe um estado o;||Y;||A; € L tal que oilyarry So

S|var(r)
Demonstragdo. A prova completa estd no capitulo 5. 0

Exemplo 4.3. Vamos aplicar o algoritmo Jaxo no problema T' com um ACUN-mgu o obtido pelo
algoritmo Jxopn, isto é, T = {x®y®z =t a, 002 =t 1@ z,0Pa =t 2D a,a® f(b) =t wd f(y)}
emqueo ={x—ydzda,w—ad f(b) D f(y)}. Assim obtemos o estado inicial, o||0||0.

1. ||0]|0: observe que z é uma varidvel original e z €4 xo, aplicando regra [Sep] com 61 = {z — v},
obtemos o1||T1||A1, com Y1 =0, Ay =0e 01y =0t ={z— 1 dydaz — v,w

a® f(b) @ f(y)}
o|010] Z2 o [10)10

2. 01]|0)|0: z €g w01 e z uma varidvel original, entdo de forma andloga ao item 2 temos, To = ),

Ay =0e oof{x—v1 BvaDa,z— v,y va,w f(b)® f(va)}. Logo,

o1 (1010 Z 5 0]]0

3. o2||0||0: = tem um conflito com a em o4, pois a equacdo rHa =t ax@a el exoy =ac a® (v1 Dvg),

entdo vamos aplicar a regra [NRam] escolhendo a varidvel suporte v| e 0% = {v1 — v3 @ a},
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obtendo dois estados o3| TA||AL e 03||Y3||AS com, Y5 = {(vs,a)}, AL =0, T2 = {(v1,a)},

A2 =0,03=09e¢

031,2020%:{xb—M}g@vg,zHvg@a,ybﬁvz,w»%a@f(b)@f(vg)}

a2||0][0]

N Ram
N Ram

a5/ T5]10 o2 T5]|0

Vamos colocar o5|| Y30 na pilha P, isto é, P = {o2|| 3|0}

4. og|IT30|0:
Comor@®z=tzdzeclelr— va®ugl,[z = va] € 0e (v2,v3) ¢ YTi podemos aplicar
a regra ramificagio varidvel, com 0} = {vo — v} @ va3,v3 > v} @ va3}, obtendo dois estados
o | TiIAL oFITTAS.
Assim, T = T30} = {(v4,a), (vas, a)} U A3, T3 = {(v1,a), (va, v3), (v3,v2)}, AL = 0, A3 =0,

2 1
03 =0} eo} = oib}

i ={z = vy D vy, 2 v vz ®a,y > vh D vz, w i a® fF(b) D f(vh D vz}
o3 l) =" o3|
Vamos colocar o3||Y%||0 na pilha, e portanto temos, P = {o}|| 3|0, 2| Y2||0}
5. odIT o
Observe que ndo é possivel mais aplicar nenhuma regra de ramificacio e portanto podemos aplicar
a regra decomposicio pois a @ f(b) =4 w @ f(y) € T com f(y)ol = f(vh @ ve3) e portanto w
tem um conflito com f(vh @ va3) em o). Seja 02 = {vh — vog ® b}, 6 é um ACUN-unificador mais

geral de f(b) =7 f(vh @ va3). Obtemos dois novos estados, o||YL||0, 02| Y2||A2, com o} = o163,

of = o, A3 = {f(b) # f(vy B vas)}, T3 =The,

/ /
) ) ) 7b )
1 rlgl (v3,a)  (v23,a) (vh,va3) (v23,b)  (v23,v23) @)

(vh,v3)  (v5,b)  (vy,ve3) (v5,v23) (v23,05)

or ={x > V5 Dz Db,y — b,z 5 D D a,w — a}
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o[ 751/0]

Dec
Dec

o5 [ 75110 ;[ TlIAZ

Obtendo a pilha P = {0} || T1[|AZ, 03|30, 02| Y510}

6. ai||Ti|0: vamos aplicar inica regra possivel [Elim] sobre a varidvel v}, logo sendo 0 = {v} — 0}

temos og = 0%96, Te = Té@@; e o estado o¢|| T ||0, entdo:o06 = {x — vog B b,z — Vo3 & a,y
bywr a}e

(v3,a) (vas,a) (v5,v23) (v2s,b)  (va3, v23)

(v3,0)  (v3,0) (vs,v23) (v3,v23)  (v23,0)

Eli
Logo, O'%”T%H@ = o6 || Tel|0.

Tomando o7 = {x +— b,z a,y — b,w — a} e

T, - (vg,a) (v2z,a) (v5,0) (va3,b) (v23,0)
2

5
(U ) 0) (’Ué, b) (Ué, 0) (’Uév 0) (7}23’ 0)

obtemos, o o ||0] 222 57| 7|0

Ainda temos a pilha P = {0} || T{|| A2, 03| T3]0, 02| T3||0}, esses estados da pilha podem ainda gerar
novos estados de solugdo.
Observe que de fato oy é idempotente e um unificador assimétrico de 1" que ndo é equivalente a o

pois usamos as regras de decomposicio e a eliminagdo
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Capitulo 5

Correcao e Completude de 74 x

Este capitulo consiste de demonstracdes de lemas e proposi¢des técnicas necessarias para prova de
corre¢do e completude do algoritmo 74 xo. Muitas dessas provas sdo inéditas e/ou alternativas as provas

abordadas em [18].

5.1 Idempoténcia das Solucoes e Regularidade dos Estados Validos de
Jaxo

Nesta secdo provaremos resultados importantes sobre os estados validos de J4xo para um problema
de ACUN-unificacdo I, dentre eles, garantir que cada estado vélido o||T||A, o seja idempotente e
Dom(o) N Var(T,A) = 0, pois precisamos que as solu¢des de J4xo sejam idempotentes e para pro-
varmos a corre¢ao e completude, iremos utilizar o Teorema 4.2, que € uma simplifica¢do para pertinéncia

no conjunto Znst.
Lema 5.1. Seja o|| || A um estado vdlido de Jax 0.
1. Se o||T[|A =g, 00||TO||Ab entdo olyerr) Rac T0|var(r)-
2. Seo||T||A =g, 00| Y| A0 e o for idempotente entdo o0 é idempotente.

Demonstragdo. 1. Porhipétese, = {y — v® S}, onde v é uma varidvel nova. Defina a substitui¢io

« da seguinte forma: o := {v — y & S}.
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Observe que fay ) = idy, jé que para uma varidvel w ¢ {y, v} temos que wla |= w e para y
temos yha L=sc (v S)a d=ac (y & S & ) 1= .
Logo, por v ser uma varidavel nova, obtemos que v ¢ Var(Zm(o)) e entdo, para todo x € Var(I")

temos zofa |=4c o |. Assim 00|y, ) Sac lyar(r). donde segue que olya ) ~ac

~

0| yar(r)-
2. Por hipétese = {y — v & S} onde v é uma varidvel nova. Vamos mostrar que o6 = 0o6:

e Tome w € V \ {y}, entdo wf = w, ou ainda, whcoh = wob.

e Para y temos: yfof = (v @ S)oh = vobh & Sof.
Como o € idempotente e .S é um subtermo de zo € Zm(o) temos So = S. Pelas condigdes
da regra de separag¢@o:v é uma varidvel nova, o que implica que vof = v; e y ¢ Var(S) o

que implica que S = S. Assim ydof = v & S = yob,

Logo, ofc = oo = 0.

O
Lema 5.2. Seja o||Y||A um estado vdlido.
1. Se o|| YA =y pam o0 YOI A0V || T7||A entdo olyarr) ®ac 00lvarr).
2. Se o||TI|A =y pam 00| Y'0|AOV o||Y"||A e o for idempotente entdo o6 é idempotente.
Demonstragdo. 1. Por hipétese, = {v — v/ @ s}, onde v’ € uma varidvel nova em o|| T||A. Defina

a = {v' = v @ S}. Analogamente ao Lema 5.1, pode-se provar que 00|y, ) Ac |var(r)-

2. Por hipétese, 0 = {v — v’ @ s}, onde v’ é uma varidvel nova em o|Y||A. Vamos provar que
0o = 0.

De fato, como v ¢ Var(s), o é idempotente e v, s sdo subtermos de xo € Var(Im(o)) e v’ é
uma varidvel nova, obtemos: v8of |= (v ® s)of |=1v'00 & s06 = v’ & s = vol.

Para qualquer outra variavel w # v obtemos wf = w e entdo whol = wob.

Logo, para w uma varidvel qualquer temos que wofof = woof = wob, e o resultado segue.
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Lema 5.3. Seja o|| || A um estado vdlido de Jaxo
1. Se o||TI|A =y gam oOITOAON o[ YA, entdo ofyarr) *ac o0lvar(r).
2. Se o||TI|A = gum ONY'0[|AON o||Y"||A e o é idempotente entio o6 é idempotente.

Demonstragdo. 1. Por hipétese, 0 = {v; — v} @ v12,v2 — v @ v12}. Considere a substitui¢do
a:={vi—v® : tdo o = {v] :
= {v] 1 D vi2, vy — v2 B vig}, entdo b = {v] — vy B vi2, V) — v2 B vi2}.
Como v}, vh, v}, sdo varidveis novas, para cada w € Var(T'), tem-se que v}, vy, vy ¢ Var(wo),

o que implica que woba |=ac wo |. Assim obtemos 00|y a1y 2ac O |yar(r)-

2. Por hipétese, 0 = {v; + v] @ v12,v9 > v & v12}. Vamos mostrar que o = ob:

z

Por hipétese o é idempotente, v1,ve € Var(Im(o)) e v}, vh, vi2 sdo varidveis novas entdo

v, vh, v12 ¢ Dom(o). Observe que
01006 |= (v] B v12)0l = V] B vz = v10 |=v100 |
’1)2909 i,: (U/Q S5 ’1)12)09 \L: 1}/2 D vig = ’1)29 \L: 1}209 \L

Seja w # w1, vy uma varidvel, entdo wé = w, o que implica que, whoh = waof e o resultado

segue.
]
Lema54. I Sec||T|A =g, 00l Y'0|A0V o||Y"||A entdo olyerry Rac 00|varr).-
2. Se o||T[|A = guus 0N Y'O||AO V o|| Y ||A e o for idempotente entdo o6 é idempotente.
Demonstracdo. Andlogo ao caso da ramificacdo ndo varidvel. O

Lema 5.5. Se o||Y|A = .. Vie, oillTil|A;V o||T||A" e o é idempotente entio, para cada i €

{1,...,n} tem-se que o; é idempotente.

Demonstracédo. Seja {01, ...,60,} um conjunto completo de ACU N -unificadores de s =" ¢, podemos
supor sem perda de generalidade que, paracada i € {1,...,n} temos que Var(Zm(6;)) N Dom(c) = 0.

Vamos mostrar que x6;06; = xo0; |:
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e Tome =z € Dom(#;). Como Dom(6;) C Var(s) U Var(t) C Var(Im(c)) e o é idempotente,

temos que zot; |= x0; |= x0;0 |.

Aplicando 6; de ambos os lados, temos x0;00; |= xc6;0; |, e por 6; ser idempotente, obtemos

x0;00; |= x00; |.
e se z ¢ Dom(6;) entdo z0; = x e, portanto 20,060, |= xaob; |.
Portanto 00,00, = oob; = o0;. ]
Lema 5.6. Se o||Y||A = ;. 00| YO|| A0 e o é idempotente, entio o6 é idempotente.

Demonstracdo. E trivial pois § = {v +— 0} e portanto o é a substituicdo o removendo todas as

ocorréncias da varidvel v na Zm(o), portanto o6 continua idempotente. O
Teorema 5.1 (Idempoténcia). Se o||Y||A é um estado vdlido de Jaxo entdo o é idempotente.

Demonstracdo. Vamos provar por indugdo sobre a quantidade de regras de inferéncias de J4xo que

foram utilizadas.

Hipotese de indugao: Seja 0| T||A obtido com n > 0 aplicagdes de regras de inferéncia sobre um

estado inicial, entdo o é idempotente.

Base da inducao: n = 0.

O estado inicial o||0||() é o tnico estado valido obtido por zero aplica¢des de regras de J4x o, onde
0 € Uscun e Uacu v € um conjunto completo de unificadores de I', entdo o é idempotente.
Passo Indutivo.seja o’ || Y| A" um estado valido obtido com n + 1 aplica¢des das regras de 4 xo sobre
um estado inicial. Entdo existe o||T||A obtido com n aplica¢des das regras tal que o|| T||A =,

o'[|Y'||A” e portanto, por HI, o é idempotente. Pelos Lemas 5.1 a 5.5, ¢’ é idempotente. O
Teorema 5.2 (Regularidade). Se o||Y||A € um estado vdlido de Jax o entdo Dom(o)NVar(Y,A) = (.

Demonstragdo. Como o||T||A é um estado viélido, existe um estado inicial & ||(}||() € um nimero natural

n € Ntal que 5[|0]|0 =7, ol|T[|A, vamos provar por indugdo sobre n € N.
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Hipotese de inducio: Seja o|/T||A obtido com n > 0 aplicagdes de regras de inferéncia sobre o

estado inicial o||(]|(, entdo Dom (o) N Var(Y,A) = 0.

Base da inducao: Os tnicos estados validos obtidos com 0 aplica¢des de regras sdo o estados iniciais, e
o resultado segue trivialmente.

Passo Indutivo. Suponha que &||0(|0 :}ji{o o1||T1]|A;. Portanto existe um estado o || Y||A tal que,
a0 =7, ., olITIIA =5, ., o1l T1]|A1. Por HI, Dom(o) N Var(T,A) = (). Observe que em
cada regra de inferéncia, considerando os ramos ndo triviais, temos o1 = ¢, onde 6 é uma substitui¢io
idempotente com Dom(0) C Var(Im(o)) e Var(Im(0)) N Dom (o) = 0, pois o é idempotente e as
varidveis ocorrendo em Var(Zm/(6)) sdo varidveis novas no estado o||Y||A ou sdo varidveis ocorrendo

em Var(Zm(c)), pela prépria defini¢do das regras.

Nas regras [Sep] e [Inst], temos que T1 = T e A; = Af e como:
Var(Y0) € (Var(T) \ Dom(6)) U Var(Zm(8))
Var(A§) € (Var(A) \ Dom(0)) U Var(Zm(6))
Temos as seguintes inclusdes:
Dom(c) N Var(Y0) € Dom(a8) N [(Var(T) \ Dom(6)) U Var(Im(6))]

C (Dom(o) UDom(0)) N [(Var(Y) \ Dom(0)) U Var(Im(0))]

Dom(c0) N Var(Af) C Dom(ab) N [(Var(A) \ Dom(6)) U Var(Im(0))]
C (Dom(c) UDom(0)) N [(Var(A) \ Dom(6)) U Var(Zm(6))]
Portanto unindo os conjuntos das inclusdes acima obtemos:
Dom(a0) N Var(Y0,A0) C Dom(c0) N [(Var(Y,A)\ Dom(0)) U Var(Zm(6))]
C (Dom(c) UDom(0)) N [(Var(Y,A)\ Dom(0)) UVar(Zm(9))] =0
Os ramos triviais sd30 os que o] = o, e portanto, o resultado é trivial pois T1 = YT e Ay = AU (s, t)
onde s, t sdo subtermos de algum termo de Zm/(o).
Para a regra ramificacdo a demonstracdo é analoga, com a unica diferenca que Y; tem algumas

variaveis novas.
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Lema 5.7. Seja o|| || A um estado vdlido de Jaxo. Se existiru =% u'[s®t], € T, tal que p € Pos(u'),

s, t sdo termos simples ndo varidveis onde toc =g so entdo Inst(T',o,T,A) = (.

Demonstracdo. Note que u'o é redutivel, pois so @ to é redutivel.

Tome y uma substituicdo qualquer, por s,? serem termos simples e ndo varidveis entdo so,to sdo
termos simples e ndo varidveis. Portanto (soy @ toy) l=ac (so @ to)y |= 0y = 0, isto é, soy ®
to~y é redutivel, implicando que v'o~ € redutivel, e entdo o~y nio é um unificador assimétrico de T,

equivalentemente, 0Y|yq, ) & Znst(I', 0, T, A) e assim Znst(I', 0, T, A) = 0. O
Lema 5.8. Seja o|| T||A um estado vdlido de Jaxo. Entdo o satisfaz Y e A.
Demonstracdo. Pelo Teorema 5.2 temos Dom(a) N Var(Y,A) = (.

e Tome (v,t) € T, entdo v = vo e t = to. Observe que se v = 0 ou t = 0 temos que vo = 0 ou
to = 0 e portanto o satisfaz (v,t). Suponha que v # 0 et # 0, entdo v @ t estd em sua forma

normal e portanto vo | ®to | estd em sua forma normal, obtendo que o satisfaz (v, t).

e Tome (s,t) € A, entdo temos que so = s, to = t e s @ t estd em sua forma normal e portanto

(s @t) |# 0, equivalentemente, (so @ to) |# 0 e portanto o satisfaz A.
Portanto o satisfaz T e A. O

Lema 5.9. Seja o|Y||A um estado final de Jaxo. Se o ndo é um unificador assimétrico de T satisfa-

zendo as seguintes condigdes:

1. Existe [v+— s ©T] € olyar(m)

2. Existew =% u'[x ©t], € T, onde p € Pos(u')

3. s,t sdo termos simples ndo varidveis tais que to |=4c s
Entdo valem as seguintes afirmagdes:
a. Para cadav €g T, tem-se que (v,s) € T ouv € Var(s).

b. Para cada termos simples t' €g, T tal que raiz(t') = raiz(s), entdo (s,t') € A
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Demonstra¢do. Vamos supor o como na hipétese, portanto x tem um conflito com s em o.

a. Tome v €g, T uma varidvel suporte. Suponha por absurdo que (v,s) € YT e v & Var(s) entdo
podemos aplicar a regra de inferéncia ramificacdo ndo varidvel (NRam), que € uma contradi¢cdo pois

o||T||A é um estado final de Jaxo0.

b. Tome ¢’ € T um termo simples e ndo varidvel com raiz(t') = raiz(s). Suponha por absurdo,
que (s,t') € A, entdo podemos aplicar a regra de decomposi¢do(Dec), que é uma contradigio pois

a||T||A é um estado final de Jaxo0-
O

Lema 5.10. Seja o||Y||A um estado final de Jaxo. Se o ndo é um unificador assimétrico de I satisfa-

zendo as seguintes condigoes:
1. Existem [x +— s @ T] € 0|yarn)
2. Existe u =% u'[z @ y], €T, onde p € Pos(')
3. s é um termos simples e y € Var (') tal que yo = s ® S
Entdo vale as seguintes afirmacdes:
a. Paracadav € S@ T, (v,s) € T ouv € Var(s).
b. Para cada termo simples ndo varidvel t €q, S ® T tal que raiz(t) = raiz(s), entdo (s,t) € A

c. Se s = v uma varidvel suporte entdo T é um termo vazio ou S é um termo vazio, isto é, o = v ou

Yyo = .

Demonstracdo. Vamos supor o como na hipétese, portanto x, y tem um conflito com s em o. Sem perda

de generalidade, vamos analisar apenas parav €g T' et €g T’
1. s € um termo simples nao varidvel:

a. Tome v €g T uma varidvel suporte. Suponha por absurdo que (v,s) € Y e v € Var(s) entdo
podemos aplicar a regra ramifica¢do auxiliar(ARam), que é uma contradi¢@o pois || T||A é um

estado final de J4x0.-
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b. Tomet €g T um termo simples e ndo varidvel, com raiz(t) = raiz(s). Suponha por absurdo, que
(s,t) ¢ A entdo podemos aplicar a regra decomposi¢do(Dec) que é uma contradi¢do pois o|| T||A

é um estado final de J4x0.

2. s = v é uma varidvel:
Entdo v ndo é uma varidvel original, pois caso v € Var(I') temos que é possivel aplicar a regra

separagdo, que € uma contradicio, entdo v é uma varidvel suporte.

a. Suponha por absurdo que exista uma varidvel suporte vy €g T tal que (v,v2) ¢ T e v # v, isto
é, (v,v2) ¢ YT ewv ¢ Var(vy) = {v2}. Portanto é possivel aplicar a regra ramificagdo varidvel,
que é uma contradi¢do, entdo v = vy ou (v,v2) € Y. Como v & T estd em sua forma normal,

temos que v # v logo (v, v2) € T para toda varidvel suporte vy €q, T

c. Suponha por absurdo S e 7' ndo sdo termos ndo vazios, como o|T||A é um estado final, em
particular ndo é possivel mais aplicar a regra ramificacdo. Portanto podemos aplicar a regra
instanciagdo do tipo eliminagcdo, que é uma contradicio, portanto S € um termo vazio ou 1 é

um termo vazio.

O

Lema 5.11. Seja o||Y||A um estado final de Jaxo. Se existe uma equagdo assimétrica u =+ u' € T tal

que u'c é redutivel entdo Inst(I',o,T,A) = (.

Demonstragdo. Suponha por absurdo, que exista um § € Znst(I',o, Y, A), entdo § é um unificador
assimétrico de I e existe uma substituicdo ~y tal que § = O”Y‘Var(p) com oy é idempotente satisfazendo
TeA.

Por hipétese existe u =+ «/ € T tal que «/o é redutivel, portanto existem uma posicdo p € Pos(u')
e termos simples s, s’ tais que v’ = u'[s' '], e so ® s'c é redutivel.

Como supomos que Znst(T', o, T, A) = 0, pelo Lema 5.7 temos que s ou s’ é uma varidvel, portanto

existem dois possiveis casos.

1. Se s é um termos simples ndo varidvel e s’ = & € Var(T'), entdo:

Neste caso temos u =+ [z ® s], € T, [z — t & T| € 0|ygyr) € 50 =g t. E como o ndo é
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um unificador assimétrico de I', que satisfaz as condi¢des 1, 2 e 3 do Lema 5.9, portanto vale as

afirmacdes a e b do Lema 5.9.

Note que oy € uma substitui¢ido idempotente que satisfaz T, A e o+ € um unificador assimétrico de
T, portanto xoy @ soy =g xoy @ ty é irredutivel, implicando que ty ¢4 xo7.

Porém zoy = (t @ T)y J= (ty ® T7) l= (toy ® Toy) |, e como toy ¢g xovy entdo tem que

existir algum termo simples ¢’ €4 T tal que oy |=4¢ toy @ T'. Existem dois possiveis casos:

e ¢’ = v €g T uma varidvel suporte:
Pelo Lema 5.9, (v,t) € T ouv € Var(t) e como voy =4¢ toy & T’ temos que v ¢ Var(t),
logo (v,t) € T, que é uma contradi¢do pois voy | ©to~y | é redutivel e o7y satisfaz Y.

e ¢’ é ndo varidvel: Entdo novamente pelo Lema 5.9 temos que (¢,t') € A que é uma contradi¢do

pois toy |=4c t'oy | e oy satisfaz A.

2. Se s, s’ € Var(T") de uma forma andloga obtemos que seria possivel aplicar uma das regras V Ram, ARam,

Dec ou Elim, e pelo Lema 5.10 obtemos uma contradicao.

Logo, Znst(T, o, T, A) = (. O

5.2 Correcao e Completude

Neste capitulo iremos provar primeiro que a cada aplicacdo de regras de inferéncia de J4xo sobre um
estado vilido as solugdes do estado ndo se perdem, onde se o||Y||A é um estado valido entdo dizemos

que suas solugdes sdo Znst(I', o, T, A).
Lema 5.12. Se 0| T||A =>g,, 00||T0|| A0, entdo Inst(L',0,T,A) Co Inst(T, 00,10, A)).

Demonstragdo. Suponha o||T||A =g, 0| T0||A0 entdo existe [v — y & S & T] € o com 0 =
{y — v @& S} exatamente como na defini¢@o.

Tome § € Inst(I',0, Y, A), logo existe 7y tal que 6 = ¥|yq 1), 07 € idempotente e oy satisfaz T
e A. Seja ¢ := {v— y P S} dai temos ¢ = {v — y D S}.

Afirmacio:00¢y|y\ () =ac oYW\ {0}

Como v é uma varidvel nova entdo v ¢ Var(Im(o)) entdo para todo w € V ~ {v} temos que
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v & Var(wo), assim woflp =ac wo, implicando que, woblpy =ac woy. Logo, 8¢yl (v} =ac
YW\ fv}-

Definindo por simplicidade, o1 := g6 e v := ¢, entdo pela afirmacio acima 01’71|V\{v} =AC
Y|\ fu} € por v & Var(I') temos § =ac o171 |[yar(r)-

Agora basta provarmos que o1y; satisfaz T0 e Af. No Lema 5.1, provamos que se ¢ é idempotente
entdo of é idempotente e para provarmos isso provamos que o6 = o6, entdo 0c0¢y =40 0171 =aC
o171, concluindo que, 60171 |\ (v} =ac T171[V\ {0} =AC TV (0}-

i) Sendo (u,t) € T onde t é um termo simples ndo-varidvel e uoy # 0, temos que (u,td) €
Y. Como v ¢ Var(t) e u # v entdo pelo resultado acima obtemos que, uo1y; =a¢ uoy e
tdo1y1 =ac tovy. Assim aplicando @ as partes obtemos: uoi1y; | @©tdo1yr | =ac uoy |
@toy |. Como por hipdtese, oy satisfaz T entdo uoy | Stoy | € irredutivel, entdo temos que

uoiy | ©tlory; | é irredutivel, logo 01, satisfaz (u,t0) € Y6.

1) Sendo (u,w) € T onde w é uma varidvel suporte, temos que w # y logo wf = w e portanto
(u,w) € YO. Por outro lado, v é varidvel nova, logo u # v e w # v, temos uo1y; =4ac UCy
e wo1yr =4c wory. Assim aplicando & em ambas as partes: uoi1y: | Gworyr l=ac uoy |
@Dwoy . Como por hipdtese, oy satisfaz Y temos que uoy | Gwoy | € irredutivel, implicando

que uo1y; 4 Gwoiy; | € irredutivel e portanto o1y; satisfaz (u, w) € Y6.

Assim concluimos que o;; satisfaz 16.

Tome (s,t) € Aentdo (s6,t0) € A, como v é uma varidvel nova, temos que v ¢ Var(t)UVar(s) e
portanto pela afirmagio acima, sfo1y1 =4¢ soy e tho1y1 =ac¢ toy e aplicando @ em ambas as partes
obtemos: sfo17v1 | Btlo1y1 =ac soy | Stoy |.

Por hipétese oy satisfaz A entdo (soy | @toy ) J# 0 implicando que, (sfo1y1 | ®tboivy1) L# 0.
Logo 017 satisfaz (s6,t6) € A6, por conseguinte, o1y satisfaz Af.

Entdo pelo Teorema 4.2, existe um renomeamento de varidveis « tal que
dalyarry = o171 yerry € Inst(l, 00,70, Af). E portanto Znst(I', 0, T, A) Co Inst(T, 00, Y0, Af).

O

Lema 5.13. Se o||Y||A =y ram O Y 0| A0V o||Y"||A, entdo
Inst(T,0,T,A) Co Inst(T,00,Y'0, A0) U Inst(L,o, " A)
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Demonstragdo. Tome § € Inst(I',o,YT,A), entdo § é um unificador assimétrico de I', existe uma
substitui¢do 7 tal que, § = 0¥|yqp 1) €, 07y € idempotente satisfazendo T e A.

Se oy ndo viola (v, s) entdo ¢ satisfaz Y, logo oy € Znst(T', o, Y", A), e portanto oy € Znst(T, 06, Y0, AG)U
Inst(T,o,T", A).

Suponha que oy viole (v, s) entdo, voy # 0, voy =40 § ® S e soy J=ac §'. Definindo
¢ ={v' — v @ s} entdo O = {v' — v @ s},com isso vamos provar a seguinte afirmagéo:

Afirmacio: c0dy |\ (v} =ac TV (v} € V' 000y =ac S

Como v’ é varidvel nova entdo v'o = v’ entdo temos:

v'olgry | =ac '8¢y l=ac (0B s)y |
=ac vyl @®sy ) l=ac (S @S5 @ &) l=ac S

se w # v’ entdo v/ ¢ Var(wo) entdo wob¢p =4c wo, implicando que wof¢y =sc woy. Logo
a0V {v'y = V|V v} - Tome por simplicidade o1 = ol e y1 = ¢y, entdo obtemos que 171 [\ (v} =aC
oYW\ {v'} € v'o1y1 =ac S’ Note que o € idempotente entdo of também € idempotente e o6 =4¢ o0,
por conseguinte, 00171 [\ (v} =AC TV W\ {1+

Vamos provar que o171 satisfaz Y6 e A6.

Afirmacgao: o1, satisfaz Y'6

i) Supondo que (w,t) € T, w # vet # v, entdo (w,td) € Y'6. Como woi1y; =ac woy e
tlo1y1 =ac toy entdo temos, woiy | Btlo1yr =40 woy | ®toy |, e como o7 satisfaz T

temos woy | PBtoy | irredutivel, Logo woi7y1 | Btloiy; | € irredutivel.

i1) Supondo que (v,t) € T, onde ¢ é um termo simples ndo varidvel, logo (v, t0) € Y’6.

Pela afirmagdo v'o1y1 =ac S’ e thoy1y1 =ac toy entdo basta provar S’ @ toy | € irredutivel.
De fato, por hipétese temos que o~y satisfaz YT entdo vo~y | @toy | € irredutivel e portanto,

s' @S’ @toy | éirredutive, por conseguinte, S’ @ toy | € irredutivel como queriamos demonstrar.

i7i) Supondo que (v, w) pertenga a Y com w #* v uma varidvel, entéo (v',w) € Y’6.

Como v'o1y1 l=ac S’ e wo1y1 J=ac woy |. e pela hipétese temos oy satisfaz T, entdo oy ndo
viola (v, w), isto é, voy | @woy | é irredutivel, no entanto, voy |=4¢c '@ S’. Assim concluimos

que s’ ® S’ @ wory | é irredutivel,e por conseguinte, v'o1y; | Gwoiy J=ac S’ ® woy que pelo

142



resultado acima é irredutivel, Logo v'o17v; | @woqy | € irredutivel, implicando que o171 satisfaz

(v, w).

iv) Supondo que (w,v) € T onde w é uma varidvel suporte, entdo (w,v) € T’ e (w,v'), (w,s) € Y'0e
como analisado no item anterior de forma totalmente anéloga concluimos que o171 satisfaz (w, v')

e (w,s).

v) Sendo que (v, s) € Y’ pela prépria definicdo implica que (v', s8) € Y'6. Como v'o1y1 {=ac S’

e pela afirmacdo anterior s0o17y, |=4c soy l=ac s, temos:

Vo L ®@sboiy l=ac S’ ® s =ac voy |
Assim v'o17y1 | @sfoqy | € irredutivel, e por conseguinte, o1y satisfaz (v', s6) € T'6.

Logo, pelos itens acima, fica provado que o1y, satisfaz Y’6.

Afirmacio: o1, satisfaz Af

Suponha (r,t) € A, entdo (rf,t0) € Af. Como v’ é uma varidvel nova, v’ ¢ Var(r) U Var(t), logo
obtemos que:

rfo1y1 l=ac roy | etbory l=ac toy |

Assim (rfo1y1 | @ tloiy1 1) J=ac (roy | @ toy 1) J# 0, implicando que, o1, satisfaz (r6,t0) €
Af e portanto o1y, satisfaz Af.

Assim pelas afirmagoes anteriores, 06y, = o171 satisfaz Y6 e Af, entdo pelo Teorema 4.2 existe um
renomeamento de varidveis a tal que, 01710|yer(ry € Inst(I', 00, T'0, Af). Como § =ac 0 |yerr) =Ac
0171 [Var(r)> €030 d0|yap(ry =AC 01710 ygrry € um unificador assimétrico.

Portanto temos, dc|yer(ry € Inst(T', o6, Y'6, Af), que por conseguinte,

Inst(L,0,T,A) C, Inst(T, 00,10, A0) UZInst(T,0,T U (v,s),A)

Lema 5.14. Se o||Y||A = pam 701X/ 0| A0 o|| X" || A entdo

Inst(T,o,Y,A) Co Inst(T,00,Y'0,A0) UZnst(T,0,T" A)
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Demonstragdo. Tome § € Inst(I',0,T,A), dai § = 0y|per(r) € 0y € idempotente satisfazendo TeA.
Observe que podemos supor v idempotente sem prejuizo da generalidade. De fato, sendo o um reno-
meamento das varidveis de «y livre de W = Var (') U Var(o||T||A) tal que ya é idempotente, entdo
oy« continua idempotente, pois se x € V \ Dom(a) temos zao = xo e por outro lado zao = za,
entéo para qualquer € V, oYQoYQ =40 TOYQYQ OU LOYAOTYQX =AC LOYOYQ € COMO 07y € Y $A0
idempotentes, temos royaoya =40 TOYQ.

E portanto temos oy« satisfazendo T, A e ava\v,w(p) = (504]1;("@) um unificador assimétrico de I'.

Suponha que o7y viole (v1,v2), logo vioy |=ac S ® Th e vaoy l=ac S @ T», onde T1 @ T
¢ irredutivel e S € ndo nulo. Defina a substituicdo ¢ = {v] — T1,v5 — Th,v12 — S}. Como

0 = {v1 — v] ® v12,v2 — v D vi2} entdo obtemos,
qu = {’Ul — S@Tl,’UQ — S@TQ,'Ui — Tl,’Ué — TQ,’UlQ — S}

Afirmacéio:Para todo x € V \ {v],v},v12}. x00¢y l=ac zoy |
Como que o é idempotente, vi, vy € Zm(o) e fui, vé, V19 serem variaveis novas entdo vo = v para v

= vy, g, V], V5 € v12. Temos:

e v100¢y I=g v10¢y l=p (S ®T1)y = vioyy =g vi07.

v200¢y l=ac v20¢y l=ac (S ® T2)y l=ac v207yy =ac v207.

vyolgy L=ac v10¢y l=ac T1y =ac T1.

vh00¢y l=ac 500y l=ac Toy =ac To.

v1200¢y L=ac v1200y l=ac Sv =ac S.

Para w # v1,v2, v}, v € v12 temos wldy |=ac wy | e portanto wobdy |=ac wory .
Para simplificar denotaremos o1 := o e v1 := ¢, entdo o171 = gf¢y. Como Ao = b e

fo1 = 01, entdo pela afirmagdo acima temos,

Vo e V\ {vy, vy, vi2}.2b0171 l=ac zo1y1 |

Afirmacgdo: o017, satisfaz Y'6
Sendo Y’# definido como na regra de inferéncia ramifica¢do varidvel entdo podemos separar em

vérios casos sobre os elementos de Y. Sejam v; € {v1,v2} e v € {v],v}}, w uma varidvel.
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i) Tome (w,t) € T onde w # vy,v2 et # v1,v2. Logo (w,t) € T' e (w,th) € Y'0, como tho1y
=4¢c to1y1 =ac toy e oy por hipétese satisfaz Y entdo woy | @Gtoy | € irredutivel, portanto

wo1y1 4 @thory; | € irredutivel. Assim o1y, satisfaz (w, t6) € Y'6.
i1) suponha (v;,t) € YT onde t # vy, vo, implica que (v}, t), (vi2,t) € Y e (v],10), (vi2,t0) € Y'6.
viorm L ®thory l=ac T; toy | e vigory L Sthoiy Ll=ac S @ toy |

Porém o~y por hipétese satisfaz Y e portanto v;oy | @Hto~y | é irredutivel, como v;01v1 |=ac
vioy =40 1; ® S, concluimos que T; & toy | e S @ toy | sdo irredutiveis. Entdo o;+; satisfaz

(Ulla t)’ (Uéa t)? (U127 t) € 16

i14) Suponha (w,v;) € T onde w # vy, va.

Logo (w,v;) € T e (w,v12), (w,v]) € Y'0, analogametne ao caso anterior: vo17y; | Gwhoiy l=ac

T; © woy | evigo1y1 L @wloiyr l=ac S @ woy |.

Por hipétese oy satisfaz Y, portanto v;0y | Gwoy | € irredutivel, como v;0171 l=ac V07 =aC

T; ® S, concluimos que T; @ woy | e S @ woy | sdo irredutiveis.

Entdo o7 satisfaz (w, v}), (w,v5), (w, vi2) € T'6.

iv) Seja (v},v12) € Y0, entdo vio1y1 | Bvisorm d=ac T; ® S que, por hipdtese, é irredutivel,
portanto o1y satisfaz {(v], vi2), (vh, v12), (v12,v}), (v12,v4)}. Por outro lado sendo (v}, v}) €
Y'6 temos que vjo1y1 = T1 e vhoyy1 L= To, e como T} @ T; é irredutivel por hipétese entdo

vio1y1 4 @vhory1 | é irredutivel, implicando que o7, satisfaz { (v}, v}), (vh,v])}.

Entdo em todos os casos obtemos que o1 satisfaz Y'6.
Afirmacao: o1 satisfaz A6
Suponha (r,t) € A, entdo (rf,t) € Af. Como v}, vi9 sdo varidveis novas, v}, vi2 ¢ Var(r) U Var(t),
obtemos que:rfo1vy1 =ac roy | etborv1 l=ac tovy |

Assim (rfo1y1 | @ tbory1 L) d=ac (roy L @ toy |) I# 0, implicando que, 017 satisfaz
(rf,t0) € Af e entdo o1 satisfaz Af.

Portanto, 0071 |yary = 0171|varr) =ac 0Y|varr) = 6 € um unificador assimétrico de I', que

satisfaz Y'0 e Af. Pelo Teorema 4.2 existe um renomeamento de varidveis « tal que, dalyarry €
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Inst(T,00,Y'0,A0). Se o satisfaz (v1,v9) entdo que 6 € Znst(T',0,Y”, A), entdo em ambos os
casos temos dcly,, ) € Inst(T, 00,10, AG) U Inst(T, 0, 1", A). O

Lema 5.15. Se o||T||A = 4zam 09I T'0[|AOV o||Y"||A, entdo
Inst(T,0,T,A) Co Inst(T,00,Y'0, A0) U Inst(L,o, " A)

Demonstracdo. Andlogo ao caso da ramificacdo ndo varidvel. O

n
Lema 5.16. Se o|| Y[|A =1, \/ ol Til|Ai V o || Y| A" entdo
i=1

n
Inst(I',o,T,A) C U Inst(T, 04, Vi, A) UZnst(L, 0,7, A")
i=1
Demonstracdo. Pela definicdo da regra de decomposigdo existe um conjunto completo de unificadores
daequagio s = t, U := {#1,...,0,}, tal que paracadai € {1,...,n}, Var(Zm(6;)) N Dom(c) = 0.
E além disso temos:

o =00, T, =7Y0;, A\; :AQieA’ = AU(S,t)

Tome § € Znst(T', 0,1, A), e portanto § = Y|y, 1), onde oy € idempotente satisfazendo T, A.

Se oy ndo viola (s,t) entdo 6 € Znst(I',o,YT,A’), vamos supor agora que J viole (s,t), isto é,
sovy l=ac to |, equivalentemente, so7y =g to+y. E por U ser um conjunto completo de unificadores de
s =’ tentdo existeums € {1,...,n} tal que 6, [Var(s,t) S@ 0Y|var(s,t) € Portanto existe uma substiuigao
¢ tal que 0;¢0 =g 0Y|yar(s,)- Note que o € idempotente, entdo: 06 =g 00Y|var(s) = TV|var(s,t)-

Tome « uma substituicdo tal que Dom(a) = Dom(oy) \ Var(s,t) e xa = xoy para todo x €
Dom(«) e portanto xoya = xay pois 0y é idempotente. Entdo obtemos xo 6 =g (07| yar(s,r)) =
xoy. Assim podemos conluir que ;¢ =g, o7y implicando que ;¢ é idempotente e por 0;00; = c6; =
o, temos que ;¢ satisfaz 10; e Af; pois oy satisfaz T e A.

Portanto § = 0¥|yqr 1) = 0idalyer(r), oipa € idempotente satisfazendo Y6; e Af;, implicando que

0 EITLSt(F,O‘i,Ti,AZ’). ]

Lema 5.17. Se 0| T||A =g, 00| T0|| A0 entdo, Inst(I',o,T,A) C, Inst(I', 00, Y6, AD).

146



Demonstragdo. Tome § € Inst(I',0,T,A) entdo § = 0y|yar(r) onde oy € idempotente satisfazendo
TeA.

Afirmacao 1. vy = 0:

Note que existe t =" ¢’ € I tal que x @ y é subtermo de t' e [z +— v @ S], [y — v ® S'] € 7, como § é
um unificador assimétrico de I" entdo (z @ y)d |=ac xd | ®yd l=ac 20 @ yd.

Note que z,y € Var(I') entdo x0 = xovy e yd = yory, assim obtemos:

xoy =ac (V@ S)yl=ac (1Y@ SY) L e yoy=ac (v&S)yl=ac (vyd )|

Pela definicdo da regra Eliminacdo, temos que s6 podemos aplicd-la quando ndo é possivel aplicar ne-
nhuma regra de Ramificacdo e separagdo, e portanto para todo termo simples e ndo varidvel s €g S e
s' €g S’ temos que (v,s) € Touwv € Var(s) e (v,s') € T ouwv € Var(s'). Logo sendo s €g S um
termo simples e ndo varidvel, isto €, um termo simples e ndo varidvel na soma S temos que v € Var(s)

ou (v,s) € T.
e v € Var(s): Entdo vy #g sy @ T pois a arvore de posi¢des de ambas sdo distintas.

e (v,s) € T: Como o satisfaz Y entdo voy | ©so~y | estd em sua forma normal, note que o
€ idempotente e portanto vo = v e so = s, implicando que vy | @svy | € irredutivel, isto &,

vy | sy | é irredutivel.

De forma anéloga para s’ €4 5.

Como vy | ®Svy | ou vy | &S5’y é redutivel, pois ¢ € um unificador assimétrico de I', temos que
vy = 0 pois ndo existe s €q, S e s’ €y S’ tais que s ou s’y anulam v~y. Portanto, oy = o6, e notando
que v0c8 = 0o = 0 = vf = vol entdo obtemos que Oy = ol = o7.

Como o7y satisfaz T e A temos que #of~ satisfaz T e A portanto o6~ satisfaz Y6 e A6, isto &,
0 € Inst(T', 00,70, A0) O

n
Lema 5.18. Se 0| T||A =, \/ oil| Ti||Aj entdo Inst(T', 0, T, A) Co Ui Inst(T, 04, T, Ay).
i=i

Demonstracdo. Fica demonstrado pelos Lemas 5.12a 5.17. O

No préximo teorema, utilizaremos a mesma notag¢do da defini¢do 3.18, encontrada na pagina 107.

147



Teorema 5.3. Sejam o|| || A um estado vdlido de Jaxo, n € N e a familia F,, = {ai||T-HA‘}Z-€1 de es-

tados de Jax o tais que o|| T|| A :>ij0 \/O'ZHT |A;. Entdo, Inst(T',0, T, A) UInst (T, 04, iy A;).
el el

Demonstrag¢do. Vamos provar por indugdo sobre n € N, sejam o|| T||A, n € N e F,, como na hipétese.

Hipoétese de inducao: Suponha que para algum n > 0 vale o teorema.

Caso base: n = 0 e entdo F,, = {o||T||A} que ¢ trivialmente verdadeiro.
Passo indutivo: Podemos separar de forma disjunta F,, da seguinte forma F,, = Z,UR, onde Z,
sd0 os estados irredutiveis de F}, e R,, os redutiveis e portanto Z,, C F,, 11 e para cada o;||T;||A; €
Ry, podemos aplicar uma regra de inferéncia obtendo o;(|Y;[|A; =, Vi, j||T’ ||A’ entdo
{o5 1T A g, iy € Frt

Pelo Lema 5.18 Znst(T", 04, Ti, A;) Cq U Inst(F,aj,Tl A@) com Fy, 11 = {0;||T;[|Aj}jese
aplicando a HI sobre F}, temos Znst(I',0, T, A) UInst (T, 04, Ti, Ay) Co U Inst(T, 05,75, A)),

i€l jEJ

e o resultado segue para todo n € N. 0
Observacao 5.1. Portanto podemos tomar F' = F,, no qual n é o menor inteiro tal que F, contém

apenas estados finais obtidos a partir do estado vdlido o ||Y||A, pois o algoritmo Jaxo € terminante.

Teorema 5.4. Seja o||0||() um estado inicial de Jaxo. se L = {0;||Y;||A;i}ier o resultado de aplicar o

algoritmo Jaxo em o||0||0. Entdo Inst(T,0,0,0) =a U;c; Inst(T, o4, Ti, Ay).

Demonstragdo. Como o algoritmo J4x o aplicado em o||()||() retornou a lista L da hiptese entdo existe
um n € N tal que £, = {0}]|T}||A}jes tem apenas estados finais, e portanto pela defini¢do do
algoritmo Jaxo, L C F,, e paratodo o’ || T || A € [, \ L temos que oj ndio € um unificador assimétrico

de I'. Logo pelo Lema 5.11 temos Znst(I', o, T';, A%) = (). E portanto pelo Lema 5.3 obtemos

Inst(T,o,0,0) C U Inst( F,U],T/ A/ ) C UInst(I’,ai,Ti,Ai)

jedJ i€l

Por outro lado dado ;|| T;||A; € L entdo o; é um unificador assimétrico de I' que é uma instancia

de o e portanto o; € Inst(I',0,0,0), entdo | J,c; Znst(I', 04, Ty, A;) € Inst(L, 0,0, 0). O]
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Corolario 5.1 (Correcdo de Jax0). Sejam I um problema de unificacdo, Ux or um conjunto completo
de unificadores de 1" e 0 € Ux0oR.
Se L := Jaxo(T,a||0]|0) entdo para cada o;||Y;||A; € L temos que o; é um unificador assimétrico

de I' e uma instdncia de o.

Demonstrac¢do. Direto da defini¢do do algoritmo 74 x0, pois escolhemos apenas os estados que o; é um

unificador assimétrico, e o; € uma instancia de o pela defini¢ao das regras de inferéncia de Jaxo. [

Corolario 5.2 (Completude de Jaxo). Sejam I' um problema de unificacdo, Uxor um conjunto com-
pleto de unificadores de 1" e 0 € UxoR.
Se L := {oi|| Ti[|Ai} = Taxo (T, o||0]|0) e 6 um unificador assimétrico de I que é uma instancia

de o entdo existe um estado o;|| ;|| A; € L tal que 0ilyarry S Olvar(r)

Demonstra¢do. Como ¢ é um unificador assimétrico de I' que € uma instincia de o, temos
§ € Inst(T,0,0,0) Co | JInst(T, 05,7, Ay),
el
e portanto existe um renomeamento de varidveis « tal que (SO[|Va7.(1") € Inst(T, 04, Ty, A;) # 0, entdo

o; € um unificador assimétrico de I' € 0| yar(r) S 0@|yar(r), equivalentemente, 0;|yarry So Olvar(r)

O]
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Conclusao e Trabalhos Futuros

Neste trabalho apresentamos um estudo do problema de unificagdo médulo as teorias equacionais ACU N
e ACUNh, seguindo as técnicas propostas em [11, 16, 18]. Mostramos que no caso de ACUN (h)-
unificacdo elementar com constantes, o problema é decidivel em tempo polinomial, uma vez que o
problema reduz para solubilidade de sistemas sobre Zsa/Zs[h]. No caso ACU N (h)-unificagdo geral,
apresentamos o resultado proposto por Schulz em [16], que garante a complexidade de decidir o pro-
blema se torna N P-dificil.

Apresentamos um estudo detalhado sobre o algoritmo Jxogp, proposto por Liu [18], para solu-
bilidade de ACU N (h)-unificag@o para problemas gerais. Provamos que esse algoritmo é terminante,
completo e correto, gerando sempre um conjunto completo de ACU N (h)-unificadores finito, para tal,
explicitamos a importancia da regra purificacdo que é terminante e correta. Liu [18] afirma que seu
algoritmo produz um conjunto completo de ACU N (h)-unificadores que possui poucas redundancias ou
nenhuma, isto €, quase sempre gera um conjunto minimal, possuindo uma implementa¢do muito simples,
se contrapondo com outras abordagens propostas por [6], [15].

Desenvolvemos também um estudo detalhado do algoritmo Jaxo, proposto por Liu [18], para
ACU N-unificacdo assimétrica. Mostramos que Jaxo € correto e completo utilizando uma técnica
alternativa aquela proposta em [18]. Fizemos referéncia para sua prova de terminalidade.

Como trabalhos futuro, pretendemos generalizar a abordagem de Liu [18] para teorias equacionais de
grupos abelianos com expoente p, onde p é um primo qualquer. Como um segundo passo pretendemos
estender a unificagdo nominal [2, 17] para teoria equacional ACU N (h), mostrando inicialmente que

a-equivaléncia pode ser estendida médulo ACU N (h), seguindo a abordagem em [1].
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