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Resumo

Um grupo G é chamado um grupo Engel se para todos = e g em G a identidade
[z,9,...,9] =1 vale em G, onde g é repetido no comutador um nimero suficiente
de vezes que depende de x e g. E bem conhecido que qualquer grupo localmente
nilpotente ¢ um grupo Engel. Mas, a reciproca nao vale em geral. No entanto,
em [26] J.S. Wilson e E.I. Zelmanov provaram que todo grupo profinito Engel é
localmente nilpotente.

Dados um elemento g em G e um inteiro positivo n, seja F,(g) o subgrupo
gerado por todos os comutadores [z,g¢,...,g] onde, z varia em G e g é repetido
n vezes. Esta dissertagao esta baseada no artigo Almost Engel finite and profinite
groups [13] de E.I. Khukhro e P. Shumyatsky. Mostramos que se G é um grupo
profinito tal que, para todo g em G existe um inteiro positivo n = n(g) com a
propriedade que E,(g) é finito, entdo G possui um subgrupo normal finito N tal
que G/N é localmente nilpotente. Um resultado da mesma natureza e de tipo
quantitativo é provado para um grupo finito G, deduzindo informacoes sobre a

ordem do subgrupo residual nilpotente v, (G) de G.

Palavras-chave: grupos profinitos, subgrupo de Fitting, condi¢oes de tipo-Engel,

comutadores.



Abstract

A group G is called an Engel group if for every z and g in G the equation
[z,9,...,9] = 1 holds in G, where ¢ is repeated in the commutator sufficiently
many times depending on x and g. It is well known that any locally nilpotent
group is an Engel group, but the converse does not hold in general. However,
in [26] J.S. Wilson and E.I. Zelmanov proved that any Engel profinite group is
locally nilpotent.

Given an element ¢ in G and a positive integer n, let E,(g) be the subgroup
generated by all commutators [z, g, ..., g] over z in G, where g is repeated n times.
This master’s dissertation is based on the article Almost Engel finite and profinite
groups [13] of E.I. Khukhro e P. Shumyatsky. It is shown that if G is a profinite
group such that, for every ¢g in G there is a positive integer n = n(g) such that
E,(g) is finite, then G has a finite normal subgroup N such that G/N is locally
nilpotent. A similar result of quantitative nature holds for a finite group G, and it

gives information about the order of the nilpotent residual subgroup 7. (G) of G.

Keywords: profinite groups, Fitting subgroup, Engel-like conditions, commuta-

tors.
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Introducao

Seja G um grupo qualquer, dizemos que G é localmente nilpotente se todo
subgrupo finitamente gerado de GG é nilpotente. Querendo relaxar a hipdtese de
ser localmente nilpotente, podemos considerar grupos Engel. Um grupo G é dito
Engel se para todos = e g em G a identidade [z,¢,...,g] = 1 vale em G, onde g é
repetido no comutador um numero suficiente de vezes que depende de x e g. E facil
ver que qualquer grupo localmente nilpotente é Engel, mas a implicagao oposta
nao vale em geral (veja o Capitulo 2 para exemplos disto). Em contraposi¢ao com
esta observagao negativa J. S. Wilson e E.I. Zelmanov provaram em [26] que todo
grupo profinito Engel é sempre localmente nilpotente, de fato provando que os dois
conceitos sao equivalentes para um grupo profinito.

Na literatura sao muitos os resultados sobre grupos Engel ou sobre grupos
satisfazendo condigoes de tipo-Engel, pois de fato sao estas propriedades muito re-
lacionadas com os mais bem estudados conceitos de nilpoténcia e nilpoténcia local.
Entre os resultados classicos sobre grupos de Engel cabe mencionar o Teorema de
Baer [7, Satz I11.6.15] que diz que em um grupo finito G' qualquer elemento Engel,
ou seja, qualquer elemento g em G tal que para todo = em G existe n = n(x, g) tal

que a identidade [z, g, ..., g] = 1 vale, precisa pertencer ao subgrupo de Fitting de

G que é o Unico maior 7sﬁbubgrupo nilpotente normal de G.

Em busca de generalizagoes do classico Teorema de Baer, E.I. Khukhro e
P. Shumyatsky introduziram em [14] uma familia de subgrupos que ajudam no
estudo de condicoes de tipo-Engel. Mais especificamente, dado um elemento g em

um grupo G e para todo inteiro positivo n é possivel definir o subgrupo F,(g), que

xi
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é o subgrupo gerado por todos os comutadores da forma [z, g, ..., g], onde x varia
em G e g ¢é fixado e repetido n vezes no comutador.

Existe uma versao quantitativa do conceito de elemento Engel em um grupo,
ou seja, o de elemento n-Engel: um elemento g em G ¢é dito n-Engel se g respeita
a identidade [x,g,...,g] = 1 para todo z em G com o mesmo inteiro positivo n.

Com isso, vemos que os subgrupos E,(g), definidos em [14], dao uma forma de

“medir” quao longe de ser n-Engel um elemento ¢ esta. Digamos que os subgrupos
sao uma forma de expressar o “desvio” de um elemento g de ser n-Engel.

Mais tarde no artigo Almost Engel Finite and Profinite Groups [13], que é a
referéncia principal desta dissertagao, E.I. Khukhro e P. Shumyatsky provaram
outros resultados em termos dos subgrupos E,(g) descritos acima. O principal

destes resultados é o seguinte sobre grupos profinitos.

Teorema A. Suponha que G é um grupo profinito tal que, para cada g € G, existe
um inteiro positivo n = n(g) tal que E,(g) € finito. Entao G possui um subgrupo

normal finito N tal que G/N € localmente nilpotente.

Na demonstragao do Teorema A a teoria dos grupos pronilpotentes (andlogos
profinitos dos grupos nilpotentes finitos) é relevante, assim como o resultado
de Wilson e Zelmanov enunciado anteriormente. A ideia principal da prova do
Teorema A é mostrar que o subgrupo residual pronilpotente v, (G) de G é finito
e satisfaz as propriedades pedidas no enunciado. Veremos que isto é obtido com
um argumento indutivo sobre a ordem de G/F(G), onde F/(G) é o maior subgrupo
normal pronilpotente de G.

Nas hipoteses do Teorema A é dada uma condicao de finitude para os subgrupos
E,(g). Quando consideramos grupos finitos é natural definir, para todo g em G,
também o subgrupo E(g) definido como sendo a intersegao de todos os E,(g),
de forma a “condensar” em um unico subgrupo todas as informacoes contidas
nos F,(g) para g fixado. Uma vez definidos estes novos subgrupos é natural
pensar que exista uma hipotese e consequente resultado andlogos aos do Teorema
A para grupos finitos. Mais precisamente, em [13] também foi provado o seguinte

resultado.

Teorema B. Suponha que G é um grupo finito e existe um inteiro positivo m tal
que |E(g)| < m para todo g € G. Entao a ordem do subgrupo residual nilpotente
Yoo (G) € limitada em termos de m.
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O Teorema B pode ser pensando como uma generalizacao do Teorema de Zorn
[7, Satz I11.6.3], que afirma que um grupo finito Engel é sempre nilpotente.

E importante destacar que o Teorema B ¢ usado na demonstracao do Teorema
A e além disso, uma consequéncia dele é poder limitar em termos de m o indice
do subgrupo de Fitting em G.

Desde que as ordens dos subgrupos E,(g) possuam uma limitagao uniforme,
ou seja, independente da escolha do elemento g, o Teorema B tem uma imediata

consequéncia para grupos profinitos, como enunciado a seguir.

Corolario C. Suponha que G é um grupo profinito e existe um inteiro positivo
m tal que para cada g € G existe n = n(g) tal que |E,(g)| < m. Entao G possui

um subgrupo normal finito N de ordem limitada em termos de m tal que G/N ¢

localmente nilpotente.

Observemos como a hipdtese mais restritiva no Corolario C sobre a limitagao
das ordens dos FE,(g) implica uma conclusao mais forte.

Terminamos observando que esta dissertacao esta dividida em cinco capitulos.
No primeiro capitulo, relembramos alguns resultados da teoria de grupos que sao
funcionais ao longo deste trabalho. No Capitulo 2, apresentamos todos os conceitos
relativos a grupos Engel e condicoes de tipo-Engel, inclusive as propriedades dos
subgrupos E,(g) e E(g) mencionados antes. No Capitulo 3, vamos discutir uma
série de resultados, sobre grupos finitos, preparatorios para a apresentagao da prova
do Teorema B. Os detalhes da demonstracao do Teorema B também sao discutidos
neste capitulo. O Capitulo 4 esta dedicado a um estudo mais detalhado dos grupos
profinitos, com particular énfase para a classe dos grupos pronilpotentes. Por
fim, no Capitulo 5, daremos espaco a resultados técnicos sobre grupos profinitos
relacionados com as hipéteses do Teorema A e apresentaremos as demonstracoes do

Teorema A e do Corolério C.



Preliminares

Neste capitulo, temos por objetivo relembrar defini¢oes e resultados sobre teoria
de grupos que serao essenciais para esta dissertacao. Assumiremos conhecidos
alguns teoremas, dentre eles, o Teorema de Lagrange, os Teoremas de Sylow, os
teoremas de isomorfismos e o teorema de correspondéncia. As referéncias principais
utilizadas neste capitulo sao os livros de E. I. Khukhro [11], I. M. Isaacs [15] e [16],
D.J.S. Robinson [21] e de J.S. Rose [22].

1.1. Comutadores

Nesta secao vamos definir o conceito de comutadores, objeto fundamental em
nosso estudo e ressaltar suas principais propriedades que serao utilizadas ao longo
deste trabalho.

Seja G um grupo. Dados x e y em GG, o comutador de x e y é o elemento de G
definido por [z,y] = 27 'y 1xy. Podemos definir de maneira recursiva comutadores
da seguinte forma: por convencao [x1] = 1 e [x1,..., T, = [[x1, ..., Tpo1], 0l
para todos z1,...,x, € G en > 2. Sejam x e y elementos de G. O con]ugado de
x por y é o elemento ¥ = y~lzy. Assim, podemos escrever [z,y] = z~12V.

A proposigao a seguir retne as principais propriedades de comutadores e serao
bastante usadas ao longo desta dissertacao.

Proposicao 1.1.1. Sejam G um grupo e x,y e z elementos de G. As sequintes
tdentidades de comutadores valem:
(i) =¥ = xlz, y);
(i) [z, 4] = [y>2]
(ill) [zy, 2] = [, 2]"[y, 2];
(iv) [z, yZ] [z, 2]z, y]*;
(v) [z, y7 Y 2) [y, 271 2]z, 27 y]® = 1 (Identidade de Hall-Witt);
1
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(vi) [z, 2] = [z, 2][z, 2, ],
(vii) para qualquer homomorfismo ¢ de G, temos ¢([x,y]) = [¢(x), ¢(v)];

(viii) paran > 1 e xy,...,z,,y € G temos

T2 T

[xl"'xmy] = [xby] ”’[wn—lay}xn[xmy]a

Tn—1T1

[yv Ly--- I‘n] = [y7 xn][y, xn—l]ml T [yv ZL’1]

Sejam H e K dois subgrupos de um grupo G. O subgrupo comutador de H e
K é definido como o subgrupo gerado por todos os comutadores [h, k] onde h € H

e k € K. Denotamos este subgrupo por [H, K|. Assim, temos
(H,K) = (k] | h € H k € K).

Por outro lado, se Hy, ..., H, sdao subgrupos de GG, definimos o subgrupo co-

mutador de Hy,..., H, por
[Hl7"'7Hn] = [[Hla-'anfl]’Hn]a

para todo n > 2.

Um caso particular de subgrupo comutador ¢é quando consideramos
H=K=GaG,isto é, G' = [G,G]| = ([z,y] | z,y € G), este subgrupo é chamado de
subgrupo derivado de G.

O centro de um grupo G ¢é o subgrupo definido por
Z(G)={x € G| [x,g] =1 para todo g € G}.

A préxima proposigao retine varias propriedades a respeito de subgrupo co-
mutador. As demonstracoes podem ser obtidas combinando as definicbes com as

propriedades de comutadores listadas na Proposi¢ao 1.1.1.

Proposicao 1.1.2. Sejam H e K dois subgrupos de um grupo G. Entao as se-
guintes afirmacoes valem:

(i) [H7 K] = [Ka H],’

(i) para qualquer homomorfismo ¢ de G, temos p([H, K]) = [p(H), p(K)];

(iiii) se N € um subgrupo normal de G, entdo
[HN/N, KN/N| = [H, K]N/N;

(iv) se H, K e L sao subgrupos normais de G, entdo [HK, L] = [H, L|[K, L];
(v) se K <G e K < H<G, entdio

[H,G] < K se, e somente se, H/K < Z(G/K).
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Fazendo indugao sobre n e usando a Proposigao 1.1.2 item (iv), obtemos o

seguinte corolario.

Corolario 1.1.3. Sejam Hy, ..., H, e K subgrupos normais de um grupo G. Entao
|Hy---H,,K|=[H,K]|--[H,, K|.

Seja X um subconjunto nao vazio de um grupo G. O centralizador de X em
G é o subgrupo Cg(X) ={g € G | g = gz,V = € X}. Agora, seja g um elemento
de G, o conjugado de X por g é o conjunto dado por X9 = {z9 |z € X}. O fecho
normal de X em G ¢é a intersecao de todos os subgrupos normais de G que contém
X. Denotamos este subgrupo por (X%). Claramente, (X“) é um subgrupo normal
de G e pode-se mostrar que (X) = (X9 | g € G). O normalizador de X em G
¢ o subgrupo definido por Ng(X) = {g € G | X9 = X}. Se X < G, entao temos
que Ng(X) é o maior subgrupo de G no qual X é normal.

Vejamos agora um lema que nos fornece uma caracterizagdo de como se com-
portam os subgrupos comutadores dos subgrupos, no qual um esta contido no

centralizador ou no normalizador do outro.

Lema 1.1.4. Sejam H e K subgrupos de um grupo GG. Entao,
(i) K < Cg(H) se, e somente se, [K,H|] = 1.
(ii) K < Ng(H) se, e somente se, [H, K| < H.

DEMONSTRAGAO. Mostraremos o item (i). De fato, se K < Cg(H), entao
para todo k € K temos que k € Cg(H), assim [k, h] = 1 para todos k € K e
h € H. Logo, [K, H] = 1. Por outro lado, como [K, H] = 1, tem-se que [k, h| =1
para todos k € K e h € H. Assim, para todo k € K, segue que [k, h] = 1 para
todo h € H. Logo, K < C¢(H).

Agora, vamos mostrar o item (ii). Se K < Ng(H), entdo dados k € K e
h € H, temos pela hipétese que [h, k] = h™'h* € H. Logo, [H,K] < H. Por
outro lado, suponhamos que [H, K] < H. Pela Proposi¢ao 1.1.1 item (i), temos
que h*¥ = h[h,k]. Assim, segue da hipdtese que para todo h € H e todo k € K,
temos que h* € H. Portanto, K < Ng(H). O

O lema a seguir sera muito usado ao longo deste trabalho, sua demonstragao

pode ser encontrada em [11, Lemma 1.9].

Lema 1.1.5. Seja G um grupo. Para qualquer subgrupo H de G, temos que Cq(H)
¢ normal em Ng(H) e Ng(H)/Co(H) € isomorfo a um subgrupo de Aut(H).

O préximo resultado nos garante em que condicao o centralizador de um sub-

grupo é normal.
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Lema 1.1.6. Se H é um subgrupo normal (ou caracteristico) de G, entao ambos

Ng(H) e Cq(H) sao subgrupos normais (ou caracteristico) de G.

Provaremos agora um lema muito 1til para deduzir relacoes entre subgrupos

comutadores.

Lema 1.1.7 (dos Trés Subgrupos). Sejam H, K e L subgrupos de um grupo
G e N um subgrupo normal de G. Se [[H,K|,L] < N e [[K,L],H] < N, entao
L, H], K] < N.

DEMONSTRACAO. Como N é um subgrupo normal de GG, podemos considerar
o grupo quociente G/N e assumir que N = 1. Assim, [[H, K], L] = [[K, L], H] = 1.
Agora, usando isto e a Identidade de Hall-Witt, Proposicao 1.1.1 item (v), temos
para todos h € H,k € K el € L que [[,h~ 1 k]’ = 1, isto segue que [I,h~1, k] = 1.
Daf, substituindo h~! por h, obtemos [I,h,k] = 1 para todos h € H )k € K e
Il € L. Entao, [[,h] € Cg(K) para todos h € H el € L. Disto segue que
L, H] < Cg(K). Logo, pelo Lema 1.1.4 item (i), concluimos que [[L, H|, K] = 1.
Portanto, [[L, H], K] < N. O

Segue do lema dos trés subgrupos o seguinte corolario.

Corolario 1.1.8. Seja G um grupo. Se H, K e L sao subgrupos normais de G.
Entao,

HL’ H]vK] < [[H’ K]vL] ’ [[KvL]vH]'

DEMONSTRAGAO. Como subgrupos comutadores de subgrupos normais sao
normais, segue que N = [[H, K], L] - [[K, L], H] é normal em G. Agora, como
[[H,K],L] < NellK,L],H] <N, temos pelo Lema 1.1.7 que [[L, H], K] < N. O

1.2. Grupos Nilpotentes e Soltuveis

Nesta secao definiremos o conceito de grupo nilpotente e enunciaremos as pro-
priedades mais relevantes acerca dos grupos finitos nilpotentes. Também definire-
mos grupos soliveis, o subgrupo de Fitting e o subgrupo de Fitting generalizado
de um grupo finito e veremos algumas propriedades relacionadas a estes conceitos.

Uma série normal de um grupo G é uma sequéncia de subgrupos
I1=Ng <N, <--- <N, =G,

com N; < G para todo 0 < i <r.

Uma série central de G é uma série normal tal que

NZ/NZ_1§Z(G/NZ_1)7 v1§l§7”
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Definicao 1.2.1. Dado G um grupo, dizemos que G é nilpotente se G possui uma

série central.

Vamos agora construir uma série central, que sera ttil para verificarmos se um
dado grupo G ¢ nilpotente.

Seja G um grupo. Definamos os subgrupos Z,(G) recursivamente da seguinte
forma: Zy(G) =1 e para cada i > 1, Z;(G) é o tnico subgrupo normal em G tal
que

Zi(G)/Zi1(G) = Z(G/Zi1(G)).

Assim, temos

1=2y(G) < Z1(G)=Z(G) < ---

e esta sequéncia ascendente de subgrupos é chamada série central ascendente de
G. Observe que pela definigao dos Z;(G), os mesmos sao caracteristicos em G.

Note que, dado um grupo G, sempre podemos construir a série central as-
cendente de (G, mas nao necessariamente a série alcanga o grupo G. Pode-se
mostrar que quando isto acontecer, ou seja, quando existir um inteiro r > 1 tal
que Z.(G) = G, o grupo G seré nilpotente. Assim, G é nilpotente se, e somente
se, existe um inteiro r > 1 tal que Z,.(G) = G.

Um grupo G é chamado de perfeito se G = G'. O lema a seguir é um fato

bésico sobre grupos perfeitos.

Lema 1.2.2 (de Griin). Seja G um grupo perfeito, entio G/Z(G) possui centro
trivial.

DEMONSTRAGAO. De fato, consideremos Z(G) e Z3(G) os dois primeiros ter-
mos da série central ascendente de G. Sabemos por definicdo que Z(G) é o tnico

subgrupo normal de G tal que
Zy(G)/Z(G) = Z(G/Z(G)). (1.2.1)

Vamos mostrar que Z(G) = Z3(G) e o resultado segue. Por um lado, como
vale (1.2.1), temos pela Proposigao 1.1.2 item (v) que [Z2(G),G] < Z(G). Obser-
vemos que pelo Lema 1.1.4 item (i) tem-se [Z(G), G] = 1. Agora, considerando os
subgrupos [Z(G), G, G| e |G, Z5(G), G], temos o seguinte

[Z2(G)7G7 G] = [[Z2<G)7G]7G] < [Z(G)uG] =L
G, 2,(G), G = [[G, 2:(G)], G] < [Z(G), G = 1.
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Entao, aplicando o Lema 1.1.7, obtemos que [G,G, Z5(G)] = 1. Como G é
perfeito, segue que [Z2(G),G] = 1. Logo, usando o Lema 1.1.4 item (i), tem-se
que Z5(G) < Z(G). Portanto, Z5(G) = Z(G), como desejado. O

O resultado seguinte, devido a I. Schur, nos d& informacoes sobre o subgrupo

derivado a partir do indice do centro de um grupo.

Teorema 1.2.3 (de Schur). [20, Theorem 4.12] Se G é um grupo cujo centro
=1.

possui indice finito n, entio G' € finito e (G')"

Notamos que também vale uma versao quantitativa do resultado anterior, afir-
mando que se [G : Z(G)] = n, ent@o a ordem de G’ ¢ limitada em termos de n
(veja [20, pdg. 102]).

A préxima proposigao nos fornece uma caracterizacao dos subgrupos Z;(G),
dando-nos uma caracterizagdo alternativa dos elementos de Z;(G), que explica
melhor como estes elementos se portam com respeito ao fazer comutadores com
outros elementos em G. O resultado pode ser mostrado com um argumento indu-

tivo sobre n.

Proposicao 1.2.4. Seja G um grupo. Para todo n > 1, temos que o n-ésimo

termo da série central ascendente de G € dado por
Zn(G) = {l‘ S G | [xvgh'"agn] = 17 v gi,---,9n S G}

E possivel mostrar que quando G é um grupo nilpotente, a série central ascen-
dente ¢é a série de comprimento menor possivel entre todas as séries centrais de G.
Assim, podemos definir o conceito de classe de nilpoténcia de um grupo.

Seja G um grupo nilpotente. O menor natural r tal que Z,(G) = G é chamado
de classe de nilpoténcia de G.

Agora, vamos definir mais uma série central que nos permite identificar se um
dado grupo ¢ nilpotente.

Dado um grupo G, definamos os subgrupos 7;(G) recursivamente da seguinte
forma: v1(G) = G e vi:1(G) = [7(G), G], para i > 1. Assim, temos

G=n(G) =27 G)=>---

e esta sequéncia descendente de subgrupos é chamada série central descendente de
G. Note que os subgrupos 7;(G) sao caracteristicos em G.
Pode-se mostrar que um grupo G é nilpotente se, e somente se, existe um

inteiro ¢ tal que v.41(G) = 1. E que as séries ascendente e descendente de um
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grupo nilpotente possuem o mesmo comprimento. Assim, o menor inteiro ¢ tal
que Y.11(G) = 1, coincide com a classe de nilpoténcia de G.
O lema a seguir nos d& uma caracterizacao para os termos da série central

descendente de um grupo quociente G/N, onde N < G.

Lema 1.2.5. Seja N um subgrupo normal de um grupo G. FEntao, temos que
%(G/N) =~ (G)N/N, para todo i > 1.

Notamos que a prova deste resultado consiste em um argumento indutivo sobre
i que usa o item (iii) da Proposigao 1.1.2.

Seja G um grupo, o residual nilpotente de G é o subgrupo definido por
Yoo @) = () 3(G),
i=1

onde o subgrupo 7;(G) é o i-ésimo termo da série central descendente de G.
Se G é um grupo finito, entao o subgrupo residual nilpotente de G é dado por
Yoo (G) = 7, (G) para algum n suficientemente grande. Desta maneira, segue pelo

Lema 1.2.5 que
Yoo(G/N) = 7o (G)N/N, (1.2.2)
para qualquer subgrupo normal N de G.

Lema 1.2.6. Sejam G um grupo finito e N um subgrupo normal de G. Se G/N
¢ nilpotente, entao v.o(G) < N.

DEMONSTRAGAO. De fato, desde que G/N é um grupo nilpotente, segue que
existe um inteiro ¢ tal que v.41(G/N) = 1. Agora, pelo Lema 1.2.5, tem-se

Yer1(G/N) = Yer1(G)N/N = 1.
Logo, obtemos que 7.4+1(G) < N. Portanto, 7,,(G) < N. O
Consequentemente, aplicando o Lema 1.2.6, concluimos que
Lema 1.2.7. Se G € nilpotente, entio 7..(G) = 1.

Verifica-se facilmente que subgrupo de um grupo nilpotente é nilpotente e quo-
ciente de nilpotente é nilpotente.

Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Lembramos que H é dito um subgrupo
mazimal de G se H é proprio e sempre que existir K < G tal que H < K < G,
entao ou H = K ou K = (. Vamos denota-lo por H max G.

O proximo resultado nos déd uma caracterizagao para os grupos finitos nilpo-

tentes. A demonstracdo pode ser vista em [15, Theorem 1.26].
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Teorema 1.2.8. Seja G um grupo finito. Sao equivalentes as sequintes afirmacgoes.
i) G ¢ nilpotente.
ii) H < Ng(H), para todo subgrupo préprio H < G.

(

(

(iii) Todo subgrupo mazimal de G € normal.
(iv) Todo p-subgrupo de Sylow de G € normal.
(

v) G € o produto direto de seus subgrupos de Sylow.

O teorema a seguir nos diz que o produto de dois subgrupos normais nilpotentes
¢ um subgrupo nilpotente e nos fornece informagoes sobre a classe de nilpoténcia
do produto em termos das classes de nilpoténcia dos dois fatores. A demonstracao

pode ser encontrada em [21, 5.2.8]

Teorema 1.2.9 (de Fitting). Sejam G um grupo, H e K subgrupos normais de
G. Se H e K sao nilpotentes de classes de nilpoténcia c e d respectivamente, entao

HK ¢ nilpotente de classe de nilpoténcia no mdzimo ¢ + d.

O resultado anterior nos motiva a definir um subgrupo muito relevante na

teoria de grupos nilpotentes.
Definicao 1.2.10. Seja G um grupo, definimos o subgrupo de Fitting de G por
F(G) = (N | N <G e N nilpotente).

Note que se G é finito, entao F(G) é nilpotente e é o tinico maior subgrupo
normal nilpotente de G. E claramente F'(G) é um subgrupo caracteristico de G.
Se considerarmos a intersecao de todos os subgrupos maximais em G obtemos

um importante subgrupo caracteristico.

Definicao 1.2.11. Seja G um grupo. O subgrupo de Frattini de G é definido por
o) = () H
Hmax G
Se G nao possui subgrupos maximais, entao ®(G) = G.
Seja G um grupo. Um elemento g € G é dito um nao-gerador de G se sempre

que G = (X, g), entdo G = (X), onde X é um subconjunto de G. Pode-se mostrar

a seguinte caracterizagao para o subgrupo de Frattini de um dado grupo G.
®(G) ={g € G| g é um nao-gerador de G}.

Seja p um primo. Lembremos que um grupo G ¢ dito ser um p-grupo se para
todo g em GG a ordem de g é uma poténcia de p. Se G é um grupo finito, entao G

é um p-grupo se, e somente se, |G| = p™ para algum n € N.
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O préximo resultado descreve em detalhe o subgrupo de Frattini de um
p-grupo finito P e, como consequéncia, dd uma propriedade interessante sobre
a cardinalidade dos conjuntos de geradores de P. Os detalhes da demonstragao

podem ser encontrados em [21, 5.3.2].

Teorema 1.2.12 (da Base de Burnside). Seja G um p-grupo finito. Entao,
valem as sequintes afirmacoes.

(i) ®(G) = G'GP;

(ii) Se [G : ®(G)] = p?, entdo dado X um subconjunto de geradores de G existe Y
subconjunto de X tal que G = (Y) e |Y| =d.

Vamos lembrar a definicao de outra classe importante de grupos.
Definicao 1.2.13. Um grupo G ¢é dito solivel se possui uma série normal
1=Go <G <--- <G, =G,
tal que cada quociente GG;/G;_1 é abeliano para cada 1 <i <r.

Assim como fizemos em grupos nilpotentes, vamos também aqui definir algumas
séries que nos ajudam a mostrar se um dado grupo G é soluvel.

Dado um grupo G, definamos os subgrupos G recursivamente da seguinte
forma: GO = G,GY = @' = [G,G] e GIY = [GW GO] para i > 1. Assim,
temos

G =GO >G(1) > ...

e esta sequéncia descendente de subgrupos é chamada série derivada de G. Note
que os subgrupos G sdo caracterfsticos em G.

Pode-se mostrar que um grupo G ¢é soluvel se, e somente se, existe um inteiro
m > 1 tal que G = 1. Além disso, subgrupos, quocientes e extensées de soltiveis
sao também soluveis. Em particular, como produto de subgrupos normais soliveis
é um subgrupo normal soluvel, para um grupo finito G podemos definir o radical
solivel de G, que serd denotado por R(G), como o tinico maior subgrupo normal
solivel de G. Obviamente por definigao R(G) é também caracteristico em G.

Seja G um grupo soluvel. Sendo a série derivada de GG a de comprimento menor
entre as séries normais descendentes de GG com fatores abelianos que alcancam 1,
podemos definir o menor inteiro m tal que G™ = 1 como o comprimento derivado
de G.

Dizemos que um grupo G é metabeliano se G é soluvel de comprimento derivado
menor ou igual a 2. Assim, G é metabeliano se possui um subgrupo normal

abeliano cujo quociente é abeliano.
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Sabemos que todo grupo nilpotente é solivel, mas a reciproca nao vale em
geral. O préximo teorema nos da um interessante critério de solubilidade. Os

detalhes da demonstragdo podem ser vistos em [7, Satz I11.5.1].

Teorema 1.2.14 (de Schmidt). Se todo subgrupo préprio de G ¢é nilpotente,

entao G € soluvel.

Do Teorema de Schmidt obtemos uma observacao que sera tutil ao longo do

nosso estudo.

Lema 1.2.15. Seja G um grupo finito. Se G € nao nilpotente, entao G contém

um subgrupo soluvel nao nilpotente.

DEMONSTRACAO. A prova serd feita por inducgao sobre a ordem de G. Se
|G| = 1, ent@o o resultado é ébvio. Suponhamos que |G| > 1 e que o resultado
seja valido para qualquer grupo de ordem estritamente menor que a ordem de G.
Se GG ¢é soluvel e nao nilpotente, entao o resultado segue considerando o proprio
G. Agora, suponhamos que G seja nao soluvel. Como, por hipétese, G é nao
nilpotente segue pelo Teorema 1.2.14 que existe um subgrupo préprio H de G
que nao é nilpotente. Assim, aplicando a hipotese de inducao a H, temos que H

contém um subgrupo soluvel nao nilpotente e o resultado segue. 0

Dado G um grupo, um subgrupo S de G é dito subnormal se existem subgrupos
{H;} de G tais que

S=Hy<H, <---<H,_,<H, =G,

com r < oo e H; I H; 1 para todo 7 > 0.
Falaremos agora de mais uma série relevante no estudo de grupos solaveis.
Seja G um grupo finito. Definamos os subgrupos F),(G) recursivamente da
seguinte forma: Fy(G) = 1 e para cada i > 1, F;(G) é o tnico subgrupo normal
em G tal que
E(G)/Fi-1(G) = F(G/Fi-1(G)).
Assim, temos

1= F(G) < 1i(G) = F(G) < I»(G) < -+

Esta sequéncia ascendente de subgrupos é chamada série de Fitting de GG. Note
que para qualquer grupo solivel finito GG, existe a série de Fitting e a série alcanca
todo o grupo G. De fato, pode-se mostrar que G é solivel se, e somente se, existe
um inteiro n > 1 tal que F,,(G) = G. Em geral, para um grupo finito nao solivel

a série de Fitting se estabiliza no radical solivel R(G).
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Dado G um grupo soltvel finito, mostra-se que a série de Fitting de G é a série
de comprimento menor possivel entre as séries subnormais ascendentes de G com
fatores nilpotentes. Assim, podemos definir o conceito de altura de Fitting de G
como o menor inteiro n tal que F,(G) = G e o denotamos por h(G).

Vejamos um lema sobre a altura de Fitting que sera usado posteriormente.

Lema 1.2.16. Seja G um grupo soluvel finito nao trivial. Entado,
h(G) = h(G/F(G)) + 1.

DEMONSTRAGAO. Seja G = G/F(G) e suponhamos que h(G) = n. Assim,

temos que a série de Fitting para G é dada por

1=F(G)<F(G) < < F(G) =G

Para cada 0 < i < n, seja F3(G) a imagem inversa de F;(G) em G. Assim,

temos a seguinte série para GG

F(G) = Fy(G) < Fy(G) < -+ < F\(G) = G. (1.2.3)

Como
Fi+1(G)/F(G) = F (G/F,(G)),
segue pelo terceiro teorema do isomorfismo que
FialG)/FAG) = F(G/F(G)  Y0<i<n—1.
e como F(G) ¢ nilpotente, temos que a série (1.2.3) torna-se
1< F(G) < Fi(G) <+ < Fu(G) =G,

que é uma série de Fitting para G de comprimento n + 1. Claramente, temos que
h(G) = n+ 1, pois caso contrario poderiamos construir uma série de Fitting para

G de altura menor do que n que é um absurdo, e assim o resultado segue. O

Notamos que o subgrupo de Fitting desenvolve um papel muito importante
no estudo da estrutura de um grupo finito solivel. Em particular, é importante
lembrar que se G é um grupo soluvel finito, entdo Z(F(G)) = Co(F(G)) < F(G).
Entao, isto significa que podemos “representar” G médulo Z(F(G)) como um
subgrupo de Aut(F(G)) e isso ajuda no estudo da estrutura de G (para mais
detalhes sobre isto veja [1, Sections 4 and 31]).

Em geral, se G é um grupo finito nao solivel, o subgrupo de Fitting nao possui

a propriedade de ser auto-centralizante, portanto é preciso definir outro subgrupo
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caracteristico de G que desenvolve um papel semelhante, o subgrupo de Fitting
generalizado. Antes disso, vejamos algumas definigoes.

Um grupo finito G é dito ser quase simples se G/Z(G) é simples e G = G'. Um
subgrupo quase simples subnormal de G é chamado uma componente de G. Deno-
temos por Comp(G) o conjunto de todas as componentes de G e E(G) o subgrupo
gerado por Comp(G), isto é, E(G) = (Comp(G)). Note que E(G) é o produto das
componentes de G e também é caracteristico em G. Na literatura E(G) é as vezes
chamado “layer” de G. Um grupo G pode nao possuir componentes, por exemplo,
isto ocorre quando o mesmo ¢é solivel, entao E(G) = 1.

Veremos no proximo resultado que as componentes de um grupo finito comu-

tam. A demonstragao deste fato pode ser encontrada em [15, Theorem 9.4].

Proposicao 1.2.17. Sejam G um grupo finito e H e K componentes distintas de
G. Entao, [H,K] = 1.

Desta maneira segue da Proposicao 1.2.17 que as componentes de um grupo
finito normalizam-se e cada componente é normal em E(G).
Agora, estamos prontos para definir o subgrupo de Fitting generalizado de um

grupo finito G.

Definicao 1.2.18. Seja G um grupo finito, o subgrupo de Fitting generalizado de
G é definido por

Veremos em seguida, que o subgrupo de Fitting generalizado também possui
a propriedade de ser auto-centralizante. A demonstracao deste teorema pode ser
vista em [15, Theorem 9.8 e Corollary 9.9].

Teorema 1.2.19. Para qualquer grupo finito G, tem-se:
(i) Co(F*(G)) € F*(G);
(ii) F(G) < F*(G) e a igualdade vale se, e s6 se, Cq(F(G)) < F(G).

Assim, vemos que o fato de F*(G) ser auto-centralizante dd uma ‘“repre-
sentacao” do grupo G médulo Z(F*(G)) como um subgrupo de Aut(F*(G)) e
isso ajuda no estudo do grupo G (para mais detalhes sobre isto veja [1, Sections 4
and 31)).

Seja G um grupo. O expoente de G, que denotamos por exp(G), é o menor
inteiro positivo m tal que g™ = 1 para todo g € G. Entao, para cada grupo finito
G, temos por Lagrange, que exp(G) divide |G|, também para cada grupo G que
possui expoente tem-se que a ordem de cada elemento divide exp(G).



1.3. ACAO DE GRUPOS 13

Um fato conhecido relativo a altura de Fitting de um grupo solivel é o seguinte:

Teorema 1.2.20. Seja G um grupo solivel finito de expoente n. Entio h(G) é

limitada em termos de n.

Este resultado é considerado um corolario do trabalho de P. Hall e G. Higman
em [5].

Finalizamos esta secao lembrando um resultado central da teoria de Hall sobre
grupos soliveis.

Sejam 7 um conjunto nao vazio de primos e 7’ o seu complementar, isto é,
7' = P\m, onde P é o conjunto de todos os primos. Dizemos que m € N é um
m-numero se dado qualquer primo p que divide m temos que p € 7. Um elemento de
um grupo é chamado um w-elemento se sua ordem é um w-nimero. Analagomente

define-se 7'-nimero e w'-elemento.

Definicao 1.2.21. Sejam G um grupo finito e 7 um conjunto nao vazio de primos.
(i) Um subgrupo H de G é dito um 7w-subgrupo de G se |H| é um m-ntimero.
(ii) Um subgrupo H de G ¢é dito um w-subgrupo de Hall de G se |H| é um

m-numero e [G : H| é um 7’-ntimero.

O préximo teorema, devido a P. Hall, pode ser visto como uma generalizagao
da teoria Sylow para grupos soluveis, onde ao invés de considerarmos subgrupos de
Sylow consideramos w-subgrupos de Hall. A demonstragao deste resultado pode

ser encontrada em [2, Theorem 2.1].

Teorema 1.2.22 (P. Hall). Seja G um grupo solivel finito. Entao, as sequintes
afirmacgoes valem:

(i) para todo T conjunto de primos, existe um m-subgrupo de Hall de G;

(i) seja ™ um conjunto de primos fixrado. Entao, todos os mw-subgrupos de Hall de
G sao conjugados;

(iii) se H € um mw-subgrupo de G, para algum conjunto de primos m, entdo existe
um m-subgrupo de Hall K de G tal que H < K.

1.3. Acao de Grupos

Nesta secao falaremos de agoes de grupos, em especial de acao coprima e res-
saltaremos suas principais propriedades.

Sejam G um grupo e {2 um conjunto nao vazio. Dizemos que G age sobre o
conjunto 2 quando para cada par (g,z) € G x Q) existe um tnico elemento z9 € 2

satisfazendo as seguintes condigoes:
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i)zt = Ve
(ii) 29" = (29)"V g,h € GeV x € Q.

Se um grupo G age sobre €2, dizemos que () é um G-espaco. Para cada g em G
definimos uma aplicagao p, : 2 — 2 dada por p,(z) = z9. Mostra-se que p, ¢ um
elemento do grupo Sym(€2) de permutagdes de €2. Entao, temos que a aplica¢ao
p: G — Sym(Q2) que leva g em p,, é bem definida e é um homomorfismo. Assim,
Kerp = Cg(22) é o nicleo da agao de G sobre Q. Se Kerp = 1, dizemos que a
acdo € fiel ou que G age fielmente sobre ). Neste caso, podemos pensar em G
como isomorfo a um grupo de permutacao de €.

Seja G um grupo e €2 um G-espaco. Para cada x € ), a drbita de x, que

denotamos por O(x), é o subconjunto de Q dado por
O(z) = {27 | g € G}
E o estabilizador de x, que denotamos por G, é o subgrupo de GG definido por
G, ={9€G |27 =2}

O resultado a seguir relaciona a 6rbita de um elemento em {2 com o seu esta-

bilizador. A prova deste resultado pode ser encontrada em [16, Theorem 4.9].

Teorema 1.3.1 (Orbita—Estabilizador). Seja Q um G-espago e x € Q). Entao,
|O(x)| =[G : G,]. Se além disso, G € finito temos que |O(x)| divide |G]|.

Vamos agora considerar a acao de um grupo H sobre outro grupo N. Este
conceito serd muito usado no decorrer desta dissertacao.

Sejam H e N grupos, dizemos que H age por automorfismos sobre N se
H age sobre N, como conjunto, e além disso para cada h € H a aplicagao

on : N — N dada por n — p,(n) := n”

é um automorfismo de N, ou seja,
on(zy) = pn(z)en(y) para todos x e y elementos de N. Assim, H age por automor-
fismos sobre N se N é um H-espago e existe um homomorfismo ¢ : H — Aut(N).
Observe que cada homomorfismo ¢ : H — Aut(N) define uma agdo por auto-
morfismos de H sobre N. Reciprocamente, uma acao por automorfismos de H
sobre N determina um homomorfismo de H em Aut(N).

Dado um grupo H que age por automorfismos sobre N, dizemos que a a¢do €
coprima se (|H|,|N|) = 1.

Suponhamos que um grupo H age por automorfismos sobre um grupo N.
Entao, existe um homomorfismo ¢ : H — Aut(N) definido por h — ¢},. Assim,
podemos sempre construir um grupo, unicamente determinado por H, N e o ho-

momorfismo ¢, que é o produto semidireto de H e N, que denotamos por N x H.
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Notemos que o grupo G = N x H possui um subgrupo Ny normal isomorfo a N e
um subgrupo Hy isomorfo a H, tais que G = NoHy e Ny N Hy = 1. Além disso, a
acao por conjugacao de hy € Hy sobre ng € Ny se identifica com a agao por auto-
morfismos de h € H sobre n € N, ou seja, temos que ng® = tbo(on(n)) = ho(h"),
onde Yy : N —> Ny é o isomorfismo que identifica N com Nj.

De modo particular, o grupo de automorfismos de um grupo G sera considerado
como um subgrupo do produto semidireto G x Aut(G). Em geral, sempre que um
grupo A age por automorfismos em um grupo G, consideraremos A como um
subgrupo do produto semidireto G' x A.

Dados G um grupo e ¢ € A que age por automorfismos sobre GG, definimos o

subgrupo dos pontos fizos de ¢ em G por

Ca(p) ={9€ G| g% =g}.

Em particular, podemos ver o subgrupo comutador [G, ¢] da seguinte maneira
|G, ¢] = (g7 g% | g € G). Mais geralmente, temos que |G, A] pode ser visto como
(G, Al =[G, ¢] | ¢ € A).

Sejam G um grupo e ¢ € A. Dizemos que um subgrupo H de G é p-invariante
se ¢ € Ngua(H), ou de modo equivalente se [H,¢| < H. Observe que se H
¢ um subgrupo A-invariante de G x A, entdo Cg(H) é A-invariante também.
Em particular, se G é um grupo e ¢ € Aut(G), entdo, Cg(¢") é um subgrupo
p-invariante. Pois, note que Cg(¢") = Cq({¢™)) e claramente (™) é um subgrupo
p-invariante.

Sejam GG um grupo, ¢ € Aut(G) e N um subgrupo normal e g-invariante de G.
Entao, podemos considerar a aplica¢ao @ do grupo quociente G/N, induzida por ¢,
definida por (Ng)? = Ng¥. Como N é p-invariante, temos que @ estd bem definida
e claramente é um automorfismo de G /N, chamado de automorfismo induzido de
G/N. Observemos que a ordem de @ divide a ordem de . E importante observar
que em geral temos Cg(9)N/N < Cq/n(%), mas nem sempre temos a igualdade,
ou seja poderfamos ter que a imagem inversa de um ponto fixo de p pode nao ser
um ponto fixo de ¢. Vejamos agora um resultado muito util que diz que isto nunca
acontece se considerarmos uma ac¢ao coprima. A prova deste resultado pode ser

vista em [11, Lemma 2.11].

Lema 1.3.2. Sejam ¢ um automorfismo de ordem n de um grupo finito G e N

um subgrupo normal p-invariante de G tal que (|N|,|¢|) = 1. Entdo

Ca/n(@) = Ca(p)N/N.
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Faremos um abuso de notacao indicando i por apenas ¢.

O teorema a seguir, conhecido como Teorema de Maschke, serd usado no
préximo resultado. A sua demonstragao pode ser encontrada em [21, 8.1.2 pag
216].

Teorema 1.3.3 (de Maschke). Sejam G um grupo finito, F' um corpo cuja
caracteristica nao divide a ordem de G e V um FG-mddulo. Se U é um FG-
submaodulo de V', entao existe um FG-submodulo W de V' tal que V =U & W.

Notamos que usando o Teorema de Maschke é possivel provar o seguinte resul-
tado.

Teorema 1.3.4. Seja G um grupo finito que age por automorfismos sobre um
grupo abeliano U tal que (|G|, |U|) = 1. Entdo cada somando direto G-invariante
de U possui um complemento direto G-invariante, isto é, se U =V & T, com V
um subgrupo G-invariante, entao existe um subgrupo G-invariante W de U tal que
U=VaopW.

Reunimos no enunciado a seguir, alguns resultados relativos a acao coprima

que serao bastante utilizados ao longo desta dissertagao.

Corolario 1.3.5. Seja G um grupo finito e ¢ um automorfismo de G tal que

(|G|, |l¢]) = 1. Entao, as sequintes afirmagoes valem:
() G = CG( )[Gv(p];

(i) [G, o] =[G, @l ¢

(

iii) se G € abeliano, entao (usando notagdo aditiva) temos que

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar o item (i). Por hipdtese, temos que ¢ age
por automorfismos sobre G e esta agao é coprima. Agora, note que g¥ = g|g, ¢]
para qualquer ¢ € G. Vejamos que ¢ age trivialmente sobre G/[G,¢]. De
fato, fazendo N = |G, ¢|, observe que N é um subgrupo normal ¢-invariante
de G. Assim, podemos considerar o automorfismo induzido de ¢ em G/N. Dali,
usando que ¢¥ = g[g,¢|, temos (gN)¥ = g*N = glg,o]N = gN, para qual-
quer g € G. Logo, ¢ age trivialmente sobre G/[G, ¢], como querfamos. Isto
implica que Cg/n(p) = G/N. Entao, aplicando o Lema 1.3.2, obtemos que
G/N = Cg(p)N/N. Portanto, concluimos que G = Cg(p)[G, ¢], como desejado.
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Vejamos o item (ii). De fato, aplicando o item (i) deste corolario e usando

propriedade de comutadores, obtemos

Gopl = [Ca()G, ], 0] = ([a, 0] | @ € Calp)|G, ¢])
= {[a,]’Ib, @] | a € Ca(p),b € [G, ¢])

Como [Ca(p), @] = 1, segue que

Gl = ([b,p] |be[G,e]) =[G, 0l ¢l,

como desejado.

Por fim, vejamos o item (iii). Vamos usar a notagao aditiva. Sabendo que
Ca(p) é p-invariante e que G é um grupo abeliano, segue pelo Teorema 1.3.4 que
existe um subgrupo U @-invariante de G tal que G = Cg(p) @ U. Assim, por U
ser um complemento direto y-invariante de C (), temos que Cy(p) = 0. Agora,

aplicando o item (i) deste coroldrio, em U, obtemos que U = [U, ¢]. Entdo, temos

G, ¢l = [Calp) © U, ] = [Calp), vl @ [U, ] = U.
Logo, concluimos que G = Cg(p) @ U = Ca(p) @ [G, ¢, como desejado. O

Concluimos esta secao dedicada a acao coprima com um resultado muito 1util

relativo a automorfismos coprimos e quociente de um grupo G pelo subgrupo de
Frattini ®(G).

Teorema 1.3.6. Sejam G um grupo finito e o« um automorfismo de G tal que a
ordem de o € coprima com |®(G)|. Se g*®(G) = gP(G) para todo g € G, ou seja,

a age como o automorfismo idéntico em G/®(G), entdio o = 1.

A prova deste resultado pode ser encontrada em [7, Satz I11.3.18].



Condicoes de Tipo-Engel

Neste capitulo definiremos os conceitos de grupo localmente nilpotente e grupo
Engel. Veremos algumas propriedades relacionadas com condigoes de Engel e
também vamos definir duas importantes familias de subgrupos que serao funda-
mentais nesta dissertacao.

Vamos primeiramente definir o conceito de grupo localmente nilpotente.

Definicao 2.0.7. Um grupo G ¢é dito localmente nilpotente se todo subgrupo

finitamente gerado de G ¢ nilpotente.

Pode-se mostrar que subgrupos e quocientes de um grupo localmente nilpo-
tente sao localmente nilpotente. Claramente todo grupo nilpotente é localmente
nilpotente. Mas existem grupos localmente nilpotentes que nao precisam ser nilpo-
tentes como, por exemplo, o grupo diedral generalizado, isto é, A x C5, onde A é o
grupo abeliano Zs~, ou seja, o 2-grupo de Priifer, C5 é um grupo ciclico de ordem
2 e o gerador de 'y age sobre A levando qualquer elemento em seu inverso. Note
que G = Zox x Cy nao é nilpotente, ja que a classe de nilpoténcia dele coincidiria
com o comprimento da série de Frattini de Zs=, ou seja, a série descendente de
Z9 definida a cada passo considerando o subgrupo de Frattini do termo anterior.
Mas, claramente esta série nao existe para Zg~ uma vez que ®(Zox) = Zg. Por
outro lado, observe que G é localmente nilpotente. De fato, temos que Zs~ e Cs
sao abelianos e qualquer subgrupo préprio de Zsw ¢é finito. Além disso se K é um
subgrupo de G tal que K ¢ Zs=, entdo K possui um elemento g ¢ Zg. Portanto,
temos que g é um elemento de ordem 2 e podemos pensar G como Zg= X (g).
Assim, K = (Zy~ N K) x (g), logo K ¢é isomorfo ao grupo diedral generalizado

construido a partir de Zs< N K e portanto é nilpotente.

18
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A seguir vamos dar a defini¢ao de elemento Engel em um grupo G que generaliza

o conceito de localmente nilpotente.

Definicao 2.0.8. Seja G um grupo. Um elemento g em G é chamado elemento
Engel (a esquerda) se para todo z em G existe um inteiro positivo n = n(z, g),

que depende possivelmente de x e g, tal que

[z,9,...,9] = 1.

n

De modo analogo podemos definir elemento Engel a direita. Nesta dissertagao
vamos considerar elementos Engel a esquerda em um grupo G e os chamaremos
apenas de elementos Engel.

Vejamos agora uma versao quantitativa do conceito de elemento Engel que é a

definicao de elemento n-Engel.

Definigao 2.0.9. Seja G um grupo. Um elemento g em G é chamado elemento
n-Engel (4 esquerda) se para todo z em G existe um inteiro positivo n = n(g), o

mesmo inteiro para todo x € GG, tal que

[z,9,...,9] = 1.

n
Novamente, de modo andlogo podemos definir elemento n-Engel a direita.
Nesta dissertagao consideraremos elementos n-Engel a esquerda e os chamaremos
apenas de elementos n-Engel.

A seguir vamos definir grupos onde todos os elementos sao Engel e n-Engel.

Definicao 2.0.10. Seja G um grupo.

(i) Dizemos que G é um grupo Engel, se todos os elementos de G sao Engel.
(ii) G é dito um grupo n-Engel se todos os seus elementos sao n-Engel para

um mesmo inteiro n.

E fcil ver que grupos n-Engel implicam em grupos Engel.
A préxima proposicao nos mostra que um grupo localmente nilpotente precisa

ser Engel.

Proposicao 2.0.11. Se G é um grupo localmente nilpotente, entio G é um grupo
Engel.

DEMONSTRAGAO. Dados x e g elementos de G, consideremos N = (z,g) o

subgrupo gerado por esses elementos. Como G é localmente nilpotente segue que
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N ¢ nilpotente. Desta maneira, existe um inteiro n = n(z, g), tal que v,41(N) = 1.

[z,q,...,9] = 1. (2.0.1)

n

Note que podemos repetir este argumento e obter (2.0.1) para qualquer par z

Em particular, temos que

e g de elementos de GG. Portanto, concluimos que G é um grupo Engel. U

Observemos que existem grupos Engel que nao precisam ser localmente nil-
potentes, como exemplo, podemos considerar os grupos descritos por Golod (veja
[8, 18.3.2 Example]): para cada d > 2 existe um grupo G4 que é d-gerado e nao
nilpotente tal que todos os seus subgrupos (d — 1)-gerados sao nilpotentes. Nota-
mos além disso, que cada um desses grupos ¢ um p-grupo infinito e residualmente
finito (para a definigdo de grupo residualmente finito veja Cap. 4, Secao 5).

Em contraposicao com isto veremos que para grupos profinitos, que serao in-
troduzidos no Capitulo 4, vale um resultado importante que da equivaléncia entre
as duas propriedades de ser localmente nilpotente e de ser grupo Engel.

O teorema a seguir, devido a Zorn, caracteriza grupos finitos que sao Engel. A

demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [21, 12.3.4].
Teorema 2.0.12 (de Zorn). Um grupo finito Engel é nilpotente.

Veremos que um dos resultados principais de [13], analisados nesta dissertagao,
pode ser considerado uma generalizagao do Teorema de Zorn.

O proximo resultado, devido a Baer, nos d4 uma importante informacao sobre
os elementos Engel de um grupo finito. Os detalhes da prova podem ser vistos em
(7, Satz I11.6.15].

Teorema 2.0.13 (de Baer). Seja G um grupo finito. Se x é um elemento Engel
de G, entao x pertence ao subgrupo de Fitting de G.

Em [14] E. 1. Khukhro e P. Shumyatsky introduziram a seguinte familia de

subgrupos para obter generalizagoes do Teorema de Baer.

Definicao 2.0.14. Sejam G um grupo e g um elemento de G. Para um inteiro

positivo n definimos o subgrupo F,(g) de G por

E.(g) = [z, 9,...,9] | © € G),

ou seja, o subgrupo gerado por todos os comutadores da forma [x,g,...,g|, onde

n
x varia em G e o g fixado é repetido n vezes.
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Obviamente, pelo Teorema de Baer, se g € G é tal que E,(g) = 1, entao g
pertence ao subgrupo de Fitting de G.

Notemos que o subgrupo E,(g) nao é um subgrupo subnormal de G. O in-
teressante é que estes subgrupos sao tteis para “medir” quanto um determinado
elemento g esteja longe de ser n-Engel no grupo.

Para o caso particular de um grupo finito, os mesmos autores também intro-

duziram a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.0.15. Sejam G um grupo finito e g um elemento de G, definimos o

subgrupo E(g) de G como
E(g) = () Eal9)-
n=1

Vejamos a seguir alguns fatos relacionados a esses subgrupos e que serao am-
plamente utilizados ao longo desta dissertacao.

Antes disso, lembremos que uma se¢ao de um grupo G é um grupo quociente
M /N tal que M e N sao subgrupos arbitrarios de G com a propriedade que N <M.

Uma secao de G é dita normal se ambos os subgrupos M e N sao normais em G.

Proposicao 2.0.16. Sejam G um grupo e g um elemento de G. As sequintes
afirmacoes valem:

(i) seja N um subgrupo normal de G. Entio, E,(g) = E,(g), onde as barras re-
presentam as imagens no quociente G /N ;

(ii) sejam H < G e g € H. FEntao para todo inteiro positivo n, temos que o
subgrupo E,(g) construido com respeito a H estd contido no subgrupo E,(g) cons-
truido com respeito a G;

(iii) seja G um grupo finito e suponha que exista wm inteiro positivo m tal que
|E(g)| < m para todo g em G. Entdo, temos que esta condi¢io é herdada por
qualquer secao de G;

(iv) seja G um grupo e suponha que para todo g em G exista um inteiro positivo
n =n(g) tal que E,(g) € finito. Entao, temos que esta condigcao é também vdlida

para qualquer se¢ao de G.

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar o item (i). Consideremos o epimorfismo

canonico de G em G/N. Vejamos que E,(g) = E,(g). De fato, seja u € E,(g),

entdo u = aN para algum a € F,(g). Dai, temos que

a=[x1,9,...,9"[Xm, gy, 9",

n n
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com x; € G e ¢; = {£1}. Entao, substituindo tem-se

uw = [r1,9,...,9)"*N - [Tm,q,...,9]""N,

n n

e portanto, segue que u € F,(g). Por outro lado, seja u € E,(g), entao temos que

u = I::L‘_17§7"'7§€1."[m7§7"‘7§€m
= ([x1,9,-- 9] [Tm,q,...,9]")N

onde cada z; € G e ¢; = {£1}. Assim, fazendo

a=1[z1,9,--, 9" [Tm> gy, g™,

n n

obtemos que a € E,(g). Logo, u = aN e assim u € E,(g). Portanto, segue que
E.(9) = E,(g), como querfamos.
Para cada inteiro n, denotemos por E, y(g9) = ([z,g,...,9] | © € H) o subgrupo

construido para H e E, ¢(g9) = ([u,g,...,9] | u € G) o subgrupo construido para
G. Dado a = [z,g,...,9] um qualquer gerador de E, y(g), como x € H é um

elemento de G, obviarrlnente a é também um gerador de E, s(g). E isto implica
que E, 1(g) < E,(g), provando o item (ii).

Mostraremos o item (iii). Seja M = M/N, onde N < M < G, uma qual-
quer secao de G' e denotemos por Eyz(g) = (.~ E,37(9). Vamos mostrar que
|E37(9)| < m para todo g € M. De fato, por hipétese temos que |E(g)| < m para
todo g € G. Como M < @, segue em particular, que |F(g)| < m para todo g € M.
Por outro lado, para todo g € M temos, pelo item (ii) desta proposigao, que
E.m(9) < E,c(g) para todo n. Disto segue que (o, Ennm(9) < o~ Enc(g).
Logo, obtemos que Ey(g) < E(g), onde En(g) = (o—; Enm(g). Portanto, segue
que |Ex(g)] < |E(g9)] < m, para todo g € M. Agora, vejamos que |Ey7(9)] < m
para todo § € M. Consideremos o epimorfismo canénico de M em M. Note pri-
meiramente que para todo g € M temos m = E37(9). Com efeito, usando o

item (i) desta proposi¢ao, obtemos

E(9) = () Ext(@) = [ ] Ennlg) = (ﬂ En,M(g)> = Eum(g).

n=1
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Observe que a terceira igualdade vale, pela defini¢ao dos subgrupos E,(g) e pelo

fato do grupo ser finito.

Portanto, Ey(g9) = E37(g). Agora, pelo segundo teorema do isomorfismo,

tem-se

_ Eu(@N _ _ Eu(g)
N Ex(g)N N’

Assim, por Lagrange segue que |Ey(g)| divide |Ey(g)|. O que implica em

|Ex(9)] < |Eum(g)|. Entdo, tem-se |E57(g)| < m, para todo § € M, como
queriamos.

Seja agora H < G, ent@o pelo item (ii) desta proposigao, temos que E, g (g)
é finito para todo g € H. Vejamos que E,(g) é finito para todo g € H/K onde
H e K sao subgrupos quaisquer de G e K < H. Com efeito, consideremos o
epimorfismo canénico de H em H/K. Pelo item (ii) desta proposigao, tem-se
E,u(g) = E, 7(9). Desta maneira, usando o segundo teorema do isomorfismo
obtemos

Enu(9) = Enn(9)K/K = E,u1(9)/(KNE,#1(9))-

Assim, uma vez que E, y(g) é finito, segue que m ¢ finito e portanto

tem-se que £, 7(g) ¢é finito, para todo g € H/K. Isto prova o item (iv) e conclui

a prova. U



Grupos Finitos Quase Engel

Neste capitulo vamos demonstrar o Teorema B, o resultado principal, do artigo
de E.I. Khukhro e P. Shumyatsky [13], relacionado a grupos finitos. Para isto, na
primeira se¢ao apresentamos alguns resultados preparatorios que nos servirao de
base para a demonstragao do mesmo e na segunda secao veremos os detalhes da

prova do Teorema B.

3.1. Resultados Preparatorios

O lema a seguir nos fornece informacoes sobre o residual nilpotente de um

grupo finito com altura de Fitting igual a 2.

Lema 3.1.1. [12, Lemma 10| Se G € um grupo finito com altura de Fitting
h(G) = 2, entdo temos que

700<G) :H[Fq>Gq’]> (3'1'1)

q

onde F, € o q-subgrupo de Sylow de F(G) e Gy € um ¢'-subgrupo de Hall de G.

DEMONSTRACAO. Como G possui altura de Fitting 2, temos que G é soltivel.
Logo, segue que os subgrupos comutadores [F},, G| ndo dependem da escolha do
¢'-subgrupo de Hall, pois pelo Teorema 1.2.22 item (ii), temos que os ¢’-subgrupos
de Hall de G sao conjugados. Assim, o produto em (3.1.1) estd bem definido.
Note que [F,, Gy] é normal em G para todo primo ¢ e disto segue que Hq[Fq, Gy
também é normal em G.

Sejam ¢ um primo qualquer e Gy um g-subgrupo de Sylow de G. Observemos
que G = GyG,. Pois, como G, é um ¢-subgrupo de Hall de G temos que o
indice [G : G] é uma poténcia de ¢ e sendo G, um g¢-subgrupo de Sylow de G,
segue que ([G : Gy],[G : G4]) = 1. Assim, como G ¢ finito, concluimos que

24
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G = GyG,. Agora, consideremos o epimorfismo canonico de G em G/[Fy, G].
Vejamos que o grupo G/[Fy, Gy] age sobre F, como a imagem de G, no quociente.
Com efeito, uma vez que estamos considerando o quociente G/[F,, G|, podemos
assumir que [F}, Gy] = 1. Desta maneira, segue que G age trivialmente sobre Fj,.
Assim, usando o fato que G = GG, temos o que queremos. Disto resulta que o
grupo G/ [],[Fy, G¢] é nilpotente. Agora, aplicando o Lema 1.2.6, concluimos que
1e(G) < T1, F G

Por outro lado, como a acao de Gy sobre F, é coprima, segue do Corolério
1.3.5 item (ii), que [F,,Gy| = [[F,,Gy],Gy]. Agora, usando esta observacao e
argumentando por indugdo sobre i > 1, é facil mostrar que [F,Gy] < v(G).
Consequentemente, temos [Fy, Gy] < 7(G), para todo ¢. Isto implica que
[1,[F, Gyl < 7s0(G). Portanto, concluimos que a igualdade em (3.1.1) vale, como

queriamos. O

Vejamos agora como se relaciona o subgrupo F(g) com alguns particulares

subgrupos comutadores.

Lema 3.1.2. Se P € um p-subgrupo finito de um grupo G e g € um p'-elemento
de G que normaliza P, entao [P, g] < E(g).

DEMONSTRAGAO. O Teorema 1.2.12 implica que V = [P, g|/®([P, g]) é um
p-grupo abeliano elementar finito. Observe que (g) age sobre V e esta agao é
coprima. Agora, vejamos que V = [V,g]. Com efeito, claramente tem-se que
[V,g] < V. Por um lado, seja v € V, entdo v = uN com u € [P,g]. Como a
agao é coprima, tem-se pelo Corolario 1.3.5 item (ii) que [P, g] = [P, g, 9] e isto
implica que V = [V, g|. Por outro lado, como V é abeliano segue pelo Corolério
1.3.5 item (iii) que V' = Cy(g) @ [V, g], mas sabendo que V' = [V, g] concluimos
que Cy(g) = 1.

Agora, vamos verificar que V' = {[v,g] | v € V}. Com efeito, claramente
{[v,g] | v €V} < V. Por outro lado, seja v € V = [V, g, entao

v = [Ulag]al te [Urwg]ana

onde v; € V e g; = {£1}. Uma vez que V é abeliano e usando as propriedades de
comutadores listadas na Proposigao 1.1.1 podemos escrever v = [w, g] para algum
w € V, logo tem-se v € [V, g]. Portanto, V = {[v,g] | v € V}, como desejado.

Disto segue, usando varias vezes a mesma observacao que

V=A[v,g,...,9] |veV}
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para qualquer n. Desta maneira, concluimos que V' < E,(g) para todo n, e em
particular que V' < E(g). Dali, para todo v € V, temos que v = z®([P, g]) com
x € [P, g], mas v é também um elemento de E(g). Isto implica = € E(g)®([P, g]).
Portanto, concluimos que [P, g] < E(g)®([P, g]). E consequentemente, lembrando
que ®([P, g]) consiste de todos os nao geradores de [P, g], obtemos [P, g] < E(g),

como queriamos. O

Antes de apresentarmos o proximo lema, precisamos introduzir um conceito
que sera utilizado ao longo desta dissertacao.
Dados a e b parametros. Dizemos que um ntumero k é (a,b)-limitado se k é

limitado superiormente por uma funcao que depende apenas de a e b.

Lema 3.1.3. Sejam V um q-grupo abeliano elementar e U um ¢ -grupo de auto-
morfismos de V. Se |[V,u]| < m para cada w € U, entao |[V,U]| é m-limitada, e

portanto |U| € também m-limitada.

DEMONSTRACAO. Suponhamos primeiramente que U seja abeliano. Consi-
deremos V' como um F,U-médulo, pois V é um g¢-grupo abeliano elementar e
U age por automorfismos sobre V. Observe que a agao de U sobre V é co-
prima. Escolhamos u; € U tal que [V u;] # 0. Uma vez que V é um grupo
abeliano, segue pelo Corolario 1.3.5 item (iii), que V' = [V, u1] ® Cy(uq1), onde
[V u1] e Cy(uy) sao (uy)-invariantes. Agora, como que U é abeliano obtemos
que [V,u1] e Cy(uy) sdo U-invariantes. Notamos que se Cy([V,u;1]) = 1, entdo
sendo Ny([V,u1]) = U e usando o Lema 1.1.5, deduzimos que U é isomorfo a
um subgrupo de Aut([V,u;]). Desde que |[V,u]| < m segue que |Aut([V,uy])| é
m-limitada. Portanto, |U| também é m-limitada e consequentemente temos que
[V,U] possui ordem m-limitada, uma vez que, por hipdtese, |[V,u]| < m para
cada u € U e temos uma quantidade de fatores |U| que é m-limitada. Caso
contréario, existe us € Cy([V,u;1]) com us # 1. Entao, podemos aplicar nova-
mente o mesmo raciocinio e temos que V' = [V uy] & [V, uz] ® Cy ({uy,us)). Por
um lado lembremos que V' = [V, u;] @ Cy(u1). Por outro lado, note que Cy (uq)
é (ug)-invariante. Assim, podemos considerar que (us) age por automorfismos
sobre Cy(u;) e esta agdo é coprima. Assim, tem-se pelo Coroldrio 1.3.5 item
(iii) que Cy(u1) = [Cv(u1),us] ® Cey (uy)(u2), onde [Cy(ur), us] € Cey (uy)(u2) sao
(ug)-invariantes. Desta maneira obtemos

V = [V, ul] &) [Cv<ul), UZ] S> OCv(u1)(u2>'
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Agora, observemos que [Cy (uq), us] = [V, us]. De fato, como uy € Cy([V,u1]),
temos que [V, u1] < Cy(ug). Entdo, disto segue que

[V, ug] = [[V,u1], ug] @ [Cv (ur), us] = [Cv(ur), us].

Entao, usando as defini¢cbes podemos concluir que Cey, (u,)(u2) = Cv ((u1, u2)).
Portanto, tem-se
V=[V,u] @ [V, us] & Cv((ur, u2)).

De novo se Cy([V,u1] & [V,uz]) = 1, entdo da mesma forma como fizemos
anteriormente, concluimos que |U| é m-limitada e assim, |[V,U]| também é m-
limitada. Caso contrério, existe us € Cy([V,u1] @ [V, uz]) com uz # 1. E de modo

semelhante ao que fizemos anteriormente, temos
V=V & [V, us] & [V, us] © Cv ({ur, ug, uz)).

E assim, por diante. Se Cy([V,u1] @ --- @ [V, u;]) = 1 depois de um nimero
k de passos, para algum inteiro k m-limitado, tem-se |Aut([V,u1] @ - -+ @ [V, ug))|
¢ m-limitada e usando o Lema 1.1.5 vamos concluir novamente que |U| também
é m-limitada. Caso contrario, se tivéssemos um numero de passos nao limitado
em termos de m entao considerando o elemento w = wujus---ug teriamos que
[V, u;], w] = [V,u;] # 0. Disto segue que [V, w] = [V,u1] @ --- @ [V, ug] teria ordem
maior que m, uma vez que k nao é m-limitado, mas isto é um absurdo, pois por
hipétese, |[V, u]| < m para todo u € U. Portanto o resultado vale no caso em que
U ¢ abeliano.

Vamos considerar o caso geral. Como cada elemento u € U age fielmente
sobre [V, u], temos que o expoente de U é m-limitado. Se P é um p-subgrupo
de U, consideremos M um subgrupo normal abeliano maximal de P. Por M
ser abeliano temos pelo caso abeliano que |[V, M]| é m-limitada, entao obtemos
que |Aut([V, M])| também é m-limitada. Agora, desde que M age fielmente sobre
[V, M], do Lema 1.1.5 segue que M é isomorfo a um subgrupo de Aut([V, M]). Dali,
resulta que | M| é m-limitada. Por como M foi definido, temos que Cp(M) = M ¢
como Np(M) = P, novamente pelo Lema 1.1.5 temos que P/M ¢ isomorfo a um
subgrupo de Aut(M). Disto resulta que |P/M| é m-limitada e sabendo que |M|
¢ m-limitada, obtemos que |P| também é m-limitada. Por outro lado, como |U]|
possui somente uma quantidade m-limitada de divisores primos, obtemos que |U]|
¢ m-limitada. Assim, como [V,U] = " [V, u] e sabendo que, por hipétese, cada
[[V,u]| < m para todo u € U e que |U| é m-limitada, concluimos que |[V,U]| é

também m-limitada. Desta maneira, o resultado segue. U
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O proximo resultado serd uma informagao muito relevante ao longo da demons-

tracao do Teorema B (veja Teorema 3.2.1).

Lema 3.1.4. Se G é um grupo finito tal que |E(g)| < m para todo g € G, entao
G/F(G) possui expoente m-limitado.

DEMONSTRACAO. Observemos primeiramente que para cada g em G, o sub-
grupo F (gk) é g-invariante para qualquer inteiro positivo k. Para isto, vejamos que
(E(g*))9 < E(g%). De fato, sejam k um qualquer inteiro positivo e a? € (E(g¥))9,
com a € E(g¥). Assim, a € E,(¢*) para todo n > 1. Dai, temos para todo n > 1

a = [Ilvgkﬂ"'agk 61"'[$lagk7"'7gk 8la

n n

com x; € G e g; = {£1}. Entao, conjugando a por g obtemos

a? = [ybgka'”agk 61"'[ylagk7"'7gk Ela

n n

onde y; € G e g; = {+1}. Logo, a? € E,(¢*) para todo n > 1. Portanto,
a? € E(g") e afirmacao segue. Consideremos o conjunto U de todos os grupos de
ordem no maximo m. Observemos que U é nao vazio, pois por hipétese, F(g) estd
em U, para todo g € G. Denotamos k = maz{exp(Aut(H)) | H € U}. Note que
se H € U entdo |H| < m, portanto |Aut(H)| é m-limitada e logo exp(Aut(H)) é
m-limitado. Consequentemente, k é também m-limitado. Entao como E(g*) € U,
temos que exp(Aut(E(g*))) < k e isso implica que g* age trivialmente sobre E(g").
Assim, concluimos que [E(g*), ¢*] = 1. Em particular, temos que ¢g* é um elemento
Engel de G. Pois, por G ser finito, temos que existe um inteiro n suficientemente
grande tal que E(¢g*) = E,(¢*). Agora, considerando um gerador qualquer de
E(g"), isto é, um elemento da forma [z, ¢* - - - ¢*], com = um elemento qualquer de

n

G e lembrando que [E(g*), g*] = 1 obtemos

[z, g" - g"], 6" = [z, g" - g¥] = 1.

n n+1

Desta maneira, concluimos que ¢* é um elemento Engel de G. Portanto, do
Teorema 2.0.13 segue que g* € F(G). Uma vez que g foi tomado arbitrariamente,
obtemos para todo g em G que g* € F(G), para o mesmo k, que lembramos ser um
inteiro m-limitado. Dai tem-se que a ordem de qualquer elemento de G/F(G) é
m-limitada. Consequentemente, temos que o exp(G/F(G)) também é m-limitado,

como desejado. 0
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Concluimos esta secao observando que um fato bem conhecido, consequéncia

da classificagao dos grupos finitos simples (veja [3]), é o seguinte:

Teorema 3.1.5. Seja n um inteiro positivo. Entdao, existe s6 um niumero finito

de grupos simples com expoente n.

3.2. Resultado Principal Para Grupos Finitos

A partir dos resultados obtidos na secao anterior, estamos em condigoes de

demonstrar o teorema principal deste capitulo.

Teorema 3.2.1. Suponha que G seja um grupo finito e existe um inteiro positivo
m tal que |E(g)| < m para todo g € G. Entio a ordem do subgrupo residual

nilpotente v (G) € limitada em termos de m.

Vamos provar o resultado acima mostrando que |y, (G)| é m-limitada e para
isto, sendo o argumento bastante técnico, dividiremos a prova em dois casos: pri-
meiro veremos que o resultado vale quando G é soluvel e logo consideremos o caso

geral.

Afirmacao 1. O Teorema 3.2.1 vale com a hipotese ulterior que G seja um grupo

soluvel.

DEMONSTRAGAO. Por hipdtese G é um grupo finito tal que |E(g)| < m para
todo g € G, entao temos pelo Lema 3.1.4 que G/ F(G) possui expoente m-limitado.
Como G é soluvel finito, pelo Teorema 1.2.20, segue que a altura de Fitting de
G/F(G) é m-limitada. Uma vez que F(G) é nilpotente, tem-se que h(F(G)) =1
e sabendo que h(G/F(G)) é m-limitada, concluimos pelo Lema 1.2.16, que h(G)
¢ m-limitada.

Assim, podemos argumentar por indugdo sobre h(G). Desta maneira, se
h(G) =1, entdo F(G) = G. Logo, G é nilpotente, aplicando o Lema 1.2.7 tem-se
que Y75 (G) =1 e o resultado é 6bvio. Suponhamos agora que h(G) > 2 e conside-
remos o segundo subgrupo de Fitting F»(G). Observe que h(F5(G)) = 2. Assim,
aplicando o Lema 3.1.1 em F5(G) e notando que F'(Fy(G)) = F(G), obtemos que
Voo (F2(G)) = [1,[Fy, Hyl, onde Fy é um g-subgrupo de Sylow de F(G), Hy é um
¢'-subgrupo de Hall de F5(G), e o produto é feito sobre os primos ¢ divisores de
|F(G)|. Dado um primo ¢, consideremos H, = Hy/Ch,(Fy) e V = F/O(F,).
Note que Hy é um ¢-grupo e V é um g-grupo abeliano elementar. Assim, pelo

Lema 1.1.5, H, é isomorfo a um subgrupo de Aut(F,). Entao, temos que H, age
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por automorfismos sobre Fj, e pelo fato desta acao ser coprima, segue do Teorema
1.3.6 que H, age fielmente sobre V.

Vamos mostrar a seguir que a ordem de v, (F5(G)) é m-limitada. Para isto,
vejamos primeiramente que, para cada xr € Fq/, temos que |[V,z]| < m. Pois,
como x € ﬁq/ e este por sua vez é uma se¢ao de GG, tem-se pela Proposi¢ao 2.0.16
item (iii) que |E(z)| < m para todo x € H,. Agora, como V é um g-grupo
finito e 7 € H, é um ¢-elemento, entdo pelo Lema 3.1.2 segue que [V, ] < E(x).
Portanto, |[V, x]] < m para cada z € H,. Assim, aplicando o Lema 3.1.3, obtemos
que a ordem de H, é m-limitada. Observe que |[F,, Hy]| = |[F,, Hy]|. Agora
mostraremos que |[F,, Hy]| = |[F,, Hy]| ¢ m-limitada. Com efeito, por um lado,
como |Hy| é m-limitada, temos que [F,, Hy] é o produto de uma quantidade
m-limitada de subgrupos da forma [F, h], com h € Hy. Por outro lado, usando o
Lema 3.1.2, agora com Fj e h € Hy, tem-se que [F,, h| < E(h) para cada h € H.
Logo, |[Fy, h]] < m para todo h € H,. Por isso, concluimos que |[F,, Hy]| é
m-limitada.

Desde que |[F,, Hy|| é m-limitada para qualquer primo ¢, obtemos que os
primos ¢, para os quais [F,, Hy| # 1, sdo menores do que ou iguais a m. As-
sim, como |[F,, H,]| ¢ m-limitada para cada primo ¢ e os primos ¢ para os quais
[Fy, Hy] # 1sdo também m-limitados, concluimos que [0 (F2(G))| = | T[,[Fy, Hy |
¢ m-limitada.

Agora, consideremos G = G/, (F»(G)), sendo uma secio de G, segue da
Proposiciao 2.0.16 item (iii) que |E(g)| < m para todo § € G. E observe que
h(G) < h(G). Assim, aplicando a hipétese de inducdo em G, obtemos que a
ordem de 7, (G) é m-limitada. Assim, usando (1.2.2) temos que

= Yoo (G) Voo (F2(G)) _ s(G)
=T BG)  m(BG)

Combinando este fato com o fato que |y (F2(G))| é m-limitada, concluimos que

700 (G)| é m-limitada, como queriamos. O

Agora, vejamos os detalhes da demonstracao do caso geral do Teorema 3.2.1.
Veremos como o caso solivel mostrado antes desenvolvera um papel importante

dentro da prova do caso geral.
Afirmacao 2. O Teorema 3.2.1 vale com G um grupo qualquer.
DEMONSTRACAO. Primeiro mostraremos que

G/R(G) possui ordem m-limitada,
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onde R(G) é o radical solivel de G.

Seja E o subgrupo de Fitting generalizado de G/R(G). Segue do Teorema
1.2.19 item (i) que E contém seu centralizador. Agora, pela Defini¢ao 1.2.18 temos
que E = FGy--- G} onde F é o subgrupo de Fitting de G/R(G) e Gy, ..., Gy, sao
as componentes de G/ R(G), isto é, sdo subgrupos subnormais quase simples. Para
0 nosso objetivo € suficiente mostrar que E possui ordem m-limitada. De fato, se
E possui ordem m-limitada, temos que Aut(F) também possui ordem m-limitada.
Por outro lado, note que Ng/r)(E) = G/R(G) e desde que Cg/ric)(E) esté
contido em £ pelo Lema 1.1.5 temos que G/R(G)/Cq/rc)(E) é isomorfo a um
subgrupo de Aut(£). Disto segue que G/R(G)/Cq/r(c)(E) também possui ordem
m-limitada. Assim, como E e [G/R(G) : Cq/r(e)(E)] possuem ordem m-limitada,
concluimos que o indice [G/R(G) : E| também possui ordem m-limitada. Isto
implica que G/R(G) também possui ordem m-limitada, como queremos.

Como estamos considerando o quociente pelo radical solivel, temos que F' = 1.
E assim, usando [15, Lemma 9.5, tem-se £ = S; X - - - X Sy, é um produto direto de
grupos S; finitos simples ndo abelianos. Pelo Lema 3.1.4, temos que exp(G/F(G))
é m-limitado, entao exp(FE) é também m-limitado. Pois, note que F(G)<R(G) <G

(S

G/F(G)
R(G)/F(G)

Agora, desde que F é o produto direto dos S; e cada S; é isomorfo a um

~ G/R(G).

subgrupo de E, segue que cada S; possui expoente m-limitado. Portanto, pelo
Teorema 3.1.5 temos que cada S; possui ordem m-limitada. Resta mostrarmos
que o nimero k de fatores é também m-limitado. Com efeito, desde que cada S; é
um grupo finito simples nao abeliano, segue do Lema 1.2.15, que cada S; contém
um subgrupo soluvel nao nilpotente, que denotaremos por R;. Desta maneira,
como cada R; é nao nilpotente, temos que Yo (R;) # 1. Assim, consideremos
T = Ry X --- X Ry, tem-se que T é solivel. Agora, desde que T é um subgrupo
de G/R(G), que é uma segao de G, segue que |E(t)] < m para todo t € T.
Em particular, aplicando a Afirmacao 1 obtemos que |V (7')| é m-limitada. Ob-
serve que a ordem de 7Y, (R;) é m-limitada para todo i, j4 que a ordem de S; é
m-limitada. Desta forma, sabendo que |Yoo(T')| = |00 (R1)] - - - | Yoo (Rk)|, pois tem-
$€ Yoo(T) = Yoo (R1) X -+ X Yoo(Ryg), concluimos que o nimero de fatores, isto é
k, é também m-limitado. Logo, segue que E possui ordem m-limitada e portanto,
|G/R(G)| é também m-limitada, como desejado.

Por outro lado, como R(G) é soluvel e satisfaz a hip6tese do teorema, segue pela

Afirmacao 1 que |y (R(G))| é m-limitada. Entao, podemos considerar o quociente
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G /75 (R(G)) e assim assumir que R(G) = F(G) é nilpotente, pois v (R(G)) = 1.
Portanto, segue que |G/F(G)| é m-limitada. Assim, podemos usar indugao sobre
|G/F(G)| = k para mostrarmos que

a ordem de Y (G) é (m, k)-limitada e portanto m-limitada.

Notamos que a base desta indugao inclue o caso trivial, isto ¢, se |G/F(G)| = 1,
ou seja G = F(G) ¢é nilpotente. Portanto, 7,(G) = 1 e o resultado é ébvio. Mas,
a maior parte da base da inducao esta concentrada em considerar o caso quando
G/F(G) é um grupo simples. Observe que quando G/F(G) é simples de ordem
prima, entdao G/F(G) é soluvel e portanto o resultado segue da Afirmagao 1, o
caso soluvel, provado antes.

Antes de dedicarmos a considerar o caso em que G/F(G) é um grupo simples
nao-abeliano, que é a maior parte da prova, vejamos os detalhes do argumento
indutivo, supondo ter provado o caso base.

Suponhamos agora que G/F(G) possua um subgrupo normal préprio nao tri-
vial N/F(G), com F(G) < N<G. Notemos que F(N) = F(G). Com efeito, como
F(G) énormal em N e nilpotente, segue pela defini¢ao de F'(N) que F(G) < F(N).
Por outro lado, uma vez que F'(NN) é caracteristico em N, que por sua vez é normal
em G, temos que F(N) é normal em G e nilpotente, assim pela defini¢ao de F(G)
obtemos que F(N) < F(G). Portanto, F(N) = F(G), como desejado. Agora,
como N < G, a hipétese do teorema também vale para N e além disso, sabendo
que FI(N) < N <G, temos que N/F(N)<G/F(G) e |[IN/F(N)| < |G/F(G)| = k.
Desta forma, aplicando a hipétese de inducao em N, obtemos que |y (V)| é
limitada em termos de m e da ordem |N/F(N)| que é k-limitada e portanto
m-limitada. Por outro lado, observe que N/v.(N) << G/v5(N). Dai, obtemos
que N/7oo(N) < F(G/75(N)), uma vez que N/v,(N) é nilpotente e normal em
G/Yso(N). Desta forma, |N/vs(N)| < |F(G/v(N))| e pelo terceiro teorema do
isomorfismo, segue que

G /70 (N) ’
— =1 < |G/N].
ey < o
Como F(G) < N < G, resulta que |G/N| < |G/F(G)| = k, e concluimos
G /7o (N) ‘ , -
que | ———————| < k. Desde que G/75(N) é uma secao de G, tem-se pela
F(G/rm(V) [ )

Proposigao 2.0.16 item (iii) que a hipdtese do teorema também é vélida para a
mesma e aplicando a hipétese de indugao obtemos que |[Yoo (G /700 (V)| também

¢ limitada em termos de m e |G/N| < k, ou seja, é m-limitada. Usando (1.2.2)
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obtemos e
Voo
G N)) = )
e (G () = =55

Disto segue que [Yoo(G) /Yoo (N)| é m-limitada. Lembrando, como vimos antes,

que |Yoo(N)| é m-limitada, concluimos que |75(G)| é m-limitada, como desejado
e o resultado segue.

Daqui em diante, vamos assumir que
G/R(G) é um grupo simples ndo abeliano de ordem m-limitada.

Seja g € G um elemento qualquer. Notemos que o subgrupo F(G)(g) é soluvel
e sendo F(G)(g) < G, segue que |E(z)| < m para todo x € F(G)(g). Dali, pela
Afirmagao 1, temos que |70 (F(G)(g))| é¢ m-limitada. Desde que 7. (F(G)(g)) ¢é
normal em F(G), seu fecho normal (7 (F(G){g))¢) em G é um produto de no
méximo |G/F(G)| conjugados, com cada um normal em F(G). De fato, uma vez
que Yoo (F(G){g)) é normal em F(G), temos que F(G) < No(7(F(G)(9))) < G.
Logo, segue que o indice [G : Ng(vso(F(G){g)))] divide [G : F(G)] que é m-
limitado como vimos antes. Portanto, (7. (F(G)(g))¢) possui ordem m-limitada.

Agora, escolhamos um transversal W = {t1,...,t;} de F(G) em G e definamos
k

K = H(yoo(F(G)@i))G). Notemos que K é um subgrupo normal de G, pois
i=1

para cada i € {1,...,k} temos que (Yoo(F(G){t;))¥) é normal em G. Por outro
lado, K possui ordem m-limitada, pois |{(yeo (F(G){t;))¢)}| é m-limitada para cada
i € {1,...,k} e ja vimos que k, que é a quantidade de fatores, é m-limitado.
Portanto, para o nosso objetivo principal, é suficiente mostrar que |y (G/K)| é

m-limitada. Entao, usando (1.2.2) obtemos
Voo (G) K
ol G/ R) = R
Desta forma, se mostrarmos que |7, (G/K)| é m-limitada e com o fato que | K|
¢ m-limitada, obtemos que a ordem de 7, (G) é m-limitada, como desejado. Logo,
sem perda de generalidade, vamos assumir que K = 1. Primeiramente observemos

que, para qualquer g € GG, temos
[F<G>7g7"'7g] = 17 (3.21)

onde g é repetido um nimero suficiente de vezes. De fato, como W é um transversal
de F(G) em G, temos que G = F(G)W. Desta maneira, seja g € G, entdo
g € F(G)t; para algum t; € W. Como K = 1, temos que 7o (F(G)(t;)) = 1, ou



3.2. RESULTADO PRINCIPAL PARA GRUPOS FINITOS 34

seja que F(G)(t;) é nilpotente. Lembrando que g € F(G)(t;), a identidade em
(3.2.1) segue.

Agora, vamos mostrar que
[F(G),G,...,G] =1, (3.2.2)

onde G é repetido um nimero suficiente de vezes. Com efeito, desde que F(G) é
nilpotente finito, temos que F(G) é isomorfo ao produto direto de seus subgrupos
de Sylow. Entdo, usando propriedade de comutadores, para mostrar que (3.2.2)
vale é suficiente mostrarmos que [Fy, G, ..., G| = 1 para todo g-subgrupo de Sylow
F, de F(G). De fato, para qualquer h ¢’-elemento de GG, podemos considerar que h
age por automorfismos sobre Fj, e esta acao é coprima. Entao, segue pelo Corolério
1.3.5 item (ii) que [Fy,h| = [Fy, h,h]. Por um lado, usando esta propriedade,
observamos que
[Fy, h] = [Fy, h,h] = [Fy, h, ... hl.

Por outro lado, como F,, < F(G), usando (3.2.1) e a observagao anterior tem-se

que
[Fy, h] <[F(G),h,...,h| =1.

Portanto [F,,h] = 1. Agora, seja H o subgrupo de G gerado por todos
os ¢'-elementos. Entdo, segue que [F,, H] = 1. Note que G = F,H. Pois,
desde que H seja normal em G e considerando o epimorfismo candnico de G em
G/F(G), tem-se que F(G)H/F(G) < G/F(G). Por G/F(G) ser simples, resulta
que F(G)H/F(G) = G/F(G) e assim temos que G = F(G)H. Pela defini¢ao de
H e das propriedades de F(G), segue que G = F,H. Combinando os fatos que
G = F,H e [F,, H] = 1, obtemos que

F,,G,....G|=[F, F,H,....F,H| =[F, F, ..., F].
Logo, como F; é nilpotente, entao tem-se
[F,,G,....G]=[F, F,,...,F] =1,

onde F, ¢é repetido um numero suficiente de vezes no comutador. Portanto,
[F,,G,...,G| = 1 para todo g-subgrupo de Sylow F, de F(G). Em particular,
a identidade (3.2.2) vale, como queriamos.

Finalmente agora, estamos em condigdes de mostrar que 7., (G) possui ordem
m-limitada. Para simplificarmos a notagao, fagamos D = 7,.(G). Vamos mostrar
primeiro que D = [D, D]. De fato, como G /F(G) é um grupo simples nao-abeliano,

temos que D é nao solivel. Pois, caso contrério terfamos que [D, D] < D e isto
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levaria uma contradigao sendo G/F(G) simples. Como D é nao solivel, temos
que [D, D] < D. Assim, considerando o epimorfismo canénico de G em G/F(G),
resulta que [D, D|F(G)/F(G)<G/F(G). E por G/F(G) ser simples nao-abeliano,
segue que [D, D|F(GQ)/F(G) = G/F(G). Portanto, concluimos que

G = F(G)[D, D). (3.2.3)

Agora, aplicando comutagao com G em ambos os lados da igualdade em (3.2.3),

obtemos para todo i > 1 que

w(G) =G,...,G] = [F(G)|D, D],G,...,G] < [F(G),G,...,G|D,D]

Assim, usando (3.2.2), temos que v;(G) < [D, D] para um ¢ suficientemente
grande. Logo, D = N2, %(G) < v(G) < [D,D]. Portanto, concluimos que
D =D, D

Consideremos o comutador [F(G)ND, D, ..., D], onde D é repetido um niimero

suficiente de vezes no comutador como G em (3.2.2). Como F(G)ND < F(G) e

usando a identidade (3.2.2), concluimos que
[F(G)ND,D,....D| <[F(G),G,...,G] = 1.
Logo,
[F(G)NnD,D,...,D] =1. (3.2.4)

Consequentemente temos que F(G) N D < Z,(D) para n suficientemente
grande, onde Z,(D) é o n-ésimo termo da série central ascendente de D. De
fato, por (3.2.4) tem-se que [z,dy,...,d,] = 1 para todo x € F(G) N D e para
quaisquer dy,...,d, € D. Logo, pela Proposi¢ao 1.2.4, obtemos que = € Z,(D).
Agora, como D é um grupo perfeito, temos pelo Lema 1.2.2 que Z (D/Z(D)) = 1,

ou seja Z (D) = Zy(D). Disto segue com um argumento indutivo, que
Z(D) = Z;(D) Vix>l. (3.2.5)

Por outro lado, sabendo que F(G)ND < Z,(D) para n suficientemente grande
e usando (3.2.5), obtemos que F(G) N D < Z(D). E desta maneira, concluimos
que F(G)ND < Z(D)ND = Z(D)N|[D, D]. Agora, note que F'(G)ND < D. Dal,

temos

D . F(G)D F(G)D,D] G
F(G)NnD  F(G)  FG)  FGY
onde na ultima igualdade usamos (3.2.3).
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Assim, como |G/F(G)| é m-limitada, resulta que |D/(F(G) N D)| também é
m-limitada. Por outro lado, como F(G)ND < Z(D) < D, obtemos que [D : Z(D)]
¢ m-limitada e pelo Teorema 1.2.3, segue que D' = D possui ordem limitada em
termos da ordem de |G/F(G)| que é m-limitada. Portanto, D = 7,(G) pos-
sui ordem m-limitada, como queriamos. Isso completa o argumento no caso que
G/F(G) é simples ndo-abeliano. Assim, terminamos a prova da Afirmacao 2 e isso

completa também a demonstracao do Teorema 3.2.1. U

Concluimos este capitulo fazendo algumas consideracoes sobre o resultado do
Teorema 3.2.1. Primeiro notemos que o Teorema 3.2.1 pode ser visto como uma
generalizacao do conhecido teorema de Zorn (veja Teorema 2.0.12) que diz que
um grupo finito Engel precisa ser nilpotente. Agora uma consideracao técnica:
do enunciado do Teorema 3.2.1 segue imediatamente que o indice do subgrupo de
Fitting de G precisa ser m-limitado, pois é suficiente observar que pelo fato da
ordem de 75 (G) ser m-limitada deduzimos que o indice de Cg(V0(G)) em G é
m-limitado e assim, chegamos a limitar em termos de m o indice de F'(G) em G.
Mas, note que essa informagao sobre o indice de F(G) em G é de fato um passo
fundamental da mesma prova do Teorema 3.2.1. No Capitulo 4, veremos também
como a partir do Teorema 3.2.1 é possivel deduzir um resultado anédlogo de tipo
quantitativo para grupos profinitos. Os detalhes serao apresentados no Corolario
5.2.3.



Grupos Profinitos

Neste capitulo vamos apresentar defini¢oes e os principais resultados de espagos
topoldgicos que serao utilizados ao longo do trabalho, depois veremos o conceito
de grupos topologicos e ressaltaremos suas propriedades mais relevantes. Em se-
guida, veremos a definicao de limite inverso e daremos algumas caracterizacoes
de grupos profinitos. Logo em seguida, definiremos completamentos de grupos
abstratos e construiremos alguns exemplos. Depois, falaremos da teoria de Sylow
em grupos profinitos, veremos que muitos dos resultados conhecidos de teoria de
grupos podem ser estendidos a grupos profinitos. E por fim, caracterizaremos os
grupos pronilpotentes. As principais referéncias utilizadas neste capitulo sao os
livros de J.S. Wilson [25] e L. Ribes e P. Zalesskii [19]. Este capitulo tem um

carater preliminar referente ao Capitulo 4.

4.1. Espacos Topolégicos

Vamos comecar esta secao introduzindo o conceito de topologia e também de
espaco topoldgico.

Uma topologia num conjunto X é uma colecao 7 de subconjuntos de X, cha-
mados conjuntos abertos, satisfazendo as seguintes condigoes:
(i) o conjunto vazio @ e X sdo conjuntos abertos;
(ii) a intersegao de quaisquer dois conjuntos abertos é um conjunto aberto;
(iii) a uniao de qualquer cole¢ao de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

Um espago topoldgico é um par (X,7) onde X é um conjunto nao vazio e
7 é uma topologia em X; frequentemente diremos apenas espaco topoldgico X

mencionando 7 somente quando for necessario.

37
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Podemos considerar qualquer conjunto X como um espago topoldgico, basta
definirmos uma topologia na qual cada subconjunto de X é um aberto; chamamos
esta topologia de topologia discreta em X. Entao, X é dito um espaco discreto.

A seguir vamos lembrar algumas defini¢bes e conceitos basicos relacionados a
espagos topologicos.

Seja Y um subconjunto de um espaco topoldgico X, a colecao de todos os
subconjuntos da forma Y N U, com U aberto em X, é uma topologia em Y’; esta
¢ chamada a topologia subespago e com respeito a esta topologia Y é dito um
subespaco de X.

Dado X um espaco topolégico, um subconjunto Y de X é dito fechado se seu
complementar X\Y é aberto. Seja Y um subconjunto de X, o fecho de Y, o qual
denotaremos por Y, é a intersecdo de todos os conjuntos fechados contendo Y.
Entdo, Y é um conjunto fechado. Dizemos que Y é denso em X se Y = X.

Uma wvizinhanca aberta de um elemento z de X é um conjunto aberto que
contém x. Uma base para a topologia em X é uma colegao {U, | A € A} de con-
juntos abertos tal que todo conjunto aberto é uma uniao de alguns dos conjuntos
U,.

Um espaco topolégico X é chamado compacto se, dada qualquer familia de
subconjuntos abertos {U, | o € A} tal que X = J,. 4 U, existe uma subfamilia
finita {Us,,...,Uq, } tal que X = J._, U,,. Podemos definir compacidade de
outra maneira, ou seja, X é dito compacto se sempre que {C, | @ € A} é uma
familia de subconjuntos fechados com a propriedade de que cada intersecao de uma
quantidade finita de conjuntos C,, é nao vazia, segue que a intercecao de todos os
conjuntos C, é nao vazia. As duas defini¢oes sao equivalentes.

Um espacgo X ¢é dito localmente compacto se cada elemento x em X possui uma
vizinhanga compacta. Notemos que todo espago compacto é localmente compacto,
pois o espago em si ¢ uma vizinhanca compacta de qualquer um de seus elementos.

Um espaco X ¢é chamado Hausdorff se para quaisquer elementos distintos x
e y em X existem vizinhancas abertas U e V de x e y respectivamente tal que
UNV = @. Observemos que se X é Hausdorff, entdo {x} é fechado para cada
x € X, pois para cada y € X com z # y existe uma vizinhanga aberta U de y
disjunta com {x}, entdo X\{z} é aberto.

Dizemos que um espaco X é conexro se nao podemos escrevé-lo como uma uniao
disjunta de dois abertos nao vazios. Por outro lado, X ¢é dito totalmente desconezo

se todo subespago conexo possui no maximo um elemento.
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Os conceitos de espagos totalmente desconexo, Hausdorff e compacto sao muito
relevantes no nosso estudo, pois veremos que os grupos profinitos, objetos centrais
na dissertagao, sao sempre espacos com essas caracteristicas.

Sejam X e Y espacos topoldgicos. Dizemos que uma aplicagao f: X — Y é
continua se para cada conjunto aberto U de Y a imagem inversa f~(U) é aberta
em X. E f4cil ver que composicao de fungoes continuas é continua. Uma aplicacao
f entre espacos topoldgicos é dita um homeomorfismo se f é continua e bijetora
com inversa f~! também continua.

A seguir reunimos, em uma proposi¢ao, alguns resultados a respeito de aplicagoes
continuas, espacos compactos, totalmente desconexos e Hausdorff que serao bas-

tante utilizados no decorrer deste capitulo.

Proposicao 4.1.1. Sejam X e Y espacgos topologicos e f,g: X — Y aplicagoes
entre esses espagos. As sequintes afirmagoes valem:

(i) cada subconjunto fechado de um espago compacto é compacto;

(i) cada subconjunto compacto de um espagco Hausdorff € fechado,

(iiii) se f € continua e X € compacto, entao f(X) é compacto;

(iv) se f € continua e bijetora e se X € compacto e Y é Hausdorff, entao f € um
homeomorfismo;

(v) se f e g sao fungoes continuas e Y é um espago Hausdorff, entao o conjunto
{r e X | f(z) =g(x)} € fechado em X ;

(vi) seja X um espago compacto e Hausdorff. Se X ¢é também totalmente desco-
nexo, entao cada conjunto aberto € uma uniao de conjuntos que sao simultanea-

mente fechados e abertos.

DEMONSTRAGAO. Observe que os itens (i), (ii), (iii), (iv) e (vi) sdo simples
exercicios, consequéncias das defini¢oes. Assim, vamos demonstrar somente o item
(v).

Denotemos por N = {z € X | f(x) # g(x)} e vamos mostrar que N ¢é aberto.
Seja y € N, entao f(y) # g(y) e por Y ser Hausdorff existem U e V' conjuntos
abertos de Y contendo f(y) e g(y) respectivamente que sao disjuntos.

Como f e g sdo fungoes continuas, temos que f~1(U) e g71 (V) sao abertos em
X, logo f~HU)Ng~!(V) é uma vizinhanga aberta de y e estd contida em N. Deste
modo, N é uma uniao de conjuntos abertos da forma f~*(U) N g~ (V), logo N é

aberto e o resultado segue. 0
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O lema a seguir é muito util quando queremos verificar se um subconjunto de
um espaco topolégico é denso. A prova deste resultado pode ser encontrada em
[17, Proposition 3.1.15].

Lema 4.1.2. Seja Y um subconjunto de um espaco topologico X. Dizemos que Y
¢ denso em X se, e somente, se cada subconjunto aberto nao vazio de X intersecta

Y nao trivialmente, isto é, se U é um aberto nao vazio de X, entao’Y NU # .

Seja p uma relagao de equivaléncia em um espago topolégico X e denotamos
por X/p o conjunto quociente e ¢ para a aplicagdo quociente de X para X/p que
associa a cada elemento de X a sua classe de equivaléncia. A topologia quociente
em X/p é a topologia cujos conjuntos abertos sdo os subconjuntos V' de X/p tais
que ¢ (V) é um aberto em X. Note que esta defini¢io de topologia quociente
garante que, se X/p é considerado com a topologia quociente, entdao a aplica¢do
q: X — X/p é continua.

Vamos agora lembrar a nocao de produto Cartesiano para assim poder apre-
sentar o conceito de produto de espagos topoldgicos e ver algumas propriedades
relacionadas.

Um produto Cartesiano (ou simplesmente produto) de uma familia de conjuntos
{X, | A€ A} é o conjunto C = Cr(X, | A € A) cujos elementos sao as aplicagoes
xz de A em (J, X, tal que z(\) € X, para cada A\. Portanto, um elemento de C,
pode ser pensando como um vetor da forma (z,) que corresponde a funcao que
leva A\ para x).

Para cada A € A, existe uma aplicagao ) : C — X, definida por (z)) — x,
chamada projecao.

Agora suponhamos que cada X, seja um espago topoldgico. Dado C' o produto
dos X, podemos tornar C' um espago topoldgico definindo uma topologia cujos

conjuntos abertos sao todas as unioes de conjuntos da forma

Ty, (U) NNy H(Un),

1

com n finito, cada \; em A e U; um aberto em X,,. Esta topologia é chamada
topologia produto. Note que como consequéncia desta definicao cada aplicacao
projecao 7 : C' — X, pode ser mostrada ser continua.

Seja f : Z — C uma aplicacao, onde Z é um outro espago topolégico. Observe
que f é continua se, e somente se, cada aplicacao 7y f é continua.

Finalizamos esta secao, com um teorema que relaciona algumas propriedades

topoldgicas de uma dada familia de espagos toplégicos com o seu produto.
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Teorema 4.1.3. Sejam {X | A € A} uma familia de espagos topoldgicos e C' seu
produto Cartesiano. As sequintes afirmacoes valem:

(i) se cada X, € Hausdorff, entao C é Hausdorff;

(i) se cada Xy € totalmente desconexo, entdo C' € totalmente desconexo;

(iii) se cada Xy é compacto, entio C € compacto (Teorema de Tychonoff).

A demonstracao deste fato pode ser vista em [25, Theorem 0.2.1]. Mas é
vélido ressaltar que o item (iii) ndo é elementar, uma vez que em sua prova usa-se

0 axioma da escolha.

4.2. Grupos Topoldgicos

Nesta se¢ao vamos introduzir o conceito de grupo topoldgico, ou seja, um
conjunto nao apenas com uma estrutura de espaco topolégico, mas também com
a estrutura de grupo. Veremos como a coexisténcia dessas duas estruturas em
um unico conjunto X sera fundamental para relaciona-las e obter consequéncias
no estudo das propriedades de X. Nosso interesse principal, no estudo de grupos
topoldgicos, estda baseado no fato que todo grupo profinito, como veremos, ¢ em

particular um grupo topolégico.

Definicao 4.2.1. Um grupo topoldgico é um conjunto G que é ao mesmo tempo

um grupo e um espago topologico, para o qual a aplicacao

GxG — G
(z,y) — zy!

¢ continua. Claramente G X G estd munido com a topologia produto.

Sejam G um grupo, g um elemento de GG e U e V subconjuntos de G. De-
finimos os seguintes subconjuntos Ug = {ug | v € U}, gU = {gu | u € U},
Ult={ut|ueU}eUV ={uw |u € Uwv € V}. Denotaremos por 1 o elemento
neutro de um grupo.

As duas proposigoes seguintes reinem os fatos mais relevantes acerca de grupos

topologicos.

Proposigao 4.2.2. Seja G um grupo topoldgico. As sequintes afirmagcoes valem:
(i) a aplicagio de G x G em G definida por (x,y) — xy € continua e a aplicagcdo
de G em G definida por x — x=' é um homeomorfismo. E para cada g € G as
aplicacoes de G em G dadas por x — xg e x — gx sao homeomorfismos;

(ii) se H é um subgrupo aberto (res. fechado) de G, entao toda classe lateral Hg

ou gH de H em G € aberta (res. fechada);
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(iii) todo subgrupo aberto de G € fechado e todo subgrupo fechado de indice finito é
aberto. Além disso, se G € compacto, entao todo subgrupo aberto de G tem indice
finito;

(iv) se H € um subgrupo contendo um subconjunto aberto nao vazio U de G, entdo
H ¢ aberto em G.

DEMONSTRAGAO. Notemos que o item (i) é consequéncia das definigdes de
grupo topoldgico e de aplicagao continua.

Agora mostraremos (ii). Seja H um subgrupo aberto (res. fechado) de G,
para cada g € G definamos a aplicacao f : G — G dada por x — xg. Pelo
item (i), f é um homeomorfismo e por H ser aberto (res. fechado) temos que
f(H) ={hg | h € H} = Hg é aberto (res. fechado), pois homeomorfismo leva
aberto (res. fechado) em aberto (res. fechado). De um modo anédlogo, podemos
provar que o conjunto gH é aberto (res. fechado).

Vamos provar (iii). Seja H um subgrupo de G. Observemos que podemos
escrever G\ H da seguinte forma G\ H = U(Hg | g € H). Se H ¢é aberto, entao
por (ii) Hg é aberto, logo G \ H é aberto e portanto, H é fechado.

Se H é um subgrupo fechado de indice finito, temos que o niimero de classes
laterais de H em G ¢é finito, logo G\ H é uma unido de uma quantidade finita
de classes laterais. Por H ser fechado, pelo item (ii) Hg ¢ fechado, assim G \ H
é fechado, uma vez que o mesmo é a uniao de um numero finito de conjuntos
fechados, consequentemente obtemos que H é aberto.

Seja agora H um subgrupo aberto de G. Sabemos que podemos escrever GG da

seguinte forma G = |J__, Hg, onde cada Hg é aberto. Desde que G é compacto,

€a
existem g; € G com ige {1,...,n} tal que G = |J_, Hg;. Assim, segue que o
indice de H em G ¢é finito.

Vamos mostrar (iv). Para cada h € H, consideremos a aplicacao f: G — G
definida por x — zh. Pelo item (i) temos que f é um homeomorfismo. Como U
é aberto, entao f(U) = {uh | u € U} = Uh é aberto. Vejamos que H pode ser
escrito como H = |J,,cy Uh. Com efeito, por U esta contido em H, que é subgrupo
de G, obtemos claramente que | J,., Uh € H. Por outro lado, dado h elemento
qualquer de H, como U é ndo vazio, existe u; em U, logo u;' € H e assim tomando
hy = ul_lh € H temos que h = urhy € Uhy. Segue que H C UheH Uh. Assim, H

¢ uma uniao de abertos, portanto ele é aberto, como desejado. O

Proposicao 4.2.3. Seja G um grupo topolégico. Entao temos que:
(i) se G € compacto e Hausdorff e se C' e D sao subconjuntos fechados, entao o

subconjunto C'D € fechado,
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(i) se H é um subgrupo de G e K € um subgrupo normal de G, entao H é um
grupo topoldgico com respeito a topologia subespaco e G/K € um grupo topoldgico
com respeito a topologia quociente. Além disso, a aplicagao quociente q de G em
G/K leva subconjunto aberto em subconjunto aberto;

(iii) o grupo G € Hausdorff se, e somente se, {1} € fechado em G. Se K ¢é um
subgrupo normal de G, entao G/K é Hausdorff se, e somente se, K ¢é fechado em
G. Se G ¢ totalmente desconexo, entio G ¢ Hausdorff;

(iv) suponha que G é compacto e seja {X, | A € A} uma familia de subconjuntos
fechados com a propriedade que para todos A1, \a € A existe um elemento p € A

tal que X, C€ Xy, N X),. SeY é um subconjunto fechado de G, entao temos que
(n)\eA XH)Y = ﬂAeA XHY.

DEMONSTRAGAO. A prova do item (i) segue diretamente da Proposi¢ao 4.1.1
item (i). Os itens (ii) e (iii) podem ser facilmente provados usando o item (i) e
propriedades de topologia quociente e de subespaco. Assim, vamos mostrar apenas
o item (iv).

Agora, mostraremos o item (iv). Para simplificarmos a notagao, vamos omitir
o indice A € A. Claramente temos que ([1X,)Y C N X,.Y. Por outro lado,
seja g € () X,Y, suponhamos que g ¢ (N X,)Y. Entao, gY ' N (NX,) = 2.
Como Y ¢ fechado e G é compacto, segue que Y é compacto. Consideremos o
homeomorfismo f : G — G dado por * — 27!, tem-se que f(Y) = Y1 ¢
fechado, logo gY ! é fechado. Desta maneira, por G ser compacto e gY ! e os
conjuntos X, serem fechados com intersercao vazia, segue que existe um conjunto
finito {A1,..., Ay} € A tal que

gY InXx, Nn---NnX, =a. (4.2.1)

Por outro lado, por hipodtese, temos que para todos A, Ay € A existe um
elemento p; € A tal que X, C X, N X),. Entao, aplicando n — 1 vezes o mesmo

argumento, garantimos a existéncia de um p € A tal que
X, CXyN---NnXy,. (4.2.2)

Agora, combinando (4.2.1) e (4.2.2), obtemos que ¢Y ' N X, = . O que
implicaem g ¢ X,Y. O que é um absurdo, pois por hipétese g € (] X,Y. Portanto,
g € (N X,)Y e o resultado segue. O

O lema a seguir serd ttil em alguns casos e sua demonstragao pode ser encon-
trada em [25, Lemma 0.3.2].
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Lema 4.2.4. Seja G um grupo topologico compacto. Se C' é um subconjunto que
¢ ao mesmo tempo fechado e aberto e contém 1, entao C contém um subgrupo

normal aberto.

A combinagao do Lema 4.2.4 e das Proposicoes 4.1.1 e 4.2.3 nos fornecem a
préxima proposicao que caracteriza subgrupos abertos e fechados em um grupo
topoldgico com determinadas propriedades. Os detalhes da demonstracao podem
ser encontrados em [25, Proposition 0.3.3]. Denotemos por N <1, G um subgrupo

normal aberto N em G.

Proposicao 4.2.5. Seja G um grupo topoldgico, totalmente desconexo e compacto.
As sequintes afirmacgoes valem:

(i) cada conjunto aberto em G é uma uniao de classes laterais de subgrupos normais
abertos;

(ii) um subconjunto de G € aberto e fechado se, e somente se, é uma unido de um
numero finito de classes laterais de subgrupos normais abertos;

(iii) se X € um subconjunto de G, entdo seu fecho X satisfaz
X =[{NX|N<G}

Em particular, para cada subconjunto fechado C', temos
C=[{NC|N <G},

e a intersecao dos subgrupos normais abertos de G € trivial.

O lema a seguir nos diz que podemos tornar o produto Cartesiano de grupos to-
polégicos em um grupo topoldgico. A demonstracao deste fato, segue da defini¢ao

de topologia produto.

Lema 4.2.6. Sejam {G, | A € A} uma familia de grupos topoldgicos e o produto
Cartesiano dos G, isto é, C = Cr(Gy | A € A). Defina em C a operagao,
componente a componente, ou seja, (xx)(yx) = (zryn) para todos (xy), (yx) € C.
Entao C torna-se um grupo topolégico com respeito a esta operagao e a topologia
produto.

Concluimos esta se¢ao observando que, em um grupo topolégico Hausdorff, o
centralizador de qualquer subconjunto e o normalizador de todo subgrupo fechado

sao fechados.
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Lema 4.2.7. Seja G um grupo topolégico Hausdorff. Entao:

(i) o centralizador de todo subconjunto S de G, isto é,
Ca(S)={9g€G|gs=sgVseS}
¢ fechado;

(ii) o normalizador de todo subgrupo fechado H de G, isto €,
No(H)={ge€G|g'hgec Heghg '€ H VhecH}
¢ fechado.

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar o item (i). Fixamos s € S e consideremos
as seguintes aplicagoes: rs : G — G dada por g — gs e l; : G — G definida
por g — sg. Observe que 7, e [ s@o continuas. Agora por G ser Hausdorff, segue

pela Proposigao 4.1.1 item (v) que o conjunto

Co(s)={9€G|gs=sg9} ={g9€G|rig) =19}

¢ fechado em G. Assim, como Cg(S) = (\,eq Ca(s), concluimos que Cg(S) é
fechado, como queriamos.

Com um argumento semelhante mostra-se o item (ii). U

4.3. Limites Inversos

Nesta secao, apresentamos todas as ferramentas necessarias para poder defi-
nir o conceito de grupo profinito, mais especificamente, discutiremos as nogoes de
sistema inverso e limite inverso. Além disso, daremos alguns exemplos e enuncia-
remos varias propriedades. O conceito de limite inverso é central na definicao de
grupos profinitos, pois veremos que um grupo profinito sera um limite inverso de
uma determinada classe de grupos.

Seja I um conjunto parcialmente ordenado com respeito a uma relacao de
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ordem “ < 7. Dizemos que I é dirigido se para todos i1, 19 € I existe um elemento

jeltalquei; < jeig <.

Definicao 4.3.1. Um sistema inverso de espacos topoldgicos, indexado por um
conjunto dirigido I, consiste de uma familia {X; | i € I} de espagos topoldgicos e
uma familia {¢;; : X; — X, | 4,5 € I,i < j} de aplicagdes continuas satisfazendo
as seguintes propriedades:

(i) @4 é a aplicagao identidade de X; para cada i € [;
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(ii) o diagrama abaixo comuta, isto é, @;; 0k = ik,

Pik

N,
X

Xk X;

sempre que ¢ < J < k.

Denotaremos um sistema inverso por (X, ¢;;) quando for claro sobre qual
conjunto dirigido I o mesmo esta sendo considerado.

Observe que conjuntos para os quais nao especificamos uma determinada to-
pologia serao sempre considerados como espagos topolégicos munidos da topologia
discreta.

Se cada X; considerado na Defini¢ao 4.3.1 for um grupo topolégico e cada ;;
for um homomorfismo continuo, entdo o par (X;, ¢;;) ¢ dito um sistema inverso de
grupos topolégicos. Analogamente, é possivel definir um sistema inverso de anéis
topoldgicos.

Vejamos alguns exemplos representativos de sistemas inversos que serao usados

posteriormente.

Exemplo 4.3.2. Sejam I = N, um conjunto dirigido com a relagao de ordem
usual, {X; | ¢ € N} uma familia de conjuntos finitos, onde X; = {1,...,i}, para
cada i € I e considere ;11 : X;4+1 — X; a aplicagao definida por: ¢;;11(x) =z
sex <i+1epi(x) =isex =i+ 1. Definamos ¢; = Idx, para cada i e
©ij = Piit1--Pj_1,; bara j > i. Entdo, temos que o par (X, ¢;;) é um sistema
inverso de conjuntos finitos. Em particular, podemos representar graficamente as

varias aplicagoes de X;;; em X; em sequéncia da seguinte forma:
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Exemplo 4.3.3. Sejam I = N, um conjunto dirigido com a relagao de ordem
usual, p um nimero primo e para cada i € I definamos G; = Z/p'Z. Para j > i,

consideremos a seguinte aplicagao
Pij - Gj — G,L
n+p7Z — n+pZ
para cada n € Z. Entao, (G;, ¢;;) é um sistema inverso de anéis topoldgicos, pois,
sabemos que cada G; ¢ anel topoldgico e claramente cada ¢;; ¢ um homomorfismo

continuo de anéis. Agora observemos também que ¢;; = Idg, para todo i € I e se

i < j < k tem-se p;pjx = pir. Com efeito, seja n + p*Z € Gy, entao
(i) (n +P"Z) = @i (pjp(n + p*2)) = is(n + P'Z) = n +p'Z = pu(n + p"Z).

Observe que o Exemplo 4.3.3 é também um exemplo de sistema inverso de
grupos topolégicos.

Vamos agora generalizar a ideia do exemplo anterior para um grupo G qualquer.

Exemplo 4.3.4. Sejam G um grupo e I uma familia de subgrupos normais de
G com a propriedade que para todos Uy, Us € [ existe um subgrupo V € [ tal
que V < U; NU;. Podemos considerar I como sendo um conjunto dirigido com

respeito a ordem “ <'” definida por
U <V se, e somente se, V < U.

Para U <’ V considere a aplicacao definida por:

quv G/V — G/U
Vg — Ug

para todo g € G. Entao, (Gy, quy) é um sistema inverso de grupos.

De fato, observe que G/U é um grupo topolégico para todo U € I e claramente
as aplicagoes quy sao homomorfismos continuos, tais que se U = V', obtemos
quu = ldgy ese U <V <" W, tem-se pela defini¢ao de ordem que W <V < U
e portanto concluimos quvqvw = quw, pois dado Wg € G/W, temos que

(quvavw)Wg) = QUV(QVW(WQ)) =quv(Vyg) =Ug =qw(Wg).

Dados (X;, ¢;;) um sistema inverso de espagos topoldgicos sobre um conjunto
dirigido I e Y um espaco topoldgico, dizemos que uma familia de aplicacoes

continuas {¢; : ¥ — X; | ¢ € I} é compativel se temos ¢;;1); = 1;, sempre
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que ¢ < j, ou seja, se cada diagrama abaixo

é comutativo.
Finalmente estamos em condigoes de definir o conceito de limite inverso de um

sistema inverso de espacgos topoldgicos.

Definicao 4.3.5. Um limite inverso de um sistema inverso (X;, ¢;;) de espacos
topoldgicos, é um espaco topoldgico X juntamente com uma familia compativel
{¢i + X — X} de aplicagdes continuas satisfazendo a seguinte propriedade
universal: sempre que {¢; : ¥ — X;} é uma familia compativel de aplicagoes
continuas de um espaco Y, existe uma unica aplicacao continua ¢ : ¥ — X tal
que ;v = 1; para cada i, ou seja, de modo que cada um dos seguintes diagramas
comute.

Y

v 7 P
7/
¥

Pi

X

X;

Denotamos um limite inverso de um sistema inverso (X;, ¢;;) por (X, ¢;). Note
que anélogas defini¢oes podem ser enunciadas para o limite inverso de um sistema
inverso de grupos topolégicos e anéis topoldgicos.

O préximo resultado nos mostra que o limite inverso de um sistema inverso

(X5, pij) de espagos topoldgicos existe e é inico em um determinado sentido.

Proposigao 4.3.6. Seja (X, pi;) um sistema inverso de espagos topoldgicos (de
grupos topolégicos res. ), indexado por I. Entao as sequintes afirmagoes valem:
(i) se (X(l),gpz(-l)) e (X(Q),%@)) sdo limites inversos do sistema inverso (Xi, @ij),
entdo existe um homeomorfismo (isomorfismo topolégico res.) ¢ : X0 — x®
tal que gpl@)(b = goz(-l) para cada i € I;

(ii) seja C' = Cr(X; |i € I) e para cada i € I considere m; a aplicagao projegdo de

C para X;. Defina o sequinte conjunto
X ={ce C|pymj(c) =mc) para todos i,j com j > i}

e p; = m|x para cada i € I. Entao (X, ;) € um limite inverso de (X;, ¢ij);

(iii) se (X, @i;) € um sistema inverso de grupos topoldgicos e homomorfismos
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continuos, entdo X € um grupo topoldgico e as aplicagcoes @; sdo homomorfismos

continuos.

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar o item (i). De fato, primeiramente apli-
(1) (2)

cando a propriedade universal de (X ;") a familia (p;”') de funces com-
pativeis, temos que existe uma tunica aplica¢do continua (homomorfismo continuo
res.) 1 : X — XM tal que para cada i € I tem-se ¢§1)¢ = gol@). Analoga-
mente, aplicando a propriedade universal de (X2, 9052)) a familia (gpgl)) de funcoes
compativeis, obtemos que existe uma tunica aplicagdo continua (homomorfismo
continuo res.) ¢ : XM — X tal que para cada i € I tem-se <p§2)¢ = @El).
Novamente, aplicando a propriedade universal de (X, gogl)) a familia (gogl)) de

funcoes compativeis, existe uma tnica aplicacao continua v : XM — X tal que

para cada ¢ € [ tem-se

oy =Y. (4.3.1)

Note que ¢ e Idya satisfazem (4.3.1). Logo, segue da unicidade de v que
Yo = Idyn. De modo andlogo, tem-se que ¢ = Idy@. Portanto, concluimos
que ¢ é um homeomorfismo (isomorfismo topoldgico res.).

Agora, mostraremos o item (ii). Sejam Y um espago topoldgico e uma familia
compativel {¢; : Y — X} de aplicagbes continuas. Vamos mostrar que existe
uma Unica aplicagao continua v : Y — X tal que ;10 = 1); para cada i € I.

Com efeito, consideremos a aplicacdo 1) : Y — C que leva cada y no vetor

(¥i(y)). Entdo, m1) = 1); para cada i € I, pois seja y € Y temos
(m)(y) = m(¥(y)) = m((Li(y))) = Laly).

Assim, obtemos que ) é continua. Se j > i, tem-se

T =P = iy = @i,
pois como {¢; : ¥ — X;} é uma familia compativel temos ¢;;1); = ;. Dali,
concluimos que gpiﬂ]ﬂ = ;.

Disto segue que v leva Y em X. Assim, definamos ¢ : ¥ — X por
Y(y) = ¥(y) para cada y € Y. Entdo, 1) é continua, pois 1) o é, e claramente
temos que ;1) = 1);, para cada i € I. Por outro lado, seja ¢/ : Y — X uma
aplicacao satisfazendo ¢;1)' = 1); para cada i € [ e y € Y. Assim, usando isto e

que @;1 = 1; para cada i € I, obtemos que a componente de ¥'(y) em X; é 1;(y)

para cada i € I, portanto segue que as aplicacoes ¢’ e 1 sao iguais. Desta maneira,
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1 é a unica aplicac¢do, com a propriedade desejada. Logo, temos que (X, ¢;) é um
limite inverso de (X3, ¢i;).

O item (iii) segue do item (ii). O

Pelo resultado anterior, como o limite inverso é tinico a menos de homeomor-

fismos (isomorfismos), falaremos do limite inverso de um sistema inverso (Xj, ¢;;)

e vamos denota-lo por lim(X;, ¢;;) ou por @Xi ou simplesmente por l&le Em
iel
alguns casos, é mais 1til considerar o particular limite inverso, construido no item

(i) da proposigao anterior e ele serd denotado por s l&le

Vamos voltar ao Exemplo 4.3.2 e determinar usando a Proposicao 4.3.6 o limite
inverso do sistema inverso (X;, ;).

Sejam C' = Cr(X; | i € I), m; : C — X; a aplicagdo projegao, como na

Proposigao 4.3.6 definamos o conjunto X,
X ={ce C|piym(c) =m(c) para todos 4, j com j > i}.

Vamos ver quem sao os elementos de X. Seja ¢ € C, entao obtemos que

¢ = (x1, 29,23, ...) com x; € X;. Suponhamos que ¢ € X, logo ¢ satisfaz
prama(c) = - = pymi(c),  j =1
Por outro lado, note que
prama(c) = mi(c) = pumi(c).

Portanto,

m(c) = prem(c) =+ = pym(c), j=1 (4.3.2)
De modo analogo, concluimos para todo 7 > 1 que

mi(c) = pm(c) = - = pymi(c), j=1. (4.3.3)

Agora, note que se ¢ € C satisfaz (4.3.2), entdo segue que m(c) = 1, desta

forma temos
1 = piama(c) = -+ = @1;m;(c), Jj=1 (4.3.4)

Assim, por exemplo, o elemento ¢ = (1,1,1,...) € X. Pois, satisfaz (4.3.4) e
todas as demais condigbes. Em contrapartida o elemento d = (1,2,1,1,...) € X.
Pois, nao satisfaz (4.3.3) para i = 2, uma vez que po3m3(d) =1 e mo(d) = 2.

Nao é dificil ver que os elementos de X sao da seguinte forma:

(1,1,...),(1,2,2,...),(1,2,3,3,...), ... etc.
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Por outro lado, consideremos o desenho do Exemplo 4.3.2, olhando o mesmo,
imagine partir de 1 em baixo a esquerda e seguir “em sentido invertido das setas”,
conforme mostra a figura a seguir, fazendo todos os possiveis caminhos, obtemos

todos os elementos do limite inverso de (Xj, ¢;;) que sdo essas n-uplas infinitas.

2
65 (1,2,3,4,5,6,6,...)
5£5< rrrrrrr (1,2,3,4,5,5,...)
4'14%44 rrrrrrr (1,2,3,4,4,..)
3'13%3%3« rrrrrrr (1,2,3,3,...)
2’12%2%2%2« rrrrrrr (1,2,2,..)
1'11%1%1%1%% rrrrrrr (1,1,...)

O seguinte resultado descreve a relacao entre as principais propriedades to-
poldgicas e o conceito de limite inverso. A prova deste resultado pode ser encon-
trada em [25, Proposition 1.1.5].

Proposigao 4.3.7. Seja (X;, pi;) um sistema inverso, indexado por I e denota-
mos por X = l&nXZ As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
(i) se cada X; é Hausdorff, entao X é Hausdorff;

(ii) se cada X; € totalmente desconezo, entdo X € totalmente desconezo;

(i) se cada X; é Hausdorff, entdo S@Xi é fechado no produto cartesiano
C=Cr(X;|iel)

(iv) se cada X; é compacto e Hausdorff, entao X € compacto e Hausdorff;

(

v) se cada X; € um espago Hausdorff compacto nao vazio, entio X € nao vazio.

Finalizamos esta secao com uma proposicao que nos mostra, entre outras coi-
sas, como podemos verificar que um dado subconjunto do limite inverso de um
sistema inverso é denso. A demonstragao da mesma pode ser encontrada em [25,

Proposition 1.1.6].

Proposicao 4.3.8. Seja (X, ;) um limite inverso de um sistema inverso (X;, ¢;;)
de espagos compactos, Hausdorff e nao vazios, indexado por I. As sequintes

afirmacgoes valem:
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(i) i(X) = ﬂ(pij(Xj) para cada i € I;

jzi
(ii) os conjuntos ;' (U), com i € I e U aberto em X;, formam uma base para a
topologia em X ;
(iii) se Y é um subconjunto de X satisfazendo ¢;(Y) = X; para cada i € I, entao
Y ¢ denso em X;

(iv) se 0 é uma aplicagao de um espago Y em X, entdo 0 € continua se, e somente

se, cada aplicacdo p;0 € continua.
4.4. Caracterizagao de Grupos Profinitos

Nesta secao iremos finalmente definir grupos profinitos em termos de limite
inverso e também obter caracterizacoes dos mesmos, que serao usadas ao longo
desta dissertagcao.

Seja G um grupo topoldgico, escreveremos H < G para denotar que H é um
subgrupo fechado de G e N <, GG para indicar que N é um subgrupo aberto de G.

Dizemos que uma familia I de subgrupos normais de um grupo arbitrario G
¢ uma base filtrada se para todos K, Ky € I existe um subgrupo K3 € [ tal que
K3 C K1 N K.

Os préximos dois resultados sao técnicos e serao utilizados na caracterizagao
de grupos profinitos. A demonstra¢do dos mesmos pode ser encontrada em [25,

Proposition 1.2.1] e [25, Proposition 1.2.2] respectivamente.

Proposicao 4.4.1. Sejam (G, ;) um limite inverso de um sistema inverso (G;)
de grupos topoldgicos compactos e de Hausdorff, e L <, G. Entao, keryp; < L para
algum i. Assim, G/L é isomorfo, como grupo topoldgico, a um grupo quociente de
um subgrupo de algum G;. Se além disso, cada aplicacao p; € sobrejetiva, entdao

G/L é isomorfo a um grupo quociente de algum G;.

Proposicao 4.4.2. Sejam G um grupo topolégico e I uma base filtrada de sub-
grupos normais fechados. Para todos K, L € I definamos K <' L se, e somente
se, L < K. Entao, I € dirigido com respeito a ordem <’ e os homomorfismos
sobrejetivos qkr, - G/L — G /K, definidos para K <' L, tornam os grupos quo-
cientes G/ K um sistema inverso. lzenotemos por (G, 1) = @G/K. Ezxiste um
homomorfismo continuo 0 : G — G tal que:

(i) ker(8) = Nier K A

(ii) a imagem 0(G) € um subgrupo denso de G;

(iii) a aplicagdo composta prO € a aplica¢ao quociente de G em G/K para cada
Kel;
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(iv) se G € compacto, entao 6 é sobrejetora;
(v) se G € compacto e (e, K = 1, entio § € um isomorfismo de grupos to-

pologicos, ou seja, um isomorfismo de grupos e um homeomorfismo.

Uma classe C de grupos finitos é uma familia de grupos finitos fechada por
imagens isomorficas, isto é, se F; € C e F} = F, entao Fy € C.

Dizemos que uma classe C de grupos finitos é fechada: para subgrupos, se cada
subgrupo de um C-grupo é um C-grupo; para quocientes, se cada grupo quociente
de um C-grupo é um C-grupo e para produto direto finito de seus elementos, se
F, F5 € C, entao I} x Fy, € C.

Dada uma classe C de grupos finitos, dizemos que um grupo F' é um C-grupo se
F € C. Chamamos G um grupo pro-C se GG é um limite inverso de C-grupos, assim
por exemplo, um limite inverso de p-grupos finitos é chamado um grupo pro-p.
Observe que um C-grupo ¢é sempre um grupo pro-C , pois basta considerarmos um
sistema inverso com respeito a um conjunto dirigido com somente um elemento.

O teorema a seguir nos mostra algumas caracterizagoes de grupos pro-C.

Teorema 4.4.3. Sejam C uma classe de grupos finitos que € fechada para sub-
grupos e produtos diretos e G um grupo topologico. As seguintes afirmagoes sao
equivalentes.

(i) G € um grupo pro-C.

(ii) G € isomorfo, como grupo topoldgico, a um subgrupo fechado de um produto
cartesiano de C-grupos.

(iii) G € compacto e (\{N | N <o G,G/N € C} = 1.

(iv) G € compacto e totalmente desconezo, e para cada L <, G existe um subgrupo
N <G com N <L eG/NeC.

Se além disso, C € fechada para quocientes, entao o item (iv) pode ser substituido
por

(iv)" G € compacto e totalmente desconexo, e G/L € C para cada L <, G.

DEMONSTRAGAO. Como cada G; é finito e estamos considerando a topologia
discreta, temos que cada GG; é Hausdorff, compacto e totalmente desconexo. Agora,
por hipétese, como G é um grupo pro-C , temos que G = 1'&1@,e s G, onde cada G;
é um C-grupo. Por G ser um grupo topoldgico, temos que cada G; é também um
grupo topoldgico. Uma vez que cada G; é Hausdorff, segue pela Proposicao 4.3.7
item (iii) que slim G; ¢ fechado no produto cartesiano de Cr(G; | i € I). Agora

como G = slim G;, isto mostra que (i) implica (ii).
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Vamos provar que (ii) implica (iii). Por hip6tese, G é isomorfo a um subgrupo
fechado G de C' = Cr(G; | i € I) onde cada G; 6 um C-grupo. Desta maneira,
para cada ¢ € I denotamos por K; o ntcleo da aplicacao projecao de C' em G;.
Segue que K; <, C para cada ¢ € I, uma vez que a projecao é continua. Assim,
como cada G; é compacto, temos pelo Teorema 4.1.3 item (iii) que C' é compacto.
Deste modo, G é compacto, pela Proposigao 4.1.1 item (i). Logo, obtemos que G
é compacto. Agora, para cada ¢ € I, escrevemos N; = K; N G. Como K; <, C,
temos que N; <, G. Do fato que (,e; Ki = 1, segue que (),c; V; = 1. Além disso,
pelos teoremas de isomorfismo tem-se

G/N, =~ GK,;/K; < C/K; ~ G,;.

e portanto @/NZ € C para cada ¢ € I e o resultado segue.

Provaremos que (iii) implica (i). Com efeito, escrevemos I = {N <, G | G/N € C}.
Sejam N, Ny € I e consideremos a aplicagao f de G ao C-grupo G/N; X G/Ns
definida por g —— (Nyg, Nag). Vejamos que [ é continua. Com efeito, dado
U aberto de G/N; x G/Ns, temos que f~1(U) C G é aberto, pois G pode ser
pensado com a topologia discreta. E facil ver que f é um homomorfismo com
ntcleo ker(f) = Ny N Ny. Assim Ny NNy <, G e

Como G/N; x G/Ny é um C-grupo e C é fechada para subgrupos, obtemos que
G/(N1 N Ny) € C, logo segue Ny N Ny € I. Observe que I é uma base filtrada,
entao aplicando a Proposicao 4.4.2 concluimos que G = @NE ; G/N. Logo, G é
um grupo pro-C, como queriamos.

Por outro lado, segue pela Proposicao 4.3.7, que G é compacto e totalmente
desconexo, e para cada L <, G, usando a Proposicao 4.4.1, temos que existe
N = kerm; <, G para algum i € [, com N < L e G/N = Imm; = G;, assim
G/N € C, isso mostra que (i) implica (iv).

A afirmagao que (iv) implica (iii) segue da Proposi¢ao 4.2.5 item (iii).

Por fim, suponhamos que C seja fechada para quocientes. Assim, pela Pro-
posicao 4.4.1 temos que, para cada L<,G, existe N<\cG com N < Le G/N € C e,
como G/L = (G/N)/(L/N), podemos concluir que G/L € C, como desejado. [

Desta forma considerando C como sendo a classe de todos os grupos finitos,
temos imediatamente do teorema anterior uma caracterizacao para os grupos pro-

finitos.
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Corolario 4.4.4. Seja G um grupo topolégico. As sequintes afirmacgao sao equi-
valentes.

(i) G € profinito.

(ii) G € isomorfo, como grupo topoldgico, a um subgrupo fechado de um produto
Cartesiano de grupos finitos.

(iii) G € compacto e (V{N | N <, G} = 1.

(iv) G € compacto e totalmente desconezxo.

O proximo teorema descreve como um grupo profinito, seus subgrupos e grupos

quocientes podem ser pensados explicitamente como limites inversos.

Teorema 4.4.5. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

(i) seja G um grupo profinito. Se I é uma base filtrada de subgrupos normais
fechados de G tal que (\{N | N € I} =1, entao
G = lgl G/N.
Nel

Além disso,
H = @H/(Hﬁ N),

Nel
para cada subgrupo fechado H de G e

G/K Jl% G/NK,
para cada subgrupo normal fechado K de G.
(i) se C é uma classe de grupos finitos que é fechada para subgrupos e produtos di-
retos, entao subgrupos fechados, produtos Cartesianos e limites inversos de grupos
pro-C sao grupos pro-C. Se além disso, C é fechada para quocientes, entao grupos

quocientes de grupos pro-C por subgrupos normais fechados sao grupos pro-C.

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar o item (i). Vejamos primeiramente que
G = @Nel G/N. De fato, como G é profinito, segue que G é um grupo to-
polégico, e por hipotese, I é uma base filtrada de subgrupos normais fechados de
G. Entao, aplicando a Proposicao 4.4.2 a G, obtemos que G = @Ne] G/N e um
homomorfismo continuo ¢ : G — G. Novamente, pela hipétese, (ye; N =1 e
sabendo que G é compacto pelo Corolario 4.4.4, segue pela Proposicao 4.4.2 item
(v), que G = G = @Nel G/N.

Por outro lado, mostraremos que H = lim _ H /(H N N), para H subgrupo
fechado. Com efeito, por G ser um grupo topoldgico, temos que H também é um

grupo topolégico. Assim, consideremos o conjunto S = {H NN | N € I}. Note
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que S é uma base filtrada de subgrupos normais fechados de H, entao aplicando a
Proposigao 4.4.2 a H, Ebtemos que H = Hm H/(H N N) e um homomorfismo
continuo # : H — H. Por outro lado, uma vez que ()y., N = 1, obtemos
Nye/(HNN) =1 e sabendo que H é compacto pelo Corolario 4.4.4, segue pela
Proposicao 4.4.2 item (v), que H = H = Hm H/(HNN).

Por fim, consideremos a familia J = {NK | N € I}, temos que J é uma base
filtrada de subgrupos normais fechados de G contendo K. Usando a Proposicao
4.2.3 item (iv) obtemos

ﬂ{M|MeJ}=ﬂ{NK|NeI}:(ﬂ{N|NeI}>K:K.

Agora consideremos ¢ o epimorfismo canoénico de G em G/K. Dai, podemos
trabalhar no quociente G/ K e assumir que K = 1. Como G é um grupo topoldgico,
temos pela Proposigao 4.2.3 item (ii) que G/ K é também um grupo topolégico. Por
outro lado, consideremos o conjunto ¢(J) = {NK/K | N € I}, temos que ¢(J)
é uma base filtrada de subgrupos normais fechados de GG/K. Assim, aplicando a

Proposigao 4.4.2 a G/K e o terceiro teorema do isomorfismo, temos que

— G

(G/K) = lm NK/K

NeI
Assim, desde que (\ye; NK = K, segue que [y, VK/K = K. Logo, nova-

mente pela Proposigao 4.2.3 item (iv), obtemos que

= lim G/NK.

Nel

G/K = (G/K) = lim

Nel

K
~limG/NK.
NK/K ~ 42, /
e a afirmacao segue.
Nao vamos dar os detalhes da prova do item (ii), que podem ser encontrados
em [25, Theorem 1.2.5], somente observamos que o item (ii) é consequéncia do

item (i) e de propriedades topoldgicas vistas antes. O

O teorema a seguir de natureza topoldgica é uma ferramenta muito tutil para
trabalhar no contexto de grupos profinitos. Os detalhes da demonstracao podem

ser encontrados em [9, Theorem 35].

Teorema 4.4.6 (de Categoria de Baire). Se G ¢ um espaco Hausdorff local-
mente compacto e {A; | i € N} € uma familia enumerdvel de conjuntos fechados tal

que G = U A;, entao pelo menos um subconjunto A; contém um conjunto aberto
i€N
nao vazio.
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Obviamente podemos dar uma reformulagao imediata do resultado anterior
para um grupo profinito G: se um grupo profinito é tal que G = | J,y Ai, onde A;
sao conjuntos fechados, entao pelo menos um A; contém um conjunto aberto nao
vazio.

O resultado a seguir é uma consequeéncia direta do Teorema 4.4.6 e nos fornece

uma util observacao.

Lema 4.4.7. Sejam G um grupo profinito e {A; | i € N} uma familia enumerdvel
de conjuntos fechados tal que G = U A;. Entao, existem um inteiro n, um ele-
ieN
mento g em G e um subgrupo aberto H de G tal que gH C A,,.
DEMONSTRAGAO. Como G é profinito, temos que G é Hausdorff e pelo Co-

rolario 4.4.4 segue que G é compacto. Agora, por hipétese G = U A; e assim
ieN
segue, do Teorema 4.4.6, que existe um inteiro n tal que A, contém um conjunto

aberto nao vazio U. Entao, existe g € U e por U ser aberto, tem-se que g~ U é
aberto. Agora, pela Proposicao 4.1.1 item (vi) temos que ¢g~'U = [ J S;, onde cada
S; é simultaneamente aberto e fechado. Como 1 € ¢g~'U, existe um inteiro m tal
que 1 € S,,. Desta forma, usando o Lema 4.2.4, obtemos que existe H <, G tal
que H C S,,. Logo, H C ¢g~'U. Em particular, temos que gH C U C A, e o

resultado segue. U

Concluimos esta secao definindo os conceitos de transversais de subgrupos aber-
tos e fechados de um grupo profinito.

Sejam G um grupo profinito e H um subgrupo fechado de G. Um transversal
a direita de H em G é um conjunto fechado contendo um tnico elemento de cada
classe lateral Hg de H em G. De modo analogo define-se o conceito de transversal
a esquerda. Desta maneira, dizemos que S é um transversal a direita se, e somente
se, S ¢é fechado, GG pode ser escrito da forma G = HS e sempre que s, 5o € S tais
que Hs; = Hsy, entao s; = sy. Vamos considerar apenas transversais a direita e
chamaremos a estes de transversais.

Sabemos que, em um grupo profinito GG, os subconjuntos finitos de G sao
fechados, pois como G é Hausdorff, temos que para cada z € G o conjunto {z}

é fechado, e portanto qualquer subconjunto finito A de G, pode ser escrito como
Al

A= U{x@} com z; € (G, o que mostra que A é fechado. Desta forma, é claro que
i=1

para subgrupos abertos de GG temos a existéncia de transversais.
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Uma pergunta relevante seria se para subgrupos fechados de G sempre existem
transversais. A resposta é afirmativa. Mas antes de garantirmos tal existéncia,
precisamos definir uma versao relativa da nocao de um transversal. Isto ¢, uma
definicao de transversal que depende de um outro subgrupo dado.

Sejam M e H subgrupos fechados de um grupo profinito G tais que M < H.
Um transversal para H mod M em G é um subconjunto fechado S que é uma
uniao de classes laterais da forma Mg e que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) G=HS,;
(ii) se 81,52 € S com Hs; = Hsy, entdo s15," € M.

Os dois préximos resultados nos permitem garantir a existéncia de transversais
para um qualquer subgrupo fechado. A demonstracao do primeiro pode ser vista
em [25, Lemma 1.3.1].

Lema 4.4.8. Sejam M e H subgrupos fechados de G tais que M < H e S um
transversal para H mod M. Considere N <, G e M=MNN e suponha que
{91,--.,9+} seja um transversal para MN em G. Defina S; = Ng; NS parai <r
eS = SiU---US,. Entao, S ¢ um transversal para H mod M.

Finalizamos esta secao com uma proposicao que nos garante que sempre exis-

tem transversais para subgrupos fechados.

Proposicao 4.4.9. Se H é um subgrupo fechado de GG, entao existe um transversal
S para H tal que 1 € S.

DEMONSTRAGAO. Usaremos o Lema de Zorn (veja [9, 25 Theorem, pdg.33)).
Mas para isto, vamos primeiramente construir o conjunto parcialmente ordenado.
Consideremos I o conjunto dos pares (M, S) com M < H e S um transversal para
H mod M. Notemos que I # &, pois claramente (H,G) € I. Agora, definamos a
seguinte ordem em I, (My,S1) < (Ms, Sy) se, e somente se, My > My e S; D Ss.

Seja C' uma cadeia em [ e defina
My =({M | (M,S)eC}, So=[WS|(M,S)eC}

Vejamos que (My, So) € I. De fato, como cada S é fechado, tem-se que Sy
é fechado. E Sy é uma uniao de classes laterais de My. Pois, se s € Sy, segue
pela definigao de My e Sy que Mys € MS C S, para todo (M, S) € C' de modo
que Mys € (S = Sp. Por outro lado, pela Proposicao 4.2.3 item (iv) temos
HSy = H(NS)=N(HS) = G. Agora, se s1,50 € Sy e Hs; = Hsy, entdo segue
pela hipétese que s,5, " € M para todo (M, S) € C. Assim, s15,' € NM = M,.

Entao, concluimos que (M, Sy) € I. Note que (M, Sp) é um limite superior para



4.5. COMPLETAMENTOS DE GRUPOS 59

a cadeia C'. Portanto, pelo Lema de Zorn, I possui elemento maximal e denotamos
tal elemento por (M, S’). Se M # 1, entdo existe um subgrupo N <, G tal que
M=NnM % M, assim usando o Lema 4.4.8, podemos construir S e teremos que
(Z\//T, §) > (M, S"), o que é um absurdo, pois (M, S") é o elemento maximal. Entao,
tem-se que M = 1 e assim, segue que S’ é um transversal para H. Por outro lado,
seja S’N H = {h}, o conjunto S = h~'S" é também um transversal para H em G

e temos que 1 € S, como desejado. U

4.5. Completamentos de Grupos

Nesta secao vamos querer construir grupos profinitos a partir de grupos abstra-
tos. Para isto precisaremos introduzir o conceito de completamento de um grupo,
ressaltaremos suas principais propriedades e construiremos exemplos de dois tipos
de completamento de um grupo abstrato.

Consideremos G um grupo abstrato e / uma base filtrada nao vazia de sub-
grupos normais de indice finito. Podemos tornar G um grupo topoldgico, basta
definirmos quem sao os abertos da topologia, isto é, dizemos que um subconjunto
de G é aberto se, e somente se, é uma uniao de classes laterais K¢ com K um
qualquer subgrupo em I. Com esta definicao de topologia, G torna-se um grupo
topoldgico. Observamos que se K, Ky € I, entao a intersecao K¢, N K9y, com
g1, 92 € G ou é vazia ou é uma classe lateral do subgrupo K; N K.

O completamento de G com respeito a I é um par (é,j), onde G é um grupo
profinito e j é um homomorfismo continuo de G em G que satisfaz a seguinte
propriedade: sempre que 6 : G — H é um homomorfismo continuo, com H sendo
um grupo finito, existe um dnico homomorfismo continuo 0:G — H tal que

0 = é\j, ou seja, tal que o diagrama abaixo

G-1.¢

/

et L7

+ 0
H

comuta.

O proximo resultado nos mostra um exemplo de como construir um comple-
tamento de um grupo abstrato GG, sua demonstragao pode ser encontrada em [25,
Proposition 1.4.1]. Lembramos que I denota uma base filtrada nao vazia de sub-

grupos normais de indice finito em G.
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Proposicao 4.5.1. Sejam G = sl'&nl G/K e j a aplicagao de G em G definida
por g — (Kg). Entdo, o par (@,j) possui as propriedades do completamento de
G com respeito a I.

Nosso objetivo agora é mostrar que o completamento de GG com respeito a [ é
unicamente determinado, mas para isto precisamos dar uma formulacao diferente
do conceito de completamento, em termos de uma propriedade universal. A pro-
posicao a seguir nos mostra como fazemos isto. Os detalhes da demonstracao da

mesma podem ser encontrados em [25, Proposition 1.4.2].

Proposicao 4.5.2. Sejam G e I como acima e suponha que G é um grupo profinito
ej]:G— G um homomorfismo continuo. Entdo, as sequintes afirmacgoes sao
equivalentes.
(i) O par (@,j) possui a propriedade que define um completamento de G com
respeito a I.

(ii) Para cada diagrama

onde H € um grupo profinito e 8 € um homomorfismo continuo, existe um unico

homomorfismo continuo 0 : G — H que torna o diagrama a sequir comutativo.

O préximo resultado nos garante que o completamento de G' com respeito a [

é tinico a menos de isomorfismo.

Proposicao 4.5.3. Se (é\l,jl) e (C/J\Q,jg) sao completamentos de G com respeito

a I, entdao existe um isomorfismo o : G; —> Gy satisfazendo aj; = Js.

DEMONSTRAGAO. Considerando o completamento (é\l, J1) e o homomorfismo
continuo js : G — 6\2 temos, pela Proposicao 4.5.2, que existe um tinico homo-
morfismo continuo « : é\l — C/J\Q tal que aj; = jo. De modo anélogo, considerando
(é\g, Jj2) como completamento de G' e o homomorfismo continuo j; : G — é\l, ob-
temos a existéncia do homomorfismo continuo S : é\g — é\l tal que B = Ji.

Assim, fazendo algumas substituicoes tem-se que ji; = (Idg;)j1 = (Ba)ji. Agora



4.5. COMPLETAMENTOS DE GRUPOS 61

considerando o completamento (é\l, j1) € o homomorfismo continuo j; : G — é\l,
temos que existe um tinico homomorfismo continuo v satisfazendo vj; = 7;. Entao,
segue que fa =1 dg:.- Analogamente, considerando o completamento (G, j2) ob-

temos aff = 1 dg;. Portanto, segue que o € um isomorfismo, como queriamos. [

A proposicao a seguir é uma consequéncia imediata de resultados desta secao

e da Proposicao 4.4.1.

Proposicao 4.5.4. Seja (@,j) o completamento de G com respeito a 1. Entao,
as sequintes afirmacoes valem:
(i) a imagem j(G) ¢ densa em G;

(ii) kerj = Nges K.

DEMONSTRAGAO. Vamos provar o item (i). Usando as Proposicoes 4.5.1 e
4.5.3 e considerando G = SY&]G/K e a aplicagao j definida por g — (Kg), o
resultado segue da Proposicao 4.4.1.

Agora, mostraremos o item (ii). Veja que um elemento g pertencente ao kery,
se e somente se, j(g) = (K) para cada K em I, ou seja, se Kg = K. Segue que
g € K para todo K € I e portanto kerj = (e, K. O

A seguir vamos abrir um paréntesis para lembrar o conceito de grupo residual-
mente finito e algumas propriedades basicas relevantes para o nosso estudo.

Um grupo abstrato G ¢ dito residualmente finito se, para cada g # 1 em G,
existe um subgrupo N, < G tal que g € N, e G/N, é finito.

A seguir veremos uma caracterizacao bastante ttil de grupo residualmente
finito.

Proposicao 4.5.5. Um grupo G € residualmente finito se, e somente se, a in-

tersecao de todos os subgrupos normais de G de indices finitos € trivial.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que G seja residualmente finito. Considere-
mos I o conjunto de todos os subgrupos normais de indice finito em G e seja
H = (\ye; N. Suponhamos que H # 1, entao existe g € H com g # 1. Assim,
existe um subgrupo N, < G tal que g € N, e G/N, é finito. Note que N, € I.
Disto segue que g € H < N,. Logo, g € Ny, mas isto ¢ um absurdo, pois por
hipétese g € Ny. Portanto, concluimos que H = 1. Reciprocamente, suponhamos
que H =1 e seja g € G com g # 1, dal temos que g € H. Entao, existe N, <G
com [G : Ny| finito tal que g ¢ N,, caso contrério, g estaria em H. Como g foi
tomado arbitrariamente, concluimos que G é residualmente finito e o resultado

segue. [
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O proximo lema mostra que grupos profinitos sao sempre residualmente finitos.
Lema 4.5.6. Se G € um grupo profinito, entao G € residualmente finito.

DEMONSTRAGAO. Seja I o conjunto de todos os subgrupos normais abertos
de G. Como G é um grupo profinito, temos pelo Coroldrio 4.4.4 que (e, N = 1.
Note que, para cada N € I, o indice [G : N] ¢ finito, pela Proposi¢ao 4.2.2 item

(iii). Assim, da Proposigao 4.5.5 segue que G ¢ residualmente finito. U

O resultado a seguir, consequéncia do Lema 4.5.6, é uma 1til observacao relativa

a subconjuntos finitos de um grupo profinito.

Lema 4.5.7. Seja G um grupo profinito. Se H é um subconjunto finito de G,

entao existe um subgrupo normal aberto N de G tal que H "N = 1.

DEMONSTRAGAO. Como G é um grupo profinito, temos pelo Lema 4.5.6 que
G é residualmente finito. Suponhamos que |H| = n, ja que H é finito. Se H =1,
entdao nao ha nada a demonstrar. Suponhamos que H # 1. Assim, por G ser
residualmente finito, segue que para cada h; € H com h; # 1, existe um subgrupo
normal N, tal que h; € Nj,, e G/Ny, é finito. Em particular, podemos assumir que
Nj, seja aberto em G. Desta maneira, considerando N = (., Ny, temos que N
é um subgrupo normal aberto tal que NN H = 1. Pois, se NN H # 1, existiria um
hi € NN H com h; # 1. Assim, terifamos que h; € Nj,,, o que é um contradicao.

E o resultado segue. 0

Vejamos agora dois exemplos relevantes de completamento de um dado grupo
abstrato GG, sao eles o completamento pro-p e o completamento profinito. Seja p
um primo, o completamento pro-p de G é o completamento com respeito a familia
de todos os subgrupos normais de indice uma poténcia de p. Entao, o pro-p com-
pletamento de G' é um grupo pro-p. O completamento profinito de um grupo G
é o completamento de G com respeito a familia de todos os subgrupos normais
de indice finito. Note que pela Proposigao 4.5.4 a funcao j de G em seu comple-
tamento profinito G é injetiva se, e somente se, (c; X = 1. Lembramos que,
pela Proposicao 4.5.5, um grupo abstrato GG tal que, a intersecao de todos seus
subgrupos normais de indice finito é trivial, é dito residualmente finito. Segue que
para um grupo residualmente finito G, j(G) é sempre uma cépia isomorfa a G no
seu completamento profinito G.

Finalizamos esta se¢ao construindo exemplos de um completamento pro-p e de

um completamento profinito de Z.
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Seja p um primo fixado. Consideremos o sistema inverso (Z/p‘Z), conforme

vimos no Exemplo 4.3.3.

Seja Z, o conjunto das somas formais infinitas Z ajpj com 0 < a; < p para
§=0
cada 7. Definamos para cada ¢ > 1 as seguintes aplicagoes:

O 2y, — Z/p'Z

00 i—1
Z:Zajpi — Zajpj + 97 = pi(2).
=0 =0

0 : Z, — sl'&nZ/piZ
2 — (gi(2) [i21).

Lembrando que S@Z/ p'Z ¢ um subgrupo fechado de Cr(Z/p'Z) onde i > 1.

Verifica-se facilmente que # é uma aplicacao bijetora. Nosso objetivo é mostrar
que Z, ¢ o completamento pro-p de Z. Para isto, precisamos introduzir em Z, uma
estrutura de anel topoldgico, desta maneira, vamos definir as operacoes de soma e
produto em Z, e quem sao os conjuntos abertos.

Sejam z; e zp elementos de Z,, a soma e o produto em Z, sao definidos como
21+ 20 =1 071(0(21) + 0(22)) e 2120 =: 071(0(21)0(22)). Pode-se mostrar que com
estas operagoes Z, torna-se um anel. Um subconjunto de Z, é dito aberto se
sua imagem com respeito a 6 é um aberto. Assim, com estas defini¢des estamos

pedindo que 6 seja um isomorfismo de anéis topolégicos. Portanto, temos que
(Zy, i) = UM Z/p'Z = slim Z/p'L.

Entdo, como (Z/p'Z) é um sistema inverso de anéis finitos temos que Z, é um
anel pro-p, chamado o anel dos inteiros p-ddicos.

Podemos considerar Z como o subconjunto de Z, formado pelas somas formais
o0

infinitas Zajpj com a; = 0 para todos exceto para uma quantidade finita de
valores dé jp. Desta maneira, a aplicacao 6 coincide em Z com a aplicagao natu-
ral de Z para slng/ piZ e as operacoes de soma e produto definidas acima em
Z, estendem as ordindrias operagoes de soma e produto definidas em Z. Assim,
considerando o par (Z,, j), onde Z, = sl'ng/piZ e j a aplicacao natural que é
justamente a aplicagao inclusao de Z em Z,, tem-se pela Proposicao 4.5.1 que Z,
¢ o completamento pro-p de Z. Note que estamos usando, como familia I para
construir o completamento, a familia de todos os subgrupos normais de Z da forma

p'Z cujo indice é uma poténcia de p.
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Agora vamos construir o completamento profinito de Z. Para isto, enunciamos
antes um lema técnico cuja demonstracao pode ser encontrada em [25, Lemma
1.5.1].

Lema 4.5.8. Sejam D = Cr(Z, | p primo), 6 : Z — D a aplicagio que leva cada
x € Z no vetor com todas as coordenadas iqual a x e Z' a imagem de §. Para cada
inteiro n > 0 as sequintes afirmagoes valem:

(i) nD +Z' = D;

(12) o grupo D/nD € ciclico de ordem n;

(i1i) nDNZ =nZ.

A seguir veremos que o grupo D, juntamente com a aplicacdo o definidos no
lema anterior, é o completamento profinito de Z. A demonstracao deste fato pode

ser vista em [25, Proposition 1.5.2].

Proposigao 4.5.9. O par (D,0), onde D = Cr(Z, | p primo) e 6 é a aplicacao de
Z em D definida no Lema 4.5.8, € o completamento profinito de 7Z.

A seguinte proposicao mostra que, dado um grupo profinito G, é sempre
possivel dar um sentido a “poténcia” ¢g*, de um elemento ¢ € G com expoente
um qualquer elemento z do completamento profinito Z de Z, estendendo assim de
forma natural o conceito de “poténcia inteira” de um elemento g de GG. Os detalhes

da demonstracao podem ser encontrados em [25, Proposition 1.5.3].

Proposicao 4.5.10. Sejam G um grupo profinito, Z o completamento profinito
de 7 e considere 7. C 7. As sequintes afirmacoes valem:

(i) existe uma tnica aplicagao continua 7Zx G — G tal que (n,g) — g™ para
n € Z. Portanto, se g € G e z € Z entao a poténcia g* estd definida;

(i) sege G e 21,20 € 7, entio

(a) gz1+Z2 = g*1g* e
(0) (57)7 = g

(iii) se 1,920 € G e z € Z e se g1, go comutam, entao temos que (9192)° = g5 45.

4.6. A Ordem de um Grupo Profinito e Teoria de Sylow

Nesta secao vamos definir o conceito de ordem de um grupo profinito. Para isto
precisamos introduzir o conceito de nimero supernatural, que nos ajudara a obter
informacoes relevantes sobre o grupo. Também definiremos subgrupos de Sylow
de um grupo profinito e ressaltaremos suas principais propriedades. Veremos que

muitos dos resultados conhecidos em grupos finitos podem ser estendidos para
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grupos profinitos. Todos os subgrupos de um grupo profinito sao considerados
fechados, quando nao forem sera explicitamente indicado.
Iniciamos esta secao com uma proposicao que nos déa informacoes relativas a

cardinalidade de um grupo profinito.

Proposicao 4.6.1. Seja G um grupo profinito. Entao, a cardinalidade de G € ou

finita ou nao enumerdvel.

DEMONSTRACAO. Vamos supor que a cardinalidade de G seja enumerdvel e
mostraremos que G é finito. De fato, seja G = (J,cn{gi}. Pelo Teorema 4.4.6
segue que existe g; € G tal que {g;} é aberto. Agora usando a Proposigao 4.2.2

item (i) obtemos que qualquer conjunto {z} com x € G é um aberto. Como G é

compacto e G = (J;cn{9:} temos que existe uma subfamilia finita {g;,, ..., g; } tal
T
que G = U{g%} Portanto, concluimos que G ¢ finito, como queriamos. O
j=1

Consideremos GG um grupo profinito, entao por definicao, G = T&nie ; G, onde
cada GG; é um grupo finito e I é uma base filtrada de subgrupos normais fechados
de G. Se G ¢ infinito, entao saber sua cardinalidade nos fornece pouca informagao
a respeito do grupo, pois pela Proposicao 4.6.1, sabemos que sempre serd nao enu-
meravel. Desta maneira, precisamos definir uma quantidade numérica que reflita
propriedades aritméticas dos grupos finitos G;, seja independente da apresentagao
de G como um limite inverso de um sistema inverso de grupos finitos e expresse
propriedades do grupo GG que nos permitam definir, no contexto de grupos pro-
finitos, conceitos como, por exemplo, de indices e de subgrupos de Sylow. Essa
quantidade numérica sera definida por meio do conceito de niimero supernatural
que introduziremos a seguir.

Um nidmero supernatural (ou nimero de Steinitz) é um produto formal infinito
n — H pn(p)
p

onde p varia no conjunto de todos os nimeros primos e n(p) é um inteiro nao
negativo ou infinito. Por convengao simbdlica, dizemos que m < 00,00 4+ 0o =
o0 +m =m + oo = oo para todo m € N.

Seja m = Hp p™® um outro niimero supernatural, se m(p) < n(p) para todo
primo p, entao dizemos que m divide n.

Se {a; =], p"®) | i € I'} é uma familia de ntimeros supernaturais, entdo defi-
nimos seu produto, minimo multiplo comum e maximo divisor comum da seguinte

forma:
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(i) [Ty @i =TT, p'% onde t(p) = 3-.c; n(p, i)
(il) mme{a; | i€ I} = prs(p) onde s(p) = sup{n(p,i) |i € I}.
(ili) mdc{a; |1 € I} = pr“(p) onde u(p) = inf{n(p,i) | i € I}.
Note que o resultado das operagdes usadas para definir ¢(p), s(p) e u(p) pode
ser ou um inteiro nao negativo ou infinito.
Observe que dados {a; | ¢ € I} e {b; | j € J} duas familias de numeros

supernaturais entao temos que,
(mmc{a; | i € I})(mme{b; | j € J}) =mmc{a;b; |ie€l,je J}. (4.6.1)

Sejam G um grupo profinito e H um subgrupo fechado de G. O indice |G : H]
de H em G é o minimo multiplo comum dos indices dos subgrupos abertos de G
contendo H. A ordem |G| de G é [G : 1] e a ordem de um elemento x de G é a
ordem do fecho do subgrupo abstrato gerado por x, ou seja, |@|

Equivalentemente, podemos definir o indice de um subgrupo H de um grupo
profinito G como [G : H] = mmc{[G : NH] | N <, G}. De fato, pois sabemos que
cada subgrupo aberto U de G, contém um subgrupo normal aberto N de G. E
considerando um U tal que H < U, temos que N H é um subgrupo aberto de G.
Assim como NH < U < G, segue pelo Teorema de Lagrange para indices finitos
que |G : U] divide [G : NH]|. Portanto, temos que mmc{[G : U] | H < U <, G}
divide mme{[G : NH] | N <, G}. Por outro lado, como H < NH <, G, vemos
que [G: NH| € {[G: U] | H < U <, G}. Segue que as duas defini¢oes de indice
sao equivalentes.

Um grupo profinito G é um grupo pro-p se, e somente se, G/N possui ordem
poténcia de p para cada N <, G. De fato, pois sendo G profinito temos que

G = @ G/N, onde I é a base filtrada de todos os subgrupos normais abertos
Nel
de G e supondo que G seja um grupo pro-p temos que G/N é um p-grupo para

cada N € I. Por outro lado, supondo que para cada N <, G, G/N é um p-grupo,
temos pela Proposicao 4.4.1 e por G ser profinito que G é um grupo pro-p. Disto
segue que 0s grupos pro-p sao precisamente os grupos profinitos de ordem p” com
n < oo.

A proposicao a seguir nos mostra que podemos estender o Teorema de Lagrange
para os grupos profinitos. A demonstracao deste resultado pode ser encontrada

em [25, Proposition 2.1.2 e Lemma 2.1.3].
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Proposigao 4.6.2. Seja G um grupo profinito. As sequintes afirmacgoes valem:
(i) sejam H e K subgrupos de G tais que K < H < G. Entao

G: K|]=|G: H]|H: K].

(ii) se {H; | i € I} é uma familia de subgrupos tal que para todos i,j € I existe
um indice k € I com H,, < H; N H;, entao

G : ﬂHl] =mmc{[G: H;]|i€l}.
iel

A seguir falaremos um pouco da teoria de Sylow em grupos profinitos, defini-
remos o conceito de p-subgrupo de Sylow de um grupo profinito GG, mostraremos
a existéncia destes subgrupos de Sylow e apresentaremos propriedades relevantes
destes subgrupos que se assemelham ao que é conhecido para subgrupos de Sylow

de grupos finitos.

Definicao 4.6.3. Sejam G um grupo profinito e p um primo. Um p-subgrupo de
Sylow de G é um subgrupo P tal que sua ordem |P| = p" é uma poténcia de p

com n < oo e seu indice [G : P] é coprimo com p.

Em particular, observamos que os p-subgrupos de Sylow de G sao pro-p sub-
grupos maximais de G.
A proposicao a seguir, nos mostra que os Teoremas de Sylow, que conhecemos

em grupos finitos, podem ser estendidos para grupos profinitos.

Proposicao 4.6.4. Sejam G um grupo profinito e p um primo. As sequintes
afirmacgoes valem:

(i) o grupo G possui p-subgrupos de Sylow;

(ii) se P é um p-subgrupo de Sylow de G e T é um subgrupo pro-p de G, entdo
g 'Tg < P para algum g € G;

(iii) cada subgrupo pro-p de G estd contido em um p-subgrupo de Sylow;

(iv) se Py e Py sdo p-subgrupos de Sylow de G, entdo g~'Pig = P> para algum
geqG.

DEMONSTRAGAO. Iremos mostrar somente o item (i), a demonstracao dos de-
mais itens pode ser encontrada em [25, Proposition 2.2.2].
Com efeito, consideremos I o conjunto dos subgrupos de GG de indice coprimo com
p. Observemos que I # &, uma vez que G € I e I é um conjunto parcialmente or-
denado com respeito a ordem <’ definida por H; <’ H, se, e somente, se Hy C H;.
Seja J uma cadeia de I, isto é, para todos Hy, Hy € J temos H; <" Hy ou Hy <' H;.
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Consideremos a seguinte familia de subgrupos {H; | H; € J}. Vamos mostrar que
para todos H;, H; € J existe H, € J tal que Hy, < H; N H;. De fato, suponha-
mos sem perda de generalidade que H; <’ H;. Segue pela defini¢do de ordem que
H; C H;. Assim, tomando H, = H; € J obtemos H;, C H;N H;. Portanto, tem-se
H;, < H;N H;. Entéo, aplicando a Proposi¢ao 4.6.2 item (ii), a familia dos H; em
J, concluimos que [G : (| H;] = mmc{|G : H;] | H; € J}. Por outro lado, sabendo
que para cada H; € J < I, o indice [G : H;] é coprimo com p, isto resulta que o
mmc{|G : H;] | H; € J} é coprimo com p, portanto o indice |G : (| H;] é coprimo
com p e dessa forma concluimos que (J{H | H € J} € I e que também é uma cota
superior para J, pois para todo H; € J, temos (\{H | H € J} C H;. Entao, pelo
Lema de Zorn, tem-se que I possui um elemento maximal, que denotamos por P.

Vamos mostrar agora que P é um p-subgrupo de Sylow. Uma vez que P € I,
tem-se que o indice [G : P] é coprimo com p, entao resta ver que P é um grupo
pro-p. De fato, se P nao é um grupo pro-p, entao existe um M <, P tal que |P/M |
nao ¢ uma poténcia de p. Como P/M é um grupo finito segue, pelo Teorema de
Sylow para grupos finitos, que P/M possui um p-subgrupo de Sylow /M, assim
Q/M < P/M com M < @ < P. Como [Q : M] é finito, temos que @) é uniao de
um numero finito de classes laterais de M, que é aberto em P. Isto implica que
Q ¢ fechado em P, assim () = U N P com U um subgrupo fechado de G. Como P
¢ um subgrupo fechado de G, pois P € [ tem-se, que () é também um subgrupo
fechado em G. Pelo Teorema de Lagrange, [G : P] divide [G : @]. Uma vez que
|G : P] e p sdo coprimos, resulta que [G : @] e p também o sd@o. Assim, concluimos
que @ € I. Como Q C P, temos que P <’ () e pela maximalidade de P, segue que
P = @, o que é um absurdo. Desta maneira, obtemos que P é um grupo pro-p.

Portanto, P é um p-subgrupo de Sylow de GG, como queriamos mostrar. 0

Finalizamos esta secao enunciando algumas propriedades relacionadas a sub-
grupos de Sylow de um grupo profinito. Em particular, temos uma versao para
grupos profinitos do conhecido argumento de Frattini da teoria de grupos finitos.

A demonstragao destes resultados pode ser encontrada em [25, Proposition 2.2.3].

Proposicao 4.6.5. Sejam G um grupo profinito, K um subgrupo normal e P um
p-subgrupo de Sylow de G. Entao, as sequintes afirmacoes valem:

(i) o subgrupo K N P é um p-subgrupo de Sylow de K;

(i) o quociente KP/K é um p-subgrupo de Sylow de G/K;

(iii) temos que G = Ng(Q)K, para cada p-subgrupo de Sylow @ de K;

(iv) vale H = Ng(H), sempre que H é um subgrupo que contém Ng(Q) para algum
p-subgrupo de Sylow @) de K.
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4.7. Grupos Pronilpotentes

Finalizemos este capitulo definindo grupos pronilpotentes, objeto relevante
nesta dissertagao e apresentaremos um resultado que caracteriza os grupos pronil-
potentes.

Um grupo profinito G' é dito um grupo pronilpotente se G for o limite inverso
de um sistema inverso de grupos nilpotentes finitos.

O lema a seguir nos fornece um critério para um grupo profinito ser isomorfo ao
produto Cartesiano de seus subgrupos. Sua prova pode ser vista em [25, Lemma
2.4.2].

Lema 4.7.1. Seja {H; | i € I} uma familia de subgrupos normais de um grupo pro-
finito G. Suponha que G seja o fecho do subgrupo abstrato gerado pela
U{H; | i € I} e, para cada i, denote por K; o fecho do subgrupo abstrato ge-
rado pela |J{H; | 7 # i}. Se({K;|i € I} =1, entao G € isomorfo ao produto
Cartesiano Cr(H; |1 € I).

Agora, podemos apresentar varias caracterizagoes para os grupos pronilpo-
tentes que sao semelhantes ao analogo resultado para grupos nilpotentes finitos,

enunciado no Teorema 1.2.8.

Proposigao 4.7.2. Seja G um grupo profinito. As sequintes afirmacoes sao equi-
valentes.
(i) O grupo G € pronilpotente.

(ii) Cada subgrupo de Sylow de G € normal em G.
(iii) O grupo G € isomorfo ao produto Cartesiano de seus subgrupos de Sylow.
(iv) Para cada subgrupo proprio aberto U de G, temos que Ng(U) # U.

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar que (i) implica (iv). De fato, sejam U um

subgrupo préprio aberto de G e N = ﬂ UY. Entao, N < U e N <, G, pois
geG
sabendo que ((;c; Ui)? = (;e;(Us)? para cada g € G, segue que N < G. Agora,

por U ser aberto em G, temos que UY é aberto, assim U9 é fechado em G, dai
G\UY é aberto. Disto segue que N <, G. Agora, como um quociente de um grupo
nilpotente é nilpotente e G é pronilpotente por hipdtese, segue do Teorema 4.4.3
item (iv)’, que G/N é nilpotente. Como G/N é finito, temos pelo Teorema 1.2.8
item (ii) que Ng/n(U/N) # U/N o que implica [Ng/n(U/N) : U/N] # 1. Vejamos
que [Ng(U) : U] # 1. Com efeito, por defini¢ao

[Na(U) : U] = mmc{[Ne(U) : Ne(U)NUH] | H <o G}.
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Um vez que N <, G, temos que
[Na(U) : Nae(U)NUN] € {[Ng(U) : Ne(U)NUH] | H <1, G}.
Agora note que [Ng(U) : U] = [Ngn(U/N) : U/N]. Assim,
[Na(U) : No(U)NUN] = [Na(U) : U] = [Ngn(U/N) : U/N] # 1.

Portanto, [Ng(U) : U] # 1 e logo concluimos que Ng(U) # U.

Provaremos que (iv) implica (ii). Seja P um p-subgrupo de Sylow de G e
consideremos a seguinte familia F = {H <, G | Ng(P) < H}, note que F # &,
pois G € F. Entao, seja U € F, segue que Ng(P) < U. Agora, usando a
Proposicao 4.6.5 item (iv) obtemos que U = Ng(U). Assim, pela hipdtese em (iv)
segue que U = G. Como P é um subgrupo fechado, temos que Ng(P) também o
é. Dessa forma, podemos escrever Ng(P) = (\{NNg(P) |N <, G}, e observamos
que Ng(P) = (yer H. De fato, pela definicao de F, temos Ng(P) < (\yer H.
Por outro lado, considerando F' = {NNg(P) |N <, G}, temos Ng(P) = (\yer V
e note que F' C F, entao segue que [\ crH < [\yer V = Ng(P). Deste modo,
obtemos que Ng(P) = (\yer H. Mas, mostramos que se H € F, entao H = G.
Assim, concluimos que Ng(P) = G e portanto P é normal em G. Como P foi
tomado arbitrariamente, o argumento vale para todo subgrupo de Sylow de G.
Logo, obtemos que todo subgrupo de Sylow de G é normal.

Agora, provaremos que (ii) implica (iii). Sejam I o conjunto dos primos divi-
sores de |G| e {P; | i € I} o conjunto dos subgrupos de Sylow de GG. Para cada
i denote por K; o fecho do subgrupo abstrato gerado por |J i P;. Vejamos que
a ordem de K; é coprima com ¢ € I. De fato, seja p um primo que divide |K;],
mostraremos que p # i e assim temos o que queremos. Com efeito, se p divide
|K;|, entao para algum M <, K; temos que p divide |K;/M]|. Pois, supondo que
p nao divide |K;/M| para qualquer M <, K; tem-se por Lagrange que [K; : M]
divide |K;|, logo terfamos que p nao divide |K;| o que é uma contradi¢ao com a
nossa suposicao. Agora, como cada P; é um subgrupo de Sylow normal de G e
P; < K, para j # i, segue que P; é um subgrupo de Sylow normal de K; para
todo j # i. Considerando o quociente finito K;/M, temos por correspondéncia
que cada P;M /M é um subgrupo de Sylow normal de K;/M, assim pelo mesmo
ser finito, concluimos que apenas uma quantidade finita de subgrupos P;M /M sao
nao triviais e que K;/M é nilpotente, assim K;/M é o produto direto desses sub-

grupos nao triviais. Entdo, como p divide |K;/M|, segue que p divide |P;M /M|
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para algum j # i, desta maneira p divide |P; /M N P;|, logo p divide |P;|. Uma vez
que j # i, concluimos que p # i e desta forma a ordem de K; é coprima com 1.
Segue entao que K; N P; = 1 para cada i, pois seja a € K; N P;, como a ordem

de a é |{a)], tem-se que (a) < K; e (a) < P;, dai |(a)| divide |K;| e |P;|, por K; e i
serem coprimos, obtemos que |@| = 1, portanto a = 1, logo a interse¢ao entre K;
e P; é trivial. Consequentemente, [ K; = 1. Observemos que cada grupo profinito
G é o fecho do grupo abstrato gerado por todos os seus subgrupos de Sylow, pois
este fecho tem indice 1 em (. Note que este fato decorre da definicao de indice,
de mdc e do Teorema de Lagrange para grupos profinitos. Desta forma, estamos
nas hipdteses do Lema 4.7.1, e portanto concluimos que G é isomorfo ao produto
Cartesiano de seus subgrupos de Sylow, como queriamos.

Vamos provar que (iii) implica (i). Primeiramente, observemos que grupos
pro-p sao pronilpotentes, pois considerando G um grupo pro-p, temos por defini¢ao
que GG é o limite inverso de p-grupos finitos. Como p-grupos finitos sao grupos
nilpotentes finitos, tem-se que G ¢é o limite inverso de grupos finitos nilpotentes,
logo G é pronilpotente. Agora, uma vez que subgrupos de Sylow sao grupos pro-p,
segue entao que os mesmos sao pronilpotentes. Assim, obtemos que G é isomorfo
ao produto Cartesiano de grupos pronilpotentes e usando o Teorema 4.4.5 item

(ii), concluimos que este produto Cartesiano é pronilpotente. O
Lembremos que o subgrupo residual pronilpotente de um grupo profinito G é
o
Yoo (G) = ﬂ'yi(G), onde os subgrupos 7;(G) sao os (fechos dos) termos da série
1

1=
central descendente de G.
O préximo lema retne varias propriedades sobre o subgrupo residual pronilpo-
tente que serao muito utilizadas ao longo deste trabalho.

Lema 4.7.3. Seja G um grupo profinito. As sequintes afirmagoes valem:
(i) o subgrupo residual pronilpotente Vo (G) de G ¢é igual ao subgrupo gerado por
todos os comutadores [x,y], onde x ey sao elementos de ordens coprimas;

(i) para qualquer subgrupo normal N de G, temos
Voo(G/N) = 75 (G)N/N;

(iii) se G € pronilpotente, entio v (G) = 1;
(iv) o subgrupo residual pronilpotente v (G) de G é 0o menor subgrupo normal com
quociente pronilpotente.

DEMONSTRAGAO. Observe que o item (i) segue da Proposigao 4.7.2 item (ii).
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Vejamos o item (ii). Claramente temos que Yoo (G)N/N < 745(G/N), pois
sejam x e y elementos de G tais que (o(x),o(y)) = 1 e considerando o epimorfismo
candnico de G em G/N, obtemos que (o(T),o(y)) = 1, daf aplicando o item (i)
desta proposicao a inclusao segue. Por outro lado, vejamos que para todos os
elementos T e § de ordens coprimas em qualquer quociente G/N de G, existem
elementos = e y em G tais que T = N,y = yN e (o(x),o(y)) = 1. Com efeito,
usando a Proposi¢ao 4.5.10 item (ii)(a), temos que cada g € G pode ser escrito

141, _— 1, 1. 4 4
P = grg, onde 1, ¢ o gerador de Z, e 1, é o gerador

da forma ¢! = ¢
de [],.,Z, Note que g'» é um p-elemento, veja [19, Lemma 4.1.1] e g' é um
p/-elemento, desta forma, tem-se que (o(g'?),o(g'")) = 1. Usando este fato segue
facilmente que Y (G/N) < 75 (G)N/N e a igualdade vale.

Mostraremos o item (iii). De fato, como G é pronilpotente, segue pelo Teorema
4.4.5 item (i) que

G =limG /N,
Nel

onde I é a base filtrada de todos os subgrupos normais abertos de G e G/N é um

grupo finito nilpotente para cada N € I. Assim, como G/N é nilpotente finito,
para cada N € I, temos que 7(G/N) = 1. Entdo, pelo item (ii) deste lema
tem-se Yoo (G)N/N = 1. Disto segue que 7,,(G) < N para cada N € I. Logo,
Yo (G) < Nyer N. Agora, sendo G profinito, temos pelo Corolario 4.4.4 item (iii)
que (\ye; IV = 1. Portanto 7,,(G) = 1, como desejado.

Vamos mostrar o item (iv). Vejamos primeiramente que G/ (G) é pronilpo-
tente. Como 7 (G) ¢é fechado e normal em G, segue pelo Teorema 4.4.5 item (i)
que

G/7(G) 2 Jim G /1 (G)N,

Nel
onde I é a base filtrada de todos os subgrupos normais abertos de G. Assim,

mostraremos que (/7. (G)N é nilpotente finito, para cada N € I. Com efeito,
note que G/ (G)N ¢é finito para cada N € I. Por outro lado, seja N € I, pelo
terceiro teorema do isomorfismo, tem-se

G/N
Voo (G)N/N
Agora, pelo item (ii) deste lema, segue que Yoo(G/N) = v5(G)N/N. Dali,

substituindo obtemos

G /70 (G)N =

G/N

G/Y(G)N = L(G/N)’
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Desde que G//N é finito, temos que % é nilpotente. Logo, G/7s(G)N é
nilpotente. Portanto, concluimos que G/74(G) é pronilpotente. Por outro lado,
notemos que se G/M é um grupo pronilpotente, entdao 7,,(G) < M. De fato, como

G /M ¢ pronilpotente, temos pelo itens (ii) e (iii) deste lema que
Yoo (G/M) = Yoo (G)M /M = 1.
Portanto, 7. (G) < M e o resultado segue. O

O lema a seguir, nos mostra um resultado semelhante ao Teorema de Fitting

1.2.9 em grupos abstratos.

Lema 4.7.4. Seja G um grupo profinito. Se Ki e Ky sdo subgrupos mormais

pronilpotentes de G, entao o produto KKy também é pronilpotente.

DEMONSTRACAO. De fato, como G é um profinito e K; e Ky sao pronilpotentes

temos, pelo Teorema 4.4.5 item (i), que

Ko
K 2lim ——— e K,2lim .
L EKNN KN N

onde I é a base filtrada de todos os subgrupos normais abertos de G, com
K,/(Ki N N) e Ky/(Ky N N) grupos nilpotentes finitos para todo N € I. Ve-
jamos que K7 K5 é pronilpotente. Com efeito, por K; K5 ser um subgrupo fechado
de G, temos novamente, pelo Teorema 4.4.5 item (i), que

KK,

KKy & lim 122
2= KK NN

Nel

Resta ver que K1 Ky /((K1K3) N N) é nilpotente finito para cada N € I. Note que
(K1K2)N/N = (KiN/N)(K2N/N).

Assim, como K1N/N e Ko N/N sao grupos nilpotentes normais finitos segue que
(K1K3)N/N é nilpotente finito. Logo, obtemos que K1 Ks/((K1K3) N N) é nilpo-
tente finito para cada N € [I. Portanto, concluimos que K;Ky é pronilpotente,

como desejado. U
Fazendo indugao sobre n e usando o Lema 4.7.4 obtemos o seguinte corolario.

Corolario 4.7.5. Sejam G um grupo profinito e K, ..., K, subgrupos normais

pronilpotentes de G. Entao K --- K,, € também um subgrupo pronilpotente de G.

Observagao 4.7.6. Segue do lema anterior que em um grupo profinito G faz
sentido definir o maior subgrupo normal pronilpotente de GG. Este subgrupo sera

usado com frequéncia no capitulo seguinte.



Grupos Profinitos Quase Engel

Neste capitulo demonstraremos o Teorema A e o Corolario C, ou seja, os re-
sultados principais do artigo de E.I. Khukhro e P. Shumyatsky [13] relativos a
grupos profinitos.

Lembramos que, no contexto de grupos profinitos, a menos de indicacoes
explicitas um subgrupo de um grupo profinito sera sempre um subgrupo fechado,
todos os homomorfismos serdao continuos e os quocientes serao por subgrupos nor-

mais fechados.

5.1. Resultados Preliminares

Nesta secao apresentamos varios resultados técnicos sobre grupos profinitos
relacionados com as hipéteses do Teorema A, a fim de nos auxiliar para a demons-
tragao do Teorema A.

Lembrando que no Capitulo 2, na Proposicao 2.0.11, vimos que todo grupo
localmente nilpotente é Engel. No entanto, sabemos que a reciproca nao vale em
geral. Mas, existe um importante resultado positivo devido a J.S. Wilson e E. L.
Zelmanov. Eles em [26] provaram o teorema a seguir. Esse resultado serd um dos
ingredientes principais para a demonstragao do Teorema A. A prova deste fato,

pode ser encontrada em [26, Theorem 5.

Teorema 5.1.1 (de Wilson-Zelmanov). Todo grupo profinito Engel € local-

mente nilpotente.

Por comodidade vamos enunciar de forma separada a hipdétese do Teorema A,

pois quase todos os resultados deste capitulo terao esta hipdtese no enunciado.
Hipétese 1. Para cada elemento g de um grupo G existe um inteiro positivo
n =n(g) tal que E,(g) € finito.

74
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A seguir veremos um resultado que caracteriza grupos pronilpotentes satisfa-

zendo a Hipotese 1. Na demonstracao deste lema usaremos o Teorema 5.1.1.

Lema 5.1.2. [13, Lemma 3.2] Um grupo profinito satisfazendo a Hipdtese 1 é

pronilpotente se, e somente se, € localmente nilpotente.

DEMONSTRAGAO. Seja G um grupo profinito localmente nilpotente, vamos
mostrar que G é pronilpotente. De fato, como G é um grupo profinito, temos pelo
Teorema 4.4.5 item (i) que G = lim _ G/N, onde I ¢ a base filtrada de todos os
subgrupos normais abertos de G. Por hipotese, G é localmente nilpotente, e disto
segue que G/N com N <, G é também localmente nilpotente. Assim, como G/N é
localmente nilpotente e finito, concluimos que G/N é nilpotente, para todo N € I.
Portanto, G ¢é pronilpotente.

Reciprocamente, suponhamos que G seja um grupo pronilpotente satisfazendo
a Hipdtese 1, mostraremos que G é localmente nilpotente. Com efeito, como G é
pronilpotente, temos pelo Teorema 4.4.5 item (i) que G = Hm G/N, onde [ é
a base filtrada de todos os subgrupos normais abertos de G e G/N é nilpotente
finito, para cada NV € I. Assim, como E,,)(g) é finito, temos pelo Lema 4.5.7 que,
para qualquer g € G, existe um subgrupo normal aberto N com G/N nilpotente,
tal que E,g)(g) N N = 1. Observemos que a imagem g de g no grupo quociente
G/N é um elemento Engel. De fato, pois uma vez que G/N é nilpotente, existe

um inteiro m > 1 tal que ¥,,+1(G/N) = 1. Em particular, tem-se

[z,g9,...,9]=1 VZeG/N, (5.1.1)

ou seja, g é um elemento Engel em G/N, como queriamos. Agora, vejamos que
isso implica que g é um elemento Engel de G. Para isso, precisamos mostrar que
existe s = s(x, g) tal que [x,g,...,9] = 1 para todo = € G. Vamos considerar dois

casos. Primeiro, se n(g) > m, ¥p41(G/N) = 1 implica em v,,(y)11(G/N) = 1. Em

particular, tem-se
[z,9,...,9]=1 VTeG/N.
n(g)

Desta forma, em G, obtemos que [z,g,...,9] € N para todo z € G. Uma vez

n(g)
que [z,9,...,9] € Eyg(g), isto resulta que [z,g,...,9] € Eyg(g) N N. Como

n(g) n(g)



5.1. RESULTADOS PRELIMINARES 76

E.(9) NN =1, temos que [z,g,...,9] = 1 para todo z € G. Assim, concluimos

n(g)
que g é um elemento Engel em G. Agora, se n(g) < m, como (5.1.1) vale, temos

que [2,9,...,9] € N paratodo z € GG, e vamos mostrar que [, g, ..., g] € Ey(9).

m m
Note que podemos reescrever o comutador [z, g, ..., ¢g] da seguinte maneira

,9,....9]=1x,9,.-..,9,9,.- .9 = [x,9,---,9],9,..., 9]
) c

m n(g) ¢ n(g

para algum ¢ > 1 e que o comutador [[x,g,...,9],9] € Eu(9), pois

n(g)

[x,g,...,g,g]:[m,g,...,g_l[x,g,...,ggGEn(g)(g).

n(g) n(g) n(g)

Assim, observando que g normaliza E,,)(g) e repetindo o mesmo argumento acima

véarias vezes, se necessario, chegamos a concluir que [z, g,...,g] € E,4(g). Disto

segue que [z,9,...,9] € Eyg(g) N N = 1. Portanto, concluimos que g é um

elemento Engel em . Como ¢ foi tomado arbitrariamente em G, isto resulta
que G é um grupo profinito Engel. Portanto, pelo Teorema 5.1.1, segue que G é

localmente nilpotente, como queriamos. U

O teorema a seguir, devido a P. Hall, fornece um critério para provar que um
grupo é nilpotente. Sabemos que extensoes de grupos nilpotentes nao precisam
ser nilpotentes, mas o resultado de Hall usa hipdteses proximas a extensoes de
nilpotentes. A demonstacao deste resultado pode ser encontrada em [11, Theorem
3.26].

Teorema 5.1.3 (de Hall). Seja B um subgrupo normal de um grupo A. Se B

¢ nilpotente de classe ¢ e AJ/B' € nilpotente de classe d, entao A é nilpotente de
(d—1)c(c+1)
7 +c

A préxima proposicao generaliza, no item (i), o teorema de Hall, enunciado

classe no mazimo f(c,d) =

anteriormente para grupos abstratos. Pois, se considerarmos na proposicao que
va(A/B") = 1, isto é, que A/B’ seja nilpotente de classe no méximo d, recaimos
nas hipéteses de Teorema 5.1.3 e concluimos que A é nilpotente de classe limitada.
No item (ii) da mesma proposi¢ao, veremos uma “versao profinita” do resultado

enunciado no primeiro item.
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Proposicao 5.1.4. As sequintes afirmacoes valem:
(i) se B é um subgrupo normal de um grupo A tal que B € nilpotente de classe c

e v4(A/B') € finito de ordem k. Entao, o subgrupo
C' = Ca(a(A/B)) ={a € A| [ha(A),a] < B'}

possui indice finito k-limitado e € nilpotente de classe (c, d)-limitada;
(ii) suponha que B é um subgrupo normal de um grupo profinito A tal que B €

pronilpotente e v.o(A/B') € finito. Entdo, o subgrupo
D = Ca(y(A/B')) = {a € A [yo(A),a] < B'}
¢ aberto e pronilpotente.

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar o item (i). De fato, do Lema 1.2.5 segue
que Y4(A/B") = v4(A)B'/B’, entao v4(A/B’) é uma se¢ao normal de A. Assim,
podemos considerar a agdo, por conjugacao, de A sobre 74(A/B’), definida da
seguinte forma: para todo a € A ey = yB' € v4(A)B'/B’, onde y € v, (A)B,
temos que y* = (yB')* = y*B’. Em particular, podemos definir de forma natural

o centralizador e o normalizador desta se¢ao normal, respectivamente como
C = Ca(1a(A/B") ={a € Al [1a(A),a] < B'}.
N = Na(a(A/B')) ={a € A|y" € va(A/B'), VY € 1a(A/B)}.
Observemos que N = A, pois 74(A/B’) é uma se¢gdo normal. Assim, apli-
cando o Lema 1.1.5 com v4(A/B’), concluimos que A/C' é isomorfo a um subgrupo
de Aut(v4(A/B’")). Agora, como |y4(A/B’')| = k, temos que |Aut(~4(A/B"))| é
k-limitada, e disto segue que A/C' também possui ordem k-limitada.

Vamos agora mostrar que C' é nilpotente de classe (¢, d)-limitada. Com efeito,

temos
C,...,C,C,..]1<[lA,....A,C,C,..] = [[v(A),C],C,.... (5.1.2)

Por como C foi definido, sabemos que [v4(A),C] < B’. Desta forma, substi-

tuindo em (5.1.2), tem-se
C,...,C,C,...] <[[B,B],C,...].
d+1
Concluimos que v441(C) < 72(B). Agora, consideremos o comutador [[B, B], C].

Aplicando o Corolario 1.1.8, temos

(B, B],C] < [[B,C],B]- B, B, ]l (5.1.3)
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Entao, usando (5.1.3) e o Coroldrio 1.1.8 quantas vezes for necessario, obtemos
(B,B].C.....C)< ][ I[B.C,....C),[B.C,....C], (5.1.4)

onde denotamos [B,C,...,C] = B. Agora, como 2d —1 = 2(d — 1) + 1 temos que

0
em cada comutador do produtério acima ou i > d — 1 ou 5 > d — 1. Portanto,

cada termo do produtério contém um subcomutador da forma

[B,C,...,C] com [>d. (5.1.5)

l

Assim, em cada comutador do produtério em (5.1.4), podemos “levar para a es-

querda” o subcomutador da forma (5.1.5), pois sabemos que

(B,C,...,C),[B,C,....C]| = [[B.,C,...,C],|B,C,...,C].

J i

Desta forma, teremos um produtério de comutadores, onde a primeira entrada

de cada um é um subcomutador do tipo (5.1.5). Note que, cada um desses subco-
mutadores do tipo (5.1.5) estd contido em [B,C,...,C] e o outro subcomutador

d
esta obviamente contido em B, uma vez que B é normal. Entao, aplicando essa

observagao a cada comutador de (5.1.4) obtemos que
IT B.c.....clL.(B,C,....CI<[B.C,....C],B]. (5.1.6)
Assim, segue que

B,B],C,...,C.C,..] < B.C,....C,[B,C,....C].C,...
(B, B] ] IT 1« [ ]

2d1 i+j=2d—1 p )

< [IB,C,...,C],B,C,..]. (5.1.7)

d
Lembrando que [v4(A),C] < B’, tem-se [B,C,...,C] < B'. Disto, segue que
d

[[B,C,...,C|,B|,C,...] <|[[B,B],B],C,...] e concluimos, usando (5.1.7) que
[B,B].C,....,C,C,...] <][[B,B],B],C,...]. (5.1.8)
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Lembrando que v411(C) < 72(B) e usando (5.1.8) temos

_n(O),C,...] = o),o,...,C,C,...
[7(d+1)+(2d 1)( ) ] [7d+1( ) ]
2d—1
< [[B,B],C,...,C,C,..]
——

2d—1

< B, B],B],C,.. ],

ou seja, que Y(gt+1)+2d—-1)(C) < v3(B). Usando calculos semelhantes e um argu-

mento indutivo chegamos a ver que

Vid+1)+(2d—1)+3d-2) (C) < 7a(B),

e mais em geral, fazendo inducao sobre ¢ > 1, vamos concluir que
Vf(cﬁd)+1(c) < ’Yc+1(B), onde
d(c(c+1)) clc—1)

A titulo de exemplo, observe que se ¢ = 1, entdao d + 1 = f(1,d) + 1 e temos

Ya+1(C) < 79(B), como foi mostrado antes.

De forma semelhante, se ¢ = 2 tem-se (d + 1) + (2d — 1) = f(2,d) e como
mostrado obtemos que Y(g41)+(24-1)(C) < 73(B).

Portanto, com este argumento indutivo sobre ¢, um pouco técnico, chegamos
a mostrar que C' é nilpotente de classe (¢, d)-limitada, como querfamos.

Vamos mostrar o item (ii). Uma vez que D, por defini¢ao, é o centralizador
de uma secao normal de A, segue que D é um subgrupo normal fechado. De
modo andlogo ao que fizemos no item (i) desta proposigdo, obtemos que A/D é
isomorfo a um subgrupo de Aut(ys(A/B’)). Como 7.,(A/B’) é finito, temos que
Aut(yso(A/B")) é finito. Assim, D possui indice finito e segue, pela Proposi¢ao
4.2.2 item (iii), que D é um subgrupo aberto de A. Agora, usando o item (i) desta
proposicao, vamos mostrar que a imagem de D, em qualquer quociente finito de
A, é nilpotente. Isto serd suficiente para mostrar que D é pronilpotente, pois como

D é um subgrupo fechado e normal de A temos, pelo Teorema 4.4.5 item (i), que

.. DN

D~ fim 2 1
— m — m—’
S DNN 55 N

onde I é a base filtrada de todos os subgrupos normais abertos de A. Assim, é
suficiente provar que para cada N € I, DN/N é nilpotente, para concluir que D
¢é pronilpotente. Entao, seja N <1, A e consideremos o epimorfismo canonico de

Aem A/N = A, onde com as barras denotamos as imagens em A. Vejamos que
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Yoo(A/B') = 7o(A/B’). De fato, do Lema 4.7.3 item (ii), segue

— = —/

PYOO(Z/E/) _ 700%4/)3 _ 700%4/)3 — 700%4/)3, = m

Observemos que D < C’Z(%O(Z/E/)). Com efeito, seja d € D, ou seja d = dN
com d tal que [y,(A),d] < B’. Tsto implica que [ys(A),d]N < B’N. Logo,
Voo (A),d] < B'. Desta maneira, segue que d € CZ(VOO(Z/FI)), para todo
d € D. Por outro lado, desde que Z/E’ é finito, temos que Yoo (Z/EI) = ’yd(Z/El)

para algum inteiro positivo d. Como, por hipétese, B é um subgrupo normal pronil-

potente, temos que B = BN/N é um subgrupo normal nilpotente de A. Portanto,
estamos nas condigoes do item (i) e temos que C’Z(%l(Z/FI)) é nilpotente. Como
D < C’Z(Wd(Z/EI)) segue que D também o é. Uma vez que o argumento acima
¢ independente da escolha de N em I, concluimos que D é pronilpotente, como
desejado. O

Lembramos que um grupo G é dito central-por-finito se o indice [G : Z(G)] é
finito. Outro conceito que precisaremos a seguir é o de F'C-grupo: um grupo G é
chamado de F'C-grupo se toda classe de conjugacao em G é finita. Pode-se mostrar
que todo grupo central-por-finito é um F'C-grupo, ja que em um grupo central-
por-finito o centralizador de qualquer elemento possui indice finito devido ao fato
que contém o centro. O resultado seguinte, devido a B. H. Neumann, nos mostra
que em determinadas condigoes um F'C-grupo é central-por-finito. Os detalhes da

demonstracao podem ser encontrados em [18, Lemma 2].

Lema 5.1.5. Se G é um FC-grupo e contém um subgrupo abeliano A tal que o

indice |G : A] € finito, entao G é um grupo central-por- finito.

Introduziremos a seguir um conceito, de natureza quantitativa, relacionado ao
conceito de F'C-grupo.

Um grupo G é chamado BFC-grupo se existe um inteiro positivo d tal que
toda classe de conjugacao de um elemento em G ¢é finita e possui no maximo d
elementos.

O préximo teorema, também devido a B.H. Neumann, caracteriza BFC-
grupos em termos do seu subgrupo derivado. Os detalhes da demonstragao podem

ser encontrados em [20, Theorem 4.35].

Teorema 5.1.6. Um grupo G é um BFC-grupo se, e somente se, G' € finito.
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Os resultados enunciados acima sao fundamentais para entender o proximo
teorema, devido a A. Shalev [24, Lemma 2.6], que nos da informagoes sobre o

subgrupo derivado de um F'C-grupo profinito.
Teorema 5.1.7. Seja G um FC-grupo profinito. Entao G’ € finito.

DEMONSTRACAO. Para cada n > 1 definimos o seguinte conjunto
A, ={z € G| [G: Cgx)] < n}. Notemos que A, é um subconjunto fe-
chado de G para cada n. Pois, definindo a aplicacao f de G em N dada por

f(z) = [G : Cg(x)] para todo z € G, vemos que f é continua. Dai, conside-

rando para cada n fixado, o subconjunto fechado A = {1,...,n} de N, temos que

f~YA) = A, é fechado. Agora, por definicao, U A, C G. Por outro lado, por
neN

G ser um F'C-grupo profinito, temos que para cada x € G, o indice [G : Cg(z)]

¢ finito e igual a algum n € N. Desta forma, segue que G C U A,, e portanto
neN
G = U A,. Assim, aplicando o Lema 4.4.7, temos que existem um inteiro n, um

neN
elemento x em G e um subgrupo aberto H de G tal que xtH C A,. Observe que

se © € A, entdo [G : Cg(z)] < n. Por outro lado, como |cl(z)| = |cl(x™1)], onde
cl(x) denota a classe de conjugagao do elemento z, concluimos que x=' € A,,. Por
isso, H =z 'aH C A, A\,.

Agora, notemos que A;A; C A;;. De fato, seja a € A;A;, entao a = zy, onde
x € A; ey € A Consideremos S = Cg(x) N Ce(y), como (G : Cg(x)] < ie
G : Cs(y)] < 7, tem-se [G : S| < ij. Claramente vemos que S < Cg(zy), por
isto [G : Ce(zy)] < [G :S] < ij. Logo, obtemos que a € A;;. Disto segue que
H C A,:. Entdo, para todo x € H, temos que [G : Cg(z)] < n? Portanto, H
é um BFC-grupo. Assim, pelo Teorema 5.1.6, obtemos que H’ é finito. Agora,
como G é um FC-grupo, temos que G/H' é também um FC-grupo, e claramente
também é um grupo abeliano-por-finito. Desta forma, pelo Lema 5.1.5 temos que
G/H' é central-por-finito. Assim, do Teorema 1.2.3 segue que (G/H) = G'/H' é

finito. Portanto, concluimos que G’ é finito, como desejado. O

5.2. Resultados Principais Para Grupos Profinitos

Nosso principal objetivo nesta secao é mostrar que em um grupo profinito G,
satisfazendo a Hipotese 1, existe um subgrupo normal finito, tal que o quociente
de G por este subgrupo seja localmente nilpotente. O primeiro passo sera mostrar
que se a Hipdtese 1 é valida em um grupo profinito GG, entao GG possui um subgrupo

aberto localmente nilpotente. De fato, a proposicao a seguir garante que, em um
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grupo profinito G satisfazendo a Hipdtese 1, existe um subgrupo aberto normal

pronilpotente. Assim aplicando, a este subgrupo, o Lema 5.1.2 temos a existéncia

de um subgrupo aberto normal localmente nilpotente em G, como desejado.
Note que uma consequéncia indireta da proposicao a seguir é que o maior

subgrupo normal pronilpotente de G ¢é aberto em G.

Proposicao 5.2.1. Se G € um grupo profinito satisfazendo a Hipdtese 1, entao G

possut um subgrupo aberto mormal pronilpotente.

DEMONSTRAGAO. Como, por hipdtese, E,,(g) é finito para cada g € G, segue
pelo Lema 4.5.7 que, para cada g € G, existe um subgrupo normal aberto N, de
G tal que E,4(g) N Ny = 1. Desta maneira g é um elemento Engel em N,y(g).
Pois, sabendo que para o elemento g em G existe um inteiro n(g), consideremos

entdo o comutador [z,g,...,g|, onde z é um elemento qualquer de N,(g). Como

n(g)
Ny < G, temos [2,g,...,9] € N,y e, por outro lado, [z,g,...,9] € Eng)(g), por
n(g) n(g)
definicdo. Assim, [x,g,...,9] € Eng) N Ny, o que implica em [z,g,...,9] = 1 e
n(g) n(g)

a afirmacao segue. Agora, para todo H <, Ny(g), como g é um elemento Engel
em Ny(g), tem-se que g, a imagem de g em Ny(g)/H, é um elemento Engel em
N,(g)/H. Desta forma, como N,(g)/H ¢é um grupo finito e g é um elemento
Engel em N,(g)/H segue, pelo Teorema 2.0.13, que g pertence ao subgrupo de
Fitting de N,(g)/H. Uma vez que H foi tomado arbitrariamente, esta afirmacao
vale para qualquer quociente finito de N,(g). Disto decorre que o (fecho do)
subgrupo [Ny, g] é pronilpotente. Com efeito, consideremos a imagem (do fecho)
de [N, g] em cada quociente finito N, (g)/H. Agora, sabendo que g € F(N,(g)/H)
conclufmos que [T, g] pertence ao F(N,{(g)/H) para todo T € N,. Disto segue que
[N,, 9] < F(N,{g)/H), para todo H subgrupo normal aberto de N,(g). Assim, a
imagem (do fecho) de [N, g] em N,(g)/H é um grupo nilpotente finito. Entao, pelo
Teorema 4.4.5 item (i), tem-se que o (fecho do) subgrupo [Ny, g] é topologicamente
isomorfo ao limite inverso de um sistema inverso de grupos finitos nilpotentes e
portanto é pronilpotente. Indicamos, sem perda de generalidade, com [Ny, g o
mesmo subgrupo ou o fecho dele, caso nao seja fechado.

Seja ]T/; o fecho normal de [Ny, g] em G. Uma vez que [Ny, g] é normal em
N,, temos que N, < Ng([Ny,g]). Como N, possui indice finito em G, segue que
[Ny, g] possui somente uma quantidade finita de conjugados em G. Agora, por

[Ny, g] ser isomorfo a [N, g|* para cada x € G, temos que [N,, g|* é normal em N,
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e pronilpotente. Assim, ]f\\f; ¢ um produto de uma quantidade finita de subgrupos
normais de Ny, cada um dos quais é pronilpotente. Entao, segue do Coroldrio 4.7.5
que ]/\79 é pronilpotente. Portanto, todos os subgrupos do tipo JAV;, construidos ao
variar g em G, estao contidos no maior subgrupo normal pronilpotente de G, que
denotamos por K.

Notemos que G/K é um FC-grupo. Para isto, vejamos que cada elemento
g de G/K é centralizado pela imagem de N, no quociente G/K. Com efeito,
consideremos y = y K, com y um elemento qualquer de NV, K e dado g um elemento
de G/ K, temos que

Cox(9) ={T € G/K | [7,9] =1} ={z € G/K | [z, 9] € K}.

Note que como y € N/K, tem-se y = zk com z € Ny e k € K, entao
ly, 9] = [z, 9]%[k,g] € [Ny, g] K. Por outro lado, como K contém ]f\\f;, obtemos
que [Ny, g]® < K. Logo, concluimos que [y, g] € K. Portanto, § € Cg/k(g) como
desejado. Agora, como N, é aberto, tem-se que [G : N,K] é finito e segue que
|G/K : NyK/K] também é finito. Consequentemente, temos que [G/K : Cq/k(7)]
é finito para cada g € G/K. Portanto, G/K é um FC-grupo como queriamos
mostrar. Agora, sendo G/K profinito, pelo Teorema 5.1.7, segue que o sub-
grupo derivado de G/K é finito. Assim, aplicando o Lema 4.5.7, temos que
existe um subgrupo normal aberto H/K de G/K com K < H <G, de modo
que H/K N (G/K) = 1. Em particular, temos que H/K ¢é abeliano. Seja H sua
imagem inversa em G. Entdo, H é um subgrupo aberto normal de G, pois H/K
é aberto normal em G/K, com a propriedade que H’ esta contido em K. De fato,
como (H/K) = HK/K =1, tem-se que H' K = K, ou seja H < K.

Consideremos o quociente metabeliano M = H/K'. Note que M claramente
satisfaz a Hipotese 1, pois é uma secao de G. Usaremos provisoriamente os simbolos
Ei(g), para denotar os elementos de M e os correspondentes subgrupos. Assim,
para cada par (7,7) de inteiros positivos, o conjunto E; ; = {x € M | |E;(z)| < j}
é fechado. Pois, definindo a aplicacao f de M em N dada por f(x) = |E;(z)|
para cada € M, vemos que f é continua, e temos que f~'({1,...,7}) = E;;
é fechado. Agora, usando a Hipotese 1, tem-se que M = U” E; ;. De fato, uma
inclusao é obvia, e por outro lado, dado z € M, como M satisfaz a Hipotese 1,
existe um inteiro positivo i = i(x) tal que E;(z) é finito, logo |E;(z)| = j para
algum inteiro j. Assim, existe um par (i,7) tal que |E;(x)| < j. Deste modo,
x € F; j, o que implica que M esta contido em Ul i B A igualdade segue, como

afirmamos acima.
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Assim, como M é profinito e {E;; | 4,7 € N} é uma familia enumerédvel de
conjuntos fechados com M = U” E; ;, segue, pelo Lema 4.4.7, que existem um
par de inteiros n e m, um elemento a € M e um subgrupo aberto U de M tal que
aU C E, . Ou seja, |Ey,(au)| < m, para todo u € U.

Do argumento anterior segue que |Fa,1(u)| < m? para qualquer u € U. Com

efeito, consideremos os subgrupos:

Eypp(a) ={[z,a,...,a] | x € M') e Expp(au) = ([x,au,. .. ,au] | x € M').

n n
Observe que ambos os subgrupos estao contidos em F,(a) e E,(au) respecti-
vamente e assim possuem ordem no maximo m. Desde que M é metabeliano,
segue facilmente que Eypp,(a) e Eypy(au) sdo subgrupos normais de M. Agora,
considerando o quociente
M
Enpn(a)Enp n(au)’

os subgrupos M'(a) e M'{au) sdo normais nilpotentes de classe de nilpoténcia

M =

no maximo n. Desta forma, usando o Teorema 1.2.9, tem-se que o produto
A = M'(@yM'{au) é nilpotente de classe de nilpoténcia no méximo 2n. Note

que 7 € A e dado um elemento qualquer T em M, como A <1 M temos que

[z,4,...,ul = 1.
2n+1
Assim, em M segue que [z, u,...,u] € [M' u,...,u] < Eyp,(a)Ey p(au). Por-
2n+1 2n

tanto, Ea,11(u) < Eypp(a)Eyy n(aw). Logo, concluimos que | By, 11 (u)| < m? para
todo u € U, como queriamos.

Assim, os subgrupos correspondentes FEs,1(u) construidos para todo u em
U satisfazem a desigualdade uniforme |Es,,i(u)| < m? Observemos que esta
desigualdade também vale em cada quociente finito U de U, uma vez que esses
quocientes sao secoes de U. Entdo, aplicando o Teorema 3.2.1, a cada um U desses
quocientes finitos de U, concluimos que |y, (U)| < k, onde k = k(m) é uma funcio
somente de m. Disto segue que |75 (U)| < k. De fato temos, pelo Teorema 4.4.5
item (i), que

. Yee(U) . Yeo(U)N
Yoo (U) 22 lim — 202 o iy TR/
U= oy Ty

onde [ ¢ a base filtrada de todos os subgrupos normais abertos de U.
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Agora, consideremos o conjunto J = {7.,(U) NN | N € I} e note que
MNyer(7eo(U) M N) = 1. Assim, aplicando a Proposigao 4.6.2 item (ii), tem-se

(D)) = |1ee(U) : () (e(U) N N)

Nel

= mmc{[yoo(U) : (Yeo(U) N N)] | N € I}

Por outro lado, usando o Lema 4.7.3 item (ii), temos que

N Yoo (U)N ~ Yoo (U)
Voo (U) = N ~ 0NN’

para todo N € I. Assim, como |y (U)| < k, tem-se |7o(U)/(70o(U) N N)| < k
para todo N € I. Portanto, concluimos que |y (U)| < k.

Seja W a imagem inversa de U, que é um subgrupo aberto de GG e consideremos

I' a imagem inversa de v, (U). Agora, definamos
F = CivlrmlU)) = {w € W | [[u] < K'}

e lembremos que K é pronilpotente. Assim, pela Proposi¢ao 5.1.4 item (ii), con-

cluimos que F' é um subgrupo aberto normal pronilpotente em G, como queriamos.

U

Finalmente estamos em condigoes de demonstrar o Teorema A. Para comodi-
dade do leitor vamos enunciar o resultado na forma completa, repetindo explicita-

mente a Hipdtese 1.

Teorema 5.2.2. Suponha que G é um grupo profinito tal que, para cada g € G,
existe um inteiro positivo n = n(g) tal que E,(g) € finito. Entio G possui um

subgrupo normal finito N tal que G/N € localmente nilpotente.

DEMONSTRAGAO. Nosso objetivo é mostrar que v, (G) é finito. Pois, como
G /vs(G) é pronilpotente, profinito e é uma se¢ao de G, temos que a Hipétese
1 é vélida. Entao, aplicando o Lema 5.1.2 tem-se que G/75(G) é localmente
nilpotente. Assim, o resultado vale considerando N = v,.(G).

Denotaremos por F'(L) o maior subgrupo normal pronilpotente de um grupo
profinito L e sabemos pela Observacao 4.7.6 que F(L) sempre existe. Agora, da
Proposicao 5.2.1, segue que G possui um subgrupo aberto normal pronilpotente,
entao F(G) é também aberto, uma vez que contém este subgrupo. Logo, G/F(G)
é finito.

Desta maneira, como G/F(G) é finito, usaremos indugao sobre |G/F(G)| para

mostrar que Y- (G) € finito. A base desta inducdo inclue o caso trivial, isto é, se
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|G/F(G)| =1, ou seja, G = F(G). Neste caso particular G é pronilpotente, entao
pelo, Lema 4.7.3 item (iii), temos que 7,,(G) = 1 e o resultado é 6bvio. Mas,
a maior parte da base da inducao estd concentrada em considerar o caso quando
G/F(G) é um grupo finito simples.

De fato, uma vez mostrada a base da indugao, podemos finalizar a demons-
tragdo com o seguinte argumento indutivo. Suponhamos que G/F(G) néo seja
um grupo finito simples e portanto que exista um subgrupo normal préprio nao
trivial N/F(G) de G/F(G), com F(G) < N < G. Notemos que F(N) = F(G).
Com efeito, como F(G) é normal em N e pronilpotente, segue pela definigdo de
F(N) que F(G) < F(N). Por outro lado, uma vez que F(N) é caracteristico em
N, que por sua vez é normal em G, temos que F(N) é normal em G e pronil-
potente, assim pela defini¢ao de F(G), obtemos que F(N) < F(G). Observemos
que, pela hipétese em G, em particular, para cada g € N, existe um inteiro posi-
tivo n = n(g) tal que E,(,(g) é finito. Além disso, sabendo que F(N) < N < G,
temos por correspondéncia que N/F(N) < G/F(G) e [N/F(N)| < |G/F(G)].
Desta forma, aplicando a hipdtese de indugao em N, obtemos que Yoo (N) é fi-
nito. Observemos, por outro lado, que N/v.(N) < G/7s(N). Dai, obtemos
que N/7x(N) < F(G/7%(N)), uma vez que N/v5(N) é pronilpotente e nor-
mal em G/7.(N). Desta maneira, |N/v«(N)| < |[F(G/7%(N))| e, pelo ter-
ceiro teorema do isomorfismo, segue que ‘%‘ < |G/N|. Por outro lado,
como F(G) < N <G, resulta que |G/N| < |G/F(G)|. Assim, concluimos que
)%’ < |G/F(G)|. Desde que G/v5(N) é uma secao de G, tem-se que
a hipotese do teorema também é valida para a mesma. Portanto, aplicando a
hipdtese de indugao em G /v (N), obtemos que 0 grupo Voo (G/Voo(N)) é também

finito. Entao, aplicando o Lema 4.7.3 item (ii), tem-se

(G (V) _ 7(C)
V) V)

Disto segue que Yoo(G)/7Voo(N) é finito. E lembrando que 7.,(N) é finito, con-

Yoo (G Yoo (N)) = 122

cluimos que 7, (G) é finito, como desejado. Assim, o argumento indutivo esta
completo e o resultado segue.

Daqui em diante, vamos portanto nos concentrar no caso base da indugao,
assumindo que G/F(G) é um grupo finito simples qualquer (abeliano ou nao abe-
liano). Consideremos o epimorfismo canoénico de G em G/F(G) e seja p um primo
divisor de |G/F(G)|, entao existe § € G/F(G) tal que a ordem de g é igual a p.
Portanto, consideremos g € G\ F(G) um elemento de ordem p" com n < co. Para

qualquer primo ¢ # p, temos que o elemento g age por conjugacao no g-subgrupo
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de Sylow @ de F(G) como um automorfismo de ordem que divide p™. De fato,
como F(G) é pronilpotente, temos que () é um subgrupo normal de F(G), para
qualquer primo ¢, e sendo F(G) um subgrupo caracteristico de G, em particular,
(@ é um subgrupo normal de G.

Observe que o subgrupo [@Q, g] é normal em @) e este por sua vez é caracteristico
em F(G), portanto [, g] ¢ normal em F(G). Vejamos, a seguir, que a imagem
de [Q, g] em qualquer quociente finito de G esta contida na imagem de E,,(g).
Com efeito, sejam N <, G e ¢ o epimorfismo canénico de G em G/N, temos que
#(Q) = Q < G/N é um g-grupo finito, g € G/N é um ¢-elemento. Desta forma,
pelo Lema 3.1.2, concluimos que

[Q.9] < E(9) < En(9)-

Claramente temos que ¢([Q,g]) = [@Q,7] e usando a Proposicao 2.0.16 item
(i) obtemos ¢(En)(9)) = Eng)(g). Uma vez que N foi tomado arbitrariamente,
o argumento vale para todo subgrupo normal aberto de G. Logo, concluimos
que a imagem de [@, g], em qualquer quociente finito, estd contida na imagem de

Eng)(g). Assim, para cada N <, G, temos

QIN _ 41Q.00) < 6 (0)) = 22 DY. (5:21)

Agora, como FE,,(g) é fechado, pois é finito, tem-se pelo Teorema 4.4.5 item
(i) que

Q=m0 ¢ Byl > m 00 (522

Nerl Nerl

onde I ¢ a base filtrada de todos os subgrupos normais abertos de GG. Entao, segue
do segundo teorema do isomorfismo, aplicando o limite em (5.2.1) e substituindo
por (5.2.2) temos que [Q, g] < Ey4)(9). Desde que E, 4 (g) é finito, obtemos que
(@, g] é também finito.

Como [@, g] é normal em F(G), seu fecho normal ([Q, g]“) em G é um produto
de uma quantidade finita de conjugados. Pois, desde que [@,g] é normal em
F(G), segue que F(G) < Ng(]@,9]) < G. Logo, o indice [G : Ng(|Q, g])] divide
G : F(G)] e como [G : F(G)] é finito, resulta que [G : Ng([Q,g])] é finito.
Portanto, concluimos que a ordem de [Q,g]® é finita. Consequentemente, por
[Q, g]* ser finito, para cada a € G, temos que o fecho normal ([Q, g]¢) em G é
um produto de uma quantidade finita de conjugados. Logo, segue que ([Q, g]“)

também é finito.
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Denotamos agora por R o produto dos fechos normais ([Q,g]) ao variar
de @ entre todos os g-subgrupos de Sylow de F(G) para ¢ # p. Sabendo que
(@, 9] < Eyg)(9), obtemos que existe somente uma quantidade finita de primos ¢
tal que [Q, g] # 1 para o correspondente g-subgrupo de Sylow @ de F(G). De fato,
suponhamos que para todo primo ¢ # p tivéssemos [Q, g] # 1. Entdo, terfamos
que Hq#p[Q,g] < Eyg)(9) uma vez que (@, g] < Eyg)(g) e por Ey(g) ser finito,
isso seria um absurdo. Lembrando que todo fecho normal {[Q, g]) em G ¢é finito,
concluimos que R é também finito.

Sendo 0 nosso objetivo mostrar que Y (G) é finito, é suficiente mostrar que
Yoo (G/R) é finito. De fato, pelo Lema 4.7.3 item (ii), temos que
CmlGF | 1(G)

R Yoo (G) N R

Entdo, se mostrarmos que 7. (G/R) é finito, segue pelo isomorfismo que
Yoo (G) /(Yoo (G) M R) é finito. Assim, como 1 < 7(G) N R < R, e R é finito,
obtemos que 7,(G) N R é finito. Agora, combinando as duas informagoes, con-

Yoo (G/R)

cluimos que 7, (G) é finito. Entdo, sem perda de generalidade, como podemos
trabalhar em G/R, vamos assumir que R = 1. Sob esta hipétese e pela defini¢ao
de R, sabemos que [@, ¢%] < R para qualquer conjugado ¢g* de g e qualquer g-
subgrupo de Sylow @ de F(G) para g # p, e portanto segue que [@, g°] = 1.

Escolhamos agora, um transversal {t,...,t} de F(G) em G, onde k = |G/ F(G)|.
Seja G1 = (g",...,¢"). Note que G1F(G)/F(G) é gerado pela classe de con-
jugagado da imagem de g em G/F(G). Isto implica que G4 F(G)/F(G) é um sub-
grupo normal de G/ F(G), pois o mesmo é gerado por um conjunto normal. Agora,
vejamos que G1F(G)/F(G) é nao trivial. Com efeito, se fosse trivial, terfamos que
G1 < F(G), o que é uma contradigao, pois G; = (g™, ..., g"*) com g € G\F(G).
Deste modo, como G/F(G) é simples, concluimos que G F(G)/F(G) = G/F(Q),
e em particular, segue que G = G1F(G).

Seja T' o produto Cartesiano de todos os g-subgrupos de Sylow de F(G) com
q # p. Temos que T é centralizado por todos os elementos ¢', uma vez que
(@, 9°] = 1 para qualquer conjugado ¢g* de g e qualquer g-subgrupo de Sylow @
de F(G) com ¢ # p. Assim, como G; = (¢",...,g") e sabendo que cada um
dos geradores g' centraliza T, obtemos que [G1,T] = 1. Seja P o p-subgrupo de
Sylow de F(G), possivelmente trivial. Notemos que [P,T] = 1. De fato, como os

elementos de P e T possuem ordens coprima e F(G) é pronilponte, tem-se que
[P, T] = 1.
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Agora vamos provar que Y5 (G) N'T é finito. De fato, consideremos o grupo
quociente G/P = G. Como G = G, F(G), temos que a imagem de T tem indice
finito em G, uma vez que G/F(G) é finito. Entdo, quocientando por P, podemos
assumir que 7' possui agora indice finito em G, pois assumimos que P = 1. Assim,
como [G1,T] = 1, temos que TN G, < Z(G1) e sabendo que [G : T ¢ finito,
concluimos que [G : T N G4] é finito. Isto implica que [G; : Z(G1)] é finito. Logo,
pelo Teorema 1.2.3, resulta que G ¢ finito. Agora, como G é normalizado por Gy
e por T e lembrando que G = G17, segue que G| < G. Por ser GG finito, podemos
considerar o quociente sobre ele. Assim, podemos assumir que (G; é abeliano. Por
outro lado, note que GGy é um p-grupo abeliano, uma vez que G; é gerado por
p-elementos e usando que [G1,T]| = 1, obtemos que G; é um subgrupo normal
pronilpotente. Desde que T' é pronilpotente e sabendo que G = G1T segue, pelo
Lema 4.7.4, que G é pronilpotente e portanto, pelo Lema 4.7.3 item (iii), tem-se
Yoo(G) = 1. Pela construgao feita temos que 7. (G) < G} que foi provado ser
finito, o que implica que v, (G) N'T é finito, como queriamos.

Deste modo, para mostrarmos que v, (G) é finito, é suficiente ver que v (G/T')
é finito. De fato, temos pelo Lema 4.7.3 item (ii), que
1O L 7(G)

T Yoo (G)NT"

Entao, se 7o(G/T) é finito segue que Voo(G)/(700o(G) N'T) é finito. Assim,
sabendo que Yoo (G) N T € Yoo(G) /(700 (G) N'T) s@o ambos finitos, obtemos que
Yoo (G) € finito. Vamos mostrar que v.,(G/T') ¢ finito. Sem perda de generalidade,

0o (G/T) =

podemos assumir que 7" = 1. Logo, podemos assumir que F(G) é um p-grupo,
uma vez que F(G) =T x P.

Lembrando que estamos no caso em que G/F(G) é um grupo finito simples,
chegamos a um ponto em que precisamos distinguir dois subcasos. Primeiramente,
se G/F(G) é um grupo finito abeliano simples, entao |G/F(G)| = p e como F(G)
¢ um p-grupo segue que G é um grupo pro-p. Logo, G é pronilpotente, conse-
quentemente 7,,(G) = 1 e o resultado segue. Agora, suponhamos que G/F(G)
seja um grupo finito simples nao abeliano e lembramos que, nas nossas hipéteses,
estamos considerando F'(G) um p-grupo. Entao, escolhemos outro primo r # p
dividindo |G/F(G)| e podemos repetir todos os mesmos argumentos, como acima,
com r no lugar de p. Observe que podemos repetir esta ideia todas as vezes que
for necessério e vamos reduzir a prova ao caso em que F(G) = 1. Neste caso,
G/F(G) = G é finito. Portanto, v, (G) ¢ finito e o resultado segue.
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Isto conclui a prova do passo base da inducao e, pelo explicado ao comecgo da

demonstracao, conclui também a demonstracao. U

O proéximo corolério segue combinado o Teorema 3.2.1 e o Teorema 5.2.2.

Corolario 5.2.3. Suponha que G é um grupo profinito e existe um inteiro positivo
m tal que para cada g € G eziste n = n(g) tal que |E,(g)] < m. Entdio G possui
um subgrupo normal finito N de ordem limitada em termos de m tal que G/N ¢é

localmente nilpotente.

DEMONSTRACAO. Com efeito, como por hipdtese existe um inteiro positivo m
tal que para cada g € G existe n = n(g) tal que |E,(g)] < m, entdo temos que
E,(g) é finito para todo g € G. Assim, aplicando o Teorema 5.2.2, concluimos que
G possui um subgrupo normal finito N tal que G/N é localmente nilpotente. Segue
da demonstracao do Teorema 5.2.2 que este subgrupo N é o subgrupo residual
pronilpotente 7,,(G) de G. Desta forma, resta mostrarmos que 7. (G) possui
ordem limitada em termos de m. De fato, seja N <1, G e consideremos o quociente
finito G/N. Como G/N é uma segao de G, usando a Proposigao 2.0.16 item (iv),
vemos que |E,(g)] < m para todo g € G/N. Disto segue que |E(g)| < m para
todo g € G/N e como G/N é finito, obtemos pelo Teorema 3.2.1, que a ordem
do residual nilpotente v..(G/N) é m-limitada. Agora, pelo Lema 4.7.3 item (ii)
tem-se
_(@N o l6)

N Yo(G) NN’
Logo, temos que a ordem de Voo (G)/(Veo(G) N N) é m-limitada. Como o sub-

Yoo (G/N)

(5.2.3)

grupo N foi tomado arbitrariamente segue, para qualquer subgrupo normal aberto
de G, que (5.2.3) vale. Assim, como 7 (G) € finito, obtemos pelo Lema 4.5.7 que
existe um subgrupo normal aberto M de G tal que 7(G) N M = 1. Entao,
concluimos por (5.2.3) que a ordem de 7, (G) é limitada em termos de m, e o
resultado segue.

O
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