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Resumo

O objetivo desse trabalho é estudar a Conjectura de Hanna Neumann, que surgiu a partir
do conhecido resultado provado por Howson e fornece um limitante para o posto da
intersecao de dois subgrupos finitamente gerados de um grupo livre. Serao apresentados
alguns resultados intermediarios desde 1957, ano em que a conjectura foi proposta, até sua
demonstracao em 2011. Apresentaremos a demonstragao feita por Igor Mineyev em [18] e
a versao de Warren Dicks, a qual simplificou a primeira prova dada por Mineyev em [17].
Além disso, serd apresentado um resultado que garante que o limite proposto por Hanna
Neumann é o melhor possivel.

Palavras-chave: Conjectura de Hanna Neumann. Grupos livres.
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Abstract

The purpose of this work is studying the Hanna Neumann Conjecture, that came from
the theorem proved by Howson and gives a upper bound for the rank of the intersection
of two finitely generated subgroups of a free group. We shall present some intermediate
results since 1957, year in which the conjecture was proposed, until be proved in 2011.
We shall give the proof presented by Igor Mineyev in [18] and the version of Warren Dicks
that simplified the first Mineyev’s proof in [17]. Moreover, we shall present a result that
says the upper bound suggested by the Hanna Neumann conjecture cannot be improved.

Keywords: Hanna Neumann Conjecture. Free groups.
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Introducao

O estudo dos grupos livres iniciou-se por volta de 1880 através do trabalho desenvolvido
por Walther von Dick, que definiu grupos finitamente gerados e apresentacao de grupos
por geradores e relagoes definidoras. Os grupos livres possuem a apresentagao mais simples
possivel, sendo dada por um conjunto de geradores e um conjunto vazio de relacoes. O
objetivo de Walther von Dick ao definir os grupos livres era tornar as descri¢coes das
apresentacoes dos grupos mais claras.

Um dos principais resultados no estudo dos grupos livres afirma que todo subgrupo
de um grupo livre é livre. Esse teorema foi primeiramente provado por Jakob Nielsen,
em 1921, para o caso em que o subgrupo ¢ finitamente gerado. Em 1926, Otto Schreier
retirou a hipotese da finitude e entao o teorema ficou conhecido como Teorema de Nielsen-
Schreier. No caso do subgrupo possuir indice finito, temos uma férmula para o calculo do

posto desse subgrupo. O teorema pode ser assim enunciado:

Teorema 0.1 (Nielsen-Schreier). Seja F' um grupo livre e H um subgrupo de F', entao H é

livre. Além disso, se |F : H| = g erank(F) = r sao ambos finitos, rank(H) = (r—1)g+1.

Note que o posto do subgrupo pode exceder o posto do grupo livre, mas, em alguns
casos, nao ¢ facil calculd-lo. Agora, dados dois subgrupos de um grupo livre, sua intersecao
serd um um grupo livre e o cdlculo do posto dessa interse¢ao ja se torna mais trabalhoso.
Nesse sentido, entre os anos de 1954 e 1957, os trabalhos desenvolvidos por A. G. Howson
e Hanna Neumann apresentaram resultados interessantes a respeito do posto da intersegao
de dois subgrupos finitamente gerados de um grupo livre.

Para descrever esses resultados, vamos considerar F' um grupo livre e A e B dois
subgrupos finitamente gerados de F'. No ano de 1954, Howson mostrou, em [11], que a

intersecao de A e B é finitamente gerada e encontrou um limitante para o posto dessa



intersecao: denotando os postos de A, B e AN B por m, n e N, respectivamente, Howson
obteve que N — 1 < 2mn — m — n.

Em 1956, Hanna Neumann em [20], apresentou uma pequena modificagdo da demons-
tracao de Howson e mostrou que N’ — 1 < 2mn — 2m — n, onde m > n. No ano seguinte,
Hanna Neumann publicou um adendo (veja em [21]) em que melhorou o limite para

N —1<2(m—1)(n—1) e fez a seguinte conjectura:

Conjectura de Hanna Neumann. Sejam A e B subgrupos finitamente gerados de um

grupo livre F', de postos m e n respectivamente, e seja N o posto da intersecio AN B.

Entao, N —1 < (m—1)(n—1).

A partir de entao, varios matematicos dedicaram-se a provar a Conjectura de Hanna
Neumann. Diversos resultados foram obtidos nesta direcao, mas somente em 2011 a
conjectura foi provada independentemente por Joel Friedman e Igor Mineyev.

No ano de 1971, Burns, assumindo as mesmas condi¢oes de Hanna Neumann em seu
trabalho, provou em [3] que N =1 < 2(m—1)(n—1) —min(m —1,n—1), sendo o melhor
limite provado até entao. Walter Neumann, em 1990 (veja em [22]), formulou uma nova
versao da conjectura, na qual em vez de considerar a intersecao A N B, considerou um
conjunto de representantes de classes de conjugacio de intersecdes nao triviais y~ Ay N
2 !Bz e mostrou que o limitante para esse caso continua o mesmo. Essa versao ficou
conhecida como a versao forte da conjectura e sera descrita no Capitulo 3.

A partir do artigo publicado por Walter, todos os resultados subsequentes objetivaram
provar a versao forte da conjectura. No ano de 1992, Tardos provou, em [27], a versiao
forte da conjectura para o caso onde pelo menos um dos subgrupos possui posto dois,
sendo que analisou os subgrupos dos grupos livres e suas intersecoes usando grafos de
subgrupos, técnica desenvolvida por Stallings em [25].

Em 1994, Warren Dicks (veja em [5]) mostrou que existe uma equivaléncia entre o li-
mite superior proposto pela versao forte da conjectura e o melhor limite superior possivel
para o numero de arestas de um grafo bipartido com certas condigoes de simetria, co-
nhecida como a conjectura dos grafos amalgamados. Dois anos depois, Tardos em [28],
demonstrou uma versao diferente do limite de Burns, o que provou a conjectura para o

caso em que ambos os subgrupos possuem posto trés.



Em 2001, Dicks e Formanek, em [7], provaram a versao forte da conjectura para o caso
em que pelo menos um dos subgrupos possui posto no maximo trés. No ano seguinte,
Meakin e Weil em [16] e, independentemente, Khan em [13], demonstraram a versao forte
da conjectura para o caso em que um dos subgrupos é gerado positivamente, ou seja, por
um conjunto finito que consiste apenas de palavras positivas.

Além dos trabalhos citados, outros matematicos estudaram a intersecao de grupos
livres buscando demonstrar a conjectura, tais como S. V. Ivanov, P. Nickolas, W. Imrich,
S.M. Gersten, T. Jitsukawa, A. G. Myasnikov, entre outros.

Em maio de 2011, Igor Mineyev e Joel Friedman demonstraram, em trabalhos inde-
pendentes, que a conjectura é verdadeira. A demonstracao dada por Joel Friedman pode
ser encontrada em [10] e nao serd abordada nesse trabalho. A primeira versdo apresen-
tada por Mineyev, em [17], envolvia Mddulos de Hilbert e um pouco de teoria de grafos.
Apos ler o trabalho de Mineyev, Warren Dicks apresentou uma simplificacao usando a
teoria de Bass-Serre (veja em [8]). Assim, com a contribui¢ao de Dicks, Mineyev em [18]
apresentou uma segunda versao da demonstracao com o artigo intitulado Groups, graphs,
and the Hanna Neumann Conjecture, a qual utiliza basicamente a teoria de grupos e de
grafos, e que sera aqui apresentada.

O objetivo desse trabalho é apresentar alguns dos principais resultados obtidos ao
longo dos mais de cinquenta anos em que buscou-se provar a conjectura, culminando com
a demontragao da mesma. Para isso, apresentaremos inicialmente resultados necessarios
de teoria dos grupos livres e de teoria de grafos, baseado nas referéncias [2], [4], [6], [12]
e [25].

No Capitulo 1, apresentaremos a definicao de grupo livre e suas principais caracte-
rizagoes. Além disso, provaremos o Teorema de Nielsen-Schreier, encontrando a férmula
para o posto do subgrupo para o caso em que o indice do subgrupo e posto do grupo livre
sao finitos. No Capitulo 2, desenvolveremos a teoria de grafos, apresentando defini¢oes
importantes, tais como morfismo, recobrimento de grafos e grafos de grupos. Além disso,
apresentaremos exemplos e resultados necessarios para as demonstracgoes que serao dadas
na sequeéncia.

O Capitulo 3, intitulado Conjectura de Hanna Neumann, apresentara inicialmente o

resultado original demonstrado por Hanna Neumann e baseado no trabalho de Howson.



Na sequeéncia, definiremos a versao forte da conjectura proposta por Walter Neumann,
mostrando que o limitante para esse caso continua o mesmo. Depois, demonstraremos a
conjectura a partir do trabalho desenvolvido por Mineyev, utilizando como ferramentas a
construcao de folhagens e sistemas, a ordenacao dos grafos com os quais trabalharemos e
a definicao de conjuntos ordem-essencial.

Além disso, apresentaremos a demonstracao da conjectura dada por Dicks, a qual
foi fundamental para o segundo trabalho publicado de Mineyev. Finalizaremos com um
teorema proposto por Richard Kent em [14], no ano de 2005, que garante que o limite

superior sugerido pela Conjectura de Hanna Neumann é o melhor possivel.



Capitulo 1

Grupos Livres

Neste capitulo, introduziremos a definicao de grupo livre e apresentaremos algumas ca-
racteristicas importantes dos mesmos. Um dos principais resultados serd o teorema de

Nielsen-Schreier, que demonstra que todo subgrupo de um grupo livre é livre.

1.1 Caracterizacao dos grupos livres

Definicao 1.1. Seja X um subconjunto de um grupo F, entdo F' é dito um grupo livre
sobre X se para todo grupo G e toda funcdao f: X — G existe um unico homomorfismo
0 : F — G tal que p(x) = f(x), para todo v € X.

Em outras palavras, podemos dizer que o diagrama abaizo comuta:

F

N

. N2

g N
RN

X—G

f

Uma segunda definicao que podemos dar, é que F' é um grupo livre sobre X se todo
elemento nao trivial f € F pode ser escrito unicamente como produto f = x1x9...2,,
onde z; € X U Xil € T;iTit1 §£ 1.

Agora, precisamos construir os grupos livres para garantirmos sua existéncia. Para
isso, vamos pensar nos elementos do grupo livre como palavras reduzidas no conjunto X.
Considere X um conjunto no vazio e X! uma cépia disjunta de X. Assim, existe uma

bijecdo 7 : X — X!, Definimos um alfabeto sobre X como sendo X U X *.



Definicao 1.2. Uma palavra sobre X de comprimento n, n > 1,n € Z, é uma fun¢ao
w:{1,2,...,n} = X UX' Ou seja, se w(i) =z, entio uma palavra de comprimento

7

n serd dada por w = x7'x5? ... xir x; € X e e; = £1.

Exemplo 1.3. Se X = {a,b,c} entio X ' = {a',b7',c'} e abc !, abb ta'c sdo

ezemplos de palavras sobre X. Se w = aa™", temos que o comprimento de w serd |w| = 2.
Definimos abaixo algumas caracteristicas importantes das palavras:

Definicao 1.4. 1. A palavra vazia € denotada por 1 e tem comprimento zero;

€n

oou € a palavra vazia, ou € da forma w =

2. Uma subpalavra de w = x7'z5’ ... @

er es
r oLy,

T onde 1 <r,s <n;

3. O inverso de uma palavra w = x$'25> ... 2% éw Tt =1 a]

4. Uma palavra w € reduzida se w = 1 ou se w ndo tem subpalavra da forma zz™" ou

z 'z, onde x € X;

ev = yflygz . ..yz;” sao palavras em X, entao sua justa-

€n

_ €1 .62
5. Seuw = x{'xd ... x;)

.~ . _ el en, d1 d
posicao serd dada pela palavra wv = x7' ...z, Y7 ...y

Vamos definir grupo livre como o conjunto de todas as palavras sobre X com a operacao

de justaposicao, com a identidade sendo a palavra vazia e com o inverso da palavra w
-1 . . . . .

sendo w™ . Mas para isso, precisamos restringir os elementos do grupo livre somente ao

conjunto das palavras reduzidas sobre X. O processo de reducao descrito a seguir nos

permite obter uma palavra reduzida de uma palavra arbitraria.

Definicao 1.5. Sejam A e B palavras sobre X e w = AB, entdo as operacoes elementares

5a0:
Insercao: troca w = AB por w = Azax 'B, para x € X U X L.
Deletacdo: troca w = Axxz B para w = AB, para . € X UX L.

Entao, dadas duas palavras w e w’, escreveremos w — w’ para dizer que w’ decorre de

w por uma operacao elementar.



Definicao 1.6. Duas palavras u e v sobre X sdo equivalentes, e escrevemos u ~ v, se
existem palavras u = wy,ws,...,w, = U e operacoes elementares u = wy — Wy — +++ —

Wy = .

Exemplo 1.7. A palavra equivalente reduzida da palavra a *bb racde  ece ' d e tda™

serd a palavra da™":
a 'bb tacde reec M d e M dam — ataedd e Y da Y = cetdaT — dat

Seja W o conjunto de todas as palavras no alfabeto X U X !. Vamos denotar por F
o conjunto de classes de equivaléncia das palavras de W e por [w] a classe de equivaléncia

de uma palavra w.
Proposicao 1.8. Qualquer classe de equivaléncia [w] contém uma tinica palavra reduzida.

Demonstracdao. Primeiro vamos provar a existéncia da palavra reduzida. Se w nao possui
subpalavra da forma zz™!, com x € X UX ™!, entdo w é reduzida. Se w possui, deleta-se a
subpalavra zz !, obtendo uma nova palavra w;. Se w; é reduzida terminou, sendo existe
uma subpalavra de w; da forma z2 ™" e deletando-a obtém-se uma nova palavra wy. Como
os comprimentos das palavras sao estritamente decrescentes, o processo termina com uma
palavra reduzida equivalente a w.

Para provar a unicidade, suponha que existam duas palavras reduzidas distintas u e

v em |w| e escolha a cadeia de operagoes elementares u = w; — we — -+ — W = U
k

tal que Z |w;| é minimo. J& que as palavras u e v sao reduzidas e distintas, teremos
i=1
lwi| < |wal, pois faremos uma inser¢ao de w; para wy € |wi—1| > |wg|, pois de wy_; para
wy, faremos uma deletacdo. Portanto, existe i € {2,...,k — 1} tal que |w;_1| < |wj]
e |wi| > |wit1]. Entdo w;;; pode ser obtida de w; ; primeiro inserindo a subpalavra
™' e depois deletando uma subpalavra yy~'. Se essas subpalavras sdo disjuntas em
w;i, podemos primeiro deletar yy~', obtendo uma nova palavra w;, e depois inserir za ™.
Assim, podemos substituir w;_; — w; — w;11 POr W;_1 — Wi — w41 € obtemos uma nova
cadeia conectando u e v com menor soma de comprimentos, uma contradicao. No caso

1

das palavras zz~ ' e yy ' de w; possuirem intersecdo nao vazia, w;_; = w;y1 ¢ podemos

deletar as palavras w; e w;_1 da sequéncia e novamente chegamos a uma contradi¢ao com



a minimalidade da soma. Logo nao existem duas palavras reduzidas distintas na mesma

classe de equivaléncia. O

Podemos provar agora a existéncia de um grupo livre com base X. Esse grupo livre

serd o o grupo F' com a operacao de justaposicao.
Proposicao 1.9. Para todo conjunto X existe um grupo livre com base X.

Demonstrag¢ao. Dadas duas palavras u e v em W | defina a multiplicagao no conjunto F
por [u][v] = [uv]. Vamos provar que F' é um grupo livre com base [X]| = {[z] | z € X}. A

associatividade da multiplicacao ¢é valida, pois dados u, v, w € W, temos

[u](fo][w]) = [ulfvw] = [u(vw)] = [(w)w] = fuwol[w] = ([u][v])[w].
A identidade é a classe [1] e o inverso da classe [w] = [x]'x5? ... zi"] éaclasse [z, " ... x]“].
Portanto, F' é um grupo. Além disso, [w] = [x7*][z5?] ... [z5"] e essa expressao é reduzida

com respeito a X se, e somente se, a palavra w é reduzida. A unicidade da forma reduzida
dos elementos de F' com respeito a [X] segue do fato provado anteriormente, de que cada
classe contém exatamente uma palavra reduzida. E como a cardinalidade do conjunto
[X] é igual a cardinalidade de X, pela segunda definicao de grupo livre, segue que F' é

um grupo livre com base [X]. O

Provada a existéncia de um grupo livre, podemos nos questionar se dois grupos livres
com a mesma base sao isomorfos ou se dois grupos livres isomorfos possuem a mesma
base. Neste sentido, estamos interessados na unicidade dos grupos livres. Provaremos
uma condicao necessaria e suficiente para que ela ocorra, mas antes considere a seguinte

observacao:

Observacao 1.10. Sejam F e G grupos quaisquer e X C F. Sejam Hom(F,G) o
conjunto de todos os homomorfismos de F' em G e F(X,G) o conjunto de todas as fungoes

de X em G. Entao, considere
6:Hom(F,G) — F(X,G)

(FAG) — (XSFAQ)

Podemos dizer que 0 € a funcao restri¢ao oi = ¢|x, ou seja, 0 pega um homomorfismo

v : F'— G e aplica na restricao a X. Entdo temos:



6 ¢ sobrejetiva <= Vf € F(X,G),3p € Hom(F,G);po0i = f;

6 ¢ injetiva <= se eziste ¢ € Hom(F,G), é unico.

Logo, F € um grupo livre sobre X se, e somente se, 8 ¢ uma bijecdo para todo grupo

G.

Teorema 1.11. Sejam Fy e Fy dois grupos livres com bases X, e X, respectivamente.

Entao Fy = F; se, e somente se, | X1| = |Xa|.

Demonstracao. Suponha F; = F5. Na observacao anterior, tomando GG = Z,, considere

as aplicagoes:

01 . Hom(Fl,Zg) — .F(Xl,ZQ)

(Fl i) Zg) — (X1 & F i} Zg)

92 : HOm(FQ,Zg) — F(XQ,ZQ)

(F, 3 Zy) — (X0 B Fy 5 7,)

Agora, como F} é livre sobre X e Fy é livre sobre X, pela observacao anterior, 6,
e 0y sao bijegdes. Como Iy = Fy, temos |Hom(Fy,Zs)| = |Hom(Fy,Zs)| e, portanto,
|\ F(X1,Zs)| = | F(Xa,Zs)|. Mas, se temos conjuntos A e B quaisquer, de cardinalidades a
e b, respectivamente, entdo |F (A, B)| = b?. Portanto, 2511 = 21%2l ¢ assim, | X;| = | X,
Por outro lado, supondo | X;| = | X5|, existe uma bijecao k : X1 — X,. Sejam ¢ e ¢
as extensoes dadas pela propriedade universal dos grupos livres, entao temos os seguintes

diagramas:

LN LI
~ ~
ilT \L‘D\ izT \w\
~ ~
N S
XlTXQ?FQ XQTXIT'FI
2 - 1

Note que para z; € X1, temos ¥ o p(z1) = Y(p(x1)) = Y(k(x1)) = kH(k(21)) = 21.
Entao, ¥ o ¢ : Fy — F) estende a inclusao 7; : X; — Fj, mas 1p também estende.
Logo, pela unicidade da extensao, segue que ¥ o ¢ = 1p,. Analogamente, obtemos que

@ o1 = 1p,. Portanto, ¢ é um isomorfismo e Fy = F. O



A partir desse teorema, podemos definir o que é o posto de um grupo livre:

Definigao 1.12. O posto de um grupo livre F', denotado por rank(F'), é o nimero de

elementos em sua base.

Assim, do Teorema 1.11, o posto de um grupo livre esta bem definido, ou seja, inde-
pende da escolha da base de F'. Note que se G é um grupo qualquer, entao o posto de G
é a cardinalidade do menor conjunto de geradores para G, isto é, o posto do menor grupo
livre F' para o qual existe uma sobrejecao ¢ : F' — G.

Nao é dificil determinar o posto de um grupo livre, mas encontrar o posto de seus
subgrupos é mais trabalhoso. A dificuldade aumenta quando consideramos a interse¢ao
de subgrupos do grupo livre e é nisso que estamos interessados.

Neste sentido, na préxima se¢ao provaremos primeiro que todo subgrupo de um grupo
livre também ¢ livre, mas antes apresentamos uma caracterizagao interessante dos grupos

livres.

Proposigao 1.13 (Caracterizacao de grupo livre). Um grupo F € livre sobre um conjunto

X se, e somente se,
i) X gera F;
ii) Nenhuma palavra reduzida em X U X' de comprimento positivo € igual a 1.

Demonstragao. (<) Seja ¢ : F(X) — F o homomorfismo estendendo a inclusao f : X —
F. Note que pelo item ) temos ¢ sobrejetora e pelo item i), Kerp = {1}, logo ¢ é
injetora. Portanto, F' ¢é livre sobre X.

(=) Seja F' um grupo livre sobre X. Vamos primeiro mostrar i). Considere H =
(X) =n{Y < F]Y D X}. Considere f : X — H e j: H — F inclusdes. Como F
é grupo livre, existe um tnico homomorfismo ¢ : F' — H tal que p oi = f. Note que

joyp: I — Festendei: X — F.

F
N
NP
? N
N
X—H—F
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Mas 1r também estende , logo pela unicidade temos j o ¢ = 1p. Portanto, F' = Imlp =
Imjop=1Imp C H. Logo, F = H. Para o item ii), como ¢ é injetiva, Keryp = {1},

logo nao existe palavra reduzida em X U X ! de comprimento positivo igual a 1. O

1.2 O Teorema de Nielsen-Schreier

Agora, vamos provar um dos teoremas fundamentais da teoria de grupos livres, que diz
que todo subgrupo de um grupo livre é livre. Este teorema foi primeiramente provado
por Jakob Nielsen em 1921 para o caso em que o subgrupo é finitamente gerado. Em
1926, Otto Schreier retirou a hipotese da finitude e entao o teorema ficou conhecido como
Teorema de Nielsen-Schreier. Através desse teorema, veremos que o posto do subgrupo
pode exceder o posto do grupo livre.

Utilizaremos o método de Schreier, que nos fornece um meio para encontrar uma
apresentacao para o subgrupo e fornece a féormula para o posto do subgrupo, quando o
indice do subgrupo e o posto do grupo livre sao finitos.

Seja F' um grupo livre sobre X. Para a construcao da demonstracao, precisamos
ordenar os elementos do grupo F'. Entao, primeiramente vamos tomar uma boa ordenacao
qualquer sobre o conjunto X UX ~'. Em seguida, ordenaremos os elementos de F' pelo seu
comprimento e, por fim, aplicaremos a regra lexicografica sobre os elementos de mesmo

comprimento, como descreveremos a seguir.

Definicdo 1.14. Seja < uma boa ordenacdo sobre o conjunto X U X' e sejam a =
T1Ty ... Ty €b=1Y1Ys...Ym, com a # b, palavras reduzidas em F. Entdo a < b sen <m

ousen=mex, <y, em X UX ' onder=min{i | z; # v}

Exemplo 1.15. Seja F grupo livre de posto 2 sobre X = {x,y} e X UX ' ordenado

comox <y <ax ' <y ' Entio os 12 primeiros elementos terdo a sequinte ordenagdo:
~1 -1 2 -1 2 ~1 ~1
Il<rz<y<ae <y <rr<zy<zy <yr<y <yr <z y<...

Lema 1.16. Seja w = x129 ... 2, 12, uma palavra reduzida sobre X U X teomn>1e

seja v € F um elemento qualquer. Entdo v < x12o...x,_1 tmplica que vx, < w.

Demonstrag¢ao. Se denotarmos por [(v) o comprimento do elemento v, entao [(v) < n—1

implica que [(vz,) <n—141=mn = [(w). Logo vz, < w.

11



Podemos assumir que v = 1% ... 2,1, ... Yp—1 ¢ uma palavra reduzida, onde 1 <

r<n—1ley <z, Seyp1 =2x "

n

entao l[(vz,) = n—2 < l(w) e vz, < w, sendo
VL = 122 . . Tp_1Yp - - - Yn_1Ty estd na forma reduzida, assim vz, < w, pela definicao de

<. L]

Definicao 1.17. Seja H um subgrupo de F' e Hw uma classe lateral a direita de H em
F. Para cada escolha de um elemento em cada classe lateral o direita de H em F obtemos

um transversal a direita U.
Vamos denotar a intersecao Hw N U = w para qualquer w € F.

Definicao 1.18. Um subconjunto nao vazio S de F tem a propriedade de Sch-
reter se contém todos os seus segmentos iniciais, isto €, se W = T1xy...T, € S, entdo
Ty ... Ty 1 €S, onde l(w) =n > 1.

Um transversal de Schreier para H em F é um transversal a direita de H em F que

tem a propriedade de Schreier.

Lema 1.19. Todo subgrupo H de F' tem um transversal de Schreier, por exemplo, o que

€ obtido escolhendo-se o menor elemento de cada classe lateral a direita de H em F'.

Demonstracao. Seja T o conjunto dos menores elementos em cada classe lateral a direita
de H em F. Vamos mostrar que 1T’ satisfaz a propriedade de Schreier, isto é, se w =
r1...x, €T, entao zy... 2,1 €T.

Suponha que x; ...z, 1 ¢ T esejav € T o menor elemento da classe lateral Hzyz5 . ..
ZTp_1. Entao temos que v < z1xy...2,-1 € pelo lema anterior, vx, < w e Hv =
Hzxy...x,_ 1 implica que Hvz, = Hw. Entao vx, € Hw e vr, < w. Logo, w nao é
o menor elemento de Hw e assim w ¢ T', o que é uma contradicao. Portanto, T satisfaz

a propriedade de Schreier. O]

O objetivo agora é determinar os geradores de Schreier para um subgrupo H do grupo
livre F'. Isto sera feito em termos de um transversal de Schreier U de H, dos geradores
livres de F' e da funcao FF — U dada por w — w.

Note que @ satisfaz Hw N U = {@} e é o elemento de menor comprimento na classe

Hw. Além disso, temos @ = w, Hw = Hw, Yw € F e se w € U, entdo w = w. Observe
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também que, dado v € U e z € X U X! temos:

1

Hux = Hur = Hu = Huxx™' = Huzz ' = u = uzx!

Lema 1.20. Os elementos do conjunto A = {uzruz ' | v € X UX '} geram H.

Demonstracao. Note que como Huxr = Huz, temos A C H. Agora, seja h € H e escreva
h = x12y...2,, onde z; € X U X!, 1 < i < n, uma palavra reduzida em X U X 1.

Observe ainda que:

_ _ Tl 1 1
h=ux2y...0, =1x11lx; 101297102 T1T2%3...T1T2 ... Tp1LnTiT2 ... Ly .

Note que introduzimos entre os termos x; € x;41 o elemento Z1x5...x1; 13:11'2 T,
onde 1 < n — 1. O ultimo elemento na reescrita de h é introduzido visto que z7...z, =
h = 1. Como cada elemento neste produto é um elemento do conjunto A, temos que A

gera H. O

Agora, faremos uma decomposicio do conjunto A. Seja B = {uauz ' | v € U,z €

X,ux ¢ U}. Temos o seguinte lema:

Lema 1.21. Os conjuntos B' = {uzuz ' |[ue Uxr € X Lur ¢ U} e B ' ={b""|be
B} coincidem e A\ {1} = BUB™!.

Demonstragio. Para todo u € U e v € X U X', temos (uzuz ')™' = uzer 'u™! =

11 : =1
UTT " UTT , pois u = uzx .

Agora, note que uz ¢ U < ur # Uz < u # uze ' < urr L £ uzr ' < uze "t ¢ U.
Tomando = € X, segue que B~! C B’ e B! C B, entdo B’ C B! e, assim, B’ = B~

Portanto, da definicio de A, segue que A\ {1} = BUB™'. O

Agora verificaremos que o conjunto B é uma base para o subgrupo H do grupo livre
F. Para isso, sejam b = uzuz ' e b’ = vyvy ' € BUB™' = A\ {1}. Note que no processo
de reducio do produto desses elementos para uma palavra reduzida em X UX !, obtemos
que os fatores do meio nao podem ser cancelados, exceto quando b’ = b~!. No lema abaixo

veremos o que sera o produto desses elementos.

Lema 1.22. Dados b e V, o produto xux ‘vy € igual a uma palavra reduzida xwy em

X UX ™! para algum w € F, exceto quando v =Tux,y =z~ " e u = 07.
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Demonstracdo. Sejam Ux = x1xy...T, € U = Y1¥Ys . .. Yy palavras reduzidas em X U X1
Observe que no produto 2Ux vy = 2z, ... 27 Y1 ... Ymy devemos ter 4, # y~ ', pois do
contrario vy = Y1 ... Ym¥Y = Y1 ...Ym—1 € U, pois v € U, que é um transversal de Schreier.

Logo, b’ = vyvy ' = vy(vy)~! = 1, 0 que ndo pode ocorrer.

Do mesmo modo, devemos ter x,, # x, pois do contrario ux = urz~'x = T1T3 ... Tp_1%n
L%y ... %, =ux € U. Daf terfamos b = uzuz ' = 1, o que néo é possivel.,

Desta maneira, a forma reduzida do produto 27z vy tem final y, pois do contrario
VY = Y1Ys2 ... YmYy Seria um segmento inicial de uwx e, assim, vy € U pela propriedade

de Schreier. Assim como, tem inicio z, sendo (zuz ')~' = uxxr ' seria um segmento

inicial de v e pela propriedade de Schreier terfamos wzz ' € U e, assim, uzr = uzr— 'z =
— 1. — . . . .
uxr x =ux, o que implicaria b = 1.

Portanto, nem = e nem y podem ser cancelados, a menos que um cancele o outro, e

neste caso terfamos v = UZ,y = x ' e entdo 7y = uzz ! = u. Logo, o produto zuz vy é

igual a uma palavra reduzida zwy em XUX ™', exceto nos casos citados anteriormente. [
Com os resultados acima, ja podemos demonstrar o resultado principal dessa secao.

Teorema 1.23 (Nielsen-Schreier). Seja F' um grupo livre e H um subgrupo de F, entdo
H ¢é livre. Além disso, se |F : H| = g e rank(F) = r sao ambos finitos, rank(H) =
(r—1)g+1.

Demonstracao. Sejam X um conjunto de geradores livres para o grupo livre F' e U um
transversal de Schreier para H em F. Sabemos que o conjunto A = {uzuz ' | x €
X UX '} gera H e, pelo Lema 1.21 o conjunto B = {uzuz ' | u € U,x € X,uzx ¢ U}
também gera.

Considere w = byby...b,, onde b; = wrmz; 1,1 < i < n,n € N, uma palavra
reduzida em BUB™!, entdo bibii 1 = uixim_luiﬂxiﬂm_l, onde 1 <i<n-—1.

Note que, como w = b1by ... b, é uma palavra reduzida, b;b; 1 # 1 e pelo lema anterior,
segue que xim_luiﬂxiﬂ ¢é igual a uma palavra reduzida nos elementos de X U X 1 da
forma x; ... x;y1 de comprimento no minimo 2. Assim, biby...b, = ... 21...29... 2 ...
que é uma palavra reduzida em X UX ! de comprimento n > 1. Entdo w = byby ... b, # 1.

Logo, pela Proposicao 1.13 da caracterizagao de grupos livres, H ¢ livre sobre B.
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Observe que os elementos de B = {uzuz ' | u € U,x € X, ur ¢ U} sdo indexados por
pares (u,x) € U x X, com uz ¢ U e pelo Lema 1.22 sao todos distintos. Entao, contando
os elementos da base que geram H devemos ter r(H) = gr — b, onde b é a quantidade de
elementos do conjunto {(u,z,v) € U x X x U | ux = v} que precisam ser descontados.
Vamos mostrar que b = g — 1.

Consideremos um grafo 7" com ¢ vértices indexados com os elementos de U e tendo uma
aresta x direcionada de u para v, tal que uxr = v. Note que, como U tem a propriedade
de Schreier, T' é um grafo conexo, ou seja, todo vértice é conectado por um caminho para
1. Além disso, F' ¢ livre sobre X, entao cada palavra de comprimento positivo é diferente
de 1 e assim, o grafo T nao possui caminhos fechados (as definigoes sobre grafos podem
ser encontradas no préximo capitulo). Pela Definigao 2.4 do préximo capitulo, T é uma
arvore com g vértices. Pela férmula de Euler para grafos planares, como 7" é um grafo
conexo, temos V — A+ F =1, onde V é o nimero de vértices, A é o nimeros de arestas
e F' é o nimero de faces. Como a representacao plana de uma arvore nao possui faces e
T possui g vértices, segue que A =g — 1.

Note que as arestas de T' estao em correspondéncia biunivoca com os membros do
conjunto {(u,z,v) € U x X x U | ux = v}, entdo segue que b = g — 1 como queriamos e,

portanto, rank(H) =gr — (g —1) = (r — 1)g + 1. 0

Agora, quando o subgrupo do grupo livre possui indice infinito, ndo ha uma férmula

para seu posto, mas temos o seguinte resultado:

Corolario 1.24. Seja H um subgrupo de um grupo livre F' com base X, tal que |F :
H| = oo e suponha ainda que H contém um subgrupo normal nao trivial de F. Entdo

rank(H) = co.

Demonstracao. Seja U um transversal de Schreier para H em F e 1 #w = x129... 2, €
N C H. Entdo, para cada v € U temos Huw = Huwu 'u = Hu, poisw € N e N < F.
Assim, uw = u # uw e uw ¢ U. Portanto, existe um menor k, 1 < k < n para o qual
ur Ty ... Tx & U e up = ur1ry... 251 € U. Agora, associamos para cada u um gerador
de Schreier u,z,upzy * de H e entdo k é uma funcao de u € U, tomando valores em um

conjunto finito {1,2,...,n}.
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Como |U |=| F : H| é infinito, pelo menos uma de suas pré-imagens ¢é infinita, ou seja,
existe um conjunto infinito V' C U tal que para todo v € V', o gerador de Scheier de H
construido é vyx,TTr © para o mesmo valor de k. Se dois destes sdo iguais, por exemplo,
VLT ORTR L = v%xk%_l, para v,v" € V, pelo Lema 1.22 temos v = v;, e entdo v = v'.
Assim, nessa construcgao temos uma quantidade infinita de geradores distintos para H.

Logo, H tem posto infinito. n

Observagao 1.25. A demonstragao de que todo subgrupo de um grupo livre € livre pode

ser feita também usando recobrimento de grafos, o que veremos mais adiante.

Agora, ja podemos afirmar que dados dois subgrupos A e B do grupo livre F', ambos
serao grupos livres e a intersecao N = AN B também serd um grupo livre. Entao, podemos

nos questionar sobre o posto desta intersecao. Vejamos um exemplo simples:

Exemplo 1.26. Sejam A = (a?,b) ¢ B = (a,b* ) subgrupos do grupo livre F' = F(a,b).

Entado, a intersecao dos subgrupos A e B serd o grupo livie N = ANB = <a2> de posto 1.

No caso deste exemplo é facil determinar o posto da intersecao dos subgrupos livres
A e B. Mas, no geral, determinar a quantidade de geradores necessarios para o posto da
intersecao nao é uma tarefa simples. Neste sentido, Hanna Neumann provou, em 1957,

que dados dois subgrupos finitamente gerados A e B de um grupo livre temos:
0 <rank(ANB)—1<2(rank(A) — 1)(rank(B) — 1).

Além disso, ela conjecturou que o nimero 2 na desigualdade acima podia ser removido.
O teorema provado por Hanna Neumann, a conjectura e sua demonstracao serao apre-
sentados mais adiante, pois primeiro serao necessarios conhecimentos sobre teoria de gra-

fos.
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Capitulo 2

Grafos

Definicao 2.1. Um grafo X consiste de um conjunto nio vazio de vértices VX, de um
conjunto de arestas E~ e de trés aplicacées o : EX — V>, w: EX - VX — . ¥ 5 B~

tais que, se e € B~ entdo e = e,e # e e a(e) = w(e).

Na definicao acima as aplicagoes representam, respectivamente, o comeco, o final e o
inverso de uma aresta. Assim, a(e) é chamado o vértice inicial e w(e) é chamado o vértice
final da aresta e. Além disso, podemos ver X como a unido VX U E¥ e o grafo ser4 finito

se o conjunto de vértices e arestas é finito.
Exemplo 2.2. Ezemplos de dois tipos diferentes de grafos:

e C,,n€Z,n>1: Seus vértices sao os numeros 0,1,...,n—1 e suas arestas sao os

simbolos e; e€;, 0 <i<n—1, onde ale;) =i ew(e;) =i+ 1;

€n—1 eo

o (: Seus vértices sao inteiros e as arestas sao os simbolos e; e €, 1 € Z, onde

ale;) =1 ew(e;) =1+ 1;
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Definicao 2.3. O produto direto de grafos X e¢Y ¢ o grafo X XY com conjunto de

vértices VX x VY e conjunto de arestas E~X x EY tal que, para (e,e') € EX x EY, temos

a((e7€,)) = (04(6),04(6/)), w((e7€,)) = (w(e)vw(e/)) € m = (E’ g)

Agora, dado um subconjunto S C X, sejam V° = SNVX e E° = SN E¥, entdo se
para e € E° temos a(e),w(e) € V¥, dizemos que S é subgrafo de X. Além disso, para
um subconjunto £ C EX, podemos definir também o grafo relativo de X como sendo
X(E)=V*UE.

Podemos dar algumas defini¢oes gerais para os grafos:
Definicao 2.4. Para o grafo X, temos:
i) Se ocorrer a(e) = w(e), entdo a aresta e é chamada de lago,

it) Um caminho em X € uma sequéncia p = eies ... e, de arestas, onde w(e;) = a(e;41)

para i =1,...,n—1. Um caminho é dito simples se todos os a(e;) sdo distintos;
iii) Um vértice v € X é um caminho degenerado de comprimento zero;
iv) Um caminho é reduzido se é degenerado ou se € # e;11, parai=1,...,n—1;

v) Se o final de um caminho p = ejey...ex coincide com o comego de um caminho

p =¢le, ... e, entio o produto desses caminhos é dado por pp' = ejes...epe] ... €l ;

e (%) n’

vi) Um circuito para um vértice v € X é um caminho reduzido de v para ele mesmo

de comprimento pelo menos um. Fsse caminho também pode ser dito um caminho

fechado.

Dada a definicao de caminho no grafo X, podemos definir quando um grafo é conexo

e, em seguida, dar a definicao de arvore.

Definicao 2.5. O grafo X ¢ conexo se existe um caminho conectando quaisquer dois
de seus vértices. Além disso,uma componente conexa de X serd um subgrafo mazximal

conezo de X e serd denotada por Comp(X).

Definicao 2.6. Um grafo que nao possui circuitos é dito uma floresta. E uma floresta

conexa é dita uma drvore.
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Note que em uma arvore 1" do grafo X, para quaisquer dois vértices x,y € T, existe
um unico caminho reduzido de = para y. De fato, se p; e py sdo dois caminhos distintos
de = para y, entao p1pz é um laco, o que nao pode ocorrer. Além disso, pode-se garantir

a existéncia de uma subarvore maximal em um grafo conexo.
Lema 2.7. Todo grafo conexo X possui uma subdrvore maximal T

Demonstra¢ao. Suponha primeiro que X é um grafo finito. Considere uma aresta e em

X. Adicione arestas a essa aresta inicial de maneira a nao formar circuitos. Quando nao

for mais possivel adicionar arestas, pare. O grafo resultante é a subarvore maximal.
Para o caso em que X ¢é infinito, basta considerar uma cadeia de subarvores inclusas

e pelo Lema de Zorn existira um elemento maximal. O

Da maneira como a subarvore maximal foi construida, ela contera todos os vértices

do grafo em que esta contida:

Proposigao 2.8. Seja T' uma subdrvore maximal de um grafo conexo X. Entao’l’ contém

todos os vértices de X .

Demonstracao. Suponha, por contradicao, que T nao contém todos os vértices de X.
Entao, pela conexidade de X, existe uma aresta y comecando em 7' e terminando fora de
T. Mas, se adicionarmos a T as arestas y e 3 e o vértice w(y), obtemos uma drvore 7"
maior do que T', contradizendo o fato de T" ser maximal. Portanto, T' contém todos os

vértices de X. O

Podemos definir a orientagao de um grafo a partir da escolha de uma dire¢ao de suas

arestas.

Definicao 2.9. Um grafo X ¢ dito orientado se em cada par de arestas mutuamente
inversas {e,e} uma aresta é escolhida. Essa aresta € chamada positivamente orientada e
a outra € dita negativamente orientada. O conjunto das arestas orientadas positivamente

¢ denotado por Ef FEsse conjunto é chamado ortentagao do grafo X.

Exemplo 2.10. O buqué de n lagos é um grafo com um vértice e n arestas orientadas

€1,€2,...,€En.
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€2
€1
€n
Definida uma orientagao para um grafo conexo X, podemos mostrar que a quantidade

de arestas que nao pertencem a subarvore maximal contida em X nao depende da escolha

dessa arvore. Além disso, é possivel calcular essa quantidade.

Lema 2.11. A cardinalidade do conjunto de arestas de um grafo conexo X que estdio fora
de uma subdrvore maximal T nao depende da escolha deT'. Além disso, se X € um grafo
conexo finito com orientagao Ef, entao o numero de arestas positivamente orientadas de

X ndo pertencendo a T ¢ igual a |EX| — |V¥| + 1.

Demonstracao. Seja X um grafo conexo com ¢, caminhos fechados, onde k = 1,2,....
Para cada ¢, considere que ¢, possua ¢ arestas, entdo o numero de arestas que estao na
arvore maximal é ¢ — 1. Note que tenho ¢ maneiras diferentes de considerar essas arestas,
o que independe da escolha da arvore maximal T'.

Agora, vamos calcular o valor de |E¥X| — |ET|. Pela férmula de Euler para grafos
planares, como X é um grafo conexo e a representacao plana de uma arvore nao possui
faces, obtemos que ET = VT — 1. Além disso, pela Proposicao 2.8, o niimero de vértices

de T e de X sao o mesmo, entao obtemos:
|EX| =[BT = B = (VT = 1) = [B¥| = V¥ + 1.
m

Observacao 2.12. Nas prorimas se¢oes veremos que o numero de arestas positivamente
orientadas de X nao pertencendo a subdarvore maximal nos fornece exatamente o posto de

um grupo livre F', que serd o grupo fundamental do grafo X.

Dada uma orientacao Ef para o grafo X, podemos definir também uma marcacao

para as arestas do grafo, da seguinte forma:

Definicao 2.13. Seja S um alfabeto. Uma marca ¢ uma funcdao X : Ef — SUS! tal

1

que para toda aresta e € Ef, temos AMe) =s e A(€) =s™, para s € S.
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Agora, dado um subgrupo finitamente gerado H de um grupo livre F' de base S e um

conjunto de geradores para H, vamos construir o grafo de H.

Construcao do grafo do subgrupo. Primeiro considera-se um vértice base vy. Para
cada gerador do subgrupo finitamente gerado H, considere um caminho que sai e retorna
para vy e que serd composto pelas arestas marcadas que formam o gerador de H. As arestas
serao marcadas pelos geradores do grupo livre ' e nessa construcao deve-se observar que

duas arestas saindo de um mesmo vértice nao podem ser marcadas pelo mesmo s € S.
Vejamos um exemplo:

Exemplo 2.14. Seja F = F(a,b) grupo livre e H = {a,b*,bab™"). Entdo podemos cons-
truir o grafo de H:

Note que para cada gerador do subrupo H, construimos um caminho fechado no grafo

a partir do vértice base vy.

Agora, se H e K sao subgrupos finitamente gerados do grupo livre F, podemos cons-
truir o grafo da intersecao H N K a partir dos grafos de H e K. Esse grafo sera marcado
pelos elementos da base de F' e seus vértices pertencerao ao conjunto VZ x VX, Uma

7 7 . !/ /
aresta nesse grafo terd, por exemplo, marca a do vértice (u,v) para (u',v") se, e somente
se, o grafo H tem uma a-aresta de u para v’ e o grafo K tem uma a-aresta de v para v'.
Para entender melhor essa construcao, vamos ver no exemplo abaixo como construimos

o grafo da intersecao de dois subgrupos do grupo livre F' = F(a, b).

Exemplo 2.15. Sejam H = (bab™',b%) ¢ K = (a® ba*b™') subgrupos do grupo livre
F = F(a,b). Sequindo a construcao do grafo do subgrupo descrita acima, primeiro vamos
construir os grafos de H e K, sendo que o grafo de H terd vértice base ug e o grafo de K

tera vértice base vy:

uo b U1 v @ vw b va @A w3
H: o« > )a K: &« e e
b a a
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Para a construgao do grafo intersecao, vamos formar os possiveis pares ordenados com

os vértices dos grafos acima:

(Uo, ’01)7 (UO, Uo), (UO, UQ), (Uo, Ug), (U,l, U1>, (Ul, ’Uo)7 (ul, Ug), (ul, ’U3).

Esses serao os vértices do grafo intersecao HNK. Em sequida, para descobrir quando eles
serao conectados por uma aresta marcada por a ou por b, devemos analisar coordenada a
coordenada dos pares.

Por exemplo, considerando os pares (ug,v1) € (ug,vg), observe que no grafo H nao
ha nenhuma aresta saindo de ug e retornando para ug, enquanto no grafo K tem uma
aresta marcada por a saindo de vy até vy, logo esses pares nao sao ligados por nenhuma
aresta no grafo da interse¢io. Agora, considerando os pares (ui,v1) e (ug,vg), note que
no grafo H temos uma aresta marcada por a saindo e retornando para uy, assim como no
grafo K temos uma aresta marcada por a saindo de vy e chegando em vy, logo esses pares
sao conectados no grafo da interse¢ao por uma aresta marcada por a saindo de (uy,v;)
e chegando em (uy,vg). Usando o mesmo argumento teremos uma aresta marcada por a
saindo de (uy,vg) e chegando em (uy,v1). Apds fazer essa andlise com todos os pares de
vértices, o grafo obtido serd:

(uo,v1) (ug,v0) (ug,v2) (ug,v3)
° °

HNK:

(u1,v1) @ (u1,v0) (u1,v2) ¢ (u1,v3)
2.1 Morfismo de grafos

Definicao 2.16. Dados X e Y grafos, um morfismo f : X — Y € uma aplicacao do
conjunto de vértices e arestas de X no conjunto de vértices e arestas de'Y , levando vértices

em vértices e arestas em arestas, e satisfazendo f(a(e)) = a(f(e)), f(w(e)) = w(f(e)),

f(@) = f(e).

A partir da definicao acima, um morfismo bijetivo é chamado de isormorfismo e um

isomorfismo de um grafo nele mesmo é chamado de automorfismo. Além disso, podemos
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distinguir um vértice do grafo X e escrever (X, x), assim escrevemos f : (X, z) — (Y,y),
se f: X — Y é um morfismo de grafos com f(x) =y.

Uma definicao importante, e que sera bastante utilizada, é a da estrela de um vértice.

Definicao 2.17. A estrela de um vértice x em um grafo X € o conjunto de todas as
arestas de X com vértice inicial x. A wvaléncia desse vértice x € a cardinalidade da

estrela.

Definicao 2.18. Dizemos que um morfismo f : X — Y € localmente injetivo se a
restricao de [ a estrela de qualquer vértice de X ¢ injetiva. De maneira andloga, dizemos
que um morfismo f : X =Y € localmente sobrejetivo se a restricio de f a estrela de
qualquer vértice de X € sobrejetiva.

Se f: X —Y € localmente injetivo e sobrejetivo, entao f é dito um isomorfismo

local.

Exemplo 2.19. Os morfismos abaizo sao isomorfismos locais:

b

Note que, em ambos os casos, os morfismos restritos a estrela de cada vértice dos

—

grafos do lado esquerdo sao localmente injetivos e sobrejetivos.

Observacao 2.20. Um morfismo f : X — Y localmente injetivo é chamado também de
imersao. Além disso, um isomorfismo local entre dois grafos conexos é dito um recobri-

mento, o qual serd descrito melhor em uma se¢cao posterior.

Vamos definir agora pullbacks na categoria de grafos, que sao de facil construgao e que

serao 1teis no nosso resultado proncipal:

Definicao 2.21. Sejam f1 : X1 — Y e fo : Xo — Y morfismos de grafos. Defina
X3 com o conjunto de vértices V* = {(u,v) | u € VX' v € V2 fi(u) = fo(v)} e

o conjunto de arestas EX* = {(e1,e3) | e1 € EX' ey € EX, fi(e1) = fales)}. Entao,
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existirao aplicagoes de X3z para Xy e Xo que, junto com fi e fo, formardo um diagrama
pullback:

X3 —= X,

)

X, ey
Observacao 2.22. Na defini¢cao acima, as aplicagoes de X3 para X, e Xo sdo aplicagoes
projecdo. Nomeando-as por a : X3 — X1 e  : X3 — Xs, pela maneira como X3 foi

considerado, temos que fr oa = fyo .

Note que o pullback é um subgrafo do grafo produto direto X; x X,. A prova da

existéncia de pullbacks pode ser encontrada em [15].

2.2 Acao de grupos em grafos

Agora, dado um grupo I' qualquer, definiremos a agao de I' em um grafo X.

Definicao 2.23. Um grupo I' age em um grafo X, se as agoes de I' nos conjuntos
VX e EY sdo definidas como g - a(e) = a(ge), g-w(e) = w(ge) e g-€ = ge, para todo
geleec EX.

Dizemos que I' age em X sem inversao de arestas se g-e # € para todo g €T e

e € EX. E a acdo ¢ dita livre se g-v#v,Yoe V¥ el #gel.

Observacgao 2.24. Note que a ac¢ao definida acima € pela esquerda e, neste caso, diremos

que X € um I'-grafo.

Podemos sempre considerar que I' age sem inversao de arestas em X. De fato, caso
contrario, considere sua subdivisao baricéntrica: uma subdivisao baricéntrica de um grafo
X é um grafo B(X) que pode ser obtido de X por uma subdivisao de cada aresta e em
duas arestas e; e ey e adicionando um novo vértice v,, correspondendo ao meio da aresta

€.
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Assumimos que (€); = €7, (€); = €3, v. = vz e definimos a agao de I' no grafo B(X)
colocando g - e; = (ge)1, g - e2 = (ge)2, g - Ve = Vg4e € preservando a acdo nos veértices
do grafo B(X). Assim como definido, I age sem inversao de arestas na sua subdivisao

baricéntrica:

g-e1=(ge)1 = (ge)1 = g(e)1 = g(ez) = gea # &1

g-ex=(ge)s = (g€)2 = g(€)2 = g(€r) = ge1 # &2

Agora, considere I' um grupo agindo em um grafo X sem inversao de arestas. Para

z € VXU EX, podemos definir o estabilizador de = como sendo o conjunto
[,={gr=x|gel}
e a orbita de x como sendo o conjunto
I'e={gx|geTl}.
A partir disso, definimos o grafo quociente I'\ X:

Definigao 2.25. O grafo quociente I'\X ¢ o grafo com conjunto de vértices T'v, onde
v € VX e conjunto de arestas Te, onde e € EX, tal que Tv é o comego de Te se existe

g €T tal que gv € o comeco de e e o inverso da aresta I'e € a aresta I'e.

Definigao 2.26. A aplicacio f : X — I'\X dada por f(x) = Tx, onde v € VX UE*, é
um morfismo de grafos chamado de proje¢cao ou aplicagcao quociente. FE se y é um
vértice ou aresta do grafo T'\X, qualquer pré-imagem de y com respeito a f é chamada

de levantamento de y em X.

Proposicao 2.27. Seja I' um grupo agindo em um grafo conexo X. Para qualquer
subdrvore T' do grafo quociente T\ X, existe uma subdrvore T em X tal que flp : T — T

€ um isomorfismo.

Demonstra¢ao. Temos f : X — I'\X um morfismo de grafos. Considere o conjunto de
todas as subéarvores em X projetadas injetivamente em 7”. Note que esse conjunto é
parcialmente ordenado por inclusao e qualquer cadeia de seus elementos tem um limite
superior, que sera a uniao das arvores. Pelo Lema de Zorn, esse conjunto tem um elemento

maximal 7. Basta provar entao que f(T) = T'. Suponha que f(T) # T". Entao, existe
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uma aresta e’ com ponto inicial em f(T') e ponto final no complemento 7" — f(T'). Assim,

existird um levantamento de ¢ em T e entao T pode ser aumentado, uma contradicao.

Logo f(T)=T". O

Observacao 2.28. Qualquer subdrvore T' como na proposicao acima, € dita um levanta-

mento em X da subdrvore T".
Agora, veremos a definicao de um tipo especial de grafo, o grafo de Cayley:

Definicao 2.29. O Grafo de Cayley de I' com respeito a um subconjunto S de I', deno-
tado por X (I',S), € o grafo com conjunto de vértices I', conjunto de arestas positivamente

ordenadas T' X S, e fungoes a,w tais que a((g,s)) = g e w((g,s)) = gs.

Assim, se e = (g,s) é uma aresta de X(I',.S), teremos € = (gs,s ') e a marca da
aresta serd \(e) = s. Além disso, o grupo I' age por multiplicacao a esquerda em X (I', 5):
dado ¢’ vértice e (¢, s) aresta de X(I',.S), temos g- ¢ =gg" e g- (¢',s) = (99, s).

Note que essa acao é livre, pois Vg vértice de X(I',S) e 1 # g € T, temos g - ¢ =
g9’ # ¢'. E é sem inversao de arestas, pois dado g € ' e (¢',s) € I' x S, temos g- (¢, s) =

(99',8) # (g's,s71) = (¢', ).

Exemplo 2.30. Vejamos alguns exemplos:

1. Dado D3 =< p,7 | p* = 1,72 =1,7p* = pr > ¢ S = {p, 7}, podemos definir o grafo
de Cayley X (D3, S), onde as arestas pertencem a D3 X S e os vértices pertencem a

Ds.




2. De modo andlogo, dado Dy =< p,7 | p* = 1,72 = 1,70 = pr > ¢ S = {p,7},
definimos o grafo de Cayley X(Dy,S), onde as arestas pertencem a Dy X S e os

vértices a Dy.

T P Tp3
T T
0
1 p
p P P
3 P
7 /P PN
TP ) ot

3. Seja F = F(x,y) grupo livre de dois elementos. O grafo de Cayley com respeito ao

conjunto de geradores S = {x,y}, serd dado por:

— e
Ny
N

_ Se

yxr
— — ¢
21 Ty
Y
2t 1 x
— —
T 1971 Ty 1

| |
NI

Lema 2.31. O grafo X(T',S) € conezxo se, e somente se, o subconjunto S gera I.

Demonstragao. Se X(I',S) é um grafo conexo, entao todos os seus vértices, elementos de
I', sao ligados por caminhos. Esses caminhos sao sequéncias de arestas que pertencem
a ' x S, ou seja, sao combinacao dos elementos de S e seus inversos e os vértices sao

produtos desses elementos. Logo S gera I'.
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Reciprocamente, considere que todos os elementos do grupo I' podem ser escritos como
produto finito dos elementos de S e seus inversos. Seja X(I',.S) o grafo de Cayley, entao
seus vértices sao elementos de I' e serao ligados por caminhos, ou seja, sequéncias de

arestas pertencentes a I' x §. Portanto X (I, S) é conexo. ]

Proposicao 2.32. Seja X(I',S) o grafo de Cayley de I' com respeito ao subconjunto S.

Entao X (', S) € uma drvore se, e somente se, I' € um grupo livre com base S.

Demonstracio. Para cada aresta e = (g,5), com s € S U S™!, defina sua marca como
Ae) = s. Entao w(e) = a(e)A(e) e para qualquer caminho ejes...e, € X(I',S) temos
w(en) = aler)A(er) ... Aen).

Se T" é um grupo livre com base S, entao S gera I' e portanto X(I',.S) é conexo
pelo resultado anterior. Suponha que em X(I',S) existe um caminho fechado reduzido
erey...e,. Entdo w(e,) = aler), assim A(ey) ... \(e,) =1 e ja que S é base de I, existe
um indice k tal que A(ex) = A(epr1)” " Entdo, e, = €41, uma contradi¢do com o fato do
caminho ser reduzido. Portanto em X (I, S) nao exitem caminhos fechados reduzidos, ou
seja, X(I',S) é uma &arvore.

Por outro lado, se X (T, S) é uma arvore, entdo cada palavra em SU S~ corresponde
a um unico vértice no grafo e esse vértice é diferente de 1. Logo essa palavra é diferente
de 1. Como X (I',S) é conexo, pelo lema anterior S gera I". Portanto pela Proposigao

1.13, T" é grupo livre de base S. O

Corolario 2.33. Qualquer grupo livre age livremente e sem inversao de arestas em uma

arvore.

Demonstrag¢ao. Seja I' um grupo livre com base S, entao o grafo de Cayley X (I',S) de
[’ é uma &arvore. Note que I' age por multiplicagao a esquerda em X (I',S) e essa acao é

livre e sem inversao de arestas como observado anteriormente. O

Outro tipo de grafo que podemos definir é o Grafo de Schreier de um subgrupo do

grupo livre.

Definicao 2.34. Seja I' um grupo livre de base S e H um subgrupo de I'. O Grafo de
Schreier de H, denotado por X(H), é o grafo de classes laterais a direita de H, onde
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VXH) — I\I' = {Hg | g €T} esee € Ef(H) entio e = (Hg,Hgs),YHg,Vs € S e
Ae) = s.

Dentro de um grafo existe um grupo especial, o chamado grupo fundamental de um

grafo, que descreveremos em sequeéncia.

2.3 Grupo fundamental de um grafo

Antes de definir o grupo fundamental do grafo X vamos considerar caminhos em X e
uma relacao de equivaléncia entre eles, chamada homotopia de caminhos. Mas, primeiro,

vamos definir homotopia entre duas aplicagoes.

Definicao 2.35. Se f e [’ sdo duas aplicacoes continuas do espaco X no espaco Y,
dizemos que f € homotdpica a [’ se existe uma aplicagao continua h: [0,1] x X =Y tal
que h(0,2) = f(z) e h(1,2) = f'(z). A aplicagio h € chamada de homotopia entre f e
fl

Além disso, dizemos que dois espacos X e Y sao homotopicamente equivalentes se
existem aplicacoes continuas f : X — Y e g : Y — X tais que a aplicacdo go [ é
homotopica a aplicacao identidade em X e a aplicacao f o g é homotdpica a aplicagao
identidade em Y. Se um espago é homotopicamente a um ponto, ele é chamado de

contratil.

Exemplo 2.36. Uma drvore é homotopicamente equivalente a um ponto, ou seja, ela é

contratil. Veja o exemplo abaizo:

— = [ J

Agora, seja X um grafo com um vértice distinguido z. Considere o conjunto P(X, z)

de todos os caminhos em X com comeco e final em z. Para quaisquer dois caminhos
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p=eiey...epeq=cle,...e de P(X,x), seuproduto pg = e ...ex€] ... €}, também estd

em P(X,x).

Defini¢ao 2.37. Dizemos que os caminhos p; e ps € P(X,z) sio homotdpicos se po
pode ser obtido de p; por um numero finito de insercoes ou deletagoes de subcaminhos da
forma ee.

A classe de homotopia de um caminho p € P(X,x), denotada por [p] é o conjunto

de todos os caminhos homotopicos a p.

Podemos definir o produto de duas classes de homotopia [p| e [q] como [p][q] = [pq].
Esse produto é bem definido, pois adicionando ou deletando subcaminhos da forma e€ a
igualdade é preservada. Além disso, podemos considerar o caminho degenerado x como o
elemento identidade e o elemento inverso como sendo [p~'] = [p] ™!, pois como no caso do
produto, a igualdade sera preservada. Assim, esta definido o grupo fundamental do grafo

X:

Definigao 2.38. O conjunto das classes de homotopia de caminhos de P(X,x), com
respeito ao produto definido acima, forma um grupo chamado de grupo fundamental

do grafo X com respeito ao vértice x e é denotado por m (X, x).

Agora, queremos mostrar que o grupo fundamental de um grafo conexo X é livre. Para
isso, escolha uma subarvore maximal 7" em X e um vértice distinguido x em X. Para
qualquer vértice v € VX existe um tnico caminho reduzido em T' de z para v, denotado

por p,. Para cada aresta e € EX associamos o caminho fechado p, = pa(e)ep;(le).

Teorema 2.39. Sejam X um grafo conexo, x € V= e T wma subdrvore mazimal em
X. Entdo m (X, ) é um grupo livre com base S = {[p.] | e € EY \ E"}, onde EY € a

orientacao de X.

Demonstracao. Se p = ejes...ep ¢ um caminho fechado em X comecando em z, entao
D] = [Pey][Pes] - - - [Pey ], onde cada p,, = pa(ei)eip;(lei), com e; € E*. Note que se ¢; € BT,
Pe, ¢ um caminho na drvore 7' e entdo equivalente a z, assim [p,,] = 1. Portanto, o grupo
m (X, z) é gerado pelo conjunto S. Resta provar que a forma reduzida dos elementos de

m (X, x) com respeito a S é tnica.
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Seja [p] = [Pey][Pes] - - - [Pe,] @ forma reduzida do elemento [p| com respeito ao conjunto
S. Entao e; € EX \ ET e €i+1 # €;, para todo ¢. Como foi definido, o caminho p,,
¢ levado primeiro na arvore T', entao ao longo da aresta e;, que nao pertence a arvore,
e finalmente de novo na arvore. Assim, cancelamentos no caminho pe,pe, . ..pPe, na0
alcancam a aresta e; de p.,. Entao, o caminho p é homotdpico ao caminho reduzido
da forma tieqtses ... trertyyq, onde os caminhos t; estao dentro da arvore 7. Desde que
cada classe de homotopia contém somente um caminho reduzido, a sequéncia ejes . ..e, é

unicamente determinada por [p]. Entao a forma reduzida de [p] é tnica. O

Agora, como definimos no Exemplo 2.10, um buqué de n lagos é um grafo conexo,
logo seu grupo fundamental é um grupo livre. Esse resultado pode ser enunciado como o
teorema abaixo, e a construcao de sua demonstracao pode ser encontrada no livro classico

de Topologia de John Stillwell [26].

Teorema 2.40. Seja X um buqué com n lacos, ou seja, o produto de n cdpias de S'

indexadas por um elemento. Entao m(X) = F,.

Assim, podemos concluir que um grupo é livre se, e somente se, é o grupo fundamen-
tal de um grafo. De fato, para isso é suficiente notar que todo grafo é homotopicamente
equivalente a um buqué: dado X um grafo qualquer, podemos considerar 7" sua subarvore
maximal, que sera homotopicamente equivalente a um vértice, e as arestas nao perten-
centes a T' que permanecerao, serao lagos anexados a esse um vértice, formando assim um

buqué de lagos.

Observagao 2.41. Com os resultados obtidos acima e pelo Lema 2.11, que faz a contagem
do numero de arestas de um grafo conexo X que nao pertencem a uma subdrvore maximal,
concluimos que o posto de um grupo livre F', que é o grupo fundamental do grafo X, serd
dado por:

rank(F) = rank(m (X)) = |[EX| — |VX| + 1.

2.4 Recobrimento de grafos

Definicao 2.42. Um morfismo de grafos f : X — 'Y € dito uma aplicacao de recobri-

mento se f leva o conjunto de vértices e arestas de X sobrejetivamente no conjunto de
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vértices e arestas de Y, de maneira que a estrela de cada vértice v € VX € bijetivamente

levada na estrela do vértice f(v).
Observacao 2.43. Quando X ¢ uma drvore, dizemos que o recobrimento € universal.

Exemplo 2.44. 1) Sejam C,, e Cy os grafos definidos no Exemplo 2.2. Entdo, para

cada n > 1 existe uma aplicagdo de recobrimento do grafo Cy, para o grafo C,.

2) Seja X(T',S) o grafo de Cayley do grupo I com respeito ao conjunto S. Qualquer
subgrupo H de I age por multiplicacio a esquerda em X (I',S). Entdo, a aplica¢ao
projecao X (I',S) — H\X(I',S) é um recobrimento.

Note que o grafo {1}\X(T",S) coincide com X (I',S), enquanto o grafo T\X (T, S)

tem um vértice e |S| pares de arestas mutuamente inversas.

Agora, se f : X — Y é um recobrimento e p é um caminho em Y, entdao um le-
vantamento do caminho p é qualquer caminho [ em X tal que f(l) = p. Para qualquer
caminho p em Y e para qualquer levantamento v de seu vértice inicial f(v), existe um
unico levantamento de p comecando em v. Além disso, se dois caminhos l1,lo € X sao
homotdpicos, entdao f(l1) e f(l3) sdo homotépicos. Inversamente, se dois caminhos p; e
p2 € Y sao homotdpicos, entao seus levantamentos em X que comecam com o mesmo
vértice sao homotodpicos.

Através da definicao do produto das classes de homotopia de caminhos, dados X e
Y grafos conexos e f : (X,z) — (Y,y) um morfismo, podemos definir o homomorfismo
fe:m(X,2) = m(Y,y), onde [I] — [f(1)]. De fato, dadas classes de homotopia [l;], [l2] €
m(X, ), temos fi([L][l]) = fu([lule]) = f([Ll2]) = f([L])f([l=]) = fe([L]) £([12]).

Dado H subgrupo de m(Y,y), diremos que o recobrimento f : (X, z) — (Y, y) corres-
ponde ao subgrupo H se f.(m(X,z)) = H. A partir disso, o teorema abaixo apresenta

resultados interessantes sobre o recobrimento de grafos.

Teorema 2.45. 1. Se f: (X,z) — (Y,y) € um recobrimento, entio o homomorfismo

fo:m(X,2) = m(Y,y) € injetivo.

2. Para cada subgrupo H < m(Y,y) eziste um recobrimento f : (X, z) — (Y,y) tal que
f*(ﬂ-l(X7 ZL’)) =H.
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3. Sejam f1 : (X1,21) — (Yyy) e fo 1 (Xo,29) — (Y,y) recobrimentos tais que
fre(m1( X1, 21)) = fou(m1(Xo, 22)) = H. Entao existe um isomorfismo p : (X1, 1) —

(Xa,22) tal que f1 = fyop.

4. Seja (X, z) — (Y,y) um recobrimento. O grafo X € uma drvore se, e somente
se, fuo(m(X,x)) = {1}. Se X € uma drvore, entio o grupo m(Y,y) age em X

livremente e o grafo quociente m (Y,y)\X € isomorfo ao grafoY.

5. Seja H um subgrupo normal do grupo m(Y,y) e seja f : (X,z) — (Y,y) o re-
cobrimento correspondente a H. FEntdo o grafo quociente m(Y,y)\H age em X

livremente e o grafo quociente por essa agao € isomorfo a 'Y .

Demonstracao. 1. Mostraremos que o homomorfismo f, : m(X,z) — m (Y, y) é inje-
tivo. Para isso, considere os caminhos degenerados 1, e 1, em X e Y com vértices ini-
clais = e y, respectivamente. Seja [I] € m1(X, z) e suponha que f.([I]) = [f(1)] = [1,]-
Desse modo, os caminhos f(I) e 1, sao homotdpicos, o que implica que seus levan-

tamentos [ e 1, sdo homotdpicos. Portanto, [I] =1 e a aplicac¢do é injetiva.

2. Queremos mostrar que existe um recobrimento f : (X,z) — (Y,y) que se cor-
responde ao subgrupo H de m(Y,y). Escolha uma subdrvore maximal 7" em Y.
Para cada vértice v € VY existe um tnico caminho reduzido indo de y para v na
arvore. Denote esse caminho por p, e para cada aresta e € EY defina o caminho

Pe = Dafe) ep;(le), como definido anteriormente na secao do grupo fundamental.

Seja {t; | i € I} um sistema de representantes das classes laterais de H em (Y, y).
O representante de H serd t; = 1. Considere os conjuntos V= = {(v,7) |v € V¥ i €
I}, BEX ={(e,i) | e € EY i € I, tais que a((e,)) = (afe),q) e w((e,i)) = (w(e), ),
onde j é tal que Ht; = Ht;[p.] e (e,i) = (¢,7). Distingua o vértice z = (y,1) no
grafo X. Entao, definimos a aplicacao f : X — Y tal que f((v,4)) = v, f((e,7)) = e,

onde v € VX e e € EX, que serd o recobrimento desejado.

Vamos mostrar que o grafo X ¢é conexo. Para cada ¢ € I, seja T; o subgrafo de
X com o conjunto de vértices V' = {(v,i) | v € V'} e o conjunto de arestas

E" = {(e,i) | e € E'}. Note que o grafo T; é isomorfo a T pelo jeito como foi
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definido, entdo é conexo e U;e; VT = V¥, Portanto, é suficiente provar que para

quaisquer 7, j € I, os grafos T; e T; sao conectados por um caminho em X.

Seja g = e1ey. .. e, um caminho em Y com vértice inicial e final y, tal que Ht;[g] =
Ht;. Entao, usando a definicao dada antes, a classe de homotopia do caminho g sera
dada por [g] = [pe;]|[Pey] - - - [Pe.]- Agora, defina a sequéncia (iq,1s,...,1s11) tal que

Ht = Ht;, [pex],1 < k < s. Entao i1 = j e o caminho (ey,i1)(ea,i2) ... (€s,1s)

Tk41
conecta os vértices (y,1) € T; e (y,j) € T;. Entao, X é conexoe f: X — Y é um

recobrimento.

Note que um caminho arbitrario (e, 1)(es,is) ... (es,75) em X com vértice inicial
r = (y,1) é fechado se, e somente se, o caminho g = ejey...e5 em Y é fechado e

H -1 [pe][Pes]---[pe.] = H - 1, isto é, [g] € H. Portanto, f.(m(X,x)) = H.

. Vamos construir um isomorfismo p entre os grafos X; e Xs. Seja x um vértice
arbitrario do grafo X; e escolha um caminho arbitrario /; em X; com vértice inicial
x1 e vértice terminal x. Entao, existe um tinico caminho /5 em X5 com vértice inicial

xo tal que fi(l1) = fa(la). Seja p(x) o vértice terminal de [s.

Essa definigio nao depende da escolha do caminho [;. De fato, seja [; um outro
caminho em X com vértice inicial z; e vértice terminal z e [, um caminho em X,
com vértee inicial o, tais que fi(l}) = fo(l5). Se Iy e lj diferem por um caminho
fechado g, entao gl; é homotdpico a lj e fi(ly) e fi(l}) € Y diferem também por um
caminho cuja classe de homotopia estd em H. Entao, os levantamentos Iy e l5 desses
caminhos em X5 também diferem por um caminho fechado e seus vértices terminais

coincidem.

Assim, pela defini¢ao de p temos que p : X; — X5 é um morfismo e f; = fo 0p. De
maneira analoga, podemos definir o morfismo ¢ : X5 — X; tal que fo = fi0q. Como

as aplicacoes p e ¢ sao uma a inversa da outra, concluimos que p é um isomorfismo.

. Se X é uma arvore, X nao possui circuitos. Logo, se z é um vértice distinguido de
X, teremos (X, z) = {1} e como f, é injetiva, segue que f.(m (X, z)) = {1}. A
reciproca ¢ direta. Além disso, se g € m1(Y,y) e v € V™ entdo gv = v apenas se

g =1, pois X é drvore. Logo m(Y,y) age livremente em X.
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Agora, podemos definir um isomorfismo entre 71 (Y, y)\X e Y. Seja m (Y, y)\X =
{mi(m) | m € X} o conjunto das drbitas dos elementos de X e considere f’ :
m(Y,y)\X — Y dada por 7 (m) — f(m), onde f é o recobrimento. Note que f’ é
um morfismo bijetivo. De fato, f’ é sobrejetivo pois f é recobrimento e f’ restrita a

estrela de m;(m) é injetiva, pois f'(m(e1)) = f'(mi(e2)) = f(e1) = f(ea) = e1 = ea.

5. Vamos assumir que X ¢é definido como na demonstracao do item 2. Seja G =
m(Y,y)/H. Note que G age a esquerda sobre X de modo natural, ou seja, dado (u, 7)
um vértice ou aresta do grafo X e Hg uma classe lateral de G, temos Hg - (u,i) =

(Hgu,j). E, além disso, Hg envia (u, i) para (u,j) se Hgt; = Ht;.

Provaremos que G age livremente em X. Suponha que exista Hg € GG qualquer e
(u,i) € V¥ tais que Hg - (u,i) = (u,i). Mas, se isso acontece, Hgt; = Ht; = g €

H = Hg = H. Portanto, a agao é livre.

Note que o grafo quociente G\ X é isomorfo a Y pelo item 4.

O

Agora, usando recobrimento de grafos, é possivel apresentar uma outra demonstragao

para o Teorema de Nielsen-Schereier sobre o subgrupo de um grupo livre.
Teorema 2.46. Qualquer subgrupo de um grupo livre € livre.

Demonstracao. Seja H um subgrupo do grupo livre F. Podemos identificar F' com o
grupo 71 (Y, y), onde Y é um grafo com tnico vértice y. Pelo teorema anterior, existe um
recobrimento f : (X, z) — (Y, y) tal que a aplicagao injetiva f, identifica o grupo m (X, x)
com o subgrupo H, ou seja, f.(m1(X,z)) = H. Pelo Teorema 2.39 sabemos que (X, z)

é livre e, portanto, H ¢é livre. O

2.5 Grafos de grupos

Apresentaremos aqui apenas as defini¢oes basicas de grafo de grupos e de grupo fundamen-
tal de um grafo de grupos, juntamente com alguns exemplos. Para maior aprofundamento,

veja as referéncias [1], [2], [6], [24].
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Definigao 2.47. Um grafo de grupos (G,Y') consiste de um grafo conexo Y, um grupo de
vértices G, para cadav € VY, um grupo de arestas G, para cada e € EY e monomorfismos

{ae : Ge = Gy}, {we : Ge = Gue)}, onde we = oz e tais que G, = G.

Dado qualquer grafo de grupos (G,Y’), podemos associar a ele um grupo andlogo ao
grupo fundamental de um espago topolégico, denominado grupo fundamental e denotado
por m(G,Y). Esse grupo m(G,Y) é construido de seus grupos de vértices e de seus
grupos de arestas usando produto amalgamado e HNN extensoes.

Para definir o grupo fundamental de um grafo de grupos (G, Y’), vamos primeiro definir
o grupo F(G,Y). Esse grupo sera gerado pelos grupos G,, onde v € V¥, e os elementos
t., onde e € B, com as relagdes tz =t,' e t; a.(g9)t. = az(g), se g € Ge.

Mais precisamente, seja I' o produto livre de GG, com o grupo F', onde F' é o grupo

livre com base {t. | e € E¥}. Considere também
N = <tétea te_lae(g)teaé(g)_l | €c Eng S Ge>'

Entao, F(G,Y) é o grupo quociente I'/N.
Podemos agora definir o grupo fundamental de um grafo de grupos (G,Y’). Daremos

a definicdo com respeito a um vértice e com respeito a uma subarvore maximal do grafo

Y.

Defini¢ao 2.48. Seja (G,Y) um grafo de grupos e seja P um vértice do grafo Y. O
grupo fundamental m(G,Y,P) do grafo de grupos (G,Y) com respeito ao
vértice P ¢é o subgrupo do grupo F(G,Y) consistindo de todos os elementos da forma
Gote,Gite, - - - te, Gn, onde eres...e, € um caminho fechado em Y com vértice inicial P,
90 € Gp, gi € Gy, 1 <i < m.

Defini¢ao 2.49. Seja (G,Y) um grafo de grupos e seja T a subdrvore maximal do grafo
Y. O grupo fundamental m(G,Y,T) do grafo de grupos (G,Y) com respeito a
subdrvore T é o grupo quociente do grupo F(G,Y) pelo fecho normal do conjunto de
elementos t., onde e € ET .

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.50. 1. Se G, = {1} para todo vértice v € VY, entio 7 (G,Y,P) =
m (Y, P), que € o grupo fundamental do grafo Y com respeito ao vértice P, como

visto na Se¢do 2.5.
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2. Se Y = }‘)TC‘? ¢ um segmento, entao o grupo w1 (G,Y,Y) € isomorfo ao produto

livre amalgamado de Gp por Gg sobre os subgrupos amalgamados a.(Ge) e az(G.).

3. Se Y = PG e € um lago, entao o grupo m(G,Y, P) € isomorfo a HNN extensao

com base Gp e 0s subgrupos associados a.(G.) e az(Ge).

Agora, suponha que um grupo GG age sem inversao de arestas em uma arvore X. Entao
associamos a essa a¢ao um grafo (G,Y) de grupos e o grafo Y é o grafo quociente G\ X.
Os grupos de vértices e os grupos de arestas do grafo de grupos (G, Y) sao estabilizadores
de um conjunto selecionado de arestas e vértices de X. Assim, se considerarmos o grupo
(G agindo sem inversao de arestas na arvore X e construirmos o correspondente grafo de
grupos (G,Y’), obtemos que

G=m(G,Y).

Esse resultado é o conhecido Teorema de Estrutura para grupos agindo sem inversao de

arestas em uma arvore e pode ser encontrado em Serre [24].
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Capitulo 3

A Conjectura de Hanna Neumann

Nesse capitulo apresentaremos os resultados principais a respeito da Conjectura de Hanna
Neumann. Iniciaremos apresentando o resultado demonstrado por Hanna Neumann em
1956, o qual foi baseado no trabalho de Howson e deu origem a sua famosa conjectura.
Depois, apresentaremos uma outra demonstracao para o resultado de Hanna Neumann,
dada por seu filho Walter Neumann em 1990, o qual formulou a versao forte da conjectura.
Na sequéncia, faremos a demonstracao da conjectura a partir do trabalho desenvolvido
por Mineyev e apresentaremos a versao dada por Dicks para a demonstracao. Por fim,
mostraremos que o limite proposto por Hanna Neumann para o posto da intersecao de

dois subgrupos finitamente gerados de um grupo livre é o melhor possivel.

3.1 A Conjectura

Seja F' um grupo livre e sejam A e B dois subgrupos finitamente gerados de F'. Howson,
em 1954, mostrou em [11] que a intersecao de A e B é finitamente gerada e obteve uma
limitagao superior para o posto dessa intersecao. Se denotarmos os postos de A, Be ANB
por m, n e N respectivamente, obteve que N' — 1 < 2mn — m — n.

Hanna Neumann, em 1956, baseada no trabalho de Howson, apresentou uma pequena
modificacao da demonstragao e mostrou que o limitante para o posto da intersecao poderia

ser melhorado. O limite superior que ela obteve, para m > n, foi:

N —=1<2mn—2m —n.
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Percebendo que poderia modificar alguns passos de sua demonstracao, Hanna Neu-

mann publicou, em 1957, um adendo em que melhorou o limite para
N-1<2(m—-1)(n-1)
e conjecturou que o fator 2 dessa desigualdade poderia ser removido, mais precisamente:

Conjectura de Hanna Neumann. Sejam A e B subgrupos finitamente gerados de um

grupo livre F', de postos m e n respectivamente, e seja N o posto da intersecio AN B.

Entio, N —1 < (m—1)(n—1).

Segundo a demonstracao dada por Howson em seu artigo, vamos assumir, sem perda
de generalidade, que o grupo livre F possui posto 2. Para apresentar a demonstracao
dada por Hanna Neumann em seus artigos [20] e [21], vamos introduzir alguns termos e

definigoes.

Defini¢ao 3.1. Seja S um subconjunto do grupo livre F = F(x,y) gerado por x e y.
Dizemos que S possui s finais se ele contém no mazrimo s elementos cujas representacoes
como palavras reduzidas em x, y terminam em letras distintas z,y,z ',y . Entdo 0 <

s<4 es=0 somente se S € vazio ou consiste do elemento unidade.

No grupo livre F, alguns elementos sao chamados de pontos de ramifica¢cdo para um

subgrupo A finitamente gerado de F":

Definicao 3.2. O elemento f € F ¢ dito um ponto de ramificacao com respeito a A

se existem elementos distintos fi, fo € F tais que:

i) ffi,ffa€ A, onde ffi,ffo#1;
ii) f € o encontro de ff1 e ffs.

Observacao 3.3. Podemos ilustrar essa definigao em um grafo:

fh If2
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Além disso, iremos dizer que dois pontos de ramificacao f; e fo com respeito a A sao
equivalentes mddulo A se fif, ' € A, isto é, se fi e fo pertencem a mesma classe lateral
a direita de A em F.

Modificando a definicao dada inicialmente por Howson, Hanna Neumann caracterizou

a ordem dos pontos de ramificacao:
Definicao 3.4. Seja f € F. Definimos a ordem de f como seque:
1) Se f ¢ A, entao:

i) f € um ponto de ramificacao de ordem 2 se a classe Af possui 4 finais;
ii) f € um ponto de ramificagao de ordem 1 se a classe Af possui 3 finais;
iii) f tem ordem O se a classe Af possui menos que 3 finais e, nesse caso, nao €
ponto de ramificacao,

2) Se f € A, entao:

i) [ € um ponto de ramifica¢io de ordem 3 se A possui 4 finais;
ii) f € um ponto de ramificacdo de ordem 2 se A possui 3 finais;
iii) f € um ponto de ramificagdo de ordem 1 se A possui 2 finais;
iv) f tem ordem 0 se A possui menos que 2 finais e, nesse caso, nao é ponto de

ramificacao;

Com essa definicao, Howson mostrou que a soma das ordens de todos os pontos de
ramificacao tomados de um conjunto de representantes das classes laterais de A em F' é

2m — 1, onde m é o posto de A, ou seja:

Lema 3.5 (Howson). Sejam T' um conjunto de representantes das classes laterais de A
em F e f €T um ponto de ramificagao com respeito a A. Se denotarmos a ordem de f

por o(f) e se A possui posto finito m, temos:
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Exemplo 3.6. Vamos considerar S para exemplificar as defini¢oes vistas acima:

T

TP D 7_7)2
Considere o subgrupo A = (p) = {1,p,p*} de Ss e seja T = {1,7}. Note entio que:
e o(1) =1, pois 1 € A e a classe A1 = {1,p,p*} = {1, p, TpT} possui 2 finais;

e o(7) =0, pois T ¢ A e a classe At = {7, pr,p’7} = {7, p7, TP} possui 2 finais, logo

T nao € ponto de ramificacao com respeito a A.

Assim, teremos

ol)+o(r)=14+0=1=2-1-1,
estando de acordo com o Lema 3.5 enunciado acima.

Agora, podemos identificar a ordem da classe lateral Af e do subgrupo A a partir
da definigdo dada anteriormente. A ordem da classe lateral Af seguird do item 1) da
Definigao 3.4 e a ordem de A seguird de 2), porém diminuiremos essa ordem em uma

unidade, ou seja, em detalhes teremos:

Defini¢ao 3.7. 1) A classe lateral Af é de ordem 2 se possui 4 finais e de ordem 1 se

possui 3 finais, caso contrdrio é de ordem O;

2) O subgrupo A € de ordem 2 se possui 4 finais, de ordem 1 se possui 3 finais, de

ordem 0 se possui 2 finais e de ordem —1 se possui 1 final.

Denotaremos por o(Af) a ordem da classe lateral Af e por O(A) a soma das ordens
de todas as classes laterais. Usando a defini¢do acima, note que O(A) serd uma unidade
menor que a ordem total obtida por Howson no Lema 3.5 para pontos de ramificacao

equivalentes médulo A, ou seja:
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Fato 1. Se A possui posto finito m, a ordem total de todas as classes laterais de A em F

¢ O(A) =2m — 2. E no caso de A possuir posto infinito, O(A) é também infinito.
A partir dessas definigoes e resultados, mostraremos agora o teorema principal:

Teorema 3.8 (Hanna Neumann). Sejam A e B subgrupos finitamente gerados de um
grupo livre F', de postos m e n respectivamente, e seja N o posto da intersecao N = ANDB.

Entao N —1<2(m —1)(n—1), onde m > n.

Demonstracao. Para mostrar o limite para N, podemos assumir primeiramente que pelo
menos um dos subgrupos, A ou B, possui ordem nao negativa. De fato, suponha que
o(A) = —1, entao todos os elementos # 1 de A possuem o mesmo final pela Definigao 3.7.

1 0 maior segmento inicial comum de todas as palavras reduzidas que representam

Seja x~
os elementos de A. Entdo, se 1 # a € A temos a = ¢ ‘a1z, comz # 1l e a; € A, C A.
Assim, A = x7'A;x, onde A; é agora de ordem ndo negativa, pois se o(4;) = —1, todo
elemento de A; teria o mesmo final e este final poderia ser acrescentado a palavra x,
o que estaria contadizendo o fato de x ser maximal. Considere o automorfismo interno
€ : F — F, dado por ((F) = zFa~'. Entdo £(A) = (7 A1z) = Ay e €(B) = By
e, assim, rank(A N B) = rank(A; N By), onde A; é de ordem nao negativa. Portanto,
podemos considerar pelo menos um dos subgrupos de ordem nao negativa.

Como ambos os subgrupos possuem posto finito, vamos assumir que o grupo de menor
posto possui ordem nao negativa, ou seja, que o subgrupo B de posto n tem ordem nao
negativa. Entao, todas as classes laterais de A e B, exceto possivelmente A mesmo, terao
ordem nao negativa.

Consideremos as classes laterais de N = A N B. Note que cada classe lateral Nh de
N em F serd unicamente a intersecao Af N Bg para algum par de classes laterais de
A e B, respectivamente. Desse modo, a definicao de ordem de uma classe lateral, dada
anteriormente, nos fornece uma relacao entre a ordem de uma classe lateral de N e as
ordens dos correspondentes pares de classes laterais de A e B. Temos entao dois casos a
considerar.
1° caso: Se o(A) > 0.

Se Nh = Af N By, entao o(Nh) < min{o(Af),o(Bg)}, onde o(Af) e o(Bg) podem

assumir os valores 0,1 ou 2 e a intersegao é analisada através dos possiveis finais de Af
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e Bg. Note que somente finitas classes laterais de N tem ordem positiva, ja que somente
finitos dos nimeros o(Af) e o(Bg) sao positivos, pois A e B sdo subgrupos finitamente

gerados. Temos entao que:

1. o(Nh) < —o(Af)o(Bg) se maz{o(Af),o(Bg)} = 2;

N | —

2. o(Nh) < o(Af)o(Bg), se ambos o(Af) e o(Bg) sdo menores que 2.

Assim, usando uma estimativa aproximada, podemos assumir que o(Nh) < o(Af)o(Bg)
para todas classes laterais Nh de N em F. Agora, somando sobre todos Nh obtemos:
O(N) =D Jo(Nh) <3 o(Af)o(Bg) <Y _o(Af) Y o(Bg) = O(A)O(B).
h f.9 f g

Entao, pelo Fato 1 observado anteriormente, temos:
IN —2<(@2m—-2)2n—2)=N —-1<2(m—1)(n—1). (3.1)

2° caso: Se o(A) = —1.
Nesse caso, A possui somente um final, entao ou N ¢é trivial ou é um subgrupo de A,
também de ordem —1. Portanto, se N é nao trivial, temos:
Zo(Nh) =2N -1 e Zo(Af) =2m — 1.
h#1 F#1
As desigualdades 1 e 2 do caso anterior continuam valendo se Af # A, mas as in-
tersegoes A N Bg, onde Bg # B, nao contribuem para a ordem total de N, pois elas

possuem somente um final como A. Entao:

> o(Nh) < Y o(Af)o(Bg) <> o(Af) ) o(Bg).

h#1 f#Lg J#1 g
=2N-1<(2m-1)2n—-2)=N —1<2mn—2m —n. (3.2)
Agora, note que se B é ciclico, temos n = 1, entao a desigualdade (3.1) nos da

N <1 e adesigualdade (3.2) nos d4& N' = 0, que é o limite correto em ambos os casos. Se
n = 2, as duas desigualdades nos fornecem N' < 2m—1. Como em todos os outros casos a
desigualdade (3.2) é mais fraca que a desigualdade (3.1), valeria que N —1 < 2mn—2m—n.

Porém, segundo o adendo publicado por Hanna Neumann em 1957, o automorfismo

interno ¢ considerado no comeco da demonstracao, pode ser escolhido para todo o grupo,
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assim a intersecao N = AN B pode ser transformada em um grupo N; = AN B; de ordem
nao negativa, onde A; e B; também possuem ordem nao negativa. Desse modo, ambos
os subgrupos A e B podem ser considerados de ordem nao negativa e, assim, somente o

1° caso acima precisa ser considerado. Portanto, vale a desigualdade que queriamos:
N—-1<2(m—-1)(n-1).
]

Observacao 3.9. Hanna Neumann afirmou em seu adendo que seria possivel considerar
esse automorfismo para a interse¢cao N = AN B, mas nao descreveu de que forma. Além

disso, ela agradeceu ao Prof. R. Baer, responsdvel por fazer essa observacao.

3.2 Versao forte da Conjectura

Em 1990, Walter Neumann, filho de Hanna Neumann, formulou a versao forte da conjec-
tura. Dados A e B subgrupos finitamente gerados de um grupo livre F'e N = AN B, Wal-
ter questionou-se sobre o calculo do posto da intersecao quando N percorre um conjunto
de representantes de classes de conjugacao de intersecoes nao triviais N = y ' AyNz~'Bz,
e mostrou que o limitante para esse caso continua o mesmo. Para isso, ele reescreveu o
posto de um grupo livre, definindo o posto reduzido, como veremos adiante.

Mas, primeiro, apresentaremos algumas defini¢oes necessarias para demonstrar o te-
orema de Hanna Neumann de outra maneira que a apresentada anteriormente, e depois
provar a versao forte do resultado. Ambas demonstracoes sao devidas a Walter Neumann
(veja em [22]).

Definicao 3.10. Um ramo maximal de um grafo X é o mais longo subgrafo contrdtil

de X que encontra o resto do grafo somente no final de uma aresta.

Agora, se cortarmos todos os ramos maximais de X, obtemos a retracao minimal X
de X, também chamada de espinha de X. Vamos definir formalmente a aplicacao retracao

minimal:

Definigao 3.11. A aplicagao retracao r : X — Xy € uma aplicagdo continua ho-
motopica a aplicagao identidade em Xy e tal que existe h : [0,1] x X — X que satisfaz as

condicoes:
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a) para todos os vértices w em Xy, r(w) = w;
b) para todos os vértices v € X, h(0,v) =v e h(0,1) = r(v);
c¢) para todos os vértices v € Xo, h(t,v) = v,Vt € [0, 1].

A aplicagao retracao induz um isomorfismo entre o grupo fundamental do grafo e o

grupo fundamental da espinha do grafo:
Teorema 3.12. A retracao r: X — Xo induz um isomorfismo ry : m(X) — m(Xp).

Demonstracao. Para mostrar que r, é um homomorfismo, note que por r ser uma aplicacao
continua, caminhos fechados em X sao levados em caminhos fechados em Xy. Além disso,
a aplicacao leva caminhos homotdpicos equivalentes em caminhos homotopicos equiva-
lentes, pois para qualquer homotopia h, r o h ainda é uma homotopia. Entao, pela
condi¢ao a) da defini¢ao anterior, dados z,y € Xy, temos r(zy) = zy = r(z)r(y) e
r(z™') = 7' = r(2)"'. A condicio a) também implica que r, é sobrejetiva, pois os
caminhos fechados em X serao levados neles mesmos em Xj.

Resta mostrar que r, € injetiva. Para isso, considere um caminho fechado p em X com
vértice base w, onde w € Xjy. Pelo item c¢), h(t,w) = w,Vt € [0,1], entdo h(0,w) = w e
h(1,w) = w = r(w). Assim, r(p) terd vértice base w e, portanto, r(p) e p s@o caminhos
homotdépicos. Logo, p e 7(p) estdo na mesma classe de equivaléncia em 71 (X) e m (Xo).

Portanto, r, é injetiva e, entao, um isomorfismo. O

Corolario 3.13. Se m(X) € um grupo livre finitamente gerado, entdo a espinha X, de

X € um grafo finito.

Demonstracao. Suponha que X, seja infinito. Entao, devemos ter infinitos caminhos
fechados, pois todas as drvores infinitas foram cortadas. Mas, nesse caso, m1(Xp) é infinito,
o que gera uma contradigao, pois pelo teorema anterior 71 (Xy) é isomorfo a m1(X) que é

finitamente gerado. Portanto, X é finito. O

O préximo teorema nos déd uma relacao entre a caracteristica de Euler de um grafo

finito e o posto do grupo fundamental do grafo:
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Teorema 3.14. Sejam x(X) = |V*| — |EYX| a caracteristica de Euler de um grafo finito

e 6(v) a wvaléncia de um vértice v € V™. Se X é um grafo finito, entdo:

2(rank(m (X)) = 1) = 2(=x(X)) = Y _ (5(v) - 2).

vevVX

Demonstracao. Primeiro, vamos mostrar a igualdade da esquerda. Se T' é uma arvore
de X, vamos contar seu numero de vértices. Tomando um vértice inicial, cada aresta
subsequente vai para outro vértice, e tanto o nimero de arestas como o de vértices aumenta
de uma unidade. Calculando a caracteristica de Euler de T', toda aresta e vértice sao
cancelados, exceto o primeiro vértice, ou seja, x(X)=1+(1-1)+(1—-1)+---=1.

Agora, considere que o grafo X tem k caminhos fechados e uma arvore maximal X.
Note que cada caminho fechado pode ser pensado como uma arvore com uma aresta

adicional fechando o caminho. Entéao,
X(X) = VX[ = |BX| = V¥ = (|[E*"| + k) = 1 — k.

Note que k = rank(m (X)) pela construcao dos geradores do grupo fundamental, vista
no Teorema 2.39. Entao, x(X) = 1 —rank(m (X)), ou ainda, —x(X) = rank(m (X)) — 1,
0 que prova a primeira igualdade.

Para a segunda igualdade, precisamos notar que a soma das valéncias de todos os

vértices do grafo X ¢ igual ao dobro do niimero de arestas de X, ou seja,

> 6(v) =2|EX].
veVX

Isso ocorre pelo fato de que cada aresta incidente é contada duas vezes na soma da valéncia

dos vértices. Assim, teremos:

2(—x(X)) = 2(E%| - |[V7))

= 2|E*| 2|V
= D ) —2V¥
veVX
= > (6(v) -2).
vevVX
Portanto, a igualdade do lado direito também ¢ valida. O]
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Observacao 3.15. A sequnda igualdade no teorema so € vdlida quando X € finito. No
caso de X possuir infinitos vértices, a soma serd infinita ou zero, e nao serd necessaria-
mente equivalente a caracteristica de Euler. Por exemplo, considere uma drvore infinita

unidimensional que possui caracteristica de Fuler 1, entao teremos:

d (Bw)—2)= > 2-2=0#1

veVX veVX
Agora, vamos redefinir o posto de um grupo livre, o qual serd chamado de posto re-

duzido. Dado F' um grupo livre e H um subgrupo finitamente gerado de F', escreveremos
7(H) = max{0,rank(H) — 1}

para denotar o posto reduzido do subgrupo H.
Com essa definicao, o teorema de Hanna Neumann pode ser reescrito, como veremos
abaixo. E a partir das defini¢oes e resultados provados acima, uma outra demonstracao

para o resultado é possivel.

Teorema 3.16. Sejam A e B subgrupos finitamente gerados do grupo livre F e N = ANB
nao trivial. Entao, 7(N) < 27(A)7(B).

Demonstracao. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que F' tem posto 2, gerado

por elementos a e b. Seja X o buqué de 2 lagos, cujo grupo fundamental é F.

X: a CX) b

Para H < F seja X(H) um recobrimento de X, tal que m (X (H)) = H, o que ¢
possivel pelo Teorema 2.45. Podemos considerar X (H) o grafo de Schreier de H, como na
Definicao 2.34, ou seja, onde identificamos o conjunto de vértices de X (H) com o conjunto
H\F de classes laterais a direita de H em F', onde as arestas marcadas por a sao os pares
(Hz, Hza) e as marcadas por b sdo os pares (Hz, Hxb).

Assumindo que H é nao trivial, seja Xo(H) a espinha de X(H), que é um grafo
homotopicamente equivalente a X (H). Pelo Teorema 3.26, como 7 (X (H)) e m(Xo(H))
sao isomorfos, eles possuem o mesmo posto. Entdo, podemos usar o grafo Xo(H) para

descobrir sobre o posto de H, o que é mais conveniente. Se H tem posto finito, entao
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Xo(H) é um grafo finito pelo Corolério 3.13 e, entao, podemos usar o Teorema 3.14 sobre
a caracteristica de Euler:

2rank(m(Xo(H)) —1) = > (5(v) —2)

veVXo(H)

7(H) = > (d(v)-2). (3.3)

veVXoU)

Agora, sendo N = AN B, N é subgrupo de A e de B, entdo X(N) é um grafo
de recobrimento de X(A) e de X(B). Assim, as aplicagoes projecao X(N) — X(A) e
X(N) — X(B) levam a espinha X,(N) nas espinhas Xo(A) e Xo(B), respectivamente.
Entéo, existem duas aplicacoes injetivas Ay : VXN — X0l o \p . pXo) 7 Xo(B)

pela Definicao 2.42 de recobrimento. Note que a injetividade também é valida para
A= (A, Ap) : VXV  pXold) o y/Xo(B)
Entao, para v € VXO(N), temos que

0<d(v)—2 < min{d(Aa(v)) —2,6(Ag(v)) — 2}
< (6(Aa(v)) = 2)(6(Ap(v)) —2) (3.4)

Note que para v € VXN temos §(Aa(v)) = 6(v), pois recobrimentos sio localmente

homeomorfos para cada vértice. Entao, pela injetividade da aplicagao A e por (3.3) e

(3.4), temos:

2r(N) = EX:(N)@(U)—?)
< UEVZ:(N)(é()\A(v)) —2)(6(A\g(v)) — 2)
< > 6la)-2)60) - 2)

(VoD x50
= | Y G@-2)| > 6®)-2)
= 2??%);(;?;3) - 4F(A)f(Bb)EVXO<B)
Portanto, 7(N) < 2F(A)F(B). -

A partir dessa demonstracao, Walter Neumann questionou se seria possivel pensar no

posto das intersecoes da forma y ' Ay Nz~ ' Bz além do posto da intersecio AN B. Apés
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fazer essa analise, ele reformulou a conjectura antes proposta por Hanna Neumann, que
ficou conhecida como SHNC' - Strengthened Hanna Neumann Conjecture. Descreveremos
na sequéncia as ideias desenvolvidas por ele.

Seja F' um grupo livre, dados z,y, 2z € F, as intersecoes do tipo y 1Ay N 2 1Bz séo
conjugadas a uma da forma = 'Axz N B. Além disso, se y esta na classe lateral dupla

AxB, entdao x 'Ax N B e y ' Ay N B sdo conjugados. De fato, se y = axb, teremos
y Ay = b e e Aaxh = b e Axh = (27 Ax).

Logo, y 'Ay N B = ($_1A$>b N B. Dessa forma, precisamos apenas considerar x
percorrendo um conjunto S de classes laterais duplas representativas para A\ F'/B. Vamos
considerar entao S um subconjunto de F' tal que a aplicacdo S — A\F/B, dada por
s — AsB, é bijetiva. Além disso, dado = € S, vamos considerar 2 Az N B = A”N B néo
trivial.

Seja entdao T7(A, B) := ZF(A“”‘ N B). Note que o tamanho de S e de 7(A, B) de-
z€eS
pende somente das classes de conjugacao de A e B. Dessa forma, a conjectura de Hanna

Neumann sera fortalecida a partir da proposi¢ao abaixo.
Proposigao 3.17. O conjunto S € finito e T(A, B) < 2F(A)F(B).

Demonstracao. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que F' tem posto 2, pois se
F fosse um grupo livre de posto maior, apenas o tamanho de S e de 7(A, B) poderiam
aumentar.

Sejam X (A) e X(B) grafos considerados como no Teorema 3.16, ou seja, grafos de
recobrimento do grafo X (cujo grupo fundamental é F'). Considere X (A) x X(B) o grafo
com conjunto de vértices V¥ () % VXB) | Uma aresta nesse grafo terd, por exemplo, uma
aresta com a marca a do vértice (u,v) para (u',v') se, e somente se, X(A) tem uma
a-aresta de u para v’ e X(B) tem uma a-aresta de v para v'.

Note que as componentes do grafo X(A) x X(B) sao exatamente os grafos X (N),
onde N percorre os grupos z Az N B, com = € S. De fato, considerando o grafo de
Schreier definido anteriormente, podemos identificar os vértices dos grafos X (A) e X(B)
com as classes laterais de A e B em F', respectivamente. Assim, considerando o grafo

X(A) x X(B), se K é uma componente conexa que contém o vértice (Ay, Bz), entao ela
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contém também o vértice (Ayz~', B). Portanto, cada componente contém um vértice da
forma (Az, B). O grupo fundamental dessa componente consiste de todos z € F' tal que
Axz = Az e Bz = B, isto é, z € t YAz e 2 € B, ou seja, 2 € 2 Az N B. Além disso,
outro vértice (Ay, B) estard na mesma componente se, e somente se, existe z € F' com
Ay = Axz e B = Bz, isto é, para algum z € B temos y € AxB.

Com isso, se denotarmos por X(A, B) a unido disjunta das espinhas X,(N), onde
N varia ao longo das intersecdes  'Ax N B, com = € S, entdo X(A, B) é a unido
disjunta das componentes nao contréteis de X (A) x X(B), ou seja, é um subgrafo de
Xo(A) x Xo(B). Em particular, Xy(A4, B) é um grafo finito pelo Corolario 3.13 e entao

S ¢ finito. Também, pela equagao (3.3) e usando o mesmo argumento do Teorema 3.16

teremos:
97(A,B) = ;A B)(&@)-Q)
< UEVXZO(A;(&(AA(U)) —2)(6(Ap(v)) — 2)
< o Z (6(a) = 2)(6(b) — 2)
(aD)EV X0 () xy Xo(m)
= | > (-2 >, (6 -2
= QF?ZV));;?B) -
Logo, 7(A, B) < 27(A)7(B) como querfamos. O

Agora, surge a seguinte questao:
7(A,B) <T(A)F(B)?

Essa desigualdade ficou conhecida como SHNC' - Strengthened Hanna Neumann
Congjecture, ou seja, a versao forte da Conjectura de Hanna Neumann. A partir disso,
varios matematicos passaram a tentar mostrar em seus trabalhos que a versao forte da

conjectura era valida.

Observacao 3.18. Note que, provando a versao forte da conjectura de Hanna Neumann,

a primeira versao da conjectura estd demonstrada em particular.
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3.3 Demonstracao da Conjectura

Apresentaremos agora a demonstracao da versao forte da conjectura dada por Igor Mi-

neyev em [18]. Essa demonstragao foi a segunda apresentada por Mineyev, sendo baseada

nas contribuigdes dadas por Warren Dicks a sua primeira demonstracao (veja em [17]).
Para isso, inicialmente daremos algumas defini¢coes que serao necessarias na construcao

da demonstracao.

Definicao 3.19. O posto reduzido de um grafo finito' Y € o nimero

7(Y):= Z maz{0, —x(K)},

KeComp(Y)

onde K € Comp(Y') € uma componente conexa do grafo Y, x é a caracteristica de Euler
eT(0) =0.
Observagao 3.20. Essa defini¢ao pode ser vista de outra maneira pelo Teorema 3.14:
Y)= > max{0,rank(m(K)) -1} = > F(m(K))
KeComp(Y) KeComp(Y)
Definiremos agora os elementos necessarios para a apresentacao da demonstracao de
Mineyev que sao: arvore, floresta, flor e jardim. Em seguida, iremos definir conjuntos

essenciais e conjuntos essenciais maximais.

Definicao 3.21. Uma drvore é um grafo contradtil, isto é, homotopicamente equivalente
a um ponto. Uma floresta € a unido disjunta de drvores. Uma flor é um grafo ho-
motopicamente equivalente a um circulo. Um jardim € a uniao disjunta de drvores e

flores.

Note que o posto reduzido de cada elemento definido acima é nulo. De fato, a carac-
teristica de Euler de uma arvore é sempre igual a 1 e de uma flor é igual a zero, implicando
que seus postos reduzidos sejam nulos. Como uma floresta é a uniao disjunta de arvores

e um jardim é a uniao disjunta de arvores e flores, o resultado segue imediato.

A
N

/
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Definig¢ao 3.22. Uma aresta o em um grafo finito Y é chamada essencial emY se (Y '\
{o}) =T7(Y) — 1, ou seja, removendo uma aresta, o posto reduzido decresce exatamente

uma unidade. De modo geral, um conjunto de arestas E C EY ¢ dito um conjunto

essenctal em Y se (Y \ E) =7(Y) — #E.

Dada a definicao acima, quando uma aresta nao for essencial, diremos que ela é ines-

sencial. O mesmo vale para conjuntos de arestas.

Definicao 3.23. Um conjunto essencial maximal é um conjunto essencial que é

mazimal com respeito a inclusao.

Podemos dar uma caracterizacao para conjuntos essenciais e conjuntos esenciais ma-
ximais. Um conjunto E C EY é essencial em Y se para cada o € E, a componente de
Y \ E contendo a(o) e a componente contendo w(o) nao forem arvores.

De fato, seja 0 € E C EY e suponha que ambas as componentes de Y \ £ contendo
a(o) e w(o) sejam arvores. Nesse caso, terfamos 7(Y \ {o}) = 0 e 7(Y) — 1 = —1,
pois o posto reduzido de uma &arvore é nulo, logo F nao seria um conjunto essencial.
No caso em que uma das componentes é uma arvore, encontramos do mesmo modo que
7(Y\{o}) # 7(Y)—1. Agora, suponha que a componente Y; contendo a(o) e a componente
Y, contendo w(o) nao sejam drvores, se Y; contém k caminhos fechados e Yy contém &’

caminhos fechados, teremos:
TY\{ochHh=Fk-1D)+F*-1)=((k+K)—-1)—1=7() -1

Ou seja, como podemos fazer isso para cada o € E, o conjunto E C EY é essencial em Y.

Além disso, um conjunto E C EY é essencial maximal se, e somente se, 7(Y \ E) =
7(Y) — #E = 0. De fato, através da remogao das arestas de FE/, uma por uma, observa-se
que o posto reduzido do grafo Y decresce exatamente uma unidade a cada remocao e
como esse conjunto é maximal, no final do processo, quando todas as arestas tiverem sido

removidas, esse nimero chega a zero.

3.3.1 Construgao de folhagens e sistemas

A partir de agora, vamos considerar I' um grupo livre e A e B subgrupos finitamente

gerados de I'. Seja X o grafo de Cayley de I' com respeito a alguma base, entdo X é uma
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arvore pela Proposicao 2.32. A partir de A e B vamos definir dois novos conjuntos A e

B. Vamos descrever a construcao de A, e a de B sera analoga:

1. Se A é trivial, seja A o conjunto vazio;

2. Se A é nao trivial, seja A uma subérvore de I" invariante pela acao de A e tal que
a A-acao em A é cocompacta, isto é, o grafo quociente A\ A é finito. Essa arvore
pode ser construida escolhendo um ponto base y € VX ea partir dele construindo
um caminho para ay, para cada a pertencente ao conjunto de geradores finitos de

A. Entao, A sera a uniao de todas as translagoes desses caminhos.

A partir de translacoes de A em X, vamos definir o grafo induzido por A. Sejay € T /A
uma classe lateral a esquerda de A em I', entdo y.A serd o subgrafo yA C X, onde Yy €

qualquer representante da classe lateral a esquerda de y.

Definicao 3.24. O grafo induzido é Y := {(y,0) € ([/A)x X | o € yA}. Uma folha
no grafo Y para caday € T/A é o grafo Y, == {(y,0) | o € yA}.
Note que o grafo f/;, CY eY serd aunido disjunta de suas folhas, isto é, Y = U Yy.
yel'/A
Denotaremos por F(Y') o conjunto de folhas de Y.

Outra definicao importante é a de folhagem, que sera utilizada durante toda a cons-

trucao da demonstragao da conjectura.

Definicao 3.25. Chamaremos de folhagem uma aplicacao entre grafos cuja restri¢ao a

cada componente conexa do dominio € injetiva.

Assim, podemos definir a aplicacao folhagem entre o grafo induzido e grafo de Cayley
de I':
&:Y — X, dada por a(y,o) = o.

~

Vamos considerar I" agindo em Y de maneira natural, ou seja, para g € [, (y,0) € Y

temos:
9-(y,0) = (9y,90).

Essa I'-acao tem algumas propriedades importantes:
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i) A I'-agao comuta com a folhagem & e, por isso, & é chamada de I'-folhagem.

De fato, por um lado temos
g9-(aly,0))=g-0=go

e, por outro

a(g - (y,0)) = al(gy, go)) = go.
ii) A I'-agao ¢ livre, pois para 1 # g € I' temos

9-(y,0) = (9y,90) # (y,0).

~ ~

E ela age em F (Y) permutando as folhas de Y, de forma que g- Y, =Y,

iii) Os estabilizadores das folhas de Y sdo conjugados de A.

De fato, eles pertencerdo ao conjunto Stabp(Y,) = {y € ' | v-Y, = Y,} e entdo,
dado y =gA € I'/A, temos:

vy € Stabr (V) & (yy,70) = (y,0)
& =y
& YA =7gA
& WAy = gAY
& ye AT

=1

Portanto, Stabp(f/y) =AY = Ayfl, para alguma escolha de 7 € y.

iv) Podemos identificar A com a folha Y14 = {(14,0) | ¢ € A} C Y pela inclusao
A< Y, dada por o — (14, 0).

Como dito anteriormente, a construgao do conjunto B ¢é similar e nao sera tao deta-
lhada. Para o subgrupo B < I' podemos definir a subarvore B-invariante B C X. Assim,
para z € I'/ B, classe lateral a esquerda de B em I', zB é o subgrafo ZB C X, para algum

representante Z da classe lateral de z. O grafo induzido sera:

Z:={(z,0) e (T/B)x X | 0 € 2B}
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Para z € '/ B, Z, = {(2,0) | 0 € zB} é uma folha em ZefB:Z— X éa -folhagem
através da D-acdo em Z. Além disso, as demais propriedades i), ii), iii) e iv) da I'-acao
descritas acima sao validas para B. Em particular, teremos Stabp(ZZ) =B ' eo grafo

B pode ser identificado com a folha Zip de Z.

Observagao 3.26. Como A € subgrupo de I" e Yia € uma folha de Y, o grafo quociente
Y :=T\Y ¢ isomorfo ao grafo A\Yi4 = A\ A.

Da mesma forma, o grafo quociente Z :=T\Z ¢ isomorfo ao grafo B\Z,z = B\B.

Agora, vamos definir o produto fibrado S entre os grafos induzidos Y e Z sobre o grafo

de Cayley X de T.

Definicao 3.27. O produto fibrado SdeY e Z sobre X é o conjunto

N ~ A

S:={(y,z,0) | (y,0) €Y,(2,0) € Z},

onde & e B sao as folhagens definidas anteriormente, e temos as folhagens v : S—Ze
fi:S =Y dadas, respectivamente, por iy, z,0) = (y,0) e v(y,z,0) := (z,0). Veja o
diagrama:

S—2.7
ﬂl jﬁ
Yy 2. X
Observacao 3.28. O produto fibrado é um diagrama pullback como na Definicao 2.21.

De fato, note que &((y,0)) = B((z,0)) para (y,0) €Y, (2,0) € Z e Goji= oD

Agora, vamos definir o produto fibrado S como a unido de folhas, assim como fizemos
para Y e Z. Paray € /A e z € /B, seja S, uma copia da intersecio a(Y,) N G(Z.) =

yA N zB. Entao, como Y e Z sao a unido disjuntas de suas folhas, S é a unido disjunta
S=JS,.
y7Z
Podemos definir em S uma I'-acao a partir da I'-acao definida em X,Y e Z, ou seja,

para (y,z,0) € Segel, temos
g- (ya 2, J) = (9%92790)
As propriedades definidas acima para a I'-acao valerao para S também:
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i) A agao de I é livre em S e induz uma [-acdo em F (S' ), permutando as folhas de S

~

pela formula g - SW = Sgy.g2-

ii) Os estabilizadores das folhas em S serdo a intersecio dos estabilizadores das folhas

de Y e de Z, isto é, Stabr(S,.) = AY NB* .

1
Agora, ja estamos em condigoes de provar o primeiro resultado utilizado na conclusao
da demonstracao principal.

Lema 3.29. Dados os subgrupos finitamente gerados A e B do grupo livre I' e seus

respectivos subgrafos A e B definidos anteriormente, valem as igualdades:
1) T(A\A) =7(A);
it) T(B\B) = T(B);
iii) 7((AY N B7 N\ (yANzB)) =747 N B ).

Demonstracao. Para a demonstragao dos trés itens utilizamos argumentos similares. No
caso do item 17), se a arvore A é ndo vazia, ela é simplesmente conexa e A é o grupo fun-
damental do grafo quociente A\ A pelos resultados do Teorema 2.45, entao pela definigao
de posto reduzido na Observagao 3.20, temos 7(A\A) = 7(A). Se A é vazio, entao A é

trivial pela definicao de A, logo vale:

T(A\A) = 7(0)

0=7(1) =7(A).

O caso ii) segue da mesma maneira. Para o item #ii), se y AN zB # () entao AV NBT 6o
grupo fundamental de (47 NB7 )\ (y.ANzB) e segue o resultado. Agora, se yANzB = 0,
entdo AY N B7 ¢ trivial, pois caso contrario existiria um elemento g nao trivial nessa
intersecao e portanto o caminho de g em X estaria contido em yA N zB. Entao vale a

igualdade que queriamos:

(A7 NBZ N(wANzB) =7(0) =0 =7(1) =7(A" N B ).

Veremos agora que a partir de imersoes, pullbacks e folhagens podemos construir um

sistema de grafos.
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Seja I' o grupo livre. Para a construcao do I'-sistema, comece considerando Xo grafo
de Cayley de I' com a I'-agao livre. Sejam X := F\X o grafo quociente e py : X—>Xa
aplicagao quociente.

Defina o : Y — X e 8 : Z — X imersoes, dadas como aplicagoes que podem ser
estendidas para recobrimentos de X. Seja S o produto fibrado de Y e Z sobre X dado

pelo conjunto
S:={(y,2) €Y x Z | ay) = B(2)},

e sejam i e v sao as projecoes para cada coordenada. Veja o diagrama pullback que
formamos:
S—Yts7
2 B
y 2> X
Agora, puxamos para tras o diagrama acima através da projecao px : X 5 X , €

completamos o resto do sistema, obtendo o I'-sistema, que dizemos ser gerado por «, 3 e

Px-

S v 7z (3.5)
ps bz
\ , \
p S Y 7
|
Y ——|——X 8

No I'-sistema, o quadrado da frente é o diagrama pullback formado pelo produto
fibrado S de Y e Z sobre X, veja na Definicdo 3.27. As setas diagonais sio todas aplicacoes

quocientes, pois I' age livremente em X ,f/, ZeS , obtendo, respectivamente, os grafos

quocientes X :=T\X,Y :=T\Y,Z:=T\Ze S :=T\S.

Observacao 3.30. No sistema acima px : X — X € um recobrimento universal, pois X

¢ drvore (veja na Se¢do 2.4).
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3.3.2 Ordenacao e conjuntos ordem-essencial

Agora iremos ordenar os grafos com os quais estamos trabalhando e, a partir dessa or-

denacao, obter propriedades e novos conjuntos.

Definicao 3.31. Um grafo Y ¢ dito ordenado se em E¥ ¢ dada uma ordem parcial <
cuja restricio a E ¢ uma ordem total, para cada componente K de Y.
Um I'-grafo ordenado ¢ um I'-grafo que € ordenado e tal que a ordem parcial em

seu conjunto de arestas é preservada pela I'-a¢ao.

Vamos definir uma ordem total I-invariante em EY. Para isso, assumimos que I' é

um grupo ordenado a esquerda, ou seja, existe uma ordem total < em I' tal que,
se a < b, entao ga < gb para todo a,b,g € I'.

Como Y ¢é um grafo com I'-acao livre, podemos torna-lo um I'-grafo ordenado escolhendo
qualquer I'-transversal em EY, que denotaremos por FY, e colocando ordem total nele.

Entio EY =T x EY, e em EY colocamos qualquer ordem lexicografica.

Observagao 3.32. Os grupos livres sao ordenados a esquerda, assim o grafo de Cayley

de um grupo livre com respeito a qualquer base serd uma I'-drvore ordenada.

Agora, seja Y um grafo localmente finito, ou seja, um grafo no qual cada vértice tem
valéncia finita. Definiremos a propriedade cair em um subconjunto de arestas do grafo
induzido Y e o que é uma veia de uma aresta. Para isso, relembre que o grafo relativo de
Y é o grafo Y (E) := VY U E, para um subconjunto £ C EY .

Definicao 3.33. Dada uma aresta o € EY ¢ um conjunto de arestas E C EY \ {0},
dizemos que o cai em E se as componentes do grafo relativo Y (E) contendo a(o) e w(o)

sao infinitas ou coincidem.

Vejamos essa definicao no desenho de um grafo X qualquer:

e

01
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No grafo acima, primeiro considere £ = E~ \ {0,} e vamos ver que a aresta o, cai
em FE. Note que as componentes do grafo relativo que contém «(oy) e w(oy) coincidem,
ou seja, a mesma componente contém o inicio e o final da aresta oy, portanto o; cai em
E. Se considerarmos agora £ = E* \ {03}, as componentes do grafo relativo que contém

a(og) e w(oy) sdo infinitas e, portanto, o cai em E.

Definicdo 3.34. Seja o € E¥ e considere E C EY\{J}. Uma veia de 0 em E é definida

como sendo uma das caracterizacoes abaizo:

a) Um caminho em Y (E) sem auto-interse¢ioes de a(o) para w(o), é chamado de veia

finita;

b) A unido de dois raios infinitos em Y (E) sem auto-interse¢oes comegando em a(o)

e w(o), respectivamente, é chamada de veia infinita.

No desenho acima podemos ver a representacao de uma veia finita a esquerda e de

uma veia infinita a direita. A imagem foi retirada do préprio artigo do Mineyev [18].

Observacao 3.35. Note que o cai em E se, e somente se, existe uma veia de o em E. De

fato, pela definicao de o cair em E, no caso das componentes do grafo relativo contendo

29



a(o) ew(o) serem infinitas, temos definida uma veia infinita de o em E e no caso das
componentes coincidirem, teremos uma veia finita de o em E.

Além disso, se'Y € uma floresta entao todas as veias sao infinitas.

Para um subconjunto £ C EY e uma aresta 0 € EY \ E, iremos denotar um conjunto
que ordena as arestas de F em comparagao a o como [E < o] = {r € E |7 < o}.
Com essa defini¢ao, definiremos agora os conjuntos de arestas ordem-essencial e ordem-

imessencial.

Definicao 3.36. Uma aresta 0 em Y € dita ser ordem-essenctal em Y se ela cai em

[EY < 0] e ordem-inessencial caso contrdrio.

Note que dizer que uma aresta o é ordem-essencial em Y é equivalente a dizer que
existe uma veia de o em [EY < o] pela Oservacio 3.35.
Denotaremos o conjunto de arestas ordem-essencial e ordem-inessencial de Y por EY

e IV, respectivamente. O lema a seguir segue direto das definicoes dadas até agora.

Lema 3.37. Seja I' um grupo qualquer, Y um ['-grafo ordenado, A um subgrupo de I' e

A um subgrafo A-invariante de Y. Entao,

a) A é um A-grafo ordenado com respeito a ordem parcial em EA restrito de Ey;

b) EA e T4 sio subconjuntos A-invariantes de Y;
¢) EACE".

Demonstragao.  a) De fato, por A ser um subgrafo A-invariante do I'-grafo ordenado Y,
A é um A-grafo ordenado e a ordem parcial serd preservada pela A-agao a esquerda
no conjunto de arestas EA, pois a ordem é preservada pela '-acéo no conjunto todo

de arestas F Y.

b) Vamos mostrar que E* é um subconjunto A-invariante de Y, ou seja, que A -E4 C
EA. De fato, se 0 € EA, entdo o cai em [EA < o] = {r € B4 | 7 < o}. Assim,
dado a € A, aplicando a A-acao em o, a aresta transladada ao caird no conjunto
[EA < ao] = {r € EA | T < ac}, pois a ordem é preservada pela acdo, e continuar
sendo uma aresta ordem-essencial em A. De maneira angloga, mostra-se que I é

subconjunto A-invariante de Y.
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¢) Dado 0 € E*4, existe uma veia de ¢ em [E < o] pela caracterizacio dada apds
a Definicao 3.37. Agora, por A ser subgrafo de Y, essa veia pertencera também a

[EY/ < o]. Portanto, ¢ cai em [EY < 0] e, assim, B4 C EY.

A proposicao a seguir é conhecida como a propriedade deep-fall para grafos.

Proposicio 3.38. Suponha que Y é um grafo ordenado localmente finito. Se o € E?,

entdo o cai em []Ii/ < o).

Demonstracio. Por hipStese, Y é um grafo localmente finito, ou seja, a cardinalidade da
estrela de cada vértice do grafo é finita, entao se substituirmos Y por sua componente que
contém a aresta o, podemos assumir que Y é enumerdvel e que a ordem em EY ¢ total.

Como o € EY, o é uma aresta ordem-essencial e por definicao cai em [EY < al.
Considere agora o conjunto []E? < 0], que serd o conjunto de arestas pertencentes a EY
menores que o segundo a ordem < estabelecida, e o enumere por {oy,09,...}. Para
cada n > 1, seja o conjunto {oy,09,...,0,}. J& que a ordem em EY ¢ total, podemos
renomear o conjunto como {7y, 72, ..., 7,}, de maneira que esse tltimo obedeca & seguinte
ordenagao 71 > T > -+ > 7,. Como 7 € EY, existe uma veia de 7 em [EY/ < 11 e,
do modo como foram considerados, também em [EY < o]\ {m}. Considere uma veia
qualquer de o em [EY < 0]. Se essa veia contém T, substitua 7 pela veia de 7, em
[EY < 7] e remova as auto-intersegdes, se necessario. Note que o resultado obtido é um
subgrafo de Y e as componentes desse subgrafo que contém a(0) e w(o) formam uma veia
de 0 em [EY/ <o\ {n}.

Repetindo esse mesmo argumento indutivamente para as arestas 7, 73, . . . 7,, obtemos
uma veia de o em [EY/ <ol \{m,72,....,T} = [EY/ < o]\ {o1,09,...,0,}, para cada
n > 1.

Observe agora que, essa sequéncia de veias consiste de veias finitas com comprimentos
uniformemente limitados, ou existe uma subsequéncia finita ou infinita de veias de o
cujos comprimentos convergem para oo. Como Y é localmente finito, todas as arestas
ordem-essencial, em uma bola grande arbitraria ao redor de o, podem ser removidas em

alguma etapa finita. Pegando uma subsequéncia, podemos assumir que a sequéncia de

veias se estabiliza em alguma veia finita de o em [E* < o], ou seja, ou existe uma veia
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finita limitando, ou o segmento inicial de alguma veia de o em [EY < o], de comprimento
fixado, eventualmente se estabiliza na sequéncia, e nesse caso temos uma veia infinita
limitando. Mas, em ambos os casos, a veia limitante estard em [EY < o]\ {o1,...,0,},

para cada n, portanto em []IY < o]. Logo, o cai em []IY < o]. ]

Teorema 3.39. Seja I' um grupo qualquer e Y um grafo com I'-ac¢ao livre, cocompacto,
1sto é I’\}A/ € finito, e ordenado, tal que todas suas arestas sao ordem-inessencial. Entdo

Y € uma floresta e F(T\Y) = 0.

Demonstracdao. Suponha, por contradicao, que Y ndo é uma floresta, entao ele possui
um circuito simples nao trivial. Note que esse circuito estda em uma componente de Y
e a ordem nas arestas da componente é total, portanto existe uma aresta maximal 7 no
circuito. Assim, o resto do circuito forma uma veia finita de 7 em [Ef/ < 7], entdo 7T é
uma aresta ordem-essencial em 17, o que contradiz nossa hipotese. Portanto, Y é uma
floresta.

Mostraremos que 7(I'\Y) = 0. Seja Y’ uma componente de Y e seja I := Stabp(Y”),
entdo como Y := T'\Y', teremos Y’ := I"\Y’ uma componente de Y. Agora, como ¥ é um
grafo cocompacto, F\Y é finito e a componente Y’ = I \Y’ também sera finita. Portanto,
como Y’ é uma componente qualquer de Y, é suficiente provar que 7(Y') = 0 e entao
teremos 7(Y') = 0.

Note que Y’ é simplesmente conexo e I” age livremente em Y”, entdo IV é o grupo

fundamental de Y’. Assim, usando o Lema 3.29, temos:
F(Y') = F(['\Y") = 7(I") = maz{0, rank(T’) — 1}.

Vamos supor que 7(Y”) # 0 e com essa suposigao construir um caminho que possua
uma aresta ordem-essencial para Y, chegando numa contradicao com a nossa hipotese.
Supondo entao que T(Y') # 0, I devera ter posto pelo menos 2 pelas igualdades acima.
Considere entao quaisquer dois elementos g e h pertencentes a alguma base em I". Sejam
ly e lj, seus raios em Y’, isto é, dados dois caminhos finitos p e ¢ em Y7, ly e Iy, serao con-

catenagoes periddicas biinfinitas sem cancelamentos da seguinte forma, respectivamente:
g g pgp gD
oh2q-hlqoq-hg-RPq- ...
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Seja EP o conjunto de arestas em p. Como p esta em uma componente de f/, a restricao
da ordem em EY para EP é total, e entao existe uma aresta maximal & em EP. Note que
teremos g& # &, pois g é elemento da base e a acao é livre. Entao, podemos assumir que

&> g€ ou & < g€ Assumindo que £ > g€, como a ordem é invariante a esquerda, teremos

>SS E> gE > P> L

Por & ser aresta maximal em EP, para cada 7 € EP \ {{}, temos £ > 7 e entdo
g"& > ¢g"r, para todo n € Z. Portanto, para cada n € Z, a aresta ¢"£ é a maior aresta
no raio ¢"p - ¢"'p - ¢""p - ... Se removermos algumas arestas iniciais e renomearmos
ciclicamente o caminho p, podemos assumir que ¢"¢ é a aresta inicial nesse raio. Agora,

se assumirmos que & < g& entao teremos

< g <g << gt <<

e, como antes, ¢"¢ > ¢"7 para 7 € EP \ {£}. Assim, ¢"¢ serd a maior aresta no raio
" 2p - " p - ¢"p, e podemos assumir que ¢"¢ é a aresta terminal.

O mesmo pode ser feito para h e [, considerando n a aresta maximal em ¢ e escrevendo
inequacoes similares. Temos entao quatro casos a considerar: & > g€ en > hn, £ > g€ e
n<hn &<gfen>hn e <gfen < hn Vamos assumir o primeiro, £ > g& e n > hn,

os demais casos serao analogos. Sendo assim, teremos dois raios
n n+1 n+2 k k+1 k+2
gp-9g" " p-g""p- ... e h¥q-h" " q-h""q- ...

onde suas respectivas arestas iniciais ¢"¢ e h*n sdo as maiores arestas desses dois raios.
Como g e h sao elementos distintos da base, esse raios eventualmente tornam-se dis-

juntos quando n e k crescem. Podemos conectar os vértices iniciais desses dois raios por

um caminho finito 7, removemos autointersecoes e pegamos n e k suficientemente grandes

para obter um caminho biinfinito
gl gyl grpm e Ry R L 2

Veja o desenho dos dois raios ligados pelo caminho finito r:

hkq hk+1q hk+2q hk+3q
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Agora, considere w a aresta maximal dentre as arestas em 7 e as aretas ¢"¢ e h*7. Note
que cada aresta diferente de w no caminho biinfinito definido acima é estritamente menor
que w. Entdo w é aresta ordem-essencial para Y’. Como Y’ é uma componente de Y, w é
aresta ordem-essencial para Y, o que é uma contradicao com a hipdtese de que todas as

suas arestas sao ordem-inessencial. Portanto, 7(Y”) = 0 e, assim, 7(Y) = #(T'\Y) = 0. O

Observagao 3.40. Mostramos no teorema acima que 7(Y) = 0, e por Y = F\Y ser
finito, essa condicao implica que Y € um jardim finito, ou seja, uma uniao disjunta de

arvores e flores, pois sao esses elementos que possuem posto reduzido igual a zero.

Veremos agora que se considerarmos Y sob algumas condigoes, entao o posto reduzido
do grafo quociente Y serd igual a cardinalidade do conjunto de arestas ordem-essencial

maximal de Y, e esse sera o principal resultado utilizado na demonstracao da conjectura.

Teorema 3.41. Sejam I' um grupo qualquer e Y um grafo com I"-ac¢ao livre, cocompacto
e ordenado e considere Y = F\Y, EY = F\EY, IV = F\]IY/. Entio EY ¢ o conjunto

essencial mazimal em Y e, em particular, 7(Y) = #EY .

Demonstracdo. Inicialmente, considere Y(IV) := Y \ E¥, ou seja, o grafo quociente Y’
apenas com o conjunto de arestas ordem-inessencial, sem o conjunto de arestas ordem-
essencial. Seja o € E?, entao pela Proposicao 3.38, o tem uma veia em []IY/ < o).
Por Y ser uma floresta, essa veia serd infinita. Considere agora a aplicagao quociente
q:Y — Y. Note que cada raio da veia infinita em []I? < o] seré levado nao injetivamente
pela aplicagdo ¢ no quociente finito Y(]IY). Como a I'-acao em Y é livre, a aplicagao
quociente g é um recobrimento (veja Exemplo 2.44). Assim, a estrela de cada vértice
v € VY ¢ levada bijetivamente na estrela do vértice ¢(v) em Y, entdo a imagem de
cada raio da veia infinita pela aplicacao quociente precisa ter pelo menos um laco em
Y (IY). Entao, a componente de Y (I'") contendo g(a(c)) ndo é uma arvore, assim como a
componente contendo g(w(o)). Logo, pela caracterizacdo dada para conjuntos essenciais
apds a Definicao 3.23, EY ¢ essencial em Y.

Agora, note que as arestas em IV sio ordem-inessencial em Y, entao elas permanecem

ordem-inessencial no grafo menor )A/(]I?) =Y \ E”. Pelo Teorema 3.39, como todas as

arestas em Y(]IY) sdo ordem-inessencial, entdo 7(Y (I')) = 0. Portanto, por E¥ ser um
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conjunto essencial em Y temos 7(Y \ E) = 7#(Y) — #EY e, assim, E¥ é um conjunto

essencial maximal em Y, pois
T(Y(I) =7(Y \E") =7(Y) - #E" =0
e, entdo, 7(Y) = #EY. O

Com esses resultados, podemos provar agora que a conjectura é valida. Para isso,
sendo A\I'/B o conjunto de classes laterais duplas AgB, onde g € I', vamos considerar
de maneira andloga & segao anterior, s : A\I'/B — I uma segao da aplicacdo quociente

I' - A\I'/B. Além disso, seja z € s(A\I'/B) tal que A® N B é nao trivial.

Teorema 3.42 (SHNC). Seja I' um grupo livre e sejam A e B subgrupos finitamente

gerados de I'. Entao
> F(A"nB) <T(AF(B).

zes(A\T'/B)
Demonstragao. Inicialmente, considere o sistema de grafos construido anteriormente (3.5),
o qual chamamos de I'-sistema gerado pelas imersoes « e [ e pela projecao px, onde o
quadrado da frente é o diagrama pullback formado pelo produto fibrado SdeY e Z sobre
X , 0 quadrado de tras é o diagrama pullback formado pelo produto fibrado S de Y e Z

sobre X e as setas diagonais sao aplicacoes quocientes:

S v Z
w w
B
|
Y — | X_ |5
\ y{
by
yoa %

Podemos colocar uma ordem I'-invariante no conjunto EX de arestas do grafo X, como
a definida anteriormente no comecgo da secao. Essa ordem pode ser puxada para tras de
X para cada folha de Y, Z, S pelas folhagens &, B, Qo [i.

Como S é 0 produto fibrado de Y e Z sobre X , podemos considerar a aplicacao inclusao

nas arestas ¢ : ES & EY x EZ, onde para 7 = (y,2,0) € S temos:
¢(7) = ((7), 0(7)) = ((y, 0), (2,0)).
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Como as folhagens fi e 7 comutam com a ['-acao pelas propriedades da I'-acao apds a
Definigao 3.25, dado g € ' temos ¢ - i(7) = i(g7) e g - v(7) = v(g7). Entao, a aplicagao
¢ induz uma aplicacio ¢ : E° — E¥ x EZ nos respectivos conjuntos quocientes. Vamos
provar que ¢ ¢ injetiva.

Sejam 7 = (y,z,0) e 7 = (y,2',0') € S e suponha que, para g,h € T, u(y/,2',0') =
u(g-(y,z,0)) ev(y,2,0') =v(h(y,z,0)), ouseja, (y',0') = (gy, go) e (¢, 0') = (hz, ho).
Entao,

o' =qgo=ho= go=ho=g=h,

pois a T-aciio em X é livre. Portanto, (v, 2',0") = (gy, gz, go), assim, (y, z,0) e (i, 2, 0")
estdo na mesma orbita de I'. Em outras palavras, provamos que o(7') = o(I' - 7) = 7' =
I' - 7, portanto ¢ ¢ injetiva.

Vamos considerar agora o conjunto de arestas ordem-essencial dos conjuntos de arestas
Joud ,EY,EZ . Pelo item ¢) do Lema 3.37, folhagens levam arestas ordem-essencial em
arestas ordem-essencial, assim ﬂ(ES ) C EY e ﬁ(]ES ) C EZ. Podemos considerar também
o quociente desses conjuntos por I', denotando EY := F\E? C EY, E? = F\IEZ C EZe

ES = F\ES C ES. Obtemos assim, o seguinte diagrama:

ES v EZ
NN
I RS v EZ
EY i
AN
Y

Agora, note que podemos restringir a aplicacao ¢, definida acima, para ES tomando
valores em EY x IEZ, ou seja, obtendo uma aplicacao ¢ : ES — EY x EZ. Da mesma
forma, essa aplicacao induzird uma aplicacdo injetiva ¢ : E® — EY x EZ nos quocientes.
Entdo temos #E° < #EY #EZ.

Pelo Teorema 3.41, segue que 7(S) < 7(Y)7(Z). Note que, pela Observagao 3.26,
Y = F\f/ =A\Ae 7 = F\Z =~ B\B. Portanto, por essa observagao e pelo Lema 3.29
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temos:
7(S) < T(A\A)T(B\B) =T(A)7(B).
Resta mostrar entao que 7(S) = Z 7(A* N B).
z€s(A\I'/B)
Para isso, considere a I'-acao diagonal a esquerda em (I'/A) x (I'/B) e a aplicagao
0:s(A\I'/B) — (I'/A) x (I'/B)
r — (z7'A/1B)
Note que 0 é injetiva, pois dados z,z’ € s(A\I'/B) distintos, temos
O(x) = (x7'A1B) # (2 "'A, 1B) = ().
Além disso, podemos mostrar que a imagem de 6 intersecta cada I'-6rbita em (I'/A) X

(I'/ B) exatamente uma vez, ou seja, dado um elemento (gA,zB) € (I'/A) x (I'/B), onde

1,z € I' | queremos ver que
0(s(A\L/B)) N (T - (¥A,ZB)) = {(z 7' A, 1B)}.

De fato, existe um elemento z € s(A\I'/B) tal que ¥ 'z € AzB. Entdo, se a € A e

b€ B temos § 'Z = arb = zb~ ! = Jax. Assim,
zh - (27'A1B) = (b2 A 20 ' B) = (Jaxx A, ZB) = (A, ZB).

Portanto, I' - (A, ZB) contém (2 'A,1B) = 6(x), onde = € s(A\I'/B). Para provar a

unicidade, considere z, 2’ € s(A\I'/B) tais que para g € I, temos
g-(v7'A1B) = (27 1A, 1B) = (g 'A,gB) = (1A, 1B).

Assim, g € B e

1

griA=2""A=dgr ' A= A= g c A= dgr ! =a= o =07y

Logo, . = a '2'g € Ax’B e como x € AxB, segue que = = 2.

Isso mostra que o conjunto {S,-141p/z € s(A\I'/B)} tem exatamente uma folha em
cada I'-6rbita do conjunto das folhas F (S ) de S. Além disso, vamos calcular o estabilizador
da folha S,-141p:

v € Stabp(Sy-1418) © (v 'A,yB) = (z7'A,1B) & vz *A=2"'A,yB =B

& yextAxr,y € B.
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Entao, o estabilizador de S,-1415 é A* N B e, como visto anteriormente, S = U Sy 2,
y?Z

assim, temos

s=n\$=n\( U S)= U @nB\Sum

(y,2)e(l/A)x(I'/B) zes(A\I'/B)

Pelo Lema 3.29, segue que

T(S)= > F(A"NB\S;as)= Y. T(A"NB).

z€s(A\T'/B) z€s(A\T/B)
Portanto, »  T(A"N B) <F(A)F(B). O
z€s(A\I'/B)
Assim, estd demonstrada a versao forte da conjectura de Hanna Neumann e, portanto,

a Conjectura de Hanna Neumann é verdadeira.

3.4 A demonstracao de Warren Dicks

Em 2011, apds estudar as demonstracoes da conjectura dadas independentemente por
Joel Friedman em [10] e Igor Mineyev em [17], Warren Dicks apresentou simplifica¢oes
para as duas versoes. A que nos interessa € a simplificacao dada para a versao de Mineyev
(veja em [8]), a qual utiliza teoria de grafos. A demonstragdo que faremos sera baseada
também em [9], que é um e-mail que Warren Dicks enviou ao préprio Igor Mineyev.
Para a construcao da demonstragao de Dicks, vamos considerar I' = I'(a, b) grupo livre

de posto dois e G, A e B subgrupos de I'. Nosso objetivo é provar o teorema abaixo:

Teorema 3.43 (SHNC). Seja I' grupo livre e sejam A e B subgrupos finitamente gerados
de I'. Seja S um subconjunto de U tal que a aplicagio S — A\I'/B, dada por s — AsB,
¢ byetiva. Entao

> F(A"NB) <T(A)T(B).

zes

Seja T' o grafo de Cayley de I', entao 7' é uma &arvore e [' age livremente em 7'. Para

cada subgrupo G de I', seja Tz a menor G-subarvore de T, ou seja, Ty é G-invariante:
Vg € G,g-Tg C Tg. Considere entao o grafo quociente G\T¢, cujo grupo fundamental

serd o préprio grupo G. Note que essas defini¢oes sao similares com as definidas na
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subsecao anterior 3.3.1, de construcao de folhagens e sistemas. Entao, pelo Lema 3.29
segue que 7(G\T¢) = 7(G).

Agora, se A < @, temos a inclusao natural Ty — Tg, a qual induz uma aplicagao
A\Ty — G\Tg. Entao, se considerarmos a intersecio A N B, temos AN B < A e

AN B < Be, assim, Tang C Ty e Thnp C Ts. Logo, existe a aplicacao injetiva:
(A N B)\TAQB — A\TA X B\TB

Observagao 3.44. O grafo quociente (AN B)\Tanp pode ser visto como o descrito no

Exemplo 2.15, o qual é um subgrafo do grafo produto direto A\Tx x B\Tg.

Note que, como A e B sao subgrupos finitamente gerados, a intersecao AN B também
é. Além disso, cada componente conexa na imagem corresponde, por conjugacao, a um

subgrupo z 1Az Ny ' By. Assim, temos a aplicacdo natural injetiva:

J (A" N B\Taerp —> A\Ta x B\T.

z€eS

Note que o grupo fundamental do grafo (AN B)\T a=np, como observado, serd o grupo

A* N B. Entao,
S FATNB) = 3 F((A* N B)\Taens)

zeSs zesS

serd limitado por causa da aplicagao injetiva definida acima.
Agora, suponha que para todo G < T exista uma G-subarvore 7T¢, em particular para

os subgrupos A, B e A® N B, tal que existe a aplicagao injetiva

JA" N B\Taens — A\Ta x B\T3,

TE€S

e que, para cada, G < I satisfaga
7(G) = |G\Ee|. (3.6)

Se restringissemos a aplicagao acima para o conjunto de arestas de cada subdrvore,

terfamos pela injetividade da aplicacao

D 1(ATN B\ET | < JA\ETA||B\E"?|.

z€eS

69



E, assim, pela igualdade (3.6) estaria provada a conjectura:
> F(A*NB) <T(A)F(B). (3.7)
zeS
Mostraremos que as subarvores satisfazendo as condigoes acima existem, provando,
assim, o teorema desejado.
Para essa construgao, considere 7' o grafo de Cayley do grupo livre I' gerado por
S = {a, b}, entdo, pela Definicio 2.29 do grafo de Cayley, V' =T e ET =T x S. Vamos
ordenar o conjunto de arestas E7 de T lexicograficamente, colocando ordem invariante &
esquerda em I' e ordem total no conjunto S = {a,b}. Entdo a ordem lexicografica em E”
¢ I'-invariante a esquerda e vamos denotéa-la por <.
Definida essa ordenacao, podemos definir dois conjuntos fundamentais para o que

queremos provar, o conjunto de pontes e ilhas da subarvore Tg.

Definicao 3.45. Uma aresta e € ET¢ ¢ uma ponte se existe algum caminho biinfinto
em Tq, isto é, uma reta infinita nas duas direcoes tal que cada vértice tem valéncia 2,
no qual e é a maior aresta em relagdo a ordem <. Denotaremos por B(G) o conjunto de

pontes de Tg.

Definigao 3.46. Cada componente conexa de Tg \ B(G) € chamada uma ilha de Tg.

Denotaremos o conjunto de ilhas de T, por 1(G).

Observacao 3.47. 1. Considerando a ordem estabelecida, o conjunto B(G) € invari-
ante pela acdo de G, jd que a ordem € invariante a esquerda, e essa a¢ao € livre,
pois para e € B(G) temos g-e # e para todo 1 # g € G. Assim como, o conjunto

de ilhas I(G) serd G-invariante, pelo mesmo argumento utilizado para o conjunto

B(G).

2. Note que as definicoes dos conjuntos de pontes e ilhas assemelham-se, respectiva-

mente, com os conjuntos de arestas ordem-essencial e ordem-inessencial vistos na

Definicao 3.37.

Agora, para cada subgrupo G de I' vamos definir a subarvore que desejamos para

provar o resultado principal.

70



Definicao 3.48. Para cada G < T, seja Tg a G-subdrvore com conjunto de arestas

E’¢ = B(G) e conjunto de vértices V¢ = I(G).

Note que o grafo T é um subgrafo do grafo T;. Além disso, se A < G temos Ty C Tg,
entao se e é uma ponte de T, e serd uma ponte de T. Isso induz uma aplicagao injetiva
Ta — T e, assim, temos a aplicagao A\Tx — G\7T¢.

Entao, voltando a considerar os subgrupos A, B e A* N B e as respectivas subarvores

Ty, Ts e Threqp, a aplicacao injetiva U(A’” N B\Taznp —> A\T4 x B\Tp induz a

x€eS
aplicacao injetiva nas novas subarvores que acabamos de definir:

A" N B\Taers — A\Ta x B\T5.
€S
Portanto, como observado anteriormente, para provarmos a conjectura (3.7) resta

mostrar que para cada subgrupo G' < I' temos

7(G) =|G\E™| = |G\B(G)|. (3:8)

Para isso, vamos analisar os possiveis valores do posto do grupo G e provar alguns
resultados necessarios para chegarmos a essa conclusao.

Note que se rank(G) = 0, o grupo G é trivial, entao tanto T¢; como B(G) sdo conjuntos
vazios, assim 7g € vazio e 7(G) = 0 = |G\B(G)|. Logo o resultado ¢é vélido. Quando

rank(G) = 1, temos o seguinte teorema:
Teorema 3.49. Se G = (g), onde g € I' \ {1}, nao existem pontes em Tg.

Demonstragao. Seja g € I'\ {1}, se G = (g) entao T, = Ty é justamente o caminho
biinfinito de g, ou seja, a reta infinita em ambas as dire¢oes com vértices de valéncia 2, e
serd o unico da subarvore.

Considere em Tz um vértice v qualquer e p o caminho ligando v e gv. Seja e a maior
aresta em p em relacdo a ordem < estabelecida. Mas note que se ge < e entdo e < g ‘e,
pois a ordem é invariante & esquerda, e teremos --- < gp < p < ¢~ 'p < .... Logo ndo

exite maior aresta nesse eixo, ou seja, nao existe ponte em 7.
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No caso do teorema acima, B(G) é um conjunto vazio e teremos que Tg é uma ilha.

Agora, quando rank(G) > 2 podemos provar que B((G) serd nao vazio:
Teorema 3.50. Se rank(G) > 2 entdo B(G) € um conjunto nao vazio.

Demonstracao. Vamos supor que G é um grupo livre de posto dois. Suponha que g,h € G
geram G e consigere os caminhos biinfinitos de g e h, ou seja, Ty e Ty, como considerado
no Teorema 3.49 anterior. Sejam v um vértice qualquer em T4 e p o caminho reduzido
ligando v a gv, w um vértice em Ty e r o caminho reduzido ligando w a hw. Considere
também ¢ um caminho reduzido de menor comprimento possivel ligando Ty, e Tjyy nos

vértices v e w. Podemos substituir g por ¢! no eixo Ty se preciso, e assim obtemos:

U
S gp P 97'p 9% Tt
q
NN CE————.
- h_37~ h—2r h—lr p o “e T<h>
Agora, considerando apenas uma parte do caminho biinfinito de g (... - ¢*p - gp - p),

diferentemente do caso do teorema anterior, podemos assumir que a maior aresta e de p
em relagao a ordem < satisfaz ge < e. Do mesmo modo, podemos ter uma maior aresta
em ¢ e em 7. Entdo, o caminho reduzido biinfinto ...-¢?p-gp-p-q-r-hr-h*r-... possui
uma maior aresta em p - q - r. Portanto, Tz possui pelo menos uma ponte e B(G) é um

conjunto nao vazio. O

Para o préximo resultado, considere I uma ilha arbitréria do conjunto de ilhas I(G)

eseja Gy ={g € G | gI C I} o estabilizador dessa ilha.

Teorema 3.51. Se G € finitamente gerado e nao trivial, entdo os estabilizadores das ilhas
500 Nao triviais.

Demonstrag¢ao. Seja I uma ilha arbitraria de I(G) e v um vértice qualquer em /. Como
G # {1}, existe algum caminho infinito p em T comegando em v. Defina

N :=|G\E"¢| + 1

e note que, como G ¢ finitamente gerado, o quociente G\ E’¢ ¢ finito, portanto |G\ E*¢|

é finito e, assim, N é um numero finito.
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Sejam ey, e, ..., e, pontes de Ty com distancia no maximo N do vértice v escolhido,
de modo que e; > e; > ... > e,. Considere o menor 7 tal que o caminho p atravessa a

ponte e;.

v p

Podemos substituir a calda do caminho infinito p de e; em diante por um caminho em

T formado por arestas de comprimento menor do que e;. Desse modo, a aresta e; deixara

de ser ponte para esse caminho p. Como temos s pontes que distam no maximo N de

v, depois de fazer s de tais substituicoes de caldas, obtemos um novo caminho infinito p

comecando em v que nao atravessa nenhuma ponte em uma distancia de no maximo N
de v.

Entao, as primeiras N arestas de p estao em [ e, assim,
|EY| > N = |E'| > N —1=|G\E"|.

Logo, existe e € E'¢ e g € G tal que e € E!, ge € E' ¢ ge # e, entao gI N1 # 0.
Portanto, existe g € G; = {g € G|gI C I} e G; # {1}.
Entao, como escolhemos uma ilha arbitraria I de I(G), o estabilizador de cada ilha de

I(G) serd nao trivial. O

Agora, usando os teoremas anteriores, vamos ver que, para cada I € I(G), temos
rank(Gr) = 1. De fato, G; é um fator livre de G e T, estd em I. Entao, B(Gy) estd em
I(G) =T\ B(G), mas por outro lado também estd em B(G), logo o conjunto de pontes
B(Gy) é vazio, ou seja, nao existem pontes em G;. Pelo Teorema 3.50, rank(Gyr) < 2 e
como Gy # {1}, segue que rank(Gy) = 1.

Provado isso, vamos ver de que maneira o grafo quociente G\ T esté relacionado com
7(@), pois G pode nao agir livremente em 7g.

A ideia é ver o grupo G como grupo fundamental de um grafo de grupos especificos,
como definimos na Secao 2.5. Nesse caso, vamos considerar G como o grupo fundamental
do grafo de grupos (G, G\7¢) associado ao grafo quociente G\ 7. Entao, consideraremos
o grupo de vértices G;, para i € V¢, como sendo o estabilizador de uma ilha de T¢, e o
grupo de arestas G, onde e € E7¢, como sendo o estabilizador de uma ponte de 7.

Vamos calcular agora a caracteristica de FEuler do grupo G. Para isso, temos uma

definigao generalizada de caracteristica de Euler, a qual foi definida por Serre em [24].
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Defini¢ao 3.52. Seja G o grupo fundamental de um grafo de grupos (G,Y’), composto
pelo grupo de vértices G, com v € VY e pelo grupo de arestas G., onde e € EY | entio a

caracteristica de Euler x(G) de G € definida como:

ievy ecEY
Assim, no caso em que o grupo G é grupo fundamental do grafo de grupos (G, G\ 7s),
temos que G, = {1}, pois a acdo de G no conjunto E7¢ = B(G) é livre, e entdo o conjunto
B(G) possui estabilizador trivial. Logo, teremos x(G.) = x({1}) = 1 e a caracteristica
de Euler de G sera:

X(@) = Y xG)- Y x(G)

i€G\I(G) e€G\B(G)

= 2 XG)- 1
iE€G\I(G) e€G\B(G)

= Y x(G)—|G\B(G)|.
iEG\I(G)

Agora, como 7(G) = maz{0, —x(G)}, se G é nao trivial temos 7(G) = —x(G). Por-

tanto, se Z X(G;) = 0 seguird o resultado (3.8) que queremos: 7(G) = |G\B(G)|.
ieG\I(G)
Note que, pelo Teorema 3.51, se GG é finitamente gerado, as ilhas possuem estabilizado-

res nao triviais e concluimos que rank(Gy) = 1. Entao, x(G;) = 1 —rank(G;) =1—-1 =0,

para cada i € G\I(G). Logo, segue que
7(G) = [G\B(G)|.

Observacao 3.53. Como observado anteriormente, se G € o grupo trivial jd temos que

7(G) = |G\B(G)|. Agora, se G nao € finitamente gerado, teremos:

T(G) = —x(G) =|G\B(G)| = Y x(Gi) <|G\B(G)|.

i€G\I(G)

Entao, se T(G) = oo sequird que |G\B(G)| = oo, e o resultado (3.8) valerd da mesma

maneira.

Portanto, o Teorema SHNC 3.43 estda demonstrado.
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3.5 O limitante superior é sharp

Agora, provada a conjectura, dados dois subgrupos finitamente gerados A e B do grupo
livre I', de postos m e n, respectivamente, se N é o posto da intersecao desses dois
subgrupos, sabemos que N —1 < (m—1)(n—1). Pensando nisso, uma questao interessante
¢ questionar-se se esse limitante é o melhor possivel. Nesse sentido, no ano de 2005,
Richard Kent mostrou em [14] que todos os ntimeros entre 0 e (m — 1)(n — 1) + 1 podem
ocorrer como posto da intersecao de A e B e, assim, o limite superior sugerido pela
conjectura nao pode ser melhorado. Nesse caso, dizemos que o limitante superior é sharp.

Para essa demonstracao, precisamos provar o teorema abaixo e, na sequéncia, um

corolario do mesmo nos garantira que o limite superior é o melhor possivel.

Teorema 3.54. Seja I' = I'(a,b) um grupo livre de posto dois. Sejam

H = (a,bab™t, ... bPabF pFHlgn—lp= (kD pht2gnp=(t2)  pm=lgnp=(m=1)y ¢

K = (byaba™, ..., a" ba= "V subgrupos de T', onde 0 <k <m—2e0<1[<n-—1.
Entao rank(Hy; N K) = k(n —1) + 1.

Demonstragao. Seja X um buqué de dois circulos tal que 71 (X ) = I'. Seja H um subgrupo
finitamente gerado de I', logo existe um recobrimento X (H) de H tal que m(X(H)) = H.
Entao, dados os dois subgrupos H, K < I' temos os grafos finitos associados a cada um
deles e, assim, podemos construir o grafo de sua interse¢ao (veja Exemplos 2.14 e 2.15).
Analisando esse grafo, podemos obter o valor do posto da intersecao desses subgrupos,
como visto na Observacao 2.41, e, assim, chegar no resultado desejado.

Para desenhar os grafos dos subgrupos e da intersecao, inicialmente vamos fixar o valor
k = m — 2 e variar o valor de [, sendo que, para ser possivel fazer o desenho do grafo,

daremos valores para m e n.

e Casok=m-—2,l=n—1.

Mgt = (@ bab™t, L WRab R W e MDY e ) = (b,aba!, L @ e ).
Tomandom =4 en =4, temos k =2 en—1[ =1, assim os subgrupos obtidos serao:
Hy 5 = (a,bab™", b*ab > b°ab™?) e K = (b,aba™",a’ba"?, a’ba™).

Para desenhar os grafos dos subgrupos acima, utiliza-se a ideia descrita apds a

Definicao 2.13, ou seja, considera-se um vértice base e os caminhos que saem e
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retornam para esse vértice sao os geradores do subgrupo. As arestas serao marcadas
pelos geradores do grupo livre I'; isto é, por a e b e, para facilitar o entendimeto,
vamos considerar sempre que as arestas com um pequeno triangulo (>) no centro
representarao as arestas marcadas por a e as arestas sem o triangulo as marcadas
por b. Além disso, o vértice base sera sempre o primeiro vértice do lado esquerdo

do grafo. Desse modo, os respectivos grafos serao:
H;S : @ Q Q @ K : QM

Agora, analisando os dois grafos acima e seguindo a ideia da construcao descrita no

Exemplo 2.15, obtemos o grafo da intersecao. Esse grafo sera marcado pelos elemen-
tos da base de I' e seus vértices pertencerao ao conjunto V7 x VX Assim, formamos
os possiveis pares ordenados com os vértices dos grafos acima e em seguida, para
descobrir quando eles serao conectados por uma aresta marcada por a ou por b,
analisamos coordenada a coordenada dos pares, vendo se sao ou nao conectados nos
grafos H e K. Seguindo essa ideia, o grafo da intersecao dos subgrupos H;{S e K
acima, sera:

HysNK :

Fazendo a contagem do ntimero de vértices e arestas do grafo acima, pela Observacao

2.41, obtemos:

rank(Hp, N K) = 120K 0K 11 =9 = (m—1)(n—1) = k(n—1) +1.

Casok=m—2,l=n—2.

H7 oy ={a,bab™, ... bFab™ b e D) e K = (b aba™, ..., a"tba™ ("),

Tomando m =4 en =4, temos k = 2 en — [ = 2. Seguindo a mesma ideia da
construcao anterior, o grafo H serd modificado e grafo de K permanecerda o mesmo:

HQ{Q = (a,bab™ ", b*ab %, b°a’b?) e K = (b,aba™", a*ba"?, a*ba"")

H§,23 M K: M
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O grafo da intersecao sera diferente do anterior, teremos arestas diagonais en-
trelagadas no lado direito do grafo, onde ambas representam arestas marcadas por

a.

HyyNK :

SN NN

Analisando novamente o grafo, temos:
rank(Hy, NK)=8=(m—1)(n—1)—1=k(n—1)+1.

Considerando o caso em que k = m —2 e [l = n — 3 e construindo os grafos de maneira

analoga a apresentada acima, obtemos que

rank(H)"

m—2n—

sNK)=(m—-1)n—1)—2=k(n—1)+1.
Seguindo com essa construcao, para o caso [ =n — 7, onde 1 < 5 < n, teremos:

rank(Hy 5, ;NK)=(m—-1)(n—1)—(j—1) (3.9)

Note que o posto acima é igual a k(n — 1)+l quando k=m —2el=n—j.

Faremos agora o caso em que [ = 0 e construiremos o grafo associado a H; ,, N K.
Para isso, consideraremos novamente que m = 4 en = 4, entao k =2 en—101 =4, e
teremos os subgrupos H;O = (a,bab*,b%ab 2, b%a*b3) e K = (b,aba™", a*ba™?, a*ba™?).

Construindo os grafos da mesma maneira que as anteriores, obtemos:

Hgl,o: M K M

O grafo da intersecao tera novamente arestas diagonais, todas marcadas por a:

HyoNK: e
=
e
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Note que nesse caso o posto da interseqao serd rank(Hy jNK) =6 = (m—1)(n—1)—3,
satisfazendo a igualdade (3.9).

Agora, desenharemos o grafo da intersecao H, ~. 3n 1 N K e veremos que ele pos-
sui o mesmo posto do grafo da intersecao acima, do caso [ = (. Para isso, se to-
marmos os valores m = 4 e n = 4, teremos 0s sugrupos H173 = (a,bab ', b*ab™?) e

K = (b,aba™', a*ba™?, a*ba""). Entdo:

Hig: w K:M&

HisNK :

Note que esse grafo difere do grafo H;{O N K apenas por arvores anexadas nos vértices
do lado direito, e que o posto da intersecao sera o mesmo, ja que as arvores anexadas
deixam o posto intacto. De fato, temos rank(Hi3 N K) = 6 = rank(Hy, N K). Assim,
de modo geral teremos que rank(H}_, N K) =rank(H" 5, N K).

De maneira analoga, podemos relacionar outros grafos da intersecao desses subgrupos
H'y e K. Por exemplo, o grafo associado a H,,, 3, o N K difere do grafo H;~ 2o N K

m—3,n—

apenas por arvores anexadas em alguns de seus vértices, como segue abaixo.

o HI o o= {(a,bab ', .. b o= (WD) ph2gnp=(hi2)y
K = (b,aba™?,...,a" tha=™""D)

Para o caso especifico de m = 4 e n = 4, temos:
Hyy = (a,bab", b%a®b~2,b%a’b™?)
K = (b,aba™", a*ba™?, a®ba™?)

HﬁQ : ; K
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H420K \

o
=

o HI 3. o= {abab! ... b"Fla"Tp=(FH))
K = (b,aba™", ..., a" tba~ ")

E para o caso especifico de m = 4 e n = 4, temos:
Hiz = (a,bab™*, b*a*b™?)
K = (b,aba™", a*ba™?, a*ba")

HiQ: MA K:QM

HfzﬂK: /0

P
b

e

Note que ambos os grafos da intersecao H fQ NKeH ?,2 N K possuem o mesmo posto:

rank(Hy, N K) =k(n—1) +1=5=rank(H}, N K).

Como observado, o posto da intersecao desses grupos nao se altera com o anexo de
arvores em seus vértices. Entao, podemos concluir a demonstracao por inducao em m, da
maneira como descreveremos agora.

Fixemos os valores de n, [ e k, sendo que esse ultimo dependera do valor de m.
Observando o que fizemos anteriormente, para o caso m = 4 temos vélido rank(H;,NK) =
k(n — 1) + [. Suponhamos que o resultado vale para o caso m — 1.

Note que, comparando os grafos H; o N K e H}'~ ;n 1 Hy s, oNK e HY” ;n ,NK,

que diferem por arvores anexadas em alguns de seus vértices, obtemos o mesmo posto da
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intersecao em cada caso. Entao, podemos comparar todo grafo da intersecao em que H
tem indice m com um grafo da intersecao de mesmo posto em que H tem indice m — 1,
e, assim, o resultado segue por inducdo. Portanto, rank(H;", N K) = k(n — 1) + 1, para
0<k<m-2e0<[<n-1.

m

Agora, o corolario abaixo nos fornece os subgrupos que procuramos para provar que

o limite de Hanna Neumann nao pode ser melhorado.

Corolario 3.55. Seja F' um grupo livre e sejam m,n > 2 numeros naturais. Seja N o
numero natural tal que 1 < N —1 < (m —1)(n—1). Entdo, existem subgrupos H e K de

I', de postos m e n respectivamente, tais que o posto de HN K é N.

Demonstrag¢ao. Note que o Teorema 3.54 anterior produz os subgrupos desejados para
todo N com N —1 < (m —1)(n — 1) — 1. Para alcangarmos o limite superior, ou seja,

N—1= (m—1)(n—1), basta considerar H = (a,bab™*,... b 2ab= ("2 pm~1)y = H™

m—2n
e K =(b,aba™",...,a" %ba"? a""). De fato, teremos rank(H}r_,, N K) = N:
rank(Hy 5, NK) = k(n—1)+1

= m=2)n—1)+n
= (m—1)(n—1)+1.

Agora, vejamos que os grupos considerados sao os que procuravamos atraves de um
exemplo. Tomando os valores m = 4 e n = 4 teremos k = 2 e n — [ = 0 e os subgrupos
serao: H = (a,bab™ ', b?ab 2 b%) e K = (b,aba™',a*ba"?,a*). Faremos a construcio de

seus respectivos grafos e do grafo intersecao:

FAVALVELV SN VROt

HNK:

Note entao que rank(HNK) = 18—9+1 = 10 = (m—1)(n—1)+1, como querfamos. [
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Consideracoes Finais

A Conjectura de Hanna Neumann era um problema em aberto desde a década de 1950
e através dos trabalhos de diversos matematicos ao longo dos anos subsequentes, foi
provada ser verdadeira recentemente. Como vimos, primeiramente Howson mostrou que
a intersecao de subgrupos finitamente gerados de um grupo livre é finitamente gerada.
Em 1957, Hanna Neumann apresentou um limitante para o posto dessa intersecao e
conjecturou um limite melhor possivel. Somente no ano de 2011, Mineyev e Friedman
provaram a validade da conjectura, em trabalhos independentes, e esse resultado nos
fornece uma ferramenta muito 1til para o calculo do posto da intersecao de dois subgrupos
finitamente gerados de um grupo livre.

Uma questao natural, seria se existe um resultado analogo para a intersecao de sub-
grupos finitamente gerados de um produto livre de grupos. Em 1966, B. Baumslag em
seu artigo Intersections of finitely generated subgroups in free products, estabeleceu um
resultado anédlogo ao provado por Howson para um produto livre A x B de grupos A e
B, mostrando que se A e B possuem a propriedade de Howson, entao A * B também
possui. Em 1990, T. Soma em seu artigo Intersection of finitely generated surface groups,
foi o primeiro a obter um limitante explicito para o posto da intersecao nesse caso. Na
sequéencia, a partir do Teorema do Subgrupo de Kurosh e da definicao do posto de Ku-
rosh, que verificou-se ser o posto apropriado a ser utilizado nesse caso de subgrupos,
alguns matemdticos buscaram provar a desigualdade de Hanna Neumann para o caso da
intersegao de subgrupos de um produto livre de grupos G = *;crA;. Em 2014, Y. Antolin,
A. Martino e I. Schwabrow, provaram que o posto reduzido de Kurosh da intersecao de
dois subgrupos de um produto livre de grupos, ordenados a direita, é limitado superior-
mente pelo produto dos postos reduzidos de Kurosh de cada um deles. Esse resultado,

assim como a definicao do posto de Kurosh, pode ser encontrado no artigo intitulado
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Kurosh rank of intersections of subgroups of free products of right-orderable groups e, em
particular, é um andlogo a versao forte da Conjectura de Hanna Neumann para grupos

livres.
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