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Resumo

Neste trabalho, calculamos pela primeira vez na literatura as energias e cons-

tantes espectroscópicas rovibracionais dos sistemas formados pela amônia (NH3) e os

gases nobres Ng = He, Ne, Ar, Kr e Xe. Para o cálculo das constantes espectroscó-

picas empregamos dois métodos diferentes: Dunham e outro que utiliza as energias

rovibracionais (aqui calculadas pelo método das variáveis discretas). Em ambos

os cálculos, empregamos as curvas de energias potenciais (CEPs) do tipo Lennard

Jones convencional e aprimorada. Tais CEPs, que descrevem muito bem sistemas

com interação do tipo van der Waals, foram obtidas usando os parâmetros ajustá-

veis energia de dissociação e distância de equilíbrio a partir de dados experimentais.

Os resultados obtidos para as constantes espectroscópicas ωe e ωexe, usando as duas

diferentes metodologias, �caram em um excelente acordo entre si para todos os siste-

mas estudados NH3-Ng. Veri�camos também que os valores obtidos para as energias

dos sistemas NH3-He e H2O-He e as constantes espectroscópicas rovibracionais dos

sistemas NH3-Kr e H2O-Kr �caram muito próximas, indicando uma similaridade

muito grande entre esses complexos. Também em relação ao sistema NH3-He, per-

cebemos que apesar deste sistema ter energia de dissociação relativamente pequena

ele possui um nível vibracional e pode se manter ligado.
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Abstract

In this work, we calculated for the �rst time in the literature the rovibratio-

nal energies and spectroscopic constants for the systems formed by ammonia (NH3)

and noble gases (Ng=He, Ne, Ar, Kr and Xe). For the spectroscopic constant

calculations, we used two di�erent methods: Dunham and another one that uses

rovibrational energies (here calculated by discrete variable method). In both ca-

ses, we used the conventional and Improved Lennard Jones potential energy curves

(PECs). These PECs, that describe very well van der Waals systems, were obtained

using the dissociation and equilibrium distance adjustable parameters from experi-

mental data. The ωe and ωexe spectroscopic constant results, obtained by the two

methods used, were in excellent agreement with each other for all NH3-Ng studied

systems. We also veri�ed that the obtained values for rovibrational energies for the

NH3-He e H2O-He and spectroscopic constants for the NH3-Kr e H2O-Kr systems

were very close, indicating a very great similarity among these systems. Also in

relation to NH3-He system, we realize that although this system has a relatively

small dissociation energy it has one vibrational level and can stay bonded.
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Capítulo 1

Introdução

Os complexos de van der Waals de espécies moleculares ligadas a gases

nobres são de fundamental importância para a nossa compreensão das interações

químicas fracas. Esses complexos são modelos ideais desde que o gás nobre se com-

porte como structureless probe1 reduzindo a complexidade do modelo para descrever

a interação [1, 2].

O conhecimento das interações intermoleculares fracas, geralmente determi-

nadas pelos parâmetros de um potencial intermolecular, é uma informação necessária

para muitos cálculos de modelação em sistemas complexos tais como plasmas, la-

sers, combustões , materiais, moléculas de interesse biológico , atmosfera, química e

física a�ns [3]. Diante disso, a caracterização detalhada desses potenciais e o desen-

volvimento de funções analíticas adequadas são fundamentais para a descrição das

propriedades macroscópicas e microscópicas da matéria. Igualmente, o estudo da in-

teração intermolecular entre moléculas hidrogenadas e espécies neutras é de grande

interesse para a compreensão da presença e o papel das ligações de hidrogênio em

vários ambientes [4]. Dentro desses possíveis sistemas com ligações de hidrogênio

temos a amônia com os gases nobres, que é o foco do presente trabalho.

A amônia foi a primeira molécula poliatômica detectada no meio interes-

1Termo usado para testar somente a parte radial. A parte angular, que leva em conta o efeito

da estereodinâmica, não é levado em consideração.
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telar, e provou ser uma importante ferramenta espectroscópica no estudo desse

ambiente. Além disso, como a molécula de NH3 possui a inversão do nitrogênio

[5, 6], complexos que contém amônia também são um modelo perfeito para estudar

o acoplamento entre os modos inter- e intramolecular e a energia que corresponde à

mudança entre esses estados [7, 8]. Também é uma excelente molécula para investi-

gação das condições físicas de gás molecular denso e um bom termômetro de nuvem

molecular [9]. Bem como, na comunidade da astronomia há grande necessidade de

uma caracterização precisa de moléculas como a amônia, pois recentemente e num

futuro próximo os telescópios darão um vasto número de dados de alta resolução

que não poderão ser interpretados sem esses estudos [10].

Até o presente momento, não existem na literatura dados espectroscópicos

teóricos e experimentais de complexos envolvendo a molécula da amônia com gases

nobres, sendo o complexo NH3-Ar [11, 12, 13, 14, 15] a única exceção. Por outro

lado, Roncaratti e colaboradores [4], realizaram um estudo sistemático e consistente

da força de interacão envolvida em sistemas com gases nobres por meio de expe-

rimentos de dispersão de feixes moleculares. Com estes recursos, eles construíram

várias curvas de energia potencial para alguns sistemas, entre os quais complexos

envolvendo a molécula de amônia e gases nobres.

Neste trabalho, determinaremos as energias e as constantes espectroscópicas

rovibracionias dos sistemas envolvendo amônia e gases nobres - NH3-He, NH3-Ne,

NH3-Ar, NH3-Kr e NH3-Xe -, cujas curvas de energia potencial foram obtidas por

Roncaratti e colaboradores.

Do ponto de vista teórico estudar as propriedades espectroscópicas, assim

como qualquer outro objeto de estudo a nível atômico e molecular, exige resolver

a Equação de Schrödinger do sistema molecular, isto é, estudar o comportamento

dos núcleos e dos elétrons em uma molécula. Encontrar as soluções da equação de

Schrödinger desses sistemas é impraticável quando se tenta resolvê-la para o sistema

completo, elétrons e núcleos, sendo necessário fazer aproximações que, no caso deste

trabalho, foi usada a aproximação Born-Oppenheirmer.
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Em vista disso, para determinarmos as constantes espectroscópicas rovibra-

cionais, que são o nosso objeto de estudo, �zemos uso de duas metodologias: Repre-

sentação da Variável Discreta (DVR) e método de Dunham. A primeira, combina

as soluções da equação de Schrödinger Nuclear com uma equação espectroscópica

que associa estas soluções com as constantes espectroscópicas ligadas à contribui-

ção harmônica , ωe, contribuição anarmônica, ωexe e ωeye, constante rotacional, Be

(rotor rígido), e constante de acoplamento rovibracional, αe e γe. A segunda me-

todologia consiste basicamente na expansão do potencial em uma série de Taylor,

então relaciona-se as derivadas segunda à sétima em torno da distância internuclear

de equilíbrio, Re, com as constantes rovibracionais.

Perante o exposto, organizamos nosso estudo em 5 capítulos, onde os ca-

pítulos 2 e 3 são dedicados à fundamentação teórica utilizada no desenvolvimento

deste trabalho. No capítulo 4 são apresentados e discutidos os resultados para os

níveis de energia e constantes espectroscópicas rovibracionais dos sistemas de amô-

nia com gases nobres, assim como a comparação desses sistemas com os sistemas de

água e gases nobres [31] e os de peróxido de hidrogênio com gases nobres [32] obtidos

pelos dois métodos mencionados. No quinto e último capítulo desta dissertação são

apresentadas as conclusões a respeito dos sistemas estudados neste trabalho, além

de perspectivas para trabalhos futuros. E por �m, nos apêndices A e B temos os

fatores de conversão usados e o cálculo dos elementos da matriz energia cinética

através do método DVR para pontos igualmente espaçados de forma detalhada,

respectivamente.



Capítulo 2

Sistemas Moleculares

2.1 Desenvolvendo o Problema Molecular

Quando consideramos um sistema formado por M núcleos e N elétrons po-

demos representá-lo da seguinte forma [16]

Figura 2.1: Representação das coordenadas de um sistema molecular poliatômico.

onde os índices A e B indicam os núcleos, i e j se referem aos elétrons, RAB=|RA -

RB| é a distância internuclear de A até B, riA=|ri - RA| é a distância entre o elétron

i e o núcleo A e rij=|ri - rj| é a distância entre os elétrons i e j.

4
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Em se tratando de um sistema molecular fazemos o uso da equação de

Schrödinger não relativística e independente do tempo:

Ĥψ(r,R) = Eψ(r,R) (2.1)

sendo ψ(r,R) a função de onda do sistema, r as coordenadas eletrônicas e R as

coordenadas nucleares.

O hamiltoniano não relativístco para N elétrons e M núcleos e, por con-

sequência, para a molécula diatômica, é igual a

Ĥ =
−~2

2me

N∑
i=1

∇i
2 −

M∑
A=1

~2

2MA

∇A
2 −

M∑
A=1

N∑
i=1

ZAe
2

rAi
+

M−1∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

+
N−1∑
i=1

N∑
j>i

e2

rij

(2.2)

usando as unidades atômicas ~=me=e=1 a equação (2.2) torna-se

Ĥ = −1

2

N∑
i=1

∇i
2−

M∑
A=1

1

2MA

∇A
2−

M∑
A=1

N∑
i=1

ZA

rAi
+
M−1∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

+
N−1∑
i=1

N∑
j>i

1

rij
(2.3)

em que o primeiro termo é operador energia cinética dos elétrons, o segundo o

operador energia cinética dos núcleos, o terceiro a interação coulombiana entre os

núcleos e os elétrons, o quarto a interação coulombiana entre os núcleos e, por �m,

o quinto a interação coulombiana entre os elétrons. MA e ZA é a massa e o número

atômico do núcleo A, respectivamente.

Substituindo a equação (2.3) na equação (2.1), temos a seguinte expressão:

[
−1

2

N∑
i=1

∇i
2 −

M∑
A=1

1

2MA

∇A
2 −

M∑
A=1

N∑
i=1

ZA

rAi
+

M−1∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

(2.4)

+
N−1∑
i=1

N∑
j>i

1

rij

]
ψ(r,R) = Eψ(r,R).
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Essa equação (2.4) é extremamente complexa e solucioná-la se torna uma tarefa

muito difícil. Dessa forma, precisamos fazer o uso de aproximações para obtermos

a solução desejada. No caso desse trabalho, a aproximação usada é a aproximação

de Born-Oppenheimer (ABO).

2.1.1 Aproximação de Born-Oppenheimer

Pelo fato do núcleo ser mais massivo que os elétrons, ele se move muito

devagar. A ABO trata desse movimento, isto é, qualitativamente essa aproximação

considera o núcleo �xo com os elétrons se movimentando ao seu redor. Fazendo o

uso do teorema adiabático, que a�rma que se a perturbação num sistema for lenta

o su�ciente, o sistema possui a capacidade de ajustar-se à nova con�guração e seu

autoestado é conservado [16].

A partir desse teorema podemos aplicar a expansão adiabática na função

de onda do sitema molecular:

ψ(r,R) = φ(r;R)χ(R) (2.5)

na qual φ(r;R) é a função de onda eletrônica que depende de forma explícita das

coordenadas eletrônicas e parametricamente das coordenadas nucleares e χ(R) é a

função de onda nuclear que descreve o movimento molecular. Agora, substituindo

essa expansão na função de onda da equação (2.5), encontramos

[
−1

2

N∑
i=1

∇i
2 −

M∑
A=1

1

2MA

∇A
2 −

M∑
A=1

N∑
i=1

ZA

rAi
+

M−1∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

(2.6)

+
N−1∑
i=1

N∑
j>i

1

rij

]
φ(r;R)χ(R) = Eφ(r;R)χ(R)

que nos leva a
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−1

2

N∑
i=1

∇i
2[φ(r;R)χ(R)]−

M∑
A=1

1

2MA

∇A
2[φ(r;R)χ(R)] (2.7)

−
M∑
A=1

N∑
i=1

ZA

rAi
φ(r;R)χ(R) +

M−1∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

φ(r;R)χ(R)

+
N−1∑
i=1

N∑
j>i

1

rij
φ(r;R)χ(R) = Eφ(r;R)χ(R).

Desenvolvendo o laplaciano do segundo termo da equação acima temos:

∇A
2[φ(r;R)χ(R)] = [∇A

2φ(r,R)]χ(R) + 2∇Aφ(r;R)∇Aχ(R) + φ(r;R)[∇A
2χ(R)].

(2.8)

Por meio da aproximação adiabática percebemos que∇A
2φ(r;R) e∇Aφ(r;R)

não possuem uma contribuição signi�cativa devido à função de onda eletrônica não

sofrer uma variação considerável para uma con�guração nuclear qualquer R, por-

tanto

∇A
2[φ(r;R)χ(R)] ≈ φ(r;R)[∇A

2χ(R)]. (2.9)

A equação (2.9) representa, matematicamente, a aproximação Born-Oppenheimer.

Empregando a ABO, podemos separar a equação de Schrödinger indepen-

dente do tempo em duas partes, eletrônica e nuclear. Para tanto, vamos substituir

a equação (2.9) na equação (2.7)

−1

2
χ(R)

N∑
i=1

∇i
2φ(r;R)− φ(r;R)

M∑
A=1

1

2MA

∇A
2χ(R) (2.10)

−
M∑
A=1

N∑
i=1

ZA
rAi

φ(r;R)χ(R) +
M−1∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

φ(r;R)χ(R)

+
N−1∑
i=1

N∑
j>i

1

rij
φ(r;R)χ(R) = Eφ(r;R)χ(R),
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reescrevendo a equação acima

−φ(r;R)
M∑
A=1

1

2MA

∇A
2χ(R) +

M−1∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

φ(r;R)χ(R)− Eφ(r;R)χ(R)(2.11)

=
1

2
χ(R)

N∑
i=1

∇i
2φ(r;R) +

M∑
A=1

N∑
i=1

ZA

rAi
φ(r;R)χ(R)−

N−1∑
i=1

N∑
j>i

1

rij
φ(r;R)χ(R).

Dividindo (2.11) por φ(r;R)χ(R), chegamos a

− 1

χ(R)

M∑
A=1

1

2MA

∇2
Aχ(R) +

M−1∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

− E (2.12)

=
1

2φ(r;R)

N∑
i=1

∇i
2φ(r;R) +

M∑
A=1

N∑
i=1

ZA
rAi
−

N−1∑
i=1

N∑
j>i

1

rij
.

Para essa igualdade ser verdadeira, ambos os lados devem se igualar a uma constante

dependente de R. Assim, usaremos -ε(R), logo

− 1

χ(R)

M∑
A=1

1

2MA

∇A
2χ(R) +

M−1∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

− E = −ε(R), (2.13)

e

1

2φ(r;R)

N∑
i=1

∇i
2φ(r;R) +

M∑
A=1

N∑
i=1

ZA

rAi
−

N−1∑
i=1

N∑
j>i

1

rij
= −ε(R). (2.14)

Vamos, agora, multiplicar (2.13) por χ(R) e (2.14) por -φ(r;R)

[
−

M∑
A=1

1

2MA

∇A
2χ(R) +

M−1∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

− E

]
χ(R) = −ε(R)χ(R), (2.15)

e [
−1

2

N∑
i=1

∇i
2φ(r;R)−

M∑
A=1

N∑
i=1

ZA

rAi
+

N−1∑
i=1

N∑
j>i

1

rij

]
φ(r;R) = ε(R)φ(r;R). (2.16)

Sendo a localização dos núcleos constante, podemos escrever para uma con-

�guração Ra qualquer



9

[
−1

2

N∑
i=1

∇i
2 −

M∑
A=1

N∑
i=1

ZA
rAi

+
N−1∑
i=1

N∑
j>i

1

rij

]
φ(r;Ra) = ε(Ra)φ(r;Ra). (2.17)

Em colchetes temos o hamiltoniano eletrônico, e a equação (2.17) é a equação de

Schrödinger eletrônica, onde ε(Ra) representa a energia eletrônica e φ(r;Ra) á a

função de onda eletrônica para uma molécula de con�guração �xa (Ra).

Como a energia eletrônica é calculada para várias con�gurações nucleares,

podemos substituir esse conjunto de energias na equação (2.15), o que nos leva a

[
−

M∑
A=1

1

2MA

∇A
2 +

M−1∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

+ ε(R)

]
χ(R) = E(R)χ(R). (2.18)

O valor do termo

M−1∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

+ ε(R)

depende da con�guração nuclear e, além disso, ele representa a curva de energia

potencial, sistema diatômico, ou superfície de energia potencial, sistema com mais

de dois núcleos, para o movimento nuclear.

Já as soluções da equação (2.18) descrevem a translação, rotação e vibração

das moléculas, ou seja, a dinâmica molecular, e ela é conhecida como equação de

Schrödinger nuclear, e pode ser escrita como

[
−

M∑
A=1

1

2MA

∇A
2 + V (R)

]
χ(R) = E(R)χ(R). (2.19)

em que

V (R) =
M−1∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

+ ε(R) (2.20)

é o potencial efetivo ao qual os núcleos são submetidos.
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2.1.2 Equação de Schrödinger Eletrônica

A equação de Schrödinger eletrônica, que deve ser resolvida para cada con-

�guração nuclear R é:

Ĥeφ(r;R) = ε(R)φ(r;R), (2.21)

em que Ĥe descreve o movimento dos elétrons para uma certa con�guração nuclear e

ε(R) é o espectro eletrônico, ou seja, corresponde às energias eletrônicas do sistema.

Há várias metodologias para resolver a equação (2.21), não obstante, neste

trabalho nosso objetivo é encontrar as energias rovibracionais e as constantes espec-

troscópicas, e para tanto precisamos solucionar a equação de Schrödinger nuclear.

Logo, não apresentaremos uma discussão detalhada sobre o problema eletrônico,

uma vez que ele é apenas uma parte do problema.

Ao solucionarmos essa equação temos como resultado o potencial efetivo

V(R) a que os núcleos estão submetidos. Desse modo, para obter este potencial dos

sistemas estudados, usamos a forma analítica Improved Lennard-Jones (ILJ).

2.2 Aprimoramento do Modelo Lennard-Jones

Os potenciais chamados de van der Waals são funções apenas da distância

intermolecular R [17]. Esses potenciais geralmente estão sujeitos à força repulsiva a

curta distância e atrativa a longa distância. O potencial Lennard-Jones (LJ) [18] é

um modelo matemático que descreve bem os potenciais desse tipo e é dado por:

V (R) = ε

[(
Re

R

)12

− 2

(
Re

R

)6
]
, (2.22)

sendo ε a profundidade do poço de potencial e Re a distância internuclear de equi-

líbrio. O primeiro termo da equação (2.22) representa a repulsão e o segundo

descreve a atração. Essa equação também pode ser escrita da forma V (R) =

4ε
[(

σ
R

)12 − 2
(
σ
R

)6]
, sendo a variável σ = Re

2
1
6
.
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Recentemente foram feitos experimentos [4] com gases nobres que usaram

uma função analítica proveniente do modelo LJ, o Improved Lennard-Jones (ILJ)

[19]. Esse outro modelo retira a maior parte das de�ciências de curto e longo alcance

do modelo LJ, e possui a seguinte forma funcional:

V (R) = ε

[
m

n(R)−m

(
Re

R

)n(R)

− n(R)

n(R)−m

(
Re

R

)m]
, (2.23)

em que ε é a profundidade do potencial e Re é sua posição.

Figura 2.2: Curva de energia potencial evidenciando as componentes de atração e

repulsão [17].

Na equação do modelo ILJ o primeiro termo mostra a repulsão e o segundo

a atração. A incógnita m pode assumir os seguintes valores: m=6 para sistemas

com átomos ou moléculas neutro-neutro, m=4 para íon-neutro e m=1 para casos

íon-íon [19], e o termo n(R) é escrito como:

n(R) = β + 4

(
R

Re

)2

, (2.24)

onde β é um fator ligado à �dureza� da interação dos dois átomos.
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2.3 Solução da Equação de Schrödinger Nuclear

Para obtermos uma curva de energia potencial precisamos resolver a equação

de Schrödinger eletrônica para várias con�gurações nucleares. Estas soluções podem

ser ajustadas por uma forma analítica como Rydberg [20], qBO [21], Morse [20],

entre outras, e no caso deste estudo usamos a forma analítica Improved Lennard-

Jones. Além disso, para encontrarmos as propriedades de interesse e analisarmos

a dinâmica dos sistemas propostos precisamos solucionar a equação de Schrödinger

nuclear, para tanto, vamos representar o sistema diatômico por meio de coordenadas

mais adequadas à situação estudada.

2.3.1 O Problema de Dois Corpos

A �gura a seguir mostra o sistema de dois corpos considerando M1 como

sendo a amônia e M2 o gás nobre. As distâncias R1 e R2 são as distâncias em

relação à origem do sistema de coordenadas e R12 a distâncias relativa entre M1 e

M2.

Figura 2.3: Representação de dois núcleos, M1 e M2, em coordenadas cartesianas.

O Hamiltoniano clássico para o sistema pode ser representado por:
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H =
1

2M1

P2
1 +

1

2M2

P2
2 + V (R1,R2), (2.25)

sendo P1 = M1Ṙ1 e P2 = M2Ṙ2 os momentos lineares deM1 eM2, respectivamente.

Considerando as coordenadas do Centro de Massa RCM e da posição relativa entre

os dois corpos temos:

RCM =
M1R1 +M2R2

M1 +M2

, (2.26)

e

R12 = R2 −R1. (2.27)

Colocando as posições dos núcleos, R12, em termos da posição do centro de

massa chegamos em:

R1 = RCM −
M2

M1 +M2

R12 (2.28)

e

R2 = RCM +
M1

M1 +M2

R12. (2.29)

Assim, podemos expressar a energia cinética (T) do hamiltoniano por:

T =
1

2
M1Ṙ

2

1 +
1

2
M2Ṙ

2

2. (2.30)

Substituindo as expressões de R1 e R2 na expressão de energia cinética, obtêm-se:

T =
1

2M1 + 2M2

P2
CM +

1

2µ
P2

12. (2.31)

O operador hamiltoniano total do sistema �ca:

Ĥ = −

ĤCM︷ ︸︸ ︷
1

2M1 + 2M2

∇2
CM −

1

µ
∇2

12 + V (R12)︸ ︷︷ ︸
Ĥint

. (2.32)

Dessa forma, podemos escrever a equação de Schrödinger nuclear como:
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[ĤCM + Ĥint]χ(RCM ,R12) = Eχ(RCM ,R12). (2.33)

Separando a função de onda nuclear, a coordenada internuclear e do centro de massa,

chegamos em:

χ(RCM ,R12) = σint(R12)φ(RCM). (2.34)

Agora, vamos substituir (2.34) em (2.33), assim:

[ĤCM + Ĥint]σint(R12)φ(RCM) = Eσint(R12)φ(RCM). (2.35)

Usando a propriedade distributiva, temos:

σint(R12)ĤCMφ(RCM) + φ(RCM)Ĥintσint(R12) = Eσint(R12)φ(RCM). (2.36)

Dividindo a equação (2.36) por σint(R12)φ(RCM), obtemos:

Etrans︷ ︸︸ ︷
1

φ(RCM)
ĤCMφ(RCM) +

1

σint(R12)
Ĥintσint(R12)︸ ︷︷ ︸
Eint

= E. (2.37)

Para essa igualdade ser verdadeira os termos do primeiro membro precisam se igualar

a uma constante que ao serem somadas forneçam como resultado a energia, ou seja,

E=Etrans+Eint. Onde o termo Etrans é a energia do movimento de translação da

molécula e Eint representa a energia do movimento de um núcleo em relação ao

outro.

Através de (2.37) chegamos a outras duas equações:

ĤCMφ(RCM) = EtransφRCM (2.38)

e

Ĥintσ(R12) = EintσR12. (2.39)



15

Para resolver a equação de Schrödinger nuclear (2.35) deve-se encontrar as

soluções das eqs.(2.38) e (2.39). A eq.(2.38) se assemelha à equação de Schrödinger

de uma partícula livre, onde devemos con�nar esta partícula em uma caixa de ta-

manho L com potencial nulo exceto nas extremidades. Suas soluções são conhecidas

e dadas por [22]:

φ(RCM) =

√
2

L
sen(

nπx

L
) (2.40)

e

Etrans =
n2π2

8ML2
, (2.41)

em que n=1,2,3,...

Considerando que a molécula diatômica não experimenta nenhuma força

externa e a energia de translação é constante, então podemos escrever Etrans=0.

Portanto, a energia total só irá depender dos movimentos internos, isto é, E=Eint.

2.3.2 A Força Central

Até o presente momento tratamos somente da translação da molécula. Com

essa parte elucidada, podemos, pensar na parte rotacional do problema de dois

corpos. Para tanto o nosso sistema não irá ter translação no espaço, e o centro de

massa será �xado na origem de um novo sistema de coordenadas representado na

�gura abaixo:
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Figura 2.4: O' é a origem do sistema, onde está �xado o centro de massa, µ é a

massa reduzida, θ e φ representam a orientação em relação à O'XYZ, do vetor R12.

Nessa nova representação, a equação (2.39) pode ser escrita da seguinte

forma:

− 1

2µ
∇2

12σint(R12) + V (R12)σint(R12) = Eintσint(R12). (2.42)

À medida que o potencial de interação dos núcleos é dependente apenas da distância

entre eles vamos de encontro a um problema de força central, cujo módulo só é função

da distância entre as partículas, no caso R12, e a origem [23]. Por conseguinte, o

potencial V12 apresenta simetria esférica, em vista disso vamos tratar o problema

em coordenadas esféricas:

− 1

2µ

[
∂2

∂R2
12

+
2

R12

∂

∂R12

− L̂2

R2
12

− 2µV (R12)

]
σint(R12) = Eintσint(R12). (2.43)

onde

L̂2 = − 1

senθ

∂

∂θ

(
senθ

∂

∂θ

)
− 1

sen2θ

∂2

∂φ2
. (2.44)
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Além disso, o potencial V(R12) independe das variáveis angulares, por isso

o hamiltoniano pode ser dividido entre uma parte com dependência radial, R12 e

outra com dependência angular, θ e φ. Desta forma, a função φint(R12) pode ser

expressa por:

φint(R12) = ψ(R12)Y
m
l (θ, φ), (2.45)

de modo que Y m
l (θ, φ) são os harmônicos esféricos, autofunções do operador L̂2, e a

equação (2.43) torna-se:

− 1

2µ

[
∂2

∂R2
12

+
2

R12

∂

∂R12

− L̂2

R2
12

− 2µV (R12)

]
ψ(R12)Y

m
l (θ, φ)

= Eintψ(R12)Y
m
l (θ, φ). (2.46)

Distribuindo o operador,

− 1

2µ

[
Y m
l (θ, φ)

d2ψ(R12)

dR2
12

+
2Y m

l (θ, φ)

R12

dψ(R12)

dR12

− ψ(R12)
L̂2Y m

l (θ, φ)

R2
12

(2.47)

−2µY m
l (θ, φ)V (R12)ψ(R12)ψ(R12)Y

m
l (θ, φ)] = Eintψ(R12)Y

m
l (θ, φ).

Como L̂2Y m
l (θ, φ) = J(J + 1)Y m

l (θ, φ), temos:

− 1

2µ

[
Y m
l (θ, φ)

d2ψ(R12)

dR2
12

+
2Y m

l (θ, φ)

R12

dψ(R12)

dR12

− ψ(R12)
J(J + 1)2Y m

l (θ, φ)

R2
12

(2.48)

−2µY m
l (θ, φ)V (R12)ψ(R12)]ψ(R12)Y

m
l (θ, φ) = Eintψ(R12)Y

m
l (θ, φ).

Dividindo a equação acima por Y m
l (θ, φ), obtemos:

− 1

2µ

[
d2ψ(R12)

dR2
12

− 2

R2
12

dψR12

dR12

− J(J + 1)ψ(R12)

R2
12

− 2µV (R12)ψ(R12)

]
= Eintψ(R12). (2.49)
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É perceptível que a equação de Schrödinger nuclear se resumiu a um pro-

blema unidimensional, que depende somente da separação internuclear R12. Salien-

tamos ainda que se a função de onda depende somente da parte radial, ψ = ψ(R12)

podemos realizar a substituição F (R12) = R12ψ(R12) na equação (2.49):

− 1

2µ

d2F (R12)

dR2
12

+

Vef︷ ︸︸ ︷[
J(J + 1)

2µR2
12

+ V (R12)

]
F (R12) = EintF (R12). (2.50)

Onde Vef é o potencial efetivo. Nele temos a curva de energia potencial e o potencial

determinado pelo estado rotacional. Para cada molécula diatômica a expressão é a

mesma, em que J é o número quântico rotacional e µ a massa reduzida.

A eq. (2.50) é a equação de Schrödinger nuclear que precisa ser resol-

vida para determinarmos completamente a função de onda nuclear, χ(RCM ,R12)

da eq.(2.34). Porém essa equação não possui solução analítica, então é preciso usar

métodos de aproximação para acharmos a resolução e, no caso, vamos usar o método

variacional.

2.3.3 Método Variacional

Para aplicar o método variacional vamos multiplicar a equação (2.50) por

F ∗(R12) e integrar em dR12:

− 1

2µ

∫ ∞
0

F ∗(R12)
d2F (R12)

dR2
12

dR12 +

∫ ∞
0

F ∗(R12)VefF (R12)dR12

=

∫ ∞
0

F ∗(R12)EintF (R12)dR12, (2.51)

que nos leva a

1

2µ

∫ ∞
0

F ∗(R12)
d2F (R12)

dR2
12

dR12 +

∫ ∞
0

F ∗(R12)VefF (R12)dR12 = Eint. (2.52)
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Expandindo a função de onda nuclear F (R12) como uma combinação linear

de funções fj(R12), linearmente independentes, temos:

F (R12) ≈
n∑
j=1

cjfj(R12), (2.53)

onde cj são os coe�cientes da expansão e fj(R12) são funções de bases conhecidas.

Substituindo a equação (2.53) em (2.52), obtemos:

1

2µ

∫ ∞
0

n∑
i=1

n∑
j=1

c∗i cj
df ∗i (R12)

dR12

dfj(R12)

dR12

dR12 +

∫ ∞
0

c∗i cjf
∗
i (R12)Veffj(R12)dR12

= Eint. (2.54)

Assim, considerando que as séries sejam convergentes podemos escrever:

1

2µ

n∑
i=1

n∑
j=1

c∗i cj

∫ ∞
0

df ∗i (R12)

dR12

dfj(R12)

dR12

dR12 + c∗i cj

∫ ∞
0

fi ∗ (R12)Veffj(R12)dR12

= Eint. (2.55)

Na forma matricial:

[
c∗1 c∗2 · · · c∗n

]
T


c1

c2
...

cn

+
[
c∗1 c∗2 · · · c∗n

]
V


c1

c2
...

cn

 = Eint,

reescrevendo a matriz acima e de forma condensada:

[
c∗1 c∗2 · · · c∗n

]
H


c1

c2
...

cn

 = Eint
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, ou [16]:

c†Hc = Eint (2.56)

onde H é o operador hamiltoniano, H = T + V . T e V são as matrizes energia

cinética e potencial, respectivamente:

T =


1
2µ

∫ R2

R1

df∗1 (R12)

dR12

df1(R12)
dR12

dR12 · · · 1
2µ

∫ R2

R1

df∗1 (R12)

dR12

dfn(R12)
dR12

dR12

...
. . .

...

1
2µ

∫ R2

R1

df∗n(R12)
dR12

df1(R12)
dR12

dR12 · · · 1
2µ

∫ R2

R1

df∗n(R12)
dR12

dfn(R12)
dR12

dR12

 ,
e

V =


∫ R2

R1
f ∗1 (R12)Vef (R12)f1(R12)dR12 · · ·

∫ R2

R1
f ∗1 (R12)Vef (R12)fn(R12)dR12

...
. . .

...∫ R2

R1
f ∗n(R12)Vef (R12)f1(R12)dR12 · · ·

∫ R2

R1
f ∗n(R12)Vef (R12)fn(R12)dR12

 .
Por meio do método variacional, encontrar a função de onda F(R12) da parte

radial da equação de Schrödinger nuclear converteu-se em um problema de achar

um conjunto otimizado de coe�cientes cj.

Agora, multiplicando c na equação (2.56) temos:

cc†Hc = Eintc, (2.57)

Hc = Eintc. (2.58)

Representando por cα o autovetor do autovalor Eα
int, que é o valor esperado

do hamiltoniano do estado Fα(R12), e introduzindo a matriz C dos autovetores,

de�nida como Ciα = cαi (i, α = 1, 2, ..., n), e a matriz E dos autovalores, de�nida

como Eαβ = Eα
intσαβ(α, β = 1, 2, ..., n), pode-se reescrever a eq. (2.58) como:

HC = EC (2.59)
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A eq.(2.58) nos dá uma única solução F(R12), em contrapartida a eq.(2.59)

fornece n soluções Fα(R12) ≈
∑n

j=1 c
α
j fj(R12) [26]. Por �m, o problema se reduz a

uma equação de autovalores e autovetores, possibilitando o cálculo computacional

dos coe�cientes cij.

2.4 Método da Representação da Variável Discreta

Quando trabalhamos com a equação de Schrödinger para mais de uma partí-

cula precisamos lançar mão de aproximações numéricas, pois não é possível resolvê-la

de forma exata. Um dos métodos que podemos fazer uso é o método da represen-

tação da variável discreta - DVR, do inglês �Discrete Variable Representation� -,

sendo este uma ferramenta para solucionar problemas quânticos não só para estados

estacionários como também para sistemas com dependência temporal.

2.4.1 Expansão da Solução F(R12) em Funções de Base

O DVR é fundamentado na expansão da função de onda em um conjunto

de base ortornormal Φ(Ri) = δij, sendo i = 1, ..., N , e no uso de regra de quadratura

para calcular as integrais envolvidas [24, 25]. As funções de base em questão tem a

propriedade a seguir:

Φj(Rk) = δjk(j, k = 1, 2, ..., n). (2.60)

As funções de base contínuas são indexadas com valores discretos das va-

riáveis em uma grade de pontos no espaço das coordenadas Rk, que são os pontos

de quadratura gaussiana onde as funções de base serão avaliadas.

Agora vamos expandir a solução F(R12) como uma combinação de funções

de base Φj(R). Por uma questão de notação faremos R12 = R:

F (R12) ≈
N∑
j=1

cjΦj(R) (2.61)
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na qual cj são os coe�cientes da expansão a serem de�nidos , e as funções são a

discretização da variável R.

Essas funções são obtidas por intermédio de um conjunto de funções primi-

tivas contínuas conhecidas, e a elas são associadas uma quadratura gaussiana. Elas

podem ser escritas com a seguinte notação:

Φj(R) =
〈
R|φj

〉
. (2.62)

Inserindo a relação de fechamento
∑n

i=1 |fi
〉〈
fi| = I, onde I é o operador

identidade, na equação (2.62), chegamos em:

Φj(R) =
n∑
i=1

〈
R|fi

〉〈
fi|Φj

〉
. (2.63)

Reescrevendo a equação (2.63), encontramos:

Φj(R) =
n∑
i=1

fi(R)
〈
fi|Φj

〉
. (2.64)

Os elementos de matriz
〈
fi|Φj

〉
podem ser calculados utilizando-se quadra-

turas gaussianas:

〈
fi|Φj

〉
≈

n∑
k=1

ωkf
∗
i (Rk)Φj. (2.65)

Substituindo a eq. (2.65) na eq. (2.64), chegamos em:

Φj(R) =
n∑
i=1

n∑
k=1

fi(R)ωkf
∗
i (Rk)Φj(Rk). (2.66)

Levando em consideração que as funções de base Φj(Rk) são ortogonais, eq.

(2.60), temos:

Φj(R) = ωj

n∑
i=1

fi(R)f ∗i (Rk). (2.67)

Escolhendo um ponto Rj qualquer da quadratura gaussiana, encontramos:
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Φj(Rj) = ωj

n∑
i=1

fi(Rj)f
∗
i (Rj). (2.68)

Se as funções de base estiverem normalizadas, segue que:

1 = ωj

n∑
i=1

fi(Rj)f
∗
i (Rj), (2.69)

sendo ωk os pesos correspondentes aos pontos Rk da quadratura gaussiana. Esse

peso é obtido através de:

ωj =
1∑n

i=1 fi(Rj)f ∗i (Rj)
. (2.70)

Haja vista que as funções de base Φj(R) dadas pela eq. (2.67) não são

normalizadas, vamos normalizá-las com a seguinte substituição:

Φ̄j(R) = λjΦj(R) (2.71)

em que λj são as constantes de normalização [26].

As funções Φ̄j(R) precisam satisfazer a condição:

〈
Φ̄j|Φ̄j

〉
= 1 (2.72)

Desse modo, substituindo a eq. (2.71) na eq.(2.72), temos:

λ2j
〈
Φ̄j|Φ̄j

〉
= 1 (2.73)

Fazendo uso da regra de quadratura na equação acima:

λ2j

n∑
k=1

ωkΦ
∗
j(Rk)Φj(Rk) = 1; (2.74)

Utilizando mais uma vez a equação (2.60), temos:

λ2jωj = 1. (2.75)



24

Diante disso, a constante de normalização das funções de base é dada por:

λj =
1
√
ωj
. (2.76)

Substituindo a equação (2.67) e (2.76) na (2.71), obtemos a representação

da variável discreta normalizada Φ̄j(R):

Φ̄j =
√
ωj

n∑
i=1

fi(R)f ∗i (Rj). (2.77)

Usando as representações da variável discreta normalizadas para expandir

a função de onda F(R12), a eq.(2.61) pode ser reformulada:

F (R12) ≈
n∑
j=1

cjΦ̄j(R). (2.78)

Substituindo a equação (2.78) na (2.52) e repetindo o tratamento adotado na

eq.(2.52), encontramos a matriz de energia potencial em termos das representações

da variável discreta:

V =


∫∞
0

Φ̄∗1(R)Vef (R12)Φ̄1(R)dR · · ·
∫∞
0

Φ̄∗1(R)Vef (R12)Φ̄n(R)dR
...

. . .
...∫∞

0
Φ̄∗n(R)Vef (R12)Φ̄1(R)dR · · ·

∫∞
0

Φ̄∗n(R)Vef (R12)Φ̄n(R)dR

 .
Empregando quadraturas gaussianas no cálculo dos elementos da matriz de

energia potencial, expressa pela equação acima, obtemos:

V =


∑n

k=1 Φ̄∗1(Rk)Vef (Rk)Φ̄1(Rk)ωk · · ·
∑n

k=1 Φ̄∗1(Rk)Vef (Rk)Φ̄n(Rk)ωk
...

. . .
...∑n

k=1 Φ̄∗n(Rk)Vef (Rk)Φ̄1(Rk)ωk · · ·
∑n

k=1 Φ̄∗n(Rk)Vef (Rk)Φ̄n(Rk)ωk

 .
Visto que Φ̄j(Rk) = δjk, a matriz acima se transforma em:
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V =


∑n

k=1 Φ̄∗1(Rk)Vef (Rk)Φ̄1(Rk)ωk · · · 0
...

. . .
...

0 · · ·
∑n

k=1 Φ̄∗n(Rk)Vef (Rk)Φ̄n(Rk)ωk

 .
Ademais, o fato da matriz de energia potencial ser diagonal é uma das principais

características do método DVR, na qual os pontos Rk da quadratura gaussiana são

seus autovalores, cujos elementos são dados por:

Rij =
〈
fi|R̂|fj

〉
. (2.79)

2.4.2 Representação da Variável Discreta com Pontos Igualmente Espa-

çados

Após o cálculo da matriz de energia potencial, vamos obter a matriz do

operador de energia cinética por meio da quadratura gaussiana com pontos igual-

mente espaçados [26]. O presente cálculo é feito em detalhes no apêndice B. Devido

ao nosso sistema ser apenas a parte radial da equação de Schrödinger nuclear, o

problema possui natureza unidimensional, então podemos considerar um intervalo

[a,b], onde cada ponto da quadratura gaussiana é descrito por:

Ri = a+
(b− a)

N
i, (2.80)

em que i = 1, 2, ..., N − 1. Se considerarmos que a função de base é nula nas

extremidades, podemos inferir que as funções de base a serem usadas são as funções

de onda de uma partícula em uma caixa [27]:

fn(R) =

√
2

b− a
sen

[
nπ(R− a)

b− a

]
, (2.81)

na qual n = 1, 2, ..., N − 1.
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Para encontrar os elementos da matriz do operador de energia cinética de-

vemos fazer:

Tij =
〈
Ri|T̂ |Rj

〉
, (2.82)

sendo T̂ o operador diferencial energia cinética, expresso por:

T̂ = − 1

2µ

d2

dR2
. (2.83)

Inserindo a relação de fechamento na equação(2.83):

Tij =
N−1∑
n=1

〈
Ri|T̂ |fn

〉〈
fn|Rj

〉
, (2.84)

a partir disso, segue:

Tij = − 1

2µ

(b− a)

N

N−1∑
n=1

d2fn(Ri)

dR2
fn(Rj). (2.85)

Usando a equação (2.82) na equação (2.86):

Tij = − 1

2µ

(b− a)

N

2

(b− a)

N−1∑
n=1

d2

dR2
sen

nπ(Rj − a)

b− a
sen

nπ(Ri − a)

b− a
. (2.86)

Onde a derivada segunda da função fn(Ri) é descrita como:

d2

dR2
sen

nπ(Rj − a)

b− a
= − nπ

b− a
2

sen
nπ(Rj − a)

b− a
. (2.87)

Inserindo a eq.(2.88) na eq.(2.87):

Tij =
1

2µ

π

(b− a)

2 2

N

N−1∑
n=1

n2sen
nπ(Rj − a)

b− a
sen

nπ(Ri − a)

b− a
. (2.88)

Pela eq.(2.81) (Ri−a) = (b−a)
N

i e do mesmo modo para (Rj−a), ao substituí-

los em (2.89), temos:

Tij =
1

2µ

(
π

(b− a)

)2
2

N

N−1∑
n=1

n2sen

(
nπj

N

)
sen

(
nπi

N

)
. (2.89)
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que é a representação da variável discreta da matriz de energia cinética.

Vamos fazer, agora, a soma analítica sobre o índice n da equação (2.90).

Para tanto, consideraremos o caso em que i 6= j e iremos escrever o produto dos

senos como:

sen

(
nπj

N

)
sen

(
nπi

N

)
=

1

2
[cos(nA)− cons(nB)], (2.90)

A e B são

A =
π(j − i)
N

(2.91)

B =
π(j + i)

N
. (2.92)

Reescrevendo a soma dos cossenos chegamos em:

N−1∑
n=1

n2cos(nA) = − ∂2

∂A2
Re

N−1∑
n=1

einA, (2.93)

sendo i o número imaginário. Nesse caso, consideraremos apenas a parte real da

soma. Assim, sabendo que
∑N−1

n=1 e
inA, e que somando de n até N − 1 �camos com

eiNA−eiA
eiA−1 , desse modo:

Re
N−1∑
n=1

einA = −1

2
+

1

2

sen(NA− A
2
)

senA
2

. (2.94)

Relacionando as equações (2.91),(2.94) e (2.95), podemos escrever:

Tij =
1

2µ

1

(b− a)2
π2

2

 1

sin2
(
π(j−i)
2N

) − 1

sin2
(
π(j+i)
2N

)
 . (2.95)

Na situação em que i = j, obtem-se:

Tij =
1

2µ

1

(b− a)2
π2

2

[
(2N2 + 1)

3
2N − 1

sin2
(
πi
N

)] . (2.96)
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Em suma, o método DVR é uma metodologia que considera o espaço discre-

tizado e usa funções de base que diagonalizam a representação matricial do operador

energia potencial. Paralelamente, os elementos da diagonal são os valores da energia

potencial nos pontos que discretizam o espaço. Além disso, a representação matricial

do operador energia cinética pode ser calculada analiticamente [28].



Capítulo 3

Cálculo das Constantes Espectroscópicas

Neste capítulo, vamos descrever as duas formas usadas nesse trabalho para

determinar as constantes espectroscópicas rovibracionais.

Ao usarmos a aproximação de Born-Oppenheimer consideramos os núcleos

�xos para cada con�guração eletrônica dos sistema, bem como separamos a equação

de Schrödinger independente do tempo em eletrônica e nuclear. Porém, quando

tratamos da dinâmica molecular os núcleos não �cam parados e a descrição dos

movimentos nucleares fornece propriedades internas do sistema.

Os núcleos de uma molécula possuem substancialmente dois movimentos

internos: rotação e vibração. Como esses movimentos possuem escalas diferentes

de tempo podemos estudá-los de maneira separada - espectro rotacional e espectro

vibracional.

3.0.1 Espectro Rotacional

A rotação de sistemas diatômicos é aproximada para o sistema ideal cha-

mado de rotor rígido. Nesse sistema a revolução de uma molécula de massa µ

acontece com uma distância internuclear constante Re e devemos usar o sistema de

coordenadas do centro de massa do sistema, assim chegamos ao problema de um

corpo, o qual representa a massa reduzida do sistema. Em vista disso, ao encontrar-

29
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mos a solução da equação de Schrödinger para o rotor rígido, as energias permitidas

são:

Ej =
~2J(J + 1)

2I
(3.1)

onde J = 0, 1, 2, ... é o número quântico rotacional e I = µR2
e o momento de inércia

do sistema molecular.

Sabendo que as regras de seleção para transições induzidas por dipolo elé-

trico para o rotor rígido permitem apenas estados rotacionais adjacentes, ∆J = ±1

, que nos leva à diferença de dois níveis rotacionais dada por:

∆J = Ej+1 − Ej =
~2J(J + 1)(J + 2)

2I
− ~2J(J + 1)

2I
=

~2J(J + 1)

I
(3.2)

Nos níveis energéticos rotacionais há uma dependência quadrática em J, o

que determina um espaçamento maior entre os níveis à medida que o valor de J

aumenta.

Além disso, temos na equação (3.2) uma constante dada, em cm−1, por :

B =
~2

2Ihc
, (3.3)

onde h e c são a constantes de Planck e a velocidade da luz no vácuo, respectiva-

mente.

Substituindo a expressão do momento de inércia na equação (3.3) �camos

com:

B =
~2

2µR2
ehc

, (3.4)

que é a constante rotacional de equilíbrio.
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3.0.2 Espectro Vibracional

Em relação à parte do movimento vibracional puro de uma molécula diatô-

mica, vamos aproximá-lo para o caso do oscilador harmônico quântico. As soluções

da equação de Schrödinger para um oscilador harmônico são obtidas somente se a

energia for restringida aos valores discretos que são:

Eν = hcωe

(
ν +

1

2

)
, (3.5)

sendo ν = 0, 1, 2, ..., o número quântico vibracional e ωe a frequência vibracional

fundamental.

Um sistema diatômico ao sofrer transições de um estado vibracional para

outro obedece regras de seleção para transições induzidas por dipolo elétrico para

oscilador harmônico que permitem apenas transições entre estados adjacentes, ∆ν =

±1. Desse modo, a diferença entre dois níveis vibracionais adjacentes é:

∆E = Eν+1 − Eν =

(
ν +

3

2

)
hcωe −

(
ν +

1

2

)
hcωe = hcωe. (3.6)

Podemos ver que o espaçamento entre os níveis adjacentes é sempre cons-

tante, isto é, independe do valor de ν. Porém essa aproximação só é e�ciente para

os estados vibracionais mais baixos, pois para distâncias internucleares fora da dis-

tância de equilíbrio o espaço entre os níveis se aproxima progressivamente devido à

anarmonicidade da curva de energia potencial (Figura 2.2).

Para descrevermos tanto a parte harmônica quanto anarmônica da CEP

podemos fazer o uso do potencial de Morse [28], que é um potencial empírico. Este

potencial é descrito por:

V (R) = De(1− e−β(R−Re))2, (3.7)

De é a energia de dissociação e β é um parâmetro que determina se o potencial é de

curto ou longo alcance. Ao expandirmos esse potencial em série de Taylor no termo

exponencial para R=Re chegamos em:
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V (R) = Deβ
2(R−Re)

2. (3.8)

Inserindo esse potencial na equação de Schrödinger do oscilador harmônico, obtemos

os autovalores a seguir:

E(ν,j) =

(
ν +

1

2

)
hcωe −

(
ν +

1

2

)2

hcωexe +

(
ν +

1

2

)3

hcωeye + ... (3.9)

sendo ωexe e ωeye as constantes anarmônicas de vibração.

Escrevendo a equação (3.9) em cm−1:

E(ν,j) =

(
ν +

1

2

)
ωe −

(
ν +

1

2

)2

ωexe +

(
ν +

1

2

)3

ωeye + ... (3.10)

Essa correção faz com que o espaço entre os níveis diminua quando os estados

vibracionais são mais elevados. Nos estados vibracionais contíguos à distância de

equilíbrio o espaçamento entre os níveis é muito próximo aos dados pela Eq.(3.6),

em virtude das correções anarmônicas serem pequenas se comparadas à ωe.

3.0.3 Espectro Rovibracional

Embora nas subseções anteriores tenhamos tratado dos movimentos rota-

cional e vibracional em separado, eles ocorrem simultaneamente, o que ocasiona o

aparecimento de uma estrutura �na nas bandas vibracionais. Portanto, vamos falar

agora desses movimentos acoplados, pois o formalismo apresentado até aqui não

descreve esses movimentos em conjunto.

O espectro rovibracional nos fornece mais informações do que o rotacio-

nal puro, pois através do rovibracional conseguimos determinar as distâncias inte-

ratômicas no estado fundamental, ν = 0, e as distâncias para estados vibracionais

excitados, ν = 1, 2, ...
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Para estudarmos o espectro rovibracional, podemos unir o modelo do os-

cilador harmônico com o modelo do rotor rígido, assim o hamiltoniano do sistema

também será a junção dessas contribuições:

Ĥrov = Ĥvib + Ĥrot. (3.11)

Logo, podemos a�rmar que os autovalores rovibracionais são a soma dos autovalores

individuais do hamiltoniano separado. Assim,

Erov(ν, J) = ωe

(
ν +

1

2

)
+BeJ(J + 1) (3.12)

em que Be = ~
2Ihc

2
é a constante rotacional de equilíbrio.

Figura 3.1: Molécula diatômica vibrando e girando em torno de seu eixo que passa

pelo centro de massa (CM).

Na Figura 3.1, R=|R1-R2| é a distância dos núcleos de massa M1 e M2, e J é o

momento angular associado à rotação perpendicular ao eixo internuclear.

O acoplamento rovibracional aparece devido à dependência vibracional da

constante rotacional, porque concomitante ao movimento rotacional ocorrem vibra-

ções que provocam oscilações na distância internuclear, sendo que essas oscilações

são dependentes da função de onda vibracional e do número quântico ν. Conse-

quentemente, a constante rotacional leva em conta essas oscilações na de�nição de
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momento de inércia. Por isso, Be apresenta uma dependência em ν, que pode ser

representada como uma perturbação, e expandindo em torno de
(
ν + 1

2

)
, chegamos

em:

Bν = Be − αe
(
ν +

1

2

)
+ γe

(
ν +

1

2

)2

+ ... (3.13)

em que Bν é a correção vibracional da constante rotacional, αe e γe são denominadas

constantes espectroscópicas rovibracionais.

Diante disso, a energia rovibracional de um nível (ν, J) pode ser obtida por

meio de todas as contribuições vibracionais, harmônicas e anarmônicas, e rotacio-

nais, rígidas e não rígidas, nos dando a expressão:

E(ν,j) =

(
ν +

1

2

)
ωe −

(
ν +

1

2

)2

ωexe +

(
ν +

1

2

)3

ωeye + (3.14)

...+ [Be − αe
(
ν +

1

2

)
+ γe

(
ν +

1

2

)2

+ ...]J(J + 1) + ...

Desse modo, para o cálculo das constantes espectroscópicas rovibracionais,

substituimos os valores das energias rovibracionais E(ν,J)obtidas pela resolução da

equação de Schrödinger nuclear, aqui obtidas via método DVR, e montamos o se-

guinte sistema de equações:

ωe =
1

24
[14(E1,0 − E0,0)− 93(E2,0 − E0,0) + 23(E3,0 − E1,0)] (3.15)

ωexe =
1

4
[13(E1,0 − E0,0)− 11(E2,0 − E0,0) + 3(E3,0 − E1,0)]

ωeye =
1

6
[3(E1,0 − E0,0)− 3(E2,0 − E0,0) + (E3,0 − E1,0)]

αe =
1

8
[−12(E1,1 − E0,1) + 4(E2,1 − E0,1) + 4ωe − 23ωeye]

γe =
1

4
[−2(E1,1 − E0,1) + (E2,1 − E0,1) + 2ωexe − 9ωeye].

A Equação 3.15 constitui a primeira metodologia utilizada nesse trabalho

para determinar as constantes espectroscópicas rovibracionais.
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3.1 Método de Dunham

O método de Dunham é a segunda metodologia adotada nesse trabalho para

calcular as constantes espectroscópicas. Para descrever esse método generalizamos

a equação 3.14 da seguinte forma [29]:

T =
E(ν,j)

hc
= G(ν) + Fν(j) (3.16)

onde

G(ν) = ωe

(
ν +

1

2

)
− ωexe

(
ν +

1

2

)2

+ ωeye

(
ν +

1

2

)3

+ ... (3.17)

é a correção anarmônica das vibrações e

Fν(j) = Bνj(j + 1) +Dνj
2(j + 1)2 +Hνj

3(j + 1)3 + ... (3.18)

é a correção centrífuga das rotações.

Nas equações apresentadas temos:

Bν = Be − αe
(
ν +

1

2

)
+ λe

(
ν +

1

2

)2

+ ... (3.19)

Dν = De − βe
(
ν +

1

2

)
+ φe

(
ν +

1

2

)2

+ ... (3.20)

Hν = He − δe
(
ν +

1

2

)
+ γe

(
ν +

1

2

)2

+ ... (3.21)

Portanto, podemos inferir que as energias rovibracionais são explicitamente:

E(ν,j) = ωe

(
ν +

1

2

)
−ωexe

(
ν +

1

2

)2

+ ...+ [Be−αe
(
ν +

1

2

)
+ ...] + ...+ j(j+ 1)...

(3.22)

Para um potencial qualquer é possível fazer sua expansão na forma:

V = hca0ξ
2(1 + a1ξ + a2ξ

2 + a3ξ
3 + a4ξ

4 + ...), (3.23)
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em que

a0 =
ω2
e

4Be

, (3.24)

Be =
h

8π2µR2
ec

(3.25)

eξ =
R−Re

Re

. (3.26)

Os coe�cientes an se relacionam com uma outra expansão das energias ro-

vibracionais T proposta por Dunham, conhecida como expansão de Duham:

T =
∑
sk

Ysk

(
ν +

1

2

)s
jk(j + 1)k. (3.27)

Nessa expansão, os coe�cientes Ysk foram identi�cados por comparação com

os coe�cientes da eq. (3.22):

Y10 = ωe Y20 = ωexe Y30 = ωeye

Y01 = Be Y11 = −αe Y21 = γe

Y02 = De Y12 = βe Y40 = ωeze

Dunham mostrou que esses coe�cientes Ysk estão relacionados com os an da

expansão do potencial. A forma de alguns deles é:



37

Y10 = ωe

[
1 +

(
B2
e

4ω2
e

)(
25a4 −

95a1a3
2
− 67a22

4
+

459a21a2
8

− 1155a41
64

)]
(3.28)

Y20 =

(
Be

2

)[
3

(
a2 −

5a21
4

)
+

(
B2
e

2ω2
e

)(
245a6 −

1365a1a5
2

− 885a2a4
2

−1085a23
4

+
8535a21a4

8
+

1707a32
8

+
7335a1a2a3

4

−23865a31a3
16

− 62013a21a
2
2

32
+

239985a41a2
128

−209055a61
512

)]
Y30 =

(
B2
e

2ωe

)(
10a4 − 35a1a3 −

17a22
2

+
225a21a2

4
− 705a41

32

)
Y11 =

(
B2
e

ωe

)[
6(1 + a1) +

(
B2
e

ω2
e

)(
175 + 285a1 −

335a2
2

+ 175a5 +
2295a21

8

−459a1a2 +
1425a1a32

4
− 7955a1a4

2
+

1005a22
8

− 715a2a3
2

+
1155a31

4

−9639a21a2
16

+
5145a21a3

8
+

4677a1a
2
2

8

−14259a31a2
16

+
31185(a41 + a51)

128

)]

Y21 =

(
6B3

e

ω2
e

)(
5 + 10a1 − 3a2 + 5a3 − 13a1a2 + 15

(a21 + a31)

2

)
.

Tendo em vista que qualquer função pode ser expandida em uma série de

Taylor, o potencial para moléculas diatômicas, na distância de equilíbrio Re, pode

ser escrito na forma:
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V = V (Re) +
1

2!

(
d2V

dR2

)
R=Re

(R−Re)
2 + (3.29)

1

3!

(
d3V

dR3

)
R=Re

(R−Re)
3 +

1

4!

(
d4V

dR4

)
R=Re

(R−Re)
4 +

1

5!

(
d5V

dR5

)
R=Re

(R−Re)
5 +

1

6!

(
d6V

dR6

)
R=Re

(R−Re)
6 +

1

7!

(
d7V

dR7

)
R=Re

(R−Re)
7 +

1

8!

(
d8V

dR8

)
R=Re

(R−Re)
8 + ...

Fazendo ρ = R−Re e fn =
(
dnV
dRn

)
, obtemos:

V = V (0)+
1

2
f2ρ

2+
1

6
f3ρ

3+
1

24
f4ρ

4+
1

120
f5ρ

5+
1

720
f6ρ

6+
1

5040
f7ρ

7+
1

40320
f8ρ

8+ ...

(3.30)

Comparando a eq.(3.23) com a eq.(3.30), para explicitarmos os coe�cientes

an, �camos com:

f2
2

=
hca0
R2
e

. (3.31)

Substituindo a0:

f2 = 2hc
ω2
e

4BeR2
e

, (3.32)

inserindo Be:

f2 = 2hc
ω2
e

4R2
e

8π2mR2
ec

h
, (3.33)

assim,

f2 = 4π2c2mω2
e . (3.34)

Evidenciando ωe, temos:

ωe =
1

2πc

√
f2
m
. (3.35)
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Fazendo o mesmo procedimento até a oitava derivada e isolando os coe�ci-

entes an dos quais precisamos,

f3
6

=
hca0a1
R3
e

. (3.36)

substituindo a0 e, em seguida, Be na equação acima, obtemos a1:

a1 =
Ref3

12π2c2ω2
eµ
. (3.37)

Continuando o processo, mas agora fazendo uso da quarta derivada temos:

f4
24

=
hca0a2
R4
e

. (3.38)

da mesma forma que �zemos para a derivada terceira vamos substituir a0 e, em

seguida, Be na equação anterior para encontrar a2:

a2 =
R2
ef4

48π2c2ω2
eµ
. (3.39)

Esse processo foi continuado sucessivas vezes até chegarmos em a6. Então,

os outros coe�cientes são dados por:

a3 =
R3
ef5

240π2c2ω2
eµ

(3.40)

a4 =
R4
ef6

1440π2c2ω2
eµ

a5 =
R5
ef7

10080π2c2ω2
eµ

a6 =
R6
ef8

80640π2c2ω2
eµ
.

No presente trabalho as derivadas correspondem ao potencial Improved Len-

nard Jones e Lennard Jones, e são dadas pelas expressões a seguir:
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f2 =
78ε

R2
e

(3.41)

f3 =
−1572ε

R3
e

f4 =
25392ε

R4
e

f5 =
−388320ε

R5
e

f6 =
5940864ε

R6
e

f7 =
−93369312ε

R7
e

que são as derivadas referentes ao potencial ILJ, e

f2 =
72ε

R2
e

(3.42)

f3 =
−1512ε

R3
e

f4 =
26712ε

R4
e

f5 =
−463680ε

R5
e

f6 =
8245440ε

R6
e

f7 =
−152409600ε

R7
e

são as derivadas correspondentes ao potencial LJ, onde ε é a energia de dissociação.



Capítulo 4

Resultados e Discussões

No presente capítulo são mostrados os resultados das propriedades dinâmi-

cas dos sistemas moleculares NH3-Ng. Os resultados foram baseados na forma analí-

tica ILJ, eq.(2.23), que foi substituída na equação de Schrödinger nuclear, eq.(2.50).

Esta equação foi resolvida pelo método DVR, onde foram usadas como funções

primitivas as autofunções de uma partícula na caixa, eq.(2.81), com quadraturas

gaussianas igualmente espaçadas. Dessa forma, os elementos da matriz de energia

cinética foram adquiridos analiticamente pelas eqs. (2.95) e (2.96). Através disso

as soluções da equação de Schrödinger nuclear foram introduzidas na eq.(3.15) e

conseguiu-se determinar as constantes espectroscópicas, assim como o espectro ro-

vibracional.

Também utilizou-se o método de Dunham para obter as constantes espec-

troscópicas. Esta metodologia faz uso da teoria de perturbação para encontrar

expressões para as constantes espectroscópicas rovibracionais de cada sistema em

função das derivadas da curva de energia potencial. Ademais, comparamos os re-

sultados obtidos por meio desses procedimentos, DVR e Dunham, para o sistema

estudado com outros dois sistemas, H2O-Ng e H2O2-Ng, tratados pelos mesmos

meios e pela mesma forma analítica (IJL). Do mesmo modo são analisados os resul-

tados para a forma analítica Lennard Jones apenas para a interação de amônia com

gases nobres.

41



42

4.1 Curvas de Energias Potenciais

A curva de energia potencial (CEP) é uma função representativa do poten-

cial efetivo para o movimento vibracional molecular que depende das coordenadas

internucleares.

Por meio da ABO conseguimos separar a equação de Schrödinger indepen-

dente do tempo em duas partes, eletrônica e nuclear, sendo a primeira parte a que

descreve os movimentos dos elétrons para qualquer tipo de con�guração nuclear.

Essa separação nos permite ter um conjunto de soluções da equação de Schrödinger

eletrônica, cujas soluções são, em geral, funções analíticas com parâmetros que ajus-

tamos para reproduzir o estado eletrônico do sistema molecular da melhor forma.

Para calcular o potencial efetivo de cada sistema de amônia com gases nobres

usamos as equações (2.23) e (2.24) que correspondem ao modelo ILJ e os parâmetros

descritos na Tabela 4.1. Tais parâmetros, energia de dissociação e distância de

equilíbrio, foram obtidos via técnica experimental de feixes moleculares cruzados

[17].

Sistemas ε (meV) Re (
◦
A) Massa reduzida (u.a)

NH3-He 2,45 3,70 5907,7944

NH3-Ne 5,55 3,67 16836,0385

NH3-Ar 13,60 3,83 21765,6444

NH3-Kr 17,70 3,94 25801,0696

NH3-Xe 21,50 4,11 27480,1564

Tabela 4.1: Parâmetros experimentais [17] usados para o cálculo das CEPs de cada

sistema molecular de amônia com gases nobres.

Com os dados da tabela (4.1) e as equações (2.23) - onde nessa equação
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m = 6 para os sistemas desse trabalho - e (2.24), em que o fator β é igual a 9 e foi

determinado experimentalmente, construímos as CEPs dos sistemas de interação da

amônia com gases nobres. Como resultado obtivemos as curvas dadas pela Figura

4.1. A partir desta �gura, podemos notar que o sistema NH3-Xe é o que possui a

maior energia de dissociação (mais fortemente ligado), seguidos pelos sistemas NH3-

Kr, NH3-Ar, NH3-Ne e pelo mais fracamente ligado (menor energia de dissociação)

NH3-He.

Figura 4.1: Curvas de energia potencial dos sistemas NH3-Ng obtidas por meio do

modelo Improved Lennard Jones
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4.2 Sistemas constituídos por amônia

4.2.1 Forma analítica ILJ

Para o cálculo das energias rovibracionais de cada sistema, nós utilizamos

as massas reduzidas dadas na Tabela 4.1. Em todos os sistemas foram usadas

500 quadraturas gaussianas e apenas as energias menores do que as energias de

dissociação correspondentes a cada sistema estão representadas em suas respectivas

CEPs.

Além disto, para cada sistema foram calculadas as energias vibracionais con-

siderando os números quânticos rotacionais J=0 e J=1. Essas escolhas rotacionais

são su�cientes para a determinação das constantes espectroscópicas rovibracionais

descritas pela equação (3.15). Os valores das energias rovibracionais obtidas para

todos os sistemas estão mostradas na tabela 4.2.
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ν J NH3-He NH3-Ne NH3-Ar NH3-Kr NH3-Xe

0 14,6403331 14,606961 19,2699653 19,9261706 20,492374

1 - 34,0013386 51,5470743 54,7899484 57,1745647

2 - 42,7982667 75,8452703 83,2119887 88,2920704

3 - - 92,6911196 105,347996 113,945586

4 0 - - 102,956548 121,536845 134,301393

5 - - 108,052684 132,381129 149,660321

6 - - - 138,770015 160,495668

7 - - - 142,220775 167,459595

8 - - - - 171,580268

0 14,640403 14,6069932 19,2699895 19,92619 20,4923909

1 - 34,0013637 51,5470962 54,7899664 57,1745806

2 - 42,7982827 75,8452895 83,2120051 88,2920852

3 - - 92,6911359 105,348011 113,9456

4 1 - - 102,956561 121,536858 134,301405

5 - - 108,05269 132,381139 149,660332

6 - - - 138,770023 160,495677

7 - - - 142,220781 167,459603

8 - - - - 171,580274

Tabela 4.2: Energias rovibracionais E(ν,J) em cm−1 dos sistemas de amônia com

gases nobres.
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A partir da tabela (4.2) podemos ver que as energias vibracionais e as rovi-

bracionais possuem valores bastante próximos, o que ocasiona energias rotacionais

muito pequenas. Isso ocorre devido a energia rotacional de uma molécula diatômica

ser inversamente proporcional à sua massa reduzida, ou seja, quanto maior a massa

reduzida menor a energia rotacional.

ν J NH3-He NH3-Ne NH3-Ar NH3-Kr NH3-Xe

0 6,99x10−5 3,22x10−5 2,42x10−5 1,94x10−5 1,69x10−5

1 - 2,51x10−5 2,19x10−5 1,8x10−5 1,59x10−5

2 - 1,6x10−5 1,92x10−5 1,64x10−5 1,48x10−5

3 - - 1,63x10−5 1,5x10−5 1,4x10−5

4 ∆ J - - 1,3x10−5 1,3x10−5 1,2x10−5

5 - - 6x10−6 1x10−5 1,1x10−5

6 - - - 8x10−6 9x10−6

7 - - - 6x10−6 8x10−6

8 - - - - 6x10−6

Tabela 4.3: Energias rotacionais obtidas através da diferença entre as energias rovi-

bracionais e as energias vibracionais.

Os níveis vibracionais puros (J=0) da tabela (4.2) são representados na

�gura (4.2). Nessa �gura, vemos os níveis vibracionais diminuirem a distância entre

si conforme o número vibracional (ν) aumenta, com exceção do sistema NH3-He,

pois este possui apenas um nível dentro do poço potencial. Isso se deve ao fato

da curva do sistema se tornar cada vez mais anarmônica ao passo que a distância

internuclear do sitema cresce.
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Figura 4.2: Níveis vibracionais puros (J=0) dos sistemas NH3-Ng.
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Para obtermos as constantes espectroscópicas rovibracionais usamos as ener-

gias rovibracionais, calculadas pelo método DVR, porém ele não se aplica aos siste-

mas NH3-He e NH3-Ne, haja vista que para isso ser possível precisamos de quatro

níveis vibracionais (ν = 0, 1, 2 e 3) dentro do poço de potencial devido as equações

(3.15) que são usadas para esse �m.

Apesar da equação (3.15) não conseguir calcular as constantes espectroscó-

picas dos sistemas NH3-He e NH3-Ne, o método de Dunham permite esse cálculo

para ambos complexos e todos os outros. Os valores encontrados por essas metodo-

logias estão na tabela 4.4:

Sistema Método Be ωe ωexe ωeye αe γe

NH3-He DVR - - - - - -

Dunham 0,38 34,22 16,69 0,73 18,97 0,0014

NH3-Ne DVR - - - - - -

Dunham 0,14 30,76 5,95 0,09 2,16 7,89x10−5

NH3-Ar DVR - 40,76 4,38 0,09 1,59x10−6 3,18x10−8

Dunham 0,10 40,58 4,23 0,04 0,79 1,62x10−5

NH3-Kr DVR - 41,45 3,34 0,03 1,18x10−6 8,54x10−8

Dunham 0,08 41,34 3,37 0,02 0,49 7,93x10−5

NH3-Xe DVR - 42,34 2,86 0,017 3,51x10−7 2,26x10−8

Dunham 0,01 42,32 2,91 0,018 0,36 4,86x10−6

Tabela 4.4: Constantes espectroscópicas rovibracionais (cm−1) obtidas pela forma

analítica Improved Lennard Jones dos sistemas de amônia com gases nobres.
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Os resultados obtidos pelos dois métodos convergem entre si, ou seja, estão

com valores bem aproximados. Isso mostra a acurácia dos resultados adquiridos. No

entanto, as constantes αe e γe têm valores muito diferentes em cada metodologia,

algo que dever ser investigado com maior atenção para saber o motivo dessa discre-

pância. Fato este que não compromete nossos resultados, porque as constantes mais

importantes para o modelo usado são ωe, ωexe e ωeye, cujos valores são semelhantes

em ambos os métodos.

4.2.2 Forma analítica Lennard Jones

Aqui apresentaremos os resultados obtidos pela forma analítica Lennard

Jones dada pela eq. (2.22) através das mesmas metodologias, DVR e Dunham.

Essa forma analítica foi usada para observarmos o quão próximo ou distante estão

os resultados da seção anterior, onde foram apresentados os resultados usando o

tratamento do Improved Lennard Jones, em relação a análise feita usando o Lennard

Jones.
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Sistema Método Be ωe ωexe ωeye αe γe

NH3-He DVR - - - - - -

Dunham 0,38 32,88 16,04 12,97 14,04 0,002

NH3-Ne DVR - - - - - -

Dunham 0,14 29,56 1,44 15,01 3,07 8,55x10−5

NH3-Ar DVR - 39,05 4,44 0,15 1,97x10−6 4,16x10−9

Dunham 0,096 38,99 4,57 12,67 2,46 1,76x10−5

NH3-Kr DVR - 39,81 3,45 0,08 1,10x10−6 6,67x10−8

Dunham 0,08 39,71 5,48 9,14 1,58 8,59x10−6

NH3-Xe DVR - 40,67 2,96 0,05 7,17x10−7 3,58x10−8

Dunham 0,07 40,65 6,07 7,22 1,16 5,26x10−6

Tabela 4.5: Constantes espectroscópicas rovibracionais (cm−1) obtidas pela forma

analítica Lennard Jones dos sistemas de NH3-Ng.
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ν J NH3-He NH3-Ne NH3-Ar NH3-Kr NH3-Xe

0 14,0483066 14,0158046 18,4981364 19,135125 19,6790208

1 - 32,4532611 49,1536934 52,2957515 54,6128157

2 - 41,5619586 72,2790244 79,2434833 84,1145213

3 - - 88,7761841 100,437163 108,511635

4 0 - - 99,6324322 116,42488 128,164159

5 - - 105,937789 127,845669 143,48801

6 - - 109,429852 135,408242 154,953484

7 - - - 139,957502 163,07424

8 - - - - 168,433793

9 - - - - 172,353908

0 14,0483761 14,0158366 18,4981606 19,1351444 19,6790377

1 - 32,4532859 49,1537151 52,2957694 54,6128315

2 - 41,5619756 72,2790435 79,2434996 84,1145359

3 - - 88,7762004 100,437178 108,511648

4 1 - - 99,6324454 116,424892 128,164171

5 - - 105,937799 127,84568 143,488021

6 - - 109,42986 135,408251 154,953494

7 - - - 139,957509 163,074248

8 - - - - 168,433799

9 - - - - 172,353914

Tabela 4.6: Energias rovibracionais E(ν,J) em cm−1 dos sistemas de amônia com

gases nobres a partir da forma analítica Lennard Jones.
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Podemos observar, comparando as tabelas (4.4) e (4.5), com exceção da

constante ωeye, e as tabelas (4.2) e (4.6), que os resultados são bastante próximos.

Isso mostra que os cálculos feitos foram satisfatórios e con�áveis. Este fato demons-

tra que ambas formas analíticas (ILJ e LJ) são interessantes para descreverem tanto

as energias como as constantes espectroscópicas rovibracionais de complexos envol-

vendo amônia com gases nobres, no entanto o ILJ provou ser um melhor modelo

na descrição da parte anarmônica, pois a constante ωeye teve bons resultados tanto

para o método DVR como para o Dunham o que não ocorreu no modelo Lennard

Jones.

4.3 Sistemas NH3-Ng, H2O-Ng e H2O2-Ng comparados

Após o estudo dos sistemas de amônia interagindo com gases nobres, vamos

comparar esses sistemas com outros dois que também interagem com gases nobres

e foram tratados pelos mesmos procedimentos deste trabalho e pela forma analítica

Improved Lennard Jones, que são: H2O-Ng [31] e H2O2-Ng [32].

As tabelas 4.7 e 4.8 mostram os parâmetros experimentais - energia de

dissociação e distância de equilíbrio - dos sistemas de van der Waals H2O-Ng e

H2O2-Ng.
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Sistemas ε (meV) Re (
◦
A) Massa reduzida (u.a)

H2O-He 2,75 3,45 5969,8813

H2O-Ne 5,70 3,50 17349,9002

H2O-Ar 14,40 3,63 22632,6916

H2O-Kr 17,10 3,75 27028,6209

H2O-Xe 20,20 3,93 28874,3902

Tabela 4.7: Parâmetros experimentais (energia de dissociação e distância de equilí-

brio) usados para o cálculo das CEPs de cada sistema molecular de água com gases

nobres.

Sistemas ε (meV) Re (
◦
A) Massa reduzida (u.a)

H2O2-He 3,62 3,44 6528,11

H2O2-Ne 7,18 3,46 23088,02

H2O2-Ar 13,25 3,82 33489,49

H2O2-Kr 18,18 3,90 44102,96

H2O2-Xe 20,25 4,15 49246,42

Tabela 4.8: Parâmetros experimentais (energia de dissociação e distância de equilí-

brio) usados para o cálculo das CEPs do sistema molecular de peróxido de hidrogênio

com gases nobres.

Os três tipos de interação, NH3-Ng, H2O-Ng e H2O2-Ng, possuem energias
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de dissociações e distâncias de equilíbrios com valores próximos, porém os sistemas

H2O2-Ng possuem maiores massas reduzidas. Podemos perceber pelas tabelas (4.1),

(4.7) e (4.8) que se classi�carmos os complexos analisados em ordem crescente de

massa reduzida temos: NH3-Ng < H2O-Ng < H2O2-Ng, permitindo que os sistemas

de peróxido de hidrogênio interagindo com os gases nobres tenham mais níveis dentro

dos seus poços de potencias, pois esse fato proporciona uma maior acomodação

desses níveis nos seus poços. Este fato pode ser observado comparando os valores

dos níveis vibracionais puros (J=0) descritos nas tabelas 4.6, 4.9 e 4.10.
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ν J H2O-He H2O-Ne H2O-Ar H2O-Kr H2O-Xe

0 14,9389294 14,6849685 20,7871811 19,9974639 20,24042

1 - 34,7038841 55,5150623 54,7118003 56,2456131

2 - 43,9437453 81,5120134 82,6352272 86,4634976

3 - - 99,2319313 104,060417 111,000908

4 0 - - 109,731924 119,430441 130,059916

5 - - 114,941168 129,424882 144,011833

6 - - - 135,110855 153,431779

7 - - - - 159,161078

0 14,9390164 14,6850032 20,7872069 19,9974844 20,2404376

1 - 34,7039113 55,5150855 54,7118193 56,2456295

2 - 43,943763 81,5120336 82,6352445 86,4635127

3 - - 99,2319482 104,060432 111,000922

4 1 - - 109,731937 119,430454 130,059928

5 - - 114,941178 129,424893 144,011844

6 - - - 135,110864 153,431788

7 - - - - 159,161085

Tabela 4.9: Energias rovibracionais E(ν,J) em cm−1 dos sistemas de H2O com gases

nobres.
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ν J H2O2-He H2O2-Ne H2O2-Ar H2O2-Kr H2O2-Xe

0 20,0531 14,9022 16,1863 15,6174 14,4825

1 - 36,9152 44,5140 43,9613 41,1876

2 - 49,9383 67,6216 68,5448 64,9374

3 - 55,6987 85,7172 89,4583 85,7886

4 0 - - 99,1041 106,8190 103,8106

5 - - 108,2335 120,7837 119,0910

6 - - 113,7492 131,5647 131,7417

7 - - 116,5431 139,4472 141,9074

8 - - - - 149,7729

9 - - - - 155,5723

10 - - - - 159,7704

0 20,57 14.92 16,19 15,65 14,53

1 - 36,93 44,52 44,11 41,33

2 - 49,95 67,65 68,82 65,14

3 - 55,71 85,76 89,89 86,03

4 1 - - 99,05 107,39 104,05

5 - - 109,73 121,40 119,27

6 - - 113,06 132,02 132,67

7 - - 116,32 139,52 142,76

8 - - - - 150,56

9 - - - - 156,35

10 - - - - 160,86

Tabela 4.10: Energias rovibracionais E(ν,J) em cm−1 dos complexos de H2O2-Ng.
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As mesmas características são observadas para complexos formados com o

mesmo Ng, ou seja, os complexos NH3-He, H2O-He e H2O2-He possuem menores

massas reduzidas do que os sistemas NH3-Xe, H2O-Xe e H2O2-Xe, assim eles têm

menos níveis vibracionais em suas curvas de energia potencial. No entanto, quando

comparamos apenas os sitemas NH3-Ng e H2O-Ng, vemos que isso não ocorre. A

explicação para esse fato é devido ao poço de potencial do NH3-Ng ter maior anar-

monicidade do que os sistemas em que os gases nobres interagem com a água e até

mesmo do que os sitemas com H2O2. Como consequência, os níveis nos sistemas de

amônia são mais próximos uns aos outros e, dessa forma, o poço de NH3-Kr, espe-

ci�camente, possui um nível a mais do que o sistema H2O-Kr. Essas constatações

podem ser veri�cadas nas curvas de energia potencial mostradas na Figura 4.3.
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Figura 4.3: Comparação das CEPs obtidas para os sistemas NH3-Ng, H2O2-Ng e

H2O-Ng.

As constantes calculadas dos sistemas H2O-Ng e H2O2-Ng são mostradas

nas tabelas 4.11 e 4.12.
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Sistema Método ωe ωexe ωeye αe γe

H2O-He DVR - - - - -

Dunham 38,68 18,99 - 0,16 -

H2O-Ne DVR - - - - -

Dunham 32,20 6,35 - 0,02 -

H2O-Ar DVR 43,89 4,70 0,07 2,03x10−6 1,12x10−7

Dunham 43,20 4,52 - 0,008 -

H2O-Kr DVR 41,78 3,61 0,04 6,70x10−7 5,04x10−8

Dunham 41,70 3,55 - 0,005 -

H2O-Xe DVR 41,89 2,97 0,01 4,19x10−7 8,71x10−8

Dunham 41,84 3,02 - 0,005 -

Tabela 4.11: Constantes espectroscópicas rovibracionais (cm−1) obtidas pela forma

analítica ILJ dos complexos de água com gases nobres.
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Sistema Método ωe ωexe ωeye αe γe

H2O2-He DVR - - - - - -

Dunham 41,3689 18,4018 2,9847 3,0475x10−6 3,3763x10−7

H2O2-Ne DVR 32,6581 5,7903 0,2879 6,0740x10−7 5,8018x10−8

Dunham 32,5316 4,7111 0,1134 1,2916x10−7 4,7498x10−8

H2O2-Ar DVR 33,7447 2,7578 0,0334 7,8524x10−9 5,0220x10−8

Dunham 33,6811 2,7948 0,0324 4,2372x10−9 4,9231x10−8

H2O2-Kr DVR 32,2699 1,9312 0,0140 6,2548x10−8 2,8422x10−8

Dunham 33,1197 1,9991 0,0143 1,7693x10−8 1,7606x10−8

H2O2-Xe DVR 29,8365 1,5362 0,0098 3,0748x10−7 1,0995x10−8

Dunham 29,8281 1,5648 0,0095 1,1737x10−7 8,1511x10−9

Tabela 4.12: Constantes espectroscópicas rovibracionais (cm−1) obtidas pela forma

analítica Improved Lennard Jones dos sistemas de peróxido de hidrogênio com gases

nobres.

Ao compararmos as tabelas (4.4), (4.11) e (4.12) observamos que os sistemas

de água e amônia possuem comportamentos aproximados, pois a contribuição da

parte harmônica, ωe, é mais intensa nos sistemas mais massivos. Já nos complexos

de H2O2-Ng ocorre o oposto, isto é, a contribuição harmônica é maior para sistemas

com menor massa reduzida.

Ao compararmos esses três complexos podemos notar que os sistemas que

mais se assemelham em termos das energias rovibracionais são NH3-He e H2O-He,

e em relação às constantes espectroscópicas são os sistemas NH3-Kr e H2O-Kr.



Capítulo 5

Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho, foi determinado, pela primeira vez na literatura, as energias

e as constantes espectrocópicas rovibracionais para os sistemas de NH3 + Gases No-

bres. Os resultados obtidos pelas duas metodologias adotadas, DVR e Dunham, para

as constantes espectroscópicas de maior contribuição, ou seja, ωe e ωexe, �caram em

excelente concordância. O que reforça a con�abilidade dos resultados encontrados.

O mesmo não ocorre com as constantes αe e γe, que são constantes com participação

relativamente pequena, no entanto, este fato deve ser melhor investigado para saber

o real motivo desta diferença. Observamos ainda que tanto para a forma analítica

ILJ como para a forma LJ os resultados foram bastante aproximados. Este fato

revela que as duas formas analíticas podem descrever tais sistemas, porém a forma

ILJ provou ser a melhor entre elas, pois a constante ωeye �cou melhor descrita pelas

metodologias DVR e Dunham no ILJ do que no Lennard Jones.

Em relação ao sistema NH3-He percebemos que, apesar de ter energia de

dissociação relativamente pequena, ele possui um nível vibracional. Isso mostra que

embora esteja fracamente ligado este complexo pode manter sua interação.

Com relação aos resultados obtidos através da comparação dos sistemas

H2O2-Ng, NH3-Ng e H2O-Ng veri�camos que como os sistemas NH3-He, H2O-He

e H2O2-He possuem menores massas reduzidas do que os sistemas NH3-Xe, H2O-

Xe e H2O2-Xe, eles têm menos níveis em suas curvas de energia potencial. No
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entanto, quando comparamos apenas os sitemas NH3-Ng e H2O-Ng, vemos que isso

não ocorre, devido à anarmonicidade do poço de potencial da amônia ser maior que

a dos outros dois sistemas. Como consequência, os níveis nos sistemas de amônia são

mais próximos uns aos outros e, dessa forma, o poço de NH3-Kr, especi�camente,

tem um nível a mais do que o sistema H2O-Kr.

Observamos também que os sistemas de água e amônia possuem compor-

tamentos aproximados, pois a contribuição da parte harmônica ωe é mais intensa

quanto maior for a massa do gás nobre como as equações (3.24) e (3.25) sugerem.

Já nos complexos de H2O2-Ng ocorre o oposto, isto é, a contribuição harmônica é

maior para sistemas com menor massa reduzida. Ao compararmos esses três comple-

xos podemos notar que os sistemas que mais se assemelham no comportamento são

os sistemas NH3-He e H2O-He em termos das energias rovibracionais e os sistemas

NH3-Kr e H2O-Kr em relação às constantes espectroscópicas. Porém, constatamos

também o fato de que a constante espectroscópica ωe do complexo H2O2-Ne, calcu-

lada tanto pelo método DVR como pelo método de Dunham, possui um valor muito

próximo do obtido para o ωe do sistema H2O-Ne.

Haja vista a comparação feita entre os três sistemas, podemos inferir por

meio dos dados apresentados que o sistema de NH3-Ng é de longo alcance, o de

H2O-Ng de médio alcance e o de H2O2-Ng de curto alcance.

Como perspectivas futuras, pretendemos construir as curvas de energia po-

tencial ab initio (solução da equação de Schrodinger eletrônica com os melhores

métodos teóricos existentes na literatura) para os sistemas formados pela molécula

de amônia e gases nobres, e observarmos se os resultados obtidos nesse trabalho es-

tão em boa concordância com os resultados que podem ser obtidos através das CEPs

teóricas. Além disso, podemos construir as superfícies de energia potencial desses

sistemas e determinar os modos normais de vibração desses sistemas e compará-los

com os resultados disponíveis na literatura. Por �m, como uma outra perspectiva

para o futuro, seria o cálculo das CEPs dos complexos NH3-Ng considerando os

estados eletrônicos excitados.
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Anexo A

Fatores de Conversão

Massa

Unidades de medida u.a u.m.a Kg

u.a 1 5,485804x10−4 9,109397x10−31

u.m.a 1822,887 1 1.6605402 x10−27

Kg 1,09776746x1030 6,0221367x1026 1

a = unidade atômica, u.m.a = unidade de massa atômica e Kg = quilograma

Comprimento

Unidades de medida a0
◦
A m

a0 1 0,529172249 5,29172249x10−11

(
◦
A) 1,88974384 1 10−10

m 1,88974384x1010 1010 1

a0 = raio de Bohr,
◦
A = angstrom e m = metro
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Energia

Unidades de medida eV J cm−1

eV 1 1,6022x10−19 8065,48

J 6,2415x1018 1 5,0340x1022

cm−1 1,23985x10−4 1,9865x10−23 1

eV = elétron-volt, J = Joule e cm−1 = centímetro recíproco



Anexo B

Cálculo dos Elementos Da Matriz Energia

Cinética através do Método DVR

Para avaliar as integrais envolvidas na matriz energia cinética será empre-

gado o método das quadraturas gaussianas em uma malha de pontos igualmente

espaçados dentro de um intervalo [a,b] de uma CEP, tais que:

Ri = a+
(b− a)

N
i. (B.1)

Onde i = 1, 2, ..., N − 1 e N é o número de quadraturas gaussianas para a

CEP.

Os elementos da matriz energia cinética de um sistema unidimensional po-

dem ser obtidos, para um caso genérico nas direções i e j, por:

T ij =
〈
Ri|T̂ |Rj

〉
(B.2)

Onde T̂ = − ~2
2µ

e d2

dR
é o operador energia cinética, e µ é a massa reduzida do

sistema. Utilizaremos as funções de base que possuem uma relação de completeza:

N−1∑
n=1

|φn
〉〈
φn| = 1, (B.3)
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e vamos inserir essa relação na equação(B.2):

Tij =
N−1∑
n=1

〈
Ri|T̂ |φn

〉〈
φn|Rj

〉
, (B.4)

sendo
〈
φn|Rj

〉
= φn(Rj).

A integral
〈
Ri|T̂ |φn

〉
pode ser aproximada utilizando o método das qua-

draturas gaussianas, dado que o intervalo entre os pontos da quadratura podem ser

de�nidos como pontos igualmente espaçados:

Tij =
N−1∑
n=1

N−1∑
k=1

ωk
〈
Ri|T̂ |φn

〉
φn(Rj). (B.5)

Podemos inserir uma delta de Kronecker e assumindo k = i temos:

Tij =
N−1∑
n=1

N−1∑
k=1

ωk
〈
Ri|T̂ |φn

〉
φn(Rj) =

N−1∑
n=1

ωi[T̂ φn(Ri)]φn(Rj) (B.6)

Dado que os pontos da malha são igualmente espaçados temos ainda que:

ωi = ∆Ri =
(b− a)

N
(B.7)

a partir disso, segue:

Tij = − ~2

2µ

(b− a)

N

N−1∑
n=1

∂2φn(Ri)

∂R2
i

φn(Rj). (B.8)

Como função de base, utilizaremos as autofunções da equação de Schrödin-

ger para partícula numa caixa:

φn(R) =

√
2

b− a
sen

[
nπ(R− a)

b− a

]
, (B.9)

que obedecem às condições de contorno impostas pelo DVR:

φn(Ra) ≡ φn(R = a) = φn(Rb) ≡ φn(R = b) = 0. (B.10)

Fazendo o cálculo de ∂2φn(Ri)

∂R2
i

, com φn(R) =
√

2
b−asen

[
nπ(R−a)
b−a

]
:
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∂2φn(Ri)

∂R2
i

=

√
2

b− a
d

dR

[
sen

(
(
nπ(Ri − a)

b− a

)]
(B.11)

=

√
2

b− a
nπ

b− a
cos

[
nπ(Ri − a)

b− a

]
∂2φn(Ri)

∂R2
i

=

√
2

b− a
nπ

b− a
d

dR

[
cos

(
nπ(Ri − a)

b− a

)]
Substituindo ∂2φn(Ri)

∂R2
i

em Tij, tem-se:

Tij = − ~2

2µ

(b− a)

N

N−1∑
n=1

[
−
√

2

b− a

(
nπ

b− a

)2

sen

(
nπ(Ri − a)

b− a

)]
(B.12)[√

2

b− a
sen

(
nπ(Rj − a)

b− a

)]

=
~2

2µ

(b− a)

N

2

(b− a)

(
π

b− a

)2 N−1∑
n=1

n2sen

(
nπ(Ri − a)

b− a

)
sen

(
nπ(Rj − a)

b− a

)

=
~2

Nµ

(
π

b− a

)2 N−1∑
n=1

n2sen

(
nπ(Ri − a)

b− a

)
sen

(
nπ(Rj − a)

b− a

)
.

Podemos ainda reescrever o termo interno dos senos da seguinte forma:

Ri − a
b− a

=
i

N
(B.13)

Rj − a
b− a

=
j

N
.

Desse modo,

Tij =
~2

Nµ

(
π

b− a

)2 N−1∑
n=1

n2sen

(
nπi

N

)
sen

(
nπj

N

)
. (B.14)

A equação (B.14) é a equação que fornece os elementos matriciais da energia

cinética através do método de DVR para um caso geral de i e j. A seguir será

apresentado o desenvolvimento matemático para o caso i 6= j de modo a obter uma

equação mais facilmente programada e resolvida em computação.
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Diante do exposto, primeiro faremos uma mudança de um produto de senos

para cossenos:

sen

(
nπj

N

)
sen

(
nπi

N

)
=

1

2
[cos(nA)− cons(nB)], (B.15)

agora vamos inserí-la na eq.(B.14):

Tij =
~2

Nµ

(
π

b− a

)2 N−1∑
n=1

n2

[
1

2

(
cos

(
nπ(i− j)

N

)
− cos

(
nπ(i+ j)

N

))]
. (B.16)

Façamos ainda a seguinte substituição para reduzir o tamanho dos termos

a serem carregados:

cos
π(j − i)
N

= cos(nA) (B.17)

cos
π(j + i)

N
= cos(nB). (B.18)

Assim, a expressão pode ser reescrita como:

Tij =
~2

2Nµ

(
π

b− a

)2 N−1∑
n=1

n2cos(nA)− n2cos(nB). (B.19)

A partir disso,vamos encontrar uma relação de substituição entre cos(nA) e uma

função exponencial.

Como somar N−1 termos de cosseno manualmente é desagradavável, então

podemos tentar reescrever esses termos por um termo que sabemos somar. Para

isso, vamos usar a função exponencial que pode ser reescrita em função de seno e

cosseno da seguinte forma:

einA = cos(nA) + isen(nA), (B.20)

ou ainda
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N−1∑
n=1

einA =
N−1∑
n=1

cos(nA) + isen(nA). (B.21)

Se observarmos somente a parte real da exponencial teremos:

Re
N−1∑
n=1

einA =
N−1∑
n=1

cos(nA). (B.22)

Derivando duas vezes a função exponencial em relação a A teremos:

∂Re
∑N−1

n=1 e
inA

∂A
=
∂
∑N−1

n=1 cos(nA)

∂A
=

N−1∑
n=1

ncos(nA) (B.23)

∂2Re
∑N−1

n=1 e
inA

∂A2
=
∂
∑N−1

n=1 cos(nA)

∂A2
=

N−1∑
n=1

n2cos(nA).

Logo,

∂2Re
∑N−1

n=1 e
inA

∂A2
=

N−1∑
n=1

−n2cos(nA). (B.24)

e analogamente

∂2Re
∑N−1

n=1 e
inB

∂B2
=

N−1∑
n=1

−n2cos(nB). (B.25)

Assim, a expressão (B.19) se torna:

Tij =
~2

2Nµ

(
π

b− a

)2
[
−∂

2Re
∑N−1

n=1 e
inA

∂A2
+
∂2Re

∑N−1
n=1 e

inB

∂B2

]
. (B.26)

Agora, vamos somar os N − 1 termos da parte real da exponencial. O

somatório dos N − 1 termos da parte real da função exponencial einA é dado por:

Sn =
a1(q

n − 1)

q − 1
(B.27)

onde,
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a1 = einA

, para n = 1 temos a1 = eiA

a2 = einA (B.28)

, para n = 2 temos a2 = e2iA, portanto,

q =
a2
a1

=
e2iA

eiA
= eiA. (B.29)

Assim,

SN−1 =
eiA(eiA

N−1 − 1)

eiA − 1
=
eiAN − eiA

eiA − 1
(B.30)

=
eiAN − eiA

e
iA
2 (e

iA
2 − e− iA

2 )
= e−

iA
2

(
eiAN − eiA

e
iA
2 − e− iA

2

)
=
eiA(N−

1
2
) − e iA

2

e
iA
2 − e− iA

2

.

Dado que:

eiy = cos(y) + isen(y) (B.31)

e

sen(x) =
eix − e−ix

2i
, (B.32)

que nos dá

2isen(x) = eix − e−ix. (B.33)

Além disso, seja y1 = iA
(
n−1
2

)
, y2 = iA

2
e x = iA

2
,temos que:

SN−1 =
eiA(N−

1
2
) − e iA

2

e
iA
2 − e− iA

2

=
eiy1 − eiy2
eix − e−ix

(B.34)

=

[
cos(A(N − 1

2
)) + isen(A(N − 1

2
))−

(
cos
(
A
2

)
+ isen

(
A
2

))]
2isen

(
A
2

) .
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Multiplicando a expressão acima por i
i
tem-se:

SN−1 =
icos(A(N − 1

2
)) + sen(A(N − 1

2
))− icos

(
A
2

)
− sen

(
A
2

)
2sen

(
A
2

) . (B.35)

Se tomarmos a parte real deste somatório teremos:

SN−1 =
sen

(
AN − A

2

)
− sen

(
A
2

)
2sen

(
A
2

) = −1

2
+

1

2

sen
(
AN − A

2

)
sen

(
A
2

) . (B.36)

Dessa forma,

Re
N−1∑
n=1

einA = −1

2
+

1

2

sen
(
AN − A

2

)
sen

(
A
2

) . (B.37)

Por conseguinte,

Re
N−1∑
n=1

einB = −1

2
+

1

2

sen
(
BN − B

2

)
sen

(
B
2

) . (B.38)

Sendo assim, calcularemos a derivada segunda deRe
∑N−1

n=1 e
inA eRe

∑N−1
n=1 e

inB

em função de A e B respectivamente:

∂2Re
∑N−1

n=1 e
inA

∂A2
=

∂

∂A

[
1

2

∂

∂A

(
−1 +

sen
(
AN − A

2

)
sen

(
A
2

) )]
(B.39)

=
∂

∂A

[
1

2

∂

∂A

(
sen

(
AN − A

2

)
sen

(
A
2

) )]
.

Aplicando a identidade trigonométrica sen(x−y) = sen(x)cos(y)−sen(y)cos(x)

ao caso, obtemos:

sen

(
AN − A

2

)
= sen(AN)cos

(
A

2

)
− sen

(
A

2

)
cos(AN) (B.40)

Que resulta em:
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sen
(
AN − A

2

)
sen

(
A
2

) =
sen(AN)cos

(
A
2

)
− sen

(
A
2

)
cos(AN)

sen
(
A
2

) (B.41)

= sen(A)cotg

(
A

2

)
− cos(AN)

Calculando as derivadas de (B.39):

∂

∂A

[
sen

(
AN − A

2

)
sen

(
A
2

) ]
=

∂

∂A
(sen(AN)cotg

(
A

2

)
− cos(AN)) (B.42)

=

[
Ncos(AN)cotg

(
A

2

)
− 1

2
sen(AN)cossec2

(
A

2

)]
+Nsen(AN),

dessa forma,

∂

∂A

[
1

2

∂

∂A

sen
(
AN − A

2

)
sen

(
A
2

) ]
= (B.43)

=
1

2

∂

∂A

[[
Ncos(AN)cotg

(
A

2

)
− 1

2
sen(AN)cossec2

(
A

2

)]
+Nsen(AN)

]
=

1

2

[(
−N2sen(AN)cotg

(
A

2

)
− N

2
cos(AN)cossec2

(
A

2

))
+(

−N
2
cos(AN)cossec2

(
A

2

)
+ sen(AN)cossec2

(
A

2

)
cotg

(
A

2

))
+N2cos(AN)

]
.

Sabendo que AN = π(i + j) onde i e j são inteiros, então sen(AN) = 0,

pois AN = ...,−2π,−π, 0, π, 2π, ... e cos(AN) = ±1, de tal modo que cos(AN) =

(−1)(i−j). Diante disso, temos:

∂

∂A

[
1

2

∂

∂A

sen
(
AN − A

2

)
sen

(
A
2

) ]
=

1

2

[
−Ncos(AN)cossec2

(
A

2

)
+N2cos(AN)

]
(B.44)

=
1

2
Ncos(AN)

[
cossec2

(
A

2

)
+N

]
=

1

2
N(−1)(i−j)

[
−cossec2

(
A

2

)
+N

]
.

De forma análoga, temos
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∂

∂B

[
1

2

∂

∂B

sen
(
BN − B

2

)
sen

(
B
2

) ]
=

1

2
N(−1)(i−j)

[
−cossec2

(
B

2

)
+N

]
. (B.45)

Assim, a expressão original (B.14) dos elementos da matriz energia cinética

obtidos através do método DVR que se encontrava em função de um produto de

senos, foi reescrita numa soma de cossenos (B.19) e posteriormente num somatório

da parte real da função exponencial (B.26) e pode ser reescrita como:

Tij =
~2

2Nµ

(
π

b− a

)2
[
−∂

2Re
∑N−1

n=1 e
inA

∂A2
+
∂2Re

∑N−1
n=1 e

inB

∂B2

]
(B.46)

=
~2

2Nµ

(
π

b− a

)2 [
−
[

1

2
N(−1)(i−j)

(
−cossec2

(
A

2

)
+N

)]
+

1

2
N(−1)(i−j)

(
−cossec2

(
B

2

)
+N

)]
=

~2

2Nµ

(
π

b− a

)2(
N(−1)(i−j)

2

)[(
cossec2

(
A

2

)
+N

)
−
(
cossec2

(
B

2

)
+N

)]
=

~2

2µ

(
π

b− a

)2(
(−1)(i−j)

2

)[
1

sen2
(
A
2

) − 1

sen2
(
B
2

)]

=
~2

2µ

(
π

b− a

)2(
(−1)(i−j)

2

) 1

sen2
(
π(i−j)
2N

) − 1

sen2
(
π(i+j)
2N

)
 .

Com a expressão acima pode-se calcular os elementos fora da diagonal da

matriz energia cinética obtida através do método DVR. Para o caso em que i = j,

elementos da diagonal principal, podemos partir da expressão (B.14) de modo que

teremos:

Tij =
~2

Nµ

(
π

b− a

)2 N−1∑
n=1

n2sen

(
nπi

N

)
sen

(
nπj

N

)
(B.47)

=
~2

Nµ

(
π

b− a

)2 N−1∑
n=1

n2sen2(nA).
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Dado a relação trigonométrica:

sen2(x) =
1

2
(1− cos(2x)), (B.48)

aplicando à equação (B.47) tem-se

Tii =
~2

Nµ

(
π

b− a

)2 N−1∑
n=1

n2[1− cos(2nA)] (B.49)

=
~2

Nµ

(
π

b− a

)2
[
N−1∑
n=1

n2 −
N−1∑
n=1

n2cos(2nA)

]

O termo
∑N−1

n=1 n
2cos(2nA), já foi calculado de forma análoga nos proce-

dimentos anteriores da determinação dos elementos fora da diagonal principal da

matriz energia cinética obtida através do método DVR e vale N
2

[cossec2(A)−N ].

O somatório dos N − 1 termos de n2 é dado pela expressão fechada:

N−1∑
n=1

n2 =
(2N − 1)N(N − 1)

6
. (B.50)

A equação (B.49) torna-se, com as substituições dos dois termos que contém

somatórios:

Tii =
~2

Nµ

(
π

b− a

)2 [
(2N − 1)N(N − 1)

6
− N(cossec2(A)−N)

2

]
(B.51)

=
~2

Nµ

(
π

b− a

)2 [
(2N − 1)(N − 1)

3
− (cossec2(A)−N)

]
=

~2

µ

(
π

b− a

)2
1

2

[
2N2 − 3N + 1

3
− cossec2(A) +N

]
=

~2

µ

(
π

b− a

)2
1

2

[
2N2 − 3N + 1

3
+

3N

3
− cossec2

(
πi

N

)
+N

]
=

~2

µ

(
π

b− a

)2
1

2

[
2N2 − 3N + 1

3
+

3N

3
− cossec2

(
πi

N

)]
=

~2

µ

(
π

b− a

)2
1

2

[
2N2 + 1

3
− 1

sen2
(
πi
N

)] .
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Diante dos cálculos apresentados, os elementos da diagonal principal são

dados por:

Tii =
~2

µ

(
π

b− a

)2
1

2

[
2N2 + 1

3
− 1

sen2
(
πi
N

)] , (B.52)

e os elementos fora da diagonal principal são

Tij =
~2

2µ

(
π

b− a

)2(
(−1)(i−j)

2

) 1

sen2
(
π(i−j)
2N

) − 1

sen2
(
π(i+j)
2N

)
 . (B.53)


