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RESUMO

Neste trabalho, a entropia de buraco negro foi determinada partindo do pressuposto
de que préximo ao horizonte de eventos de um buraco negro extremal existe uma
simetria SL(2,R) que é gerada pelos vetores de Killing nessa regiao. Tanto para
buracos negros em (3-+1)-dimensoes quanto para buracos negros em dimensoes maiores
essa abordagem ¢é valida. Considerando uma particula quantica, mostramos que o
processo de quantizacao quebra a simetria de escala da mecénica quéntica conforme e
que esta mesma simetria pode ser restaurada por meio de um estado misto apropriado
e associado a entropia de von Neumann. Exploramos também os principais aspectos
do espago Anti-de Sitter e do buraco negro de BTZ e discutimos a relagao entre os
mesmos. Em seguida, estudamos as propriedades do espago-tempo de Kerr subtraido,
obtendo a Eq. para a auto-forca, agindo sobre uma carga escalar estatica neste
espaco-tempo.

Palavra-Chave: Entropia. Buraco Negro Extremal. Simetria SL(2,R). Geome-

tria Subtraida. Auto-forga.



ABSTRACT

In this work the black hole entropy was determined on the assumption that on
the event horizon of a extremal black hole there is a symmetry SL(2,R) that is ge-
nerated by the Killing vectors in this region. This approach is applied for the (3+41)-
dimensional black hole and higher dimensions. By considering a quantum particle
we showed that the quantization process breaks the scale of symmetry of quantum
mechanics and that the same symmetry might be restored by using a suitable mixed
state that is associated with von Neumann entropy. We studied the properties of the
subtracted Kerr spacetime obtaining the Eq. for the self-force acting on a static
scalar charge in this background.

Keywords: Entropy. Extremal Black Hole. SL(2,R) Symmetry. Subtracted

Geometry. Self-Force.
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Introducao

Os conceitos abordados na teoria cléssica da relatividade geral sao totalmente ex-
pressados pelas equagoes de Einstein. Na busca por uma teoria quantica da gravitagao,
é importante compreender a formulacao Hamiltoniana e Lagrangeana da relatividade
geral [I], 2], 3, 14 [5].

Na formulacao Lagrangeana de uma teoria de campos, introduzimos uma agao
funcional que geralmente é definida como uma integral de uma densidade Lagrangeana
sobre um regiao finita do espaco-tempo. A densidade lagrangiana é definida como
uma funcao dos campos e de suas derivadas que compoem a teoria. Contudo, na
relatividade geral, esta agao envolve termos de fronteira necessarios para manter o
principio variacional consistente.

Por sua vez, a formulagao Hamiltonina de uma teoria de campos consiste em de-
compor o espaco-tempo em espaco e tempo. Geometricamente, isto corresponde a
foliagoes do espago-tempo por hipersuperficies tipo-espago [2] B]. Nesta decomposi-
cao, a métrica do espago-tempo gnp ¢ quebrada em uma métrica induzida h,;, sobre a
hipersuperficie >, um vetor shift N* uma fungao lapso N e o Hamiltoniano é des-
crito como o funcional das configuragoes de campos e dos momentos conjugados sobre
> . Neste caso, o hamiltoniano da relatividade geral é escrito como um funcional de
ha, e do momento conjugado p® que, no entanto, esté relacionado com a curvatura
extrinseca sobre a hipersuperficie [2].

O estudo dos buracos negros é certamente uma das mais elegantes e relevantes



aplicagoes da relatividade geral. Pode-se afirmar que o aspecto mais importante do
espago-tempo de um buraco negro reside no fato de que este objeto contém um hori-
zonte de eventos e também apresenta propriedades termodinamicas. O horizonte de
eventos é definido como uma hipersuperficie tipo-luz que delimita a fronteira do bu-
raco negro. Nesta hipersuperficie as congruéncias compostas por geodésicas tipo-luz
desempenham o papel de geradores do horizonte de eventos e o comportamento dos
geradores esta diretamente relacionado ao comportamento do horizonte. Em geral, ao
estudar as propriedades dos buracos negros, muitas quantidades fisicas importantes
sao definidas em termos da integracao sobre o horizonte.

Os buracos negros talvez sejam objetos perfeitamente termais no universo, entre-
tanto, suas propriedades termais ainda nao estao totalmente compreendidas. Tais
objetos sao descritos precisamente pelos parametros macroscopicos de massa, carga
e momento angular. Os parametros microscopicos, responsaveis pelo comportamento
termal desses objetos, ainda nao possuem uma definicao adequada. As informagoes
sobre as propriedades termais dos buracos negros veem do comportamento das propri-
edades macroscopicas que, por sua vez, estao formalizadas nas quatro leis da mecéanica
de buracos negros. Essas leis sao analogas as leis da termodinamica.

A lei zero da mecéanica de buraco negro afirma que a superficie de gravidade
de um buraco negro estacionario é constante sobre seu horizonte de eventos. Isto é
analogo a lei zero da termodinamica, na qual a temperatura T é constante para um
sistema em equilibrio térmico. A primeira lei da mecénica de buracos negros, escrita

na forma [I], 2], 3, 14, [5] 6]
oM = 8if<;5A + Q6J + POQ),
7

expressa a conservagao da energia por meio da relagao entre a variacao da massa do
buraco negro com variagoes em sua area, momento angular e carga elétrica.
O teorema de Hawking para a area do horizonte constitui a segunda lei da mecéanica

de buracos negros. Segundo este teorema, a area do horizonte de eventos nao diminui.



Isto é analogo a segunda lei da termodindmica; a entropia de um sistema fechado
nao diminui. A terceira lei da mecéanica de buracos negros afirma que a superficie de
gravidade nao pode ser anulada considerando uma sequéncia finita de operagoes. Isto
é analogo a forma fraca da terceira lei da termodinamica, na qual a temperatura de
um sistema nao pode ser reduzida ao zero absoluto considerando um nimero finito
de operacoes. No entanto, esta lei nao é analoga a forma forte da terceira lei da
termodinamica; a entropia de um sistema se reduz a zero quando 7' = 0.

Assim, as leis da mecénica de buracos negros sao analogas as leis da termodiné-
mica quando implementam-se as analogias entre a temperatura e algum multiplo da
superficie de gravidade e entre a entropia e o inverso de um multiplo da &rea do buraco

negro, ou seja, pode-se dizer entao que
T =¢k e S =nA,

com 8men = 1, de modo que o termo kJA/(87) na primeira lei da mecénica de buracos
negros torna-se o termo de transferéncia de calor T0.S na primeira lei da termodiné-
mica.

Antes da formulagao das leis da mecéanica de buracos negros, Bekenstein propos que
a entropia de um buraco negro ¢ dada por algum multiplo n de sua area. Bekenstein
nao determinou o valor exato de 1, mas conjecturou que este multiplo seria (In 2)/(8)
em unidades de Planck (h=c=G =k = 4meg = 1).

Contudo, a equivaléncia entre a primeira lei da mecanica de buracos negros e
a primeira lei da termodinamica, implica que a temperatura serd um multiplo da
superficie de gravidade k. Se n = (In2)/(87), como Bekenstein propos, entao teriamos
e =1/(In2), de modo que 7' = x/(In2). Uma vez que os buracos negros eram pensados
como objetos que apenas absorviam e nunca emitiam radiacao, tais objetos teriam
temperatura nula, ou € = 0, entao a proposta de Bekenstein seria inconsistente para
qualquer valor finito de 7.

No entanto, seguindo a abordagem de Parker e Fulling, Hawking descobriu que



buracos negros podem emitir radiacao e que a energia irradiada tem um espectro
termal. Segundo Hawking, sua descoberta tornava a proposta de Bekenstein consis-
tente, embora com o valor de 7 diferente. Hawking mostrou que temperatura de um
buraco negro é dada por T' = k/(27), com € = 1/(2r) e n = 1/4 . Assim, a a for-
mula de Bekenstein-Hawking para a entropia de um buraco negro é expressa na forma

I, 2, (3, 4, 15, /6, 17, 8]

A (0.0.1)

Sburaco negro — SBekenstein-HaWking

A

No estudo das propriedades termodinamicas de buracos negros extremais (tem-
peratura zero), devemos analisar a métrica no limite proximo ao horizonte impondo
condicoes de fronteira adequadas. Uma vez que conhecemos as condi¢oes de fronteira,
as simetrias assintoticas desse espaco-tempo podem ser calculadas. Para cada simetria
assintOtica temos as cargas totais conservadas e, respectivamente, a algebra de Dirac
das cargas assintoticas. A partir das cargas assintoticas associadas aos geradores da
algebra, podemos obter a algebra de Virasoro e, consequentemente, a carga central. O
surgimento de cargas centrais indica que podemos obter a entropia de buracos negros
a partir da contagem de microestados associados a métrica [9} 10].

Outra maneira de estudar um certo espago-tempo é através da analise de suas
geodésicas. Podemos estudar também o movimento de particulas quanticas, o qual
requer a definicao adequada de observaveis. Na mecanica quantica, os observaveis sao
quantidades fisicas importantes que sao representados por operadores lineares e auto-
adjuntos no espago de Hilbert dos estados do sistema em consideragao. A construcao
de operadores auto-adjuntos gera alguns problemas interessantes. Por exemplo, o
problema da conservacao da helicidade no espalhamento de Aharonov-Bohm de uma
particula de Dirac pode ser resolvido usando algumas técnicas empregadas no estudo
do operador auto-adjunto [111, 12| [13].

Os fundamentos da gravidade quéantica e classica foram inicialmente explorados

tendo como base o espago-tempo em trés dimensoes. Esse modelo de gravidade em



(2+41)-dimensoes foi amplamente reconhecido como a plataforma de estudos das ques-
toes conceituais relacionadas a gravidade. No entanto, do ponto de vista fisico, esse
modelo nao fornece uma descricao realistica de sistemas gravitacionais em (3+1)-
dimensoes. Entre alguns aspectos negativos desse modelo destaca-se o fato que em
(2+41)-dimensoes a relatividade geral nao tem limite Newtoniano. Apesar disso e, sur-
preendentemente, os fisicos Banados, Teitelboim e Zanelli (BTZ) mostraram em 1992
que a gravidade em (2+1)-dimensoes tem uma solugao de buraco negro que em alguns
aspectos difere de outras solugoes das equagoes de campos [14].

O principal objetivo deste trabalho é calcular entropia de buraco negro. Partimos
do pressuposto que existe uma simetria SL(2,R) no horizonte de eventos de um bu-
raco negro extremal e que essa simetria é gerada pelos vetores de Killing nessa regiao.
Essa abordagem ¢é vélida tanto para buracos negros em (3+41) -dimensoes quanto para
buracos negros em dimensoes maiores. Préximo ao horizonte de eventos, a geometria
surge com um espago AdS; ou um buraco negro de BT Z ambos, em geral, sao multi-
plicados por uma variedade compacta e sao setores de outras solugdes em dimensoes
maiores [15].

Na presente abordagem, um ponto importante que deve ser destacado reside no
fato de que um dos geradores da algebra quebra a simetria de escala. A compreensao
desse processo de quebra de simetria desempenha um papel importante na determi-
nagao da entropia [I6]. Na implementacao dos conceitos até entdo tratados no estudo
dos buracos negros, as seguintes abordagens equivalentes sao consideradas: uma abor-
dagem algébrica fundamentada na teoria das representagoes e outra analitica que faz
uso das extensoes auto-adjuntas.

Em outra parte desse trabalho, reproduzimos o resultado analitico de Ottewil e
Taylor [50] para a auto-forga que age sobre uma carga escalar estatica no espago-

tempo de Kerr

auto alAg®M?sin? 6
b 3(A —a2sin?0)3/2n1/2




A motivacao para o estudo da auto-forga reside no fato de que, na relatividade geral, o
movimento de um pequeno objeto é descrito por uma geodésica e, portanto, os efeitos
das corregoes impostas ao movimento geodésico devido a agao da auto-forca devem
ser considerados [I7]. No que segue, obtemos a Eq. para a auto-forca agindo
sobre uma carga escalar estatica no espago-tempo de Kerr subtraido. Um buraco
negro subtraido é obtido tomando um limite de escala particular no fator conforme. A
estrutura interna de um buraco negro subtraido é invariante frente a essa transformagao
de escala do fator conforme [18].

Esta tese esta organizada como segue:

Capitulo 1: Revisamos as propriedades dos buracos negros em (341)-dimensoes.

Capitulo 2: Tem como foco o estudo da geometria do espago-tempo préximo ao
horizonte de eventos dos buracos negros de Reissner-Nordstrom e Kerr.

Capitulo 3: Estudamos a estrutura dos grupos SU(2) e SL(2,R).

Capitulo 4: Aborda-se as propriedades do espaco Anti-de Sitter.

Capitulo 5: Versa sobre as propriedades do buraco negro de BTZ. Mostramos
que o mesmo pode ser obtido fazendo identificagoes de pontos do espago AdSs.

Capitulo 6: Apresentamos um trabalho sobre entropia de buraco negro extremal
e uma expressao para a auto-forca agindo sobre uma carga escalar estatica no espago-
tempo de Kerr subtraido.

Capitulo 7: Apresentamos nossas conclusoes.



Capitulo 1

Buraco Negro em 3+1 dimensoes

Nesta secao, vamos estudar as trés solugoes das equacoes de Einsteins que descre-

vem buracos negros estaticos, estacionérios e carregados.

1.1 Buraco Negro de Schwarzschild

A compreensao completa do espago-tempo de Schwarzschild, como consistindo de
um horizonte de eventos e uma singularidade essencial localizada no centro levou varias
décadas de trabalho de excelentes fisicos matematicos. Em relatividade geral, esta é a
tinica solucao de vacuo das equacgoes de Einstein que descreve o espaco-tempo em torno
de um buraco negro estatico esfericamente simétrico. Vamos analisar as propriedades
fundamentais desta solugao que auxiliard na compreencao da natureza desse espago-

tempo. [11, 2, 4, [5]

1.1.1 A Métrica de Schwarzschild

Para descrever a geometria do espaco-tempo em torno de um buraco negro esferi-
camente simétrico, devemos resolver as equacoes de Einstein no vacuo impondo-se essa
simetria. Ao definir uma fonte de campo gravitacional como sendo estética e esferica-

mente simétrica, devemos analisar as solugoes que tenham essas mesmas propriedades.



A interpretacao de uma solugao estatica implica que as componentes da métrica devem
ser independentes da coordenada temporal e que nao deve existir termos cruzados.
Para impor simetria esférica na solucao, inicialmente, devemos considerar a métrica

do espago de Minkowski
ds* = —dt* + dr* + r*dQ>. (1.1.1)

Um dos pré-requisitos para que a solugao preserve a simetria esférica é que a métrica
sobre a esfera, d)?, seja invariante frente as transformacoes. Podemos multiplicar

todos os termos da métrica por coeficientes que sao fungoes de r, ou seja
ds® = =M dt? 1+ 2P ar? 4 232402, (1.1.2)

As fungbes exponenciais multiplicando os coeficientes na Eq.(1.1.2) mantém a assina-
tura da métrica inalterada.

Por convenicéncia, vamos implementar a mudanca de coordenada 7 = €'y de

modo que a métrica dada pela Eq.(1.1.2) toma a forma

g\ 2
ds? = —e?q? 4 <1 + Td_v) T - P (1.1.3)
r
Fazendo
r o= T,
dy - 28(r)—27(r) 28
Il+r—) e e (1.1.4)
dr
a Eq.(1.1.3) torna-se
ds? — — 2 4 PO g2 | 12402, (1.1.5)

onde as fungoes a(r) e B(r) sao obtidas resolvendo as equagoes de Einstein. Neste

espaco-tempo o escalar de curvatura é dado por

R = —2¢7% |9%a + (0,a)? — 0,00,3 + %(&a —0.0) + r_12(1 - (1.1.6)



Sendo Ry e R, nulos independentemente do escalar de curvatura, podemos escrever
— o2(B—a) _ 2

0=e Ry + R, = —(0ra + 0,.0), (1.1.7)
T

que implica @ = —f + ¢, onde ¢ é uma constante. Definindo ¢ = 0, obtemos o« = —f3.

Agora, tomando Ry = 0, temos

e (2ro,a+1) =1, (1.1.8)
que implica
R
2 =1-— 5 (1.1.9)
r

onde Rg ¢ uma constante. Usando a relagdo v = —f3, a métrica Eq.(1.1.5)) torna-se

-1
ds? = — (1 - &> dt* + (1 - &> dr® + r*dQ*. (1.1.10)
r T

Sabendo que no limite de campo fraco a componente g;; tem a forma

gy = — (1 — QGM) , (1.1.11)

r

e que a métrica de Schwarzschild deve se reduzir a este caso quando r > 2GM,

podemos identificar
Rg = 2M. (1.1.12)

Logo, a métrica de Schwarzschild em coordenadas esféricas tem a forma

2M oM\
ds® = — (1 - —> dt* + (1 — —) dr? 4 r2dQ?, (1.1.13)

T T

onde dQ? é a métrica sobre a esfera S? [1], 2, 4l [5].

1.1.2 Geodésicas

e Geodésicas tipo-tempo
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No estudo das geodésicas tipo-tempo e tipo-luz no espaco-tempo de Schwarzschild
vamos considerar a assinatura (4, —, —, —). As equagoes que descrevem as geodésicas
no espago-tempo com elemento de linha, ds* = g,,dz"dz”, sdo obtidas a partir da
Lagrangiana

dz* dz¥

que, no espaco-tempo de Schwarzschild, é dada por

-1
521[0_%%)R_O_gﬂ> 72 —r20% — (r?sin®0)¢? | . (1.1.15)

2 r T

O ponto sobre as coordenadas representa a derivada em relagao ao parametro afim 7.
Para geodésicas do tipo-tempo, o parametro afim pode ser identificado com o tempo
proprio da particula .

A partir da Eq.([1.1.15)), obtém-se os momentos canénicos

P = Q—z%)a (1.1.16)

.
oM\ !

b = G———) P (1.1.17)
T

pe = rsin’6, (1.1.18)

po = 126, (1.1.19)

e, consequentemente, a Hamiltoniana
H=puat—L=L, (1.1.20)

onde a auséncia da energia potencial é evidenciada pela igualdade, H = £ [11, 2].

Considerando as equagoes

o _ 0L _ o, s 0L

ar ot ° dr 9 (1.1.21)

e restringindo o movimento geodésico ao plano equatorial (plano invariante, 8 = 7/2),

obtemos
Py = <1 - %) ﬂ =F, (1.1.22)

po = 1 — =1L, (1.1.23)
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onde L é o momento angular. Explicitando ¢ e ¢ nas Eqs.(|1.1.16|), (]1.1.18[) e conside-

rando as Eqs.(1.1.22)) e (1.1.23)), temos

oM\ ! oM\ ! L2
2L = (1 — —) E? — ( — —) i — =, (1.1.24)
T

r T
onde

1, geodésicas do tipo-tempo
oL — { & poztemp (1.1.25)

0, geodésicas do tipo-luz.

Para geodésicas do tipo-tempo, as Eqgs.((1.1.23) e (1.1.24]) sdo dadas na forma

dé _ L (1.1.26)

dr r

(Z_:)Z - E?_ (1 — g) (1 + f—j) ) (1.1.27)

Considerando r = f(¢), a expressao para dr/d¢ toma a forma

dr  r*dr
—_— = = 1.1.2
dp  Ldr’ ( 8)
ou ainda
dr\? (E? — 1)r4 2Mr3 9
<%) = 2 + T2 r°+2Mr. (1.1.29)

Implementando a mudanca de variavel u = r~!, obtemos a equacao que descreve as

geodésicas no plano equatorial

du\” s 5 2Mu  (1— E?)
Para geodésicas radiais, cujo momento angular é nulo, a Eq.(1.1.27) é dada por
dr\®> 2M
— ) ==—-(1-FE?. 1.1.31
() =2 -a-p (1131
A Eq.(1.1.22)), escrita na forma
dt E
= 1.1.32
dr  1—2M/r’ ( )

juntamente com a Eq.(1.1.31)), descrevem trajetorias de geodésicas radiais.
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Vamos analisar a trajetoria de uma particula que parte do repouso (7 = 0) e alcanga

a singularidade (r = 0) de um buraco negro. Fazendo r = ry na Eq.(1.1.31)), temos

2M
o = ﬁ, (1133)
onde 1y é o ponto de repouso. Considerando a mudanca de coordenada
M
ro= g _E2(1—|—cos§)
= rycos®(£/2), (1.1.34)
com
0 emr =rg
=< 2sin'E=¢, em r = 2M (1.1.35)
s em 1 =0,
as equagoes que governam o movimento geodésico tomam a forma
dr\’ 9 9
— = (1— E*)tan*(£/2), (1.1.36)
dr
dt E cos?(£/2
@ cos(€/2) (1.1.37)
dr cos?(£/2) — cos?(&,/2)
d
d—g = —rosin 3 cos >. (1.1.38)

Uma vez que a particula move-se em dire¢ao ao buraco negro, a partir da Eq.(|1.1.36)),

temos

o= —(1- B uan())

. <%)W tan(¢/2). (1.1.39)

To

Para obter o tempo préprio medido pela particula

73\ /2
72(8—]&) (€ +sin ), (1.1.40)
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substituimos as Fqgs.((1.1.38) e (1.1.39)) na expressao

dr drdr
obtendo
dr 3\ 2
= o)«
3\ 1/2
"o

que ¢ integrada na variavel ¢&. Da Eq.(1.1.40)), temos que 7 = 0 no ponto de repouso

(¢ = 0 neste ponto). Além disso, a particula passa pelo horizonte de eventos em

TS 1/2
Th = (8_](\)4> (fh + sin fh), (1143)
e alcanga a singularidade em
3 1/2
0
= ) 1.1.44
n=(gh) (1141

O tempo medido por um observador externo é obtido a partir da equacao

dt  dr dt

o (1.1.45)

fazendo a substituigao das Eqs.(1.1.37)) e (1.1.42)), de modo que

()" _eoste2)
¢ E <2M) cos2(£/2) — cos?(&,/2)’ (1.1.46)

e integrando na variavel £ para obter

3

. E(I&>m{;g+mmy+u—E54

2M
an(e2) + tanE/)]

tan(en/2) — tan(e/2) (1.1.47)

+ 2Mlog [

Para um observador estacionério no infinito, a particula descrevendo uma trajetoria
tipo-tempo leva um tempo infinito para alcancar o horizonte, enquanto que, para a

particula, a mesma cruza o horizonte em um tempo finito [21].



14
e Geodésicas tipo-luz

O movimento de particulas sem massa é descrito por geodésicas tipo-luz, onde

2L = 0. Neste caso, da Eq.(1.1.24)), temos

oM\ oM\ L2
(1 - —) E? — (1 — —) i — = =0, (1.1.48)

T r

ou

dr\? oM\ L2
— ) =EFE*—[1-") =, 1.1.49
(dT) ( r > r? ( )

Na anélise dessas geodésicas deve-se considerar as Eqs.([1.1.22)), (1.1.26)) e a Eq.(1.1.49).

Fazendo r = f(¢), a expressao para dr/d¢ toma a forma

dr r? dr

d_QS — f%, (]..]..50)

ou seja

d 2 E2pt
(—T) - Lg — 12 4 2Mr. (1.1.51)

1

Fazendo a mudanca de variavel u = r~*, obtemos a equagao que descreve as geodésicas

no plano equatorial

du\ E?
(d—¢) — 2Mu3—u2+ﬁ. (1.1.52)

Para geodésicas radiais, cujo momento angular é nulo, a Eq.(1.1.49) é dada por

dr
— =%F. 1.1.53
dr ( )
A equacao
dt E
B 1.1.54
dr  1—=2M/r’ ( )

juntamente com a Eq.(|1.1.53|), descrevem trajetoérias de geodésicas radiais.

Para um observador externo, a taxa dr/dt é dada por

dr drdr
—_— = 1.1.
dt dt dr’ (1.1.55)
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isto &
dr 2M
—=x(1-—]. 1.1.56
dt ( r > ( )
Integrando em ¢, temos

t = 4r" + constante.., (1.1.57)

onde

r
“= 4 2M1 (--1), - " < oo 1.1.

rt=r+ n (557 00 <1< o0 (1.1.58)

A variavel r* é importante porque cobre a regiao do espago-tempo que é acessivel ao

observador externo ao horizonte de eventos. Assim, temos

r—2M r* — —o0,

*

r — 400 rt = (1.1.59)

Comparando as Egs.(1.1.58)) e ((1.1.53)), obtemos

r = +ET 4 constante, (1.1.60)

notamos que a geodésica radial cruza o horizonte de eventos em 7 finito mas, para um
observador externo, a geodésica leva um tempo t infinito para alcangar o horizonte

21].

1.1.3 Cargas Conservadas

A massa de Komar, ou energia total de um espacgo-tempo estacionério, esta relaci-
onado ao vetor de Killing do tipo-tempo &f,. A Eq. 1’ define esta carga conservada

na forma

1
_ : aeB 2
MKoma'r — Ar S}:liréo A \Y% §(t)na7’5\/5d 07 (].].6].)
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onde n, e g sao os vetores perpendiculares a hipersuperficie e a fronteira, respectiva-

mente. Substituindo as componentes nao nulas desses vetores

IN 1/2 IN -1/2
mp=—(1-==) . n=(1-"= : (1.1.62)

no integrando da Eq.(1.1.61)), obtemos
nargVee = —voeh
= —g"Vo¢!

= —g"(0€" +T\&Y)

= —¢"Tp¢"
( 2M>‘1 M ( QM)
= [1-== —(1-=—
r r r
M
= = (1.1.63)
A métrica sobre a fronteira no infinito espacial tem a forma
oapd0?doP = r2d0?, (1.1.64)
e, portanto
Vo =r?sind. (1.1.65)

Substituindo as Eqs.(1.1.63)) e (1.1.65)) na Eq.(1.1.61]) obtemos a energia para o espago-

tempo de Schwarzschild na forma [2]

1 M
Myomar = — — ) r?sin 6dfdo,
47 r2
= M. (1.1.66)

1.1.4 Coordenadas de Kruskal

A métrica de Schwarzschild é esfericamente simétrica e, portanto, devemos consi-
derar apenas as coordenadas t e r na andlise da natureza das singularidades. Para

entender a natureza desse espaco-tempo, devemos explorar sua estrutura causal, que é
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definida pelo cone de luz. Neste sentido, vamos considerar geodésicas radiais (tipo-luz)

onde [3]
ds® = 0. (1.1.67)

Substituindo a Eq.(1.1.13)) na Eq.(1.1.67)), obtemos a inclinacao do cone de luz sobre

o diagrama do espago-tempo

dt oM\
—=x(1-— . 1.1.68
dr ( r ) ( )
A Eq.(1.1.68]) nos diz que

dt
= 341 1.1.69
r — 00, o — +1, ( )

dt
r— 2M, i +00, (1.1.70)

r

portanto, nesse sistema de coordenadas, um raio de luz parece nunca alcancar a su-
perficie r = 2M.

Da Eq.(1.1.68)), obtemos as geodésicas radiais do espago-tempo de Schwarzschild

t = +r" 4 constante, (1.1.71)
onde a coordenada tortoise
. dr
o=
f(r)
dr
= w
r
— r42MI )——1‘. 1.1.72
r -+ n oYi ( )

Por definigao, o sistema de coordenadas radiais tipo-luz é dado por
v=t+r" u=t-—r", (1.1.73)

como ilustrado na Fig.(L.1]).
O movimento de particulas sem massa em dire¢ao ao buraco negro é descrito pelas
curvas v = constante enquanto o movimento de afastamento é descrito pelas curvas

u = constante.
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u = constante

v = constante

Figura 1.1: Coordenadas radiais tipo-luz.

Nas coordenadas (u,v), a métrica de Schwarzschild torna-se

2M
ds* = — (1 — —> dudv + r*d?, (1.1.74)
r

com 7 definido implicitamente em termos de u e v

1
é(v—u):r—i—QMln(ﬁ—l).

A coordenada singular r = 2M é agora representada por v — u = —oo. Para remover
esta coordenada singular, fazemos uma expansao em torno da superficie r = 2M de

modo a obter a aproximacao
F M1 ‘ r 1‘ (1.1.75)
r* o~ nl— —1}. 1.
2M

Da Eq.([1.1.75)), escrevemos

ﬁ 1M = 4 WAM o o e mu)/AM (1.1.76)

onde os sinais superior e inferior correspondem as regioes r > 2M e r < 2M, respec-

tivamente.

Substituindo a Eq.(1.1.76) na Eq.(1.1.74), obtemos a métrica na forma
ds® = F(e VM du) (e"/*M dv) + r2dQ?, (1.1.77)

com a coordenada singular, r = 2M, representada por v — u = +o00. A métrica

representada na Eq.(1.1.77)), nos motiva a introduzir as coordenadas de Kruskal (U, V),
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definidas na forma
TwAM o = e/AM (1.1.78)

U ==Fe

Nessas coordenadas a Eq.(|1.1.77)) é regular em r = 2M. Da Eq.(1.1.72)), temos que

e 2M _ (v—u)/AM FUV, (1.1.79)

ou ainda
r/2M (L _ 1) — UV 1.1.80
e 7 : ( )

onde, implicitamente, temos r como funcao de UV. Nas coordenadas de Kruskal, a

métrica de Schwarzschild toma a forma

32MBe /M
.

ds® = dUdV + r?dQ?, (1.1.81)

onde a regularidade da métrica na coordenada r = 2M torna-se evidente. Implementando-

se a transformacao de coordenadas

1 r 1/2 t
T = S(V+U) <2M 1) e"/4M ginh <4 ) (1.1.82)
1 r 1/2 t
I - Y r/4M v
R = S(V-U) <2M 1) e"/4M cosh (4M) , (1.1.83)

a métrica na Eq.(1.1.81)) torna-se

2 _ 32M3 efr/QM
T

ds (—dT? 4 dR?) + r?d?. (1.1.84)

No diagrama de Kruskal na Fig.(1.2), as curvas de V' constante descrevem traje-
torias tipo-luz que cruzam o horizonte de eventos e alcanca a singularidade, enquanto
que as curvas de U constante descrevem trajetérias tipo-luz que afastam-se do buraco

negro [2].
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t = constante

7 = constante

r=2M

Figura 1.2: Diagrama de Kruskal para o espago-tempo de Schwarzschild maximalmente
estendido.

1.1.5 Diagrama de Penrose

O diagrama de Penrose para o espago-tempo de Schwarzschild pode ser obtido
realizando procedimentos semelhantes ao adotado na construcao do diagrama conforme

para o espago-tempo de Minkowski. Neste caso a Eq.(A.15]) tem a forma [1I, 2] [5]

1 2M - -
ds® = = —[-2 (1 - —) (dUdV +dVdU)
4cos?U cos2V r
2 - ~
+ (=) sin*(V —U)dQ?, 1.1.85
T*

onde U e V s@o essencialmente as mesmas coordenadas dadas na Eq., apenas
com algumas modificacoes. E evidente a partir da Eq. que, quando r — 00,
recuperamos a métrica do espaco-tempo de Minkowski. Em outras palavras, o espaco-
tempo de Schwarzschild é assintoticamente plano.

Vamos considerar a métrica nas coordenadas de Kruskal, Eq., onde a re-
lagao entre as coordenadas (U, V) e a coordenada r ¢ dada pela Eq.. Vamos

considerar a seguinte transformacao de escala

_ U _ V
U = arctan | — | , V =arctan | — | , 1.1.86
(\/ 2M> (\/ QM) ( )
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com

U > —g, V< —r<U+V<m (1.1.87)

wm
@)

A partir do diagrama de Kruskal, construimos o diagrama de Penrose ilustrado
na Fig.. Notamos algo importante ao analisarmos este diagrama: os pontos 7™
e ¢~ sao distintos de r = 0 pelo fato de existir curvas tipo-tempo que nao alcangam
a singularidade. As quatro se¢Oes desse diagrama correspondem as quatro se¢oes do
diagrama de Kruskal exatamente na mesma ordem.

VA

Figura 1.3: Diagrama de Penrose para o espaco-tempo de Schwarzschild.

T+

t = constante
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1.1.6 Termodinamica

Se considerarmos um buraco negro como sendo um sistema termodindmico, natu-
ralmente, podemos aplicar as leis da termodinamica. No entanto, devemos enfatizar
que um buraco negro é um objeto gravitacional cuja entropia é proporcional a area
do mesmo e, portanto, isto constitui uma diferenca crucial em ralagao a outro sistema
termal [22].

Implementando a rotacao de Wick, t — 47, escrevemos a métrica de Schwarzschild

na forma

1

ds* = f(r)dr +f(r)

dr® + r2dQ?, (1.1.88)
com

fr)=1-—. (1.1.89)

r

Por convenicéncia, vamos considerar as equagoes

o\ /2
pda = (1 — —) dr, (1.1.90)
r
o\ /2
dp = (1 — ) dr’, (1.1.91)
definidas nos intervanos
0 <a <2, 0<7r<p e oOM <7’ <. (1.1.92)

Integrando as Eqs.(1.1.90) e (1.1.91]), obtemos as relagdes

21mp = (2M) Y3 (r — 2M)V?p, (1.1.93)

12

p 2(2M)Y2(r — 2M)YV2, (1.1.94)

Dividindo a Eq.(1.1.93) pela Eq.(1.1.94)), a periodicidade é obtida

B =8wM. (1.1.95)

(1.1.96)
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A periodicidade abordada na termodinamica também é definida pela varidvel 5. A

temperatura de um buraco negro de Schwarzschild é entao expressada na forma

1

= —. 1.1.
8t M ( 97)

No calculo da entropia, consideramos a primeira lei da termodinamica na qual relaciona

energia e entropia na forma

dE = TdS. (1.1.98)

Usando a relagdo £ = m (¢ = 1), a primeira lei da termodindmica para um buraco

negro estatico e esfericamente simétrico é obtida na forma

dM = TdS. (1.1.99)

Substituindo a Eq.(1.1.97) na Eq.(1.1.99) chegamos a relacao

1
MdM = —dS 1.1.100
—ds, (1.1.100)
que ao ser integrada fornece
M? 1
— = —_0. 1.1.101
2 8 ( )

Portanto, a entropia de um buraco negro de Schwarzschild é dada por

S = 4T M?. (1.1.102)

1.2 Buraco negro de Reissner-Nordstrom

A solugao de Reissner-Nordstrom é uma solugao simetricamente esférica das equa-
¢oes de Einstein e Maxwell e descreve a geometria do espago-tempo em torno de um
buraco negro com massa M e carga (). Uma vez que nao se espera que qualquer corpo

macroscopico tenha uma carga liquida, a existéncia de buraco negro carregado parece
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estar fora da realidade. No entanto, o estudo da solugao de Reissner-Nordstrom for-
nece importantes contribui¢oes para o entendimento da natureza do espaco e do tempo
[, 2, [, 5.

A métrica que descreve o espago-tempo em torno de um corpo esfericamente simé-

trico e carregado é dada na forma
ds? = =Dt 4 28D dr? 4 12402, (1.2.1)

Neste espaco-tempo o tensor energia-momento para o campo eletromagnético é dado
por

1 g
T,Lw = F,LLprp - ZlguVFpon ) (122>

onde F,, é o tensor de campo eletromagnético. Devido & simetria esférica, as compo-

nentes nao nulas do tensor eletromagnético sao escritas na forma

Fn- = f(r, t) = — L'yt (123)

F9¢ = g(?“, t) sinf = —Fd)g, (124)

onde as fungoes f(r,t) e g(r,t), s@o obtidas a partir das equagoes de campo. Para
uma métrica com simetria esférica as equagoes do campo eletromagnético sao dadas

na forma

gV, F,, = 0

ViuFy = 0 (1.2.5)

que sao as equacoes de Maxwell. A solucao destas equagbes mais as equagoes de

Einstein é conhecida como métrica de Reissner-Nordstrom

2 2 2 2\\ —1
. _(1_QGM+G(Q +P))dt2+(1_2GM+G(Q +p)) .

r 72 r 72

+ 202, (1.2.6)
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onde dQ? = db? + sin? 0d¢? é a métrica sobre a esfera S%. Os parametros M, Q e P
sao a massa do buraco negro, a carga elétrica e a carga magnéticas, respectivamente.

Os campos eletromagnéticos associados com esta métrica sao dados por

. Q kP
B=Fu==%,  Bi=—to— (1.2.7)

A métrica na Eq.(1.2.6)) é singular em r = 0, uma vez que R, - R""*" — 00, e possui

horizonte de eventos em

re = GM £ /G2M? — G(Q? + P?). (1.2.8)

A partir deste ponto, podemos analisar trés situagoes diferentes. Primeiramente,
quando GM? < Q?*+ P? a métrica é completamente regular nas coordenadas (,7,0, ¢).
A coordenada t é sempre tipo-tempo e r é sempre tipo-espaco e ainda existe uma
singularidade em r = 0, que agora ¢ uma curva tipo-tempo. Uma vez que nao existe
horizonte de eventos, um observador pode se mover em direcao a singularidade sem
problemas. Analisando o comportamento da geodésica neste espaco-tempo notamos
que a singularidade é repulsiva. Uma geodésica tipo-tempo nunca intercepta r = 0; na
verdade, aproxima-se deste ponto e depois inverte seu movimento. Neste caso, diz-se
que r = 0 é uma singularidade nua, uma vez que nao ha um horizonte de eventos
protegendo essa singularidade.

Para r — oo a solucao aproxima-se do espaco-tempo plano e a estrutura causal é
a mesma em qualquer ponto. O diagrama conforme é semelhante ao do espago-tempo
de Minkowski, exceto que agora a coordenada r = 0 é uma singularidade.

No caso onde GM? = Q?+ P2, obtemos a solucao de Reissner-Nordstrom extremal.
Esta solugao ¢ frequentemente analisada no estudo de buraco negro em gravidade
quantica.

Por fim, quando GM? > Q*+P?, a energia do campo eletromagnético é menor que a
energia total e espera-se que este caso se aplique a colapsos gravitacionais relativisticos.

A métrica tem singularidades em 7, e r_ que podem ser removidas por uma mudanga
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de coordenadas. Além disso, as superficies tipo-luz r+ sao ambas horizontes de evento

21, .

1.2.1 Extremal

A métrica de Reissner-Nordstrom pode ser escrita na forma

_ _ 2
d82 _ _(T T‘+)(T’ T_)dt2+

r2 (r—r)(r—r.)

dr? + r2d§Q?, (1.2.9)

onde r é dado pela Eq.(1.2.8]). A métrica de Reissner-Nordstrom extremal tem a
forma
2

d82 — _(’f’ _;+)2dt2 +
T

dr? + r2dQ? 1.2.1
CETE re 4 r , ( 0)

onde tomamos 7, = r_ na Eq.(1.2.9) ou, equivalentemente, GM? = Q? + P? na

Eq.(1.2.8)).
1.2.2 Geodésicas
e Geodésicas do tipo-tempo

No estudo das geodésicas do tipo-tempo e tipo-luz no espacgo-tempo de Reissner-
Nordstrém vamos considerar a assinatura (+, —, —, —). As equagbes que governam as

geodésicas tipo-tempo no espaco-tempo de Reissner-Nordstrom sao

dt Er?
do L

dr\? A L?
<E) = E*— = <1 + ﬁ> : (1.2.13)

Essas equacgoes diferem das equacoes geodésicas no espaco-tempo de Schwarzschild

apenas pela forma da funcao A que, neste caso, é dado por

A=7r?—2Mr + Q2 (1.2.14)
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com P = 0. Para analisar as propriedades dessas geodésicas, vamos aplicar o mesmo
procedimento adotado para o espago-tempo de Schwarzschild, ou seja, considerar r =

f(#) e depois implementar a substituigao da variavel u = 1/r. Fazendo isto, obtemos

2 2 _ [2
(;i_:;) — Q% 4 2MuP — <1+%) uw? + 2%“ _ (1 L2E ) = f(u). (1.2.15)

Do ponto de vista da geometria, a diferenga essencial entre as geodésias no espago-

tempo de Reissner-Nordstrom e Schwarzschild reside nas 6rbitas que cruzam o hori-
zonte de eventos: em Schwarzschild tais orbitas alcancam a singularidade, enquanto
em Reissner-Nordstrom, as 6rbitas terminam em algum ponto no horizonte de Cauchy.

Para ilustrar essa diferenca, uma das maneiras consiste em analisar as 6rbitas do
segundo tipo associadas as oOrbitas circulares (estavel e instével). A ocorréncia de

orbitas circulares esta restrita as condigoes f(u) =0 e f/'(u) = 0, ou seja

2 2Mu — (1 — E?
Q*u* — 2Mu® + (1 + %) u? — | L(Q I _ 0, (1.2.16)
(&
Q? 2M
4Q*u® — 6Mu* + 2u (1 +73) 7 = 0, (1.2.17)

respectivamente. Das Eqgs.(1.2.16]) e (1.2.17)), o momento angular e a energia para a

orbita circular de raio r. = 1/u, sdo dados por

,  (1—2Mu,+ Q*u?)?
e T (1.2.18)

e
M — Q%*u
L? = - : 1.2.19
ue(1 — 3Mu, + 2Q?u?) ( )
Em particular, das Eqgs.(1.2.18]) e (1.2.19)), surge a restrigdo
1 — 3Mu, + 2Q*u? > 0. (1.2.20)

Comparando esta restrigdo com a equagao

f'(u) = —2u(l — 3Mu + 2Q*u*) = 0, (1.2.21)
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temos que o raio minimo para a 6érbita circular (tipo-tempo) é igual ao raio da oérbita
circular instavel do préton.

Para uma orbita circular a Eq.(1.2.15]) torna-se

M

2,,2
L2uz

2
(Z_Z) = (u— UC)Q {—QQUQ + 2u(M — QZUC) + (M — Q%u, — ). (1.2.22)

A Eq.(1.2.22)) ainda fornece uma 6rbita do segundo tipo determinada por

M ., du
723 /U_UC. (1.2.23)

¢ ==+ /[—Q2u2 4+ 2u(M — Q*u) + ue(M — Q*u, —
Fazendo a mudanca de variavel
&= (u—u), (1.2.24)

obtemos

Tz log {2[e(—Q* + b6 + c€)]V/2 + 2c€ + b} >0
T = . X (1.2.25)
_\/%Sln 1{&%} c <0,

onde
9 9 M?

Quando a orbita circular é instavel, as 6rbitas de ambos os tipos podem ser obtidas
da Eq.(1.2.25) para ¢ < 0. O menor valor do raio para se obter uma orbita circular

estével ocorre nos pontos de inflexdo da fungao f(u), ou seja

() = —12Q%u® + 12Mu — 2 (1 + Cj—j) = 0. (1.2.27)

Substituindo a Eq.(|1.2.19) na Eq.(|1.2.27]) obtemos

4Q*u? — IMQ*u? + 6M*u, — M = 0. (1.2.28)

A Eq.(1.2.28]) pode ser escrita na forma

3 2 o 4Q"
re —6Mr; +9Qr. — S 0, (1.2.29)
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onde, por exemplo, para Q% = 0 temos 7, = 6M. Este resultado esta de acordo com o

obtido para o espago-tempo de Schwarzschild.

Quando as Eqgs.(1.2.16), (1.2.17) e (1.2.27) sao satisfeitas, a Eq.(1.2.15) toma a

forma

(Z—Z) = (u — u.)*(2M — 3Q*u. — Q*u), (1.2.30)

cuja solucao ¢é dada por

2(M —2Q%u,)
— u, . 1.2.31
S QP — 0P + @ 231

e Geodésicas do tipo-luz
A geodésicas do tipo-luz sao descritas pelas equacoes
dr\? AL? dt  Er? dp L

- - g2_== —_ = —_ == 1.2.32
(dT) rd 7 dr A ¢ dr  r?’ (1.2.32)

du\® E?
(ﬁ) = Q%'+ 2Mu’ — w4+ = = [(u), (1.2.33)

As Eq.(1.2.15) e (1.2.33)) diferem das Eq.(1.1.30) e (1.1.52) pela forma da funcao

f(u), que é cubica no espago-tempo de Schwarzschild e de quarta ordem em Reissner-
Nordstrom. Essa diferenca desempenha um papel essencial na anélise das 6rbitas que
cruzam o horizonte de eventos.

Para geodésicas radiais, temos

dr it Er? dé  do
R _ B 2 _ 2 1.2.34
dr ’ dr A ¢ dr dr 0, (1.2.34)

logo

dr drdr A
= 4= 1.2.
dt dt dr 72 (1.2.35)

A Eq.(1.2.35)) tem como solugao

t = =7, + constante. (1.2.36)
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O valor do parametro de impacto D = L/FE para os quais f(u) = 0 é determinado por

flu) = é —2(Q% — 2Mu+1) =0, (1.2.37)
e
f'(u) = —2u(1 — 3Mu + 2Q*u*) = 0. (1.2.38)
As raizes da Eq. Sao
u = 0,
u = %42 1+ (1 - 5]322)1/2] , (1.2.39)

sendo o ponto de minimo da funcao dado por

3M 802\ /2
ou
M ) 1/2
= 37 [1 4 (1 - 9852> . (1.2.41)

Em r = r., as 6rbitas circulares instaveis sao permitidas pelas equacoes geodésicas.

Da Eq.(1.2.37)), deriva-se a relacao entre r. e D.. Neste caso, temos

De= 5 (1.2.42)
onde
A, =712—2Mr.+Q* = Mr, — Q*. (1.2.43)
Quando D = D,
flu) = (u— uc)z[—QQu2 + 2u(M — QQUC) + u(M — QQUC)], (1.2.44)

e a solucao em ¢ é dado por

¢== /[—Q2u2 + 2u(M — Q%u,) + uc(M — Q2uc)]_1/2d—u. (1.2.45)

U — U
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Fazendo a mudanca de variavel, Eq.((1.2.24)), a Eq.(1.2.45)) torna-se

dg
o=/ (—Q7+ b€+ )7 240
onde
b=2(M — 2Q%u,.) e c = u.(3M — 4Q%u,). (1.2.47)

A solucao da Eq.(1.2.46|) é dada por

% log {2[0(—@2 + b€ 4 c€2)]V? + 2c€ + b} c>0

Fo = —\/%Sin_l {(46235:25)1/2 <0’ (1.2.48)
sendo
0>r>71., 0<u<u, e —u'>E>-—o0, (1.2.49)
para orbitas do primeiro tipo, e
Te>T > Tpin Ue < U < Umnaz, € +00>E > Enin, (1.2.50)
para oOrbitas do segundo tipo, onde r,,;, ¢ a raiz positiva da equacao
uer? (M — Q*u) + 2r(M — Q*u,) — Q* = 0. (1.2.51)

1.2.3 Cargas Conservadas

A massa de Komar, ou energia total de um espago-tempo estacionério, esté relaci-
onado ao vetor de Killing tipo-tempo 53). A Eq. 1) define esta carga conservada na

forma [11 2]

1
_ : aeB 2
MKoma'r — An S}:liréo A \Y% §(t)na7’g\/5d 07 (1252)

onde n, e g sao os vetores perpendiculares a hipersuperficie e a fronteira, respectiva-

mente. Substituindo as componentes nao nulas desses vetores

oM o 1/2 oM 2\ —1/2
no__(l__+Q_) ’ rl_(l__JrQ_) , (1.2.53)

r r2
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no integrando da Eq.(|1.2.52]), obtemos

nargVeEr = —vo¢t

- 2_7 (1.2.54)
A métrica sobre a fronteira no infinito espacial tem a forma

oapdftdo® = r2dQ?, (1.2.55)
e, portanto

Vo =r’sind. (1.2.56)

Substituindo as Eqgs.(1.2.54)) e (1.2.56) na Eq.(|1.2.52)) obtemos a energia para o espago-

tempo de Schwarzschild no limite r — oo

1 M
MKomar - (_2) ?"2 sin 9d9d¢,
4w r
= M. (1.2.57)

1.2.4 Diagrama de Kruskal

A métrica na Eq. descreve a regiao externa ao buraco negro de Reissner-
Nordstrom. Para contornar o problema de singularidade da métrica nas coordenadas
dos horizontes de eventos, inicialmente, devemos estender a métrica para além da
superficie r = r, (horizonte externo), usando as coordenadas de Kruskal (U, V) e,
posteriormente, estender a métrica para além da superficie r = r_ (horizonte interno),

usando as coordenadas de Kruskal (U_, V_).
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Préximo ao horizonte de eventos, r = r,, temos

f(r) =~ 2k (r—ry), (1.2.58)
1
rf = ~ mlnh@r(r —ry)l, (1.2.59)
onde
Ky = %f’(nr). (1.2.60)

Por conveniéncia, introduzimos as coordenadas tipo-luz

u=t—r", (1.2.61)
v==t+1r", (1.2.62)
onde o horizonte de eventos externo é a superficie v — u = —o0. As coordenadas de

Kruskal (U, V) sao obtidas a partir de uma transformagao de escala das coordenadas

(u,v) da forma

U, = —e " Vi, =et? (r>ry),

U+ = +67ﬁ+u V+ = €N+U (7’ < T+). (1263)

Nas coordenadas (U, V. ), a métrica é regular no horizonte externo e tem a forma

2
ds® ~ ——dUdV, + r3dQ?, (1.2.64)
+
com
f~=20,V, (r=ry). (1.2.65)

Por outro lado, na Eq., para r* — oo no horizonte interno temos v —u = +0o0,
isto é, e U,V = oo. Logo, as coordenadas de Kruskal (U, V. ) s@o definidas apenas
em uma regiao do espago-tempo, ou seja, no intervalo r; < r < oo, onde ry > r_.

A regiao do espago-tempo definida no intervalo r_ < r < r,, é descrita pelo sistema

de coordenadas original (¢,r) com a métrica na forma

oM Q2 oM Q*\
ds® = — (1 - 22+ QN g2 + 11—+ A A +r2dQ%,  (1.2.66)
r 72 T r2
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com P = 0. A métrica é singular no horizonte interno, logo, coordenadas de Kruskal
devem ser introduzidas para contornas este problema. Realizando o mesmo procedi-

mento, anteriormente descrito para o horizonte de eventos externo, obtemos

flr) = =25_(r—r_), (1.2.67)
o~ —%lnln_(r—r_)\, (1.2.68)
onde
1 !/
Ko = §\f (r_)]. (1.2.69)

Nas coordenadas (u, v), o horizonte de eventos interno é descrito pela superficie v—u =
+00. As coordenadas de kruskal (U_,V_) sao definidas pela transformagcao de escala

das coordenadas (u,v)

U_ = —e"" Vo= —e """ (r>r_),
V_=—e

Thev (r<r_). (1.2.70)

Nas coordenadas (U_, V_), a métrica é regular no horizonte interno e tem a forma

2
ds® o~ ——dU_dV_ + r* d?, (1.2.71)
K

com
f~—2U_V._, (r=r_). (1.2.72)

Na Eq.(1.2.70), as coordenadas de Kruskal (U_,V_) sdo singulares no horizonte de
eventos externo.

Vamos analisar a trajetoria de um observador no diagrama de Kruskal, ilustrado
na Fig.. Sendo ggp < 0, na regiao r < r_, a coordenada radial é tipo-espaco e,
portanto, um observador pode cair na singularidade ou evita-la. Devido a singularidade
ser uma superficie tipo-tempo, assim como qualquer superficie com r constante nessa
regiao, um observador dentro do buraco negro podera escapar da singularidade fazendo

o caminho inverso cruzando a outra copia de r = r_.



Figura 1.4: Diagramas de Kruskal para o espaco-tempo de Reissner-Nordstrom.

Apos passar pela segunda copia da superficie r = r_, o observador cruza a superficie
r =r,. Tendo em vista que na vizinhanca de r = r, a métrica pode ser estendida via
coordenadas de Kruskal (U,,V,), o observador pode escolher entre ficar neste novo
universo ou iniciar o ciclo novamente. Neste sentido, pode-se dizer que a métrica de
Reissner-Nordstrom descreve um ntimero infinito de universos assintoticamente planos
conectados via buracos negros [2]. No caso M > |@)|, a estrutura causal para o buraco

negro de Reissner-Nordstrom ¢é descrita pelo diagrama de Penrose na Fig.(1.5)).
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trajetoria
tipo-tempo

r=constante

Figura 1.5: Diagrama de Penrose para o espacgo-tempo de Reissner-Nordstrom com
M > Q).

1.2.5 Termodinamica

Vamos considerar a seguinte definicao para a entropia

A
12

S

(1.2.73)

onde A é a area do horizonte. Nesta definicao, a entropia se relaciona com a &rea
do horizonte de eventos por unidade do comprimento de Planck [p = +/hGy. Por
enquanto, trata-se apenas de uma definicdo, mas veremos que existe uma conexao

com a entropia real.
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No horizonte de eventos a métrica tem a forma
ds® = r2dSs. (1.2.74)
A 4rea deste horizonte é dada por

A = 47T7“fr

= An(M + /M2 — Q?)*, (1.2.75)

A variacao da entropia é expressada pela equacao

15 = (7 ) 0 - (5 ) de (1.2.76)

A Eq.(1.2.76|) pode ser colocada na forma da primeira lei da termodinamica
dM =TdS + ®dQ), (1.2.77)

onde

T e SV T 0 (1.2.78)
471'7“3 27T<M_'_,/M2_Q2)27 2.
o - © © (1.2.79)

re o MM QR

O parametro M pode ser interpretado como a energia total deste espago-tempo da

mesma forma que ® é visto como o potencial elétrico no horizonte de eventos
O = —A|r=r, - (1.2.80)

Neste ponto da discussao ainda nao é possivel afirmar que T e S sao, respecti-
vamente, temperatura e a entropia. A primeira lei da termodindmica descreve duas
configuragoes de equilibrio que podem ser pensadas como: (1) uma relagdo matema-
tica sobre o espago de solugoes das equagdes, (2) o que acontece com a entropia se

jogarmos alguma energia e carga no buraco negro.
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1.3 Buraco negro de Kerr

Vamos estudar as propriedades do espaco-tempo em torno de um buraco negro com
rotacao e sem carga. A solucao de Kerr, que descreve este espago-tempo, foi obtida em
1963 apos a descoberta das solugoes de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom. Esta é a
tnica solucao fornecida pela relatividade geral que descreve buracos negros originados
a partir do colapso gravitacional de estrelas massivas, sendo o tnico exemplo de uma
teoria fisica que fornece uma descrigao exata de um objeto macroscopico |1, 2], 4] [5]

A métrica de Kerr em coordenadas de Boyer-Lindquist tem a forma

2GM 2G Mar sin® 0
ds? — — (1 - T) d? — =T drdg + dedt)
P P
2 .2
p sin” 6 '
+ ZdTQ + p*df* + 5 [(r* 4+ a®)* — a®Asin® 0] d¢?, (1.3.1)
na qual
A(r) =1* = 2GMr + a?, P2 (r,0) =12 + a® cos? 0.

As constantes M e a sao, respectivamente, a massa (de Komar) e o momento angular
J por unidade de massa J/M. Podemos ainda considerar cargas elétricas e magnéticas

no espacgo-tempo de Kerr, substituindo 2GMr por
2GMr — G(Q* + P?). (1.3.2)

A partir dessa substituicao, obtemos a métrica de Kerr-Newman. Analisando a métrica
de Kerr, notamos que quando a — 0 reproduzimos a métrica de Schwarzschild e quando
M — 0, mantendo a fixo, obtemos a métrica do espaco-tempo plano. Uma vez que
os coeficientes da métrica Eq. sao independentes de t e ¢, temos os campos

vetoriais de Killing
K=— e R=— (1.3.3)

associados, respectivamente, as simetrias temporal e axial da métrica. No espaco-

tempo de Kerr, podemos definir o tensor de Killing

O = 2p21(un,,) + rgg,w, (1.3.4)
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que satisfaz a expressao
V(Aaur"un) = 0. (1.3.5)

Na Eq.(|1.3.4)), os vetores contravariante

1 1
M = Z(TQ +a* A0,a) e nt= 2—/)2(7*2 +a*,—A,0,a), (1.3.6)
satisfazem as relagoes
", =0, n*n, =0, Fn, = —1. (1.3.7)

O horizonte de eventos do buraco negro de Kerr ocorre quando A(r) = 0. Neste
caso, fazendo uma analogia com o buraco negro de Reissner-Nordstrom, temos trés
situagoes possiveis. Quando GM < a, nao existe raizes reais e dizemos que a singu-
laridade ¢ nua. No caso extremal, quando GM = a, notamos que o buraco negro é

instavel. Por fim, quando GM > a temos
ry =GM + VG2M? — a2, (1.3.8)

onde r4 sao superficies tipo-luz. Os horizontes de eventos do buraco negro de Kerr
nao constituem um horizonte de Killing em relacao a K = 0, uma vez que este buraco

negro é estacionario. A partir da norma do vetor de Killing K*
“w 1 2 o102
K'K, = —E(A — a”sin” ), (1.3.9)

notamos que para r = r, temos

2
K"K, = L sin?6 > 0. (1.3.10)
p

Logo, o vetor de Killing é tipo-espaco neste horizonte de eventos, exceto nos polos
(0 = 0,7), onde o mesmo ¢é tipo-luz. Os pontos onde K*K, = 0, constitui uma

superficie estacionaria dada por

(r—GM)* = G*M? — a®cos? 0, (1.3.11)
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enquanto que no horizonte de evento r = r, temos
(ry —GM)* = G*M? — a*. (1.3.12)

A regiao entre o horizonte de eventos externo e a superficie estacionéria é chamada
de ergosfera. No interior da ergosfera, um observador pode se deslocar na mesma
direcao de rotagao do buraco negro. Este mesmo observador pode se aproximar e se

afastar do horizonte de eventos sem necessariamente cair na singularidade [2} [T].

1.3.1 Extremal

No caso extremal (a = M), a métrica de Kerr torna-se

2GM 2GM?r sin® §
ds? = — (1 - C; T) dt? — Gp—zsm(dtcw + dodt)
P> sin? 6
+ ZdTQ + p*dh* + o [(r* + M?)* — M?Asin® 0] d¢?,  (1.3.13)
onde
A =712 —2GMr + M?, p® =1+ M?cos® 0.

1.3.2 Geodésicas

As geodésicas no plano equatorial sao obtidas seguindo um procedimento seme-
lhante ao adotado nos casos anteriormente descritos. Contudo, devemos enfatizar as
diferencas essenciais em relacao aos casos anteriores. A primeira delas esta relacionada
a distingao entre orbitas diretas e Orbitas retrogradas cuja rotagao em torno do eixo
de simetria se d4 na mesma direcao de rotagao do buraco negro ou em direcao oposta,
respectivamente. Outra diferenca essencial reside no fato que, assim como a coorde-
nada temporal ¢, a coordenada espacial ¢ nao é uma boa coordenada para descrever
o que realmente acontece a um observador co-mével: a trajetéria de uma particula ao
se aproximar do horizonte de eventos ira descrever uma trajetoria em forma de espiral

com um numero infinito de voltas levando um tempo infinito para cruzar o horizonte.
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No estudo das geodésicas tipo-tempo e tipo-luz no espaco-tempo de Kerr vamos
considerar a assinatura (+, —, —, —). A Lagrangiana para movimentos no plano equa-

torial é dada por

2MYN ., 4aM . 2 2a°M7 -
2L = (1——) 242 gb—r—rg— {r T ] ¢ (1.3.14)
r r A r
Os momentos generalizados sao
2M 2aM .
Py = (1 — —) a ¢ = constante, (1.3.15)
r r
2aM . 2a2M7 .
—py = — iy {(7”2 + a?) + - } ¢ = constante, (1.3.16)
,
2
—pr = %f, (1.3.17)
onde se deriva em relacao a um parametro afim.
A Hamiltoniana é dada por
H = pi+pr+psd—L (1.3.18)
1 2M 2aM .. r? 1 2a°M Y\
= 1—— tp — —72 — = [ r? 2 2 (1.3.1
2( r> TN 2<T+a+ r)¢’(39)
ou ainda
2MYN . 2aM -] . 20°MY\ . 2aM 2
oH = [(1——)t+ - ¢}t—{(r2+a2+ - >¢— . }(ﬁ——r
r r r
2
= FBt—Lp— —i*=6 (1.3.20)
A
onde
1, geodésicas tipo-tempo
5= grocesicas HpoTielib (1.3.21)
0, geodésicas tipo-luz.
Das Egs.(1.3.15]) e (1.3.16]), obtemos
. 1 2M 2a M
= —|([1—— )L E 1.3.22
6= 5 |(1-2) e 28], (1322)
. 1 2a°>M 2aM
i = _Kr2+a2+ ¢ )E— ¢ L] (1.3.23)
A r r

Substituindo as duas solugoes na Eq.(|1.3.20)), a equacao radial é obtida na forma

2M
22 = 22 4 = (aE — L) + (a2E% — L2) — §A. (1.3.24)

r
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e Geodésicas tipo-tempo

A Eq.(1.3.24]) para geodésicas tipo-tempo é dada por
2.2 22, 2M 2 2 2p2
r°r = —A+r*E*+ —(L —aF)" — (L* —a"E"), (1.3.25)
r

onde F é interpretado como a energia por unidade de massa da particula que descreve

a trajetoria. As Egs.(1.3.25]), (1.3.22) e (|1.3.23]) formam o conjunto de equagoes que

descrevem as geodésicas tipo-tempo.

Em particular, para L = aF, temos

r2i? = (B2 — 1)r® + 2M7r — o, (1.3.26)
e
. al . (T2 —+ CL2>E
- f= 7 1.3.27

As equacdes para ¢ e t sao idénticas as equacoes geodésicas tipo-luz. Da Eq.(|1.3.26)

e considerando M? > a?, obtemos

1 M
= o1 {[(E2 — 1)r? 4+ 2Mr — a*)Y? — T log | [(E? — 1)r?

M
+2Mr — a®]? 4+ rVE? =1 + —— ara  FE?>1,
(1.3.28)
e
T = — ! [—(1—E2)7’2+2Mr—a2]1/2+;><
B o
_ M —(1—-E*r
-1 2
X sin 2 — a2(1 = E2)]1/2} para FE° < 1. (1.3.29)
As equagoes para 7 e ¢ podem ser combinadas de modo que
d
Y 2% — g )(u— ul)[(E? = 1)r? + 2Mr — a?]V?, (1.3.30)

dop E
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onde u=1/r e ugx = 1/r+. A solugdo dessa equagao é

o = e 2B(22¢2 120 — e, —o?) 4287,

1/2

(M — a2u+)] — log {QE <E2§3 oM — aPu_)E_ — a2>
+2E26 4+ 2(M — d’u)) },
(1.3.31)
onde
€r=(u—us) ™" (1.3.32)
Agora, vamos considerar a Eq. na forma geral. Em termos da variavel u
temos
uti? = —(a*u® — 2Mu + 1) + E* + 2M (L — aB)*u® — (L? — a*E*)u®. (1.3.33)

Em particular, vamos direcionar os estudos para as 6rbitas circulares 7 = 0, uma
vez que as mesmas desempenham um papel importante no processo de classificagao
geral das orbitas. Para valores especificos de L e E na Eq., teremos duas raizes
advindas do polindémio no segundo membro. As condi¢oes para a ocorréncia dessas

raizes sao expressas por

—(a*u® — 2Mu + 1) + E* + 2Ma*u® — (2* + 2aEz)u® = 0, (1.3.34)
—(a*u — M) + 3Mz*u® — (2* + 2aEx)u = 0, (1.3.35)

onde
r=L—-aE. (1.3.36)

As Eqgs.(1.3.34)) e (1.3.35) podem ser combinadas na forma

E? = (1 — Mu) + Mx*u?, (1.3.37)

200 Eu = (3Mu — 1)z%u — (a®u — M). (1.3.38)
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Eliminando F nas Egs.(1.3.37) e (1.3.38)) , obtemos

s u?[(3Mu — 1) — 4> Mu?] — 22°u[(3Mu — 1)(a*u — M)

—2a*u(Mu —1)] + (a*u — M)* = 0. (1.3.39)
A partir da expressao do discriminante da Eq.([1.3.39)), temos
4a®* M AP,
onde
A, = a*u® — 2Mu + 1. (1.3.40)

A solugao da Eq.(1.3.39)) é dada por

(3Mu —1)* —4a*Mu® = Q. Q_, (1.3.41)
com
Q+=1—3Mu=+2aVv Mu3. (1.3.42)

Logo, obtemos

oo @Qedi-QQ A -Qr

ot = =t o (1.3.43)
Considerando a relagao
Ay — Qs = u(av/u+ VM)?, (1.3.44)
a solugao torna-se
__a/uE VM (1.3.45)

VuQ+

Orbitas retrogradas e diretas sao representadas pelos sinais superior e inferior, respec-

tivamente.
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Substituindo a Eq.(|1.3.45)) na Eq.(1.3.37)), obtemos a energia por unidade de massa

para uma particula descrevendo uma 6rbita circular de raio u

1 -2Mu¥FavMu3
o

Por outro lado, o momento angular por unidade de massa para uma particula descre-

E (1.3.46)

vendo uma oOrbita circular de raio reciproco u é obtida da Eq.(|1.3.36)) na forma

I— :F\/M(a2u2 + 1+ 2avV Mu?)
- VuQs '

No célculo das velocidades angular € e rotacional v® devemos considerar as equa-

(1.3.47)

¢Oes para energia e momento angular, além das Eqgs.(1.3.22)) e (1.3.23)), de modo a

obter
d¢
0 = —
dt
B L —2Mux
(r2 4+ a?)E — 2aMzu
(L — 2Mux)u?
1.34
(1+ a?u?)E — 2aMux3’ (1.3.48)
e
v? = VTV —w)
2Ma*\ 2a M
_ (7«2 tar+ 2 ) v rf/Z (1.3.49)
Fazendo uso das relagoes
L—2Mur = j_ ”Q‘;wAu, (1.3.50)
udF
A
(1+ a*u?)E — 2aMuz® = “[1F aVMu3], (1.3.51)

as Eqs.(1.3.48) e (|1.3.49) tornam-se

M 3
0 - v (1.3.52)

1FavVMud’
$ FVMu(l + a*u® + 2av Mu?)
v? = : (1.3.53)
VAL(1F avMu?)
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Nota-se que podemos obter a condigao para a ocorréncia de geodésica circular do

tipo-luz (instéavel) fazendo E — oo na Eq.(1.3.46)

Q+ =1—-3MuTF 2avVMu? =0, (1.3.54)
ou
32 — 3Mr'/%  2av/ M = 0. (1.3.55)

Vamos analisar o movimento de uma particula descrevendo uma érbita circular de

raio u = u. com energia F, e momento angular L.. A Eq.(1.3.33) torna-se

L? — a®’E? +a?

—4-2 _ 2 2
u it =2M (L, — aE.) (u —up)® |u+ 2u. — M (L —aE) | (1.3.56)
Das Egs.(1.3.46]) e (1.3.47)), obtemos
L2—a®E?+a®> 1+ 3a’ul +4a\/Mu? (1.3.57)
2M 22 2ay/u. £ VM) o
L2 _ 2E2 2 Au
o — Do ZE BT SR (1.3.58)
2M a2 2(ay/ue = M)?
A Eq.(1.3.56]) pode ser colocada na forma
u? = 2M2?ut(u — u.)?* (u — ), (1.3.59)

onde o raio da oOrbita de segundo tipo wu, estd associado ao raio da oOrbita circular

estavel u, pela equagao

A,
Uy = —Ue + oy, i\/M)Q (1.3.60)
A Eq. tem como solugao
r= x;m / s u‘;& — (1.3.61)
Como alternativa, pode-se combinar a Eq. com
¢ = U—Q(Lc —2Mz.u), (1.3.62)

A,
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para obter

o 1 / (L. — 2Mz.u)du
22, 2M ) (u—uy)(u—u) (= u) (v — w2

E evidente a partir da condicao de instabilidade da érbita circular u, = ., que

(1.3.63)

due(ar/u. £ VM)?* = A, = a*u? — 2Mu, + 1, (1.3.64)

onde a condigao u, = u. foi aplicada na Eq.(1.3.60). Expandindo a Eq.(|1.3.64]) e

descartando o indice ¢, obtemos
3a?u? + 6 Mu £ 8avVMu? —1 = 0. (1.3.65)
Em termos da coordenada r, a Eq.(|1.3.65]) torna-se
r? — 6Mr T 8av/Mr — 3a* = 0. (1.3.66)
e Geodésicas tipo-luz

A Eq.(1.3.24]) para geodésicas tipo-luz é dada por

2M , 1

7 = E? + 7(L —ak) (L* — a*E?). (1.3.67)

r2
Por conveniéncia, vamos usar o pardmetro de impacto D = L/E para distinguir as
geodésicas ao invés de considerar apenas o momento angular para este fim.

Notamos inicialmente que as geodésicas com D = a (quando L = aF), desempe-

nham o mesmo papel das geodésicas radiais no espago-tempo de Schwarzschild e no

espago-tempo de Reissner-Nordstrom. Neste caso, as Egs.(1.3.22), ((1.3.23)) e ((1.3.67)

sao

. E 2 2
F——+FE e t:M‘

a
— 1.3.
N A (1.3.68)

A coordenada radial é descrita uniformemente em termos do parametro afim enquanto

as equagoes que descrevem t e ¢ sao dadas por

dt r? 4+ a? do a
— == — =4—.
dr A dr A

(1.3.69)
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As solugoes das Eqs.(|1.3.69) sao

2 2 2 2
++ = r_’_ﬂ]g(L_l)—u]g(L—l), (1370)
Ty — T T4 Ty —7T- -
+¢ = ng (L — 1) — ng (L — 1) ) (1.3.71)
T+ —Tr_ T—|— T‘f‘ —Tr- r—

Analisando essas solugbes, nota-se que t — oo e ¢ — oo quandor — ry our — r_.

As geodésicas tipo-luz descritas pela Eq. sao membros de uma congruéncia
de geodésicas desse tipo que estao confinadas no plano equatorial. Em geral, assim
como no espago-tempo de Schwarzschild, devemos distinguir as érbitas com base em
um parametro de impacto critico D.,.

Em relagao a D, temos as seguintes situacoes:

e Para D < D,., apenas as orbitas do primeiro tipo sao permitidas. A geodésica

parte do infinito, cruza o horizonte e alcanca a singularidade.

e Para D = D, as orbitas dos dois tipos se “fundem”. Indefinidamente, ambas as
orbitas passam a descrever um movimento em espiral com mesma Orbita circular

instéavel de raio r = r,.

e Para D > D,., os dois tipos de orbitas sao permitidas, ou seja, as érbitas do
primeiro tipo (vindas do infinito) cujo periélio ¢ maior que r. e as orbitas do
segundo tipo (que alcangam a singularidade em r = 0) cujo afélio é menor que

Te.

O raio critico da orbita circular instavel é determinado pelas equacoes

2M 1
B+ —(L—ab)’ = 5(L* —a’E") = 0, (1.3.72)
6 M
——4(L—aE)2——3(L2—a2E2) = 0. (1.3.73)
7 r3

Da Eq.(1.3.73)), temos

S 3M(L — aF)
© L+aFE
3M(D. — a)

= el 1.3.74
D ra (1.3.74)
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Substituindo a Eq.(1.3.74) na Eq.(1.3.72)), obtemos

P (L+aE)?
2TM?(L — aF)
E*(D,+ a)?
= : 1.3.
27TM?(D. — a) (1.3.75)
Fazendo y = D, + a na Eq.(|1.3.75)), temos
y* — 2TM?*y + 54aM? = 0. (1.3.76)

Agora, vamos distinguir as 6rbitas analisando o intervalo no qual a esta definido.

Para a > 0, temos as 6rbitas diretas com

y = —6M cos(f+120°), (1.3.77)

onde
30 = (1.3.78)

COS = Vi .O.
€
D. = y—a, (1.3.79)
2

re = 3M (1 — ?“) . (1.3.80)

Para a < 0, temos as orbitas retrogradas com

y = 6M cosb, (1.3.81)
onde
lal
30 = — 1.3.82
Cos i ( )
e
D. = y+]al, (1.3.83)

2
re = 3M (1 + ﬂ) : (1.3.84)
y
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A solugao em termos de 6 é dada por

r. = 4M cos®6

oM {1 + cos E cos™! (i%)] } . (1.3.85)

Na Eq.(1.3.85]), o sinal superior é considerado ao tratarmos de orbitas retrogradas

enquanto o sinal inferior é usado quando analisamos 6rbitas diretas.

Das equagoes para r. e D,., temos

a = 0; Dc:?)M\/g e 1r.=3M,
a = M; D.=2M e r.=M,
a = —M, D.=TMV3 e r.=4M.

A Eq.(1.3.67) pode ainda ser reescrita na forma

w* = ME*(D. — a)*(u — ue)*(2u + u.)u®, (1.3.86)
onde
1 1 D.+a
_ R 1.3.87
v=y & ¢ re 3M(D.—a) ( )

Integrando a Eq.(|1.3.86)), obtemos

(D, —a)VME T = i/ du (1.3.88)

u?(u — ue) (2u + u,) /2
1 (1 1 V2 e — V33U,
—+—{—(2u+u)*+ log utu “
u? |u V3u, V2u 4 ue + /3u,

Para descrever a orbita no plano equatorial, pode-se combinar a Eq.(|1.3.89) com a
equacao que segue diretamente da Eq.(|1.3.22]), isto ¢é

b= Ev*[3D.u. — 2(D. + a)u]
~ 3(a%u? — 2Mu + 1)u,

} . (1.3.89)

, (1.3.90)

para entao obter

d_u _ (D, + a)(a2u2 —2Mu+ 1) (u — u.)(2u + uc)1/2
Z VM[3D.u. — 2(D, + a)u] (1.3.91)
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ou

6=+

(u—u_)(u — ue)(2u + u.)/? du, (1.3.92)

VM / 3D, — 2(D. + a)u
(u—uy)

a*(D. + a)

onde uy = 1/r4.

1.3.3 Cargas Conservadas

A métrica que descreve a geometria de um espago-tempo com simetria axial, esta-

cionario e assintoticamente plano ¢ dada por [2]

r

2 2 45 sin® 0
ds? — (1 _ _m> dt® + (1 + 7m> (dr? + r2dQ?) — ”%dtd@ (1.3.93)

onde m e j sao os parametros de massa e momento angular, respectivamente. A massa

geométrica obtida a partir da Eq.(B.1)), com N =1 e N® =0, tem a forma

M=—1 lim (k — ko)/od?0, (1.3.94)

87T St—)OO St
onde
e k curvatura extrinseca da fronteira S; incorporada na hipersuperficie tipo-espaco
Xt
e ky curvatura extrinseca da fronteira S; incorporada ao espago-tempo plano;
e o determinante da métrica induzida sobre a hipersuperficie S;.
A meétrica induzida sobre a hipersuperficie 3; é dada por
ds3, = hady"dy’
2m
= (1 + —> (dr? 4+ r2d6* + r? sin? 0d¢?), (1.3.95)
r

com a,b=r,0,¢. Fazendo r = R na Eq.(1.3.95)), obtemos a métrica induzida sobre a

fronteira S; da hipersuperficie >,

ds3, = oapdftdo”

2m

= (1 + ?> (R%*d0* + R*sin® 0d¢?), (1.3.96)



52

com A, B =60,¢. O determinante da métrica induzida é

o = detoap

2m

— (14—?)2. (1.3.97)

As curvaturas extrinseca da fronteira S; e da 2-esfera sao, respectivamente

k= 2(1_—;7”/3), ko = 2(1_—;&/3). (1.3.98)
A equagao para kg é obtida quando, sobre a superficie considerada, fazemos
0 5d02doP = R*dO?, (1.3.99)
com
R=R(1+ %) , (1.3.100)

de modo que 0%z = o4p. Substituindo as Egs.(1.3.98) na Eq.(1.3.94)), a expressao

para massa gravitacional torna-se

M =
47TR2 Si—

lim 7{ Vaod*o. (1.3.101)
O elemento de volume na Eq.(1.3.101)) tem a forma

2
Jod?0 = <1 + fm) R? sin 0d0do, (1.3.102)

e, portanto, a Eq.(1.3.101]) fornece como resultado
M =m. (1.3.103)

Para obter o momento angular do espago-tempo devemos considerar a Eq.(B.1)) com
N =0e N* = ¢*. Neste caso, temos

1
J=——lim ¢ (Ku — Kha)¢r’/od®0. (1.3.104)

87T St—00 Sy

A curvatura extrinseca é dada por

Koy = €2e)V g, (1.3.105)
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onde o vetor normal a hipersuperficie ¥; é dado por

o\ 12
N = — (1 - —m> Dut. (1.3.106)
T

Considerando o termo O(m/r) na expansao da Eq.(1.3.106)), temos

o = — (1 - %) Dat. (1.3.107)

O segundo termo do integrando na Eq.(1.3.104]) é nulo devido a ortogonalidade entre
os vetores

oy*
0p
O vetor r* é normal a superficie S; (fronteira). Substituindo a Eq.(1.3.108)) no primeiro

ro = (1 n %) 8,r e  ¢t= (1.3.108)

termo do integrando, obtemos

Kapdr® = Ky (1 - %) . (1.3.109)

A componente da curvatura extrinseca, relevante para o céalculo, é dada por

Ky = (1 . %) T, (1.3.110)
onde
T, = _39‘341;129 (1.3.111)
€
= (1 N Q_m) L= (1.3.112)
T T

Por fim, substituindo a Eq.(1.3.111]) na Eq.(1.3.110)), temos

37 sin® 0
Ko = =", (1.3.113)
e fazendo as devidas substituicoes, a Eq.(1.3.104)) torna-se
T
J = - fsin 0do, (1.3.114)

e, portanto

J=7j. (1.3.115)
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1.3.4 Coordenadas de Kruskal

Para 6 = 0, a métrica de Kerr torna-se

oM 2 2
ds? = — (1 - WZﬂ) >+ - Za dr?, (1.3.116)

com horizontes de eventos nos pontos
ry =M+ VM?—a?, (1.3.117)

Nas coordenadas (u,v) a métrica toma a forma

ds* = — fdudv, (1.3.118)
onde
A
fo= r2 +a?
(r—ry)(r—ro)
— R _ (1.3.119)

A métrica de Kerr, Eq., nas coordenadas de Kruskal é obtida seguindo
os mesmos procedimentos adotados para escrever a métrica de Reissner-Nordstrom
nessas coordenadas [II, 2], 4l [5].

A métrica nas coordenadas (t,7), descreve a regidao externa ao buraco negro sendo
singular nos horizontes interno e externo. Para contornar este problema, inicialmente,
devemos estender a métrica para além do ponto r = r; (horizonte externo), usando
as coordenadas de Kruskal (U,,V,) e, posteriormente, estender a métrica para além
do ponto r = r_ (horizonte interno), usando as coordenadas de Kruskal (U_, V_).

Proximo ao horizonte de eventos, r = r,, temos

fr) = 2r(r—ry)
~ 4227

= 42+ (07w, (1.3.120)
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onde

1
f'(ry), e r* o~ —In|ky(r—ry)| (1.3.121)

Ry = ~
2/€+

N | —

As coordenadas de Kruskal (U, V. ) sao introduzidas a partir de uma transformagao

de escala das coordenadas (u,v) da forma

Uy = —e ™t V, =e™" (r>ry),

Uy = +e "t Vi = e (r<ry). (1.3.122)
Nessas coordenadas a métrica torna-se

2
ds® ~ ——_dU,dV,, (1.3.123)

o
sendo regular proximo ao horizonte externo.
Por outro lado, as coordenadas (U, V) nao sao regulares no horizonte interno e,
portanto, outras coordenadas sao necessarias para estender a métrica além de r = r_.
Realizando o mesmo procedimento, anteriormente descrito para o horizonte de

eventos externo, temos

f(r) ~ —2k_(r—r_)

~ :F2e—25_r*
F2er- (), (1.3.124)
onde
1 /
Kk_ = 5|f (r_)]. (1.3.125)

Neste caso, a transformagao de coordenadas apropriada ¢ dada por
U. = —e"" Vo=—e"" (r>r_),
Vo= —e """ (r<r_). (1.3.126)

Em (U_,V_), a métrica é regular no horizonte interno e tem a forma

2
ds® ~ ——dU_dV_. (1.3.127)
K
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1.3.5 Termodinamica
A superficie de gravidade é definida pela equacao
Val(=£7€5) = 2w, (1.3.128)
onde o vetor £ é a combinagao linear dos vetores de Killing t* e ¢ expressa na forma
£ =1+ Qo™ (1.3.129)

O vetor £“ é do tipo-luz no horizonte sendo tangente aos geradores nesta superficie.

A norma de £ é dada por

PPA N Ysin? 0(Qp — w)?

By = — , (1.3.130)
8 S 2
logo, temos
Pz
Vo (—€°¢5) = S04 (1.3.131)
Substituindo as expressoes definidas no horizonte
OaA = 2(ry — M)Dyr e £o = (1 — aQ2y sin® 0)d,r, (1.3.132)
na Eq.([1.3.131)), obtemos a superficie de gravidade
M M?_a?
_ _ i (1.3.133)

) 2 2 2
ry+a ry+a
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Capitulo 2

Geometria proximo ao horizonte de

buraco negro extremal

2.1 Geometria Proximo ao Horizonte do Buraco Ne-

gro de Reissner-Nordstrom Extremal (NHERN)

A solucao de Reissner-Nordstrom dada pela Eq.(1.2.6) pode ser escrita na forma

_ _ 2
g2 = p_,.)gp P-) g2 4 P dp? + pXdQ0?,  (2.1.1)
p (p—p+)p—p-)
Q
p

A = *dt,

com horizonte de eventos em py = M + /M? — @Q?. Tomando o limite extremal
p+ = p— = M na Eq.(2.1.1]), a métrica de Reissner-Nordstrom torna-se

o 2 2
g5t = PP ey 0 _dp? + p*d9’. (2.1.2)

p? (p—p+)

Implementando o limite préximo ao horizonte p — M + A\p e t — /) na Eq.(2.1.2)),

obtemos a métrica de Bertotti-Robinson [23]

s (AN o (MY oo
ds* = i dt* + p dp® + M?d»?, (2.1.3)
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onde M ¢é o raio da esfera S2. Por conveniéncia, define-se a transformacao de coorde-

nada

% = (%)2 (2.1.4)

de modo que a métrica NHERN torna-se

oM\ * 20\ *
ds? = — <—) dt? + <—> dr® + M?d$)°. (2.1.5)

T T

Nessa geometria, a Hamiltoniana da particula é dada por
H=—p,
com p; satisfazendo a condigao
(p—qA)* +m?* =0. (2.1.6)

Da Eq.(2.1.6]), obtemos a Hamiltoniana associada a geodésica na geometria NHERN

r \4 M\ 2 ro\2 L?
) oo () ]+ G+ =
(31) +q(r> o) T
oM\?*  [2M\® \/ r2p2 + 412
H 27 (22 2 4 _bPr ' P
(%) = (GF) s P
logo
OM\? \/ r2p2 + 412
H === 24 _r 2.1.7
()[m+ G q], .17
onde
L2_ 2 1 2
_p9+sin20p¢'

Multiplicando o numerador e o denominador da Eq.(2.1.7]) pela expressao
AM>*m? + r2p2 +4L% — AM?¢?,

a Hamiltoniana toma a forma

_ LMy
2f  2r2f’
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onde

1 r2p2 + 412 AM?(m? — ¢? 4172

f:§ 4M? m m

Implementando o limite M — oo e (m — q) — 0, com M?(m — q) fixado, obtemos [23]

41(1+1)

f—=m e g=8M*(m-—q)+ -

2.2 Geometria Proximo ao Horizonte do Buraco Ne-

gro de Kerr Extremal (NHEK)

Vamos analisar a geometria do espago-tempo préoximo ao horizonte de um buraco
negro de Kerr extremal. Seja a métrica de Kerr em coordenadas de Boyer-Linquist

dada na forma

ds? = —e®di? + e (dp — wdt)? + p* (A di? + d6?) (2.2.1)
onde
PP =it +a’cos?l, A=72—2MF+d? (2.2.2)
e
Ap? 2Mra
v 2 2 —2v _ 2v
e = (71 a?) — AaZsin? 0’ e = Asin“ e, w= —APQ e, (2.2.3)

sendo M a massa total, w a velocidade angular do horizonte de eventos e J = Ma o
momento angular. No limite extremal a? = M?, o horizonte de eventos (A = 0) esta
em 7 = M com velocidade w = 1/2M. Em analogia com buracos negros carregados
queremos extrair a geometria proximo ao horizonte deste espago-tempo [I5].

Para descrever a geometria proximo ao horizonte de Kerr extremal, definimos as

seguintes coordenadas

YRS A g (2.2.4)
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e tomamos o limite A — 0.
Dessa forma, obtemos a geometria NHEK (Near Horizon Extremal Kerr) em coor-

denadas co-movel

14 cos? ¥ r? r2 2r2 sin? 0 r 2
ds? = [ ———— ) |—=dt® + 2dr? +r2d0*| + —2—— ( dop+ —dt 2.2.5
5 ( 2 )[ re +7’2 AT +1—i—cos29 ¢+T[2) : )

onde 2 = 2M?. Tal espago-tempo nao ¢ assintoticamente plano e o mesmo possui
propriedades similares as do espaco AdS, x S2.

A métrica Eq. tem simetria de dilatacao como a do AdS,, ou seja, é invariante
por

t
T — cr, t— - (2.2.6)
c

para qualquer ¢ constante. A geometria NHEK ainda possui uma simetria extra global
associada a translacao temporal que pode ser encontrada fazendo a transformagao de

coordenadas

r=(y/1+y2cosT+y) ', t=ry1+y?sinT,

cosT +ysinT .
————€inT
L+ 1492

Nesse novo sistema de coordenadas a métrica Eq.(2.2.5|) cobre todo o espago-tempo,

¢ = ¢+ log . (2.2.7)

e tem a seguinte forma |10, [15]

1+ cos?0 dy? 2sin? 6
ds® = (—2 ) {—(1 +y?)dr? + 55 +d6*| + T4 cos20 (dp + ydr) (2.2.8)

com
—00<T<00, —00<Yy<O00. (2.2.9)

Dessa forma, a geometria passa a ter, explicitamente, o grupo de isometria SL(2,R)x
U(1). Neste cenario, todas as quantidades geométricas dependem apenas de 6.
Vamos agora mostrar que a métrica Eq.(2.2.8]) é geodesicamente completa. Pri-

meiramente, note que as superficies de 7 constante sao sempre tipo-espago, entao 7 é
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uma funcao global do tempo e este espago-tempo nao tem curvas tipo-tempo fechadas.
No entanto, o campo vetorial de Killing 0/97, é tipo-tempo apenas quando y? < 1/3
para todo 6, e assintoticamente tipo-espaco quando sin > (1 + cos? ) /2.

Por conveniéncia, definimos o vetor de Killing

0 0

- — = 2.2.1
or oo’ ( 0)

X

onde y esta orientado para o futuro em qualquer ponto.

Uma vez que estamos interessados nas propriedades assintoticas das geodésicas,
vamos considerar geodésicas com € constante (6 = 0,7/2). Neste sentido, particulas
que se movem ao longo do eixo # = 0 se comportam exatamente como em AdSs.
Para 0 = 7/2, temos um espaco tridimensional homogéneo com grupo de simetria
SL(2,R) x U(1).

As quantidades conservadas associadas a uma dada geodésica com momento

@) e

tem a seguinte forma [I5]

3, o 1+
L=P — =2(¢ ' E=-P. —= r— L 2.2.12
9 (& +y7), 57 5 T Ly ( )
Para geodésicas tipo-tempo, temos g, P*P” = —p? e obtemos
"2 2 2 2 2y _
g —4E+Ly) + 2+ L7)(14+y°) =0 (2.2.13)

Note que geodesicas com momento angular nulo comportam-se como geodésicas em
AdSs. Neste caso, particulas massivas sentem uma barriera de potencial e ficam con-
finadas em |y|. No caso das particulas sem massa (u = 0), as mesmas podem alcangar
o infinito.

Vamos verificar que essas geodésicas alcangam o infinito em um 7 finito. As ge-
odésicas tipo-tempo com L? < 2u?/3 estao confinadas, enquanto que geodésicas com
L? > 24%/3 podem escapar para o infinito. Esta ¢ uma caracteristica qualitativa do

espago-tempo Eq.(2.2.8)) que nao esta presente em AdS, x S2.
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Uma vez que o vetor de Killing x da Eq.(2.2.10) é tipo-tempo direcionado para o

futuro em qualquer ponto, temos que

—P-x>0,
que implica
E+yL > 0.
Assim, geodésicas com L > 0 podem alcancar y = oo, mas nao y = —oo. Para L < 0

a situacao é reversa. Tais geodésicas sao completas e alcancam o infinito em um 7
finito.

Para o espaco-tempo AdS, x S%, podemos remover as coordenadas angulares e por
meio de uma transformacgao de escala, trazer a fronteira do infinito para um ponto
finito. Este procedimento nao pode ser feito para a Eq., uma vez que essa
geometria nao é descrita como um fibrado trivial.

Considere a métrica Eq. em coordenadas de Poincaré. Multiplicando esta

métrica por 1/r? e definindo = = 1/r, obtemos
2sin* 0

——  (xdo + dt)%. 2.2.14
1—|-C0829(x ¢+ dt) ( )

1+ cos?0
ds? = (—i_T) [—dt? + da? + 2%df*] +
Apesar de sua simples aparéncia, esta métrica apresenta uma singularidade em

x = 0. Os vetores de Killing da Eq.(2.2.5)), sdo agora campos de Killing conformes da
Eq.(2.2.14), onde L;g = ag, na forma

0 0 0 0
“Za CTa CTla o (22.15)
1 2\ 0 o 10
S= (;ﬁa) TR = (2.2.16)

As translagoes no tempo tornam-se parte do grupo de isometria SL(2,R), gerado

pelos vetores de Killing

r 2sinT
Ji = 2sinT————=0; — 2cosTV1 + 120, + ——
1 V1+r? V14+7r?

r 2cosT
Jo = —2c08T——=0, —2sin7V1+ 120, - ——
? V1472 V1472

9y
a‘P

J3 = 20
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A partir da condicao p? + m? = 0, obtemos a hamiltoniana associada a geodésica

na geometria NHEK

H="_ [\/(C’lmro)Q + (rpe)? + pj + Copl, — p¢} : (2.2.17)

To

onde

1+ cos? 4 1+cos?f\”
2 =oM> 2= 7 = —1 .
"o G 2 e G 25in 0

Implementando a transformagao de coordenada r = 1/p* na Eq.(2.2.17)), escrevemos

a Hamiltoniana na forma

¢, FELALE
H=— 2 - — 2.2.18
p2 \/m + (27‘001)2 T()Cl ’ ( )

com
L* = pp+ Cgpi.
Multiplicando o numerador e o denominador da Eq. pela expressao
(2roC1)*m? + pri + 417 — 4pi,

obtemos

2
_ P, Mg
2f 2071’

po ! L PR p | Ot - p)aE?
(27’001)2 7‘001 g m m
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Capitulo 3

SU(2) e SL(2,R)

3.1 SU(2)

Nesta secao, discute-se as propriedades do grupo de simetria unitario especial
SU(2). O respectivo grupo surge em diversas areas da fisica e da matematica. As
operacoes continuas de simetria podem ser vistas como fungoes analiticas de seus pa-
rametros. Por exemplo, a rotagao em torno de um eixo tem um angulo como parametro
continuo. Exceto por razoes topoldgicas, essas operagoes sao aplicacoes repetidas de
um operador que gera rotagoes infinitesimais em torno de um eixo e que, geralmente,

nao comutam.
Grupo
O grupo unitério especial, cujos elementos sao matrizes 2 x 2, satisfaz as condigoes

detg = 1 unimodular, (3.1.1)

g'lg = 1 unitario, (3.1.2)

onde g' ¢ o conjugado hermitiano de g. O SU(2) é um subgrupo das matrizes lineares
especiais SL(2,C) formanda por matrizes complexas 2 X 2 de determinante unitéario

23],
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Vamos considerar um elemento geral

g= (O‘ 5) € SL(2,C), (3.1.3)
v o

e uma transformacao R(g). Esta transformacdo pertence a uma regiao conectada de

O(4), isto ¢, ao grupo SO(4) e, portanto, ¢ uma rotacio em R*,
Algebra de Lie
O produto interno de duas matrizes A e B é definido na forma
(A, B) = Tr(AB"). (3.1.4)
A norma de A definida por ||A|| = \/(A, A) satisfaz a inequagio
1ABI| < [|A[l|B]l, (3.1.5)

e, portanto, a exponencial de A é definida pela série convergente

et = i A (3.1.6)

n!’
n=0

Suponha que cada componente de uma matriz g € SL(2,C) é uma fungao continua

de um parametro t. Entao g pode ser colocado na forma
g(t) = e, (3.1.7)
onde a matriz A é o gerador infinitesimal do grupo a 1-parametro de g(t)
A= —ilim ——=. (3.1.8)

Para g € SU(2), A é uma matriz hermitiana 2 x 2. Essa matriz é a representacao

da élgebra su(2) de SU(2). As matrizes de Pauli

0 1 0 — I 0
01 = y 09 = y 03 = y (319)
10 t 0 0 -1

fornecem uma base ortogonal para a algebra de Lie su(2), isto é, qualquer elemento A

de su(2) pode ser decomposto na forma

A:a1J1 —|—CL2J2—|—CZ3J3, (3110)
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onde

ﬁ:%@ (k=1,2,3). (3.1.11)
As matrizes Ji satisfaz a relagdo de comutagao simétrica da algebra su(2)
[J1, Jo] = iJ3 [J3, J1] = iJ3 [Ja, J3] = iJy. (3.1.12)
O invariante de Casimir do grupo

Q=Ji+J;+J3, (3.1.13)

comuta com todos os Ji. Os trés conjuntos de elementos de SU(2) que correspondem

as matrizes Ji de su(2) sdo

G = eitJl —

. cost sini
g =" = ( 2 2 ) , (3.1.15)

cost isin:
Cz P ) (3.1.14)

. t
— Sin 5 COS 5
) e% 0
gs = €l = ( , o > . (3.1.16)
e 2

Cada um desses conjuntos de elementos forma um subgrupo a 1-parametro do SU(2).
A partir dessas relagoes, um elemento g(¢, 0, 1), expressado em termos dos angulos

de Euler, pode ser escrito também na forma
9(9,0,9) = e Bt etv s, (3.1.17)

Representacao

A representagao do SU(2) é um caso especial da representagao do SL(2,C). O
grupo SL(2,C) age sobre o espaco linear complexo bidimensional C? de todos os
vetores z = (21, 22), onde z1, 2z € C. Um elemento

g:<a6>esuz© (3.1.18)
v 0
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age Como
z — 7 =zgcC> (3.1.19)
Explicitamente, isto corresponde a uma transformacao linear de C?
(21,22)9 = (az1 + V22, B21 + 022), (3.1.20)
que satisfaz
z(99') = (29)g', (3.1.21)

para qualquer g,¢" € SL(2,C) e z1 =z, onde 1 é a matriz unitaria 2 x 2. A agdo
de SL(2,C) sobre C? ¢ transferida para o espago V de fungdes f(z) de duas variaveis

complexas através da definigdo de um operador T'(g) tal que

T(9)f(z) = f(z9) (3.1.22)
T(9)f(21,22) = flaz + 2, B21 + 022), (3.1.23)

e ainda
T(g9") =T(9)T(9"), (1) =1 (3.1.24)

Assim, T'(g) é uma representac¢ao do grupo SL(2,C). Uma representacdo irredutivel
T7(g) pode ser construida no espaco V; de todos os polindmios homogéneos de grau

2J=0,1,2,..

J
p(z1,22) = Z A 2] T2 M (3.1.25)

m=—J

Por conveniéncia, a representacao T7(g) pode ser realizada no espago de todos os
polinémios de grau 2J de uma varidvel complexa z;/z; = z. Para ¢(z) = p(z,1),

temos

P21, 2) = 237 421/ 22). (3.1.26)
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Logo, no espaco de ¢(z), a representacio 177 (g) ¢ dada por

+7
T’ = ) ety 1.2
@0(:) = 52+ 0770 (57 (3.1.27
A representagao D’(g) para o grupo SU(2) pode ser obtida a partir da Eq.(3.1.27)
fazendo as substitui¢oes v = —* e d = o~
D’ - g (225 1.2
@0(:) = (= +a o (2 (3.1.29
onde

o B
- . 3.1.29
9 ( 5o ) ( )

Se o produto interno (¢, ¢p) sobre V; é definido por

J J J
( Z A2’ T, Z b;z‘p“m) = Z (J +m)!(J —m)lanb;,, (3.1.30)
m=—J m=—J m=—J
entdo para qualquer g € SU(2), temos

(D?(9)¢as D7 (9)05) = (s d0), (3.1.31)

isto &, que a representagao D”(g) é unitaria.

Da Eq.(3.1.28)), vemos que

D7(g)z"™™ = (Bz + o) (az — gF)TT™. (3.1.32)

Assim, as matrizes J; da base ortogonal de su(2) dada pela Eq.(3.1.9) pode ser reali-

zada sobre o espago de mondmios
UF(X) = Nox”™™ (=T <m <)), (3.1.33)
sobre um circulo

St ={x=¢"0< ¢ < 27} (3.1.34)
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com o auxilio das Eqs.(3.1.7)), (3.1.8)), (3.1.14)) e (3.1.28)

d

DJ(J1>XJ+m — _Z'EDJ(QI)XJ-HTL“:O
_ d oot t J—m t ot J+m
= —i (zxsm§ + cos 5) (Xcos§ + isin 5) li=0
1
= 5[(J +m)x T 4 (T —m)x T (3.1.35)
De modo similar, temos
J J+m . d J J+m
D7(J2)x = _ZED (92)x li=0
i — m
= —5[(J +m)x T — (T —m)x T (3.1.36)
e
J J+m d J+m
D~ (Js)x = —Z%D (93)X" "™ |i=0
= my’ ™™, (3.1.37)
Definido a matriz
Ji - Jl :|: iJQ, (3138)
obtemos
DY (J)x"T™ = (J F m)y T (3.1.39)
Assim, com a funcao y = €, temos
V700 = (T +m)l (T —m)l) 727, (3.1.40)
ortogonalizado por
(7™ X7 = (T + m)N(T — M) G- (3.1.41)
Logo, obtemos a relacao
D00 = [(7F m)(J £ m+ D]V (), (3.1.42)

DY (J)7(x) = myT(x). (3.1.43)
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O conjunto das fungdes ortonormais {¢'7'(x)}, com (—J < m < J), forma a
base canonica para a representacio D?(g) de SU(2). Qualquer representacao unitaria

irredutivel de SU(2) é equivalente a uma dessas representagoes D”(g) com

J=0,1,2,... m=0,+1,+2 ... +J,
135 1 3 .5

= 22 S e 1.44

J 27272’ m 2’ 2’ 27 ) J (3 )

As Eqgs.(3.1.42)) e (3.1.43), podem ser expressas na forma

JelJm) = [(JFEm)(J £m+ D]V Jm+ 1), (3.1.45)
J3|Jm) = m|Jm). (3.1.46)
A representacao em Yy
(JelX) = DI(JL)d(x = X),
(X = D7(J3)d(x —x);

xlJm) = ¥7T(x),

leva as Eqgs.(3.1.45) e (3.1.46) nas Eqs.(3.1.42) e (3.1.43), respectivamente.

3.2 SL(2,R)

Nesta segao, estudamos as proprieddes do grupo pseudo-unitério especial SL(2,R).
O referido grupo é isomorfico ao grupo unitério especial SU(1,1). Em alguns sistemas
fisicos o grupo SU(1,1) desempenha um papel para os quais o grupo SU(2) nao tem

correspondéncia.

Grupo

O grupo pseudo-unitério especial SL(2,R), isomoérfico ao grupo SU(1,1) e cujos

elementos sao matrizes 2 x 2, satisfaz as condigoes

detg = 1 unimodular, (3.2.1)

glosg = o3 pseudo-unitério, (3.2.2)
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onde o3 é a matriz de Pauli. Um elemento g € SL(2,R) é uma matriz pseudo-unitaria

a B
— : 3.2.3
g (ﬁ*a*) (3.2.3)

onde «, f € C satisfaz a condi¢ao unimodular

unimodular dada por

la? — |B]* = 1. (3.2.4)

Parametrizacao

Os elementos do grupo SL(2, R) podem ser parametrizados de vérias formas. Como
sabemos, o grupo SU(2) pode ser parametrizado pelos angulos de Euler (¢,60,1).
No caso do SL(2,R), fazendo § — —if, temos trés parametros reais (¢,6,v) com
0 < 6 < co. Em geral, fazendo a transformacao # — —if, todo elemento de SU(2)
pode ser convertido em um elemento de SL(2,R). As matrizes de grupo SL(2,R) sao

parametrizadas na forma

cosh 8e'®T¥)/2 ginh §ei(0—)/2
9(0.0.0)=| 7 . : (3.2.5)
Slnh 56 Z(¢ 7ﬁ)/Q COSh 56 Z(¢+¢)/2
onde
0< ¢ < 2m, 0<6< o0, e 0<vY<dm. (3.2.6)
Assim como em SU(2), podemos implementar a decomposigao de Cartan
9(0,0,¢) = g(¢,0,0)g(0,0,0)g(0,0,¢), (3.2.7)

onde

ei/2 0
g@ﬁﬁ%—( >, (3.2.8)

0 e~ i0/2

eiv/? 0
0,0,v) = , , 3.2.9
9(0,0,9) ( N (329)

cosh/2 sinh6/2 ) ' (3.2.10)

g(0,6,0) =
( ) (sinh@/? cosh /2
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Algebra de Lie

Todo elemento g € SL(2,R) pode ser gerado por um elemento A da élgebra de Lie

su(1,1) dado por
g = et (3.2.11)

Se A é hermitiano, temos uma representagao unitaria de SL(2,R). Em geral, todas as
representacoes irredutiveis unitarias de um grupo nao-compacto sao infinito dimensi-
onais.

Todos os elementos dessa algebra podem ser escritos em termos da combinagao

linear de Jy, Jo e J3, que satisfazem as relagdes de comutagao
[Jl, JQ] - —ijg, [Jg, Jl] - iJQ, [JQ, Jg] - ZKl (3212)

Os elementos de su(1, 1) que satisfazem essas relagdes de comutagao podem ser repre-
sentados em termos das matrizes de Pauli

1. 1. 1
Jl = 520’1, J2 = 520’2, Jg = 50’3. (3213)

Estes sao os geradores de uma representacao nao-unitaria bidimensional do grupo

SL(2,R), isto é

Jith _ cosht/2 sinht/2 | (3.2.14)
sinht/2 cosht/2

, cosht/2 —isinht/2
gitte — /2 —isinht/2) (3.2.15)
isinht/2  cosht/2

. etz
ethg — < 0 i) ) . (3.2.16)
€

Os elementos da algebra, J; e Jo, geram os elementos do grupo que pertence a classe
hiperbolica dos subgrupos nao-compactos, enquanto que J3 é responsavel por gerar os

elementos da classe eliptica do subgrupo compacto.

A Eq.(3.2.5)) pode ser escrita na forma

9(,0,9) = PP Ne s, (3.2.17)
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O invariante de Casemir da algera de Lie su(1,1)
Q=J;—-J-J3 (3.2.18)
é hermitiano (nao é positivo definido). Por defini¢do, temos
Jo=Jy £is, (3.2.19)
que satisfaz as relagoes de comutacao
[J3, Je] =]y e [Jo,J]=—-2J;. (3.2.20)

Os geradores (J;, Jo) sdo anti-hermitiano na representagdo unitaria, logo, é evidente

que
JL = —Js. (3.2.21)
Um operador nao-compacto também ¢é definido
K, =J1+Js, (3.2.22)
de modo que a relagao de comutacgao
(K, Jo] = —iK ., (3.2.23)

¢é satisfeita. Na representagao nao-unitaria bidimensional dada pela Eq.(3.2.13)), o

operador nao-compacto K gera os elementos do subgrupo parabolico de SL(2,R)

ety = ( Lit/2 —t/2 ) . (3.2.24)
—t/2  1—it/)2

Representacao Irredutivel Unitaria

As representagoes irredutiveis unitarias do grupo nao-compacto SL(2,R), que sao

todas infinito dimensionais, podem ser caracterizadas pelos autovalores dos operadores
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Q@ e J;. Na base |Jm)

QlJm) = J(J+1)|Jm) (3.2.25)
Js|Jm) = m|Jm) (3.2.26)
Jeldm) = [mim+1) = J(J + D)V Jm + 1) (3.2.27)
J_|Jm) = [m(m—1)—J(J+D]V*Jm —1) (3.2.28)
onde
(Jm|Jm') = S, (3.2.29)

as representacoes irredutiveis unitarias caracterizadas por J e mg sao classificadas em:
e Série continua principal

1
Cy: J:—§+is (s >0); m=mg+xn (ne€ Ny). (3.2.30)

e Série discreta principal

DY J=—mg|—n (R€Ngy); m=-J+n (ne€Np), (3.2.31)

Dy: J=—mg|—n (ReNy); m=J—-n (neNpy. (3.232)

e Série suplementar

1
E;: —§<J<—|m0]; m=mgEn (ne Np). (3.2.33)

Nesta classificacao considera-se

Imol < e No={0,1,2 .} (3.2.34)

N | —

As representagoes de Bargmann constituem um caso especial onde my = 0 ou 1/2,

isto é
e Série continua principal

1
Y J:—§+is (0<s<o0); m==xn (neNy). (3.2.35)

1 1
Ch J:—§+is (0 < s < o0); m=+g+n (n € Np).(3.2.36)
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e Série discreta principal

Dy: 2J=-n (neNy); m=-J+n (n€Ny), (3.2.37)

D;: 2J=-n (ReNy); m=J—n (neNy). (3.2.38)

e Série suplementar

1
E;: —§<J<O; m=moxtn (n& Ny). (3.2.39)

Base Continua para a Representacao

As aplicagoes do grupo SL(2,R) sdo normalmente expressas em termos das bases
que diagonalizam o gerador compacto J3. Além dessas aplicagoes, vamos estudar as
que estao fundamentadas em bases que diagonalizam o gerador nao-compacto da classe
parabolica. Tendo em vista que o procedimento de diagonalizagao de um gerador nao
compacto é algo nao trivial, devemos revisar o processo de construgao dos autovetores
generalizados do gerador K, e dos elementos de matriz do grupo SL(2,R) sobre a
nova base.

O espaco de uma representacao irredutivel unitaria de SL(2,R) sobre a base padrao

|Jm) é convenientemente denotado por

Ho={[Y) = tuldm); (W) < oo}. (3.2.40)
Vamos introduzir o espaco de “sequéncias que decrescem rapidamente"

D={y) = Z¢m|Jm>; lim m",, =0 paratodo n € N}, (3.2.41)

|m|—o00

e o espago de “sequéncias que decrescem lentamente"

N,/

D' = {|J) = Ziﬂfnum% lim 7 0 para algum N = N(¢')}, (3.2.42)

|m|—o00 mV

de modo que o espago D é denso em H e D C H C D'. Podemos entao definir um

produto escalar generalizado

(') = Zw’*wm— (W), (3.2.43)
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onde ¢ € D e ¢y’ € D'. Uma topologia é definida sobre D pelo conjunto de normas
{p1,p2, D3, ...}, onde

1/2
Pn = [Z(wﬂ + 1)"\wm|2] : (3.2.44)

m

Esses espagos possuem algumas propriedades importantes:

A acdo de todos os J; e g € SL(2,R) deixam D invariante; e sdo continuos nesse

espaco;

Todos os geradores J; sao auto-adjuntos sobre D;

O espaco D’ é o dual de D e H é denso em D',

e Se A é um operador em H, de modo que seu adjunto A deixa D invariante e é
continuo no mesmo, entao A pode ser extendido a um operador continuo A’ em

D’ por meio da relagao

(WIA[)" = (| Af|). (3.2.45)

Se A é um operador auto-adjunto que deixa D invariante sendo continuo no mesmo,

entao A tem um conjunto completo de autovetores generalizados em D’ de modo que
A'lka) = alka) (k=1,2,..n,), (3.2.46)

onde a pertence ao espectro de A e n, < oo é a multiplicidade do espectro de A no

valor de a. Para qualquer [¢)) e |¢) em D temos a seguinte relagao
Wle) = [ > _(wlka)ikalé)dna), (3247
k=1
onde u(a) é a medida do espectro de A.

Diagonalizagao do K,

Podemos agora construir autovetores generalizados dos geradores nao compactos

de SL(2,R). Vamos considerar apenas a diagonalizagao dos operadores nao compactos
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K, = J; + Js. Seja |Jn) um autovetor de K
K |Jm) = nlJ). (3.2.48)
Suponha que |Jn) é um vetor generalizado em D’ dado por
[Tn) = Xu(J,m)|Jm). (3.2.49)

Nossa tarefa ¢ determinar as fung¢oes X,,(J,n) = (Jm/|Jn) como fungdes suaves de m.

Das Egs.(3.2.19)), (3.2.22)) e (3.2.48), temos

(Tl K| Tn) = (Tml s + ST+ T\ ) = nlm|Jn), (3.2.50)

de onde segue a equagao

2(m — )X +/(m = D) (m+J+ 1) Xp1 +/(m+J)m—J =X, =0.

(3.2.51)

Certamente, a func¢do desejada ¢ uma solu¢ao dessa equacao. Se X,,(J,7n) é uma

solucao, entao

Assumindo que m — J # —n (n € Ny), temos

L(m—J) 1

Xon(J:n) = N(J:n) L(m+J+1)T(m—J)

Wi (1) (3.2.53)

e a Eq.(3.2.51)), torna-se

2(m = Wi (n) + Winpa(n) —

(J + %)2 - <m - %)2] Wi1(n) = 0. (3.2.54)

Comparando esta equagdo com a relagao de recorréncia da fungao de Whittaker (ou

fungao W), obtemos

(2m — 2)W 1 (2) + Wipg1 u(2) — [qu - (m - %) ] Win—1,(2) =0.  (3.2.55)
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Podemos afirmar que

Wi () ~ W, 741/2(2n). (3.2.56)

Alternativamente, se considerarmos

I'(m—J) 1
Fim+J+1)T(—=m—J)

) -

Essa relagao pode ser reduzida a relacao de recorréncia Eq.(3.2.54]) da funcao W se

Xn(Jm) = N(J,n) Vin, (3.2.57)

obtemos

2(m = n)Vin(n) = Vinsa(n) + Vier(n) = 0. (3.2.58)

Vm(n) ~ V_m7(]+1/2(—277). (3259)

Note que W) ,(2) e W_, ,(—2) séo solucoes independentes da equagdo de Whittaker

W (_1 LA - 21/4)) W—o0. (3.2.60)

dz? 4 z z

Quando Rem > 1, Rem > |z|, Rem > |u| e Rez > 0 a funcdo W comporta-se

cOomo

1/4
Winu(z) ~ (—4—Z> e "m™sin(Vdmz — mn — w/4), (3.2.61)

m
1/4
W_pu(2) ~ <—£> emm e VAmE, (3.2.62)

A representagao assintotica da funcao I' para grandes valores de £ é
D(€) ~ V2mes2e7¢, (3.2.63)

Portanto, a funcao X,,(J,n) cresce lentamente com m — £00 apenas se

I'(m—J) (=)™
Fim+J+1)T(em —J)

Xm<J7 77) = N(']> 77) Wem,J+1/2(2‘77’>7 (3'2'64>

onde € = sign 7).
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O fator de normalizagdo N(.J,n) pode ser determinado, a menos de uma fase, pela
expressao

(nldn'y =D _(InlJm){Jm|Jn') = 6(n—1). (3.2.65)

m

O resultado normalizado obtido por Lindblad e Nagel para todas as séries é

Lm—J)  |nI™*?

Jm|Jn) = Wem 2|n|). 3.2.66

No caso D7, temos m+J = n (n € Ny), de modo que I'(em — J) — co se € = —1.
Portanto, para D7

(Jm|Jn) = [nID(n—20)|n])"*W,_s1112(20) para 7 >0, (3.2.67)

(Jm|Jn) = 0 para n<DO. (3.2.68)

No caso D7, temos m — J = —n (n € Ny) e, portanto, a solugao Eq.(3.2.53)) nao é

apropriada. Assim, para D7 usamos a solugao alternativa Eq.(3.2.57)), ou seja
(Jm|Jn) = (=1)"X_pn(J, —n) (3.2.69)
ou, explicitamente

(Imlany = (=1 [T (n = 27) )]~ Wiy 11/2(20) para 5 > 0,(3.2.70)

(Jm|Jn) = 0 para n<D0. (3.2.71)

Essas fungoes normalizadas satisfazem as relagoes

/ (Jm|Jn)(In|Jm'Ydn = Opm para C5 e Ej, (3.2.72)
/ (Jm|Jn)(Jn|Jm')dn = Opm para D7. (3.2.73)
0

Para cada série a condi¢ao de completude é mantida

/IJn><Jnldn =1 (3.2.74)
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Elemento de Matriz na Base Contimua

O elemento de matriz de interesse é dado por

Uy (0) = (Jnle™"" 1T, (3.2.75)

que pode ser determinado substituindo a Eq.(3.2.65)) na Eq.(3.2.75))

v (0) =Y e ™ (Il Tm)(Jm|.Jn). (3.2.76)

m

No caso D7¥, é relativamente simples efetuar o procedimento de soma. Usando as

Eqgs.(3.2.67)) e (3.2.68), juntamente com as relagdes

Wiu(z) = Wy _u(2),

Woiprjon(z) = (=1)"nlzt 222 21(2) para (n € Ny),

a Eq.(3.2.76)) torna-se
—i(n—J)0

|
J —J (0 N—=J—1/2_—(n+7') ne
() =4 E —_—

L, 2L, (21), (3.2.77)
onde Lg(z) é o polinomio de Laguerre. Assim, usando a formula da soma (bem com-

portada)

> e = Ry (2

'n+a+1 1-¢ 1-¢

) . (3.2.78)

n=0

valida no intervalo |¢| < 1, obtemos
J . 0 i(n4n’) cot & . 0
v (0) = —icsc ¢ MY ] oy 1 | =2in/n cscy ). (3.2.79)

Em D7, o elemento de matriz tem a mesma forma do elemento de matriz em D}. Em

ambos os casos, temos
—2J — 1> 2|mg| — 1. (3.2.80)

O procedimento para determinar os elementos de matriz nos casos C'J e E; é um
pouco mais detalhado e, portanto, nao sera tratado. Vamos considerar as express-

¢oes para o calculo dos elementos de matriz com algumas modificacoes em relagao ao
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resultado originalmente obtido por Lindblad e Nagel, ou seja

1 , 0 o , 0
Uy (0) = - woas1(n,1s 5) + (=1)7w e (=1, =1 5) | (3.2.81)

2 2
onde definimos

w,(n,150) = e ™D ege ei("”/)COWKV(Q || et/ oge ), (3.2.82)

onde o0 = 0 para C% e E;, e K,(2) ¢ a fungao de Bessel ou fungao Macdonald.
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Capitulo 4

Anti-de Sitter

O espago Anti-de Sitter (AdS) é uma solugdo maximalmente simétrica das equa-
¢oes de Einstein com constante cosmologica negativa. Este, por sua vez, pertence a um
conjunto de espagos homogéneos que se definem como superficies quadricas no espaco
vetorial plano. Entende-se por espaco homogéneo aquele onde, dado dois pontos quais-
quer do mesmo, podemos conecta-los através de uma curva integral de algum campo
vetorial de Killing. Uma vez que todas as formas quadricas podem ser diagonalizadas

sobre o conjunto dos reais, apenas as quadricas diagonais sao consideradas.

4.1 Meétrica

O espago AdSyy1 é definido pela superficie quéadrica

d
XuX = X0+ X5, - > XP =R, (4.1.1)

i=1
imersa no espaco plano em (d + 2)-dimensoes com métrica
d
ds® = dX§ +dXj,, — Y _dX}, (4.1.2)
i=1

onde R é a escala de comprimento AdS. Nessas coordenadas, todas as simetrias do

espaco AdS sao apenas rotagoes e boosts de X 4. Em particular, temos:

e ~d(d — 1) rotagoes entre as coordenadas X;, com (1 < i < d);

1
2
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e 1 rotacao entre as duas diregoes tipo-tempo Xy e Xg11;

e 2d boosts que misturam Xy e Xy, com X;.

As transformacgoes acima descritas, podem ser representadas por

9 yp 9

LA — XA
B oXB oXA

(4.1.3)

onde L4 gera o grupo SO(2,d), isto é, o grupo de isometrias do AdSz1, formado
pelas transformacoes lineares de X 4 que deixam a Eq.(4.1.1)) invariante. E importante
destacar que em d-dimensoes, SO(2,d) é o grupo conforme.

Ao analisar a rotagao nas diregoes Xy e X41, notamos que

9 axt 0

ot ot 0X4
X% 0 oxX4t 9

9t 9X° o oxd
- I, (114)

logo, L§ 41 € Ly sao os geradores de translacao no tempo e rotagao espacial em AdS,
respectivamente. Ambos os geradores formam o grupo de isometrias da esfera S 1,
intitulado SO(d).

O espago AdS é sempre descrito em termos de um sistema de coordenadas conve-
niente. Neste sentido, as "coordenadas esféricas", (¢, p,€2;), sdo particularmente tteis
para descrever este espago.

Usando as equagoes
cos’t +sin’t=1 e sec’p—tan®p =1, (4.1.5)

obtemos o mapeamento entre as coordenadas esféricas e X4

cost

X, = R——,
0 cos p
sint

Xd+1 - COSp7

X; = Rtanp();. (4.1.6)
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Substituindo o mapeamento na Eq.(4.1.2), a métrica torna-se

1 o (P
2 _ 2 g2 2P 2
ds* = cos? (2) (dt dp” — sin (R) de_l) , (4.1.7)
onde
p e l0,7/2], t € (—o00,00), (4.1.8)

e a coordenada €) cobre a esfera S

A curvatura nao nula do espago AdS implica na existéncia de uma escala de com-
primento natural e, portanto, a consisténcia desse espago depende da escolha dessa
escala. Apos a especificacao da mesma, as grandezas como energia e distancia podem
ser medidas. Deve-se notar que embora a coordenada p “cubra” um intervalo finito,
a distancia espacial a partir de qualquer p < 7/2 na dire¢ao de w/2 diverge e, neste
sentido, o espago-tempo AdSyy1 nao é compacto.

Em coordenadas esféricas o AdS pode ser pensado como a parte interior de um
cilindro com topologia S@R. Nessas coordenadas, ¢ evidente que o espaco é invariante
por translagoes no tempo e rotagoes espaciais; simetria de rotagao SO(d).

O espago AdS,y1 ¢ maximalmente simétrico, portanto, possui o mesmo namero de
simetrias do espago-tempo plano em (d + 1)-dimensoes que, por sua vez, é o nimero

méaximo de simetrias de um espago-tempo, ou seja
1
§(d+1)(d+2). (4.1.9)

Neste caso, temos (d 4 1) traslagoes, d boosts e d(d — 1)/2 rotagoes.
Em trés dimensoes, a superficie quadrica que define o espaco AdS é escrita na

forma
2?4y —u? -t = -1 (4.1.10)
onde [ é o raio AdS e

XA = (XQ,Xl,XQ,Xg) = (ZB,U,’U,y). (4111)



O meétrica do espago de imersao é dada por

ds® = dX{+dX]—dX}—dX;

= da® + dy® — du® — dv?.

Substituindo o mapeamento dado pela Eq.(4.1.6]), em trés dimensoes

cost
r = R ,
cos p
sint
y = R ;
cos p

u = Rtanp();,

v = Rtanp2;,

na Eq.(4.1.12)), obtemos

ds® = @ (at2 — dp?  sin? (%) av)

com p e t definidos na Eq.(4.1.8)).
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(4.1.12)

(4.1.13)

(4.1.14)

A fim de obter uma analise completa a cerca das propriedade globais do espago

AdS3, devemos introduzir o sistema de coordenada global que “cobre” toda a variedade.

Neste caso, por definicao temos

u = [ cosh psin A, v = [ cosh p cos A\,
onde
[sinh pp = /22 + 42, O0<pu<oo e 0<A<2m).

Substituindo a Eq.(4.1.15) na Eq.(4.1.12)), obtemos

dx? + dy? )

2 2 2 2
dS :l <—COSh p,d)\ +m

Por conveniéncia, a Eq.(4.1.17) pode ser escrita em coordenadas polares

ds® = I?(— cosh® ud\* + dp® + sinh® pd6?),

(4.1.15)

(4.1.16)

(4.1.17)

(4.1.18)
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onde as coordenadas

x = [sinh pcos ), y = [sinh pcos 0, (4.1.19)

foram substituidas na Eq.(4.1.17)).

Devido ao carater angular da variavel A\, temos a presenca de curvas tipo-tempo
fechada no espago AdS. Podemos representar A no espago de cobertura, onde A € R.
Fazendo A =t e R = [sinh p, obtemos

R? -
ds* = — (R* + %) dt* + (1_2 + 1> dR? + R*d6?, (4.1.20)

com

R>0, e 0<6<2m (4.1.21)

4.2 Isometrias

O espago AdS é invariante pela a¢ao do grupo SO(2,2). Os geradores desse espago

sao expressos na forma

(4.2.1)

ou, explicitamente, na forma

Jo1 = v0, — ud,,
Jo2 = x0, + v0,,
Jos = YO, + v0,,
Jia = 20, + u0,,
Ji1z = YO, + udy,

J23 = Qiay — y@z

onde z% = (v,u, x,y).
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O vetor Jy; é o gerador de translagao temporal enquanto que o vetor .Jo3 gera
rotagoes no plano z — y. A forma geral do vetor de Killing £ é dada em termos de um

b

tensor antissimétrico w® em R* na forma

1
§ = §w“bJab, w® = —wbe, (4.2.2)

4.3 Geodésica

As equagbes geodésicas neste espaco-tempo tem a forma

0+ phcothp = 0, (4.3.1)
j + sinh pcosh p(it — 00) = 0, (4.3.2)
t+ pttanhp = 0. (4.3.3)

Essas equagoes diferenciais acopladas de segunda ordem sao de dificil resolugao.
Vamos encontrar algumas geodésicas em SL(2,R) que agem sobre essas equagoes com
as isometrias dadas pelo grupo de multiplicagao a direita (ou a esquerda) e que elevam
essas geodésicas ao “universal cover” (espaco de cobertura) [43].

A métrica é bi-invariante e as geodésicas através da origem sao precisamente os

subgrupos a 1-parametro. Talvez o subgrupo mais simples seja

coss sins
g = , (4.3.4)
—s8ins coss

ou, no hiperboloide (AdSs5)
t=s, p=0. (4.3.5)

A Eq. descreve uma particula em repouso na origem e se “deslocando” no
tempo. Uma geodésica tipo-tempo geral é dada pela Eq. multiplicada & direita
(ou & esquerda) por matrizes arbitrarias e constantes do grupo SL(2,R). Para elevar
essas geodésicas até o AdSs, devemos expressé-las em termos das coordenadas (t, 6, p)

de modo que ¢ cubra todos os reais [43].
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Uma geodésica tipo-tempo nao trivial, por exemplo, pode ser obtida pela multipli-

cacdo (a esquerda) de um elemento do grupo de isometria

cosha sinh o coss sins
g = (4.3.6)
sinh o cosh« —sins coss

B coshacoss —sinhasins cosh asin s + sinh av cos s (4.3.7)
sinh awcos s — cosh asin s sinh o sin s + cosh a cos s 7 o
ou, no hiperboloide (AdSs)
T
p=q, t=s e 0=—s— 5 (4.3.8)

Note que estas equagoes sdo solugoes das Eqs.(4.3.1)), (4.3.2)) e (4.3.3).

Similarmente, a geodésica tipo-espaco mais simples é dada por
e 0
g= : (4.3.9)
0 ¢€°

t =0, p=s e 6 = 0. (4.3.10)

ou

Todas as geodésica tipo-espaco podem ser obtidas pela multiplicagao a esquerda

(ou & direita) da Eq.(4.3.9) por elementos (constantes) do grupo SL(2,R) [43]

cosa  sina e 0
g = (4.3.11)
—sina cos« 0 e°

ecosa  e’sina
= ( ), (4.3.12)

—e’sina e®cosao

ou
p=s, t=0=a. (4.3.13)

Essas geodésicas sao curvas de t constante com angulo que se estende ao horizonte.

Para geodésicas tipo-luz vamos considerar § = 0 de modo que

ds® = — cosh? pdt* + dp* = 0, (4.3.14)
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e, portanto

1

dt* = ——
cosh” p

dp®. (4.3.15)

Usando condigoes de contorno especificas, temos

t
s = tan 5= tanh g, (4.3.16)

onde s é a variavel que serd usada para parametrizar a geodésica tipo-luz. Apds o uso
de algumas identidades trigonométricas, a inclusao da folha-mundo é vista como

1 14 2s — s? 2s
g = < ) : (4.3.17)

1 —s? —2s 1 —2s— g2

ou alternativamente

2 2
t:sin<1+382) : p:sinh(l_SSQ) , e 0=0. (4.3.18)

Note que em s = ( a geodésica esta na origem enquanto que em s = 1 a mesma alcanga

o horizonte. Isso corresponde a t =0 e t = 7/2, respectivamente; a luz pode alcangar
o horizonte no tempo finito.

Outro exemplo de geodésica tipo-luz é dado por

1 s
g = (O 1), (4.3.19)

ez—g, sinhng, e sint=-—— (4.3.20)

ou equivalentemente

Em s = 0 a luz parte da origem e em s = oo alcanga o horizonte. Isso corresponde
at =0et = 7m/2, respectivamente. Na verdade, por homogeneidade, todos os
observadores acreditam que a luz emitida por eles alcanca o horizonte em t = /2,
embora que os mesmos nao vao concordar com a direcao do eixo do tempo.

Isso pode parecer um problema devido ao sistema de coordenadas adotado, mas

na verdade isto tem consequéncia que sao aparentemente estranhas para qualquer
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residente de um espaco AdS3. A luz emitida por um observador alcanga o horizonte em
todas as diregoes e reflete quando t = 7. Isso significa que se o universo é relativamente
vazio, independente da forma como o observador ver, ele vai se ver como se estivesse

a ™ momentos antes.

4.4 Parametrizacao AdSs
O espago AdSs, dado pela superficie quéadrica
X — X7 - X3+ X2 =17, (4.4.1)

define o espago das matrizes do grupo SL(2,R). Assim, qualquer g € SL(2,R) pode
ser escrito na forma
1 Xg+X? X2-X32 1({ Xy U
g:7< ‘; 12 ?; 22 =7 * . (4.4.2)
Os geradores da algebra su(2,R) satisfazem as relagoes

1
[TayTb] = EabCTC, TI'(TaTb) = 57’](11), (443)

com 1 = diag(—1,1,1) e "2 = 1. Os geradores podem ser representados por

0 —1 1 0 1 1 0
TO - 1 y T1 - = 5 T2 = 1 . (444)
2\1 o0 2\10 2\ 0 -1

O elemento do grupo g e seu inverso sao escritos em termos desses geradores

g = (XQ]_ + 2X3TQ + 2X2T1 + 2X1T2), (445)

97" = F(Xol = 2X5T)) — 2X,Th — 2X,Th). (4.4.6)

O horizonte de eventos é localizado pela coordenada r = (0. Vamos alterar esta

coordenada para X, = 0 que, por sua vez, esta relacionado com as coordenadas

V=—, e Xi=r (4.4.7)
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Nessas coordenadas a métrica toma a forma

ds® = —dX§+dX;+dX;+dX; (4.4.8)

= —dX,dX_+dUdV. (4.4.9)

Usando a Eq.(4.4.1) obtemos a expressao para X_. Substituindo esta expressao na

Eq.(4.4.9), obtemos uma métrica em trés dimensoes

) 2
ds* = <§> dudv + (%) dr?. (4.4.10)

O buraco negro BTZ é assintoticamente AdS3; com métrica idéntica a Eq.(4.4.10). Em

geral, podemos substituir
u— 0l v—=0gl, e 1r—ell (4.4.11)
na Eq.(4.4.7) de modo que g € SL(2,R) torna-se

10 A0 1 4 A Ore?
g= ¢ S I e L (44.12)
0r 1 0 e 0 1 9L€>\ e + HLQRG)\

Outra parametrizagdo importante consiste em escrever (Xg, X, Xo, X3) em termos

das coordenadas polares

Xo = Rcoshb,,
X; = VR?—12coshf,,
X2 = RSil’thl,

X3 = VR?—[2sinh#,. (4.4.13)
Para ser mais preciso, esta parametrizacao é valida apenas na regiao
~ X+ X; <0. (4.4.14)
A superficie

~ X2+ X3 =0, (4.4.15)
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é uma superficie tipo-luz que separa o espaco em duas regioes. No caso, onde
~Xg+ X5 =—-R*>0, (4.4.16)

é necessario substituir R por +/—R? na parametrizacdo. De maneira similar, da

Eq.(4.4.13), temos
X;—X;=R*-1% (4.4.17)

Para a regiao onde R? — [? < 0, devemos substituir v B2 — [2 por vI2 — R2. Outra

maneira seria escrever os dois planos (Xo, X3) e (X1, X2) em coordenadas polares.

Xo = lcosh Asin 6y, (4.4.18)
X1 = [sinh Asin 6y, (4.4.19)
Xy = [sinh A cos 6, (4.4.20)
X3 = lcosh A cosb. (4.4.21)

Neste sentido, o espago AdS3 passa a ser totalmente coberto. Nesta parametrizacao
as curvas tipo-tempo sao visiveis. Para evita-las, consideramos o espago de cobertura

do AdSs3. A métrica agora torna-se

ds* = 1*(d)\? + sinh® \d#? — cosh? \d#?)

R? R? ! R?
= — (l_2 + 1) dt? + (l_2 + 1> dr? + l_Qdy2> (4'4'22>
onde identificamos
R =lsinh \, 0=y, e 10;=t. (4.4.23)

A métrica coincide com a Eq.(4.4.10) no limite R — oo.

Tomando a Eq.(4.4.13)), o elemento do grupo dado pela Eq.(4.4.2)) torna-se

€9LT1 ATy eeRTl

e

(om0 ) (omt s
sinh% cosh% 0 e M? sinh%’* COSh%R o



onde

QR/L = 01 + 62.

Das Eqs.(4.4.5) e (4.4.6), temos a corrente na forma

2

g tdg = Z—Q(Xong — X3d X + X1dXy — XodX,)T
2

+l—2(X0dX2 — Xod Xy + X1d X5 — X3dX))T}

+l%(X0dX1 — X1d Xy + X3d Xy — XodX3)Ts.
Em temos das coordenadas cone-de-luz
T, =T, £ 1T,
a corrente é expressa por

_ 1 1
g tdg = Z—Q(X+dV —VdX )T, + Z—Q(X_dU —UdX )T

1
+l—2(X_alXJr — X dX_ +VdU — UdV)T,
e em termos das coordenadas Eq.(4.4.13)), a mesma torna-se

g 'dg = (—sinhfyd\ + sinh \ cosh 0,d0g)T,
+ (cosh Adfg + dO)T}

+ (cosh@rdp — sinh Asinh 0,d0g)Ts.
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(4.4.25)

(4.4.26)

(4.4.27)

(4.4.28)

(4.4.29)
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Capitulo 5

Buraco Negro de BTZ

Buraco negro BTZ ¢é obtido fazendo identificagoes periddicas no espago AdS. Esse
objeto termodinamico ¢é visto como um exemplo simples de uma classe mais geral de
orbifolds Lorentzianas construidos a partir do espago AdS [44]. Strominger mostrou
como a entropia de Bekenstein do buraco negro BTZ pode ser obtida e, juntamente
com Maldacena [45], analisou outros aspectos importantes. Em particular, segundo
Strominger e Maldacena, a teoria de campo conforme na fronteira tem um estado de
vacuo natural analogo ao vacuo de Minkowski no espaco de Rindler; nas coordenadas
BTZ isso surge como um estado termal de muitas particulas. Esses resultados sao

importantes para o compreensao do processo de evaporagao do buraco negro.

5.1 Meétrica

A regiao externa ao buraco negro é descrita pelas coordenadas
xr = rsinhao,
y = V712 —1[2cosht,

u = fcoshé,

v = V72— [2sinht. (5.1.1)
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Nessas coordenadas a Eq.(4.1.20]) torna-se
1

~2 —_ -
ds* = — (P = 1%) dt* + (% — 1) di® + 7P dp*. (5.1.2)

A Eq.(5.1.2) para um buraco negro ndo-extremal é obtida fazendo a transformacao de

coordenadas
2 .2\ 1/2
(B2 e
ry—r2
- 1 (ret
i 7(%— _¢), (¢ €R)
~ 1 _t

Nessas coordenadas a métrica toma a forma

2l2

(r? —r3)(r* — r%)dtQ N r

2
r2]2 (r2—=r2)(r2 —r2) ’

2 _ 2 2 -
ds? = dr? + 7 (d¢ . dt) (5.1.4)

onde os parametros que correspondem aos horizontes de eventos sao escritos em termos

da massa e do momento angular do buraco negro

1— (i)’
2

1/2

T+ :lM1/2

(5.1.5)

Da Eq.(5.1.5), a relagdo entre os parametros r1 e (M, J) pode ser explicitamente

escrita como

2, .2
r2 12
[z e M = T (5.1.6)

2ryr_

J=

Para obter um buraco negro BT Z fazemos a identificacao ¢ ~ ¢ + 2w, que nas
coordenadas dadas na Eq.(5.1.1)), equivale a um boost de Lorentz nos planos x — v e

u — 1y, isto é

~  2mr_ - 27ry

(.6~ (- T=6— T,

(5.1.7)

Se J =0 (r_ = 0), apenas a coordenada 6 é periodica. Para .J # 0, a identificacao

atua em ambas as coordenadas t e ¢.
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5.2 Identificacoes

Vamos estudar a construcao de solucoes de buraco negro como quocientes do AdSs3.
E importante destacar que AdSs pode ser visto como uma variedade de grupo SL(2,R)
enquanto que o grupo de identificacoes pode ser pensado como um grupo discreto de
SL(2,R), ® SL(2,R)g (o grupo de isometria do SL(2,R)). Localmente, todas as
solugbes das equagoes de Einstein em (241)-dimensoes com constante cosmologica

negativa
Gp,u + Agp,u = 07 (521)

correspondem a AdSs. No entanto, uma vez que podemos fazer identificacoes discretas,
a solucao pode diferir globalmente. Como sabemos, o AdS3 é descrito em termos de

uma hipersuperficie em trés dimensoes
XJ - X7 — X7+ X3 =1 (5.2.2)
imersa no espago plano em quarto dimensoes com métrica
ds®* = dX} —dX; —dX; +dX;. (5.2.3)

Na Eq. a topologia ¢ dada por R? x S* com S! correspondendo a circulos tipo-
tempo X? + X2 = constante. O espaco AdS ¢ o espaco de cobertura obtido ao
desenrolar o circulo.

O grupo de isometria do AdSs3 é o subgrupo do grupo de isometria do espaco plano
dado pela Eq.(??) que deixa a Eq.(5.2.2) invariante. Este ¢ o grupo SO(2,2) com
rotacoes no plano X; — X5 que diferem por 27n nao identificados. A hipersuperficie
na Eq., que descreve o AdSs, é a variedade de grupo SL(2,R) como visto na
imersao

1 X1+Xy Xs—X
g=- "t o (5.2.4)
L\ X3+ X, X, — X
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onde

XP-Xg+X5-X5
2 B

detg = L. (5.2.5)

A Eq.(??) é a métrica bi-invariante
P —17 32
ds® = ETr(g dg)*. (5.2.6)

Nessa representacao, as isometrias SO(2,2) sao induzidas pelo grupo de cobertura

SL(2,R); ® SL(2,R)x
g — AgB, A, B e SL(2,R). (5.2.7)
Vamos considerar os seguintes geradores de SL(2,R)

(1 o) (o 1) (o o)
Ly = . L, = . L= . (5.2.8)
0 —1 00 10

Os buracos negros sao obtidos identificando pontos no espago AdS sobre a agao de

um subgrupo discreto de SL(2,R); ® SL(2,R)g.

e M>0

Neste caso as solugoes de buraco negro sao obtidas fazendo a identificacao

g~ A"gB", com n inteiro (5.2.9)
onde
m(ry+r-)/l
A = err(r++r_)L3/l — e 0 (5 2 10)
0 e—mretro)/L )7 o
m(ry—r-)/l
B o erlrermai _ [ €T 0 (5.2.11)
0 o=/l ) o

A identificagao é gerada por [3]

(ro +r )Ly | (ry —r_)L§
l + l ’

L, = (5.2.12)

com Ly € sl(2,R), ® sl(2,R)g e M > |J|/I.
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Para J # 0, g nao tem pontos fixos sob a acao dada pelas Egs.(5.2.10)) e
(5.2.11)) consistentes com o fato de que buraco negro com rotacao nao é singu-

lar. Contudo, para buraco negro sem rotagao (J = 0) existem pontos fixos na

identificacao, Eq.(5.2.9), que correspondem a singularidade r = 0.

M=J=0

Nesse caso a métrica é dada por

7"2

2
ds* = _ﬁdtQ + %er + r2d¢?, (5.2.13)

com 0 < ¢ < 2mw. Por conveniéncia, definimos a coordenada

202
v=2t+—, (5.2.14)
r
e substituimos na Eq.([5.2.13)) obtendo
2
ds* = ——dv*® — dvdr + r*d¢”. (5.2.15)

412

Tomando o limite | — oo, a Eq.(5.2.15)) toma a forma

ds® = —dvdr + r*d¢*. (5.2.16)

O espaco descrito pela Eq. possui curvatura nula e pode ser obtido
via identificacao do espago de Minkowski em trés dimensoes sob a acao de um
boost tipo-luz. Essa métrica também tem sido estudada no contexto de teoria de
cordas tendo em vista que a mesma descreve um orbifold tipo-luz. Assim como
acontece para o orbifold tipo-luz, a métrica de vacuo do buraco negro também
pode ser obtida via identificacoes de pontos sob a acao de um boost tipo-luz, a

diferenca é que temos o espago AdS; ao invés do espago plano.
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Considere as seguintes coordenadas em AdSs3

U = X1 — XO =T,
2
— _ rv 2
Vo= X1+Xo—U—E+T¢,
ur
X2 = 2—l —l,
X3 = ro. (5.2.17)

Nas coordenadas (U, V, X3), as translagdes ¢ — ¢ + E correspondem a boosts

tipo-luz

U—=U
V=V
X3—>X§

X2—>Xé

U,
V +2EX5 + E*U,
X5+ EU,

X,. (5.2.18)

Identificar pontos sobre a a¢ao de I = {Na,,n inteiro}, corresponde a fazer ¢

periodico com periodo 27. Substituindo as Eqs.(5.2.17) em ([5.2.3)), obtemos a
métrica de buraco negro no vacuo dada pela Eq.(5.2.15). E evidente, a partir

da Eq.(5.2.18), que £ = {U = X3 = 0,Xy; = —I} é o conjunto dos pontos

que se mantém invariante sob a transformagao. E evidente também que isso

corresponde a singularidade r = 0.

Das Egs.(5.2.18)), (5.2.4) e (5.2.5)) vemos que solugoes de buraco negro no

vacuo sao obtidas fazendo a identificacao

g~ A"gB",

onde

com n inteiro (5.2.19)

1 2
eIl = . (5.2.20)
0 1

1 0
b — : (5.2.21)
2 1
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As identificagoes sao gerada por
Ly =LY+ LA, (5.2.22)
com Ly € sl(2,R), ® sl(2,R)g.

o M= |J|/1

Agora vamos obter a solucao de buraco negro extremal como um quoci-
ente via a a¢do de um subgrupo discreto SL(2,R); ® SL(2,R)g. Inicialmente,
devemos entender o processo de construcao de solugoes de buraco negro via

identificagao de pontos no espago AdS [3].

Fazendo M = J/I na soluc¢ao de buraco negro com A < 0

2 2 2

-1
ds* = — (% — M) dt* — Jdtdg + (% — M + %) dr® +r?d¢?, (5.2.23)

obtemos a solucao extremal

2 M1\ 2
ds? = — (% . M) dt? — Mldtde + G - 2_1) dr? +r2de?,  (5.2.24)
T

com 0 < ¢ < 2m. Fazendo o mesmo procedimento com ¢ — —t obtemos a solugao

extremal para o caso M = —J/I.

Por conveniéncia, vamos considerar as coordenadas de Poincaré

l
X1+X0 =
Z
ApA_
Xl_XO = l(2+ +z >,
x, - A=A
2z
(A + )
X3 = ———=, 2.2
3 2z (5.2.25)

Da Eq.(77?), a métrica do espago AdS nas coordenadas de Poincaré torna-se

l2
ds® = E(deA, +dz?). (5.2.26)
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Vamos considerar o subgrupo a l-parametro do grupo SO(2,2) que deixa a

métrica do espago AdS invariante, isto é

Ar = A+

1
AL o eV 4 (eV?Mx _ 1),

V2M
z = e\/gxz, (5.2.27)

onde x é o parametro. A solugao de buraco negro extremal dada na Eq.(5.2.24))

é obtida realizando identificagoes na Eq.(5.2.27)) com y = 27.

A partir da Eqgs.(5.2.25)), (5.2.4)) e (5.2.5)), o buraco negro extremal é obtido

fazendo a identificacao

g~ A"gB", com n inteiro (5.2.28)
onde
(V2T 0
A = (5.2.29)

,/%sinh\/QMW eV2Mr 7

1 27
B = <0 ) ) (5.2.30)

Essas identificagoes sao geradas por
Ly=L" — \/ng + LA, (5.2.31)
onde L3 € sl(2,R) ® sl(2,R)g.
e M<JJ=0
Neste caso, vamos usar coordenadas estaticas

Xo = Tcos gz~5,

i

3

N———

X, = \/fz—i—ZQCos( ,
VT2 4+ 12 ,

sin

S~ TR e~ ~

/N
N————

X; = 7sing. (5.2.32)
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Nessas coordenadas, a métrica do espaco AdS torna-se

2 A N
ds? = — <l—2 + 1) dt* + (1_2 + 1) di* + 7d¢?, (5.2.33)
com t e gz~5 parametrizando as rotagoes nos planos X; — X5 e Xy — X3.

A solugao de buraco negro é obtida por meio da identificacao de &; que passa a

ter perfodo igual a 2my/|M|. Vamos tomar a seguinte transformagdo de escala das

coordenadas

r
| M|
A Eq.(5.2.23)), com ¢ periodico (periodo igual a 27), é recuperada apds a implementa-

t=+/|MJt, b = /| M|p. (5.2.34)

=
I

¢ao dessa transformacao de escala. Das Eqgs.(5.2.4) e (5.2.5)), a rotagdo no plano X —Y

de um angulo # toma a forma da Eq.(5.2.7))
cosf/2 —sinf/2 cosf/2 sinf/2
g— ) g _ )
sinf/2  cosf/2 —sinf/2 cosf/2

e, portanto, a solucao quando J =0 e M < 0 é obtida fazendo a identificacao

(5.2.35)

g~ AT"gA", (5.2.36)

onde

4 = o /—|M|(L+_L):< cosm\/|M| sinmy/|M]

. 5.2.37
—sinmy/| M| cos7r\/|M|> ( )

A identificacao é gerada por
Ly=LY—LF —LE+ LE, (5.2.38)

com Ly € sl(2,R);,®sl(2,R)g. Os pontos { Xy = X3 = 0} s@o invariantes pela agao do

grupo. Da Eq.(5.2.32)), nota-se que estes pontos correspondem a singularidade r» = 0.

5.3 Extremal

No caso extremal, onde 7, = r_, a coordenada 7 na Eq.(5.1.3) diverge. Por outro

lado, a Eq.(5.1.4) continua regular e torna-se

2 .2)\2 2]2 2
"= %) e a4 <d¢> - %dt) . (5.3.1)
T

ds? = —~——— 1
: P =y
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A massa e o momento angular do buraco negro neste limite sao dadas por

R Vi

J = E o

(5.3.2)

5.4 Geodésica

A agdo considerada em [42] ¢ dada por

1 2
[ —/«/_—g R+ 2) @edt+ B, (5.4.1)
2m [2

onde B é um termo de superficie o raio da curvatura

1
2 _—
= -2 (5.4.2)

fornece a escala de comprimento necesséaria para termos um horizonte. Das equagoes

de Einstein obtemos

ds® = —N?dt* + N72dr* 4+ r*(N®dt + d¢)?, (5.4.3)
onde
r2  J? J
N=-M+—+— N® = —— 5.4.4
* [2 * 4r2 ¢ 2r2’ ( )
com
—00 <t < 0 e 0< ¢ <2m. (5.4.5)

A constante de integracao M é a carga conservada associada a invaridncia por trans-
lagdo no tempo e J esta associada com a invaridncia por rotagao. A fungao lapse é

nula nos pontos

3 1/2
1 - (57)
2 b

ry = IMY? (5.4.6)

onde 71 ¢ o horizonte do buraco negro (M >0 e |J| < MI).
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Os vetores de Killing associados com a métrica BTZ sao 0/0t e 0/0¢. Assim as

constantes de movimento ao longo da geodésica sao

E = —gp&u’ = (—M + ?—j) (3—;) + (%) (j—f) (5.4.7)

onde £* = (0/0t)* denota o vetor de Killing estatico e,

L = g, ®%ub = r? (%) — (g) , (j—;) , (5.4.8)

onde ®* = (0/0¢)* denota o vetor de Killing rotacional e u® = dz®/d\ é tangente a

curva parametrizada por A que é normalizado pela condicao
Uty = —m?, (5.4.9)

onde m = 1 para geodésicas tipo-tempo e m = 0 para geodésicas tipo-luz. A constante
FE nao pode ser interpretada como a energia da particula no infinito uma vez que o
campo do buraco negro nao é assintoticamente plano.

Fazendo as transformagoes de escala

~ - A
Po= = =0V, Z.

— : t, A=
IvM
E

VML
l

J

A

N P 5.4.10
VM VM IM ( )
e usando as Eqgs.(5.4.7)), (5.4.8) e (5.4.9), obtemos as equagoes geodésicas
o ((dr ’ of a2 I 2 2Y,.2 2
"\ = —mo =t + (F*— L)+ L°— JEL, (5.4.11)
P _1L+1LiJE
oy _ (M ZDL+yJE (5.4.12)
d\ (r2 —r2)(r2 —r2)

dt Er? — %JL
_ — 5.4.13
(&) = T (5:413)

As Eqgs.(p.4.11)), (5.4.12)) e (5.4.13)) descrevem o movimento de particulas no espago-

tempo de um buraco negro em (2 4 1)-dimensdes e fornecem as 6rbitas da particulas

massivas (e sem massa) e o potencial radial efetivo.
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5.5 Termodinamica

Em termos do horizonte externo r, a massa e o momento angular do buraco negro

sao dados por

T2 J2
M = Z_;Jr@’ (5.5.1)
2
J=2r\|M — l—; (5.5.2)
A velocidade angular do horizonte tem a forma
oM
Q 2r2 —
T+ aJ T=r4
_ L
N 27‘?F
1 r?
= M — l—; (5.5.3)
A temperatura de Hawking no horizonte de eventos é
;oo L1y
47 dr r=r
1 <2T+ J2 )
= — |-, (5.5.4)
4 \ [? 2r3
com
r J?
e o potencial elétrico é dado por
oM
QZS — % r—ry =0. (556)

Usando o postulado fundamental da termodinadmica de buraco negro, a entropia é

definida em termos do comprimento do circulo do horizonte

S = 4mr,. (5.5.7)
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Em termos da entropia escrevemos as equacoes

oM S 8n2J?
T - (%)J - 87T2l2 - 5’3 . (558)

M = (%):(2%])2. (5.5.9)

As quantidades termodinamicas T', S, J e M satisfazem a primeira lei da termodiné-

mica [3]
dM = TdS + Qd.J. (5.5.10)

Uma quantidade importante para o estudo das propriedades termodinamicas ¢é a

capacidade térmica do buraco negro [4], que é dada por

S(5* — 647 12T?)
= 5.11
Cr = g 1oami (5.5.11)

ou em termos da coordenada do horizonte

drry (4rd — 12J?)
Cr= At 2 2
ry 4+ 312J

(5.5.12)

Outra quantidade importante que pode fornecer informagoes sobre o comporta-

mento termodinamico do buraco negro ¢ a capacitancia

0J
= [ == 5.1
Cs (89)5, (5.5.13)

que, usando a Eq.(5.5.1]), pode ser expressa na forma
SQ

Cs (5.5.14)

A partir das Eqs.(5.5.4) e (5.5.7) e usando o fato que 7" > 0, obtemos a seguinte

condicao
St — 647412 J? > 0. (5.5.15)

Para uma temperatura positiva definida, esta condicao deve ser satisfeita. Esta
¢ uma exigéncia que segue diretamente das leis da termodinadmica de buraco negro.
A partir desta condicao e da Eq.(5.5.11f), vemos que a capacidade térmica é sempre

positiva definida.
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5.6 Espaco de Lens

Nesta secao, vamos discutir alguns exemplos de identificagoes de pontos na esfera
S3 que levam ao espaco de Lens. Em discussoes anteriores, identificacoes analogas
foram realizadas entre pontos do espago AdS; para gerar solugoes de buraco negro de
BTZ.

Em 1908, H. Tieze desenvolveu alguns trabalhos no que hoje é conhecido como
espaco de Lens. Esse termo tal como conhecemos hoje foi introduzido em 1930 por
Seifert e Threlfall. Desde entao, o estudo desses espagos tem sido frequentemente abor-
dado em varios aspectos, em particular, no estudo sobre variedades em trés dimensoes.
O espago de Lens ¢é o primeiro conjunto nao-trivial de variedades em trés dimensoes
totalmente classificados como homeomorfismos. Esses espacos desempenham um papel
importante na construcao da esfera de homologia de Poincaré e sao comumente usados
como exemplos no estudo da teoria de homologia, dentre outros. Devido a sua ampla
aplicabilidade existem varias defini¢oes distintas do espaco de Lens em trés dimensoes
na literatura atual sobre topologia moderna que diferem entre si pelo tipo de contexto
no qual o mesmo esté inserido.

No que segue, vamos abordar alguns dos principais modelos que descrevem o espago
de Lens. Na construgao dos modelos é importante entender as propriedades da esfera
S3. Por definigao, todos os pontos (zg, 21) € C? que constituem uma superficie quadrica

onde
20 + 21 * = 1, (5.6.1)
formam a esfera S*. Considere o grupo ciclico com p elementos
Z,={0,1,...,p— 1}, (5.6.2)

onde p nao é necessariamente um ntmero primo. Agora, considere um elemento g € Z,,

com 0 < g < pemde(p,q) =1. A acdo do elemento g sobre S ¢ dada por

Gn - (207 Zl) _ (627rin/p - 20, e27rinq/P . Zl) . (563)
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A Eq.(5.6.3)) constitui uma ac¢ao do grupo se

9o (20,21) = ("2, € 21) = (20, 21), (5.6.4)

G (Gn - (20,21)) = G- (7P 29, TP 2) (5.6.5)
_ (eQwi(ner)/p 2, eXmilntma/p. 21) (5.6.6)

= (m+n)-(20,2). (5.6.7)

Considere a aplicacao ®@,, : S® — S? definida por
q)n(Zle) =g, - (20721) _ (e2m‘n/p . e2mina/p 21) : (5.6.8)

onde ®,, pode ser visto como uma aplicacao inversa continua para cada n. A aplicagao
®,, ¢ bijetiva e, portanto, ¢ um homeomorfismo. A esfera S* ¢ consequentemente um

espago Z,. Esse espaco age sobre 8* tendo em vista que g, (20, 21) = (20, 21), ou seja

X MP L 20 = 2, (5.6.9)

eXmnAP Ly = o (5.6.10)
Da Eq., temos os dois casos

e2min/p — 1 ou zo = 0.
No primeiro caso, temos
i =1 = g 0 = n=0€2, (5.6.11)

e no segundo caso

- n

=0 = J|u|l=1 = z#0 = &M/ =1 = Mez
p

ng

0 = n=0€7,
p

Em relagao a essa agdo vamos definir o espago de Lens, L(p, q), como o espaco das

orbitas 83/Zp. Considere os pontos zg = x1 + iT9 € 21 = x3 + ix4, de modo que

S? = {(z1, 29, 23, 24) € R* : 23 + 25 + 23 + 25 = 1}, (5.6.12)
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ou seja, S* é uma esfera unitaria no espaco Euclidiano em quatro dimensoes. Segundo
o teorema de Heine-Borel, a esfera S® é compacta e, portanto, é um subconjunto nao
limitado fechado de R*. Além disso, pode-se usar o método da projecao estereografica
para mostrar que S é uma 3-variedade. Até este ponto, vimos que S é um espaco
Z, no qual o grupo finito Z, age livremente. Portanto, L(p,q) é uma 3-variedade
compacta.

Agora, vamos descrever outro método de construcao do espaco de Lens. Esse
espaco pode ser definido em termos de um modelo puramente geométrico dado nas

trés versoes a seguir:

1. O espaco de Lens é obtido fazendo a identificagao das superficies superior e infe-
rior. Apos a implementacio da identificacio, efetua-se a rotacao positiva e>74/?
da superficie superior em relagdo a parte inferior como ilustrada na Fig.(5.1))

130, [32].

N

Figura 5.1: Representacao geométrica do espaco de Lens.

2. O espaco de Lens ilustrado na Fig.(5.2)) ¢ definido como a esfera unitaria D? =
{x € R3: ||z|| < 1} com identificagdes andlogas as realizadas na primeira versao

32].
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Figura 5.2: Representacido geométrica do espaco de Lens: a esfera unitéria D3.

3. Na Fig.(5.3), o espago de Lens ¢ definido pelo poliedro constituido de duas pi-
ramides com bases p — ¢ unidas e com faces superior e inferior identificadas de

modo anélogo a primeira versao [31].

<':

A/

Figura 5.3: Representacao geométrica do espaco de Lens: o Poliedro.

As trés versoes geométricas do espaco de Lens sao homeomorficas entre si e com-
partilham das mesmas identificacbes. A partir deste ponto, vamos analisar a versao
geométrica do espaco de Lens descrita pelo item 1.

Considere o sélido da Fig. cuja face consiste de duas superficies idénticas e
radialmente simétricas. Os polos norte e o sul do sélido sao rotulados pelas letras

N e S, respectivamente. A superficie do sblido é particionada em p &areas iguais
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e separadas pelos pontos x,...,z,—1. Os ponto x; estao conectados aos polos por
segmentos curvilineos que dividem cada superficie em p setores triangulares idénticos.
Fazendo uma projegao e implementando uma rotacao de 27 /¢, obtemos como resultado
a identificacao entre ANz;x;1 € ASxy1iT44iv1. Uma vez que ged(p, ¢) = 1, notamos
que os pontos {xg,Tq,T1g, ..., T(p—1)q} estao identificados e, portanto, constituem o

conjunto de pontos {zg, 1, ..., T(p—1)}-

Figura 5.4: Modelo geométrico do espaco de Lens.

Vamos agora mostrar que as duas descricoes abordadas sao equivalentes, ou seja,
que o espaco das identificagoes descrito acima é equivalente ao espaco das dérbitas de
8§3/Z,. Como sabemos S* é o conjunto ordenado de pares de ntimeros complexos

(20, 21) onde
|z0® + |21* = 1. (5.6.13)
Usando a representacao modular

bo e 2 =1 (5.6.14)

2o = ro€’

a Eq.(.6.13) torna-se

rol® 4 |r1]* = 1, (5.6.15)
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com 0 <7 < 1,0 < 6,0, < 27. Podemos ainda usar a relacdo ry = (1 — r2)"/?
para associar a cada ponto (zo, 21) uma coordenada (ry, 6y, 6;). O conjunto dos pontos
(11, 09, 61) sugere um Toro em R* que, quando sutilmente adaptado, torna-se de fato o

nosso modelo para 83. Para 7, = 0 ou r; = 1, a correspondéncia (2o, z1) <> (r1, 6, 01)

Figura 5.5: Plano Complexo

nao é mantida:

e Ser; =0, entdo 79 = 1 e (29, 21) = (€'®,0) que é independente de 6;. Portanto,

é necessario que (0,0, 6,) = (0,6, 07) para todo 0 < 6;,0] < 2.

e Ser; =1, entdo 79 = 0 e (29, 21) = (0,€") que é independente de 6. Portanto,

¢ necessario que (1, 6y, 6,) = (1,6}, 601) para todo 0 < 6y, ) < 2.

Se considerarmos o Toro 7' de raio meridional igual a 1, como ilustrado na Fig.(5.6)),
entao a primeira condigao ¢ automaticamente satisfeita, uma vez que os pontos sobre

o circulo central sao independentes de 6.

Figura 5.6: Toro so6lido T
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Para que a segunda condicao seja satisfeita, deve-se identificar apropriadamente os
pontos sobre r; = 1 que formam o Toro 9T = S! x S'. Analisando esta condicao,
vemos que para cada ponto ¢ com 0 < ¢ < 27 todos os pontos sobre {(ry, 0y, 6;) : 61 =
¢, = 1} sdo igualmente identificados e constituem a latitude de 9T'. Portanto, cada
latitude torna-se um tnico ponto e a fronteira é efetivamente reduzida a um tnico
meridiano. Cortando 7" ao longo de um plano apropriado obtemos o cilindro sélido
da Fig.(5.5a) cujas extremidades e segmentos verticais sdo identificados a um tnico
ponto. O resultado desse processo é homeomorfico a esfera solida D? com hemisférios
identificados via proje¢do ortogonal como ilustrado na Fig.(5.5b). No obtengao da
esfera solida os segmentos verticais ilustrados na Fig.(5.5a) foram colapsados simulta-

neamente. O procedimento até entao descrito é amplamente usado na topologia.

(@) (b)

Figura 5.7: Cilindro s6lido em (a); esfera solida D? em (b).

Agora, vamos mostrar que de fato isto representa a esfera S*. Note que podemos
escolher uma representacao na forma de Lens com identificagoes analogas. Isso sugere
que L(1,q) = 83 quando consideramos um modelo vélido (o primeiro modelo valido).
A demonstracao descrita anteriormente sera tutil para visualizar as érbitas induzidas
pela acao de Z,, que serao determinadas a partir deste ponto.

Primeiramente, é necessario determinar a classe de equivaléncia de T e, portanto,
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de &2, sobre a acao de Z, dado por
Gn - (Z0721) — (ZO . eQm’n/p, 21 - 627rinq/p) _ (roei(90+27rn/p)’ ry - eZTrinq/p) : (5616)

ou nas coordenadas do Toro

2 2
ik qu) . (5.6.17)

gn (Ta 60701) = <T7 00 + _761 +
p p

Note que o valor de r ¢ invariante pela acao de Z,. Portanto, podemos restringir nossa
analise para o caso de um Toro com r = ¢ (0 < ¢ < 1). O Toro em particular sera
denominado por 7..

Quando 0 < ¢ < 1, T, pode ser representado pelo quadrado da Figa.(5.8)) com lados

identificados e 0 < 6y, 0, < 2.

0o

0 01 27T

Figura 5.8: T, sendo representado pelo quadrado com lados identificados.

A agao g, sobre o ponto (6y, ;) resulta em (0 + 27n/p, 01 + 2mqn/p) e, portanto,
a acdo de Z, gera translacoes ao longo da linha com gradiente 1/¢. Como exemplo,
considere o caso onde p =5 e ¢ = 3. Se uma linha de gradiente 1/3 é desenhada sobre
o T, a classe de equivaléncia do ponto contém p = 5 pontos igualmente separados ao
longo da linha.

Note que a classe de equivaléncia contém exatamente um ponto em cada banda
horizontal da decomposi¢ao mostrada na Figa.b). Teremos resultados analogos

para qualquer p,q com mdc(p,q) = 1. Uma tnica banda horizontal de largura 27 /p
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\

\

.
\

(a) (b)

Figura 5.9: Classes de equivaléncia de T..

contém exatamente um ponto de cada classe de equivaléncia de T.. Neste sentido,

define-se o espaco de 6rbitas como sendo
T.)Zy = {(r,00,6h) : 7 =¢,0< 6y <2m/p,0< 6 <2r}, (5.6.18)

ou seja, um pequeno tubo com extremidades identificadas pela rotagao 2mwq/p.
Existem dois casos especiais a serem considerados e ambos sao toros degenerados

e, portanto, os espacos das 6rbitas nao podem ser ilustrados na Figa.([5.10)).

Figura 5.10: Espaco das orbitas.

e No primeiro caso temos Tj como sendo um circulo de r; = 0. A agao de g, sobre

um ponto de Ty
0o — 6o + 27n/p, (5.6.19)

induz uma rotagao 2mn/p. Cada classe de equivaléncia contém exatamente um

ponto em cada 27 /p radianos. Em particular, quando 0 < 0y < 27/p, temos
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exatamente um ponto a partir de cada classe de equivaléncia, e Ty/Z, pode ser

visto como um arco com extremidades identificadas.

T . RTO /2,

Figura 5.11: Tj: o circulo de r; = 0.

e No segundo caso temos 77 como a fronteira 07T com latitudes identificadas em
cada ponto. Isto pode ser visto como um circulo S'. A acao de g, sobre um

ponto (latitude) de T}
01 — 61 + 2mqn/p, (5.6.20)

induz uma rotagao 2rqn/p. Uma vez que ged(p, ¢) = 1, se particionarmos S! em
p areas iguais

o 2p—1
0<pg < 2F 2o Dm o, (5.6.21)

Y

p p

teremos todas as areas identificados.

Ty Ty / Zp

Figura 5.12: Espaco quociente S®/Z,.

Uma vez que a agao de Z, leva a pontos sobre seu respectivo toro T, fica evidente
que S8°/Zy = Upcecr Te/Zp. Isso & uma colegao de tubos com raio 0 < r < 1 cujas

extremidades sao identificadas ap6s uma rotagao de 2mwq/p.
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Ay

e -a\k_

=
'\-:,'«;' S

(a) (b)

Figura 5.13: Cole¢ao de tubos com 0 < r < 1.

Ao colapsar a latitude em pontos, obtemos o espaco de Lens cujo circulo é dividido
em p arcos iguais, todos igualmente identificados. As superficies superior e inferior do
espago de lens correspondem as extremidades do cilindro sélido da Fig.(15) e, portanto,
sao identificados via uma rotacao de 2wq/p. Isso é o espago de Lens L(p,q) como
descrito inicialmente pelo primeiro modelo. Conclui-se entao que entao os dois modelos

descritos até entao descrevem o mesmo espago e sao consequentemente equivalentes.
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Capitulo 6

Trabalhos

6.1 Entropia a partir da Quebra de Simetria Con-

forme

Quando os estados fisicos de um sistema satisfazem as leis da Mecanica Quéantica
Conforme (MQC), os mesmos podem ser descritos pelas representagdes da algebra
de Lie so(2,1) [20]. Estéa algebra é formada pelos geradores de translagdo temporal,
dilatagao e transformacao conforme especial e surge em uma grande variedade de
sistemas fisicos.

A Hamiltoniana (H) na Mecéanica Quantica Conforme é um operador nao limitado
sobre o espaco de Hilbert, cujo dominio precisa ser especificado. O dominio deste
operador, sao obtidos a partir da evolugao temporal unitaria, que é gerada por uma
Hamiltoniana auto-adjunto. As condigoes de fronteira ou , equivalentemente, o domi-
nio do operador, levam a uma evolugao temporal unitaria na MQC. Para certos valores
dos parametros do sistema, a Hamiltoniana da MQC pode admitir uma familia de ex-
tensoes auto-adjuntas. Os correspondentes dominios sao rotulados pelo parametro
dessas extensoes. Neste caso, a acao do operador dilatagao, em geral, nao preserva

o dominio da Hamiltoniana e, portanto, a simetria de escala da mecanica quantica é
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quebrada. Em outras palavras, a simetria unitaria nao pode ser implementada sobre
uma representagao irredutivel unitaria, rotulada por um dado dominio, ou, equiva-
lentemente, por uma dada extensao auto-adjuntada. A acao da dilatagdo mapeia um
parametro em outro, o que indica a quebra da simetria de escala que, por sua vez, esta
associada puramente a efeitos quanticos.

Assim, naturalmente, indagamos se é possivel restaurar a simetria de escala da
MQC. O processo de restauragao pode ser implementado via o uso de estados mistos
apropriados compativeis com a evolugao unitério no tempo. Em geral, podemos ainda

calcular a entropia de von Neumann associada a um estado misto geral [16].

6.1.1 Particula sobre um Plano com Defeito: Um Modelo para

Mecanica Quantica Conforme

Um sistema é descrito pela MQC quando a Hamiltoniana H, o gerador de dilata-
¢ao G e o gerador de transformagoes conformes especiais K satisfazem a relagao de

comutacao da algebra de Lie so(2,1) [20]

iG,H) = H, (6.1.1)
iK,G] = K, (6.1.2)
i[H, K] = —2G. (6.1.3)

A Hamiltoniana de uma particula sobre um plano com defeito é da forma [47]

2 2
Ho)y—-2 10 o 19 (6.1.4)

or2  ror  r2  r29¢*
onde « esta associado a intensidade do potencial. Por redefinigao de variavel, temos

0? 1 -4« 1 0%

He) =55~ 737 ~ g

(6.1.5)
Considerando a equacao de autovalor

H(a)y = E(a)y, (6.1.6)
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com ¢ (r, ) = f(r)x(¢), a parte angular da Hamiltoniana efetiva é

1 0?
sendo auto-adjunto no dominio
Dy = {L*(S',d¢) : ¢(27) = €"5(0),¢'(27) = €< (0)}, 0 c0,2r). (6.1.8)
A partir do espectro do operador angular
g\ 2
Ap = (n + —) , n ez (6.1.9)
27

temos uma famila de quantizagoes nao equivalentes deste operador rotuladas por um
parametro.

O parametro da extensao auto-adjunta quebra as simetrias de paridade e reversao
temporal, exceto quando € = 0,7. As simetrias podem ser restauradas por meio do
uso de estados mistos apropriados [38] [39].

Vamos mostrar que a simetria de escala de um sistema fisico pode ser quebrada
com a escolha de condicoes de contorno adequadas. Primeiramente, vamos considerar

o problema de autovalor

Halr) = |~ s + 5] ) = Ba(r) (6.1.10)
onde
1
5:—Z+>\n+a (6.1.11)
e H, é simétrico no dominio
D(H,) = {6, € LX(dr)]é(0) = ¢/(0) = 0}. (6.1.12)

De acordo com o valor do parametro ¢, temos

> %. O operador H, é essencialmente auto-adjunto em D(H,.);
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o <0< %. O operador H, nao é auto-adjunto em D(H,) mas admite uma

1
4
familia a 1-parametro de extensoes auto-adjuntas. As extensodes auto-adjuntas

sdo caracterizadas por um parametro real v € [0, 1];

° )< —%. Nao existe um valor minimo para a energia do estado fundamental e,

portanto, nao temos um sistema fisico.

No segundo caso, as condi¢oes de fronteira surgem quando a extensao auto-adjunta
quebra a simetria de escala para valores genéricos do parametro ~y [40]. Isso acontece
quando o dominio no qual H, é auto-adjunto varia sob a agao do gerador de dilatacao.

Isso fica mais evidente quando consideramos a acao do operador dilatacao

G:_%G%+%O’ (6.1.13)
sobre um elemento genérico
O(r) = ¢+ (r) +e7o_(r) ¢(r) € Dy(H,), (6.1.14)
onde
¢4 (r) = VrHM (re™*), (6.1.15)
d_(r) = VTHP (re=™/4), (6.1.16)

Vi=y - (6.1.17)

Tomando o limite » — 0, obtemos
1 rv1/2 (@—iB’VT” PRICES )

Go(r) — (1+v) i o)

sin v
rovt1/2 (ei(w—%) _ e—i%)

=)= T(1—v) ’

(6.1.18)

onde G¢(r) € D,(H,) apenas se Go(r) ~ C¢(r), com C constante. Isso ndo é possivel,
uma vez que, em geral, temos G¢(r) ¢ D,(H,). Portanto, a simetria de escala é

quebrada no nivel quantico para valores genéricos do parametro ~.
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6.1.2 Estados mistos em Mecanica Quantica Conforme

Para alguns modos, em particular, para o modo n = 0 quando § = 0en = 0,1
quando 6 > 0, o operador G altera as condigoes de fronteira de H,.. Portanto, nao faz
sentido implementar a relagao de comutacao entre G e H, sobre estados fisicos.

A simetria quebrada pode ser restaurada via o uso do mecanismo sugerido por
Balachandran e Amilcar [38]. A idéia é construir um estado misto apropriado de
modo que o comutador entre H,(v) = (H,,D,) e G seja implementado sem nenhum
problema. Um estado misto apropriado consiste na média sobre todas as condi¢oes de
fronteira possiveis obtidas a partir da acao do operador G.

Para um dado D, com 0 < v < 1, fixamos um estado geral |.;y). O estado misto

que restaura a simetria de escala ¢ dado por

w= /du(v)!-;w(-;vl /du(v)@w (6.1.19)

onde &, = |;¥)(; 7| representa um estado puro, (2)3/ = ., sobre o dominio D, e du(7)
¢ a medida invariante normalizada em relacao a G. O valor esperado de qualquer

observavel O sobre o estado w é dado por
(0), =Tr wO, (6.1.20)

onde o trago é tomado sobre o espago de Hilbert. Se O é um observavel invariante
sobre a acao de G, entao (O),, é necessariamente nulo. Em particular, o comutador

|G, w] é nulo por construgao de modo que
((H:(7), Gl)w = 0. (6.1.21)

A quebra da simetria de escala também pode ser implementada usando represen-
tagao projetiva. Implementar a quebra de simetria de escala usando estados mistos

simplifica consideravelmente o célculo da entropia de von Neumann.
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6.1.3 Entropia

Considere um estado misto geral dado por

w— / ()Mo, (6.1.22)

onde du(y) é amedida de Haar U(1)-invariante, sendo o grupo U(1) isomorfo ao espago
de todas as extensoes auto-adjuntas, &, ¢ um estado puro (&2 = @) no dominio D, e

Ay € 0 peso

A, >0, /du(ym =1. (6.1.23)

A entropia de von Neumann de w é dada por

S(w) = —/dﬂ(’Y))w log A,. (6.1.24)

Quando exigimos a covariancia de w sobre a acao de GG, forcamos a Eq.(6.1.22) a
ser uniforme para qualquer -, ou seja

1

=5 (6.1.25)

onde N é um fator de normalizacao apropriado. O fator de normalizacao esti asso-
ciado ao volume da orbita de G na familia U(1) do dominio. A entropia associada &

decomposi¢ao uniforme do estado misto w é escrita como
S(w) =logN. (6.1.26)

Ingenuamente, A seria o volume da familia U(1) dos dominios auto-adjuntos da Ha-
miltoniana. Se U(1) for modelado ap6s um intervalo de comprimento 1 o fator de
normalizacao é 1. Contudo, a uniformidade dos pesos nos estados mistos implica em
ambiguidades na determinacao de N. A ambiguidade é resolvida usando um fator
tipo-Gibbs associado com o volume do grupo de simetria responsével por gerar tal
ambiguidade.

Inicialmente vamos considerar um intervalo finito como modelo para a familia U(1)

de condicoes de fronteira, isto ¢, 0 < v < 1. Fazemos uma discretizacao uniforme desse
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intervalo. Cada ponto discreto desse intervalo é rotulado por j e a distancia entre j e
J + 1 é dada por a. Outras regularizacoes do intervalo levam as mesmas conclusoes.

O estado misto regularizado torna-se

N

wy = /\%N ;w] (6.1.27)

onde N é o ntiimero de pontos discretos do intervalo. Os pontos discretos j podem ser
reformulados sem afetar a contagem. Isso implica em uma ambiguidade na contagem
associada com o grupo de simetria Sy. Deve-se entao fixar a escolha de j, ou seja, uma
orbita particular de Sy. O resultado é que Ny é proporcional ao numero de classes
de conjugacao do grupo Sy. Isso é similar a contagem do volume do espaco de orbitas
de um grupo de gauge e ao fato de que este volume ¢é igual ao ntimero de classes de
conjugacao de Sy. Devemos lembrar que o ntiimero de classes de conjugacao de Sy é
igual ao nimero de representagoes irredutiveis inequivalentes do grupo Sy. Portanto,

o fator de normalizagao é
Ny = (aN)|Csy|, (6.1.28)

onde |Cgs, | ¢ o ntimero de classes de conjugagao do grupo de simetria Sy. De acordo
com [|, |Csy| = p(IN) com p(N) sendo o nimero de partigoes. Isso significa que cada
representacao irredutivel inequivalente de Sy é rotulada por uma particao de N.

Como resultado do exposto anteriormente, temos
S(wy) =log Ny = log[(aN)p(N)]. (6.1.29)

A Eq.(6.1.29) é renormalizada tomando o limite N — oo de modo que a — 0 enquanto
o comprimento do intervalo nao varia. O limite N — oo leva & férmula assintotica de
Hardy-Ramanujan || e Rademacher ]

1 2N

p(N) ~ 4\/§Ne” B (6.1.30)

A entropia é portanto

S(WNos0) ~ W\/? — log(4V/3). (6.1.31)
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Neste limite, a entropia normalizada por v/ /N torna-se

2
Syx(w) = lim S\(;%V) = /3. (6.1.32)

Essa expressao é similar a formula de Cardy para uma teoria de campo conforme com
carga central ¢ =1 [|.

Argumentos similares também se aplicam a outras regularizagoes. O resultado final
depende da soma continua e uniforme S, do estado puro na Eq..

A origem da ambiguidade na determinacao da entropia de certos estados mistos
foi extensivamente analizada do ponto de vista algébrico em [|. Nesses trabralhos
a degenerescéncia levam a ambiguidades da representacao irredutivel da algebra de
observaveis.

Vamos agora analisar a situacao anteriormente descrita para o caso de muitas
particulas. Inicialmente, considere ¢ particulas independentes e indistinguiveis. Por
independéncia entende-se que as particulas nao interagem entre si. Obviamente, cada
particula distinta independentemente obedece as leis da mecénica conforme.

Para esse sistema devemos substituir N por ¢N de modo que cada particula trans-
porta uma familia U(1) de extensdes auto-adjuntas. A independéncia entre as par-
ticulas implica na fixagao da forma da familia auto-adjunta. Em principio, teriamos
uma familia U(c) sugerindo a existéncia de condigbes de fronteira que levam uma par-
ticula em outra. Esse caso mais geral estd também associado & alteragoes quanticas

na topologia [|. Portanto, temos

S(wg) = log N = log(c(Na)p(eN)), (6.1.33)
1 T 263N
p(cN) ~ 4\/30]\76 : (6.1.34)

S(WE )~y g ~log(4v/3). (6.1.35)

No limite N — oo, obtemos

S w(w) = o mm3 (6.1.36)
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Essa formula é semelhante a formula de Cardy para um c geral.
Sendo as particulas indistinguiveis, a estatistica das mesmas deve ser analisada
cuidadosamente. Uma vez que a estatistica do grupo é considerada no processo de

contagem, o procedimento de contar é o mesmo descrito anteriormente [16].

6.2 Auto Forcga

Uma particula ao acelerar em um espago-tempo, emite radiacao e perde energia
e momento angular para o campo radiado. Uma pequena fragao dessa radiacao é
“refletida” pela curvatura do espaco e retorna para a posicao da particula. A interacao
da particula com esté radiacao refletida da origem a chamada “auto forca”. Inicialmente
essa auto forca parece ser divergente na posicao da particula. De modo similar ao que
acontece na teoria quantica de campos, a definicao do campo exige um procedimento de
renormalizacao a fim de separar a parte fisica (finita) da parte renormalizével (infinita).
Nesta secao, obtemos uma expressao para a auto forca agindo sobre uma carga escalar

estatica (sem massa) no espago-tempo de Kerr subtraido.

6.2.1 Auto Forca sobre uma Carga Escalar no Buraco Negro

de Kerr
A auto forga que age sobre uma carga escalar estatica no espago-tempo de Kerr foi
numericamente obtida por Burko e Liu [49] na forma

auto __ aAq2M2 sin2 ) "
b 3(A — a2sin? 3)5/221/2517- (6.2.1)

Posteriormente, essa expressao foi obtida analiticametne por Ottewil e Taylor [50]
e usada para validar a expressao da funcao de Green de uma carga escalar estatica
neste espaco-tempo.

No espaco-tempo de Kerr o estudo da funcao de Green é fundamental para a

compreensao de alguns problemas fundamentais da fisica. Em geral, no espago-tempo
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de um buraco negro a funcao de Green satisfaz uma equacao de onda relativamente
complicada. Mesmo no espago-tempo de Schwarzschild, nao existe solugoes fechadas
para a funcao de Green. Contudo, a forma fechada da funcao de Green estatica é
conhecida e foi usada para determinar a auto for¢ca sobre uma carga escalar estética.

No que segue, vamos obter uma expressao para a auto forga sobre uma carga escalar

no espago-tempo de Kerr subtraido aplicando procedimento semelhante ao adotado no

calculo que levou a obtencao da Eq.(6.2.1)).

6.2.2 Geometria Subtraida

Vamos considerar a solu¢ao de buraco negro (com rotagao) de uma teoria de cordas
em quatro dimensoes com quatro cargas U(1) independentes. A parametrizagao das

cargas assintoticas do buraco negro ¢ dada por

3
~ 1
GiM = ZMIXZ;COSh 207,

1
GiQr = ZMsinhQ(Sl,

G4J - Ma(Hc - HS)

A métrica em quatro dimensoes pode ser escrita como um fibrado sobre um espaco em

trés dimensoes [18§]

G dr? X
2 _ 2 1/2 2 ) 2
onde
= 72 —2Mr+ d? G =1%—2Mr + a®cos® 0,
.92
A = “S”‘de@ Ayeq = 2M[(IL. — TL,)r + 2MTL,),
3 3
Ay = H(r + 2M sinh? 6;) + 2a® cos® 6 |r* + Mr Z sinh? §;
=0 1=0

+4M?(I1, — TL,)IT, — 203 Z sinh? ¢; sinh? §; sinh? 0k
I<J<K

+a*cos* 0, (6.2.3)
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3 3
1. = Hcosh o1, I, = Hsinh 1. (6.2.4)

I=0 I=0

Para obter a equacao de onda com separabilidade deve-se tomar a Eq.(6.2.2]) com
valores arbitrarios de X, G, Ay e A, e assumir que o A, introduzido na Eq.(6.2.3)

é funcao apenas de r.

Da Eq.(6.2.2)), obtemos o Laplaciano

G

m(8¢ - A¢8t)2 . (625)

_ 1 A
AP0, X0, + 0 sin 00y — E”af +

Nota-se na Eq.(6.2.5) que a separabilidade é comprometida devido a mistura entre r

e 6 nos ultimos dois termos. Usando a equacao
G =X —a’sin?0, (6.2.6)

e a expressao para A,.q dada pela Eq.(6.2.3)), o Laplaciano torna-se

e 1 o L I
A, {&X@T X (Areals + ady)” + sin 989 sin 60 + sin? Qad)
Maﬂ

2|

e

(6.2.7)

Na combinagao Ay — A2 _,, surge a funcao G e, consequentemente, podemos fazer a

red?

seguinte fatoracao

Ag — A2 -
207 Yhed 2 4 9pyy L+ s7 | +8M(I, — 0,1,
G =0
— 4M? Z s75%s7 + a* cos? 0, (6.2.8)
I<J<K

com s? = sinh? ;. A separabilidade do Laplaciano na Eq.(6.2.7) e, consequentemente,

a separabilidade da equagao de onda (sem massa) é implementada ao considerarmos

2 Ba.(0239).

A equacao radial tem duas singularidades regulares, » = r4, e uma singularidade

irregular, » = co. Os indices das singularidades regulares sao as temperaturas externa,
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i, /2w, e interna i/5_ /27, que estao associadas aos horizontes externo e interno, respec-
tivamente. A singularidade irregular no infinito, que é consequéncia do comportamento
assintotico de Ay ~ 74, impede que a equacao radial seja uma equacao hipergeomé-
trica com simetria SL(2, R) permutando entre as singularidades e, portanto, afasta a
possibilidade de termos simetria conforme.

A singularidade no infinito na equagao radial torna-se regular se, ao invés de A,

considerarmos um A com comportamento assintotico A ~ r. Neste caso, temos:

e A equacgao radial pode ser colocada na forma hipergeométrica;

e A equacao angular toma a forma

1

sin® 6

(sﬁa@ sin 60 + 82) X(6,0) = ~1(1 + 1)x(6, ¢); (6.2.9)

e A geometria indica uma quebra de simetria SU(2);

e Os indices da singularidade regular no infinito sdo (I, =1 —1).

A transformagao Ay — A altera o ambiente externo do buraco negro original mas
nao altera a estrutura interna do mesmo. Isto significa que a estrutura causal e a
termodinadmica do buraco negro nao depende do fator conforme A,.

Tomando o limite de escala [48]

- Lt
7 = re, M = Me, t=-,
€
- ~ 2M (112 — T12)1/3
2M sinh? 6 = Q = ( < ;) ,
el/3
- H2
Sinh2 50 = rsm, (6210)

o fator conforme Ay torna-se
Ag — A= (2M)>*(I12 — 13)r + (2M)T12 — (2M)?*(I1, — T1,)%a® cos* 0,  (6.2.11)

com A preservando a separabilidade e a analiticidades nas coordenadas. A Eq.(6.2.8))
torna-se

42
% — —4M2(II, — T1,)2. (6.2.12)
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Vamos aplicar explicitamente alguns dos conceitos até entao discutidos no caso do
buraco negro de Kerr. Os parametros de massa e momento angular sao G4M = M e

J = aM, respectivamente. O fator conforme e o potencial reduzido sao dados por

Ay = (r*+a*cos®0)?

Amd = 2Mr.

A Eq.(6.2.8) ¢ entao escrita na forma

AO B Ared

e =%+ 2Mr + a® cos* 0. (6.2.13)

O fator conforme na geometria subtraida dado na Eq.(6.2.11]) é entao

Ao — A =4M?*(2Mr — a*cos? §), (6.2.14)

e o potencial efetivo que implica na separabilidade da equacao de onda torna-se [4§]

A — Ared

o —4M?. (6.2.15)

6.2.3 Auto Forca sobre uma Carga Escalar no Espaco-Tempo

de Kerr Subtraido

O buraco negro de Kerr com geometria subtraida tem métrica dada por [4§]

2
ds; =

¢ (dt + A)* + A2 (

X
N s +do* + —sin29d¢2), (6.2.16)

X G

where

X = r*—2Mr+ad®

= r2—2Mr + a®cos®#,

asin? 0 A, .,
= —d
A e o,

Ared = 2MT7

A = 4M?*(2Mr — a® cos*0). (6.2.17)
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A funcao de Green para uma particula escalar no espaco-tempo de Kerr com mé-

trica dada pela Eq.(6.2.16) satisfaz a relacao

d(x —2)

DG(Q?,%'I) = —W, (6218)
onde
O L 15.x0 1(A 8+8)+ 0 98+182
- T = ( (e re a A in
\/Z X dUt (0] 9 0 S 0 sin 0
- A
+ dG at},
(6.2.19)
€

V=g = X"?siné.

Para uma fonte estatica, a derivada temporal é nula na Eq.(6.2.19), logo a Eq.(6.2.18))

torna-se

2 3 I
% arxar—%a¢ - eagsmeaﬁsn 70 Gsm(x,x’):—u.

(6.2.20)

A representagao da fungao de Green estatica, considerando apenas o modo de frequén-

cia nula, é dada na forma

l
2[—1—1 -m)l . (e
Guelxx) =3 3 H By (cos ) By (cos )¢ i (1.1,

m)
=0 m=—1
(6.2.21)
onde a fungao radial ¢, (r, ") satisfaz a equagao
4 Xi +m2a2—l(l+1) (0 (rr’)——M (6.2.22)
dr dr X AT T T X 2 gin g o

Por conveniéncia, implementa-se a mudanca de coordenada

r— %(T++T_)
z = ,
T+—T_




132

onde
ry =M+ VM?—a? (6.2.23)

Nesta nova coordenada a Eq.(6.2.22) torna-se

d? d v2m? 8(z —2)
—1)— 4+ 22— —l(l+1 N ———— ——=, 2.24
E-Ngat gt oy T D) = Sy (6229)
A solucao da Eq.(6.2.24]) pode ser escrita na forma
1 PV (20)Qr (25)
Yim(2,2) = L~ - (6.2.25)
(re —r)(1 = 22) WP (2), Q) ()]
onde o Wronskian é
6721/7r
PV.Qll=———. 2.2
W[ l 7Ql] <22 _ 1) (6 6)

Substituindo a Eq.(6.2.26) na Eq.(6.2.25) e usando a expressao para o produto de

funcoes de Legendre associadas

—ivw p—V v 1 ! eil/COSh_ (X)Pl(x)
e Pl (Z<)Ql (Z>) = 5 /1 (22 T 22 _ 9oy — 1 I ZL‘2)1/2 dx (6.2.27)

com

2z —x

X = (22— D)12(z2 — 1)1/2

(6.2.28)

a Fq.(6.2.21)) torna-se

(21 + ({l—=m)! _
Gs atic = zm(A¢>+'ycosh L))
taic(%, %) 27rb/ Z Z l—l—m)!

m=—00 [=|m]|

P (cos @) P (cos 0) P(x)
(224 22 — 222/ — 1 + 22)1/2

(6.2.29)
onde
b=ry—r_. (6.2.30)

Seguindo o procedimento descrito em [50], a expressao da fungdo de Green para uma
fonte estatica no buraco negro de Kerr subtraido é

b 1
47 X12X'1/2sinh (2o — A¢|) — absin@sin 6 sin vy

Gstatzc(x X ) (6231)
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Vamos agora determinar as distancias avancada e retardada para uma particula
estatica no espaco-tempo de Kerr subtraido. Para este fim, devemos avaliar a distancia
geodésica nos pontos avancado e retardado. Esses pontos estao conectados ao ponto

do campo por geodésicas tipo-luz
o(x,z) =0, (6.2.32)
cuja expansao em coordenadas é obtida substituindo o ansatz
20(2,Z) = gapAr " Ax’ + Ay A Az’ Az + BupeaAr* Az’ Az Az (6.2.33)
na equacao que define o
20 = g"0.,,04. (6.2.34)

Seguindo o procedimento realizado em [50], as componentes dos tensores na Eq.((6.2.33)

sao dados por

1
Aabc - ig(ab,c); (6235)
1 1
— e f
Babcd - gg(ab,cd) - Egefr(abrcd)y (6236)

e as distancias avancada e retardada toma a forma

1

ret  — Pre re 2 R;e 37 6.2.37
Tret 2\/_—‘%( t€+Q t€" + te) ( )

1
adv — Pv av2 av3 2.
Tad 2\/__%( d€+Qd€ +Rd€>, (6 38)
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onde

Pret = 2G4ty et + 2Gra Ax”

Qret = 3AwAL o+ (6Aa — 20u,0) Aty e Az
+(3Atap — 20ta,5) AT AL + 25, At et

R = ABuyut] o+ (12Byya — 3Aua) AT o Az
+(12Bytap — 6Asta,s + Gitap) At1 raAx* Az’
+(4£_3,50¢,g7 — 3/_1,5@,6,7 + gta’Bv)AxanﬁAxW
+6 A1 Aty pet At per + (6Aua — 201.0) At et AT®

200 Aty e (6.2.39)

Substituindo At,.; por At,q, na Eqgs.(6.2.39), obtemos P,qy, Qudv € Rado-

Vamos considerar a expressao para a auto for¢a sobre uma particula estatica em
um espago-tempo estacionario [50]

A1/2(:1:,x/) A1/2(:C,.CE”)
2rret 2radv

47

SF 271 (3) =

f7 = ¢limV, {EGwzo(%@ -
1 Tadv

Para o campo sem massa os bitensores na Eq.(6.2.40)) sao dados por

AV (z,3) =1+ O(Az?) V(z,7) = O(Az?). (6.2.41)

Substituindo as Eqgs.(6.2.37)), (6.2.38) e Eq.(6.2.41)) na Eq.(6.2.40), obtemos a auto

forga sobre uma carga escalar estatica (sem massa) em um espago-tempo estacionério

155 = ang lim [V=GuVa (G202, 7) = Gang(w,7))] . (6:242)
T—T
onde
_ 1 1 1 Qret Qadv (Q2 t Prethet)
Gsin ) = - - =
g(’r x) 4m |:P7“et Padv P'rQet * Pazdv - Pget
2 - Pa vRa v
(@2, Putn Faa )] , (6.2.43)
Padv
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Vamos usar a Eq.(6.2.42) para obter a componente ¢ da auto forca agindo sobre
uma carga escalar estéatica (sem massa) no espago-tempo de Kerr subtraido. A fungao

de Green para a variagao A¢ tem a forma

_ _ b 1
(7,0, 49) = 4m X sinh [2 (9 — A¢)] — absin® fsin ey (6:2.44)

G¢>

static

Para um pequeno A¢, a expansao em série da fungao de Green é dada por
1 1 N A¢p

dm | XV2sinfA¢  24X1V2(X — a?sin’®0)3

{X3csc —3X%sinO(M? 4 a?) — 8aM>X3/*x

G¢>

static

(7,0,Ap) =

x sin? § — 3a*X sin® 0(2M? — a?) + a*b? sin® 0}

+0(A¢?)] . (6.2.45)

A expansao em série para o campo singular é

_ 1 1 A
G? (7, 0,A¢) = —{ = TV
smg(r’ ’ (b) 41 { X1/2gin 9A¢ (CL2 + csc? e_(fQ - X))Q "

1 s . \ ,
- 192(a2 — csc? X )3 X1/2 [CSC 0 (a ( — 63a” + 30" (9M

+96 M7 — 287%) + 32M7*(5M> — 3M7* + 7°) — 8a*7 (16 M°

+43M?7 — 29M7? + 37°) — 4a® <4a4 —a*(3M — 7)(3M + 7)

+2M7F(4M? — 3MF + f2)> cos 20 + a*(M? — a?) cos 49)
+8csc? X <a2(10a6 — 2a* (M?* + 23M7 — 47%) + a*F(8M?3
+66M°T — 28M 72 + 7°) — 2M 7 (4M® + 14M?7 — 11 M7

+3f3)) + csc? é)‘(( — 545 + 2a4(12M — F)F 4 3M2f3(4M — 37)

+2Ma*P(—17M + 4F) + csc? X (7 — X)2>)>

+ O(A¢2)}.

(6.2.46)
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Tomando a diferenga entre as Eqs.(6.2.45)) e (6.2.46)), obtemos

] i csc A
Gftatic(r7 07 A¢) - Gfing(ra ‘9, Agb) = W X
g_ 8M?(a — 3cscHX?) N csct 6 y
(a — cscOX1/2)3 (a? 4 csc2 O(72 — X))2

1
(a? — csc20X)3
X7 (5M? — 3M 7> 4+ 7) — 8a*F(16 M® + 43 M7 — 29M 72 + 37°)

[a4(—63a6 + 3a*(9M? + 96 M T — 2872) + 32M x

—4a*(4a* — a®(3M —7) (37 + M) + 2M7(4M? — 3MT + 7)) x

x cos 20 + a* cos 40(M? — a?)) + 8csc? 0X (a*(10a® — 2a* (M?* +

+23MF — 47%) + a*F(8M?® + 66 M°T — 28 M7 + 7°) — 2M7*

(AM? + 14M?F — TIM7 4 37%)) + csc? 0X (—5a® + 2a*F(12M — 7)

+3M*F(AM — 37) + 2Ma*7* (47 — 17TM) + csc 0.X (7 — X)2))] }

+O(A¢%). (6.2.47)
Substituindo a Eq. na Eq. para a componente ¢ da auto forca

730 = g T VG0 (Gl 0, 86) = G, (.0.80)) | (6:2.48)

obtemos

S q*cscl G 8M?(a — 3cscHXY/?)
f¢ = 8 —

192\ 2XMVi2 - G (a — cscOX1/2)3
N csctf

(a2 + csc2 0(72 — X))2(a? — csc2 6X)3
x (9IM? + 96 M T — 287%) — 8a*F(16 M® + 43 M7 — 29 M7

a*(—63a® + 3a* x

+37%) + cos 40a* (M?* — a?) — 4a® cos 20(4a* — a*(3M — 7) x
X (M + 37) + 2M#(4M? — 3M7 + 72)) + 32M#*(5M°
—3M7* + 7)) + 8csc® 0X (a*(10a° — 2a*(M? + 23 M7 — 47?)
+a*F(8M? + 66 M>F — 28MT2 + 7°) — 2M 72 (4M?® + 14M*F
—11M7* 4 37%)) 4 csc? 0X (—5a’ + 2a*F(12M — 7) + 2M a7

X (47 — 17TM) + 3M*7(4M — 37) + X csc® O(7* — X)Q))] } (6.2.49)
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Assim, a tnica componente nao nula da auto for¢a agindo sobre uma carga escalar

estatica (sem massa) no espago-tempo de Kerr subtraido é dada pela Eq.(6.2.49)).
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Conclusoes

O processo de quantizagao pode quebrar a simetria de escala da mecanica quantica
conforme, podendo esta mesma simetria ser restaurada a partir da escolha de um
estado misto adequado que, por sua vez, esta associado a entropia de von Neumann.
Essa quebra de simetria acontece quando o dominio da Hamiltoniana nao é preservado
pela agao do operador dilatagao [47]. Em nossa discussao estabelecemos uma conexao
entre a entropia de von Neumann e o processo de restauragao da simetria de escala da
mecanica quantica conforme.

Na relatividade geral o movimento de um pequeno objeto é descrito por uma ge-
odésica e, portanto, as correcoes impostas ao movimento geodésico devido a agao da
auto-forca devem ser considerados [I7]. Neste trabalho, reproduzimos o resultado
analitico de Ottewil e Taylor [50] para a auto-for¢a que age sobre uma carga escalar
estatica no espago-tempo de Kerr e obtemos a Eq.(6.2.49) para a auto-for¢a agindo

sobre uma carga escalar estatica no espago-tempo de Kerr subtraido.
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Apéndice A

Diagrama de Penrose para o

espaco-tempo de Minkowski

O diagrama conforme é uma representagao padrao do espago-tempo onde as propri-
edades globais e a estrutura causal estao codificadas. A estrutura causal é definida pelo
cone-de-luz sobre o diagrama do espago-tempo e estabelece a relagao entre o passado
e o futuro de um evento.

A construgao do diagrama conforme, também conhecido como diagrama de Pen-
rose, consiste em considerar um sistema de coordenadas na qual a métrica de interesse
esta conformalmente relacionada com a métrica cuja estrutura do cone-de-luz é conhe-
cida.

A métrica de Minkowski nas coordenadas polares é dada por
ds* = —dt* + dr* + r*df* + r* sin® 0d¢?, (A.1)
onde
—00 < t < 00, 0<r<oo. (A.2)
Inicialmente, vamos considerar a transformacao de escala

t = arctg t, (A.3)

T = arctg r, (A.4)
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Em termos de (Z,7), a métrica de Minkowski torna-se

1 1
ds* = — -dt* + ——di* + tan® 7dS)?, (A.5)
costt costr
onde
T . 07 T
- - <7< = A.
2<t<2, 0_r<2 (A.6)
Uma vez que
dt B cos?t (A7)
di " cos2i’ ’

a regiao de propagacao dos raios de luz nao é evidente.

Para contornar os problemas encontrados nas coordenadas (¢,7) e (t,7), vamos

considerar o sistema de coordenadas tipo-luz

u=t-—r, (A.8)
v="t+r, (A.9)

onde
—00 < u < 00, —00 < v < 00, u < v. (A.10)

Para cada ponto no grafico, onde as curvas radiais tipo-luz sao representadas, temos

uma 2-esfera de raio
r=—(v—u). (A.11)
A métrica de Minkowski nas coordenadas (u,v) torna-se
2 1 1 2 1092
ds® = —§(dudv + dvdu) + Z(U —u)“dQ*. (A.12)

O objetivo principal na construcao do diagrama de Penrose é obter a métrica na
forma conforme “mapeando o infinito” em valores finitos das coordenadas. Isto é

realizado através da transformacao

U = arctg u, V = arctg v, (A.13)



141
onde

s s s s
—— — ——< V<= <V A.14
2<U<2, 5 <V <3 U< ( )

A métrica nessas coordenadas tem a forma

1

ds® =
s 4cos?2U cos?2V

[—2(dUdV + dVdU) + sin*(V — U)dQ?), (A.15)

onde notamos que, em principio, o objetivo principal foi alcancado. A Eq.(A.15)) esta
escrita em termos de dois pares de coordenadas tipo-luz e tipo-espaco. Por conveni-

éncia, implementando a transformacao de coordenadas

T = V+U, 0<R<m, (A.16)

R = V-, IT|+R<m, (A.17)

obtemos a Eq.(A.15) em termos de uma coordenada tipo-tempo e trés coordenadas

tipo-espago

1
2 2 2 | o2 2
onde
w = 2cosUcosV (A.19)
T — T
= 2cos i oS R (A.20)
2 2

= cosT + cos R. (A.21)

Podemos ainda escrever a métrica conforme sobre a variedade R x S3 na forma
ds’ = w*(T, R)ds*
= —dT? + dR? + sin® RdO)*. (A.22)

Esta métrica descreve um espaco-tempo com curvatura e, portanto, nao ¢ uma solu-

cao das equacoes de Einstein no vicuo. Essencialmente isto nao é um problema tendo
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em vista que o objetivo é apenas descrever o espago-tempo de Minkowski limitado pelo

“range” das coordenadas nas Eqgs.(A.16) e (A.17).

O espago-tempo de Minkowski, incluindo os infinitos, é conforme a regiao triangular

ilustrada na Fig.(A.1)), onde
< T < —m, O0<RL<. (A.23)

A regiao triangular é exatamente o diagrama de Penrose para o espago-tempo de
Minkowski. Neste diagrama, cada ponto representa uma 2-esfera; exceto nos pontos
%, it e i~. Isto pode ser visto quando sin? R = 0 em R = 0, 7, ou seja, o raio da esfera
neste ponto é nulo.

it

Tt

j+

R,r

Figura A.1: Diagrama de Penrose para o espaco-tempo de Minkowski.

Os infinitos conformes no diagrama de Penrose podem ser classificados da seguinte

forma:
e i = Infinito tipo-tempo futuro (T = 7, R = 0);

e i~ = Infinito tipo-tempo passado (T'= —7m, R = 0);
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e ¥ = Infinito tipo-espago (T' =0, R = 7);
e & = Infinito tipo-luz futuro (T'=7 — R,0 < R < );
e §~ = Infinito tipo-luz passado (T'= —7 — R,0 < R < ).

O diagrama conforme apresenta algumas caracteristicas importantes que devem ser

destacadas:

As geodésicas tipo-luz (radiais) s@o as curvas em +45° no diagrama;

As geodésicas tipo-tempo comecam em i~ e terminam em ¢t

Geodésicas tipo-luz comecam em 3~ e terminam em S,

0.
3

Todas as geodésicas tipo-espago comegam e terminam em ¢

Existem curvas tipo-tempo que terminam no infinito tipo-luz, desde que sejam

assintoticamente tipo-luz (curvas de aceleragao constante).
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Apéndice B

Hamiltoniana gravitacional

A Hamiltoniana gravitacional (Hg) é definida por integrais de fronteira e expres-
sada pela equacao

1
He = —o— ¢ [N(k = ko) = No(K* = Kh)n)/od®0, (B.1)
T St

onde

k = 04Pk,p é a curvatura extrinseca da fronteira S, incorporada na hipersuper-

ficie tipo-espaco Yy;

ko curvatura extrinseca da fronteira S; incorporada ao espago-tempo plano;

o determinante da métrica induzida sobre a fronteira Sy;

e K curvatura extrinseca da hipersuperficie 3;;

hay, métrica induzida sobre a hipersuperficie ¥;;

N® vetor shift;

N funcao lapse.

Hg depende do comportamento assintético das quantidades ¥;, N e N,. Assin-
toticamente, a funcao lapse e o vetor shift sao sempre arbitrarios, enquanto a hiper-

superficie é sempre tipo-espago. Este comportamento assintético da hipersuperficie



145

esta relacionado ao comportamento assintotico do espaco-tempo de Minkowski. Para
mostrar que a Hamiltoniana gravitacional pode ser vista como uma funcao de N e N,,
ou do vetor de fluxo t*, vamos exigir que o comportamento assintotico de uma porgao
de ¥; coincida com uma superficie de ¢ = constante. Considere um referencial de
Lorentz no infinito (¢,z,y, z). As coordenadas y* da porgao de X, assintoticamente,

estao relacionadas com as coordenadas espacias de Minkowski

y' =y (@,y,2), (B.2)
e, da mesma forma
¢ = x%(t, z,y, 2), (B.3)

onde t é o tempo proprio medido pelo observador em repouso na regiao assintética.
Em relacao ao referencial de Lorentz, o observador esta se deslocando com uma qua-

drivelocidade

_ o
ot

uO{

(B.4)

Uma vez que u® é normalizado e ortogonal a superficie t = constante, o mesmo deve

ser igual ao vetor normal n®, logo

ne — 8@%' (B.5)

e, consequentemente, obtemos o comportamento assintético do vetor de fluxo

N 0z o [0T°
t —)N(W)ya‘i‘N (8ya>t. (B6>

Isto mostra que, uma vez que o comportamento assintotico de ¥; é especificado, existe

uma correspondéncia univoca entre a escolha de (N, N*) e do vetor de fluxo.

Fazendo N =1e N* =0 na Eq., o vetor de fluxo torna-se

o 0%
t* — 50 (B.7)
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ou seja, assintoticamente, gera translacoes no tempo. Neste caso, a massa gravitacio-
nal, ou a massa ADM (Arnowitt, Deser e Misner) do espago-tempo assintoticamente
plano, é o limite da Hamiltoniana gravitacional quando a fronteira S; é uma 2-esfera

no infinito espacial, sendo expressa na forma

M=—L lim (k — ko)vad?6. (B.8)

87T St—00 St

A massa ADM pode ser interpretada como a hamiltoniana gravitacional associada ao
vetor de fluxo Eq., portanto, uma conexao formal entre energia total e translacao
no tempo é estabelecida.

Fazendo N =0 e N* = ¢* = dy*/d¢ na Eq., o vetor de fluxo torna-se
o o [0z
ne <3y“)
oy® ox®
0¢ dy®
Ox® N
(2 2o w9

ou seja, assintoticamente, gera translagao espacial (rotagao). Neste caso, o momento

angular do espago-tempo assintoticamente plano, é o limite da Hamiltoniana gravita-

cional quando a fronteira S; é uma 2-esfera no infinito espacial, isto é

1
J=——lim ¢ (Ku — Khg)¢*r’/od?0, (B.10)

8T Si—o0 A

onde a regra da mao direita para o momento angular é retratada pelo uso do sinal

negativo que esta relacionado com a escolha do eixo de rotacao.
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Superficie de Gravidade
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Considere uma particula de massa unitaria no ponto r do espago-tempo estatico e

esfericamente simétrico com métrica

ds® = —fdt* + %er + r2dQ2.

Os vetores u® e a® sdo

1
u® = —t*, a® = u’BVBuO‘.

Vf

A componente a” e a magnitude da aceleracao sao dados por

a(r) = (gapa®b?)"?

1

= §f_1/2f/(7’)-

(C.1)

(C.2)

(C.3)

(C.4)

(C.5)

A forga aplicada a particula para manté-la na posigao r é dada pela Eq.(C.5)). Nota-se

que forga diverge no limite r — r,.

Suponha que a particula fosse mantida no ponto r» por um observador no infinito

usando uma corda sem massa. O mesmo ao realizar um deslocamento infinitesimal ds
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produziria um trabalho 0W, = a,d0s. Vamos supor que o trabalho seja convertido
em radiacao que, posteriormente, ¢ medida no infinito. A variacao da energia medida

no infinito é entao

0B+ = \/fads, (C.6)
onde o redshift ¢ dado por v/f.
Da conservacao de energia
SEy = oW, (C.7)

obtemos a for¢a aplicada pelo observador localizado no infinito

aoo(r) = /fa(r)
= —f'(r), (C.8)
sendo as(r) regular no limite r — r .
Portanto, a superficie de gravidade é definida como sendo a forga exercida por um

observador, estando no infinito, para manter uma particula estacionaria no horizonte,

ou seja
K = Goo(ry)
) (C.9)

A superficie de gravidade pode ser expressa em termos dos vetores de Killing.
Quando o espago-tempo é estatico, o horizonte de eventos é um horizonte de Killing.
Neste caso, um vetor t“ tangencia os geradores tipo-luz do horizonte. Sendo este vetor
ortogonal a si mesmo no horizonte, o mesmo também é normal a esta superficie.

Vamos considerar a seguinte defini¢ao
o= —t", =0, (C.10)
de modo que

Val(—t't,) = 2kt,, (C.11)
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onde usamos o fato de que o vetor normal é proporcional a 0,® e, portanto, deve
existir um escalar k no horizonte de eventos.

Considerando as coordenadas (v, ) no horizonte de eventos, temos
Oy = t“0q, dr = t,dz”. (C.12)
Para & = —g,, = f, obtemos a Eq.(C.11]) na forma
0P = f'O,r, (C.13)
com
]' /!
K= §f (r4). (C.14)

Nota-se a partir deste procedimento que os geradores tipo-luz do horizonte sao para-
metrizados por v.
Uma consequéncia imediata da Eq.(C.11)) e da equagao de Killing é que o vetor t*

deve satisfazer a equagao geodésica em r = r,. Logo
PV gt™ = Kt™ (C.15)

sobre o horizonte e, portanto, o parametro v nao é um parametro afim dos geradores.

Um parametro afim pode ser obtido pela integracao da equacao

d\
— =", 1
7, =€ (C.16)
Neste caso, teremos
V
A= — 1
4 (€17
onde
V=€, (C.18)

¢ uma coordenada de Kruskal. Portanto, o vetor tipo-luz

1
e = —t° C.19
1 (C.19)
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satisfaz a equacao geodésica com um parametro afim.
Vamos obter uma forma explicita para a superficie de gravidade considerando que
a congruéncia dos geradores tipo-luz é necessariamente uma hipersuperficie ortogonal.

Neste sentido, o teorema de Frobenius garante que
taVpty =0 (C.20)
é satisfeito no horizonte. Usando a equacao de Killing, temos
taVpty +1,Valg + 13V, t, = 0. (C.21)

Fazendo a contracdo com V7t®

(V) (Vata)ty = —(Valy) (V") + (Vyts)(Vat”)t (C.22)
= —k(Vat t* + K(V, t5)t’ (C.23)
= —2k%., (C.24)

obtemos a expressao [2]

K2 = —%(vﬁta)(vﬁm. (C.25)

As Egs.(C.11)), (C.15) e (C.25) sao equivalentes.
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Apéndice D

Formula de Komar

A defini¢ao de massa e momento angular no formalismo hamiltoniano nao envolve
uma escolha especifica de coordenadas. Para espacgos-tempo estacionérios e axialmente
simétricos, as formulas de Komar sao defini¢oes alternativa de massa e momento an-

gular que compartilham da mesma propriedade. Segundo esta definicao, temos

1 .
MKomar == _8_7T S{li)noo St v ffdsaﬁ7 (D]')
€
_ = asB
JKomar - ]_67T 5151100\% V €¢dSaB7 (D2>

onde 5,? e §£ sao vetores de Killing tipo-tempo e tipo-espago, respectivamente |1} 2, [3].

O elemento de superficie é dado por
dsag = —2n[a7“g]\/5d29, (D.B)

onde n, (tipo-tempo) e r, (tipo-espago) sdo vetores normais a superficie S; (fronteira
da hipersuperficie ;).
Para mostrar que as formulas de Komar implicam em My,,... = m € Jyomar = 7,

devemos provar que no espaco-tempo com métrica Eq.([1.3.93|) as expressoes

2
=2V narg = —— =k — ko (D.4)
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V“ﬁgnar,g = K 0% (D.5)

se mantém validas assintoticamente, ou seja, no limite r — oo. De fato, isto acontece,

como podemos verificar em

—QVaffnarﬁ = 2V5§t°‘na7“'8

Vaﬁgnarﬁ = —nggnarﬁ
= & (Vsna)r’
= Vgna(9"eg)(r'e)
= (eaeyVona)o™r’

= Kuo"r’. (D.7)
Usando o teorema de Stokes, a féormula de Komar pode ser escrita na forma

%Baﬂdsaﬁ = 2/ Vs B*Pd%,, (D.8)
S b

onde S é a fronteira bidimensional de uma hipersuperficie . O teorema de Stokes

pode ser usado porque o tensor
B = veeP (D.9)

é necessariamente antissimétrico (isso acontece apenas quando £* é um vetor de Kil-



ling). Neste caso, temos
VB = V(v

= —Vs(V7e)

= —og,
onde

0= VgVB .
Uma vez que os vetores de Killing satisfazem a relacao
0g" = R,
podemos escrever
f{ V&P dS,s =2 / R* 5P,
s b
Tendo em vista que a hipersuperficie 3 é tipo-espaco, temos
A, = —naVhd’y.

Usando as equagoes de campo de Einstein, podemos escrever

1
S P

Logo, combinando as Egs.(D.1]) e (D.2)) temos

1
MKomar — 2/ (Taﬂ - §Tga6> nagtﬁ\/ﬁdgy
P

1
JKomar - _/ (Taﬁ - §Tgaﬁ> naggﬁd3y7
2
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(D.10)

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)

(D.15)

(D.16)

onde X é qualquer hipersuperficie tipo-espaco que se estende ao infinito espacial. Para

uma hipersuperficie com duas fronteiras, um termo extra devido a fronteira interna é

adicionado ao lado direito das Eqgs.(D.15]) e (E.2)). Isto acontece quando o espago-tempo

estacionéario e axialmente simétrico contém um buraco negro. As quantidades Miy,,...

€ Jxomar 520 definidas como integrais de hipersuperficie apenas quando o espago-tempo

é estacionario e axialmente simétrico |1, 2], 3].
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Apéndice E

Termodinamica de Buraco Negro

Segundo Stephen Hawking, os processos quanticos sao os responssaveis pelo sur-
gimento da radiagao (fluxo termal de particulas) proveniente do buraco negro. Esta
descoberta mostra que de fato um buraco negro comporta-se como um sistema termo-
dindmico. Na primeira parte desta secao, demonstramos a férmula de Smarr. No que
segue, estudamos a analogia entre as leis da mecanica de buracos negros e as leis da

termodinamica.

E.1 Formula de Smarr

A férmula de Smarr generalizada relaciona a massa do buraco negro com as grande-
zas: momento angular, velocidade angular, superficie de gravidade e drea do horizonte
de eventos. Na obtencao desta féormula, inicialmente, consideramos as expressoes da
massa e do momento angular obtidas a partir da férmula de Komar dada nas Eqs.
e [1, 2, B]. Sendo assim, temos

1
MKomar = 2/ (TQB - iTgOéB> natﬁ\/ﬁd3y7 (E1>
)
1
JKomar - _/ (Taﬂ - §Tgaﬂ) naqﬁﬁ\/ﬁdgy (E2>
P

Na definicao da massa e do momento angular do buraco negro, devemos considerar
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uma hipersuperficie do tipo-espago () que se estende do horizonte de eventos (H) até

o infinito 7% (tipo-espago), como mostra a Fig.(E.1]).

Figura E.1: Uma hipersuperficie (X) no espago-tempo de um buraco negro. H é a
fronteira interna dado por uma secao bidimencional do horizonte de eventos e S é a
fronteira externa.

A partir dessas consideragoes, tanto a massa quanto o momento angular do buraco

negro podem ser expressados em termos das integrais de superficie

1
M, = —— “4Pds., E.
hor 87T f,’; v S 57 ( 3)

Jhor = T va¢ﬁdsa’ﬂ7 (E4)
H
onde o elemento de superficie é dado por
dSaﬁ = 2€[aN5]dS7 (E5)

com dS = \/od*§ e N sendo um vetor do tipo-luz normalizado pela relagio N,&* =
—1. Assim, a massa e o momento angular total sao determinados somando as contribui-
¢Oes provenientes do buraco negro (M., J,..) € da distribui¢ao de matéria (Myomar, Jicomar )

isto é

M - Mhor + MKomarJ (E6>

J = Jhor + Jromar- (E.7)
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Para demonstrar a formula de Smarr devemos realizar alguns procedimentos. Pri-

meiramente, fazemos

1
Mhor - 2gzhor(]hor - o (% vatﬁdsaﬁ + Qhor % Va(bﬁdsaﬁ)
8 \Jy )

1
= —— }’{ Ve (7 4+ Q00”) dSug, (E.8)
8T Jy

Substituindo o vetor de Killing
&=t + Qe (E.9)

na Eq.(E.8)), chegamos a relacao

- 1
M=—— ¢ V% dS,s, E.1
b §7dSap (E.10)

com M = Mo, — 29,0, 1. Usando a equacao que define o elemento de superficie na

Eq.(E.5)), escrevemos a Eq.(E.10) na forma

M

1
—— @ &°VE*Nod E.11
1= § Vs NS, (B.11)
e considerando a definicao da superficie de gravidade do buraco negro
V6" = KES, (E.12)

escrevemos a Eq.(E.11]) em temos dessa grandeza

~ 1
M=—— ¢ ke N,dS. (E.13)
47 H
Uma vez que k é constante sobre o horizonte (H) e que {*N, = —1, temos
~ K
M = —jq{ ds. (E.14)
4 H

A integral na Eq.(E.14]) fornece a area da superficie e, portanto, chegamos a expressao

12, 3, [6], 8]

A
Mhor = i + 2QhorJhor' (E15)
A
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E.2 Leis da Mecanica de Buracos Negros

Lei zero

Embora x seja definido localmente sobre o horizonte de eventos, o mesmo sempre
¢é constante sobre o horizonte de um buraco negro estacionario. Essa constancia de k é
advinda da lei zero da termodinamica; a temperatura é uniforme em todos os pontos de
um sistema em equilibrio térmico. O fato da superficie de gravidade ser constante esta
associado a propriedades especiais do horizonte de um buraco negro estacionario. Isto
pode ser demonstrado assumindo que o horizonte de eventos é um horizonte de Killing,
ou seja, que nao exite campo vetorial tangente aos geradores (tipo-luz) do horizonte
e que o buraco negro deve ser estatico ou assimétrico. Empregando as equagoes de
campo de Einstein e assumindo a analiticidade do espaco-tempo, S. Hawking mostrou
que o horizonte de eventos é um horizonte de Killing e que o espago-tempo é estatico
e assimétrico.

Primeira Lei

Considere duas solugoes estacionarias com simetria axial contendo um fluido per-
feito descrevendo uma Orbita circular em torno de um buraco negro . Ambas as
solugoes estao relacionadas pela Eq.. As quantidades k/(47) e A s@o analogas
as grandezas, temperatura e entropia, respectivamente. No entanto, deve-se enfatizar
que tais quantidades sao distintos da temperatura e da entropia de um buraco negro.
De fato, a temperatura efetiva de um buraco negro é o zero absoluto. Isso é visto ao
notarmos que a uma temperatura diferente zero, o equilibrio térmico entre o buraco
negro e a radiacao de corpo negro nao é estabelecido; isto acontece pelo fato de que
a radiacao nao pode ser emitida pelo buraco negro mas parte da radiagao pode ser
absorvida pelo mesmo através do horizonte de eventos.

Para um comprimento de onda da radiacao consideravel, o que corresponderia ao
corpo negro a baixas temperaturas, a taxa de absorcao da radiacao seria lenta e o

equilibrio seria possivel apenas na auséncia de radiagao. Isto corresponderia ao corpo
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negro com temperatura nula.

A temperatura efetiva red shifted de um objeto (matéria) orbitando um buraco
negro tende a zero nas proximidades do horizonte de eventos, uma vez que, o fator
de dilatagdo no tempo, (—u*u,)"?, tende a zero préximo a estd superficie. Esta
percepcao implica em duas maneira diferentes de entender o porque da temperatura
nula de um buraco negro. Devido a esta propriedade, pode-se em principio adicionar
entropia a um buraco negro sem alterar suas caracteristicas. Neste sentido, um buraco
negro se sobrepoe a segunda lei da termodinadmica. Na pratica, a adicao de entropia
resultaria em aumento na area do horizonte de eventos. Portanto, podemos supor que
adicionando algum multiplo da area a entropia total de toda a matéria exterior ao

buraco negro obteriamos uma quantidade que nunca decresce. No entanto, isto nao é

>

possivel tendo em vista que o aumento na area, em virtude da adi¢cao de entropia,
arbitrariamente pequeno.

Segunda Lei

A segunda lei da mecanica de buraco negro afirma que a area do horizonte de

eventos nunca diminui, isto é

A > 0. (E.1)

Esta afirmacao constitui o teorema da area que foi formulado por Stephen Hawking
em 1971. De acordo com este teorema, no colapso de dois buracos negros, a area
do horizonte de eventos apds o colapso ¢ maior que a soma das areas dos horizontes

inicials

As > Ap + A, (E.2)

Assim, esta lei estabelece a analogia entre a area do horizonte de eventos e a entro-
pia. A segunda lei da mecanica de buracos negros é mais forte que a correspondente
lei da termodinamica, no sentido que, no ultimo caso a entropia pode ser transferida

de um sistema para outro exigindo apenas que a energia total nao diminua. No caso
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de um buraco negro, no entanto, a area nao pode ser transferida de um buraco negro
para outro. Portanto, a segunda lei da mecanica de buracos exige que a area de um
buraco negro nao decresca.

Terceira Lei

E impossivel anular x considerando uma sequéncia finita de operacoes. Uma di-
ferenca importante entre a formulagao desta lei e das demais leis reside na auséncia
de uma demonstragao rigorosamente matematica para a mesma. No entanto, existem
razoes para acreditar que esta lei é valida. Por exemplo, no caso de um buraco negro
de Kerr, se tentarmos reduzir o valor de k pela adicao de particulas, aumentando o mo-
mento angular, encontrariamos que a variacao (diminuigao) da superficie de gravidade
seria cada vez menor, com a massa e o momento angular tendendo a um raio critico
J/M?* = 1, para os quais terfamos xk = 0. Existem processos de acrec¢ao idealizados no
qual J/M? — 1 com a adigao de uma quantidade finita de massa de repouso. Esses
processos exigem uma divisibilidade infinita da matéria e um tempo infinito.

Outro ponto importante que nos leva a acreditar na terceira lei é que se pudéssemos
K a zero por uma sequéncia finita de operagoes, entao poderiamos levar ainda mais o
processo, assim criando uma singularidade nua. Se isso acontecesse, seria uma quebra

da suposicao de previsibilidade assintética que é a base de muitos resultados em teoria

de buraco negro, incluindo a lei que diz que a area nao decresce..
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Apéndice F

Extensao Auto-Adjunta

Na mecéanica quantica os observaveis sao representados por operadores lineares
auto-adjuntos no espago de Hilbert dos estados de um sistema em consideracao [11], [12]
13]. Para operadores nao-limitados (unbounded), a definigao de auto-adjunto requer
cuidados extras. Na busca por um extensao auto-adjunta do operador momento P =

—ihD, consideramos o seguinte dominio (condi¢ao de contorno)
D(P) ={¢,¢' € L([0, L]); $(0) = ¢(L) = 0}. (F.1)

Agora, observando a identidade

(¢, —ihDg) — (—ihDv, ¢) = —ihlih(L)$(L) — (¥)(0)¢(0)] (F.2)

implica que P é um operador simétrico, isto é, P = P. No entanto, este operador
nao é auto-adjunto. De fato, o dominio ou condi¢ao de contorno do operador adjunto

de P é dado por
D(PY) = {y,¢' € L2([0, L])}, (F.3)

que ¢é distinto de D(P).
Da Eq.(F.2)), vemos que o adjunto do operador Py = —ihD agindo sobre o su-

bespaco de L£2([0, L]) é o operador Py , onde X = 1/). Logo, dado um operador
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diferencial simétrico agindo em um determinado espaco de fungoes, o mesmo nao é au-
tomaticamente um operador auto-adjunto e pode ter outras extensoes auto-adjuntas.

Segundo o teorema de Von Neumann para cada situacao fisica correspondente ao
espago das coordenadas, o dominio maximo sobre a qual o operador P = —ihD tem
uma ac¢ao bem definida serda chamado D,,..(a,b). Considerando o espago de Hilbert
H = L*(a,b) e usando as condigoes impostas pelo teorema de von Neumann, obtemos

Yyi(x) = CLe™/? como solucdo da equacio
t . h
Py (x) = —ihDyy(x) = :I:zgwi(x). (F.4)

Quando P esta sobre o eixo real, nenhuma funcdo 14 (z) pertence ao espago de
Hilbert L?*(R). Portanto, o operador (P, D..(R)) é auto-adjunto. Agora, quando
P esta sobre o semi-eixo positivo, apenas as fungoes 1, pertencem a L?(0,+o00) e,
consequentemente, o operador nao possui extensao auto-adjunta. Por fim, para P
sobre um intervalo finito, as fungoes 14 (z) € L?(0,L) e do teorema de von Neumann
sabemos que as extensoes auto-adjuntas sdo parametrizadas pelo grupo U(1).

Denotando estas extensoes por Py = (P, D), temos as seguintes condigoes de

contorno (ou dominios)
Dy = {¢ € Dpnax(0, L), (L) = ”9(0)}, 0 €[0,27). (F.5)

Usando esta condi¢ao de contorno, os autovalores e autovetores sao dados na forma

2mh 0
Pypp(x,0) = Tugbn(x,Q), y—n+%, n=0,%1,+£2, ..
1 .
bulwf) = e [zmﬂ C (G Dn) = O (F.6)

Logo, qualquer medida do momento de um sistema dependeré da fase 6.
Agora, vamos analisar as extensoes auto-adjuntas do Hamiltoniano H = —D? no

espago de Hilbert L?(a,b). Os indices de deficiéncia sao obtidos a partir da equagio

—D?*¢(z) = +ikio(x), ko > 0, (F.7)
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com
qbi = aiek” + bie_kiw, k)i = —k?o. (F8)

Para uma particula que se move em uma dimensao sobre o eixo real, existe apenas
uma extensao auto-adjunta do Hamiltoniano. Agora, vamos considerar uma particula

livre em frente a uma parede infinita em x < 0. No espago de Hilbert, as solugoes da

Eq.(F.7) sao dadas por

by = bie*kox/ﬁeiikom/ﬁ’ (Fg)

Neste caso, temos infinitas extensdes auto-adjuntas parametrizadas por U(1). As

correspondentes condicdes de fronteira sio dadas da forma
(¢'(0) = ip(0)) = €™ (¢'(0) +1i¢(0)), a € [0, 27], (F.10)

ou ainda [5|
#(0) = A¢'(0), A= —tan (%) . AeRU{oo}. (F.11)

Agora, vamos analisar o espectro de energia de uma particula confinada na regiao
x > 0. Quando a energia da particula é positiva, podemos calcular o coeficiente de
repulsao da barreira infinita, considerando a funcao de onda

h2 k2
- 2m

¢(r) = Ae™™ + B E : k> 0. (F.12)

Definindo a amplitude e a probabilidade de reflexao, respectivamente, na forma
R(k) = [r(k)[? (F.13)

e impondo as condigbes de contorno Eq.(F.11)), obtemos R = 1. Neste caso, a onda é

completamente refletida. Isto nao acontece quando temos estados ligados com energia

ﬁ2p2
E = o p>0, () = Ae " (F.14)
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Da Eq.(F.11)) temos que (14 Ap)A = 0, ou seja, existe um estado ligado com p = —1/\

apenas para A < 0 com energia e fungao de onda

E=— i A<0 o(z) = 2 o=l (F.15)
= o ) r)= |)\|e . .

Para A > 0 ou A = oo deve existir mais extensoes possiveis [11], 12, [13].
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