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Resumo

Neste trabalho estudamos a convergéncia em Informacao de Fisher Relativa, de uma sequéncia
de somas estabilizadas de variaveis aleatérias i.i.d. para uma variavel aleatéria estavel nao-

extremal, sob a hipétese de convergéncia em distribuicao.

Palavras-chave: Informacao de Fisher, Distribuicao Estavel, Teoremas de Limites e Con-

vergéencia em Distribuigao.



Abstract

In this work, we studied the convergence to a non-extremal stable variable in Relative Fisher
Information for stabilized sums of i.i.d. random variables, under the hypothesis of convergence

in distribution.

Key-words: Fisher Information, Stable Law, Limit Theorems and Distribution Convergence.
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Introducao

O estudo de uma grande variedade de modelos tedricos e aplicados, encontrados na literatura,

basei-se no comportamento assintético de sequéncias de somas estabilizadas do tipo

X i+ X+ + X,

Zn
bn

—ap, n>1, (1)

onde X,,, n > 1, sdo varidveis aleatérias (v.a.’s) independentes e identicamente distribuidas
(ii.d.), com funcao de distribuicao F' e {a,},>; e {bn},>, 530 sequéncias de constantes reais,
com b, > 0.

Um dos principais teoremas da Teoria Cléassica da Probabilidade, o Teorema do Limite

Central (Bésico) estabelece que: sob a condigao EX? < +o0o, com VarX; > 0, e considerando
EX,

vnVarX, ¢

padrao, ou seja,

an = b, = v/nVarX, temos a convergéncia fraca de Z, a distribuicao Normal

Z, 2 7, (2)

com Z 2 N (0,1), que é uma distribuicao a—estavel com o = 2. Aqui, 2. indica convergencia
em distribuicao e 2 indica igualdade em distribuigao .

Sem a hipétese da finitude do segundo momento é conhecido que as possiveis distribuigoes
limites de Z sao as distribuigoes a—estaveis, com 0 < a < 2, entre as quais incluem-se as
distribuigoes de Cauchy (o = 1) e a distribuicao de Levy (o = 1/2). Neste caso, diz-se que a
funcao de distribuicao F' pertence ao dominio de atracao da distribuicao a—estavel Z quando
Zn 2.7 Assim, as distribuicoes a—estaveis caracterizam-se como limites em distribuicao de
somas estabilizadas de v.a.’s i.i.d. e sao utilizadas na modelagem de fenomenos aplicados nas
mais diversas areas, tais como economia, finangas, atuaria, entre outras.

Generalizagoes do Teorema do Limite Central Basico (no caso i.i.d.) para distribui¢oes
limites a-estéveis tém sido amplamente investigadas na literatura (vide, por exemplo, [14]

- (. : b . .
e [27]). Uma condi¢do necessaria e suficiente para que Z, — Z, onde Z ¢é a-estavel com



0 < a < 2, é que a funcao de distribuicao F' possua cauda a direita e a esquerda de variacao

regular, com o mesmo indice caudal «, ou seja,
F(—z)~[co+o(1)]z “L(x) e 1—F(x)~[c1+o0(l)]z"*L(z), quando x — 400, (3)

onde ¢g > 0 e ¢; > 0 sdo constantes apropriadas e L(x) é uma fungao lentamente variante no
infinito, no sentido de Karamata. Neste caso, b, = n'/*h(n), onde h é uma funcio lentamente
variante dada por h(x) = (1 + o(1))L(z), quando x — oo. Assim, as distribuiges a-estdveis
com 0 < o < 2 sao distribuigoes de cauda pesada. O caso o = 2 refere-se a distribui¢ao Normal,
que tem cauda leve.

Devido as iniimeras aplicagoes de teoremas de limites desta natureza, uma questao de inte-
resse na literatura é se esta convergéncia fraca em (2) implica em convergéncia em um sentido
mais forte para a mesma v.a. Z.

Neste trabalho, estamos interessados na convergencia relativa a “distancia” de Informacao
de Fisher ou também chamada Informacao de Fisher Relativa, que é usada como “medida” de
discrepancia entre duas distribuigoes.

O conceito de Informacao de Fisher foi introduzido por Fisher em 1925 no contexto de
estimagao de parametros e estd fortemente relacionado com o conceito de entropia relativa (ou
divergéncia de Kullback-Leibler). Neste contexto, e fazendo uso dos principios da Teoria da
Informagao, podemos dizer que a Informacao de Fisher é uma medida de discrepancia local,
que nos fornece a quantidade de “informacao” fornecida pelo parametro de interesse de uma
dada distribuicao.

Num contexto geral, para X e Y v.a.’s absolutamente continuas com densidades dife-

renciaveis p e ¢, respectivamente, a Informacao de Fisher Relativa é definida por

HX|v) = 16l = [ (M - M) p(a)d, (4)

ou equivalentemente,

I(X[]Y) =E (px(X) — PX(Y))27
P (z)

onde px(x) = (para x tal que p(x) # 0) é chamada fungao escore.

p()

oSob as hipéteses do Teorema do Limite Central, no caso i.i.d. com EX? < 400, onde

temos Z, — Z, com Z = N(0,1), Barron e Johnson [3] mostram que I(Z,||Z) — 0 se, e



somente se, I(Z,,) < 4+oo para algum ny > 1. Aqui, /(Y) indica a Informagao de Fisher da

v.a. Y definida por

= [ [p'(‘c)rpu)dx, 5)

—00

onde p é a densidade de Y, com derivada p'.
Comparando com outros tipos de convergéncia, a convergéncia a uma distribuicao normal
na distancia de Informacao de Fisher é uma propriedade mais forte do que em variacao total e

do que em entropia relativa. Isto pode ser observado pelas conhecidas desigualdades

0.2

1
T 12,11 2) > D2, | 2) 2 5w — vli3y

validas se EX, = EZ e VarX, = VarZ = o2, onde p, indica a densidade de Z,, ¢ ¢é a

densidade Normal de Z, D(Z,||Z) denota a entropia relativa dada por

D(Z, | 2) = /ln m((;)} po(@)da

e |lpn — ¥|lpy € a distancia induzida pela norma da variagao total entre Z, e Z. Em [14]
podemos encontrar relagoes da Informagao de Fisher com outros modos de convergéncia em
situacoes mais gerais.

Nosso interesse neste trabalho é a extensao do resultado de Barron e Johnson para o caso
em que Z tem distribuicao a-estavel nao-extremal, ou seja, quando o = 2 ou quando 0 < o < 2
e —1 < f <1, sendo § o parametro de simetria. Esta extensao foi obtida em 2014 por Bobkov
Chistyakov e Gotze [6] e é referéncia principal deste trabalho.

Assim, no Capitulo 1 apresentamos os conceitos e resultados preliminares sobre funcgoes de
variacao lenta; convolucao de fungoes, funcoes de variacao limitada, distribuicoes estaveis e
teoremas de limites relacionados.

O Capitulo 2 ¢é dedicado ao estudo do conceito e das propriedades da Informacao de Fisher.
Iniciamos com uma motivacao do conceito inserido no contexto da Teoria de Informacao e
uma descricao de propriedades gerais da Informagao de Fisher. Em seguida, apresentamos
propriedades especificas da Informacao de Fisher relativas as funcoes de variacao limitada e a
convolucao de densidades.

Finalmente, no Capitulo 3 estudamos o teorema principal de Bobkov Chistyakov e Gotze [6]

D ’ . ~ ’ A .
o qual estabelece que: se Z,, — Z, onde Z é a- estavel nao-extremal e Z,,, n > 1, é a sequéncia



de somas estabilizadas em (1), com X, Xs,... i.i.d. com densidade absolutamente continua,
entdo [(Z,||Z) — 0 se, e somente se, I(Z,) < +oo para algum n. Uma breve justificativa

para a exclusao do caso extremal |3 = 1 é apresentada no final do capitulo.
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Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar os resultados que dao suporte a teoria desenvolvida nos
segundo e terceiro capitulos.

Na Secao 1.1 apresentamos a definicao e alguns teoremas importantes das funcgoes de variagao
lenta, entre eles o Teorema de Representacao e o Teorema de Convergéncia Uniforme. O estudo
das fungoes de variagao lenta é importante para nosso trabalho, pois com esta teoria podemos
caracterizar os dominios de atracao das distribuicoes estaveis.

Na Sec¢ao 1.2 apresentamos algumas propriedades das convolugoes de fungoes definidas em
R e uma féormula andloga ao binomio de Newton, chamada decomposi¢ao binomial para con-
volugoes de funcgoes, e obtemos a forma da funcao caracteristica para a convolucao de duas
funcoes de densidade. Ao final da secao provamos uma desigualdade relacionada a variacao
total da n—ésima convolucao de densidades absolutamente continuas.

A Segao 1.3 é dedicada ao estudo das distribuicoes estaveis, conceito chave neste traba-
lho. Apresentamos algumas propriedades importantes dessas distribuicoes, a representacao da
funcao caracteristica de uma lei estavel, a definicao de leis estaveis nao-extremais e finalizamos
com uma generalizacao do Teorema do Limite Central.

Na dltima se¢ao apresentamos resultados sobre limites uniformes de densidades e das de-
rivadas de densidades de sequéncias de somas estabilizadas convergindo em distribuicao para
uma lei estavel.

As referéncias basicas deste capitulo sao [13], [19], [22] e [27].



1.1 Funcoes de Variacao Lenta
h(z)

Usaremos a notagao h(z) ~ g(z) quando x — a para indicar lim ——= = 1.
a=a g()

Defini¢ao 1.1.1. Seja h : [0,+00) — R*. Dizemos que h € de variagao lenta, se para todo

t>0
. h(tz)
xh_{rolo h() =1 (1.1)

Defini¢ao 1.1.2. Uma funcgio g : [0,400) — R € dita de varia¢ao reqular de indice «, se
para todo t > 0
t
i 90%)
=00 g(x)

- (1.2)

Claramente (1.2) é equivalente a escrever g(x) = x*h(x), onde h(z) é uma funcao de varia¢ao
lenta.

Agora vamos apresentar dois teoremas bésicos da teoria das funcoes de variacao lenta,
dos quais seguem a maioria das propriedades destas funcoes. A prova dos teoremas pode ser

encontrada em [22].

Teorema 1.1.3 (Teorema da Convergéncia Uniforme). Se h é uma fun¢do de variacao lenta,

entao para qualquer intervalo fechado |a,b], 0 < a < b < 0,

lim ilta)
5 h(@)

= 1 uniformemente para todo t € [a.b].

Teorema 1.1.4 (Teorema de Representacao de Karamata). Uma fung¢ao h € de variagao lenta

se, e somente se, pode ser representada na forma

para algum xy > 0, onde c(x) € mensurdvel em [z, 00),

lim ¢(z) = ¢ #0,

T—r00

lim w(z) = 0.
Tr—00



Corolario 1.1.5. Se h € de variagao lenta, entao para todo o > 0 temos

lim z%h(z) = oo
Tr—00

lim ™ %h(z) = 0.

T—r00

Teorema 1.1.6. Seja h uma fungdo de variagao lenta em [xg,00), para algum xo > 0. Se f €

uma fungao real tal que para 0 < a < 0o e algum n > 0, a integral

o0

[t

07

existe entao a integral
/f(x)h(ta:)da:

existe e

/f(x)h(t:c)dx ~ h(t)/f(x)dx, quando t — 0.

Ao longo deste trabalho, além das funcoes de variacao lenta vamos utilizar sequéncias de

variacao lenta, o qual definimos a seguir.

Definigao 1.1.7. Seja {h(n)}, oy uma sequéncia de niimeros reais positivos, dizemos que h(n)
¢ de variacao lenta se para qualquer inteiro positivo k,

lim hlkn)

=1.
n—o0 h(n)

1.2 Convolucoes de Funcoes e Funcoes de Variacao Li-
mitada

Definicao 1.2.1. Sejam f e g fungoes reais dadas. A convolucao de f e g é representada por

f *g e é definida pela integral
(fxg)(x) = / f)g(x —y)dy para x € R.

As seguintes propriedades das convolugoes seguem diretamente da definigao.

8



Propriedades

(a) f*g=g*f (Comutatividade)

(b) f*(g*h) = (f *g)*h ( Associatividade)

(c) f*(g+h)=(fx*g)+ (f=*h) (Distributividade)

(d) c(f*g) = (cf xg) = f=(cg) parac €R.

() %( frg) = (% f) hg = f (d%g) (Regra da Diferenciaco)

Observacao 1.2.2. Podemos ver que se X eY sao v.a.’s independentes com funcgoes de dis-
tribuicao Fy e Iy respectivamente, entdo Z = X +Y tem funcdo de distribuicao F3 = Iy x Fy,
isto €,

Fy(z) = / " Fi(e - y)dBa(y).

—00

Além disso, se f1, fo e f3 sdo as densidades de X,Y e Z respectivamente, entao

fe) = fi < fole) = [ " A — 9 faly)dy.

Proposicao 1.2.3. (Decomposi¢ao Binomial para Convolugoes) Sejam f e g fungdes reais.

Entao
nk n * n—k)*
k=0
onde h™ indica a convolucdo de h n vezes, isto é, h** = h, h** = hx h e para n > 2,

R = R x
Demonstrag¢ao. Claramente (1.4) é valida para n = 1. Das propriedades das convolugoes, para
n =2,
(f+9)" =(F+9) x(f+9) =" +2(f*9) + g™
Agora, suponhamos que (1.4) é valida para n — 1 e mostremos que também vale para n. De

fato, da hipotese de indugao e das propriedades de associatividade e distributividade segue

(f+o™ =+ (f+g)



Desta proposi¢ao podemos obter uma caracterizacao da funcao caracteristica associada a

convolucao de duas densidades de probabilidade, que apresentamos a seguir.

Corolario 1.2.4. Se p e q sao densidades de probabilidade com funcoes caracteristicas asso-

ciadas f e g respectivamente, entio f*¢" %, k=1,...,n, é a funcdo caracteristica associada a

kx

(n—k)x*

Demonstragdo. Denotemos por f* a funcdo caracteristica de p** x ¢ . Usando o Teorema

de Fubbini obtemos,

£4(t) :_7 PP 5 R (1) d
:_7 Gt _7 P (y)g ™M (2 — y)dy- dr
:_7 P (y) _7 e gk (g — y)da; dy, para z=1x —y
- . 70 e"p™ (y)dy . 7 g (2)dz

= fH(t)g" ().

]

Uma propriedade importante para o desenvolvimento dos capitulos seguintes diz respeito
a variacao total da n—ésima convolucao de densidades absolutamente continuas, que sera de-
mostrada na Proposicao 1.2.8. Para isso, apresentamos inicialmente conceitos e propriedades

de funcgoes de variagao limitada e variacao total.

Definicao 1.2.5. Seja f : I = R, I = [a,b]. A variagao de f sobre I, denotada por || f|;y, €
dada pela quantidade

1y = sup Y 1 (i) = flan)l (1.5)

k=1

10



onde o supremo € tomado sobre toda particio P = {a = xy < x1 < --- < x,, = b} do intervalo
I. Se || fllq < oo dizemos que f € de variagao limitada e definimos o nimero || f||;, como a
variacao total de f em I.

Se f nao é de variagdo limitada, escrevemos, || f|,, = oo.

Teorema 1.2.6. Suponhamos que f e [’ sao fungoes continuas no intervalo I = |a,b]. Entao

f € de variacao limitada em I e

b
1l = / ) d.

Demonstragao. Ver [18], pag.313. ]

De maneira analoga podemos definir variacao total de uma funcao f : R — R, isto é,

Definicao 1.2.7. Uma funcgao f: R — R € de variagao limitada se

o
1l =sup > [f(xe) = flana)] < oo, (1.6)
k=—0o0
onde o supremo é tomado sobre todas as sequéncias ., .,.,Tx_1, Tk, Tkil, -, -, LA que T — £00

quando k — xoo. Como acima, a quantidade | f||; € chamada variagdo total de f em R.

Agora, vamos demonstrar uma desigualdade que é outra consequéncia das propriedades das

convolugoes e do Teorema de Fubbini.

Proposicao 1.2.8. Se p ¢ uma densidade absolutamente continua com derivada p' continua,
entao

" Ny < Mpllgy, para n=1,2,3.... (1.7)

Demonstracao. Paran = 2, das regras de diferenciacao de convolucoes e do Teorema de Fubbini

segue

11



o0

e = [ 167 @lde

—00

< / / P W)lp( — y)ldz dy
- / 17 ()ldy / 1p(2)|dz
< HpHTV'

Fazendo indugao sobre n, suponhamos que (1.7) é valida para n— 1, entao repetindo os mesmos

argumentos anteriores segue

o / (0™ (2)|de
//\ Y () ple — )l dy

Z/I("1 y)ldy /Ip )\dz
g
< lIpll -
Logo, (1.7) é vélida para todo n € N. O

12



1.3 Distribuicoes Estaveis e Teorema do Limite Central
Generalizado

Nesta secao apresentamos uma sintese dos conceitos e principais propriedades de distribuigoes

estaveis. Para maiores detalhes vide [13], [19] e [27].

Definicao 1.3.1. Dizemos que uma v.a X seque uma lei estavel, se para cada inteiron > 2 e
X1, X, ..., X, v.a’s independentes com a mesma distribuicao de X, existem constantes c, > 0
e d, tais que

Zn=X14+Xo+ -+ Xp 2 X +d, (1.8)

D . . T ‘ .
onde = significa iqualdade em distribuicao, ou equivalentemente, em termos da func¢ao carac-

teristica f de X,

[F@]" = e f(eat). (1.9)
Se X é estavel, é possivel mostrar que existem constantes 0 < « < 2,0 >0, |f|<lepeR
tais que
_ nl/a
wn—n’", sea#1
c,=n'"" e d,= ( )

n
208—1logn, sea=1.
s
No caso a > 1, é possivel tomar p = EX.
Os seguintes exemplos mostram quatro casos de distribuicoes estaveis onde as suas densi-

dades ou funcoes de probabilidade podem-se escrever por meio de funcoes elementares.

Exemplo 1. Caso Degenerado, isto é, P(X = u) = 1. Sabemos que a fun¢do caracteristica de

X € f(t) = ™. Logo, [f(t)]" = ™1 = f(nt). Assim, X € estdvel com ¢, =n e d, = 0.

Exemplo 2. Distribuicio Normal. Seja X 2 N(p,0?), entao a funcao caracteristica de X é
2 2

dada por f(t) = exp {it,u — tTU} Logo, [f()]" = exp {i(un — pu\/n)t} f(\/nt). Portanto, X

12 ¢ d, = p(n —nl/?).

¢ estavel com ¢, = n

Exemplo 3. DZStT’Lb’U,ZQdO OGUChy. X = CCLUChy(CL, b) ou seja, X com densidade
i r € R. e func¢do caracteristica / exp ta .

Logo, [f(t)]" = f(nt). Assim, X € estdvel com ¢, =n e d, = 0.

13



Exemplo 4. Distribuicao Lévy. Seja X 2 Lévy(y,0) entdo X tem densidade

p(x) = \/;(m_—lé)g/zexp{—ﬁ}, x>0,

e fungdo caracteristica f(t) = exp {ity — V=2itd} . Logo, [f(t)]" = expit(yn —yn?)f(n’t) e

portanto X € estdvel com ¢, =n? e d,, = v(n — n?).

Vamos nos reportar a v.a.’s estaveis apenas para o caso nao-degenerado.

E conhecido que, com excecao das leis estaveis Normal, Cauchy e Levy, nao temos expressoes
em termos de fungoes elementares para as densidades das distribuigoes estaveis (ndo degenera-
das), o que temos é uma representacao para suas correspondentes fungoes caracteristicas, como

mostra o teorema a seguir.

Teorema 1.3.2. Uma v.a. X nao-degenerada € estdvel, com parametros «, o, 3, 1, se, e so-

mente se, sua funcdao caracteristica f tem a forma

£(t) = exp {int — o°|t]° [1 + iBsign(B)uw(t, a)]} (1.10)
onde ) <a<2, —-1<p<1l,ueR, o>0ce

tan E, sea #1

w(t,a) = 2

—loglt|, sea=1.
m

Observacao 1.3.3.

(a) Por (1.10) temos que os parametros «, o, 8 e pu caracterizam completamente a distribuicdo

de X. Assim, costuma-se representar uma v.a. estavel X por
)
X = Sa(aa 67 N)
e denominar X como v.a. a—estdvel.

(b) O parametro o é chamado indice de estabilidade e carateriza a taza de decrescimento da

cauda da lei estdvel X.

O numero 8 € chamado parametro de simetria. Quando [ = 0, as distribuicoes estdveis

sdo simétricas, como é o caso de uma v.a com distribuicao N'(u,a?) ou com distribuicdo

Cauchy (7, 9).

O numero o € o parametro escala e p o de locagdo. Quando o =1 e =0 dizemos que X

€ a—estavel padrao.
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(c) De (1.10) seque que |f(t)| = e~", com ¢ = 0, e que f ¢ integrdvel. Logo, pela Férmula

de Inversao, temos que a densidade v de X € dada por

W) = 5- / e f (1) dt.

—00

Podemos mostrar que as densidades a— estdveis sao continuas e infinitamente diferencidaveis.

(Vide por exemplo [19]). Além disso, seque que

jye’

[ ®) (2)] < / It|5| f(t)|dt = Mc—<’f+l>a, k=1,2,3,..

ou seja, tanto a densidade 1 como suas derivadas estao limitadas uniformemente em .

(d) As densidades a—estdveis sao unimodais. (Vide por exemplo, Teorema 2.5.3 em [13] ou
[27]).

(e) Se 0 < a <1, entio f nao € diferencidvel emt =0 e E(|X]|) = 00. No caso 1 < a <2, f
¢ diferencidvel em t = 0 apenas uma vez e assim E(|X]) < oo, mas E(X?) = co. Somente
para o = 2, ou seja, quando X seque uma distribuicao normal, temos esperanca e variancia

finitas.

(f) Pode-se mostrar que EX°® < 0o para todo 0 < § < « (vide por exemplo [10], pdg 215.)

No caso a—estavel, com 0 < a < 2, embora nao existam formas explicitas para densidades
estaveis gerais, sao conhecidas varias propriedades de suas densidades. Dentre elas destacamos,
na proposicao a seguir, a aproximacao assintotica quando  — +o00 e quando z — —oo por leis

de poténcia com caudas pesadas, ou seja, regularmente variantes.
Proposicao 1.3.4. Seja X 2 Sal(o,8,1), 0 < a <2 com densidade 1. Entao
(a) para —1 < B <1, temos

P(X > )~ Coz™® quando x — 400

e
Y(z) ~ Crz~ @) quando z — +oo
r
onde Cy = 0%4(1+ ), C; = aCy e ¢, = sin (E) ﬂ,
2 m
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(b) para —1 < B < 1, temos

P(X < —z) ~ Doz~ quando x — —00

Y(x) ~ Dilz|~@ quando x — —o0
onde Dy = 0%, (1 — ), e D1 = aDy.

Observe que para 0 < a < 2 e —1 < 8 < 1 ambas as caudas da densidade, quando x — 400

e r — —oo, podem ser aproximadas por leis de poténcia, ou seja,
P(x) ~ Crz~ @) quando = — +oo e ¥(x) ~ Dy|z|~ ") quando z — —oo. (1.11)

Estas densidades, juntamente com a densidade normal, sao chamadas de nao-extremais como

definimos a seguir.

Definicao 1.3.5. Uma v.a. X a—estdvel é chamada nao-extremal se X seque uma distribuicao

normal, ou se 0 < a<2e—-1<f<1em (1.10).

Observacao 1.3.6. Se X ¢ a—estdvel nao-extremal, com 0 < a < 2, como toda densidade
estdvel € unimodal, seque de (1.11) que a densidade 1 de X € positiva em toda a reta real (isto

é, supp(v) = R). Além disso, é possivel mostrar que

()] 1

o) ~ Tl quando |x| — 400 (1.12)
e que existe uma constante C' > 0 tal que

V(@

‘lﬁ((x))’ < T+ o] para v € R. (1.13)

Uma outra forma de caracterizar distribuigcoes estaveis é como a distribuicao limite de somas

estabilizadas.

Definicao 1.3.7. Uma sequéncia de v.a.’s dada por:

Zn:%—an,nZL

onde a, € R, b, >0¢e S, = X1+ -+ X, com X1,Xs,... v.a.’s i.i.d., € chamada uma

sequéncia de somas estabilizadas.
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Teorema 1.3.8. Um v.a. Z € estdvel se, e somente se, existe uma sequéncia de somas estabi-
lizadas que converge em distribuicao para Z. Neste caso, se Z € nao-degenerada, a sequéncia
{b,} de niimeros reais ¢ dada por b, = n'/*h(n), 0 < a <2, onde h é uma fungdio de variacdo

lenta no sentido de Karamata.

Uma questao natural é: se X7, X5,... sdo v.a.’s i.i.d. com funcao de distribuicao F', sob
quais condicoes existem sequéncias {a,} e {b,}, com b, > 0, para as quais a sequéncia de
somas estabilizadas {Z,} converge em distribui¢ao para uma distribuicao nao-degenerada e
qual seria esta distribui¢ao limite?

Em outras palavras, deseja-se obter condigoes para as quais uma func¢ao de distribuicao F'
esteja no dominio de atragao de uma funcao de distribuicao nao-degenerada, conforme definimos

a seguir.

Definicao 1.3.9. Seja F' a funcao de distribuicao de v.a.’s i.i.d. Xy, Xo, X3, .... Dizemos que F
pertence ao dominio de atragcao de uma funcao de distribuicdo nao-degenerada G, se existem

sequéncias de constantes {an} e {b,}, com b, > 0 tais que a sequéncia de somas estabilizadas

{Z.},

X+ X4+ X,
bn

Ln — Qp, > 1,

converge fracamente para G. Ou seja,
D
Ln — 7, (1.14)

onde Z € uma v.a. com f.d G.

D A e
Aqui — indica a convergéncia em distribuicdo, isto €,

Zy 25 7 se, e somente se, P(Z,<zxz) — G(x) = P(Z <x), VrelCQ),

n—o0

onde C(G) denota o conjunto de pontos de continuidade de G.

Note que, (1.14) é equivalente a

lim F™(b,z + ayb,) = G(z), Vx € C(G),

n—oo

onde F™ = F' % --- % F, a n-ésima convolucao de F', é a funcao de distribuicao de .S,,.
Se EX? < oo, a resposta & pergunta inicial é dada por um dos resultados mais importantes

da Teoria da Probabilidade, o Teorema do Limite Central, onde se mostra que para
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ES, .. e~ . ,
ap = ———— ¢ b, = /VarS, o limite segue uma distribuicao Normal, ou seja, se F' é uma

VvVVars, ¢

funcao de distribui¢ao com segundo momento finito, entao F' estda no dominio de atragao de

uma distribuicao Normal.
Generalizagoes do Teorema do Limite Central sao apresentadas a seguir.

Primeiramente, apresentamos condigoes necessarias e suficientes para que uma funcao de

distribuicao F' pertenca ao dominio de atragao de uma distribuicao a—estavel.

Teorema 1.3.10. Uma funcdao de distribuicao F pertence ao dominio de atracdo de uma

distribuicao a—estdavel se, e somente se,

F(z) ~ Co(j'—;)(al)L(_x) quando T — —o0 (1.15)
1 —F(z) ~ %S(I)L(x) quando x — o0, (1.16)

onde L € uma funcao lentamente variante no sentido de Karamata, para certas constantes

co>0ecy >0.

Teorema 1.3.11 (Teorema do Limite Central Generalizado). Sejam X1, X, ... v.a.’s i.i.d. com

funcao de distribuicio F satisfazendo

1—F(z)~cx™, quando x — o0,
(1.17)
F(z) ~d|x|™, quando = — —o0,

onde v > 0. Entao F pertence ao dominio de atragao de uma distribuicao a—estavel padrao,
com parametros
v ose <2 c—d

o= e fB= .
2 se y>2, c+d

Neste caso, as sequéncias normalizantes {a,} e {b,} sao escolhidas de acordo com a tabela

a Sequir:
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y o | a, by,

0<y<1|7y]0 [7(c+ d)]'/* [2T'(c) sin(am/2)]~H* n/e
v = v | Ble+d)nlnn | (7/2)(c+ d)n

1<y<2|v|nEX) [7(c+ d)]"/* [2T'(a) sin(am/2)] " nt/e
y = 2 | nE(X) (c+ d)/? [nlnn]"?

v > 2 2 | nE(X) [(1/2)VarX]"? nt/2

Tabela 1.1: Forma dos coeficientes a,, € b,,.

Finalizamos esta secao com um teorema que garante que: para que uma funcao de distri-
buicao F' esteja no dominio de atracao de uma distribuicao a—estavel é necessario e suficiente
que a respectiva funcao caracteristica f; associada a F' seja regularmente variante perto da

origem.

Teorema 1.3.12. Seja Z = S, (0, 5, 1) uma v.a a—estdvel com fun¢ao caracteristica dada por
(1.10). Uma condigdo necessdria e suficiente para que uma funcao de distribuicao F esteja
no dominio de atracao de Z, ou seja, que Z, 2, Z, onde {Z,} é uma sequéncia de somas
estabilizadas associadas a F', € que sua respectiva fun¢ao caracteristica fi(t) satisfaca parat na

vizinhanc¢a da origem

f1(t) = exp {ipt — c|t|*h(|t| ") [1 + iBsign(t)w(t, )]} (1.18)

onde ¢ = c® >0, «, B, u, o, w(t,a) como no Teorema 1.3.2 e¢ h(x) € uma fun¢do lentamente

variante quando r — oo tal que

lim M0n) _ (1.19)
nooo b2 '
A demonstracao do teorema anterior é dada em detalhes em [13] (Teorema 2.6.5.). Note

que de (1.18) segue que numa vizinhanga da origem

0] =exp {—elein ()}

No caso especial, quando 0 < o < 2, da prova do teorema pode-se concluir que a fungao L(x),
aparecendo nas relagoes assintdticas (1.15) e (1.16) do Teorema 1.3.10, e a fungao h(x) estao
relacionadas por

h(z) = (1+0(1)) L(z), quando z — oo,
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onde o(1) — 0 quando z — oo. Assim de (1.15), (1.16) e (1.19) segue que
1— F(b,) + F(=b,) ~ € quando n — o0.
n
Logo, temos o seguinte resultado para o caso 0 < o < 2.

Corolario 1.3.13. Se 7, 2, Z, onde Z = S,(0, B, ), com 0 < o < 2, entdo

()] = exp { —c|t|*h(|t| ")}, (1.20)

onde ¢ > 0 e h(zx) € uma funcao lentamente variante quando r — +oo satisfazendo (1.19).
Mais ainda,

P(X1| > by) =1 — F(by) + F(—by) ~ &

- (1.21)

Note que: se E(X?) < co, podemos tomar h(x) = 1 e, neste caso, b, ~ y/n, mas

P{IXq]>b,} =0 (l> ,

n

Isto mostra que (1.21) nao é verdade para o = 2.

1.4 Distribuicoes Estaveis e Teoremas de Limites Uni-
formes

Nesta secao apresentamos teoremas de limites uniformes para a sequéncia de densidades e
das derivadas das densidades de somas estabilizadas convergindo em distribuicao para uma lei
estavel.

Para isso, seja Z uma v.a. a—estavel com densidade () e considere a sequéncia de somas

estabilizadas

onde Xi, Xo,... sdo v.a’s i.id. e {a,} e {b,}, com b, > 0, sdo sequéncias de constantes
apropriadamente escolhidas tais que Z, 2.7

Denotemos para cada n > 1 a densidade e a funcao caracteristica de Z,, por p,(z) e f.(t),
respectivamente. Em particular, pi(z) e fi(t) sdo, respectivamente, a densidade e a funcao
caracteristica de X; = Z;.

O primeiro resultado apresenta condigoes suficientes para o limite uniforme de p,, a 1.
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Proposicao 1.4.1. Suponhamos que Z, 2, Z, onde Z € uma v.a. a—estdvel. Se para algum

v>0

+00
/ |f1(t)]7dt < o0, (1.22)
entdo para todo n grande o suficiente, p, € limitada e continua. Além disso,

lim sup |p,(z) —¢(z)| = 0. (1.23)

n—+o00 4

Demonstragao. Ver [13], pag.126. O

Notemos que da condigao (1.22), podemos obter que para todo n > v, a fungao caracteristica
fn € integravel. Logo, as densidades para n > v sao dadas pela féormula de inversao

+oo
pu(z) = % / e~ (1)t

—00
Utilizando as mesmas ideias da demonstracao da Proposicao 1.4.1, Bobkov, Chistyakov e Gotze
obtiverem em [7] um resultado semelhante para o limite uniforme das sequéncias de derivadas

Pl () que apresentamos a seguir e que serd ttil para o desenvolvimento do Capitulo 3.

Proposicao 1.4.2. Suponhamos que Z, 2 Z, onde Z € uma v.a. a—estdavel . Se para algum

v>0

+o00
[ 1o < . (120

entdo para todo n grande o suficiente, p, € continuamente diferencidvel e sua derivada p), €

limitada . Além disso,

lim sup |p) (z) —¢'(x)| = 0. (1.25)

n—+o00 4

Demonstracao. Do comentéario apds a proposicao anterior, temos que para todo n > v

+o0o
1

pn(T) = o / e " (t)dt, (1.26)

e da condigao (1.24), obtemos que para todo n > v, a fungao tf,(t) é integravel. Assim,
podemos diferenciar (1.26) e obter uma representacao similar para p/,, isto é,

+oo

Pi) = 5 [ (cite s e (1.2

—00

21



Consequentemente, das propriedades da Transformada de Fourier segue que, para n suficiente-

mente grande, p,, é continuamente diferenciavel e sua derivada p), é limitada.

Agora, de (1.27) podemos escrever
1
P(o) = (@) = 5 [ (e (o) - £0) de

—00

Nosso objetivo ¢ limitar esta integral com expressoes que tendam para zero. Para isso,
vamos dividi-la em 3 partes: Ly, Lo, L3, correspondendo as integrais sobre as regioes [t| < Ty,
n

T, < |t| < T, e |t| > T,, respectivamente, onde (7,),-, e (1},),>, sao sequéncias de nimeros

reais positivos que convergem para infinito suficientemente lento.

Primeiramente, consideremos o caso quando |t| < T,,. Pela hipdtese da convergéncia fraca,
temos que f,(t) — f(t) uniformemente sobre todo intervalo limitado. Assim,
0, = sup |fn(t) — f(t)] = 0 quando n — +oc.
[t|<Tn

Logo,

Li=| [ e (o - o) < [ 150 - f0]d <82

t<Ty [t|<T%

e temos que L; — 0 quando n — 400, como queriamos.

Consideremos o caso T,, < [t| < T). Do Coroldrio 1.3.13 segue que dado 0 < § < a,
existem numeros positivos ¢(d) e €, que ndo dependem de n, tal que para |t| < €b,, a funcao

caracteristica f,, admite a cota

| fult)] < €O, (1.28)

De forma andloga, usando a representagao (1.10) obtemos a mesma cota para f. Entao,

tomando T = eb,, n € N, temos
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L] = / (—it)e™ (fu(t) — £(1)) dt

n<ltl<T,

< / ()] + 1)) dt

T <[t|<T},

<2 / |t~ <O gt

Tn<[t|<T},

<2 / |t|e <@ g,

[t]>Tn
Logo, Ly — 0 quando n — +o0 pois lim 7, = oo.
n—oo
Finalmente, seja ¢ = supys,|fi(t)]. De (1.24) temos que tlim |f1(6)]"|t] = 0, e assim |,
- —00

tlim fi(t) =0 e ¢ < 1. Consequentemente, lembrando que 7, = €b,,, para todo n > v, segue
—00

[ s = [ e (5 (bi))

[t|>T7, [t|>T7,
2 / 1 ()|t

IE

dt

— / 1A ()| fu(t) e

[t|=e

<1 / e | fu(0)dt

[t]>e

T7{L2 n—v 1%
S /|t|]f1(t)| dt.

[t|>e
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Notemos que a tultima integral tende a zero quando n — oco. Por outro lado,

Ly = / (—it)e™™ (fu(t) — £(1)) dt

1>,

< / H1£a(t) — F(8)]dt

t=T;,
< [ tsides [ sl
tI=T7, [t =77,

e dado que estas duas ultimas integrais tendem para zero, obtemos, L3 — 0 quando n — oo.

Isso completa a prova do resultado. O
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Capitulo 2

Informacao de Fisher

Neste capitulo apresentamos os conceitos e propriedades relacionadas a Informacao de Fisher
que serao fundamentais para o desenvolvimento do préximo capitulo.

Iniciamos, na Se¢ao 2.1, com um breve historico e uma breve discussao sobre os principios
basicos da Teoria da Informacao e que servem de motivacao para a definicao da Informacao de
Fisher de uma variavel aleatéria absolutamente continua a ser utilizada no restante do trabalho.

Na Secao 2.2, introduzimos os conceitos de Informacao de Fisher e de Informacao de Fisher
Relativa (ou distancia de Informagao de Fisher) e suas propriedades bésicas gerais.

Relagoes entre a Informagao de Fisher e a norma da variacao sao apresentadas na Secao 2.3.

Na Secao 2.4 apresentamos os resultados de Bobkov, Chistyakov e Gotze [6] relativos a
Informagao de Fisher de densidades que podem ser representadas como convolucao de duas
densidades com Informacao de Fisher finita e que serao tuteis para a obtencao dos resultados
auxiliares utilizados na demostracao do teorema principal do Capitulo 3.

Finalizamos o capitulo, apresentando na Secao 2.5 uma breve observacgao sobre as possiveis

relagoes entre a convergéncia na Informacao de Fisher e outros tipos de convergéncia conhecidos.

2.1 Teoria da Informagao e Informacao de Fisher

A teoria da informacao é uma ramo da Matematica, em particular da Teoria da Probabilidade,
que estuda a quantificacao da informacao. Esta teoria tem muitas aplicacoes em diversas
areas, como por exemplo, nos sistemas de comunicacao, transmissao de dados, criptografia,

codificacao, teoria do ruido, correcao de erros, compressao de dados, entre outras.
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A origem da Teoria da Informagao é atribuida ao matematico e engenheiro elétrico Claude
Shannon no artigo “A mathematical theory of comunication” de 1948 ( [23]). Um dos concei-
tos principais da Teoria da Informagao é o conceito de Entropia como sendo uma medida de
incerteza do valor obtido por uma variavel aleatoria, ou seja, uma medida da quantidade de
“informacao” que ganhamos com o conhecimento do valor da varidvel aleatéria. Na verdade,
o conceito de entropia surgiu primeiramente no contexto de termodinamica, em Mecanica Es-
tatistica, no século 19, como uma medida de “desordem ”.

No contexto da Teoria da Informagao, se A é um evento que ocorre com probabilidade P(A),
define-se a “informagao” I(A), que ganhamos com o conhecimento da ocorréncia de A, como
sendo

I(A) = —log, P(A). (2.1)

Na verdade, poderiamos escolher qualquer funcao crescente de P(A) na defini¢ao de informagao.
Uma justificativa da escolha de log,, usada desde 1928, pode ser encontrada na Segao 1.1.5
de [14]. A escolha do log na base 2 expressa a informacao em “bits”, outras bases poderiam
ser usadas como 10, e, entre outras, e a troca da base pode ser feita por [,(A) = (log, a)l,(A).
Aqui vamos assumir log na base e, indicado por In z.

Intuitivamente, (2.1) expressa a ideia de que ganhamos mais informagao com o conhecimento
da ocorréncia de um evento raro, do que de um evento muito provavel. Neste sentido, a Entropia
de Shanon de uma v.a. X é a quantidade esperada de informagao ganha sobre o conhecimento
do valor de X. Se X é uma v.a. discreta com fungao de probabilidade p(z) = P(X = z), entao

a entropia de X ¢ definida por
H(X) = H(p) = —E(In[p(X)]) = = > _ In[p(x)]p(x).
Se X é uma v.a. continua com densidade p(z), a entropia de X é dada por

H(X) = H(p) = —E(In[p(X)]) = —/111[29(1“)]19(93) da. (2.2)

Para maiores detalhes sobre as propriedades da entropia (de Shanon) vide [14]. Vamos nos
concentrar neste trabalho ao caso continuo.

O uso da Teoria da Informacao em Estatistica foi introduzido por Kullback e Leibler em
1951 ( [16]) e mais tarde desenvolvido por Kullback em 1967 ( [15]). Em Estatistica a entropia é

interpretada como uma medida de incerteza ou de “risco”. Neste sentido, o risco ou divergéncia
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de Kullback-Leibler da densidade q relativo a densidade p, ou também chamada entropia

relativa ou divergéncia da Informacgao, é definida por

Do lla)= [, (%) pla)de. (23)

Em outras palavras, se X tem densidade p(x) entao

Dol =& i (45| (2.4)

Neste sentido, se uma observagao vem de p, D(p || ¢) mede o risco de usar ¢ no lugar de p.
Lembrando que a entropia H(p) mede o risco associado a p, entao
1
D(p |l a)+ H(p) = -E[nqg(X)] = [ plz)In{— | dx

q(z)

o0
¢ o risco associado a ¢, também chamada de entropia cruzada ( “cross entropy”).

Muitas vezes D(p || q) é chamada de distancia. No entanto, formalmente ela nao define
uma meétrica sobre as densidades, pois nao ¢é simétrica, nem satisfaz a desigualdade triangular.
Propriedades da entropia relativa podem ser encontradas em [14].

Num outro caminho, no contexto da estimacao de parametros, Ronald Fisher ja tinha in-
troduzido no artigo “Theory of Statistical Estimation”publicado em 1925 ( [12]), o conceito,
denominado posteriormente, Informacao de Fisher que esta fortemente relacionado com o con-
ceito de entropia relativa. A Informacao de Fisher tem intimeras aplicacoes em outras diferentes
areas, especialmente na Fisica, como mostra o livro de Frieden, em [11].

Mais especificamente, seja uma distribui¢ao com densidade py(x) = p(x; ), com parametro
desconhecido 0 pertencente a um espago paramétrico O, que aqui vamos assumir unidimensio-
nal, isto é, © C R. O problema usual em estimacao estatistica é estimar o valor de # a partir
de uma amostra de distribuicao.

Assim, seja (Xi,...,X,) uma amostra aleatéria da densidade populacional py, ou seja,
Xy, ...X,, sdo v.a.’s ii.d. com densidade py(x). Um estimador 0 para 6 é uma funcao da
amostra (X7, ..., X,,), ou seja, uma v.a. 0=0,= é(Xl, ey Xn)-

Do ponto de vista estatistico, um bom estimador deve ser nao-viesado (ou nao-viciado), ou
seja, ]E(é) = 0 e que seja consistente, ou seja, 0 = 0, — f em algum sentido probabilistico.
Uma medida usual do erro desta aproximacao é o erro médio quadratico E(é — )%, que para

estimadores nao-viesados ¢ a sua variancia, isto é, Var(0) = E( — 6)2.
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Neste sentido, a Informagao de Fisher esta relacionada com um erro médio quadratico,
através da cota de Cramér-Rao que veremos a seguir, e de certa forma fornece informacao
quanto a eficiéncia do estimador.

Neste contexto de estimacao de parametros define-se a Informacao de Fisher como

1(0) = I(py) = E Pl%gm} T / pazw {8])521:)} " (2.5)

R

A varidvel aleatdria
_ OInpy(X)
N 00

é chamada fungao escore (“score”) e tem média EV = 0. Assim, a Informagao de Fisher é a

Vv

variancia da funcao escore.

Baseados nos resultados de Rao, 1962 [21], podemos obter uma justificativa intuitiva para
o nome Informagao de Fisher.

Para obter informacao sobre como pequenas influéncias no parametro 6 afeta a verossimi-
Thanga pg(z) = p(z;0), consideremos ¢ = 6 + Af e analisemos a discrepancia entre p(z;60) e
p(z;0"). Como medida desta discrepancia, ou distancia, podemos considerar a entropia rela-
tiva, ou divergéncia de Kullback-Leibler entre py(x) = p(x;0) e py(z) = p(x;6’) condicionada

ao valor de 6:

d(6:6) = D(po || por) = Eo (1pp(X) = Inpyr (X)) = Eg <1n [5:%”) |

onde Fj indica a esperanca condicionada ao valor dado 6.
Supondo que py(x) é duas vezes diferencidvel com respeito a 6, usando a expansao de Taylor

até segunda ordem, é possivel mostrar que para Af pequeno

(0 0) ~ ~1(0)(A0)>.

N | —

Ou seja, I(0) é uma medida da discrepancia entre as duas distribuigoes. Pode-se verificar que
o argumento anterior ndo depende da medida d(f : 0') de discrepancia escolhida. (Vide por
exemplo, [21]).

Assim, podemos dizer que a entropia relativa é uma medida de discrepancia global, enquanto
a Informacao de Fisher é uma medida de discrepancia local, que nos fornece a quantidade de

“informacao ” fornecida pelo parametro 6.
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Voltando ao contexto de estimacao do parametro #, para um estimador 6 nao-viesado temos

a seguinte desigualdade, conhecida como desigualdade de Cramér-Rao,

R . ) 1
Var(0) =E(@0 —0)° > 0 (2.6)

No caso da igualdade em (2.6), dizemos que 0 ¢ um estimador eficiente. Assim, I(6) é uma
medida de eficiéncia do estimador 6.

No caso particular em que § é um parametro de locacao e temos que py(z) = h(z —6), entdo

Oh(x —6) Oh(z — 0)

00 ox

e assim, neste caso, podemos escrever a Informagao de Fisher da densidade p, dada em (2.5),

como sendo

I(p) = 7%2@ {%(m)rdaa 2.7)

—00

Esta representacao, neste caso especial, motiva a definicao de Informacao de Fisher para
uma v.a. continua arbitraria X com densidade p(z), que serd adotada e estudada nas préximas

secoes.

2.2 Propriedades Gerais da Informacao de Fisher

Motivados pelas observacoes no final da secao anterior, podemos definir a Informacao de Fisher

de uma densidade p derivavel.

Definicao 2.2.1. Se uma varidvel aleatoria X tem densidade p absolutamente continua com

derivada p', definimos a Informacao de Fisher de X como sendo

1(X) = I(p) = / @, (2.8)

{z:p(z)>0}
Quando p(z) = p(x) q.c.x, escrevemos I1(p) = I(p). Em qualquer outro caso, 1(X) = oo.

d /
A fungao px(x) = — log(p(x)) = f)((j)) é chamada funcao escore. Assim,

dx

{z:p(z)>0}
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—(z — 1
Exemplo 5. Se X 2 N(u,0?), entdo a fungdo score px(x) = M e I(X) = —. Como
o o

p(z) = p(0) exp /pX(u)du . entdo a fungio score € linear se, e somente se, X = N(u,c?).

0
Esta caracterizacdo para as distribuicoes normais € muito usada na prova de diferentes resul-

tados sobre a Informacao de Fisher.

Observacao 2.2.2.

(a) Da definicao anterior, podemos definir I como um funcional sobre o espaco de todas as
densidades de probabilidade. Se 1(X) € finita e p é a densidade de X, sempre assumimos
que p € absolutamente continua. Além disso, a derivada p'(z) da densidade p(z) eziste e é

finita a menos de um conjunto de medida de Lebesque nula.

(b) Se I(X) < oo e p € diferencidvel em xy, entdo p'(xg) = 0 sempre que p(xg) = 0, ver [5],
Proposi¢ao 2.1. Como consequéncia, o dominio de integracao em (2.8), pode ser estendido

sobre a reta toda, ou seja,
2

I(X) = I(p) = /p/(‘”) dz.

p()

—o0

(¢) A Desigualdade de Cramér-Rao mostra que o funcional Informagdo de Fisher é minimizado
pela densidade Normal. Em outras palavras, dada uma v.a. X com média pn e varianca o2,
a informacao de Fisher 1(X) € limitada inferiormente pelo inverso da varianga, ou seja,

1

o2’

1(X) =

A igualdade é atingida se, e somente se, X ~ N(u,0?).

1
(d) Para a,b € R, b# 0 temos que: I(a+ bX) = b—QI(X). De fato: se p(x) é a densidade de

1 1
X, entdo a densidade de a + bX ¢ dada por P (E(y — a)) e dai por (2.8),

I{a+bX) = blg +/°°p, (%(y - a))2 {p (%(y - a))l_l dy = 512 +oop];((?)2dm = %I(X),

1
onde na penultima igualdade tomamos, v = E(y —a).
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(e) O funcional I definido sobre o espaco de densidades
S={p : p € densidade de probabilidade sobre R}

é convexo. Ou seja, parap, ¢ € S e a € [0,1], temos I(ap+(1—a)q) < al(p)+(1—a)l(q).
2

u

v

De fato, dado que a fun¢ao h(u,v) = ¢ convera para u,v € R, v > 0, temos que se

(x,y), (u,v) € R x (0,400) e a € [0,1],
ha(u,0) + (1 — a)(x,4)) < ah(u,v) + (1 — a)h(z,y).

Tomando (u,v) = (p'(x),p(z)) e (z,y) = (¢'(z),q(x)), obtemos

(op/(2) + (1= 0)g'(2)" _ _p/(2)?
(ap(e) + (1 = a)g(z))” ~  p(@)

O resultado seque usando a monotonicidade da integral.

+(1—a)

Como consequéncia da converidade obtemos a desigualdade de Jensen: para pi,...,p, € S,

n € N, temos:

I{agpy + aops + -+ 4+ appn) < Zak[(pk) onde ay, > 0, Zak = 1.
k=1 k=1

As desigualdades da préxima proposi¢ao nos permitirao obter uma cota superior para a

Informagao de Fisher da convolucao de densidades, ou seja, de soma de v.a.’s independentes.
Proposicao 2.2.3. Sejam X e Y wv.a.’s independentes. Entao, para qualquer 5 € [0,1]:

1L I(X+Y) < p2I(X) + (1= B)°1(Y),

2. I(VBX + VI BY) < BI(X) + (1 - AI(Y).
Demonstragao. Ver [14], pag. 26. O

Em particular, escolhendo adequadamente  na anterior proposicao, obtemos o seguinte

resultado:

Proposicao 2.2.4 (Desigualdades de Stam). Se X e Y sao v.a.’s independentes, entao

I(X+Y)<I(Y)
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1 1 1
X+Y) = 1(X) " 1(v) (2:9)

Com igualdade se, e somente se, X e Y sequem distribuicoes normais. Generalizando, se

X1, Xo, ..., X} sao v.a.’s independentes, entao

1 1 1
> +o et .
I(Xi4 -+ Xp) — I(X)) 1(X5)

Demonstragao. Basta considerar § = 1 para obter I(X +Y) < I[(Y) e =
para obter (2.9). O

Da proposigao anterior segue que: se X e Y sao v.a.’s independentes, entao

1 S 1 n 1 S 1
I(X+Y)~ I(X) 1Y) = I(X)

Portanto, I(X +Y) < I(X). Similarmente, /(X +Y) < I(Y). Logo,
I(X+Y)<min{I(X), I(Y)}. (2.10)

Assim, para a convolucao de quaisquer duas densidades p e ¢

“+o00

pxq(z) = / p(z — y)a(y)de,

— 00

temos que (2.10) pode ser escrita como

I(p*q) <min{l(p), 1(q)}. (2.11)

Das desigualdades anteriores podemos ver que o funcional I decresce quando adicionamos uma
parcela independente, por isso esta propriedade costuma ser chamada de monotonicidade da
Informagao de Fisher.

Para finalizar esta secao, definimos a distancia de Informagao de Fisher entre duas variaveis
aleatérias absolutamente continuas e apresentamos duas propriedades relacionadas a distri-

buigoes estaveis que serao utilizadas no préximo capitulo.

Definicao 2.2.5. Sejam X e Y wv.a.’s com densidades p e q respectivamente. Definimos a

distancia de Informacao de Fisher, ou Informacao de Fisher relativa com sendo:

) =100 = [ (55 - 28 s 212)

px)  q(x)
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Ou seja,

I(X || Y) = E (pyx(X) - / (—104 x)DZ p(@)dz, onde px(x) € a funcio

(z)
R
escore de X.
Notemos que, apesar de chamada de distancia, na verdade I(p || ¢) ndo é uma métrica, pois
nao é simétrica e nao satisfaz a desigualdade triangular. Porém, I(p || ¢) >0 e I(p| ¢ =0

se, e somente se, p(z) = Cq(x) q.cx, C € R.

Observagao 2.2.6. A Desigualdade de Cramér-Rao, motiva a defini¢do de uma versao gene-
ralizada da Informacdo de Fisher: se X é uma v.a. com média j1, variancia o? e funcdo escore

px, definimos a informagao de Fisher padrao ou normalizada de X por:

X _
1(X) = 0* (X || 2) = 0*Bgy —1 = o°E (pX " “) |
o2
onde Z é uma v.a. com distribuicao N(u,c?).

As propriedades a seguir relacionam a Informagao de Fisher com a distancia da informagao
de Fisher, pois mostram, no caso que Z é estével nao-extremal e ndo-normal, que I(X || Z) é
finito se, e somente se, 1(X) ¢é finito. No caso que Z é normal, I(X || Z) < oo se, e somente se,

I(X) < 00 e E(X?) < 0.

Proposicao 2.2.7. Se Z € uma v.a. com distribuicdo estdvel nao extremal de indice o, o €

(0,2), entao para qualquer v.a. X,
I(X ]| Z2) <2[(X)+c, (2.13)

I(X) <2[(X || Z) + ¢, (2.14)

onde a constante positiva ¢ depende unicamente da v.a. Z. Além disso, temos I(X || Z) < 400

se, e somente se, I(X) < +o0.

Demonstracao.
Se I(X) ou I(X || Z) = 400, obtemos trivialmente as desigualdades. Vamos assumir
inicialmente 1(X) < +o0.
Pelas Observagoes 1.3.3(c) e 1.3.6 temos que a densidade 1 de uma distribuicao estével
nao-extremal nao- normal é positiva e suave, tal que para todo k£ = 1,2, ...,
(k—1)!
|[*
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¢/ ()] c

< R 1 .
o) ST+l para * € R e algum ¢ >0
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Assim, como (a — b)? < 2(a? + b?) para a,b € R e como < ¢, segue

c
+ ||

(B -0) <2 (0) w2 () <2(49) <2

Logo,
_é (% - li/((j)))Qp(x)dx S_é ’ (%)2]0(%)% +_£ 2¢*p(x)da.

Isto mostra (2.13) e segue que I(X || Z) < +o0.

Da mesma forma, assumindo (X || Z) < 400 podemos escrever

(5) =2 (55 - 5a) () = (55 -5) v

e obter (2.14). De onde segue que I(X) < +o00. O

Proposicao 2.2.8. Se Z tem uma distribui¢ao normal, entao [(X || Z) < oo se, e somente

se, I(X) < oo e E(X?) < o0.

—a
Demonstracao. Como Z 2 N(a,c?), entao w = — . Usando o mesmo argumento da

proposicao anterior podemos escrever
(i ) =2 (o) +(5) =2 () vaeor s

() -2 -(38) () (5 v

Assim, assumindo I(X) < +00 e EX? < 400 podemos obter de (2.15) que

2 4 2
I(X || 2) < 21(X) + SE(X?) - O_—ZE(X) + a0 < foo.

Por outro lado, assumindo I(X || Z) < co podemos obter de (2.16)
2
I(X)— SEX —a)? <20(X || Z) < +o0.
o

Segue que I(X) < +oo e E(X — a)? < 4+00. Logo EX? < +o0. O

35



2.3 Informacao de Fisher e Funcoes de Variacao Limi-

tada

Nesta secao apresentamos desigualdades envolvendo a variacao total e a Informacao de Fisher.
Em particular, obtemos cotas superiores para uma densidade p e sua respectiva fungao carac-
teristica a partir da Informacgao de Fisher. No caso especial de convolugao de trés densidades de
variacao limitada podemos obter uma cota superior para a variacao total e para a Informagcao
de Fisher a partir da funcao caracteristica.

Como vimos na Sec¢ao 1.2, denotamos a variacao total da densidade p por ||p||; .

Nesta primeira proposicao provamos que a variacao total de uma funcao de densidade p
com Informacao de Fisher finita é limitada superiormente por /I(p). Uma consequéncia deste
resultado é que a convergéncia na Informacao de Fisher é mais forte do que na norma de

variacao total.

Proposicao 2.3.1. Se uma v.a. X tem densidade p absolutamente continua com derivada p',

entao

bl = [ ()it < VITE), 2.17)

Demonstracao. Se 1(X) = oo, segue imediatamente (2.17).

P(z) i

o) e v/p(x) sdo

quadrado integraveis. Assim, usando a desigualdade de Cauhy-Schwartz segue que

+oo +oo m +o0 , 9 % +
|wW=/wmm=/wmj%@4 /ﬁﬁm [ starie) = IR

p(x)

Vamos supor que I(X) < +00. Segue da Definigao 2.2.1 que as fungoes

8
(SIS

Observacao 2.3.2. Seja X uma v.a. com Informacao de Fisher finita.

(a) A densidade p de X € uma funcao de variagdo limitada. Entdo os limites

p(—o0) = lim p(z), p(+oo)= lim p(x),

T—>—00 r—r-+00

existem e sao finitos. Como toda densidade € nao negativa e integrdavel em R seque que

estes limites devem ser ambos zero.

36



(b) Seja f a funcgdo caracteristica da v.a. X, ou seja, para t € R,
+o0o
£ =B = [ el
Integrando por partes e usando o fato que lirll p(z) =0 e lim p(xz) = 0 obtemos para
Tr—r+00

T——00
t # 0 que,

it
Logo,
+oo | +oo | +00
fo1=- [ S < [|Srw|a=1 [ o
= |- x)dx x)|de = — x)|dx.
it ? =) |a? i) P
Entao, para t # 0, seque de (2.17) que
1
|f()] < Tl 1Pl - (2.18)

(c) Tendo em vista que p € absolutamente continua, obtemos

xT

wmz/y@@s/wwms/m@wzmm-

(e 9]

Em outras palavras, p € limitada uniformemente por ||p|| .

Das observagoes anteriores e usando (2.17) temos que se uma v.a. X tem Informagao de
Fisher finita, sua densidade p e sua funcao caracteristica f(¢) possuem cotas superiores analogas

as obtidas pela variacao total, usando a Informacao de Fisher, ou seja,

1(X)

g

sgpp(aﬁ) <WVIX) e [f(t)] < onde t # 0. (2.19)

A proposicao a seguir apresenta uma cota superior da Informagao de Fisher de uma soma
de trés v.a.’s i.i.d. a partir da norma de variacao total. Em outras palavras, se p é a convolucao

de trés densidades com variacao limitada obtemos uma espécie de reciproca da desigualdade

(2.17).

Proposicao 2.3.3. Sejam X1, Xy e X3 v.a.’s independentes com densidades py,ps € ps respec-
tivamente, de variacao limitada. Entao a v.a. Y = X1 + Xy + X3 tem informacdao de Fisher

finita e, além disso,

1
I(Y) = I(py % p2 % p3) < 3 Py Ip2lloy + [1P1 v 1Psll oy + (P2l 2y (123l 2y ] - (2.20)
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Demonstragao. Ver [24]. O

Observagao 2.3.4. A Proposi¢ao 2.5.3 nao é vdlida para a soma de duas v.a.’s i.i.d. com den-

sidades de variacao limitada. pois se Y = X1 + Xy, onde X1, X5 sao v.a.’s independentes com

densidades py, pe de variacao limitada, pode acontecer que a Informacdao de Fisher de Y seja

ifinita. Por exemplo, consideremos X1, Xo v.a.’s independentes que sequem uma distribuicdao
11

uniforme no intervalo (—5, 5) eY = X; 4+ Xs. Claramente X1, X5 sao de variagao limitada e

a densidade de Y € dada por

14z, se—1<z<0
glx)=91—xz, se 0<z<1

0, caso contrario.

Mas,
0

+o00 0

J(@)? / 1 / 1
I(Y) = dr = d dx = .
= [ [t [

—00 —1 1

Para finalizar esta secao apresentamos duas proposicoes que fornecem cotas superiores para
a variacao total de uma densidade p de uma v.a. X em termos de sua funcao caracteristica.
No caso que a v.a. X satisfaca as condigoes da Proposigao 2.3.3 segue que podemos obter cotas
para a Informagao de Fisher de X a partir de sua funcao caracteristica.

Vale a pena notar que as cotas apresentadas a seguir dependem especialmente das proprie-
dades de integrabilidade de f e suas derivadas, as quais também podem depender da condicao

de finitude de alguns momentos de X.

Proposicao 2.3.5. Se a v.a. X tem sequndo momento finito e

/ [ SO+ O+ 1 (0] dit < oo,

entdio X tem densidade p continuamente diferencidvel com variacdo total finita tal que

+oo
1
lpllry < 5 / (B + 2 ()] + [Ef(@)]) dt.
Demonstragao. Ver [3], Proposigao 5.1, pag.44. ]
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Proposicao 2.3.6. Suponhamos que a fun¢ao caracteristica f(t) de uma v.a. X tem derivada

f'(t) continua para todo t > 0 e que

“+o00

[ & U + 170 de < .

Entao X tem densidade p absolutamente continua com variacao total finita tal que

4

bl < / L (t)Pdt / (tF(0)) Pt

Demonstragao. Ver [3], Proposigao 5.2, pag.25. ]

2.4 Informacao de Fisher e Convolucao de Densidades

Vimos na Observacao 2.3.4 que a Proposicao 2.3.3 nao pode ser aplicada para a convolucao
de duas densidades de variacao limitada. Nesta secao apresentamos os resultados obtidos
por Bobkov, Chistyakov e Gotze [6], que obtiveram cotas superiores, similares as obtidas na
Proposigao 2.3.3, para a Informacao de Fisher de densidades que podem ser representadas como
convolugao de duas densidades com Informacao de Fisher finitas.

Para isto, vamos definir algumas notacoes a serem usadas.

Definicao 2.4.1. Dado um numero real I > 0 denotamos por Bs(I) a colecao de todas as
fungoes sobre a reta real as quais podem ser representadas como convolucao de duas densidades

com Informagao de Fisher no mdximo I. Ou seja,
Bo(I) ={p:p=p1*p2, com p; epy densidades sobre R, tais que I(p;) <I,i=1,2}.

Além disso, a colecao de todas as funcoes sobre a reta real representdveis como convolugao

de duas densidades de probabilidade com informacao de Fisher finita serd denotada por
%2 - U[>0%2([>.

Observacao 2.4.2. Similarmente, dado um nimero real I > 0 e um inteiro k > 1 podemos
definir B(I) como a colegao de todas as fungdes sobre a reta real as quais podem ser represen-
tadas como convolugoes de k densidades de probabilidade com Informagao de Fisher no mdximo
1. Respectivamente,

B, = Ur=0Bx (1)
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denota a colecao de todas as funcoes sobre a reta real representdveis como convolucao de k
densidades de probabilidade com informacao de Fisher finita e 81 serd a colecdo de todas as

densidades com informacgao de Fisher finita.

Note que pela Desigualdade (2.9) da Proposicao 2.2.4, segue que

|~

p:p1*~--*pke%1( > sempre que p; € By([), para i =1,2,... k.

Em particular,

1
I(p) < 5 bara qualquer p € By(I).

As densidades da cole¢ao B satisfazem certas propriedades interessantes, como por exem-
plo, toda funcao p € By é k—1 vezes diferencidvel e sua (k—1)-ésima derivada ¢ absolutamente
continua. No6s vamos ilustrar estas propriedades no caso k = 2, pois é o caso de nosso interesse.
Assim, se X = X; + X5, com X;, X, v.a.’s independentes com densidades p; e po respectiva-

mente, e I(p;) < +oo, 1= 1,2, entdo p € By e

400 400
plz) = / (@ — y)pe(y)dy = / p(y)pal — y)dy. (2.21)

Das propriedades das convolugoes podemos derivar dentro do sinal da integral e obter a

derivada da funcao p. Ou seja,

P(x) = / P(@ — y)paly)dy = / PW)pa(z - y)dy. (2.22)
Analogamente,
P'(x) = / Py — v)ph(y)dy = / P )P — y)dy (2.23)

estd bem definida para todo x € R e podemos escrevé-la como convolugao das fungoes p) e p),
que sao integraveis, conforme a Proposi¢ao 2.3.1.
Assim, usando o Teorema de Fubbini e o fato que py é absolutamente continua, obtemos

que p'(x) também é absolutamente continua, pois

—00
As férmulas anteriores podem ser usadas para derivar varias relagoes elementares para a classe

B,, que apresentamos a seguir.
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Proposicao 2.4.3. Dada uma densidade p € Bo(I), para todo x € R, temos

Vp(z) < 1. (2.24)

N[N

() <1

Além disso, p’ tem variagao total finita tal que

—+o00
1y = / (@)l < 1. (2.25)

Demonstrag¢ao. Sejam p1,py densidades de probabilidade tais que p = py xps , I(p1) < [ e
I(p2) < 1.
Primeiramente, provemos (2.25) e assim obtemos que p’ tem variagao total finita. De fato,

usando (2.23) e o Teorema de Fubbini, temos

+00 +00 +00 +oo +oo
10y = / P (@)ldz < / / P, () lph(x — y)|dydz = / o / Iph(2)d=.

Mas, por (2.17),
/ 1P ()ldy / ph(2)ldz < /T v/T(pa) < I.

e (2.25) segue.
Py Ph(z
Ll{x:pl(z)>0} e u(z) = _pa(@)
p1() pa(x)
Notemos que uq, uy sdo fungoes quadrado integraveis, pois I(p;) < I, I =1,2.

Para mostrar (2.24), sejam u;(z) = {z:pa(z)>0}-

Por outro lado, de (2.22), temos

“+o00 —+00

P(x) = / Py — y)paly)dy = / w(@ — )o@ — Dpa(v)dy.

—00 —00

Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwartz e tomando z = x — y, obtemos

+oo 2

PP = / w(z - y)Vm@ — 9)p)dy

— OO

+o00 400

< /ul(z)zdz/pl(rc—y>[pz(y)]2dy

—0o0 —00

+oo

~ I(p) / pi(@ = 9) [pa(y)]dy.

—00
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Agora, por (2.19), temos que sup p;(z) < v/I(pi),i = 1,2. Entéo,

Y@ < Ip)y/T0) / (@ — y)pa(y)dy

= I(p1)\/1(p2)p(2).

Mas, p1,p2 € B, por hipétese. Entao I(p;) < I,i = 1,2 e dai segue
[ (2)]* < I*Pp(a).

Finalmente, como sup p(z) < +/I(p) e por (2.11), I(p) = I(p1 * pa) < min{I(p;),I(p2)} < I,
segue que

P (z)] < I¥*/p(a) < PPHI)Y* < T,

e (2.24) estd provado. O

Agora, usando argumentos analogos a prova da proposi¢ao anterior, podemos obter uma

cota similar para p”.

Proposicao 2.4.4. Seja p qualquer fung¢ao em By. Se para algum x, p(x) = 0 entdo p”(x) = 0.

/ de <I% (2.26)

plx)

Além disso,

{z: p(z)>0}
Demonstragao. Por (2.23), temos que para x € R fixo, podemos escrever

+o00
p(z) = / Pi()ps(z — y)1a(y)dy, (2.27)

onde A = {y € R: p(y)pz(z —y) > 0}.
Por outro lado, se p(x) = 0, ou seja, / p1(y)p2(z—y)dy = 0 e entao p (y)p2(x—y) =0 q.c.y.

—00

Assim 14(y) = 0 g.c.y. Logo, a integral em (2.27) é zero e portanto p”(x) = 0. Assim, por
facilidade, podemos considerar a integral sobre R.
Para provar (2.26) consideremos as fungoes u; e us definidas na demonstracao da proposicao

anterior. Agora, de (2.23) temos,

P() = / P& — y)ph(y)dy = / (@ — y)uay) Vi (@ = D) dy.
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Pela Desigualdade de Cauchy-Schwartz segue

(@) = / un(z — y)us(9) Vi@ — Dp2(e)dy
< / fur(z — o) ua(y))Pdy / (@ — y)pa(y)dy
= [u(e)Pp(2),
onde,
fu()? = / fur(z — o) ua(y)Pdy.

Agora, usando o Teorema de Fubbini,

—+00 “+00 400 —+00 “+o00

(2.28)

Jupis = [ [w-pPlawPad = [P [l = 10010 < 7

—00 —00 —O0 —00 — 00

Deste e de (2.28) segue que

]o (@) < 7[U(I)]2dl‘ < I2.

p()

—00 —0o0

]

O resultado final que obteremos nesta secao sera uma estimativa “ tipo-cauda” para a

Informacao de Fisher, que seguird como coroldrio da seguinte proposicao:

Proposicao 2.4.5. Seja X uma v.a. tal que sua densidade p € *B,. Se

+oo
/ Ip" (z)log p(z)|dx < +o0,

entao

—0o0

Demonstracao. Ver [7], Proposigao 8.1, pag.33.
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Corolario 2.4.6. Se p € B,([), entdo para qualquer T € R,

JE O e <t amossm) +1 | [possofas| . e

Demonstragao. Consideremos o aberto G = {z > T : p(z) > 0} . Entdo podemos escrever

G= U(an,bn), onde (an,b,) N (A, b)) =0se n#m e T < a, <b, < oo.

neN

Note que, se a,, > T', temos p(a,) = 0. Assim por (2.24) e pela continuidade de p, segue
p'(z)logp(z) = 0 quando z | a,.

Similarmente, se b, < 0o, p(b,) = 0 e, além disso, p(co0) = 1T1m p(z) = 0.
xT+o00
Agora, sejam n € N e T1, T, ntimeros reais tais que a; < 11 < Ty < b,. Usando integragao
por partes, a qual pode ser usada pois pela Proposicao 2.4.3 obtemos que p’ é uma funcao com

variacao total finita, e podemos obter

T/ [p];((?)]zdx - / P (x)d(log p(x)) = p/(Ty) log p(Ty) — ¥/ (T:) log p(T3) — / p' () log p(x)d.

e no caso a, =T,

/ —[p];((i))Fdx = —p(T)logp(T) — / p"(x)log p(w)dz.

Note que, caso exista n € N tal que a,, = T, este n é inico. Logo,

’ 400 /
[p(ff)] /[p z) dx < |p(T)logp(T |—|—Z/|p// ) log p()|dx

p(fv) (z)

— 1p(T) log p(T)| + / 7" (2) log p(a)|da. (2.31)
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S6 resta limitar adequadamente esta ultima expressao. Para isto de (2.24) temos

Ip(T) log p(T)| < I'++/p(T)|log p(T (2.32)

Por outro lado, usando (2.26) e com a Desigualdade de Cauchy-Schwartz obtemos
2

G/ p"(z) logp(z)|dz | = \/—\/ x)|log p(z)|dx

@) :
P | | [ po)iogp(a)?de
G/ /

p(z)
G

Agora, usando (2.26) obtemos
2

[ W@ | <1 [ oo (239
e e
Portanto, de (2.31), (2.32) e (2.33) obtemos
[ )] P/ (2)) i :
3
T/ (@) / (@) dr < I1/p(T)|log p(T)| + I T/p )log p(x)]*dx
e (2.30) esta provado. O

2.5 Convergéncia na Informacao de Fisher

O objetivo principal deste trabalho é demonstrar o Teorema 3.2.1 de Barron e Johnson [6], a
ser apresentado no Capitulo 3, que estabelece condi¢oes necessarias e suficientes para que uma
sequéncia de somas estabilizadas que converge em distribuicao para uma v.a. estavel Z convirja
também na distancia de Informacao de Fisher (Definigdo 2.2.5) para a mesma v.a. Z.

As relagoes (2.17) e (2.19), apresentadas na Secao 2.3, a saber

Ipllry < VI(p) e Slipp(x)ﬁ I(p),

ja nos dao indicacao da razao do interesse em teoremas de limites na distancia de Informagao
de Fisher. Estas relagoes e as que apresentaremos na proposi¢cao a seguir, mostram que con-
vergéncia na Informacao de Fisher ¢ um resultado mais forte e implica outras formas conhecidas
de convergéncia. Maiores detalhes sobre estas e outras relagoes da Informacgao de Fisher e outras

formas de convergéncia podem ser encontradas em [14] (Se¢ao 5.4 e Apéndice E).
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Proposicao 2.5.1. Se h é uma densidade log-concava e simétrica em torno de zero, entao,

existe uma constante K = K(h) tal que para qualquer densidade p temos
(@) [ Iple) = hw)lds < 26T B

(b) sup, [p(z) — h(z)| < (1 + Kh(0))y/I(p || h).
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Capitulo 3

Convergéncia em Informacao de Fisher

Relativa e v.a.’s Estaveis

Sejam X7, Xo, ... variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com fungao de
distribuicdo comum F', e suponhamos que existam sequéncias de constantes reais {a,},~, €

{bn}nzp com b, > 0, para as quais a sequéncia de somas estabilizadas

X Xt o+ X,
_ -

Zn —ap, N 2>1 (3.1)

converge em distribuicao para uma v.a. Z com distribui¢ao estdvel nao-degenerada.

Conforme ja foi lembrado na Segao 1.4, no Capitulo 1, o Teorema do Limite Central ga-
E(X1) |
vnVarX;

b, = vVnVarX, que Z, 2, Z, com Z tendo distribuicao Normal-padrao, que é uma dis-

rante que sob a condicao EX? < +oo, com VarX; > 0, temos para a, =

tribuicao av—estavel com o = 2.

Também apresentamos na mesma se¢ao um Teorema do Limite Central Generalizado (Teorema
1.3.11), que apresenta condigbes suficientes sobre F' para que existam constantes {a,} e {b,},
apropriadamente escolhidas, para as quais Z, 2.z , onde Z é uma v.a. a—estavel, com
O<a<2.

Devido as intumeras aplicacoes de teoremas de limites desta natureza, uma questao de grande
interesse na literatura é saber se esta convergéncia fraca implica em convergéncia em um sentido
mais forte para a mesma v.a. Z.

Neste trabalho, estamos interessados em estabelecer condicoes para que a convergéncia

fraca produza a convergéncia na distancia de Informacao de Fisher, a qual ja observamos no
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Capitulo 2 é mais forte que outros tipos de convergéncia conhecidos como por exemplo, na
norma da variacao total (Secao 2.5).

Assim, vamos assumir que a f.d. F, das v.a.’s i.i.d. Xi, X, ..., possui densidade p, que
também é absolutamente continua com derivada p’. Vamos indicar por p, a densidade de Z,, e
por ¢ a densidade de Z.

Neste sentido, no caso classico do Teorema do Limite Central, onde Z, 2, 7 com Z tendo
distribuigao N(0,1), Barron e Jonhson [3] provaram que esta convergéncia fraca implica na
convergeéncia na Informagao de Fisher Relativa

1(Zn | 2) = 1(pn | ) — 0O

n—oo

se, e somente se, [(Z,,) é finito para algum ngy > 1.

Recentemente, Bobkov, Chistyakov e Gotze [7] estabeleceram, sob a hipé6tese de finitude de
EX?, condigoes equivalentes & (Z,,) < +oo para algum ng > 1, além de estudarem a validade
do Teorema do Limite Central classico por meio das propriedades da Informacao de Fisher
sobre convolugao de densidades. Esse trabalho serviu de base para a obtencao de um resultado
semelhante no caso nao-normal, ou seja, quando Z, 2, Z e 7 tem distribuicao a—estavel,
com 0 < a<2e—1< <1, publicado recentemente pelos mesmos autores em [6], e que serd
apresentado neste capitulo .

Cabe ressaltar, que no livro [14], Oliver Johnson ja apresentou a conjectura de um resultado,
em certo sentido similar ao obtido por Barron e Johnson [3], (referente a convergéncia na
Informacao de Fisher relativa no caso normal), também seria possivel para o caso a—estével,
com 0 < a < 2.

Assim, para a apresentacao em detalhes do trabalho de Bobkov, Chistyakov e Gotze [6],
apresentamos na Secao 3.1 alguns lemas auxiliares, que serao necessarios para a demonstracao
do Teorema principal (Teorema 3.2.2) o qual serd apresentado e demonstrado na Segao 3.2

finalizando o capitulo.
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3.1 Resultados Auxiliares

Considere X, Xo, ... v.a.’s i.i.d. tendo fungao de distribuigdo comum F'(z) com densidade p(z)

e suponha que existem sequéncias de ntimeros reais {an},~; € {bn},>,, com b, > 0, tais que
D
Ly — 4,

onde {Z,},, é a sequéncia de somas estabilizadas dada por (3.1) e Z uma v.a. a—estavel com
O<a<2.

Por todo este capitulo vamos utilizar a seguinte notacao:

pn(z): densidade de Z,.

Y (x): densidade de Z.

fn(t) = Ee'?n : funcao caracterfstica de Z,,.

g(t) = Ee'? : fungao caracteristica de Z.

f(t) = Ee™¥1 : funcao caracteristica de X;.

Note que, como X7, Xy, ... sdo v.a.’s i.i.d. com fungao caracteristica comum f(¢), entao
falt) = e[ f(t/ba)]". (3.2)
Como Z é a—estavel, pelo Teorema 1.3.8 temos que necessariamente
b, = n'/*h(n), (3.3)

onde h é uma funcao de variacao lenta no sentido de Karamata e pelo Teorema 1.3.2 a funcao

caracteristica de Z é da forma
g(t) = exp {iut — o[t|* [1 +iBsign(t)w(t, o)},

onde0<a<2 -1<p<1L,ueR, og>0e

tan<ﬂ>, sea #£ 1
w(t,a) = 2
—loglt|, sea=1.
T

Assim, denotamos Z 2 Salo, B, ).
Se a densidade p,, ¢ absolutamente continua com derivada p/,(z), a Informagcao de Fisher de

Z, € dada por

1(Z,) = 1(pn) = / %dw, (3.4)

—00
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e em qualquer outra situac¢ao onde a integral ndo esteja bem definida, definimos 1(Z,) = +o0.

Notemos que, pela Observacao 2.2.2 (d), temos
(Z,) = 1(Z, + ay).

Assim, por facilidade, vamos assumir que a,, = 0, pois, caso contrario, basta considerar

Xi+--+ X,
by, '

Z=Zy+ a, =

No caso @ = 2, ou seja, Z tem distribui¢io Normal e EX? = 02 < +o0, escolhemos

b, = /no. Neste caso, se I(Z;) < +o0o, entao segue da Proposicao 2.2.4 (Desigualdade de
Stam) e da Observagao 2.2.2 (d) que para todo n > 1,

21X

Ou seja, sup I(Z,) < +oo.
n>1
Nosso objetivo nesta secao é provar que esta propriedade se estende para Z a—estavel nao

extremal. Ou seja, vamos provar:

Lema 3.1.1. Suponhamos que Z, N Z, onde Z seque uma lei estdvel nao extremal. Se

1(Z,,) < oo para algum ng, entao sup 1(Z,) < oo.

n>ng

Lembrando a Definicao 1.3.5: dizemos que Z é a—estavel nao-extremal se Z tem distribuicao
Normal (¢ =2)ouse 0 <a<2e-1<pf <1

Para provar o Lema 3.1.1, necessitamos de varios resultados auxiliares. Por facilidade de
argumentacao vamos assumir que ng = 1. Ou seja, I(X;) = I(p) < +o0.

Pelas observagoes anteriores, basta analisarmos o caso 0 < a < 2. Para isto, para cada

n > 1, vamos decompor a densidade p(z), de X;, da seguinte forma

p(x) = (1 = 6n)pn(x) + Ongn(2),

onde 0, = / p(z)dx e p,(z) e ¢,(x) sdo as densidades truncadas

|z|>bn

b b

bn(r) = 75 POnt)laicy e Gal@) = Zp(bat)1eps1y, (3.5)

n

20



com respectivas fungoes caracteristicas

br,
o 1 ) 1 )
) =g [ o a0=5 [ dpadan 39
" b REES!
Note que, pelo Corolario 1.3.13, segue de (1.21) que
Op ~ E, quando n — o0, (3.7)
n

para uma certa constante ¢ > 0, que depende somente de p.
Agora, como p,(r) = p™(z), ou seja, a n—ésima convoluc¢ao de p, podemos obter da Pro-

posicao 1.2.3 e das propriedades de convolucoes de densidades a seguinte decomposi¢ao binomial

— (=) i)™ = 3 () (1= 8014k e (3.5)

k=0

Assim, da propriedade de convexidade do funcional I, demonstrada na Observagao 2.2.2 (e) ,

segue que
1(Z,) = I(pn) <Z(> 8 ) EOTTRT (P 5 g =h)7) . (3.9)
Observe que cada convolugio p&* * qAﬁLn_k)*, que aparece na soma, esta representando uma den-

sidade de probabilidade com funcao caracteristica fnk(t) G, (t).

Por (3.9), para provar o Lema 3.1.1, basta obtermos cotas superiores para [ ( ok qé" k)*>,
para cada 0 < k < n, em termos de I(X;) = I(p). Lembrando que, por facilidade de notagao,
estamos assumindo que ng = 1, ou seja, I(Xy) = I(p) < +oo.

Faremos isto em varios passos, que serao apresentados por meio de lemas.

No primeiro lema, obtemos cotas superiores para k < n — 3, com n > 3.

Lema 3.1.2. Se k <n — 3, entao
I(py G5 %) < C(nby)*1(p), (3.10)
onde a constante C' depende unicamente de p.

Demonstragao. Por (2.11) segue que

T(E % g%y < I(g, " 70). (3.11)
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Por outro lado, da Proposicao 2.3.3 se n — k > 3, como as densidades ¢, sao de variacao

")

limitada, segue que

-+ [(n—k)/3)+ |

i > [(n—k)/3]

Gn ~ n—k—2[(n—k)/3]*

(ke L
](Qn( k))SE( dn

Mas, das propriedades de variacao total temos que

+2
v

T TV

160> I3y < lldnllyy para s =1,2,34,...
e entao
~ (n—k)x* 3 ~
I(G. ™) < S lGull7y - (3.12)
Da definicao de ¢, em (3.5) e como ||p||;, < +/I(p), (2.3.1) temos

. bn, bn b,
HQnHTV = a le{\x|>bn}HTV < & HPHTV < E I(p). (3.13)

Logo, como 9, ~ E, com ¢ dependendo de p, segue de (3.11) a (3.13) que
n

~k* ~(n—k)* ~ (n—k)* 3 ~ 3 bn 2 3 A
1G58 *) < 16 k>>s§uqnn§vs§( f<p>5—> < 500’ 1(0),

onde C' depende de p. Assim fazendo C' = gé’ , obtemos o resultado. O]

Para as outras parcelas de (3.9), quando n — k < 3, vamos novamente utilizar ( 2.11) para
obter
(P Gy ") < (™). (3.14)

Assim, basta encontrarmos uma cota para I(p,**).

Por facilidade, consideremos a densidade centrada

() = Pl + dp), (3.15)
onde X )
d, = /:Uﬁn(x)dx = =0, 1_ 5] /J;p(ac)dx. (3.16)

Note que 7,(x) é a densidade de uma v.a. Y —d,,, onde Y tem densidade p,,(x). Assim, serd

suficiente mostrar que

I(p,™) = I(r*) < C, (3.17)



para alguma constante C' dependendo somente da densidade p.

Provaremos (3.17) utilizando cotas superiores para a fungao caracteristica associada a r,(z)
e de suas derivadas.

Assim, denotemos ¢, (t) a funcdo caracteristica associada & 7, (), ou seja, @, (t) = Ee?(Y ~dn)

onde Y tem densidade p,(x). Entao,

pn(t) = e o (1), (3.18)

onde f, é a funcao caracteristica associada a p,(x).

No lema a seguir, obtemos uma cota para ¢! (t) dependendo somente de p.

Lema 3.1.3. Para todot € R,
C
L] < e, (3.19)

para alguma constante C > 0 dependendo unicamente de p.

Demonstracao.
Por (3.18) segue que ¢ (t) = e‘“d"(fn/(t) —id, f(t)) e como ¢ (0) = E(Y —d,) = 0,

podemos escrever

2(t) = () — 91(0) = / i@ — dy) () 1) i (2)da

1
) '
S /(x —d,) (e”(m_d") — 1) p(byx)da.
5

onde a ultima igualdade segue da defini¢ao de p,, em (3.5).

Agora, fazendo uma mudanca de variaveis obtemos

bn

/ ]' T it(x —
A= [ (b——dn) (/=) _ 1) dF (z).

n

onde F' é a funcao de distribuigdo de X, que tem densidade p(z).
Usando a conhecida desigualdade |e** — 1| < |s|, Vs € R e em seguida a desigualdade
(a — b)* < 2a? + 2b%, obtemos
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Entao, usando (3.16), podemos escrever

by by 2
, ot 1
ol < 2| [ zar@y+ L | [ eldF)
b2(1 —6,) (1—10,)
—bn, bn,

Integrando por partes com u = 2 e dv = dF(x), obtemos,

/ 2*dF(z) = —b2 (1 — F(b,) + F(=b,)) + 2/1; (1—F(z)+ F(—x))dx

< z/g; (1— F(z) + F(-2)) du.

Por outro lado, integrando também por partes, tomando u = x, dv = dF(x),

bn, bn,
/ 2ldF(z) = —b, (1 — F(by) + F(—by)) + / (1 F(z) + F(—1)) do
by 0

< /(1 — F(x) + F(—x)) du.

0

c
Agora, como 6, ~ —, com ¢ dependendo somente de p, temos que s
n — 0, n—0o

(3.20)

(3.21)

(3.22)

— 1 e assim é

limitada por uma constante que depende somente de p. Entao de (3.20), (3.21) e (3.22) segue

0 <G [al1= P+ Fa) do
-I—Ob—;lt’ /(1—F(m)—|—F(—x))dm :

(3.23)



para alguma constante C' > 0 dependendo unicamente de p.
Assim, para obter o resultado desejado devemos limitar as duas integrais em (3.23). Para
isto, lembremos que pelo Corolario 1.3.13 temos |f(t)| = exp {—c|t|*h (1/|t])} onde ¢ > 0 e h(z)

é uma funcao de variacao lenta quando x — oo e pelo Teorema 1.3.10,

Py = QoW 0 e Fa)=1-

(=z)°

Por um lado, considerando a primeira integral em (3.23), vamos provar que para alguma cons-

(1 +0o(1))

h(z) = > 0. (3.24)

tante C > 0,

2%
iz /»"U )+ F(=x)]dx < % (3.25)
n 0

De fato, podemos escrever para a func¢ao h(x)

by 1
h(z) 9 h(sby,) ds
= b "h(b,
/:ca—ldx b >/ h(by) s
0 0

Agora, como h é de variacdo lenta e b, = n'/“h(n), segue do Corolério 1.1.5 que b, — oo e

h(b, .
dai, pelo Teorema 1.1.3, temos h((b S)) — 1 uniformemente para todo s € [0, 1]. Logo
n n—ro0
1 1
/ h(sb,) ds N ds 1
h(by) 59! nooo | 5271 2 —q
0 0

Assim, existe M > 0 tal que

< M. (3.26)

1
/h(sb ) ds

h(b -
0

Agora, usando (3.24) e fazendo a mudanga de varidveis © = sb,,, obtemos

o [r0-F@+Fen)ar =5 [@+a+o)

n n
0 0

1
:b—2(01+co+0 )) b2 *h(b /
0

n

(07

b

Logo, por (3.26) e como h(b,) ~ — (pelo Teorema 1.3.12) e obtemos (3.25) como querfamos.
n

Por outro lado, para obtermos uma cota superior para a segunda integral em (3.23), vamos

considerar trés casos separadamente.
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Caso 0 < o < 1. Utilizando (3.24), temos

% /(1 — F(z) + F(-xz))dz | < %(cl +co+0(1))? /hx(f)dx . (3.27)

0 0

S

Agora, usando os mesmos argumentos utilizados anteriormente para a prova de (3.25),

obtemos que

/ h;f)dxzb;ah(bn) / ];L((Sbbg)g.

Mas, quando n — oo,

1 1
/h(sbn)@ R ds 1
h(b,) s s 1—a

I

0

h
e como lim M

fo'
n—00 bn

= 1, segue que

by 1

h(x) - / h(sby,) ds bn

—2dx = b, “h(b, —~ d :
/ o dr=1b, (by) o) 52~ (1= an quando n — o0
0 0

Logo, existe C5 > 0 dependendo de p e a, tal que

e de (3.27) segue que

é /(1—F(x)—|—F(—x))d:c < %

0
Caso a = 1. Com h ¢é de variagao lenta, pelo Corolario 1.1.5, segue que para todo € > 0
dado, x=“h(z) — 0 quando =z — cc.
Entao, dado € = i, existe uma constante C; > 0, dependendo somente € = %1, tal que
h(z) < Cyz'/*, para todo = > 1. Logo,
bn
/@d@" < O (b4 —1) < Cybl/2, (3.28)

i
1
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Agora como 1 — F(x) + F(—z) < 1, usando (3.24) e (3.28), obtemos

= /H—ﬂ@+FGmm: géj1+/ﬂ—ﬂ@+F@mm
1 TN
SE 1+(00+C1+0(1))/Td1’

1
1
< E(l + C1bY )2,

Agora, como b, — 400, segue que (1 + C’lb}lﬂ) ~ C’lbi/4 quando n — oo, e dai segue

by, 2 N

1 Ch
0 n

onde C; depende unicamente de p.

Por outro lado, como b, = nh(n) (pois a = 1), temos que b3/> = n32h(n), onde h(n) =

[h(n)]*? também ¢ de variacdo lenta. Entdo — = n'/2h(n) —s +o0 pelo Corolario 1.1.5.
~ n n—00
: Cy 1 )
Assim, segue que biﬂ =0 (ﬁ) e dai,
by 2
1 1
5 1—F(z)+ F(—x)|de | < 0357

0
onde ('35 é uma constante que depende somente de p.

Caso 1 < a < 2. Neste situacao, temos

/ (1—-F(z)+ F(—x))dx = /P(|X1| > x)dr = E|X;| < +o0.

2

5 s b 5
Agora, b2 = n?“h(n), com h(n) = (h(n))? de variacdo lenta e dai = = n*®~1h(n) — 0 pelo
n

2
Corolério 1.1.5, pois — — 1 > 0. Entao segue
a

bn

é /O—F@HJ%%»M

0

IA
s
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com C' uma constante dependendo somente de p.

Portanto, em todos os trés casos considerados, podemos concluir que

b, 2

1

C
- / 1 - Fla)+ F(-o)dr | <, (3.29)
0
para alguma constante C' que depende somente de p.
Finalmente, usando (3.25) e (3.29) em (3.23) obtemos (3.19). O

No lema a seguir vamos obter uma cota superior para a funcao [, (¢)]* andloga a cota (1.28)

obtida para a derivada da funcao caracteristica de Z,.

Lema 3.1.4. Sejam ¢ € (0,«) e n € (0,1) fixos. Entao, existem constantes positivas €, ¢, C

que dependem de p,d,n com a sequinte propriedade: se k > nn, entao
al)I = [Fu(O]F < O sempre que [t] < eby, (3.30)
onde f,(t) € a funcio caracteristica associada & p,(x), dada em (3.6).

Demonstra¢ao. Por conveniéncia, vamos assumir |t| > 1. Primeiramente notemos que para

todo t € R,
1

“1-9,

onde ¢,(t) é a funcao caracteristica associada a ¢,(t), dada em (3.6).

falt) (f1(t/bn) = 0ngn(t)), (3.31)

Por outro lado, do Corolario 1.3.13 temos

|f ()] = exp{—cl|t|*h (1/]t])}, (3.32)
com ¢ > 0 e h(z) é uma funcao de variacao lenta quando z — oo. Sendo assim, pelo Teorema

de Representagao de Karamata (Teorema 1.1.4), podemos representar h(x) como

h(x) = c(x) exp /MTdy , (3.33)

onde zg > 0, ¢(z) = ¢ >0 e w(z) - 0 quando z — oo.
oo eI (b 1)

0 ———— — 1 quando n — o0, existe ¢y > 0 tal que ———= > ¢y.
C(bn) C(bn)
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Agora, para € € (0, 1] fixo, para xo = min,<; {b, : 1 < |t| < eb,}, de (3.33) segue

bn/[t]
) _ il w0
h(by) c(bn) Y
bn/[t]
> cpexp{ — / Mdy
Y
1/e
Como w(x) — 0, quando = — oo, podemos tomar v = y(¢) = sup |w(y)| e obter
y>1/e
Ao 1) I
— > — —dy » > colt| 7. 3.34
1/e
nh(n)

Dai, usando lim,,_, =1e (3.34) e (3.32) obtemos

b
()] < exp {—ci|t|*7/n},

para alguma constante c¢; > 0.
Agora, vamos escolher € > 0 de modo que v < a — §. Entao usando a desigualdade anterior

em (3.31), para 1 < |t| < eb,, temos

1

fa()] = o, [1(t/bn) = Gngn(t)]

1
—1-9d,

1 —cq |t
15 5 <exp {—n } + 5n)

— i ltle
< exp {%} + 5. (3.35)

(Lf1(8/n)] + 0n)

IA

Notemos que para 1 < [t| < €b,, como a —y > § > 0, temos

cplt|* - cr(€eby)* 7

n o n
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o=y
n

= n"%7h(n) — 0, pelo Coroldrio 1.1.5, pois

Mas como b, = n'/“h(n), entdo
n—oo

h = (h(n))* 7 é de variacio lenta e Tso.
a
Entao, existe K > 0 constante tal que:

altr _ alb

n - n

< K.

Agora, usando

1
logx <x—1 para z > 0, e_xgl—?(l—e_K)x para 0 <z < K,

e[t

< K, segue que

ol o=
log (exp{%} —i—én) < exp{—%} +0, —1

1 _
<L)

€ como

[t

n

+ 0p.
, c
Dai, como 9,, ~ —, com ¢ > 0 constante segue que
n

— e tle=
log (exp{—cl|n| }+5n> < %_—C3|T|L ;

com c3 constante positiva independente de n. Sendo assim, de (3.35) obtemos

O < e { & (el }.

Como esta desigualdade é também valida para qualquer poténcia k, temos

Fu®)F < exp {% (s — cg|t|a—v)}

k
= Cexp {—Ecglﬂ"”} .

Portanto, para k& > nn segue

[fa(8)]F < Cexp {—nest]’}

e (3.30) estd provada com ¢ = nc;.
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Notemos que nas demostragoes dos lemas anteriores ndo usamos o fato que I(p) ¢é finito.
Sendo assim, os resultados sao vélidos para quaisquer distribuicoes que estao no dominio de
atracao dessas leis estaveis.

A seguir, vamos apresentar uma aplicacdo dos dois lemas anteriores, onde incluimos a
hipétese I(p) < +oo que é de nosso interesse para provarmos (3.17) no préximo lema.

Primeiramente lembremos que se I(p) é finito, a densidade p tem variagdo limitada e se

anula no infinito. Assim, da Proposicao 2.3.1 temos ||p||;, < +/I(p) e dai podemos obter

b, by, bn
lrallzy = Pallry = 75 ||P1{\m|<bn}HTv <15 Hp”TV ST s I(p). (3.36)

Por outro lado, de (2.18) temos |f(t)] < ”plur‘/

de p. Entao, usando esta desigualdade para as fungoes caracteristicas f, e ¢,, associadas as

, (t # 0) onde f é a funcdo caracteristica

densidades de p,, e r, respectivamente, obtemos de (3.36)

HpHTV < 1 I(p)

W] = |fa(t)] < < , (t#£0),
fenl)] = 0] < P < g5 P (1 £0)
On
e como Pl ¢, com ¢ dependendo somente de p, segue que
bn
lon(t)] < Cm, (t#0) (3.37)

para alguma constante C' dependendo somente de p.

Corolério 3.1.5. Suponhamos que I(p) < co. Sejam § € (0,1) en € (0,1) fizos. Entao para

k > 4 existe uma constante C' dependendo de p, 6 e n tal que

/ t[(¢y) (t)dt < C. (3.38)
[a+ieora<c (3.30)

Demonstragao. Como (¢F)(t) = kok~1¢/(t), temos de (3.19), no Lema 3.1.3, que

o0 o0 9 [e.9]
[ ety ora = [ el y@pieorsa < S [t @)
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Basta limitar a tltima integral por alguma constante C. Para isso, se [t| < b, de (3.30), no

Lema 3.1.4, segue

/ e ()2FVat < / t*Ce g < / Ceby) e dt < C(eby)" / dt < C.
[t|<ebn [t|<eby [t|<ebn [t|<eby

(3.41)
No caso |t| > €b,,, observemos que

bn

R o 1 itx
fn(bpt) = - /e p(z)dz.
—bp,

Agora, usando cotas de separagao gerais para fungoes caracteristicas discutidas em [4], podemos
obter
sup | (bpt)| = sup | f(but)| < €7, (3.42)

[t|=e [t|>e

Assim, fazendo a mudanga de varidveis t = b,y e usando (3.1) e (3.42) , temos para k > 4

[ ten@Ptvae =5 [ oot Plent.) -y

[t|>ebn ly|=e

<b / y* o (bpy)|Pe 2Dy

ly|>e

ly|>e
< CWe* com C eR. (3.43)
Assim, usando (3.41) e (3.43) em (3.40) obtemos
o0 9 A
/ 21(hY (1)Pdt < % (€ +Cthe=),

1 v - - 5
ecomo — —0e % = n®2=2Dh(n) — 0, pois h(n) = [h(n)]® é de variacio lenta e o 2> 0,
n n n—00

segue (3.38).

Usando o mesmo raciocinio, podemos provar (3.39). ]
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Agora, usando as cotas obtidas no Corolario 3.1.5, vamos obter cotas para as parcelas
I <]3,’?L* * (j,(f%k)*) em (3.9), para k > n — 3, nao incluidas no Lema 3.1.2.

Para isso, vamos fazer alguns calculos preliminares que simplificarao a prova do lema a
seguir. Recordemos que 7,(x) = p,(x + d,,) é uma densidade com funcao caracteristica ¢, e
que [p,]F é funcao caracterfstica da densidade 7**. Sendo assim, podemos usar as férmulas
de inversao para k > 4, pois as cotas obtidas no Coroldrio 3.1.5 garantem as condigoes de
integrabilidade que precisamos.

Para x € R podemos escrever,

e (z) = % 7 e "l (b)) dt, (3.44)
e derivando obtemos
(rk) (x) = % 70@—“%(—@'7:) [on (£)]"dt. (3.45)
Note que pelo Corolério 3.1.5, para k > 4, -
7 [ (t)["dt < 7(1 +[t)len ()"t < C
[ tHlen®lar < [ @ ileaolta < c (3.46)

logo, as igualdades (3.44) e (3.45) estdo bem definidas.

Por outro lado, podemos escrever
1
() o () (@) = 50 [ Hlga(t) i (347

pois, integrando por partes, fazendo u = €t e dv = [(¢,(t))*]'dt e usando (3.44) e (3.45),

temos
L[ o) rdt = os / e (it [ (1)t + - / e ()t
2 2 2

=rk(z) +x (rfl*)’ ().
Note que, pelo Coroldrio 3.1.5, (3.47) estd bem definida.

63



Logo, segue de (3.47) e de (3.44) que

x (’I“fl*)/ () = —% e itw (gon(t)k + tk:gon(t)k_lg);(t)) dt.

—00

kx

f )/ (z) € L3, pois é a Transformada de Fourier da funcao ¢, (t)* +

Isto mostra que a funcao x (r

thon(t)* 1! (t) € L3 N L. Portanto, podemos escrever

(Y ()] < M)

|z]

onde () € L3, com ||uy, || = /(unk)de <C.

—00

Além disso, por (3.46) temos para uma constante C' > 0, independente de k e n, que

| (=it) (u()F)||, < C e de (3.44) temos

sup |(r5*)(x)| < C para todo n.

T

Logo, apds algumas manipulagoes podemos concluir que

| (rk*)/ ()] < fﬁ(ﬁc)r para alguma funcdo v, (z) € L?. (3.48)
Assim, estamos prontos para provar o seguinte resultado.

Lema 3.1.6. Se 15 < nn < k < n, entdo

I * 4, ™") < C, (3.49)
onde C' depende unicamente de p e n.
Demonstragao. Lembrando (3.14), temos

L(pke # Gy < I(B."),

e pela defini¢do de 7, em (3.15), é suficiente provar (3.17), ou seja,

I(pa*) = 1(r;") < C.

Assumamos primeiramente que non < k < n, onde 79 < 7. Notemos que, usando (3.36) como

c
0, ~ —, entao para alguma constante C' > 0,
n

[rallpy < Cbu/1(p) < o0,
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ou seja, a variacao total de r, ¢ finita. Logo, usando os mesmos argumentos para obter (3.12)

na prova do Lema 3.1.2, podemos concluir para k > 3,

3
10%7) < 5 a3y < +ov.

n

Por outro lado, de (3.48), usando a Desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos

00 00 1/2 0o 1/2
* « dx -
Ity < [0 @I < | [t ) | [ 5] = Cllul =

onde a constante C' pode depender de p e 7.
Agora, novamente aplicando a Proposicao 2.3.3 para convolucoes de quaisquer trés densi-

dades 7%, isto é, se non < ki <nek;>5,7=1,2,3 obtemos que,

- H |- ha-tha) =20k hatha) 3] HTV)

IN

IN
DO O WO

[(T(k1+k2+k3)*)

(“r[<k1+kz+ks>/31*

_'_ 2 || ’T,Efk1+k2+k3)/3]*

2
Iy

kx
n

”T TV

A
Q

(3.50)

Assim, se k > 15, basta escolher k; = ko = [g], ks = k— (k1+k2) e terfamos k; > 5, j = 1,2,3.,
k = ki + ko + k3 e o resultado segue de (3.50).
Da mesma forma, se k > nn, temos k; > [%] > % e basta escolher 7y = g, e (3.49) segue

também de (3.50). O
Finalmente, podemos agora provar o Lema 3.1.1.

Prova do Lema 8.1.1. Seja 0 < n < 1. No caso, 15 < nn < n — 3, entdo podemos por (3.9)

escrever

I(pn) < (Z) (1= 00) 00 (" = ")
k=0

n n— ~ ok ~(n—k)x* n n— N ~(n—k)x*
= > (k)u—an)’fan L dr) Y (k)(l—m’“% RACAEY R

0<k<nn nm<k<n
Agora, na primeira soma como k < nn < n — 3 podemos usar a cota obtida no Lema 3.1.2 e

na segunda soma, como 15 < nn < k < n, podemos usar a cota obtida no Lema 3.1.6. Assim
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I(pa) < Y. (Z)(l—én)kézk@[(p)(nbn)2+ > <Z>(1—5n)k53’fc

m<k<n

= Cnb,)? Y (Z) (1-s ) *+c Y (Z) (1= 5,)k67*

0<k<nn nmm<k<n

< CO(nby,)?2765 ™" + C.
c 1

Mas, como §,, ~ —, podemos escolher 0 < 7 < 1 (por exemplo n = 5) tal que
n

lim (nb,)?2"6{{="" = 0.

n—o0

Logo, segue I(p,) < C, para alguma constante C' > 0 e o lema estd provado. [

3.2 Teoremas de Limites

Consideremos, como antes, Xj, Xs,... v.a.’s i.i.d. com fungao de densidade comum p(x) e
assuma que p é absolutamente continua com derivada p'(z).

Suponha que existem sequéncias de constantes {a,}, >, € {bn}, 51, bn > 0, tais que Z, 2,
Z,onde Z é uma v.a. a—estavel, com 0 <a <2 e Z,= f—: —a,comS,=X;+---+X,.

Usando as mesmas notacoes da secao anterior, nosso objetivo é apresentar o Teorema Prin-
cipal de [6] que estabelece condigoes para que tenhamos I(Z,, || Z) _ 0 quando Z é a—estavel
nao-extremal.

Lembrando que I(Z, || Z) denota a Informagao de Fisher relativa ou a distancia de In-

formacao de Fisher que, de acordo com a Defini¢ao 2.2.5, é dada por

+o0

[(Zy | Z) = I(pn || &) = / (ig; —%))) pal@)de, (3.51)

—00

onde p,(z) denota a densidade de Z,, e ¢ a densidade de Z.
Vimos na Proposicao 2.2.7 que se Z é a—estavel nao-extremal e nao-normal, ou seja, 0 <

a<2e—1<p <1, entao
I(Z, || Z) < +o0 & [(Z,) < +o0.
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No caso de Z possuir distribuicao Normal, na Proposicao 2.2.8 temos que
I(Z, || Z) < +00 & 1(Z,) < +00 e EZ2 < 400,

onde EZ? < 400 é equivalente a EX? < 4o0.
Além disso, pelo Lema 3.1.1, vimos que para Z nao-extremal temos que : se I(Z,,) < +00
para algum ng > 1 entao sup I(Z,) < +oc.
n>ng

Antes de enunciarmos o resultado principal deste trabalho, necessitamos demonstrar um

lema auxilar que é na verdade um corolario das Proposicoes 1.4.1 e 1.4.2.

Lema 3.2.1. Suponhamos que Z, 2, Z, onde Z seque uma lei estdvel nao extremal. Se
I(Z,,) < oo para algum ng, entao, para todo m grande o suficiente, as densidades p, sao

continuamente diferencidaveis. Além disso, para todo T > 0 fizxo,

/ M_MQ r)ar = o uando n — oo
/(pn(x) w(x)) po(@)dz = o(1) quando n — oo, (3.52)

Demonstragao. Segue do Lema 3.1.1 que para todo n > ng, I(Z,) < co. Assim, para n > ng, a

expressao (3.52) fica bem definida. Por outro lado, tomando C' = \/I(Z,,) segue de (2.19) que

|fn0()|— t#0.

1]’

. . t\]™
Por outro lado, como f,,(t) = E(e?Zm0) = eiano {f (—)} ; segue que
o

1/no
a0l < ()t

/|an |2n°dt<( > /|t| 2d7f<+oo
/um Www<( ) /M2ﬁ<+w

Ou seja, as condigoes (1.22) e (1.24) das Proposigoes 1.4.1 e 1.4.2 sao satisfeitas e assim

Assim, temos

segue (1.23) e (1.25). Além disso, temos para n suficientemente grande que as densidades p,

sao continuamente diferencidveis. Fica assim mostrada a primeira parte da proposicao.
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Agora, ja vimos que a densidade ¢ de uma lei estdvel nao extremal é positiva e continua
em todo seu dominio. Logo existem a e A em [—T,T] tais que 0 < ¢(a) < ¥(z) < (A) para
todo z € [T, T].

¥(a)

Assim, de (1.23), tomando € = 5 > (, para n suficientemente grande

<t v

< 5 + Y (z) < pu(z), paratodo z € [-T,T],

ou seja, fazendo k = > () temos para n suficientemente grande que p,(z) > k, se |[z| < T.

¥(a)
2

Por outro lado, pelas convergéncia uniformes em (1.23) e (1.25) existem sequéncias de
nimeros reais nao negativos (4,),s,; € (By),>; que convergem para zero, tais que para n

grande o suficiente e para todo x € R,

pn(z) = 2h(2)] < A e |ph(x) — ¥'(z)] < Bn. (3.53)

Além disso, por (1.12) na Observagao 1.3.6, segue que

¢ ()]
()

<(C, para z€R. (3.54)

Finalmente, podemos escrever

/T (i—gi _ %)2%(@ P / (p;<x)w<x> - pn($)¢’($)>2pn(x> .

=T =T

X

_ /T (), (z) — ¥/ (x))* L 20(@) (po(x) = U'(2))(Pal2) — ¥(2)) ,

Agora, usando (3.53), (3.54) e que p,(z) > k se |z| < T para n suficiente grande, segue que

(B2 e < [ %+ 2ancbenre

A2 2 1
=2T | =2+ ZA B —(CB,)?*) .
(42 2am0 0 Lony)
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A 1ltima expressao tende para zero quando n — oo, pois A, — 0 e B, — 0, e o resultado

segue. O
Finalmente, estamos em condig¢oes de demonstrar o Teorema Principal deste trabalho.

Teorema 3.2.2. Suponhamos que Z, 2, Z, onde Z seque uma ler a—estavel nao-extremal.

Entao I(Z, || Z) — 0 quando n — oo se, e somente se, 1(Z, || Z) < oo para algum n.

Demonstrag¢ao. Suponha que Z, 2.z , com Z a—estavel nao-extremal.

Se I(Z, || Z) —_ 0, é imediato que I(Z, || Z) < +oo para algum n.

Assim, s6 temos que mostrar a reciproca.

Suponhamos que I(Z,, | Z) < +oo para algum ny > 1. Entao, como observamos anterior-
mente, das Proposigoes 2.2.7 e 2.2.8 segue que I(Z,,) < +oo. Vale notar que no caso Normal,
também implica EX? < +o00. Dai, pelo Lema 3.1.1 segue que

I'=sup I(Z,) < 4o0.

nzng

Agora, como Z, = b_n — a,, da Observagao 2.2.2 (e), segue
1
1(Z,) = b—QI(Sn).

Logo, para todo n > nyg
I(pn) = 1(Sn) = b21(Z,) < 021" < +00.

Mas, para n > 2ng, temos que p,, = pp, * Pn—n, € dai, segue da Defini¢ao 2.4.1 que p,, € Bo,
onde B, indica o conjunto de todas as densidades que sao representaveis pela convolucao de
duas densidades com Informagao de Fisher finita. Assim, pela Proposicao 2.4.3 segue que p'(z)
¢ continua e de variacao limitada.

Entao para n > 2ng, escrevemos n = n; + ng com ny; = [g] e ng = n — ny. Notemos que
ni,Ng > Ny € entao

I(Sp,) <2 I e I(S,—S,) <bI.

Agora, como por (3.3), b, = n'/*h(n), segue que existe uma constante I > 0 tal que I(S,,) <

V21 e I(S, — Sp,) < V2I. Dai para n > 2ng, temos que

Snl Sn - Snl
e (5 om) 55,
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representa a soma de duas v.a.’s independentes e ambas com Informacao de Fisher no maximo
I. Ou seja, p, € By(I) para todo n > 2ng e pelo Lema 3.2.1 segue para T' > 0
Pu() @0’(%))2
2 ——2) py(z)dr =0(1) quando n — oo. 3.55
[ (-5 e =) 359

|z|<T

Assim, resta mostrar que para um 7' > 0 adequado

B po(z)  ¢'(2)\’ e — o wando n
J —|IZT <p—n(x) —1/}@)) pn(x)d (1) quand — 00. (3.56)
Notemos que J < 2.J; 4 2J,, onde

LR, (V@Y

|z|>T |z|=T

Primeiramente, vamos mostrar que podemos escolher 7" > 0 tal que J, < € para n sufici-
entemente grande. Para isto, vamos considerar dois casos separadamente.
Caso 1. 0 < a < 2.

Dado que Z é estavel ndao-extremal, por (1.12) sua densidade v satisfaz,

W) e
0@) ST+

para alguma constante ¢ dependendo unicamente de . Logo,

Iy < / (%mfpn(x)dxs / (HLTfpn(x)dxs(HLT)Q,

|z[>T |z[>T
e assim podemos escolher 7' > 0 suficientemente grande tal que Jy < €, Vn.
Caso 2. a =2 e EX? < 0.
Podemos assumir, sem perda de generalidade, que EX; = 0, EX? = 1. Neste caso, 9 ¢ a

densidade de uma Normal padrao e podemos escrever

Jo = / 2%p, (7)dz.

2| =T

Agora, como EZ2? = 1, Vn > 1 temos que ¢(z) = 2*p,(z) é uma densidade de probabilidade na

n

reta, com funcao caracteristica (t) = / e, (x) = —f(t).

—00

Agora, aplicando a conhecida Desigualdade de truncagao (Vide [1], pdg. 303) para a densi-

dade ¢, temos
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2/T

/ q(z)dz <T /(1 — Rey(t))dt.
|z|>T 0

Ou seja,
2/T

J<T /(1 + Ref!())dt.
0

Em nosso caso, a funcdo caracteristica de Z é g(t) = e /2 entdo 1+ g"(t) — 0 quando t — 0
e para qualquer constante ¢ > 0, supy, <. |f"(z) — ¢"(x)| — 0 quando n — oo.
Assim, dado € > 0, podemos escolher T' > 0 tal que

2/T 2/T

<7 [ gl [ 1800 - g0
0 0
€
S sup |10 — g (1)ar,
2
e dal, segue que Jo < € para n suficientemente grande e T" apropriadamente escolhido.
Por outro lado, para estimar .J;, como p, € B, aplicaremos o Corolario 2.4.6 para obter

que para qualquer T' € R,

S < 1 (V/paD)| g pa(D)] + Vpu (D] log pa(~1)])

2

+ 21 / Pu(2)[log(pn(2)2dz | . (3.58)

z|>T

Usando (1.22) e a relagao assintética para ¢ (x) quando = — oo da Proposicao 1.3.4 temos para

todo n suficiente grande e para todo T" > Tj,

log T
W (1) | logp,(£T)| < ¢ + €n, 3.59
Vi, (T log p, (£1)] < 25 (359

onde €, — 0 quando n — oo, ¢ > 0 e Tj suficientemente grande que dependem unicamente de

.

Agora, nosso objetivo é limitar a integral J; com expressoes que possam ser tao pequenas
como desejemos para n grande. Note que de (3.59) o problema fica resolvido para a primeira

parcela de (3.58). Assim, s6 resta limitar a integral

Pn(2)10g* (pn(x))da.

[z|>T
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Para isto, vamos escrever

{z€R:|z| >T}=AUB,

onde A={reR:|z|>T, p,(z) < |z|*} e B= A°. Da defini¢do do conjunto A segue

/ pu (@) [log(p ()] 2dz < / ﬁ [log ﬁrdx 16 / ﬁ[log]m”%a&

De onde,

[ oot ogton ()P < . (3.60

A

Por outro lado, j& vimos que p, € By(I) sempre que n > 2ng. Dal, p, estd uniformemente
limitada, pois, sup, p,(z) < VT para todo n > 2ng. Logo, sobre o conjunto B, temos

\/7
pn(.%')

1 1
= 510g[+410g1:+ 5]10g]| < §|logl| + 4log |z| +§]10g1]

|logpn(z)] < |log\/7| < |10g\/7| + log < |log\/T| + \:v|410g\/7

= 4log |z| + | log I|.

161og?(I1|z|) se [ >1
Agora, note que ( 4log|z| + [logI])? = (log|z|* + |logI|)? = :
161og®(I"%|z|) se 0 <1 <1.

Portanto,

/pn(x)[log(pn(x))]Qdﬂf <C / pa()[log |2])*dz, (3.61)

B 2| >T
onde a constante C' depende unicamente de I.
Finalmente, pela Observacao 1.3.3 (f), os momentos E|Z,|° estao uniformemente limitados
em n, sempre que 0 < § < . Fazendo § = %, seja K > 0 tal que para todo n, E|Z,|*? < K.
Entdo usando a cota elementar |z|*/* > c,[log |z|]?, para |z| > Ty, onde ¢, é uma constante

que depende de «, podemos obter,

K ZE|ZH\“/Q:/|x|a/2pn(x)da:ZTa/4 / |x|o‘/4pn(x)dx

R |z|>T
> ¢, T/ / pu(x)[log |z|]*dx.
ol >T
Assim, de (3.61)
[ put)iogp, e < o7 (3.62)
B
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com alguma constante C' independente de n.

Usando (3.60) e (3.62) em (3.58), obtemos
log T 32 2
Jy < 2134 (5— + €n> + 21 (- + cTa/4> <CT 8 +¢,, 3.63

onde a constante C' é independente de n e ¢, — 0 quando n — oo. Assim, isto completa a

prova de (3.56), que juntamente com (3.55) resulta que I(Z, || Z) — 0 quando n — oco. O

Observacao 3.2.3.

a) Vale notar que no caso extremal || = 1, a densidade ¥(x) tem um comportamento diferente
do caso nao-extremal dado em (1.11). Por exemplo, quando 0 < o < 1 e B =1, a densidade
¢ estritamente positiva somente num intervalo do tipo (xo, +00) ou (—o00,xo) e quando
r — xg, ¥(r) — 0 extremadamente rapido. Assim, para garantir a finitude de I(Z, || Z)
em (3.51) seria necessdrio estabelecer condi¢oes adicionais sobre p(x) e p,(z) na vizinhanga
de xo. Um comportamento similar é observado no caso 1 < o < 2 e |f| = 1. Para
masores detalhes sobre o comportamento das densidades a—estdveis nao-extremais veja, por

exemplo, [13] ou [27].
b) Em [7] € provado que as sequintes duas condi¢des sao equivalentes:

(i) 1(Z,) < oo para algum n > 1.

(i1) Para algum n > 1, Z, tem densidade p, continuamente diferencidvel tal que

/ 1P, (x)]dx < oo.

Ou seja, para algum n, a densidade p, € de variacao limitada.

Sendo assim, o Teorema 3.2.2 € vdlido quando (ii) € satisfeita.
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