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Resumo

Nesta dissertacao iremos analisar a dinamica do crescimento para modelos de automatos
celulares. Uma vez que a evolucao cria uma superficie de fractal, mostraremos que a
variacao da rugosidade pode ser apresentada em uma expressao simples que combina
duas componentes: a distribuicao de probabilidade das configuragoes da superficie
e as regras que define um automato celular. A partir destas consideragoes investiga-
remos uma das variagoes do modelo Restricted Solid-On-Solid (RSOS) em 1+1
dimensao e as propriedades da rugosidade, assim como as propriedades gerais que a
mesma deve satisfazer.

Palavras-Chaves: Modelo de crescimento, expoentes criticos, dinamica de

crescimento, equacao KPZ, automato celular.



Abstract

This dissertation will examine the growth dynamics for cellular automata models.
Since the evolution creates a fractal surface, we show that the variation of roughness
can be presented in simple expression that combines two components: the proba-
bility distribution of the surface configurations and the rules that define a cellular
automata. From these considerations we will investigate one of the variations of
the Restricted Solid-On-Solid (RSOS) model in 141 dimension and properties
of the roughness, as well as the general properties that it must satisfy.

Key words: Growth model, critical exponents, growth dynamics, KPZ

equation, cellular automata.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho é dedicado ao estudo do crescimento, em particular fixaremos
nossa atencao na rugosidade que aparece na interface entre dois meios durante o pro-
cesso de crescimento. A formacao de interface entre superficies pode ser observada
facilmente no nosso cotidiano: formacao de liquens em caule de arvores e rochas, a
formacao do mofo nas paredes de uma casa, ao viajar perto de regidoes montanhosas
observamos a erosao no solo devido a acao da chuval4], em solos de regides aridas
ou semiaridas expostas ao clima desértico, além dos fenomenos estudados em labo-
ratorios, por exemplo em ciéncias dos materiais a interface entre duas superficies
apresenta uma série de propriedades que necessitam ser bem determinadas. Em
biologia temos o estudo de crescimento de colonias de bactérias, a interface entre
uma célula e o meio externo etc. Na natureza os exemplos sao inesgotaveis. O
objetivo deste trabalho serd fazer uma descricao geral desses fenomenos, descrever
cada regime do processo de crescimento, e os expoentes criticos «a, 5 e z, associados
com ele, bem como as relagoes entre esses expoentes, e "o estado da arte”atual na
area.

No capitulo 02 apresentaremos os conceitos necessarios para analise de um
modelo de crescimento, i.e., tal como para descrever a transicao liquido-gas usa-
mos as grandezas calor especifico (Cy ), densidade (p) e compressibilidade

isotérmica (xr) onde proximo ao ponto critico T' ~ T, (T, é a temperatura critica),



essas grandezas comportam-se como leis de poténcia da forma Cy ~ |T. — T|™%,
pe—p~|T.—T|% e kp ~|T.—T|™", aqui a, B e 7y sdo chamados expoentes criticos.
Na Fisica de crescimento as grandezas importantes sio a altura média (h), a ru-
gosidade (w) e seus expoentes «, 3 e z que serao definidos. E por fim é apresentado
a relacao de escala de Family-Vicsek onde obtemos a relagao entre os expoentes
criticos.

No capitulo 03 iniciamos a discurssao sobre a dinamica de crescimento,
onde apresentamos os conceitos de simetria que delimitam as possibilidades de uma
equacao de crescimento que descreva a evolucao de uma superficie. Deste modo as
possibilidades mais simples sao: a equacao linear de Edwards-Wilkinson (EW) e
a nao-linear de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ). Encerramos o capitulo citando alguns
problemas atuais no campo da Fisica de crescimento.

No capitulo 04 apresentamos o tema central do trabalho: a Evolugao da
rugosidade aplicada para autémato celular. Inicialmente descrevemos o modelo
RSOS (Restricted Solid-On-Solid) [5], seu algoritmo e as configuragoes possiveis.
Em seguida tratamos das simulagoes feitas para este modelo. Para uma descrigao
tedrica da rugosidade utilizamos um método utilizado por Alves e colaboradores [1, 6]
onde eles obtém a rugosidade para o modelo de corrosao [7]. Entao aplicaremos a
teoria ao modelo RSOS para estudar a evolucao da rugosidade do sistema e obter
o valor do expoente de rugosidade a. Neste capitulo mostramos também alguns
resultados gerais que devem vir da teoria.

No capitulo 05 concluimos nosso trabalho resumindo os resultados obtidos

descritos nessa dissertagao.



Capitulo 2

Conceitos Basicos

Para a explicagao dos modelos de crescimento é necessario conhecer alguns
parametros que caracterizam estes modelos. Serao tratados neste capitulo os con-
ceitos bésicos para o estudo de modelos de crescimento, seja 0 RSOS, o modelo de
corrosao, o modelo de deposicao aleatdria [8] ou deposigao aleatéria com Relaxacao

Superficial 9], além de muitos outros em estudo [2].

Dizemos que dois modelos pertencem a mesma classe de universalidade
quando eles tém os mesmos expoentes criticos. Deste modo para que possamos
classificar cada modelo dentro de uma classe de universalidade é preciso conhecer os
seus expoentes criticos - a expoente de rugosidade, 8 o expoente de crescimento e
z 0 expoente dinamico - bem como a relacao de dependéncia que existe entre estes

expoentes.

2.1 Altura média e Rugosidade

Os processos de crescimento comegam com uma definicao do modelo empre-
gado para sua dinamica, sendo o mecanismo mais comum o da deposi¢ao. Podemos

representar um modelo de deposi¢ao de particulas como exibido na figura (2.1):
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L

FicuraA 2.1: Esquema geral de um substrato

Considerando L o tamanho do substrato, a figura descrita acima ¢é represen-
tado por coordenadas cartesianas, em que o tamanho do substrato correspondente
ao eixo das abscissas é dado sob a forma 0 < i < L, onde 7 representa o local onde
as particulas devem ser depositadas. Essa altura é representada por h(i,t) ou h,(t)
que corresponde o valor da altura do local # num dado instante ¢ com relacao a um
referencial fixo.

Neste trabalho faremos uso de modelos de crescimento discretos. Para
um modelo discreto, o mecanismo de crescimento é descrito por um algoritmo®
(Autémato Celular) no intuito de tentar reproduzir, satisfatoriamente, varios aspec-
tos de algum tipo de crescimento observado experimentalmente.

Para descrever um modelo de crescimento quantitativamente iremos intro-

duzir duas grandezas: a altura média e a rugosidade.

2Mecanismos encarregados tanto da difusio quanto da fixacdo das particulas sob a superficie.
Por exemplo, para Deposi¢ido Aleatdria primeiro em um tempo ¢ sorteamos um sitio ¢ com altura

h;(t), depois em um tempo subsequente ¢t 4+ 1 fazemos h;(t) + 1
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2.1.1 Altura média

A altura média de uma superficie, denotada por h, é definida por
— 1
i) = 7 S (), (2.1)

onde h;(t) é a altura da coluna i no tempo t. Por exemplo, caso a taxa de deposi¢ao
(ntmero de particulas chegando em um sitio i) seja constante pela (2.1) calculamos

que a altura média cresce linearmente com o tempo.

2.1.2 Rugosidade

A largura da interface que caracteriza a rugosidade de uma interface, é

definida pelo desvio quadratico médio da altura,

(2.2)

onde
&(t) = hq(t) — h(t) (2.3)

é a flutuacao da altura.

Monitoramos o processo de rugosidade quantitativamente quando medimos
a largura da superficie em funcao do tempo. Por definicao, o crescimento comeca
a partir de uma linha horizontal; a superficie no tempo zero é simplesmente uma
linha reta com largura zero, i.e. w(0) = 0. Apds as deposi¢oes é que a superficie
gradualmente comeca a apresentar a rugosidade. Observe que esta definicao faz
sentido fisico ja que a flutuacao de uma grandeza esta associada com uma funcgao

resposta do sistema. Podemos comparar com um sistema termodinamico de N
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particulas onde a flutuagao da energia
o = ((E —(E))*) = kgT*Cv,
onde C'y é o calor especifico molar a volume constante e a flutuagao do volume
0% = (V= (V))2) = TVkr,

onde k1 ¢ a compressibilidade isotérmica [10].

2.2 Leis de escalas e expoentes criticos

Um dos conceitos modernos usados para estudar varios processos de ru-
gosidade é o escalonamento. Escalonamento possui uma surpreendente poder de
predicao, consiste de simples manipulagoes que nos permite conectar grandezas e
expoentes aparentemente independentes.

A analise das relacoes de escalonamento nos permite obter os expoentes
e definir a classe de universalidade. O conceito de classe de universalidade é um
resultado da mecanica estatistica moderna, e codifica o fato que ha alguns fatores
dinamicos que sao universais e determinam os expoentes independentemente do
modelo especifico. Portanto, diferentes sistemas que aparentamente nao possuem
nada em comum, mas que pertencem a mesma classe de universalidade, comportam-
se de forma muito semelhante na vizinhanca do ponto critico.

Na figura (2.2) mostramos a evolugao da rugosidade em func¢ao do tempo.
Partindo inicialmente de uma superficie lisa de modo que w(0) = 0. A linha vertical

t =ty separa 3 escalas de tempo. Para t < t4,; a rugosidade cresce como
w(L,t) ~ t° parat < tq. (2.4)

O expoente 8 ¢é definido como o expoente de crescimento, que caracteriza as
informacoes a respeito da dinamica temporal do processo de rugosidade. Pelo grafico

(2.2) observamos que a evolucao de w(L,t) cessa em um dado instante. Para um
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10’ .
o]
w‘;at(L) o
Dﬁg!‘\nuﬂ &
o] 0° o
Q
(o]
w o]
tf
tsut
10' 10° . 10° 10*

FIGURA 2.2: Crescimento de um sistema obtido por simulagao [1] e [2]

tempo maior que t,,; ocorre o processo de saturacao e a rugosidade atinge um valor
maximo ws,;. A medida que aumenta o tamanho L do sistema, a largura de saturacao

também aumenta como uma lei de poténcia,

Wsat(L) ~ L. (25)

O expoente o, chamado de expoente de rugosidade, caracteriza as informacoes a
respeito da rugosidade do sistema quando ocorre a saturacao da superficie. O tempo
de saturacao t.,; também depende do tamanho do sistema e satisfaz uma relacao na

forma

tsat g Lz, (26)

onde z é chamado expoente dinamico do sistema.

Os expoentes «, 8 e z nao sao independentes, a seguir apresentaremos a
relagao entre estes expoentes. No grafico da figura (2.3) - em escala logaritmica - da
rugosidade em funcao do tempo, onde cada curva no grafico representa um sistema
com um certo tamanho L. Podemos colapsar os dados do grafico (2.3) em uma

unica curva [11], isto ¢, faremos um reescalonamento da dependéncia temporal da
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rugosidade.

10000

FicurA 2.3: Evolucao temporal da largura da superficie para diferentes valores de

L. [2]

Na figura (2.4) representa a evolucao temporal da rugosidade para diferentes

comprimentos L.

log(t/L")

(B)
FicurA 2.4: Variagao da rugosidade com o tempo para trés diferentes valores de L .

Fonte: Barabdsi & Stanley.

No passo (A) a rugosidade w ¢ dividida por L%, isto ¢, pela rugosidade

de satura¢do ws,: ¢ plota-se um grafico, em escala logaritmica, w(L,t)/ws.(L) em
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funcao do tempo, que corresponde a uma mudanca vertical das curvas na escala log-
log, resultando em curvas que saturam com o mesmo valor, independente do tamanho
do sistema. No passo (B) o tempo t é dividido pelo tempo de saturagao ts ~ L* e
novamente plota-se agora um gréfico, em escala logaritmica de w(L,t)/wsu(L) em
funcao de t/ts,;. Este passo corresponde a uma mudanga horizontal da curva que
agora satura para um mesmo valor da abscissa, i.e., causando a saturacao em um
mesmo tempo caracteristico. Todas as curvas colapsam em uma sé mostrando o

comportamento universal do sistema.

Conclui-se entao que :Sif(tL)) é uma funcao de t, ie.,
w(L,t) t
= 2.7
wsat(L) f(tsat )’ ( )

deste modo tem-se a Relacao de Escala de Family-Vicsek onde [2],

u, w1
flu) = (2.8)
L, u>1

Na figura 2.2 se nos aproximarmos do ponto de saturagao (tsu, w(tsat)) pela
esquerda encontramos, segundo a equacao (2.4) que w(tsq) ~ ¢ .. Contudo quando
aproximamos pelo lado direito ao mesmo ponto temos, segundo (2.5), w(tsa) ~ L°.

Assim temos que:

B
tsat ~ Lav

logo, pela equagao (2.6) pode-se concluir que

2= % (2.9)

A equacao (2.9) é a lei de escala que conecta os trés expoentes e é vélida

para qualquer processo de crescimento.



Capitulo 3

Dinamica de crescimento

Nos estudos de modelos de crescimento [12, 13, 7] estamos interessados na
posicao h(r,t) de uma superficie entre dois meios (3.1), por exemplo, durante um
processo de crescimento através da agregacao de material de um dos meios para
o outro. O termo genérico ”crescimento”’é usado no sentido de uma evolucao de
situagoes fisicas tais como a propagacao de uma frente de fogo [14, 15, 16], erosao
do solo [4], dispersao do fogo em uma floresta, o fluxo de um liquido em um meio

poroso ou o crescimento de uma colonia de bactéria.

- L -

h(r,1)

F1GURA 3.1: Formagao de superfice entre dois meios.[3]

10
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Para estudar analiticamente os modelos de crescimento muitos métodos
tém sido desenvolvidos. Um em particular é bastante 1til que consiste em associar
uma equacao de crescimento estécastico com um dado processo de crescimento. O
objetivo é encontrar a variacao temporal da altura da superficie h(r,t) em qualquer
posicao r, onde r pertence a um substrato d-dimensional. Em geral, o crescimento
pode ser descrito pela equacao continua

Oh(r,t)

5 = O(r,t), (3.1)

onde o fluxo ®(r,t) é o numero de particulas por unidade de tempo chegando na
posicao r da superficie no instante ¢.

O fluxo de particulas nao é uniforme, uma vez que as particulas sao depo-
sitadas em posicoes aleatérias. A aleatoriedade pode ser incorporada na teoria pela

decomposicao de ®(r,t) em dois termos de tal modo que a equacao (3.1) torna-se

Oh(r,t)

s F+n(r,t). (3.2)

O primeiro termo, F', é o nimero médio de particulas chegando no sitio r e pode
ser definido como um campo. O segundo termo, n(r,t), caracteriza as flutuagoes

aleatorias no processo de deposi¢ao e é um nimero aleatorio nao correlacionado
(n(r,t)n(r', 1) = 2D5%r — v')s(t —t'). (3.3)

Onde D ¢ a dispersao e d é a dimensao e possui valor médio nulo.

(n(r,t)) = 0. (3.4)

Considere uma superficie caracterizada pela altura h(r,t) na figura (3.1), e
assuma que nao possua saliéncias na superficie em ¢t = 0. O objetivo é partindo da
equagao (3.2) derivar uma equacao de crescimento para superficies correlacionadas.

Espera-se que esta equacao de crescimento possua a forma
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Oh(r,t)
ot

Onde G(h,r,t) é uma funcao geral que depende da altura da superficie, da posicao,

= G(h,r,t) +n(r,t). (3.5)

do tempo. Iremos estudar o comportamento da superficie representado na figura
(3.1). Como nosso primeiro passo é obter a equacao de crescimento vamos apresentar

as simetrias basicas do problema.

3.1 Principios de simetria

3.1.1 Invariancia sob translacao temporal

A equacdo (3.5) descreve a forma geral da evolucao da superficie onde G
corresponde a parte deterministica e n a parte estocéstica. A equacao de crescimento
nao deve depender da origem do tempo, de modo que a equagao deve ser invariante
sobre a transformacao t — t + £y nao permitindo deste modo qualquer dependéncia
explicita no tempo. Temos que a derivada 0h/0t é invariante sobre uma translagao

temporal, isto é, Oh/O(t + to) = Oh/Ot.

3.1.2 Invariancia na translacao ao longo da direcao do crescimento

A equacao deve considerar o fato que o crescimento é independente da
origem escolhida para localizar a posicao da superficie ao longo da direcao da altura
h, entao a equacao de crescimento deve ser invariante sobre a transformacao h —
h+hg. Portanto, G nao depende explicitamente de h e a equagao deve ser construida
com combinacoes de Vh, V2h, ..., V"h. Nota-se que V(h + hg) = Vh, entao o termo

Vh sobrevive nesta transformacao.
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3.1.3 Invariancia na translacao na direcao perpendicular a diregcao do
crescimento

O crescimento ¢é independente da origem escolhida para localizar r ao longo
da direcao paralela a interface. A equacao deve ser invariante com respeito a trans-
formacao r — r+ry. Desta forma, G nao deve depender explicitamente de r e pode

conter somente combinagoes das seguintes derivadas:

0 o o
Ory’ Or2> ord’” "7 grn

3.1.4 Rotacao e inversao na diregao do crescimento

Esta regra exclui todas as derivadas impares, isto €, excluindo vetores como
Vh,V(V?h), etc. O termo Vh sobrevive ao considerarmos os principios anteriores,
contudo nao sobrevive a este ultimo. Ao realizar a transformacao r — —r teremos
que Oh/O(—z) = —0h/0x, i.e., a derivada troca de sinal sobre esta transformagcao,

diferente dos termos com derivadas pares (Vh)? e V2h.

3.1.5 Simetria Up/Down para a altura

As flutuagoes nas superficies sao similares com respeito a altura média da
superficie.Deste modo ao fazer a transformacao h — —h exclui-se as poténcias pares
de h, termos como (Vh)?, (Vh)*, etc. Esta simetria estd intimamente conectada com
o equilibrio natural da superficie e para problemas fora do equilibrio esta simetria

pode ser quebrada.

3.2 A equagao de Edwards-Wilkinson

Para encontrar a forma da equagao de crescimento devemos considerar todos

os termos que podem ser formados pelas combinagoes de V"h. Um por um elimina-
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mos todos os termos que violam os principios de simetrias tratados anteriormente.

Portanto nés temos

Oh(r,t)
ot

O objetivo deste estudo esta nas propriedades de escala focando no compor-

= a;V?h+ aVh+ ...+ a,V*"h +1(r, t) (3.6)

tamento assintético das fungoes que caracteriza a superficie (t — 00) e (L — 00).

Observe que decompondo h(r,t) em série de Fourier

d’k
t) = / / h(k,t) exp'tr="t

V"h(r,t) corresponde a termos k™h(k, ), logo no limite dos grandes comprimentos
de onda (k — 0), os termos dominantes serdo os de menores expoentes em k. Logo
precisamos preservar apenas os termos de baixa ordem. Isto significa que somente
estes termos influenciam nos valores dos expoentes que caracterizam o crescimento.

O termo de ruido, n(r,t) na equagao (3.6) incorpora o carédter estocastico
do processo de flutuacao. Para um caso simples onde assumimos que nao tenha
correlagao e que as propriedades do ruido sejam satisfeitas a equagao mais simples
que descreve as flutuagoes de uma interface em equilibrio, chamada de equagao de

Edwards-Wilkinson (EW) ([17]) possui a forma:

Oh(r, 1)
ot

As principais caracteristicas desta equacao sao as seguintes:

= vV2h +1(r, t). (3.7)

e FEla conserva a altura média h.

e Quando o fluxo F é uniforme e constante, a equacao nao afeta as propriedades
assintoticas da rugosidade. A equagao de primeira ordem (3.7) contém toda a
Fisica do modelo de crescimento. Ela é suficiente para representar a classe de

universalidade do modelo em estudo.



3.8. A equacao de Kardar-Parisi-Zhang 15

e Ela possui a mesma forma da equacgao de difusao se omitirmos o termo de
ruido. Do mesmo jeito que a equacao de difusao a equacao EW gradualmente

elimina as irregularidades nas superficies.

e O coeficiente v desempenha o papel de uma tensao superficial. Quanto maior

o valor de v mais rapido sera a suavizacao do sistema.

e Ela descreve corretamente o crescimento aleatorio com relaxacao, desde que o

gradiente Vh da superficie permaneca pequeno. Isto significa que:

Oh < or.

e Sabemos que |dh| ~ |0r|* a partir da definigdo de a. Para grandes distancias

esta condicao portanto restringe o < 1.

3.3 A equacao de Kardar-Parisi-Zhang

A equagao de EW discutida anteriormente foi a primeira equagao continua
usada para estudar o crescimento de superficies por deposicao de particulas. As
previsoes desta teoria linear alteram quando adicionamos termos nao lineares na
equacao de crescimento. A primeira extensao da equagao Edwards-Wilkinson para
incluir termos nao lineares foi proposto por Kardar, Parisi e Zhang (KPZ) ([18]).

Embora a equacao KPZ nao possa ser resolvida de forma fechada devido
a sua caracteristica nao linear e estocéstica, alguns poucos resultados exatos tem
sido encontrados. Além disso, poderosos métodos de aproximacao podem ser usados

para obter mais conhecimento sobre as propriedades de escala e dos expoentes.

3.3.1 Construcao da equacao KPZ

Embora nao se possa derivar formalmente a equacao KPZ pode-se desen-

volver um conjunto de argumentos plausiveis usando principios fisicos que motiva a
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adigao de termos nao lineares na teoria linear (3.7) e os principios de simetria usados
no caso da equacgao de EW.

O objetivo é construir uma equacao continua que descreva os modelos de
crescimento, para isto iremos generalizar a equacao de EW. Para exemplificar esta
generalizagao poderemos tomar o modelo de deposicao balistica onde as particulas
que chegam a superficie acabam grudando na primeira particula que encontram
ocasionando um crescimento lateral. Para incluir este crescimento lateral na equagao
de crescimento noés adicionamos uma nova particula a superficie. O crescimento
ocorre localmente normal a superficie gerando um incremento dh ao longo do eixo h
que é decomposto em duas componentes: vdt paralelo ao normal local da superficie
e |Vh|vdt perpendicular ao normal local - como visto na figura (3.2). Pelo teorema
de Pitagoras extraimos uma expressao para oh

AN "
h(z)

FicuraA 3.2: A origem do termo nao linear na equacao KPZ.

oh = [(v6t)? + (v6tVR)HY? = vit[1 + (Vh)?])Y2. (3.8)
Se |Vh| < 1 podemos expandir a equagao (3.8)
Oh(r,t)
ot

sugerindo que um termo nao-linear na forma (Vh)? deve ser incluido na equagao de

—ut %(Vh)Q . (3.9)

crescimento para destacar o crescimento lateral. Adicionando este termo a equagao
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EW obtemos a equacao KPZ:

Oh(r,t)
ot

O primeiro termo do lado direito da (3.10) descreve a relaxagao da interface através

A
=vV?h + §(Vh)2 + n(r, t). (3.10)

da tensao superficial v. O segundo termo é o termo nao linear de menor ordem que

pode aparecer na equagao de crescimento.

3.4 Propriedades da equacao KPZ

3.4.1 Invariancia de Galileu

Esperamos que a equagao KPZ (3.10) e a equagao EW (3.7) sejam invari-
antes sobre as seguintes mudancas de escala: r — br, h — b*h e t — b*t, onde b é o

parametro de escala. Realizando estas transformacgoes na equacao KPZ vem

PUED) _ 2wt 4 Jpm=2(h)? 4 b5 (e 1), (3.11)

Para garantir a invariancia esperamos que a equagao (3.11) deva ser independente

de b. Contudo, este procedimento nos fornece trés relacoes, incompativéis entre si.
Como o termo nao linear é determinando nés desprezamos o termo vV?h. Assim

obtemos as relagoes para os expoentes:

2-d 2 d

= ea

que nao estao corretos, pois para d = 1 eles fornecem v = 1/3 e 5 = 1/5. Qualquer
outra combinacao das 3 equacoes nos leva a expoentes errados.

Entao, onde foi que erramos? A razao é que, reescalonando nosso sistema
os diferentes termos (v, A e D) na equagao de crescimento nao sao renormalizados
independentemente - sendo relacionados um com o outro. Portanto, para ter uma

escala invariante nao devemos simplesmente assumir que os expoentes de b sao nulos
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na equacao (3.11), uma vez que v, D e A podem ser alterados durante o reescalo-
namento. Para melhor andlise a partir da abordagem de grupo de renormalizagao
apresentado em [2, 3], onde apds um longo processo é obtido as equagoes de fluxos

dos parametros para KPZ, i.e.

dv 2—d
— = — 24 Ky~ 12
dl v {Z + K49 1d ] , (3 )
D bl a0+ K, (3.13)
— = z—d— 2« = )
dl T4
d\
— =Aa+z-2]. (3.14)
dl
Onde a constante de acoplamento é definida como
A2D
= 3.15
9= (3.15)
A equagao para o fluxo da constante de acoplamento é
dg 2—d 2d -3 4
- =— 3.16

enquanto Ky = Sy/(27)% e Sy é a drea da esfera d-dimensional. Os expoentes podem

ser obtidos pelos pontos fixos nao nulos das equacoes de fluxos, i.e.

dv dD d\
i~ a —a " 17

A partir da equagao (3.14) obtemos a relagao:
a+z=2 (3.18)

Esta equacao fornece uma relagao entre o expoente de rugosidade o e o expoente
dinamico z que caracteriza o crescimento e é chamada de invariancia de Galileu
(IG).

A partir das equacoes (3.12-3.14), (3.15) e (3.16) obtemos as expressoes para

0s expoentes:
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_(2—d)? _
T ad b=3

(2—a)’
6—4d)— (2—d)?

Para d = 1 obtemos v = 1/2 e § = 1/3 como era esperado. Para d > 2 os resultados

(3.19)

nao tem sentido fisico. Para d = 2, @« = [ = 0 e para d > 2 eles sao negativos.

Deste modo a renormalizacao funciona apenas para d = 1.

3.5 Problemas atuais da Fisica de crescimento

Pelo desenvolvimento anterior torna-se claro que a equagao KPZ tornou-
se o melhor ponto de partida para o estudo de crescimento. Verifica-se também
que nenhuma solugao analitica foi apresentada por Kardar, Parisi e Zhang para sua
equacao. Além disso, a renormalizacao apresentada sé vale para d = 1, falhando
desastrosamente para d > 1. A equacao KPZ vem sendo estudada nos ltimos 30
anos por fisicos e matematicos, assim descrevemos abaixo alguns problemas atuais

relativos a KPZ e modelos de crescimento.

3.5.1 Validade da invariancia de Galileu

A primeira pergunta que aparece naturalmente é se a IG é valida para
qualquer dimensao. Observe que na renormalizagao, a variagao de X , equagao (3.14),
aparece independente da dimensao d e do acoplamento g, portanto a equagao (3.18)
é um forte candidato para ser um resultado exato.

Para dimensoes fraciondrias diversos autores mostraram([19, 20, 21] que a
relacao ¢é violada para o modelo RSOS e de corrosao. Para dimensodes inteiras resul-
tados nimericos recentes para o modelo de corrosao [22, 23] sugerem que a relagdo é
valida. Entretando, até o momento nao existe prova definitiva de sua validade para

d + 1 dimensoes.
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3.5.2 Dimensao critica superior

Foi questionado anteriormente se a invariancia de Galileu era independente
da dimensao do sistema, agora perguntamos se existe uma dimensao critica superior
para KPZ tal como para o modelo de Ising.

O modelo de Ising 1-D possui solugao bem conhecida [24, 10], para o modelo
em 2-D temos a conhecida solu¢ao de Onsager [25] e vérias solu¢oes numéricas para
Ising 3-D [26, 27, 28]. Para d = 4 a solugao exata é igual a campo médio. Para d > 4
os expoentes nao mudam mais, sendo os mesmos de d = 4. Neste caso dizemos que
d. =4 é a dimensao critica superior (DCS) do modelo de Ising.

Nos tltimos anos tem sido especulado [29, 30, 31, 32] que a DCS para o
modelo KPZ é a mesma do modelo de Ising i.e. d. = 4. Rodrigues et al [22]
mostraram através de métodos nimericos que se d,. existe, ela deve ser maior que 6,
i.e., d. > 6. Este resultado contribui eliminando a hipotese d. = 4, mas nao resolve

a questao fundamental se realmente existe uma DCS para KPZ.

3.5.3 Automatos celulares e KPZ

E extremamente importante saber se os modelos de automatos celulares
proposta para KPZ realmente imitam KPZ. A condigao minima para isto é que
pertencam a mesma classe de universalidade KPZ. Recentemente [1, 6] foi demons-
trando que o modelo de automato celular para corrosao pertence a classe de uni-
versalidade KPZ. Neste trabalho nosso foco esta no estudo da teoria para modelos
de automatos celulares, especificamente o modelo RSOS, e assim desenvolver uma
metodologia para obter os expoentes criticos. Por fim verificar que o modelo RSOS

pertence a classe de universalidade KPZ.



Capitulo 4

Evolucao da rugosidade em modelos de

automatos celulares

Desde os trabalhos originais de Von Neumann no final dos anos 40 os mode-
los de automatos celulares (MAC) tém sido amplamente usados [33, 34]. Um MAC
¢ um modelo cujas as varidveis possuem valores discretos. No MAC a deposicao
e o movimento das particulas em sua superfie obedecem a regras probabilisticas
simples. Estas interagoes geram fenomenos coletivos semelhantes aos que estamos
habituados em sistemas condensados. Consequentemente, surgem varios fendmenos
em escala microscopica e macroscopica. Devido a sua simplicidade, eles tém encon-
trado aplica¢oes em muitos campos como fluidos dinamicos [35, 36], transi¢ao de
fase [37] e jogo da vida [38].

Neste capitulo, apresentamos nossos principais resultados. Focaremos nos
MAC para crescimento, principalmente no RSOS [5, 39] e iremos propor uma teoria
para entender a evolucao da rugosidade via MAC, onde obteremos seu comporta-
mento para grandes sistemas (L — oo). Além disso, tentaremos obter o expoente

de rugosidade a.

21
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4.1 Modelo RSOS

O modelo RSOS, introduzido por Kim e Kosterlitz, permitiu a primeira
investigacao sistematica dos expoentes de crescimento para altas dimensodes [5]. O
algoritmo de crescimento de Kim e Kosterlitz seleciona aleatoriamente um sitio em
uma superficie d-dimensional, e aumenta-se a altura da superficie por um, h; —
h;+1, desde que em cada etapa do crescimento a condigao |Ah| = 0, 1 seja satisfeita
entre o sitio selecionado e seus vizinhos.

Kim e Kosterlitz estudaram nimericamente este modelo para d < 4. Eles
se concentraram na determinacao do expoente [, porque este expoente descreve o
comportamento inicial da rugosidade e nao exige a saturacao do sistema (que para
grande sistemas é muito demorado).

Existem varias formulacoes do modelo RSOS, nés usaremos o modelo RSOS

representado na figura (4.1), onde o algoritmo é dado por
it + At) = max(§-1(t) + &, &(t) + 1,641 (t) + K), (4.1)

com k = 0 para uma deposicao lado a lado - parte b da figura (4.1) - e com k =1

para uma deposicao diagonal - parte ¢ da figura (4.1).

El
N Qo
= & 0
Ooom| HEE B H B
ERER EOEE AEOE
[ ][] ] [ ][] ] i
i i i
a b c

F1aura 4.1: Configuragoes para o modelo RSOS.

Na figura (4.1) ocorre o seguinte. No caso a a altura do sitio ¢ escolhido é
igual a de seus vizinhos, logo a particula depositada adere a este sitio. No caso b

e ¢ a altura dos vizinhos do sitio ¢ é maior, logo a particula depositada adere no
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substrato como mostra na figura ocasionando regioes com buracos apds sucessivas

deposigoes.

4.1.1 Simulagoes do Modelo RSOS

Antes de iniciarmos o estudo analitico do modelo RSOS foram efetuadas
algumas simulagoes simples para o modelo RSOS. Usando o algoritmo (4.1), com
k = 0, repetimos as regras de t = 0, até a saturacao. Fazendo um média sobre

diversos experimentos obtemos a rugosidade em fun¢ao do tempo.

— L=500 — L=2500

— L=1000 L=2000

— L=1500 — L=5000

— L=2000 — L=6000
10° T T e T T

3 1t

ll}-:l i i i i - i
1n° 1! 10? 103 1* 1n® 10°

Ficura 4.2: Evolugao temporal da rugosidade.
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Na figura (4.2) mostramos a evolugao da rugosidade em funcao do tempo,
para diversos comprimentos L em escala logaritmica. Utilizamos as regras (a) e (b)
da figura (4.1) e cada curva representa uma média sobre 20000 simulagoes distintas.
Podemos observar no grafico (4.2) que para cada valor de L a saturacao ocorre em

tempos diferentes.
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FIGURA 4.3: Evolugao temporal da rugosidade (normalizado). O grafico é uma gen-

tiliza do Dr. Evandro A. Rodrigues

Na figura (4.3) temos a rugosidade normalizada w(t)/ws, em func¢ao do
tempo normalizado t/ts. Na figura podemos observar o colapso dos dados, i.e.,

wW(t)/wsat = f(t/tsqr) como descrito pela relacdo de Family-Vicsek (2.7).
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lgygnﬁidade de saturacao em funcio do tamanho do sistema

+ % Dados
— Auste

10% Q’/ .

10* 10® 10*

FIGURA 4.4: wge; em funcdao do comprimento L

Na figura (4.4) exibimos wg,: em fun¢do do comprimento L. O ajuste dos
pontos da funcao ws,; ~ L® resulta em a = 0.527 £ 0.029, i.e. proximo ao valor

esperado de av = 1/2.

4.2 Descricao da teoria para MAC

Comecamos definindo os conceitos gerais para o MAC. Primeiramente, em
um instante t escolhemos aleatoriamente um sitio 7. Este procedimento fornece o
carater estocastico ao MAC. Entao no instante seguinte ¢t + At definimos uma regra
para alterar a altura do sitio ¢ ou de seus vizinhos ¢+ 1. Entao fixamos nossa atengao
para o procedimento para obter a variacao da rugosidade dada pela equagao (2.2).
Considerando uma séries de experimentos 7 = 1,..., N, a variacao da rugosidade
quadratica para um tnico passo do MAC atuando no sitio i é representada por

Aw? = Aw?(ﬁi,l,ﬁi,ﬁiJrl,t). Consequentemente a média de todas as configuragoes
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possiveis no limite (N, L) — oo serd

dw?(t) . AW?
o amAy

) = L/f(fi—l»§i§i+1aW)Aw2d§z‘—1d§id§i+1 (4.2)

onde At = 1/L é o intervalo de tempo onde um processo ocorre. De fato, a média
de todas as variagoes, para todos os experimentos e eventos possiveis é equivalente
a fazer uma média sobre um ensemble no instante t. Mas determinar a Funcao
de Distribui¢ao de Probabilidade (FDP) de configuracgoes f nao é uma tarefa fécil,
Sasamoto e Spohn [40] resolveram a equagdo KPZ para uma dimensdo. Eles en-
contraram que a FDP g(h) da altura h(r,t) é dada pela distribui¢ao Tracy-Widom
[41].

Para nossa FDP nao existe uma solucao até o momento, e o motivo é sim-
ples: primeiro a FDP depende do MAC e da dimensao d + 1, entao nao deve ser
universal, segundo é uma FDP de configuracoes e nao de alturas. Contudo hé duas
situacoes onde f pode ser facilmente determinada. A situacao mais simples é para
tempo muito pequeno ¢t < 1 onde nao ha correlacoes e o processo é um simples
caso de movimento browniano, por este motivo a FDP é uma funcgao de distribuicao
equiprobabilidade (FDE) fe;p(&i—1,&,&+1). Outra situagdo importante é quando
t — 00, pois quando ocorre a saturacao do sistema w — wg, a derivada na equagao
(4.2) é nula. Uma vez que neste limite ndo hd mudanga na FDP, que nos levara

para uma uma situacao de equilibrio. Para este caso novamente temos FDE.

4.2.1 Obtencao da FDE

Para obter a FDE nds devemos fazer algumas consideragoes: Primeiro, va-
mos definir

& =hi—h, (4.3)

como uma variavel continua. FEsta hipdtese é razoavel, ja que h é um nimero
real, refazemos a média sobre varios experimentos, onde em cada um deles existe

uma probabilidade de h; assumir um dado valor, e finalmente queremos considerar
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experimentos para L grande onde as variacoes discretas tornam-se insignificante.
Assim consideramoas também o conjunto de varidveis reais (£1,&,...,&L) como
uma hiperesfera S;, de dimensao L. Neste espaco uma hiperesfera de raio p tem

volume
27T(L+1)/2

WD) =’

onde I' é a fungdo Gama. A equagdo (2.2) rescrita como

(4.4)

Y §=uL (4.5)

define a superficie da hiperesfera de dimensao L—1 e raio R = wv/ L e &;(t) representa

uma variavel de valor médio nulo, isto é

>_&it) =0, (4.6)

que é a equacao de um plano na hiperesfera S;. A evolucao dessas superficies no
hiper-espago, representa a evolugao da rugosidade w(t). As restrigoes dadas pelas
equagoes (2.2) e (4.6) reduzem a hiperesfera S;, para uma hiperesfera Sy 5, que é o
espago de todas as possibilidades. Agora fixado (§;_1, &, &+1) define-se um subespago

S1—5 de dimensao L — 5 onde para esta hiperesfera a equagao (2.2) torna-se

L
D& — &) — (1) — &(1) = B = 1* = (Reos())’ (4.7)
k=4

onde 7 = Rsin(¢). O Rcos(y) é o raio da hiperesfera no hiperespago Sy_5 e ¢ é
um angulo auxiliar, 0 < ¢ < 7/2. Por conveniéncia podemos introduzir a mudanga

de coordenadas )

&1 =rsinfcosy

& =rsinfsing (4.8)

&1 =rcosf
\
Como sera demonstrado com detalhes no apéndice, a FDE de uma dada
configuracao é dada por
Q(L — 5, Rcos)

e (4.9)

feqp =
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logo

Li(L-1)/2]

RI(L 4z W) s () sin(0)dpdod

(4.10)

Jeap(W, &1, &, &ip1)d&i—1dEdEi 0 =

Note que a equagao (4.10) nao depende de w, esta independéncia ocorre para qual-
quer dimensao d + 1, onde um hipercubo tem 2% vizinhos e gera um subespaco de
2% 4+ 1 varidveis. Logo a dependéncia f,, o w= @) g compensada pelo elemento
de volume que é proporcional a w1
Entao a partir das equagoes (2.2) e (4.6) podemos escrever
— 1
2 2 1 AR 2

Aw? = —(AR) + — Z[%Am + (Ah;)?] (4.11)

A equagao (4.11) é uma férmula geral (independente do MAC) para o incremento

da rugosidade.

4.2.2 Normalizacao da probabilidade

Para nossa andlise consideramos que a funcao de probabilidade FDE dada
pela equagao (4.10) é valida para o regime de saturacdo. Para obter o valor da
rugosidade de saturacao consideramos sistemas com tamanhos muito grande L — oo,
isto se deve que nesta regiao a funcao de probabilidade é normalizada. Integrando
a equagao da FDE (4.10) em todo o espago (0 < ¢ < 7/2,0 <0 < 7,0 < ¢ < 27):

/2 2r _
b= | / /7wwL1$%ﬁMW“%anmmwww,omm

obtemos
C(L— 1)/20((L — 3)/2)
N =" T o rEn (4.13)

A normaliza¢ao da probabilidade N(L) é uma fun¢do do tamanho do sistema L.

Observe que

lim N(L) = 1. (4.14)

L—oo
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FIGURA 4.5: Normalizacao da probabilidade em funcao de L

Na figura (4.5) plotamos N (L) em funcao de L. Obseve que somente para
grandes valores de L a FDE sera normalizada, e podemos falar em uma teoria
continua. Para valores pequenos de L muitas vezes temos que fazer correcoes dos

chamados efeitos de comprimentos finitos (Size finite effects [29]).

4.2.3 Consideracoes gerais sobre a teoria

Partindo da equagao (4.11) podemos afirmar que préximo a saturagao

dw?(t)
dt

— P,(w) (4.15)

onde P,(w) é um polinomio de grau n = 0,2. Considerando a simetria da superficie
(4.5) podemos esperar n = 2, e que Py(—w) = Pa(w). Mais ainda, considerando

que derivada acima é nula apenas para w = wsq, podemos afirmar que Py(w) =

2

2. —w?) onde ¢ > 0. Neste caso obtemos

w(t) = wag (tt) ~ g (j)ﬁ (4.16)

onde g(z) = 1—exp(—z) e aqui 5 = 1/2. Obviamente o valor de [ esta errado, ja que

c(w

nao esperamos que (4.16) seja valida para tempos intermedidrios onde a correlac¢ao
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estd presente, i.e. a relagao é valida para t < 1 e para t > ty,. Nao sendo valida
na regiao onde § é definido 1 < t < ty,. Entretanto, podemos usar (4.16) como
uma relacao empirica e ela ajusta bem os dados da simulacao. Observe que ela
satisfaz a relagao de Family-Vicsek. Mais ainda, ela sugere uma relagao mais geral
que Family-Vicsek, i.e.

9t /tuar) = [w(8)/ead] V2, (4.17)

é uma relagao universal independente da dimensao. Isto foi recentemente observado
por Rodrigues, Mello e Oliveira [22], para o modelo de corrosao em d + 1 dimensoes
para 1 < d < 6. A relagdo (4.17), embora nao esteja totalmente comprovada, é uma

das contribuigoes da nossa teoria.

4.3 Aplicacao da teoria para o modelo RSOS

A partir da equagao do incremento da rugosidade (4.11) iremos analisar a
evolucao temporal da rugosidade para o modelo RSOS representado na figura (4.1),
e cuja evolucdo e dada pelo algoritmo (4.1). Desde modo escolhendo 7 = 2 podemos

apresentar todas as configuragoes possiveis para o modelo RSOS na tabela (4.1)

Caso | Limites AN LAW?

a §2 > (£1,83) 1 26 + (1 — %)

b Eom1 > (&2, 8051) | Sou1 — & £ — & — %(5211 —&)?

¢ Cox1 > (&2, &01) | ow1 — &+ 1| &34y — &5 + 28041 — %[(fzil — &)*+

P21~ )]+ (1 7)

TABELA 4.1: Configuracoes possiveis para o modelo RSOS
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A partir de agora iremos analisar o incremento da rugosidade para os casos

a e b da figura (4.1) onde k = 0.

4.3.1 Caso a

Neste primeiro caso estamos considerando o limite & > (£;,&3), entao po-

demos escrever a equacao da rugosidade usando as equagoes (4.2) e (4.11):

2 b pé2 pé2
dwdt(t) N /b / / (264 (1= YD) f (61, 6 €, w)dErdiadey (4.18)

onde ay, &, 1, &, by e by sao os limites de integracao das variaveis &1, &3 e o, respec-

tivamente.
Inserindo na equagao (4.18) a equagao (4.10) e fazendo a mudanca de coor-

denadas definida na equagao (4.8) teremos:

w? _ w/2
d dt(t) = 73/2H/0 2R(cos ) 4 (sinvp)3da //(sin 6)? sin pdfdp+

7r’3/2—r[(L — /2] — " cos ) F 4 (sin¢)? sin
+ 11[(11_4)/2](1 1/L)/0 (cos )™ *(sinv) dw// 0dOdy  (4.19)

onde ja sabemos que R = v/Lw. Resolvendo a integral em ¢ na equacio (4.19)

temos:
d?  uTL =12 [ 2V w2 (- Y DT(L - 3)/2)
T T4\ T-3T -0 4 T[L/2] 2
(4.20)

nesta equacao A; e Ay sao os valores das integrais nos angulos 6 e ¢ e nao influenciam

a dependéncia em L, podemos simplificar e escrever a equagao (4.20) na forma

dw?(t)
dt

= )\1&] + )\0 (421)

onde
T[(L—1)/2] 2V'L

)\1 = 7T_3/2
PI(L =4)/2] (L =3)(L = 1)

A

LTI = 1)/2) 72 (1= 1/L)T((L - 3)/2)
C(C-4)/2 4 L[L/2

Ay
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4.3.2 Casob

Devido a simetria entre os sitios &1,& e &3, o que acontece de um lado
acontece do outro, entdao podemos fazer somente a andlise do caso b, i.e., quando
& > (&2,&3). Entao a partir das equagoes (4.2) e (4.11)

dw?

az & &
dt(t) :/m /b / , <£%—£§—%@1—£z>2>f<fl,§2,§3,w>d52d53d£1 (4.22)

[

Novamente faremos uso da simetria do problema. Ao calcular o valor médio

do incremento da rugosidade temos o seguinte caso

(€)= (), (4.23)

simplificando a equacao (4.22). Inserindo na equagado (4.22) a equacao (4.10) e

fazendo a mudanga de coordenadas definida na equacao (4.8) teremos

_ ™/
dd_uf = —W_3/2H/O 2 R?(cos ) (sinv)*dy //(sin 0)*(cos go—sin(z)jj)@dgp
onde R = v/Lw. Resolvendo a integral em 1) na equacao (4.24)

dw® 3 3PT[(L —1/2)|T[(L —3)/2] By (4.25)

dt 8 T[(L—4)/2T[(L/2+ 1)]
onde B; sao os valores das integrais nos angulos 6 e . Podemos escrever a equagao
(4.25) na forma
(4.26)

onde
 3a2T((L - 1/2)]T[(L — 3)/2]
T8 T[L-4)/2r[(L/2+1)] "

Por fim, adicionado as equagoes (4.21) e (4.26) podemos escrever a equagao

da variagao da rugosidade total do sistema como

dw?

% = —)\2w2 -+ )\1&) + )\0 = PQ((.U) (427)

O fato de Py(w) ser um polinomio de grau 2 é geral e independe do modelo de

crescimento. Desta forma podemos calcular o valor do expoente de rugosidade a.
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4.4 Obtencao do expoente de rugosidade

Para o calculo da variagao da rugosidade utilizamos a fun¢ao probabilidade
definida na equagao (4.10) onde lidamos com dois casos: primeiro com sistemas sem
correlacao t < 1 e segundo para grandes tempos t — 0o no qual ocorre a saturagao
da superficie. Para obter o valor de a vamos considerar o segundo caso.

Quando consideramos que ocorreu o processo de saturagao observamos pelo
grafico da figura (2.2) que nesta regiao onde t > tg,; a rugosidade ndo varia mais
com o tempo, logo a equacao da variacao temporal da rugosidade dada pela equagao
(4.27) serd nula, i.e. Py(wsq) = 0, deste modo encontramos a seguinte solucao
2 o

A M
Weat = T + (2)\2) + N (4.28)

Entao no continuo L — oo o valor da rugosidade de saturacao ¢ dado por
Wsat X L*. Analisando os valores de Ay, A1 e \g e usando a férmula de Stirling (ver

Apéndice) temos:

)\2 — Lil
)\1 — LO

/\0 — LO
Substituindo estes limites na equagao (4.28) temos entao
Wear X L1 (4.29)

que difere do valor esperado de o« = 1/2 para os modelos que pertencem a classe

KPZ.

4.4.1 O destino de uma teoria

Uma teoria é tao boa quanto os resultados que ela prediz. O valor encon-

trado para o coeficiente de rugosidade o = 1 difere do valor para o dos modelos
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KPZ. Isto se deve ao fato que a distribuicao que foi utilizada para resolver a equagao
(4.2) nao possui simetria suficiente para que o valor de A; seja nulo e desta forma
pela equacio (4.28) obterfamos wyq o< L'/2. Deste modo chegamos a conclusio que
a distribuicao de equiprobabilidade nao funciona para o caso RSOS, como funcionou
para o modelo de corrosao [1, 7].

Por outro lado, a discusio geral que leva a equacao (4.16) nos mostra que a
teoria tem uma certa capacidade de predicao, e sugere a existéncia de uma lei mais
forte que a de Family-Vicsek. Existe ainda uma situacao muito simples que pode
ser resolvida pela teoria, trata-se da deposicao balistica normal, que consiste no caso
(a) da figura (4) sem a restrigdo dos primeiros vizinhos neste caso a integral resulta
em

dw?

= = Py(w) = Constante, (4.30)

logo w(t) t1/2 para todos os valores de t. Ou seja um movimento browniano
simples. Observe que Py(w) nao tem raiz i.e nao apresenta saturacao. Neste caso a
nossa teoria reproduz o resultado correto.

Como vemos a teoria nos leva ao resultado correto em diversas situagoes,
mas ainda nao esta completa a ponto de responder todas questoes. No caso do
modelo RSOS a questao resume-se a obter a distribuigao de configuragoes correta.
Iniciamos agora uma nova busca para uma fungao dinamica que possa representar

o modelo RSOS. Esta busca, entretanto, vai além dos objetivos dessa dissertacao.



Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho dedicamos nossa atencao ao estudo da dinamica de cresci-
mento na interface entre dois meios. Fizemos inicialmente uma revisao da teoria
apresentando aos leitores interessados os conceitos basicos para analisar qualquer
tipo de crescimento. Definimos os principais expoentes que aparece nos modelos
de crescimeno, i.e. os expoentes criticos, a, 5 e z. Mostramos também que esses
expoentes nao sao independentes, i.e existem leis de escala entre eles capitulo (2).
Por exemplo z = % Deste modo, necessitamos conhecer apenas dois dos expoentes.

No capitulo (3) tratamos do estudo da dinamica de crescimento onde intro-
duzimos as equagoes de crescimento EW e KPZ. A normalizacao da equacao KPZ
permitiu um novo desenvolvimento na Fisica, apresentando pela primeira vez uma
solucdo exata para os expoentes criticos em 1 + 1 dimensoes, i.e. a =1/2, §=1/3
e z = 3/2. A renormalizagao da equacdo KPZ nos leva também a famosa relacao
a + z = 2 conhecida como invarianga de Galileu (IG). Chamamos a atenc¢ao para os
problemas atuais no estudo de modelos de crescimento como a a validade da IG, se
existe uma dimensao critica superior para KPZ, e a relacao entre KPZ e automatos
celulares.

No capitulo (4), objetivo principal deste trabalho, apresentamos a teoria do
automato celular para o estudo da evolucao de superficie, focando na evolucao da

rugosidade. Usando como base esta teoria focamos na analise do modelo RSOS onde
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obtemos o valor do expoente de rugosidade «a;, contudo o resultado encontrado difere
bastante do valor esperado de a = 1/2. Concluimos que a funcao de distribuicao de
configuragoes utilizada nao é apropriada ao modelo. Este valor é mais apropriado
a um variante do modelo RSOS[42]. Investigaremos se o resultado discutido aqui
pode ser aplicado a este modelo.

Concluimos que a teoria do automato celular é bastante 1til para descrever a
evolugao temporal da rugosidade independentemente da regra que rege o modelo de
crescimento, permitindo encontrar o valor dos expoente a e os demais utilizando as
leis escala dada pela equagao (2.9) e a IG. Para os trabalhos futuros temos o objetivo
de encontrar uma funcao de probabilidade que nos permita encontrar corretamente
os valores dos expoentes e desta forma analisar o modelo RSOS para dimensoes 1+ 1

e2+1.



Apéndice A

Incremento de rugosidade

No capitulo (4) apresentamos a equacao (4.11) que descreve a variagdo da
rugosidade para um modelo de crescimento. A partir dos conceitos de altura média
e rugosidade definidos no capitulo (2) demonstraremos a seguir os passos para obter

a equacao do incremento da rugosidade [1, 7].

A.1 Desenvolvimento do incremento da rugosidade

Suponha que uma particula caia em um substrato de rugosidade w. Nosso
principal objetivo é tentar prever qual sera o incremento da rugosidade nesse subs-
trato. Consideremos o substrato discreto descrito na figura (2.1), considerando o
sistema antes de uma deposicao e depois de uma deposicao, a altura referente a

posicao ¢ de cada particula, no referencial da altura média, serd dada por

ol

L
Antes: : Wi (t) = + 3 €()
=1

L
Depois: : w?(t+1)= %ng(t +1) (A1)

i=1

onde &;(t) é definido na equagao (2.3). Definiremos ainda:
Ah; = o acréscimo da altura na posicao i
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Ah = o acréscimo da altura média,

Entao abrindo o termo do somatorio da segunda equagao (A.1) temos

Gt + 1) = [hi(t + 1) = h(t+1)]°

[\

&Gt +1)? = [hi(t) + Ah; — h(t) — AR
&Gt+1)* = [&(t) + Ah; —

]
h]
AR
)]

E(t+1)% = &(1)2 + [Ahy — h()?])” + 26:(t) [AR; — h(t (A.2)
Substituindo na equagao (A.2) a primeira equagao de (A.1) e definindo
AW (t) = W (t+ 1) — W ().
1L
S 2

onde definimos A& (t)? = [Ah; — 5(23)2]2 + 2&(t) [Ah; — h(t)]. Onde reescrevendo

temos

AE2(t) = 26(t)Ahi(t) — 26:(t) A — 28R AR + (AR)* 4 (ARy)*. (A.4)

Pela definicio de & na equacdo (4.3) temos que >, & = 0 e também >, Ah; = LAh.

Considerando estas defini¢oes e usando a equacao (A.4) temos

L
2
Aw?(t) = zE 26;Ah; + (Ah;)?] . (A.5)

A equagao (A.5) representa a férmula geral para o incremento da rugosidade
quadrética, independente do algoritmo do modelo. Para obter Aw?(t) é necessario

conhecer os valores de Ah; e Ah.



Apéndice B

Funcao de distribuicao de

equiprobabilidade (FDE)

B.1 Obtencao da funcao f(&,£&,&3,w)

Para uma dada rugosidade, hd um numero infinito de configuracoes, deter-

minadas pelas equagoes:

5%+£§+...+£%:Lw2

S+E+ ...+ &, =0, (B.1)

logo os valores de &, com ¢+ = 1,2,..., L devem satisfazer as equacoes do sistema
(B.1). Percebe-se que a primeira das equagoes refere-se a definigdo da rugosidade,
enquanto que a segunda estd associada a flutuacao da altura.

Por analogia, as equagoes acima formam a chamada:

hiperesfera de dimensaon = L — 1e
raio R = (Lw?)"/2.
Denotaremos essa hiperesfera de Hp, pois todas as configuracoes para uma
dada rugosidade w estao inseridas na superficie dessa hiperesfera, que corresponde

a nossa hiperdrea superficial ou hipersuperficie, cuja area total é denotada por Ar e

cuja dimensao ¢ dada por n = L — 2.
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Para um dado &1,& e & formamos uma outra hiperesfera, cuja superficie
possui dimensao n = L — 5. Esta hiperesfera é a figura obtida pela interseccao da
equacao (B.1) com os planos de &1, & e . Sua area parcial A, é proporcional ao
nimero de configuracoes que possue {1,&s e &3, isso significa que a area A, estd
conectada aos &;,& e &. Logo para cada &;,&, &3 e w, a drea A, serd diferente,
significando um numero diferente de configuragoes. Assim, a FDE de ocorrer uma

dada configuracao &1, & e &3 sera descrita por:

J(&1, o, E3w)dEdEadEs = j—;dfld&d&a (B.2)

O célculo da area total Ar e da drea parcial A, foi um trabalho elaborado
por Washington Alves Soares et al apresentando em [1, 6]. Neste trabalhos tém-se

a area total

2n7 s L—2
Ap = (L) (B3)
r (%)
e a area parcial é
o 1/27L-5
2

Logo inserindo as equagoes (B.3) e (B.4), na equagao (B.2) obtem-se a FDE

2 _ (2 2 2\ 552
f(§1,§27§3,W) - V(L> (Lw (51 - fi—j— 53)) ) (B5>
(Lw?)™2

onde v(L) =72 FE ;

A FDE (B. 5) ode ser escrita em coordenadas esféricas, como mostrado na

.1

equagao (4.8):

3
2

f(w,1,0,¢) = v(L)(Lw?) "% (cos )"~ (B.6)

E o elemento de volume da integral (4.2) em coordenadas esfericas, dadas

pela equacao (4.8), calculando o jacobiano Jyg.,:

A& dérd€s = (Lw?)2 (cos 1 sin? o sin 0)dipdfdep. (B.7)



B.1. Obtenc¢ao da funcdao f(&1,&2,&3,w) 41

Concluindo, a probabilidade propriamente dita como usamos no capitulo

(4) em coordenadas esféricas:

fw, &1, &, &)dpdOde = v(L)(cos)-~* sin® ¢ sin Odipdfdip. (B.8)



Apéndice C
Funcao Gama

A funcao gama I' estd presente em diversos ramos da Fisica. Durante este
trabalho, precisamente do capitulo 4 fizemos bastante uso desta fun¢ao matematica e
de suas propriedades, principalmente da funcao beta, também chamada de integral
de Euler de primeiro tipo, e da férmula de Stirling. Neste apéndice iremos expor

rapidamente sobre a funcao gamma e estas propriedades.

C.1 Funcao Gama

A Funcao Gama, denotada por I'(z), estende a idéia do fatorial a partir

da faixa dos inteiros nao-negativos e é definida pela integral imprépria
oo
M(e+1) = / e tdt. (1)
0
A integral é absolutamente convertegente para x > 1 uma vez que
" lemt < 72 parat > 1

e [ e /*dt é convergente.
Integrando por partes a integral (C.1) com dv = e~ 'dt e u = t* obtemos a
integral funcional

I'(z+1) = 2I'(z) paraz > 0.
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Podemos facilmente calcular

e finalmente,

T(n+1) =nl (C.3)

Neste trabalho expressamos os coeficientes (Mg, A1, A2) do polinémio (4.27)
em termos de fungoes gama, onde o argumento destas fungoes é o tamanho L do
substrato. No continuo fazemos o limite L — oo e neste caso o célculo de (C.1) se
torna muito trabalhoso, entao usamos uma simples aproximacao, chamada férmula

de Stirling que iremos demonstrar a seguir.

C.1.1 Férmula de Stirling

Considerando o integrando F' = t*e¢~! quando z é muito grande. Entao t*

t

é uma funcao crescente de t, enquanto e~ é uma funcao decrescente de t. Logo

! apresenta um pico méximo em algum ponto t = ¢, e cai

o produto F = t¥e”
rapidamente quando t se afasta de t;. Podemos encontrar este ponto de méaximo

calculando a derivada do logaritmo de F'.

dln F
=0
dt
d
et =) =2 —1=0

Mas somente os valores de ¢ na vizinhanca de ¢y = x contribui para o valor

da integral (C.1). Entao podemos analisar a fun¢ao F' = t“e~* expandindo-a préximo



C.1. Funcao Gama 44

det=x+9, onde § < .
logF =xInt —t=xIn(x +0) — (v +9). (C.5)

Expandindo o logaritmo em séries de Taylor,

In(x 4+6) =lnz+In 1—{—é —lnx+é—15—2+ (C.6)
B x) r 22 '
Substituindo a equagao (C.6) na (C.5) temos

2
InF=zhx —x— 1o7
2x
ou

F =z % /%, (C.7)

A ultima exponencial mostra que F' possui um maximo em ¢ = 0 e torna-se muito

pequena quando [0] > y/z. Pela equacao (C.7) a integral (C.1) torna-se

Mx+1) = / e e 0TE = 4" e”‘“/ e~ /7d§ = \2mzate " paraz > 1
) ) (C.8)
Nesta ultima integral trocamos o limite inferior —x por —oo, devido que na regiao

0 < —z o integrando é bem pequeno. Onde usamos a identidade

R
/_Ooe du—\/;. (C.9)

C.1.2 Funcao Beta

No capitulo (4) aos estudarmos os casos referentes as configuragoes apre-
sentadas na tabela (4.1). As integrais nas equagoes (4.19) e (4.24) na variavel ¢ s@o
as conhecidas funcoes betas que iremos demonstrar a seguir.

Da defini¢ao da fungao gama (C.1) podemos escrever:

F(z)f‘({):/ e_ttz_ldt/ e "uttdu,
0 0
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usando a seguinte mudanca de varidveis: ¢t = 22 — dt = 2zdr e u = y? — du = 2ydy

e substituindo na expressao acima, encontramos

L(2)(€) :/0 er(a:Q)Z12:cd:c/O e’yQ(y2)5’12ydy:

L(z)0(¢) =4 (/ / e<x2+y2)a:2Z1y25ldydx) :
o Jo

Agora é conveniente introduzirmos as coordenadas polares x = pcosf e y = psinf

e 0 jacobiano dxdy = pdpdf teremos

L(2)L() =4 (/OOO e P pPlHede /02(cos 0)%*~!(sin 9)2§1d0> :

E facil ver que

[(z+¢&) = 2/ e P01,
0

Usando a equacao (C.11) na equagao (C.10) teremos que

s

)¢ =T(z+¢) /2 (cos )% (sin 0)*~*d),

0

onde definimos a funcgao beta:

Jus

B(m,n) = 2/02 (cos 0)*" 1 (sin §)*"1d6.

Finalmente demonstramos que

L))

B(2,€) = TGre)

Concluindo assim nossa demonstragao.

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)

(C.14)
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