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Resumo

Neste trabalho utilizamos as ferramentas matematicas da teoria das simetrias de Lie e
simetrias nao-cléssicas e suas solugdes invariantes. Antes de utilizar tais ferramentas para
poder encontrar as simetrias de equagoes diferenciais e entao tentar resolvé-las, precisamos
dominar os conceitos matemaéticos para o tratamento das simetrias. A mais importante
forma de estudar simetrias é utilizando a teoria de grupos, esta algebra é adaptada para
o tratamento de um conjunto de transformacgoes. Por possuir tal caracteristica ela é
importante para fisicos e matematicos. A ideia principal desse trabalho é mostrar através
do estudo de conceitos basicos de simetrias de Lie como obter simetrias nao-classicas de
equacoes diferenciais a derivadas fracionarias, e como a partir destas encontrar solucoes

analiticas particulares para estas equacoes.



Abstract

In this work we use the mathematical tools of the theory of Lie symmetries and non-
classical symmetries and their invariant solutions. Before using such tools in order to find
the symmetries of differential equations and then try to solve them, we need to master
the mathematical concepts for the treatment of symmetries. The most important way to
study symmetries is using the theory of groups, this algebra is adapted for the treatment
of a number of transformations. By having such a feature it is important to physicists
and mathematicians. The main idea of this work is to show through the study of basic
concepts of Lie symmetries getting nonclassical symmetries of differential equations with
fractional derivatives, and how from these individuals find analytical solutions to these

equations.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria de transformacoes de simetrias de equacoes diferenciais foi introduzida por
Lie no final do século XIX. Soluc¢oes que nao mudam sobre transformacoes de simetria sao
chamadas de solugoes invariantes, e diferentes métodos de como encontréa-las sao descritos
na literatura [I],[2] e [3]. Olver e Rosenau mostram que novas solu¢oes podem ser obtidas
exigindo que elas sejam invariantes sob transformagoes infinitesimais de simetrias e ao
mesmo tempo preservar condi¢oes adicionais laterais. Simetrias nao-classicas baseiam-se
na ideia de que a solugao analitica necesséria é invariante sob transformacoes de simetria,
preservando tanto a forma da equagao diferencial quanto a condi¢ao de solugao invariante.
Esta abordagem é menos restritiva no sentido de que existem geralmente mais simetrias
nao-classicas do que simetrias de Lie (classicas), sendo estas ultimas, um subconjunto da

primeira.

Os grupos de Lie formam uma classe especial de grupos, que sao estudados via os
métodos do célculo diferencial e integral. Como estrutura matematica um grupo de Lie é
a combinagao da estrutura algébrica de grupo com a estrutura de variedade diferenciavel.
Os grupos de Lie comegaram a ser estudados por volta de 1870 como grupos de simetrias
de equagoes diferenciais. Desde essa época a teoria dos grupos de Lie, ou o que se chama
mais geralmente de teoria de Lie, teve um grande desenvolvimento e estabeleceu ramifi-
cagoes nas mais diversas areas da matematica e Fisica e de suas aplicagoes. Os métodos

para estudar os grupos de Lie estao baseados na construgao de suas algebras de Lie, o



que foi feito inicialmente por Sophus Lie na década de 1870. Uma vez tendo a algebra de
Lie de um grupo de Lie a ideia toda consiste em transferir propriedades da algebra de Lie
a propriedades do grupo de Lie. Esse processo de transferéncia é muito bem sucedido, o
que permite descrever os grupos de Lie, que sao objetos tipicamente nao lineares, através

da algebra linear embutida nas algebras de Lie [4].

Os elementos da algebra de Lie de um grupo de Lie sao equagoes diferenciais ordina-
rias (campos vetoriais) no grupo, que satisfazem uma propriedade de simetria proveniente
da estrutura multiplicativa do grupo (campos vetoriais invariantes por translagoes). En-
quanto que os elementos do grupo sao obtidos através das solugoes dessas equagoes dadas
pelos seus fluxos. Em outras palavras, a dlgebra de Lie é um objeto linear que aproxima
o grupo, para se obter os elementos da algebra de Lie deve-se derivar curvas no grupo. O

procedimento contrario consiste em resolver equagoes diferenciais.

Uma simetria de Lie é uma transformacao que mapeia todas as solucoes de uma dada
equacao diferencial em outras solugoes da mesma equacgao. Simetrias nao-classicas trans-
formam uma solucao, ainda a determinar, em si propria, sem se preocupar com o que
ocorre com o resto das solugoes. Desta forma, como foi dito anteriormente, simetrias
nao-classicas sao simetrias mais gerais, que as simetrias de Lie usuais. Neste trabalho
vamos tentar encontrar simetrias nao-classicas de uma equacao a derivada fracionaria
(EDF) do tipo Riemann-Liouville que nesse caso pode ser tratada como uma equagao
integro-diferencial (EID) na qual descreve processos de sub-difuséo, difusdo normal, difu-
sao de onda e propagacao de onda. E a partir disso tentar encontrar solugoes invariantes,
as quais que sao solucgoes analiticas particulares dessa equacgao. Simetrias nao-classicas
desses tipos de equagoes sao pouco discutidas na literatura, embora, sejam bastante im-

portantes para o estudo e analise dessa classe de equagoes.

Este trabalho esta dividido da seguinte maneira, no segundo capitulo mostramos con-

ceitos bésicos para o desenvolvimento do trabalho tais como: grupos, espagos topologicos,
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grupos de Lie, transformagoes infinitesimais e etc. No terceiro capitulo damos uma visao
geral do que é simetria enfatizando simetrias de objetos geométricos, simetrias de equa-
¢oes diferenciais ordinarias, simetrias de Lie de equagcoes diferenciais ordinarias e parciais
e solugoes invariantes de equagoes diferenciais ordinérias e parciais. No quarto capitulo
falamos sobre simetrias nao-classicas abordando tambem solugoes invariantes sobre estas
simetrias. Descrevemos também neste capitulo o método utilizado para encontrar as si-
metrias nao-classicas de uma equagao a derivada fracionaria e suas solugoes invariantes
explicitando a eficacia e importancia deste método. E por fim terminamos com o capitulo

cinco mostrando nossas conclusoes e perspectivas futuras.
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Capitulo 2

Grupos e Algebras de Lie

Comegaremos esse capitulo dando uma visao geral do que sao grupos e enfatizando o
grupo de Lie e sua algebra mostrando suas propriedades e axiomas bem como a conexao

entre o grupo e a algebra. Esses conceitos sao discutidos mais detalhadamente em [4], [5],

6] e [7).

2.1 Grupos

Um grupo G é um conjunto composto de elementos ¢1,92,93 ,-..,g, € G, munido de
uma operagao de grupo chamada de multiplicagdo (o) na qual os elementos do mesmo

devem obedecer as seguintes propriedades

1. g € G, g; € G = g;iog; € G Fechamento
2. gi o (gj o gr) = (gi 0 g;) o gr Associatividade
3. g1 0 g = g; = g; o g1 Elemento Identidade

1

4. gogt =g 'og= g Inversio

Um grupo pode ser classificado em relagao ao niamero de elementos (finito ou infinito) e

a natureza contavel ou incontavel de seus elementos (discretos ou continuos).

Exemplos
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1. Um conjunto de rotagoes em um circulo por multiplos de 27“ radianos forma um grupo

com n operagoes distintas. Grupos finitos como esse sao ditos de ordem n

2.0 conjunto dos niimeros reais forma um grupo sob a adigdo. A identidade é o nu-

mero zero e o elemento inverso de « é -a.

2.2 Espacos Topologicos

Um espaco topologico T' é formado por um conjunto de pontos, denominados D, sobre
o qual se aplica uma topologia T. Uma topologia é formada por subconjuntos D;, D,
Ds,... C D que obedece alguns axiomas

1. O conjunto vazio(@) e o conjunto D pertencem a Y.
geY, DeX

2. Intersecgoes finitas de elementos de T sao elementos de T.

finita

N D;e™

3. Uniodes arbitrarias de elementos de T sdo elementos de Y.

qualquer

U D,eY

i
Os elementos D; da topologia sao chamados de conjuntos abertos.
4. Sem € Y, n € T, m # n, entao existem D,, € T, D, € T que obedecem as propri-
edades m € D,,, n € D,, D,, N D, = &. Um espago topologico que obedece ao axioma

4 ¢ chamado de espago Hausdorff. Um conjunto aberto D,,, contendo m é chamado uma

vizinhanga de m.
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2.3 Grupos Topolbgicos

Um grupo topolégico é um grupo cujo conjunto subjacente estd munido de uma topo-

logia compativel com o produto no grupo, no sentido em que

1. o produto p: G x G — G,(g,h) = gh, é uma aplicacao continua, quando se con-
sidera Gx G com a topologia produto e

1

2. a aplicagdo v: G — G, v(g) = g~ ', é continua (e, portanto, um homeomorfismo, ja

que vt =v).

2.4 Atlas

Um atlas de Classe C* numa superficie M™ C R"™ ¢ um colecao w de parametrizacoes
Uy — U C M, de classe A*, tal que os conjuntos abertos U formam uma cobertura de
M. Um atlas @ sobre um espaco topologico é diferenciavel de classe A* (k € N*) se
qualquer mudanca de coordenadas num ponto (z,y) € w sdo aplicacoes de classe A*.

Como (z,y) = , (z,y) é um difeomorfismo de classe A*. Escrevendo (x,%) como (x!,

(y,2)
2

2?2 1™ — (yh y?, ... y™) , entdo o jacobiano é nao nulo em todo x. As mudangas de
coordenadas em um atlas sdo possiveis se e somente se w U z (onde z é a nova coordenada)
¢ também um atlas de classe A¥ em M.

Um atlas @ de dimensdo m e classe A*, sobre M, é maximo quando contem todos os
sistemas locais de coordenadas que sao possiveis para w. Se o atlas nao for maximo, o

mesmo pode ser ampliado acrescentando todos os sistemas de coordenadas admissiveis.

2.5 Variedades Diferenciaveis

Sabendo o que é um atlas, agora podemos definir variedade diferenciavel. Uma vari-

edade diferenciavel de m-ésima dimensao e de classe A*, pode ser descrita como um par
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ordenado (M, w) onde M é um espaco topolégico de Hausdorff e w é um atlas maximo.
As variedades diferenciaveis obedecem as seguintes propriedades

1. M é espaco topolégico de Hausdorff com base enumeravel.

2. w é uma colecao de homeomorfismos x: U — R™, de conjuntos abertos U C M sobre
abertos z(U) C R™.

3. Os dominios U dos homeomorfismos x € w cobrem M.

4. Dadosz:U - R™ey:V - R"com U NV # &, entao (x,y); x(UNV) = y(UNV)
¢ um homeomorfismo de classe C*.

5. Dado um homeomorfismo z : W — R™ de um aberto W N M sobre um aberto z(W)

N R™, tal que (2,7) e (z, z) sdo de classe A* para cada x € w, entdo z € w.

2.6 Grupos de Lie

Um grupo de Lie consiste de uma variedade diferencidvel n-dimensional denotada
por M e uma funcdo ¢ que leva dois pontos (£, a) em outro ponto v dentro da mesma

variedade, entao podemos escrever

= (Y B, B 0l 6, a”) (2.1)

onde p=1,2,..n
a funcao ¢: f x o — v = [ a deve ser continua, e o deve ser inversivel. Os grupos de Lie
possuem dois tipos de estrutura, uma algébrica e uma topolégica. Portanto devem obe-

decer a todos os axiomas de ambas as estruturas. Aplicando as propriedades em ), ou seja,

Fechamento. v* = ¢*(f,a); «, B,y € M

Associatividade. ¥*(v,0(58,a)) = Y*(¢¥(7,5),a)

15



Identidade. ¢* (¢,a) = a* = " (a,€)
Inversa. Y* (a,a™!) = e# = Y* (a™'a)

Portanto um grupo de Lie é um grupo cujo conjunto subjacente tem uma estrutura de

variedade diferenciavel, de tal forma que a aplicacao produto
p:(g,h) eGXG—ghed (2.2)

é uma aplicagao diferenciavel. Tanto a estrutura de variedade diferenciavel de G, quanto

a diferenciabilidade de p, pressupdoem um grau de diferenciabilidade C*,1 < k < w.

2.7 Grupo de Transformacoes

Seja x = (x1,x2, ..., T,) situado na regiao D C R". O conjunto de transformacgoes
x = X (x;€) (2.3)

definido para cada x em D e o pardmetro € no conjunto S C R com ®(e, §) definindo uma
lei de composi¢cao dos parametros € e 6 em S, forma um grupo de transformacoes a um
parametro em D da seguinte maneira

(i) Para cada € em S as transformacgoes sdo uma-a-uma em D

(ii) S com a lei de composigao ¢ forma um grupo G

(iii) Para cada x em D, x = x quando € = ¢y correspondendo a identidade, isto é,
X (x;¢) =x

(iv) Se x = X (x;€), X = X (%;0), entdo x = X (x; D(e, §))

(v) € é um pardmetro continuo, ou seja, S é um intervalo em R. Sem perda de generali-
dade, ¢ = 0 corresponde ao elemento identidade e.

(vi) X é infinitamente diferenciavel com respeito a x em D e uma fungdo analitica de €

em S.
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(vii) ®(¢,0) ¢ uma fungdo analitica de ee §, e € S, § € S.

2.8 Transformacoes Infinitesimais

Considere um grupo de transformacoes de Lie a um parametro (e)

A

X = X(x;€) (2.4)

com identidade € = 0 e lei de composi¢ao ¢. Expandindo a transformagao em torno de
e = 0, na vizinhanca de € = 0 temos

N 0X(x;€)
xtel —5—

x+6(M

Mo
|

2 .
) + 1o (—8 X(x; ¢ ) + ..
e=0 2 662 e=0

) L o) (2.5)

Oe

e=0

onde podemos definir

o - (] ) (26)

A transformacdo x + €£(x) é chamada de transformacao infinitesimal do grupo de Lie de

transformagoes (2.4). As componentes de £(x) sdo chamadas de infinitesimais da (2.4)).

2.9 Geradores Infinitesimais

Seja um grupo de Lie que atua num espaco geométrico GG, por meio de uma transfor-
magao de coordenadas. Agora escolhendo uma fungao F'(p) onde qualquer p pertenca ao

espaco G. Dado o sistema de coordenadas para GG, podemos escrever p como sendo

A fungao F pode ser escrita em fungao dos parametros z*(p) no sistema de coordenada S

17



F(p) = F5[z"(p), *(p), ..., ™ (p)]

. / ~
Em um outro sistema de coordenadas S as coordenadas de p vao mudar. Para que o

valor de F'(p) se mantenha fixo a fungdo F' deve mudar de forma

F(p) = F5 [z (p), 22(p), 23 (p), .., 'V (p)]

Os dois sistemas de coordenadas estao relacionados por um elemento do grupo de trans-

formagoes

2'(p) = ['la, x(p)]
Podemos relacionar IS com FS , escrevendo z*(p) em funcio de 2*(p) resultando em

/ ’

FS [ (p), 2 (p), .. « N (p)] = F[f (o " ' (p), fP a2

’

(), s [N (@7 2 (p)] (27)

Esta solucao ainda nao esta na forma particular que seja tutil para usarmos, dessa forma

iremos convenientemente usar transformacoes proximas a identidade. Para os grupos de

Lie usaremos da*, cuja inversa é da * = —da*. Dessa forma temos
7'(p) = [f-0a,7 (p)] (2.8)
i af' (8,2 (p
= roa o)+ Lo e+
/4 afl /Ba ZIZ'/ D
- sl BT

Substituindo a (2.8]) na (2.7]) encontramos

FEE) = Fe) -0 e ) (29)

Em primeira ordem, a variagao em F' é dada por

P -] - -2 e @)

= JaX,(z)F3[r

18



Onde X, ¢ o gerador infinitesimal do grupo de Lie, através da aplicagao repetida
destes operadores podemos obter todos os elementos do grupo de Lie gerados por eles,
devido a natureza de variedade diferenciavel e conexa do Grupo de Lie, isso faz com que o
teorema de Taylor seja véalido e aproximagoes proximas a identidade possam ser feitas. Os
geradores infinitesimais de um grupo formam uma base de um espaco vetorial, de modo
que qualquer combinacao linear dos mesmos também é um gerador infinitesimal, portanto
um elemento finito do grupo de transformagoes pode ser escrito em termos de seu gerador

co1mo

T = e Xn, (2.11)

2.10 Algebra de Lie

Se a propriedade comutativa vale para um determinado grupo, que possui elementos

«a e 3, entao a seguinte relacao ¢ valida

aBat = (2.12)
Se o grupo nao é comutativo, ou seja, [a, ] = 7, temos portanto

afBat =~ (2.13)

onde v é necessariamente um elemento do grupo. Para o e [ proximos a identidade,

podemos expandir em torno dos geradores infinitesimais da seguinte forma

1
a = [+0a"X,+ 5504“)(“50/’)(,,
(2.14)

g = ]+56“X“+%56“Xu56")(1,

19



Substituindo as (2.14)) na (2.13]) e ignorando os termos iguais ou maiores que terceira

ordem.
(af)(Ba)™ =T+ dadB[X,, X,] (2.15)

Como (aff)(Ba)~! ¢ um elemento do grupo, o comutador deve estar no espago vetorial

dos geradores do grupo e pode ser expandido como uma combinagao linear da base. Logo
(X, X, =C), X, (2.16)

Onde C/;\V sao contantes a serem especificadas de acordo com o grupo. Quando eu adiciono
a um espaco vetorial qualquer, a operagao comutador, é possivel construir uma algebra,
neste caso os geradores formam um espaco vetorial e como demonstrado ele possui a
propriedade de comutacdo, dessa forma pode-se construir Algebra de Lie.

A éalgebra de Lie obedece também a identidade de Jacob, na equagao (2.17) e a pro-

priedade anticomutativa
[Xu[XqupH + [XV[Xm XMH + [Xp[Xm XVH =0 (2‘17)

Embora todo Grupo de Lie possua uma algebra de Lie associada, a correspondéncia nao
é 1-1. Intimeros Grupos de Lie diferentes possuem a mesma algebra de Lie, duas algebras

com as mesmas constantes C’l’)y sao necessariamente, a mesma algebra.
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Capitulo 3

Simetrias

3.1 Simetrias de Objetos Geométricos

Para entendermos as simetrias de equagoes diferencias, e ttil considerarmos simetrias
de objetos simples. A grosso modo podemos dizer que, uma simetria de um objeto geo-
métrico, por exemplo, é uma transformagao que deixa o objeto aparentemente inalterado.
Por exemplo, considere o resultado da rotacao em um triangulo equilatero no sentido
anti-horério sobre seu centro. Depois de uma rotagao de 2{, o tridangulo parece o mesmo
de antes da rotacao, por isso esta transformacgao é uma simetria. Rotacoes de %’T e 2
também sao simetrias em um triangulo equilatero. De fato a rotacao de 27 no triangulo
é equivalente a nao fazer nenhuma rotagao, porque cada ponto no tridngulo é mapeado
em si mesmo [§].

A transformacao que mapeia cada ponto em si mesmo é uma simetria de qualquer
objeto geométrico, e esta é chamada de simetria trivial. Simetrias sao comumente usadas
para classificar objetos geométricos. Suponha que o tridngulo ilustrado na figura (3.1)
é feito de um material rigido, com lados indistinguiveis. As simetrias destes triangulos
sao facilmente encontradas pela experiéncia. O tridngulo equilatero mostrado na figura
3.1 (a) tem as simetrias trivial dadas pelas rotagoes descritas acima de modo as mesmas
sao equivalentes a reflexdes nos eixos, portanto um tridngulo equilatero tem seis simetrias

distintas. O triangulo isésceles na figura 3.1 (b) tem duas uma rotagao e a simetria trivial.

E o triangulo com trés lados desiguais na figura 3.1 (c) tem apenas a simetria trivial.
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(a) (b) ()
Figura 3.1: Algumas simetrias de triangulos [§].

Existem certas restrigdes sobre simetrias de objetos geométricos. Cada simetria tem
uma Unica inversa, que por si s6 € uma simetria. Uma simetria e sua inversa agindo
simultaneamente sobre um objeto deixa o mesmo inalterado. Por exemplo, vamos denotar
I' uma rotacao do triangulo equilatero por %” Entao I'"! (inversa da I') ¢ uma rotagao
por %”. Para simplificar, nos restringimos a atengao para simetrias que sao suaves. Se x

denota a posicao de um ponto geral do objeto, e se

'z 2(x) (3.1)

é qualquer simetria, entao assumimos que Z é infinitamente diferenciavel em relacao a
x. Além disso, uma vez que I'"! ¢ também uma simetria, x é infinitamente diferenciavel
em relagdo a . Assim I' é um difeomorfismo (C*°), isto ¢, um mapeamento invertivel
suave cuja inversa também é suave. Simetrias também preservam a estrutura dos objetos
geométricos a qual mostram realmente do que o objeto é feito. A principio, consideramos
simetrias de triangulos feitos a partir de um material rigido. As tnicas transformacoes em
que um triangulo permanece rigida sao aqueles que preservam a distancia entre quaisquer

dois pontos no triangulo, ou seja, translagoes, rotacoes e reflexoes.
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Estas transformacgoes sao as tnicas simetrias possiveis, porque todas as outras trans-
formagoes falham para preservar a estrutura rigida. No entanto, se os triangulos sao feitos
de um material eléstico tal como borracha, a classe de transformagdes que preservam a
estrutura ¢ maior, e novas simetrias podem ser encontradas. Por exemplo, um triangulo
com trés lados desiguais pode ser esticada em um triangulo equilatero, em seguida, rodado
por 2?” em torno do seu centro e finalmente esticada de modo a aparecer a ter a sua forma
original. Claramente, a estrutura associada a um objeto geométrico tem uma influéncia
consideravel sobre o conjunto de simetrias do mesmo. Em resumo, uma transformacao é
uma simetria se satisfizer as seguinte condigoes
(S1) A transformagao preserva estrutura
(S2) A transformagao é um difeomorfismo
(S3) A transformagao mapeia o objeto em si mesmo, ou seja, um objeto no plano (x,y)
e sua imagem no plano (z,¢) sao indistinguiveis.

Dai em diante, nos restringimos a atencao para as transformacoes satisfazendo (S1) e
(52). Tais transformagdes sao simetrias se também satisfazem (53), o qual é chamado a
condi¢ao de simetria. Um triangulo rigido tem um conjunto finito de simetrias. Muitos
objetos possuem um conjunto infinito de simetrias. Por exemplo, um circulo unitario

rigido

y

>

B B+¢

Figura 3.2: Rotagdo em um circulo unitario [§].
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que tem como equagao

o qual tem simetria

e (z,y) — (2,9) = (zcos(e) — ysin(e), z sin(e) + y cos(e)) (3.3)

para cada € € (—m, 7]. Em termos das coordenadas polares temos,

['c: (cos@,sinf) — (cos(f + ¢€),sin(f +¢)) (3.4)

como mostrado na figura (3.2), a transformagao é uma rotacao de € em torno do centro do
circulo. Essa transformagao além de preservar a estrutura é suave e invertivel (o inverso
de uma rotagdo por € é uma rota¢ao por —e). Para provar que a condi¢ao de simetria

(53) é satisfeita, observamos que

PP =2+ (3.5)
ou seja
P49 =1
(cos(0 + €))> + (sin(0 +€))* = 1
sin” 6 (sin’(e) + cos®(€)) + cos” 6 (sin®(e) + cos?(e)) = 1
sin?f + cos?0 = 1 (3.6)
e portanto
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P24+9P=1 quando 224+t =1

O circulo unitario tem outras simetrias, como por exemplo reflexoes em cada linha reta

que passa pelo centro. Da forma

1—‘R : ($7y) = (_$7y) (37)

O conjunto infinito de simetrias I'. é um exemplo de um grupo de Lie de um parametro.
Esta classe de simetrias é imensamente 1til e é a chave para a construgao de solugoes exatas
de muitas equagoes diferenciais. Suponha que um objeto que ocupa um subconjunto de

RY possui um conjunto infinito de simetrias

| S e C AR A S=1,.,.N (3.8)

onde € é um parametro real, e as seguintes condigoes sao satisfeitas.

58S

L1) T'y é uma simetria trivial, de modo que, & 2%, quando € = 0

(L1)

(L2) T'. é uma simetria para todo € na vizinhanga de zero
(L3) I'.I's = I'.ys para todo € , ¢ suficientemente proximo de zero

(L4) Cada Z pode ser representado por uma série de Taylor em € (na vizinhanga de € =

0), e portanto
25(at, 2N e) = 28 + e (xt . alN) + O(é?) S=1,.,N

Em seguida, o conjunto de simetrias I'c € um grupo de Lie local de um parametro. O termo
"local"refere-se ao fato de que as condi¢oes s6 sao aplicadas na vizinhanga de e = 0. Além
disso, 0 tamanho maximo vizinhanca pode depender 2,5 = 1,..., N. O termo "grupo"é
usado porque as simetrias I', satisfazem os axiomas de um grupo, pelo menos para € su-

ficientemente perto de zero. Em particular, (L3) implica que T =T _, .
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As condigoes (L1) a (L4) sao ligeiramente mais restritivas do que o necessario, mas eles
nos permitem comecar a resolver equagoes diferenciais sem se emaranhar em complexida-
des. Simetrias que pertencem a um grupo de Lie de um parametro depende continuamente
sobre o parametro. Como vimos, um objeto também pode ter simetrias que pertencem
a um grupo discreto. Estas simetrias discretas nao podem ser representadas por um pa-
rametro continuo. Por exemplo, o conjunto de simetrias do triangulo equilatero tem a
estrutura do grupo diedro D3, enquanto que as duas simetrias do triangulo isosceles, for-
mam o grupo ciclico Z;. Até entao, vamos nos concentrar em grupos de Lie de simetrias

com parametros continuos ou somente simetrias de Lie.

3.2 Simetrias de Equagoes Diferencias Ordinarias (EDOs)

Vamos comegar essa se¢ao considerando uma equagao diferencial ordinaria (EDO) bem

simples da forma

O conjunto de solugoes da (EDO) acima é o conjunto de linhas
ylx)=c ceR (3.10)

que preenche o plano (z,y) . A EDO é representada geometricamente pelo conjunto de
todas as solugoes, e assim qualquer simetria da mesma deve necessariamente mapear a
solugdo definida para si. Mais formalmente, a condi¢ao de simetria (S3) requer que o
conjunto de curvas de solu¢do no plano (z,y) deve ser indistinguivel da sua imagem no
plano (Z,7), e por isso temos

dy
di

=0 d — =0 3.11
quando o (3.11)
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Uma transformacao de um plano pode ser invertida se o seu Jacobiano é diferente de zero,

por isso, impomos a condi¢ao adicional

Folly — Lylie £ 0 (3.12)

ol
=
> v

Figura 3.3: Solugoes da equagao (3.10), transformadas por escalas da (3.15) [§].

Uma curva de solugao particular vai ser mapeado para uma curva de solugao (eventu-
almente diferentes), e assim,
y(x,c) = ¢(c) Ve e R (3.13)

Aqui z é considerada como uma funcao de T e ¢, que é obtida através da inversao

(3.14)

T =12(x,c)

A (EDO) (3.9) tem muitas simetrias, algumas das quais sdo 6bvias a partir da figura

(3.3). Existem também simetrias discretas, tais como reflexdes nos eixos = e y. Simetrias

de Lie incluem escalas de forma,
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(2,9) = (z,ey) €€R (3.15)

A figura (3.3) mostra o efeito de escalas (3.15)) sobre apenas algumas curvas de solugao.

Cada translacao,

(2,9) = (x + €1,y + €2) €, €R (3.16)

¢ uma simetria. O conjunto de todas as translagoes depende de dois parametros, ¢; e
€. Ao definir €; como zero, obtém-se o grupo de Lie de um parametro de translagdes na
direcao y. Do mesmo modo, o grupo de Lie de um parametro de translacao na direcao x
é obtido através da fixacao de €5 como zero. O conjunto de translagoes (|3.16|) é um grupo
de Lie a dois parametros, que pode ser considerado como uma composi¢ao dos grupos de
Lie de um parametro de translagbes parametrizadas por €;, €5 respectivamente. A grosso
modo, simetrias pertencentes a uma grupo de Lie a R parametros podem ser consideradas

como uma composicao de R grupos de simetrias a um parametro.

Nem todo grupo de Lie de um parametro ¢ ttil. Por exemplo, uma translacao (3.16))
mapeia uma solugao curva y = ¢ para § = ¢ + €. Se €5 = 0, qualquer curva de solugao
¢ mapeado nela mesma pela simetria. Isso é 6bvio, porque translacoes movem pontos ao
longo de x a curvas de y constantes. Simetrias que mapeiam cada curva solugao para si
sao chamadas de triviais, mesmo se eles se movem pontos ao longo das curvas.

A EDO é extremamente simples, e assim todas as suas simetrias podem ser encon-

trados. Diferenciando (3.13)) em relacao a x, obtemos

Uz(x,c) =0, Ve e R. (3.17)
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(3.18)

Temos entao,
(@,9) = (f(z,y),9(4),  fa#0, g,#0,
onde f e g sao consideradas funcoes suaves de seus argumentos. A EDO tem uma familia

muito grande de simetrias. No entanto, este resultado também poderia ser obtido dire-

tamente da (3.11)). Nas curvas de solugao, y é uma fungao de x, e, portanto, Z(x,y) e
y(x,y) podem ser consideradas como fungoes de z. Entdo, pela regra da cadeia, podemos
(3.19)

reescrevé-la como
dy D,y
d—z: sz:O quando — =0 |,
onde D, é denominado como derivada total com respeito a x
Dy =0y +y0,+y 0y +... | (3.20)
(3.21)

podemos escrever também,
%w +y,‘7{y =0 quando y =0 |,
Ty +Y Ty

(3.22)

isto, é
P _

A vantagem de utilizar a condi¢do de simetria na forma (3.11) é que se pode obter in-

formacgoes sobre as simetrias sem ter de conhecer a solucao da equagao diferencial de
antecedéncia. Esta observagao ¢ fundamental, pois sugere que pode ser possivel encontrar

simetrias de uma equacao diferencial dada cuja solugao é desconhecida.
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As simetrias de ¥ = 0 séo facilmente visualizados, porque as curvas de solucio sao
linhas paralelas. Pode nao ser possivel encontrar simetrias de uma EDO de primeira ordem
complicada olhando para uma imagem de suas curvas de solugao. No entanto, a condi¢ao
de simetria exige que qualquer simetria mapeia o conjunto de curvas de solugao no plano
(x,y) plano para um conjunto idéntico de curvas no (Z,y) plano. Vamos considerar a

equagao diferencial ordinaria de primeira ordem,
— =w(z,y) . (3.23)

Para simplificar, vamos restringir a atengao para as regioes do plano no qual w é uma

funcao suave de seus argumentos. Entao temos
— =w(Z,7) quando pt w(z,y) . (3.24)
Neste caso, podemos escrever,

Dy G+ Yy
D& &, +y'd,

d
= w(z,7) quando d—i_ = w(z,y) (3.25)

portanto a condicao de simetria para a EDO anterior é,

ZAJI + W(I,y)giy _ w(i‘,@) ’ (3.26)
Ty + w(x,y)T,

em conjunto com o requisito de que o mapeamento deve ser um difeomorfismo. Pode ser
possivel determinar algumas ou todas as simetrias de uma determinada EDO a partir de
(3.26). Uma abordagem ¢ utilizar um ansétz, isto ¢, para procurar uma simetria de uma
forma particular.

Exemplo: Vamos considerar a EDO

dy _

_ 2
o =Y (3.27)

A restrigao anterior implica que toda simetria desta EDO satisfaz a equagao diferencial
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parcial (EDP)

Uy + ygy

P — =1 3.28
Ty + YTy Y (3:28)

Ao invés de tentar encontrar a solugao geral da EDP, vamos ver se ou nao existem simetrias
que satisfazem um ansétz simples. Por exemplo, se houver mapeamento de y em si mesmo,

entao

(2,9) = (&(z,y),y) (3.29)
Entao a equagao se reduz a,
Y
= 3.30
Ty + YTy Y ( )
portanto
Ty +yly =1, Ty #0 (3.31)

Existem muitas simetrias desse tipo, as mais simples sao as simetrias de Lie correspon-

dentes a translagoes do tipo

(2,9) =(z+ey), €€R (3.32)

Notamos que as translagdes na dire¢ao de x para a EDO 3/ = 0 s@o simetrias triviais, mas

elas nao sao simetrias triviais da EDO 3’ = y da qual a solucao geral ¢,

y=ce’, g €R (3.33)

A translacao na direcao de x mapeia a curva de solucao correspondente a um determinado

valor de ¢,

J=y=cie” =16  =ce®, onde ¢y =cre € (3.34)
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portanto as translacoes na direcao de x para a EDO ¢y = y nao sao triviais, porque em
geral ¢; # cy. Obviamente, que se ¢ = 0 voltaremos a ter um simetria trivial para a
mesma. Curiosamente, uma curva de solucao é mapeada em si por cada translacao, isto
é, y = 0. As curvas que s@o mapeadas em si por uma simetria sdo ditas como sendo
invariante sob a simetria. A solu¢ao de y = 0 decompoe o conjunto de curvas de solugao
y = c1e”, como mostrado na figura abaixo.

y
&

Figura 3.4: Solugoes da equacao y =y [8].

As simetrias translacionais (z,9) = (z + €,y),e € R nao sao capazes de mapear
solugoes com ¢; > 0 a solugoes com ¢; < 0. No entanto, a EDO tem simetrias que trocam

as solugoes constantes dos semiplanos superiores e inferiores. A simetria

é uma simetria discreta. Até agora, vimos simetrias de EDOs muito simples, mas os

métodos de simetria podem ser aplicaveis a quase qualquer EDO.
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3.3 Simetrias de Lie de Equacoes Diferenciais Ordina-
rias (EDOs)

Até agora, temos considerado apenas algumas equacoes diferenciais ordinérias da
forma,

dy

o = w(z,y) (3.36)

Vamos desenvolver agora técnicas que sejam aplicaveis a qualquer EDO do tipo (3.36)).
Comegamos examinando a agdo da simetria em um plano. Suponha que y = f(x) é a
solucao da equacao e que uma simetria particular mapeia esta solucao a curva
§ = f(&), que é solucdo da,

y

i w(z, ) (3.37)

A funcao f ¢é obtida do seguinte modo. A simetria transforma a curva para o conjunto de

pontos (Z,7), onde

=i (@), 9= i f(@) (3.38)

Esta é uma curva no plano (Z, ), escrita na forma paramétrica (x é o parametro). Agora
nos a resolvemos para obter x como funcao de z, e substituimos o resultados na segunda

equacao das equagoes anteriores. Isto nos da,

f=9(x(2), f(x(2))) (3.39)

Se a simetria pertence a um grupo de Lie a um parametro, entdao f é uma funcao de z e

0 parametro €.
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Exemplo A solucao da EDO,

dy 2y

— == 3.40

dx T ( )
é

y = ca’ (3.41)

Vamos restringir a atencao ao quadrante x > 0,y > 0, no qual cada curva de solugao
(3.41) corresponde a um particular ¢ > 0. O conjunto de solugdes nessa regiao ¢ mapeado

em si pelas simetrias discretas

(2,9) = (E 1) (3.42)

y'y

Especialmente, a curva de solugao correspondente a ¢ = ¢; é mapeada a curva

(@, 9) = (L L) (3.43)

! 2
cC1r C1x

1

Portanto x = = assim a curva de solucao y = c; 22

é mapeada para
§ =12 (3.44)

A EDO (3.40) tem muitas outras simetrias, incluindo o grupo de Lie a um parametro de

escala

(Z,9) = (ex, e y) (3.45)
Qualquer simetria desta forma mapeia a curva de solucao y = ¢,22 para a a curva

(2,7) = (e‘x, crex?) (3.46)
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Resolvendo para x, nés obtemos z = e~ “Z, e portanto a solucao transformada é

§ = cre”*3? (3.47)

O plano (x,y) e o plano (Z, ) contém o mesmo conjunto de curvas de solugoes. Ao invés
de trabalhar com dois planos idénticos, é mais conveniente para sobrepo-los. Portanto a
simetria é considerada como um mapeamento do plano (z,y) em si mesmo, chamada agao
de simetria do plano (z,y). Especificamente, o ponto com coordenadas (x,y) é mapeado

para o ponto cujas coordenadas sao

(#,9) = (2(z,y), §(z,y)) (3.48)

A curva de solugdo y = f(z) é o conjunto de pontos com coordenadas (z, f(x)). Esta é
mapeada para o conjunto de pontos com coordenadas (z, f (Z)), isso é, para a curva de
solucao y = f (x). Portanto a curva y = f(z) ¢ invariante sob a simetria se f=féuma
simetria trivial, ou seja, se sua acao deixa cada curva de solucao invariante. A orbita do
grupo a (z,y) é o conjunto de pontos para os quais (z,y) podem ser mapeados por uma

escolha apropriada de e.

y.l"«_

Figura 3.5: Parte de uma orbita unidimensional [§].

A o6rbita através de um ponto tipico é uma curva suave, conforme mostrado na figura

acima. No entanto também pode haver um ou mais pontos invariantes, cada um dos
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quais ¢ mapeado para si pelas simetrias de Lie. Um ponto invariante é uma orbita de

dimenséao zero do grupo de Lie. As coordenadas dos pontos da orbita a (z,y) sao

(2,9) = (2 (z,y;€), 9 (v, y5€)), (3.49)
onde
(2 (2,4;0), 9 (z,4;0)) = (z,y). (3.50)

Exemplo Agora considerando a equagao diferencial ordinéria

dy y+aty—y-—u

dr w4+ a3+y—x (3:51)
suas simetrias incluem as rotacoes
(Z,9) = (xcose — ysine, xsine + ycose€) (3.52)
em coordenadas polares sao,
(7,0) = (r,0 + ¢) (3.53)

A orbita através de qualquer ponto (zg,yo) # (0,0) é um circulo r = /22 + y2, enquanto
que (0,0) é mapeada em si e portanto a um ponto invariante. A agdo de um grupo de
Lie mapeia cada ponto sobre uma 6rbita para um ponto na mesma o6rbita. Em outras

palavras, toda orbita é invariante sob a acao do grupo de Lie.

Nos consideramos agora uma orbita através de um ponto nao invariante (z,y) . O vetor

tangente a 6rbita no ponto (z,9) é (£(z,9),n(Z,9)), onde

di

dz dy _
de N

@), =) (350
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Em particular, o vetor tangente no (x,y) é

dz

dz dy
de

(@, y),n(z,y) = ( D

EZO) . (3.55)

Portanto podemos escrever para primeira ordem em € a série de Taylor para a acao do

e=0

grupo de Lie

&=+ e(z,y) + O(?) (3.56)

g =y+en(z,y)+0() . (3.57)

Um ponto invariante é mapeado para si por cada simetria Lie. Portanto, para a expansoes

acima o ponto (x,y) s6 é invariante se o vetor tangente é zero, isso é, se

E(z,y) = n(z,y) = (3.58)

Essa condicao é necesséria e suficiente e pode ser provada derivando repetidamente a
(3.54) em seguida fazendo € = 0. O conjunto de vetores tangentes para um grupo de Lie
particular é um exemplo de um campo de vetores tangentes, porque os vetores tangentes

variam suavemente com (z, ).

E util pensar em (3.54) como a descricio de um fluxo constante de particulas em
um aviao. Nessa analogia, € seria o "tempo"e o vetor tangente num ponto representa
a velocidade de uma particula naquele ponto. A oOrbita é a trajetoria da particula. Os
pontos invariantes sao os pontos fixos do fluxo. Se uma oOrbita cruza qualquer curva C'
transversalmente em um ponto (z,y) entao existem simetrias de Lie que o mapeiam (z,y)
em pontos que nao estao em C'. Portanto uma curva é invariante se e somente se nao
houver orbita cruzada. Em outras palavras, C' é uma curva invariante se e so se a tangente

de C' em cada ponto (x,y) é paralela ao vetor tangente (£(z,y),n(x,y)). Esta condigao
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pode ser expressa matematicamente pela introducao da caracteristica,

Qlz,y,y) =nlx,y) —y&(z,y) . (3.59)

Se C ¢ a curva y = y(x), a tangente a C' em (z, y(z)) é na direcdo (1,4 (z)) isto é paralelo

a (&(z,y),n(x,y)) se e somente se
Qx,y,y) =0 em C . (3.60)

Este resultado nos permite caracterizar as solugoes invariantes por exemplo da equagao

/

y = w(z,y), do seguinte modo. Em todas as solugoes desta equagdo a caracteristica é

equivalente a

Q= Q(z,y,w(z,y)) =n(r,y) —w(x,y)é(z,y) . (3.61)

N6s chamamos Q(z,y) de caracteristica reduzida. A curva de solugdo y = f(z) é invari-

ante se e somente se

Q(x,y) =0 quando y= f(z) . (3.62)

A simetria é trivial se e somente se Q)(x,y) é identicamente zero, isso é,

n(z,y) = w(x,y)é(z,y) . (3.63)

Se Q, # 0 entdo é possivel determinar as curvas y = f(x) que satisfazem a (3.60). Cada
um dessas curvas ¢ uma solucio da equacio y = w(z,y). Portanto a (3.60) pode ser
usada para encontrar todas as solugoes que sao invariantes sob um dado grupo de Lie nao

trivial, sem que seja necessario realizar qualquer integracao.
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Exemplo Considere a equagao diferencial ordinéria

dy _

— 3.64
=Y (3.64)

tem escala de simetria da forma

(#,9) = (z,¢Y) (3.65)

O vetor tangente em (z.y) é encontrado derivando a equagao acima com respeito a € em

e=0:

&(z,y),n(x,y)) = (0,y) (3.66)

Portanto a caracteristica reduzida seré

Q=Q(z,y) =n(x,y) —y&(z,y) =y (3.67)

Por conseguinte, este grupo de Lie atua nao trivialmente sobre as solucoes de (3.64]).
A tnica solugao invariavel é y = 0, que é composta inteiramente de pontos invariantes.

Outro grupo de simetria de Lie a um parametro da EDO acima é

(2,79) = (e‘x,exp (e° — 1)xy) (3.68)

que tem vetor tangente em (x,y) igual a

(@, y),n(x,y) = (z,2y) (3.69)

Cada ponto na linha x = 0 ¢ invariante, além disso,

Q(z,y) = n(x,y) —y&(z,y) =0 (3.70)

Entao as simetrias de Lie da (3.68]) atuam trivialmente nas solugoes da equacgao ((3.64)).
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Exemplo Considere a equagao de Riccati

(x #0) (3.71)
tem um grupo de Lie de escala de simetria

*y) (3.72)

(Z,9) = (e‘x,e”
O campo vetorial tangente é

entdo a caracteristica reduzida é

Q) = = — 2% (3.74)

o= = (3.75)
Portanto as simetrias de Lie sao nao triviais, e existem duas solugoes invariantes
y = 272 (3.76)

A maioria dos métodos de simetria usam os vetores tangentes, em vez das proprias sime-
trias. No entanto, as simetrias podem ser reconstruidos a partir dos vetores tangentes,
. dz A A dy A A .. N .~
integrando as EDOs acopladas §¢ = £(Z,9) e 5 = n(#,7) sujeita as condigdes iniciais

como (z(z,y;0),9(z,y;0)) = (z,y). Entao, (localmente), ha uma correspondéncia de

um-para-um entre cada grupo de Lie de um parametro e seu campo vetorial tangente.
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3.4 Coordenadas CanoOnicas

Cada EDO do tipo % = w(z,y) cuja as simetrias incluem as translagoes do tipo

(Z,9) = (x,y + €), podem ser integradas diretamente. Mais geralmente, se a EDO tem
simetrias de Lie que s@o equivalentes a translagoes (sob mudanga de coordenadas), a EDO
pode ser reescrita em termos de novas coordenadas. Todas as orbitas de (z,7) = (x,y+¢€)

tem o mesmo vetor tangente em cada ponto

(€@, y),n(z,y)) = (0,1) (3.77)

As orbitas de (Z,9) = (z,y + €) sdo linhas que levam o mesmo x em um y + e¢. Dado

qualquer grupo de simetrias de Lie a um parametro, visamos introduzir as coordenadas

(r;s) = (r(z,y), s(z,y)) (3.78)

tal que

(7,8) = (r(z,9),s(2,9)) = (r,s+¢€) (3.79)

Se isso for possivel, entdo o vetor tangente em um ponto (7, s) nas novas coordenadas é

(0,1), isso é
dr ds
— =0, = =1 (3.80)
de|._, de|._,
Aplicando a regra da cadeia temos
g
il
de | _,
4 .
() (@) (%) (&) - ¢
de|._,) \dz de|._,/) \dy
(e, y)ra (e, y)ry = 0 (3.81)
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ds _
de | _, N
dz ds dy ds
(o) (&) - (%) (&) =
§(@,y)se +n(z,y)sy = 1 (3.82)
e portanto temos
g(l’, y)rx + 77(1', y)Ty =0
{(@,y)s: +n(x,y)sy =1 (3.83)

X

Figura 3.6: Alguns vetores tangentes para as curvas constantes r(—) e s(- -)

A mudanga de coordenadas deve ser invertida na vizinhanga de (z,y), por isso, vamos

impor uma condi¢ao chamada de condi¢ao de nao degenerescéncia
T5Sy — TySy # 0 (3.84)

Essa condigao garante que se duas curvas r e s constantes se encontram num ponto, elas
se cruzam transversalmente. Qualquer par de fungoes 7(z,y), s(z,y) que satisfazem as

equacgoes acima sao chamadas de coordenadas canodnicas. Por defini¢ao, o vetor tangente a
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qualquer ponto invariante nao ¢ paralelo a curva constante de r que passa por este ponto.

Portanto a curva constante de r coincide (localmente) com a o6rbita através do ponto.

A orbita é invariante sob o grupo de Lie, entdao r é muitas vezes referida como uma
canodnica invariante de coordenadas. As curvas de s constantes nao sao invariantes, porque
elas cruzam as oOrbitas unidimensionais transversalmente. Coordenadas canoénicas nao

podem ser definidas em um ponto invariante, porque a equagao determinante para s em

(3-83) nao tem solucao se

§(x,y) =n(x,y) =0 (3.85)

No entanto, coordenadas candnicas existem em alguma vizinhanga de qualquer ponto nao
trivial. Em outras palavras, é sempre possivel normalizar o vetor tangente (pelo menos
localmente) desde que sejam diferentes de zero. Coordenadas canonicas nao sao definidas

exclusivamente pelo (3.83]). Na verdade, se (r, s) satisfaz a mesma, entao

(7,8) = (F(r),s+G(r)) (3.86)

para fungoes suaves arbitrarias F' e G. A condi¢ao nao degenerescéncia imposta a restrigao
/ . L, . . . ~
de F'(r) # 0, mas ainda ha muita liberdade. Temos a intengao de reescrever a EDO
’ N . . ~ .
y = w(x,y) em termos de coordenadas candnicas. Isso envolve a diferenciagao, por isso
é aconselhavel usar a liberdade acima para fazer r e s tao simples quanto possivel. Por
exemplo, ¢ muito comum encontrar simetrias de Lie com 7 linear em y e ¢ independente
do y. Para estas simetrias, se & # 0, ha coordenadas canonicas com 7 linear em y e
s independente de y. Sempre que possivel, vamos tentar usar uma solucao simples nao

degenerada da (3.83)). Coordenadas canonicas podem ser obtidas a partir da (3.83)),

utilizando o método das caracteristicas. As equagoes caracteristicas sao

de  dy )
oy nwy) (3.87)
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A primeira integral de uma dada equacao diferencial de primeira ordem

= flay) (3.88)

¢ uma funcdo ¢(x,y) cujo valor é constante em qualquer solugdo y = y(z) desta EDO.

Portanto

G + [(2,y)0y =0, &y #0 (3.89)

A solugao geral desta equagao é

¢(z,y) =c (3.90)

Suponha que, &(x,y) # 0, vemos que a coordenada canénica invariante ¢ uma primeira

integral de

dy _ n,y)
dr  &(z,y)

(3.91)

Entao r = ¢(z, y) é encontrada resolvendo a equagao anterior. Muito frequentemente, uma
solugao s(z,y) pode ser encontrada pela (3.83). De outra forma podemos usar r = r(z, y)

para escrever y como fungao de r e z. Ent@o a coordenada s(r,z) é obtida por

00 = [ syt

aqui a integral é avaliada com 7 sendo tratado como uma constante. Similarmente, se

(3.92)

r=r(z,y)

& =0en+#0 entao

(3.93)

sao coordenadas canodnicas
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Exemplo Considere as seguintes simetrias de Lie, com escalamentos

(2,9) = (e, eFy), k>0 (3.94)

O vetor tangente é

(@, y);n(z,y) = (z, ky) (3.95)

e portanto r é primeira integral de

dy _ Ry
dr
dy  dz
ky o«
Cnlyl = Injer
pnfyl = Injex
In|yx| = In|cz
y = caf (3.96)

A solucao da EDO é y = cz*, entdo nos escolhemos r = 2%y, por simplicidade. Como o

¢ é diferente de zero e independe de y, nos obtemos o s por

dx
&
dx
i
s = In|z] (3.97)

(r,5) = (z7%y,1In|z|) (3.98)

Essa coordenada candnica nao pode ser usada em todo o plano, s = In |z| falha na linha

x = 0. As seguintes coordenadas candnicas podem ser usadas adequadamente perto de
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x = 0, exceto na linha y = 0
(r,s) = («*y ™' k™ Iny)) (3.99)

coordenadas candnicas nao existem no ponto invariante (0,0). O exemplo acima ilustra
uma dificuldade menor com coordenadas canonicas. Elas nao podem ser definidas por um
ponto invariante, e por isso é necessario utilizar varias coordenadas fragmentadas (pat-

ches) para cobrir todos os pontos ndo invariantes.

Suponha que temos sido capazes de encontrar simetrias nao triviais de Lie de uma
determinada g—g = w(z,y). Vamos recordar que as simetrias de Lie sdo nao-triviais se e

somente

n(x,y) #w(@,y)é(z,y) (3.100)

Entao a equacgao % = w(z,y) pode ser reescrita em termos das coordenadas candnicas

Ccomo

ds _ s, + w(z,y)s, (3.101)
dr 1y +w(z,y)ry '

$200(@W)Sy 06016 uma funcdo de r e s. Para uma mudanca geral

podemos tambem escrever
retw(z,y)ry

de variaveis (z,y) — (r, s), podendo ser da forma

ds

= Q(r, s) (3.102)

Contudo, (r, s) sdo coordenadas canénicas, assim a EDO acima ¢é invariante sob o grupo

de translacoes na direcao de s

—

2,9) = (r,s +€) (3.103)
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portanto podemos escrever a equagao como

ds
i Q(r) (3.104)

Resolvendo a equacgao temos

s — /Q(r)dr =c (3.105)

onde ¢ é uma constante arbitraria. Portanto a solucao geral da equagao Z_Z =w(z,y) é

(z,y)
s(z,y) — / Q(r)dr =c (3.106)

Este método muito simples pode ser aplicado a qualquer equacao diferencial ordinaria do

g—z = w(x,y) com um grupo de Lie ndo trivial conhecido um parametro de simetrias.

tipo
Claro, é preciso primeiro determinar as coordenadas canodnicas resolvendo o EDO .
Tipicamente, ¢ muito mais facil de resolver do que % = w(z,y). Os exemplos
que se seguem demonstram a eficicia do método em lidar com EDOs cujas solugoes nao
sao 6bvias. Em [§] é mostrado como podemos usar coordenadas candnicas para reduzir a

ordem de uma equagao diferencial ordinaria (EDO).

Exemplo Vamos considerar a equagao de Riccati da qual ja encontramos as solugoes

’ 2y 1
2
y =2 —— "3 (z #0) (3.107)
que sao invariantes sob simetrias de Lie
(2,9) = (e‘w, e *y) (3.108)

Agora vamos completar as solugoes da mesma. Como as coordenadas canonicas adequadas
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sao

(r,s) = (2y,In |z|) (3.109)

Entao a equacao (3.107)) se reduz a

ds 1
= (3.110)

Resolvendo diretamente e escrevendo r e s em termos de x e y temos que a solugao geral

para a equacao de (3.107)) é

c+ax?

Y= 2(c—a) (3.111)

A curva de solucao invariante y = 22 pode ser considerada no limite que ¢ tende a infinito

e a outra curva de solucao y = —w% quando ¢ = 0.

3.5 Geradores Infinitesimais

Até agora, restringimos a atengao para EDOs de primeira ordem da forma % = w(z,y).
Isso nos permitiu discutir muitas das idéias geométricas que sao a base dos métodos de
simetria. Precisamos estender essas ideias para equacoes diferenciais ordinérias de ordem
superior e equacoes diferenciais parciais, para isso nao sera mais possivel usar imagens
bidimensionais para representar tudo de importante. Em vez disso, nés introduzimos uma
notagao compacta que pode ser facilmente estendida para lidar com equacoes diferenciais
de ordem arbitraria, com qualquer ntiimero de variaveis dependentes e independentes.

Suponha que uma EDO de primeira ordem tem um grupo de Lie de um parametro de

simetrias, cujo vetor tangente em (x,y) é (£,7n). Em seguida, o operador diferencial parcial
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é chamado de gerador infinitesimal do grupo de Lie. Assim podemos reescrever as equacoes

que definem as coordenadas candnicas como

Xr = 0
§(x,y)re +n(z,y)ry = 0 (3.113)
e
Xs = 1
§(z,y)s. +n(w,y)sy, = 0 (3.114)

Para ver como o gerador infinitesimal afeta as coordenadas vamos considerar agora uma
fungao F'(u,v) onde (u,v) = (u(x,y),v(z,y)) sendo uma funcao arbitraria suave, e apli-

cando o gerador na mesma temos

XF(u,v) = XF(u(z,y),v(r,y))
= g{umFu + U;BFU} +n {uyFu + 'Uva}

= (Xu)Fy+ (Xv) F, (3.115)

Contudo F'(u,v) é arbitraria e portanto, o gerador em termos das novas coordenadas é

X = (Xu) 8, + (Xv) 9, (3.116)

Em particular, se (u,v) = (r, s), ou seja, igual as coordenadas canonicas temos entao

X = (X7) 0, + (Xs) 0, (3.117)

e das equagoes (3.113)) e (3.114) temos

X = (X1)0, + (Xs) 0, = 0, (3.118)
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Nas coordenadas canoénicas o vetor tangente ¢ (0,1), e portanto ¢ consistente
com nossa definicao de gerador infinitesimal. De fato o X representa o campo vetorial
tangente em todos os sistemas de coordenadas. Se considerarmos {0,, d,} como uma base
para o espago de campos vetoriais no plano, X é o vetor tangente em (x,y). O gerador
infinitesimal fornece uma maneira coordenada independente de caracterizar a acao de

simetrias de Lie de fung¢oes. Suponhamos que G(r,s) é um fungao suave,

F(z,y) = G(r(z,y),s(z,y)) (3.119)

Em qualquer ponto ndo invariante (z,y), as simetrias de mapeiam F'(z,y) para

F(z,9) = G(7,8) = G(r,s +¢) (3.120)

=& 0G el
=y — = A N €
F(#,9) —Zﬂ 55 1) = 2 X/G(rs) (3.121)
j=0 j=0
voltando para as coordenadas (z,y) temos entao
NN =
F(i,§) = ZO GXF(@y) (3.122)
]:

Se a expansao converge, esta é chamada de série de Lie de F' sobre (x,y). Assumimos
que (z,y) ndo é um ponto invariante, mas a (3.122) também ¢é valida em todos os pontos
invariantes. A razao disto é que X = 0, em qualquer ponto invariante, de modo que a

série de Lie tem apenas o termo j = 0, que é F'(z,y). Que nos leva a escrever as simetrias

de Lie da serie (3.122]) como

F(z,9) = e F(z,y) (3.123)
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Podemos entao reconstruir as simetrias de Lie da seguinte maneira

& = e,
(3.124)
j o= ety
entao podemos reescrever a (13.123]) como
F(eXz,eNy) = eXF(z,y) (3.125)

1

Generalizando para um numero qualquer de variaveis, ', ..., 2, com simetrias de Lie da

forma
z° (zl,...,zL;e) =z2' +eC® (zl,...,zL) + O(é?), s=1,...,L (3.126)
O gerador infinitesimal do grupo de Lie a um parametro é

X = (zl, ...,zL)

e (3.127)

Aqui convencao de somatorio é usada para indicar que se um indice é repetido, deve-
se somar sobre todos os valores possiveis do mesmo. As simetrias de Lie podem ser

reconstruidas a partir da série de Lie da mesma maneira
35 = X 25, s=1,...L (3.128)
Mais geral, se F' é uma funcao suave temos,
F(eX2 o, eX2h) = eXF(2 .., 2h) (3.129)

Usaremos estes resultados no estudo de equagoes diferenciais de ordens mais altas.
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3.6 Condicao de Simetria Linearizada

Ja sabemos que podemos encontrar simetrias de Lie de uma equagao do tipo g—g =

w(z,y) utilizando a condi¢ao de simetria equivalente a

Yo +w(, )7y .
_ 3.130
T T ol )i w(z,79) ( )

<

Em geral, isto é uma equacao diferencial parcial nao-linear muito complicada. No entanto,
as simetrias de Lie podem ser derivadas a partir de uma condi¢cao muito mais simples no
campo vetorial tangente. Aqui lembramos que uma vez que os vetores tangentes forem
encontrados, as simetrias de Lie podem ser reconstruidas. Por defini¢ao, as simetrias de

Lie da equacao g—g = w(x,y) sdo da forma

& =ax+e(x,y) + O(?)

g=y+en(r,y)+O0() (3.131)

vamos agora substituir a (3.131)) na (3.130]) temos

w(,y) + € {n. +w(x,y)n,} + O(e?)
1+ e{& +wlz,y)&y} + O(e?)

= w(z+ef(r,y)

+ O(@),y +en(z,y) + O(?))  (3.132)

Expandindo como série de Taylor em € = 0, e assumindo que cada série converge temos

W e {ns (ny — &) w — Ew’} + O(7) = w+ e {€ws + nw, } + O(e?) (3.133)

desprezando os termos de ordem mais alta em e temos

Mo + (1 — &o)w — Ew? = Ew, + Ny (3.134)

Que é a condicao de simetria linearizada. Assim podemos reduzir o problema no sentido

que esta ultima equagao é linear e mais facil de encontrar sua solugao usando alguns ansétz

52



do que tentando resolver a (3.130)) diretamente. A condigao de simetria linearizada pode

ser reescrita em termos da caracteristica reduzida. Como

Q=n—wé (3.135)

entao pode-se escrever

Qo + wQy = w,Q (3.136)

Cada solucao da (3.136]) corresponde a infinitos grupos de Lie, para @ satisfazendo a

mesma temos

(&m) = (& Q +wf) (3.137)

¢ um campo vetorial tangente de um grupo a um parametro, para qualquer funcao &.
Todas as simetrias de Lie triviais correspondem & solucdo de Q = 0 da (3.136). Em
principio, as simetrias nao triviais podem ser encontradas a partir da (3.136)), utilizando

o método das caracteristicas. As equagoes caracteristicas sao

do_ dy __ Q (3.138)

1wy w(r,y)Q

A primeira equagao é equivalente a EDO do tipo % = w(x,y), de modo geral, nao
se pode encontrar uma solucao diferente de zero de sem saber a solugao geral de
j—g = w(x,y). Se (£,n) é uma solugao diferente de zero da , entao (k&, kn), também
é para qualquer constante k diferente de zero. Esta liberdade corresponde a substituir
e por k~'e, o que nao altera as orbitas do grupo de Lie. Assim,as mesmas simetrias de
Lie sao recuperadas , independentemente do valor de k. A liberdade de redimensionar
e significa que Q pode ser multiplicado por constante diferente de zero conveniente, sem

afetar as orbitas. Para resolver (3.134]), é necessario utilizar um anséitz adequado, isto ¢,

para colocar algumas restri¢oes adicionais sobre & e 7.
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Exemplo Considere a EDO

dy 1—1y?

de  xy

11 (3.139)

Temos a fun¢do bem simples w(z, y), por isso vamos tentar um ansétz nado muito restrito.

Muitas simetrias de Lie tem campos vetoriais tangentes da forma

{=a(z), n=p@)Yy+), (3.140)

A equagao tera as simetrias se a condigao de simetria linearizada for satisfeita com

T = x+ea(r)
g = y+e{Blx)y+(2)} (3.141)
Entao temos

@:p + LL)(.T, y)ﬁy
Ty + w(z,y)y

= w(z,79)

1= (y+e[By+))°
x+6a)[y+6(ﬂy+7)]+1}

2 2
oo 1) (50 = (o) - (58

e<6y+’/>+y/(1+66) = (1+6a'){(

Comparando os termos de poténcia y e y~2 e termos independentes temos um sistema de

equacgoes do tipo

v=0 (3.143)
B;O‘ :—%—g (3.144)
B=a (3.145)
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o+ -0 (3.146)

T
Resolvendo a temos

a=car? (3.147)
e portanto

B=—ca? (3.148)

Portanto qualquer campo vetorial tangente da forma

(&n) = (cz™, —c1z™?y) (3.149)

satisfaz a condigao de simetria linearizada.

Podemos agora generalizar a condi¢ao de simetria linearizada possibilitando-nos tra-
balhar com equacoes diferenciais ordinarias de ordens mais altas. Vamos considerar agora

a EDO da forma

dkz
® = 29 (3.150)

y(n) =w <Q3,y,y/, --wy(nil)) ) Yy d_
a

Assumindo que w é uma fungao localmente suave de todos os seus argumentos. Qualquer

difeomorfismo
U (z,y) — (2,9), (3.151)

mapeia curvas no plano. Essa acéo de I' no plano induz uma acéo sobre as derivadas y*),

que € 0 mapeamento
F : <:E7 y’ y,7 "'7y(n)> ’_> (‘/f"? :g) g)/7 A g(n)> ) (3'152)
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onde

d*y
G — d}i} k=1,..,n (3.153)
X

Esse mapeamento é chamado da enésima prolongacio de I'. As funcoes y® sdo calculadas

recursivamente usando a regra da cadeia da seguinte maneira

dg(k—l) D Q(k—l)
Gk) — == 7O =g 3.154
g P D V=9 (3.154)
onde novamente temos a derivada total com respeito a x
Dy =0,4y0y+y 0y + ... (3.155)

A condic¢ao de simetria para a EDO (3.150|) é

g™ = w <i", 9.7 s g)("_l)> quando y ™ =w (x, Uy y("_1)> (3.156)

onde as funcoes §*) sdo dadas por (3.154). Para quase todos os EDOs, a condicdo de
simetria da (|3.156|) é nao-linear. Simetrias de Lie sao obtidas por linearizagao da mesma
sobre ¢ = 0. Nenhuma linearizacao é possivel para simetrias discretas, o que os torna
dificeis de encontrar. Entretanto geralmente é facil descobrir se um determinado difeo-

morfismo é ou nao uma simetria de uma equacao diferencial ordinéria particular.

Exemplo Vamos agora considerar a transformagao

(&,9) = (1, 9) (3.157)

y' =0, x>0 (3.158)
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entao nos podemos obter

oD (%) _ :
IO
" Dz (y - l’yl) 3 7
y = =1y
D. (3)
entao a condicao de simetria
§°=0 quando y =0 (3.159)

¢ satisfeita. Esta simetria é sua propria inversa, e pertence a um grupo discreto de ordem

2. A solugao geral da EDO é,

Y=+ Co (3.160)
é mapeada pela [3.157 a solugao
Q:gzcl+c—2201+62f (3.161)
T T

A condicao de simetria linear para simetrias de Lie é derivada pelo mesmo método que
usamos para EDOs de primeira ordem. A simetria trivial correspondente para ¢ = 0 deixa
cada ponto inalterado. Portanto, para € suficientemente proximo zero, as simetrias de Lie

prolongadas sao da forma

& = z+e£+0()
g = y+en+O() (3.162)

g = y® pen® +O(e?), k>1
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Substituindo a (3.162)) na (3.156]) temos

™ = w4 nwy +nMwy + L+ " Vw e (3.163)
ou
0 = Xw (3.164)

onde o gerador infinitesimal é da forma
X = €0, + 10y +1M0, + ...+ 9" V00 (3.165)

As funcoes n®) sdo calculadas recursivamente da (3.154), do seguinte modo. Para k = 1

temos entao,

. D,j y +eDyn+ O(€?) , ,
W _ _ _ (D _y'D ) O(e 3.166
portanto
7](1) =D,n— lexf (3167)
Similarmente
k k—1 2
o _ Y+ eDan®D 4 0() (3.168)
1+ eD£+ O(e?)
e, portanto
) (ar Yy s y“”) = D" —y® D¢ (3.169)
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As funcoes &, e n¥) todas podem ser escritas em termos da caracteristica, Q =n — y'¢,

da seguinte maneira

f - Qy”
n = Q-yQy,, (3.170)

Para EDOs de primeira ordem a condi¢ao de simetria linearizada da (3.163) ¢ Xw onde

gerador infinitesimal é da forma
X = &0, +no, (3.171)

Recordamos que o gerador infinitesimal é associado com o vetor tangente a 6rbita passando

através de (z,y), escrito como

dz

en=(% . 4

de

- ) (3.172)

)
e=0

Para lidar com a agao de simetrias de Lie em derivadas de ordem n ou menores, nos

introduzimos o gerador infinitesimal prolongado

X =0, + 10y + 1Mo, + ...+ 00w (3.173)

Yy

O coeficiente de J,u) ¢ o termo de O(e) na expansao de y® e XM ¢ associado com
o vetor tangente no espago das vaidveis (x, v,y ...,y(")). Noés podemos usar o gerador
infinitesimal prolongado para escrever a condigao de simetria linearizada numa forma

compacta que é

X (4 —w (2,5, g™ V) ) =0 (3.174)
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3.7 Equacoes Determinantes para Simetrias de Lie

Toda simetria que nos encontramos é um difeomorfismo da forma

(@,9) = (&(z,y),9(x,y)) (3.175)

este tipo de difeomorfismo é chamado de ponto de transformacao, qualquer ponto de
transformacao que é também uma simetria é chamado de ponto de simetria. Agora
focamos nossa atencao para pontos de simetria. Para encontrarmos pontos de simetria
de uma EDO do tipo y™ = w (:B,y,y/, . y(”’l)), noés devemos primeiro calcular o 1,

= 1,...,n. As funcoes ¢ e n tem dependéncia apenas de z e y e portanto a e

(3.169) resultam em

o= ety - &)y -6y (3.176)
N = oo+ 2oy — o) Y+ (yy — 260) Yy — &gy

—~ {ny — 26, — 3&,3/} v (3.177)
1% = Nawe + Boey — Gowa) ¥ + 3 (ayy — Eaay) U + Olygy — 3ans) ¥® — Sy

+ 3 {nwy — &aw + (Myy — 3Eay) y - 2§yyy/2} y'

— 36y {ny _ 3¢, - 4§yy’} y" (3.178)

O numero de termos de n*) aumenta exponencialmente com k, entéo é recomendado para
o estudo de EDOs de ordens mais altas uma algebra computacional. Entretanto, a técnica
basica para encontrar pontos de simetrias de Lie pode ser aprendida pelo estudo de EDOs
de ordem mais baixa. E importante dominar esta técnica antes de ir para o computador,

vejamos o exemplo

Exemplo Considere a EDO de segunda ordem

y =0 (3.179)
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Sabendo que a transformagao infinitesimal (desprezando os termos de ordem maior ou

igual a dois em €) é do tipo

y = y+en
T = r+e€ (3.180)
entao
" d/\, "
§ = dlf =y +en® (3.181)
T
portanto
y/l _ 0
ou
y +en® = 0 (3.182)

Substituindo a (3.179)) na (3.182) temos entdao a condigdo de simetria linearizada desta

equacao que é
n® =0 quando y =0 (3.183)
dai temos

Nz + (2779%/ - fx:c) yl + (nyy - 25:(:1/) y’z - Syyyls + {ny - 2550 - 3§yyl} y” =0 (3'184)
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Como ¢ e 7 independem de 4/, a condicdo de simetria linearizada pode pode ser decom-

posta no seguinte sistema de equagoes determinantes

naca::()

Nyy = 28ay = 0

§y = 0
A solucao geral da tultima equacao do sistema é
§(ayy) = Alw)y + B(x) (3.186)
onde as funcoes A e B sao arbitrarias. E a terceira equacao do mesmo sistema nos da
n(w,y) = A (@)y? + Clx)y + D(x) (3.187)
onde C' e D sao também funcgoes arbitrarias. Das equacoes que restaram temos

"

A" (x)y* + C" (x)y + D" (z) = 0, 3A" (z)y +2C (x) — B

"

(z)=0  (3.188)

Igulando poténcias de y na (3.188)), nés obtemos um sistema de equagoes das fungoes
arbitfarias A,B,C' e D

A (x) =0, C (x)=0, D (z) =0, B (z) =2C (z) (3.189)

Resolvendo as equagoes, temos o seguinte resultado. Para o grupo de simetrias de Lie a

um parametro da equagao (3.179)), as funcoes £ e n sao da forma

E(r,y) = a+exr+oy+ cr® + gy,

n(x,y) = co+ cay + cex + crry + sy’
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onde ¢y, ..., cg sao constantes. Portanto a forma mais geral do gerador infinitesimal é
8
X =) X (3.190)
i=1
onde

X1 — ar, nga

Yo

X3 =20, Xy=y0,, Xs5=y0, Xs=ux0,,

X; = 2°0, +wyd,, Xg=ayd,+y°0, (3.191)

Exemplo Vamos tratar agora um sistema mais realista como o oscilador harmonico cuja

equagao de movimento é
Gg+qg=20 (3.192)
vamos fazer agora a seguinte transformacao infinitesimal

¢ = q+en(qt),

t = t+eb(q,t). (3.193)

Se as variagoes de uma transformagao de simetria sao fung¢oes apenas do tempo e das
coordenadas e nao de suas derivadas essa transformacao é chamada de simetria de Lie.

Fazendo as derivadas temos entao

’

o dg  dq dt

1= = ad — (G + ens + engq) (1 — €0y — €4q)

= q+te [77:: + 104G — 0:q — Qq(ﬂ ) (3.194)

63



temos também

,_dd dd dt
Todd dt dt
= (d +€ [77tt + 2ngq + 77qqq2 +1qq — Oug — 29th2

— 204G — 04qG” — 30444)) x (1 — €b, — €6,4q)

desprezando os termos de ordens mais altas em € temos

/

g = qd+e [ntt + 200G + NgqG” + Mo — Oud — 20444

— 20,4 — 049G° — 30,44 -
Substituindo a transformagao na equagao original temos
i+q=0
que fica

€ [Nt + 2004 + NggG” + 19l — O1ed — 204G°

— 20,4 — 049G — 3044G) +en =10

(3.195)

(3.196)

(3.197)

(3.198)

E uma equacao polinomial em ¢, que nos permite igualar a zero separadamente os coefi-

cientes das poténcias de ¢, desse modo, ficamos com

04 =0,
Nqq — 2eqt - 07
O — 3‘9qq — 2ng =0,

Mt — Ngq + 20, +1 =0,
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A solugao para a (3.199)) é do tipo

0 = g1(t)g + g2(t), (3.203)

onde g;(t) e go(t) sao fungoes a encontrar. E substituindo a (3.203]) na (3.200]) obtemos

n= ()¢ + gs(t)q + ga(t), (3.204)

onde g3(t) e g4(t) também precisamos determinar. E agora substituindo a (3.203)) e (3.204))

na (13.201)) nos da

G1()q + G2(t) = 3g1(t)q — 491 (t)g — 2gs(t) = 0 (3.205)

que é uma equacao polinomial em ¢, portanto igualando a zero os coeficientes das poténcias

de ¢, obtemos

91(t) = =0 (1), (3.2006)

Go(t) — 2g3(t) = 0. (3.207)

Da mesma maneira, a ([3.202) nos fornece

910 + §3(t)g + Ga(t) — 2¢1(t)q* — g5(t)q + 2¢1(£)g* + 2g2(t)q + ¢1(t)q”

+ g3(t)g + ga(t) = 0, (3.208)

que nos fornece as seguintes equagoes

G1(t) = = (1), (3.209)
Ga(t) = —2g2(1), (3.210)
Ga(t) = —ga(t). (3.211)

65



A equacao (3.209)) decorre da ([3.206). A solucao geral da mesma é

g1(t) = c1sint + ¢y cost,

onde ¢ e ¢y sao constantes arbitrarias. A solugao da (3.211]) é

g4(t) = e3sint + ¢4 cost.

Substituindo a (3.210]) na (3.207)) temos

93(t) = —4gs(t),

e fazendo o inverso obtemos

o(t) = —4go(t).

Entao temos

93(t) = ¢58in 2t + ¢ cos 2t + ¢,

g2(t) = —c5sin2t + cgcos 2t + cs.

As transformacoes de simetria correspondentes sao entao dadas por

(3.212)

(3.213)

(3.214)

(3.215)

(3.216)

(3.217)

n(q,t) = (c1 cost — cysint) ¢* + (c58in 2t + ¢ cos 2t + ¢7) ¢ + czsint + ¢4 cost, (3.218)

0(q,t) = (c1sint + ¢y cost) g + cgsin 2t + ¢y cos 2t + cs,
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que formam um grupo de transformagoes a oito parametros, enquanto que as simetrias da
acao formam um grupo a apenas cinco parametros. Isso demonstra que existem simetrias
das equagoes de movimento que nao conservam a acao [9]. A forma mais geral para

simetrias de um sistema de equagoes de movimento sao da forma

q =q+en(q,q,t),

t =t+eb(qqt). (3.220)
Exemplo Vamos considerar agora uma EDO mais complicada
y =t 2 (3.221)

essa equacao surgiu do estudo do nado de microorganismos. A condicao de simetria

linearizada é

]
’ ’ ’ ’ y
Now + (2Nay — &aw) Y + (Myy — 260y) y° — &y ° + {ny —2¢, — 38,y } (? — yQ)

/2 /
Yy ’ ’ 2y
= 7 (——2> + {77:1: +(ny— &)y — &y 2} <—) (3.222)
Y Y
Comparando as poténcias de 3, noés obtemos as equacoes determinantes

1
77yy+§€y = 07

1 1
2y — 28ay — St = 0, (3.223)

2
any - gxac + 3y2§y - ?7:0 = O,

New = Y% (0y = 26) +2yn = 0
Da primeira equacao da (3.223]), encontramos

¢ =A(x)Inly| + B(x) (3.224)
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e da segunda equagao da (|3.223)) temos

n=A'()y (nly))* + C(x)yln |y| + D(x)y (3.225)

Aqui as fungoes A,B,C' e D sao funcoes desconhecidas que sao determinadas pelas equa-

¢oes remanescentes de (3.223)). Substituindo a (3.224]) e (3.225|) na terceira equagao da
(13.223]), n6s obtemos

1"

3A" In|y| + 3A(z)y 4+ 2C (z) — B" =0 (3.226)

Portanto

Ax) =0, B (xz) =2C (x) (3.227)

Nos agora substituimos a (3.224)) e (3.225)) na altima equacdo determinante, levando em

conta A(z) = 0, que nos leva
C(z)y?In|y| + C" (x)yln|y| + <2B'(1:) —C(z) + D(:c)) ¥+ D' (2)y=0 (3.228)
resultando no sistema
C(z) =0, D(x) =0, D (z)=0 (3.229)
levando em conta a , encontramos
B(z) = ¢ + oz, D(x) = —cs, (3.230)

onde ¢, e ¢y sao constantes arbitrarias. Consequentemente, a solucao geral da condigao

de simetria linearizada é

&=+ com, n = —2coy (3.231)
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O gerador infinitesimal é da forma
X = X1+ Xy, (3.232)
onde
X, = 0,, Xy = 20, — 2y0, (3.233)

Seja = o conjunto de todos os geradores infinitesimais do grupo de pontos de simetria de
Lie a um parametro de uma EDO n > 2. A condic¢ao de simetria linearizada é linear em

¢ e n, e portanto
Xl, Xo€ezZ =1 X1 +0Xs € E, VCh c € R (3234)

Portanto = é um espago vetorial. A dimensao R deste espago vetorial é o ntimero de
constantes que aparecem na solugao geral da condi¢ao de simetria linearizada. Como nos

exemplos acima todo X € = pode ser escrito na forma
R
Y X,  GER, (3.235)
i=1

onde {X7, ..., Xg} é a base de Z. O conjunto de pontos de simetria gerados por X € =

formam um grupo de Lie (local) a R parametros.

3.8 Solucoes invariantes

Muitas EDOs nao podem ser completamente resolvidas usando pontos de simetrias
Lie. Mesmo assim, pode ser possivel encontrar solugoes que sao invariantes sob um grupo

gerado por um determinado X. As mesmas se sao invariantes satisfazem

I

Qx,y,y)=n—y&=0 (3.236)
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Tudo que é necessario é resolver a EDO de primeira ordem anterior, depois de verificar

(se houver) qual destas solugoes satisfazem EDO dada.

Exemplo A equagao de Blasius é

y =—yy (3.237)

tem escala e simetria translacional gerada por

X1 = a/,;, X2 = a:@x — yay (3238)

Estas simetrias permitem reduzir a equacao Blasius para uma EDO de primeira ordem
cuja solucao nao é conhecida. Portanto, a nossa tinica chance de encontrar solugoes exatas
¢é procurar solugoes invariantes. Para X = X1, £ =1 e n = 0, entao a condi¢ao de curva
invariante Q = n —y'¢ =0 é y = 0. Portanto cada curva que é invariante sob X; é da

forma

y=c (3.239)

Todas essas curvas sao solugoes da equacao de Blasius. Nos agora vamos procurar solucoes

que sao invariantes sob X = X5. A condigao de curva invariante é

Resolvendo temos as curvas invariantes que sao

., Cc€eR (3.241)

A equacao de Blasius é satisfeita se

y=0 ou Y= (3.242)

8w
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A solugao y = 0 é invariante sob ambos os geradores X; e X5. Mesmo nao tendo conside-
rado todos os possiveis grupos a um parametro, nés podemos encontrar as solugoes que
restam, porque cada grupo de Lie a um parametro é gerado por X = kX; + X5, com k

diferente de zero. Assim a condicao de curva invariante é

Q=—y—(z+k)y =0 (3.243)

o que leva as solucoes invariantes

y=0 ou Y= (3.244)

Estas solugoes também podem ser obtidas considerando a acao do grupo gerado por X;
sobre cada uma das solugbes invariantes da equacao ([3.242)). As simetrias geradas por X,

Sao
(#,9) = (v +e€y), €€R (3.245)

Considerando a agao da (3.245|) sobre a solugao invariante y = % Esta solugao pode ser

reescrita como

Y=z (3.246)

E invariante sobre

Xy = (Xo2)0; + (Xop) 0y
= Jiaj — y@i,

= (i’ - E) &g - g)(‘)@ (3247)

Nos vamos entao introduzir a notagao ttil, de modo que, se

Xi = &(z,9)0: + ni(z,y)0, (3.248)
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entao
Xi = &i(#,9)0s +m:(2,9)0; (3.249)
portanto a ¢ invariante sob
X, = X, —eXy (3.250)

consequentemente y = % ¢ mapeada para

(3.251)

que ¢ invariante sob Xy — €X;. Um calculo similar mostra que y = 0 é mapeada nela
mesma pela agao do grupo gerado por Xj.

A coordenada canonica invariante r(x,y) satisfaz

ED,r + Qry = &ry +nry =0 (3.252)

entdo cada solugao invariante onde £ # 0 é da forma r(z,y) = ¢. Podem ser tdmbem

solugdes invariantes y = f(z) tal que

§(z, f(x) = n(z, f(z)) =0 (3.253)

De um modo geral, estas sao facilmente obtidas através da resolugao de qualquer &(z,y) =
0 ou n(z,y) = 0, em seguida, verificar se a solu¢do satisfaz a EDO dada e a condigao
anterior. Nao hé outra maneira de encontrar solucoes invariantes em que £ nao desapareca,
o que é particularmente 1til se Q(z, vy, y') =1 —y'& =0 é dificil de resolver. Para pontos

de simetrias de Lie, £ e 1 sao fungoes de = e y somente. Portanto a (3.236)) ¢ valida se

(3.254)
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em curvas invariantes para qual & # 0. EDOs de ordens mais altas sao calculadas pela

formula de prolongacao usual.

Exemplo Recordando a EDO
y =— x>0, (3.255)
com geradores
3

Ao contrario do exemplo anterior, nao existem solucoes invariantes sob o grupo gerado

por X;. A condicao de curva invariante para X = X5 é

3 /
Q=7y—ay =0 (3.257)
Entao, temos
’ 3y
= = 3.258
V= (3.258)

. ~ . 7 " . .
Agora nos vamos usar a equagao anterior para calcular y e y nas curvas invariantes.

Derivando a mesma com respeito a x

v 3y 3y
== - —= 3.259
4 dr  4a? ( )
Usando novamente a (3.258) para determinar y” em funcéo de z e y temos
w9 3 3
y =2 2 Y (3.260)

T 16z 422 162
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Derivando novamente e usando a (|3.258)) obtemos

/

" _ 3y +3_y . 15y
1622 8x3 6413

Substituindo a equacéo y encontrado na equacao original temos

r 15y

Y3 64a3

. 6423
15

1
64\ 4
v = i(ﬁ) v

(3.261)

(3.262)

Como no exemplo anterior, existe toda uma familia de solugoes invariantes resultantes da

acao do grupo gerado por X; nas solucoes que sao invariantes sob X,. Especificamente,

64 5
— :i: —_ —_ 4
Yy (15> (x—¢)

que é invariante sob X, — €Xj.

(3.263)

3.9 Simetrias de Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs)

Pontos de simetrias de equagoes diferenciais parciais (EDPs) sao definidos da mesma

maneira que de equacgoes diferenciais ordinarias. Para simplificar, vamos comecar por uma

(EDP) considerando com uma variavel dependente u, e duas variaveis independentes, = e

t. Um ponto de transformacao é um difeomorfismo da forma

[ (z,u,t) — (fc(x,t,u),f(x,t,u),'&(:v,t,u))
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Essa transformagao mapeia a superficie u = u(z,t) a seguinte superficie que é parametri-

zada por x e t

(2t ulz,y)),

>
I

t = t(x,t,u(z,y)), (3.265)

ﬂ = ,a/(x7t7 u(x7 y)) )

Para calcular o prolongamento de uma determinada transformacao, é necessério diferen-
ciar ([3.265]) com respeito a cada um dos parametros x e t. Para fazer isso, nos introduzimos

as seguintes derivadas totais

D, = 0;+ uz0y+ UppOyu, + Uzt Oy, + .-, (3.266)

Dt = 815 + Utau -+ 'U/ztauz —+ Uttam -+ ceey (3267)

As derivadas totais tratam u como variavel dependente e suas derivadas como fungoes de
variaveis independentes. Podemos inverter as duas primeiras equagoes da para
expressarmos = e t em termos de 7 e ¢, desde que o Jacobiano seja diferente de zero, que
¢ dado por,

D& Dt
#0  quando  u=u(x,t) (3.268)

D,i Dt

J

Com a condicao acima satisfeita, podemos entao reescrever a tltima equagao da (3.265|)

como

i = (i, f) (3.269)

Aplicando a regra da cadeia na equagao anterior, nés obtemos

D, i D,i D,t| |
— ) (3.270)
Dyl D Dl |,
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E aplicando a regra de Cramer temos

. . 1 1Dz Dzt
g = — L == : (3.271)

J\p,é D J1\D,é Dy

Prolongamentos de ordens superiores sao obtidos de maneira recursiva, repetindo o argu-

mento acima. Se u; é qualquer derivada de @ com respeito a z e t, entao

o6, 1 |Dsiy Dyt
Uz = % = ’ s (3.272)
L D,y Dyt
Ui = "7 =7 ’
ot Jipz D,

Por exemplo, a transformacgao é prolongada para segundas derivadas do seguinte modo

Uzz = j NE uffzj ) (3273)
Dta$ Dtt Dtli' Dtaf

X 1 |Dsti; Dit| 1 |Dy2 Dyiip

b = 5 1= . (3.274)
Dt'llf Dtt Dt.’i' Dtﬂx

Nos agora temos condi¢oes para definir pontos de simetrias de uma EDP de enésima

ordem

A (z,t,u, uy, ug, ...) =0 (3.275)

Por simplicidade, nés restringimos a atencao para EDPs da forma

A =u, —w(x,t, U Uy, Uy, ...) =0 (3.276)

onde u, é a derivada de enésima ordem de u e w é independente de u,. De modo mais
geral, uma u, pode ser da ordem k£ < n, desde que w nao tenha dependéncia sobre u,

ou quaisquer derivadas de u,. O ponto de transformacao I' é um ponto de simetria da
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>
—~
=
>
>
8
>

£ ) =0 quando A (z,t, uy Uy, ug, ...) =0 (3.277)

Normalmente, a condi¢ao de simetria (3.277)) é extremamente complicada, por isso nao
devemos tentar resolvé-lo diretamente. No entanto, é bastante facil de verificar se ha ou
nao um determinado ponto de transformacao é uma simetria de um determinado EDP

particular.

Exemplo No6s vamos usar agora a condi¢ao de simetria para mostrar que
(#,4,4) = ( =, o) (3.278)
2t° 4t
¢ um ponto de simetria da equacao de Burgers que ¢é
Up + ULy = Ugy (3.279)

entao o Jacobiano do ponto de transformagao da (3.278)) é

D,& D,t
J = X
Dz Dyt
J = |*# = 3.280
o 1| 8 ( )
202 412
e portanto
2(tup, —1) 0
iy = 8t° = 4t (tu, — 1), (3.281)
2 (tuy +u) 13
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L 2(tu, — 1)

a; =83 | % = 8t (tu; + wtu, + tu — ) (3.282)
55 2 (tuy +u)
) 5 AU, 0 5
4 (Pugy + 2tu, — 1) ﬁ

Reescrevendo a equagao de Burgers para transformagao e substituindo os termos temos

~

ﬂg—i—uui, = Uzz

i + 0ty = 8t (up + uuy) (3.284)

e portanto o ponto de transformacao satisfaz a condi¢ao de simetria

U + Uz = Uzs quando Up + Uty = Ugy (3.285)

De um modo geral, nao sabemos a priori qual forma os pontos de simetria que uma dada
EDP ira tomar. No entanto, geralmente é possivel realizar uma busca sistematica de
pontos de simetria de grupos de Lie de um parametro. A técnica é essencialmente o
mesma como para equacgoes diferenciais ordinarias. Procuramos pontos de simetria da

forma

x+e€(m,t,u) + O(e?)

=>
Il

>
I

t+er(z,t,u) + O() (3.286)

i = u+en(r,t,u) + O()

Assim como para as transformacoes de Lie ponto do plano, cada um parametro de gru-
pos de Lie (local) de transformagoes de ponto é obtido exponencializando seu gerador

infinitesimal, que é

X = €0, + 70, + nd, (3.287)
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De forma equivalente, podemos obter (i’, t, ﬁ) resolvendo

di o o di oo
a=€(rﬁ,t,u), — =1 (2,1,4), y =1 (2,1, 4) (3.288)

Uma superficie u = u(z,t) é mapeada em si pelo grupo de transformagoes gerado por X

se
X (u—u(z,t) =0 quando u=u(x,t) (3.289)
Esta condigao pode ser expressa ordenadamente usando a caracteristica do grupo, que é
Q=n—E&u, — T (3.290)

Entao a superficie u = u(z,t) é invariante desde que
Q=0 quando u=u(z,t) (3.291)

A equacao (3.291)) é chamada de condicao de supeficie invariante. Esta é central para al-
gumas das principais técnicas para encontrar solucoes exatas do EDPs. O prolongamento

da transformacao de ponto da (|3.286)) para a primeira derivada é

Uy = Uy +en® (T, 6, u, ug, ug) + 0(62)
(3.202)

UE = U + 677t (‘/EJ t) Uy Uy Ut) + O<€2)
onde

nz (xat7uvua?7ut> = Dxn_ua:Dmé_utDa:Ta
(3.293)

,’,’t (xat7u7uxaut) = Dtn_Uthf_UtDtT
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Para ordens mais altas o prolongamento é feito recursivamente usando a (3.272)) gerando,

Gy = Uge+en’™ + O(¢%),

(3.294)
Gy = uy+en’ +O0(2),
onde
an = Daan - uJ:vaé - thDmT7
(3.295)
77Jt = DtTIJ — Uy D€ — ug Dy,
Podemos expressar cada funcao n’ em termos da caracteristica como
T]r = DCEQ + é.uaxv + TUgt,
(3.296)
N = DiQ + Eugy + Tuy,
Os termos de ordem superior sao entao
n’ = D;Q + &Dju, + 7D yuy, (3.297)
onde
D; = D DP (3.298)

onde j; e jo sao numeros. Podemos expressar também a primeira e a segunda prolongacao

do gerador infinitesimal adicionando termos da forma 779, ; até a ordem desejada. Por
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exemplo

X = €0, + 70, + 00y + 1" Oy + 1O, = X + 1 Bu + 1ty
(3.299)

X(2) = X(l + nmzauzz + nztauzt + nttautt

A partir de agora, nés adotamos a convengao de que o gerador é prolongado tantas vezes
quanto for necessario para descrever a agao do grupo em todas as variaveis. Para encontrar

pontos de simetrias de Lie, precisamos de expressoes explicitas para (3.295) . Aqui estao

alguns
0" = 0T (= &) Us — Tty — ELUL — TU, (3.300)
N = — &g + (1 — M) U — EuligUs — Tyu; (3.301)
N = Nee + (New — o) Ue — Taatly + (Muw — 2600) US — 2ToqUatly — Eyui’ (3.302)

—  Tuatiaus + (Ny — 262) Uz — 2Tolar — 3EuUnliay — Tulliligy — 2Ty lUglat,

0" = Nar 4 (Mo — Eat) Ua + (Mouw — Tar) U — Eautie + (Nuw — Eouw — Teu) Ugtty  (3.303)
— Toulty — EaUity — TuUat; — Glgs — EuUiliag + (y — Eo — Tt) Ut — 280 Un Uy
— 2T Uglg — Toplgy — TyUgUgt

N = e — i + (20 — Tie) Uy — 24Uy (3.304)
+  (Nuw — 274u) U? - fuuuazuf Tuuut 28Ut — 28, U gy

+  (Mu — 27) wy — SuUpUy — 3Ty Uy

Pontos de simetria de Lie sao obtidos diferenciando-se a condicao de simetria na (|3.277))

em relacao a € em € = 0. Dai obtemos a condi¢ao de simetria linearizada

XA =0 quando A=0 (3.305)

A restrig¢ao (3.276)) nos permite eliminar u, a partir da (3.305)). Em seguida, dividimos os

termos restantes de acordo com a sua dependéncia de derivados de u para obtermos um
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sistema linear de equagoes determinantes para &, 7 e 7. O espago vetorial = de todos os
geradores de pontos de simetrias de Lie de uma determinada EDP é uma algebra de Lie,

embora possa nao ser dimensionalmente finito.

Exemplo Vamos considrear a EDP
up = u> (3.306)

Vamos aplicar agora as transformagoes desprezando os termos de ordem em € maiores ou

iguais a dois
iy = uy + n'e, e Uy = Uy + 1€ (3.307)
Agora substituindo-os na equagao anterior temos

utne = (ug+n%)
u +nte = ul 4 2ugen® + (%)
u +nte = u + 2ugen”

' o= 2u.n” (3.308)
Essa é a condigao de simetria linearizada, e escrevendo explicitamente temos

M — &t + (N — 1) U — Sty — T U (3.309)

= 2“:1: {Um + (nu - gx) Ug — TgUy — guui - Tumut}
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Depois de igualar os termos que sao multiplicados por cada poder de u,, obtemos o sistema

de equagoes determinantes

§u 27, = 0, (3.311)
N +7—26 = 0, (3.312)
&+m = 0, (3.313)
m = 0. (3.314)
Comecamos resolvendo a (3.310)) e obtemos
T = A(z,t) (3.315)

onde A é uma funcao arbitraria qualquer. Portanto a solucao geral da (3.311)) é

{=—2A,u+ B(z,1) (3.316)

e a solucao da (|3.312)) é do tipo

n = —2A.u*+ (2B, — A) u + C(x,t) (3.317)

para funcoes arbitrarias B e C. Substituindo estes resultados nas equacoes (3.313)) e

(13.314) temos

—2A,000° + (Byt — Ay) u+ Cy = 0. (3.319)
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As funcoes A, B e C sao independentes de u, entao podemos decompor as equacoes

anteriores igualando os lados das equagoes por poténcias de u, da seguinte maneira

Cy =0, (3.320)

B, +2C, =0, (3.321)
2B, — Ay =0, (3.322)
Byy — Az =0, (3.323)
Ayer = 0, (3.324)

Ayew = 0, (3.325)

E resolvendo-as nos obtemos

C = a(x), B = —2d ()t + B(z), A= —2a" (x)t* + y(z)t + 6(x).  (3.326)

onde «, 3, v e  sao fungoes de = que sao determinadas substituindo a (3.326)) nas equagoes

(3.323)), (3.324])) e (3.325)), e igualando as equagdes em poténcias de ¢, e resolvendo as EDOs

resultantes. Depois disso chegamos a solugao geral para &, 7 e n que é

1
§ = —dcogtr — 2ct + ¢4 (§x2 — 2tu) + cgx + c7 — degxu — 2c9u, (3.327)
T = —dct? + eyt + st + cgz? + cox + 0, (3.328)
n = @° 4 co + 5 + caru — csu + 2cqu — degu. (3.329)

H4 dez constantes arbitratias, quer dizer que essa equagao possui dez geradores, isso sig-
nifica o espago vetorial que é uma algebra Lie associada a essa EDP tem dez dimensoes.
Como podemos observar os pontos de simetrias Lie de EDPs e EDOs sao encontradas
essencialmente pelo mesmo procedimento. No entanto, EDPs envolvem diversas variaveis

independentes, de modo que os calculos sao normalmente mais dificeis e demorados.

Agora vamos generalizar a condi¢ao de simetria linearizada para EDPs com M varia-
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1 M)

veis dependentes u = (u',...;u ! Ny

e N variaveis independentes x = (x',...,z"). Vamos

descrever aqui apenas os pontos principais, sem entrar em muitos detalhes. Suponha-se

que X é um gerador infinitesimal de um grupo de Lie a um parametro, isto é,
X = (2, u)0p + No(x,u) Oy (3.330)
A caracteristica do grupo é Q = (Q1, ..., @), onde
Qo = Mo — EU, a=1,.., M. (3.331)
Para prolongar a acao do grupo generalizada, nés precisamos das derivadas totais,

Dyi = 0y + % 0o + ... (3.332)

A primeira prolongacao de X é

XV =X+ (z,uV) Dus, (3.333)
onde
7, (:L‘, u(l)) = DuQo + &' Dyu, (3.334)
Similarmente a forma geral para o gerador prolongado é
X =& (x,u) Opi + o (x,1) Oye + 1) 0us, (3.335)
onde u§ = Dju® e
i = DsQu+ & Dyuss. (3.336)

O gerador prolongado da equagao ([3.335)) contém todos os termos necesséarios para des-

crever a a¢ao do grupo linearizado de uma dada equagao diferencial parcial (EDP). Por
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simplicidade nés consideramos apenas as EDPs da forma
Ag = Uyp — wg (z,u™) =0, B=1,.. M, (3.337)

onde cada u,5 ¢ uma derivada alta de alguns u®, na medida em que nenhum outro termo
no sistema contém outros u,s ou qualquer de suas derivadas. Isso nos permite substituir
cada u,3 na condigao de simetria linearizado pelo wg correspondente. O sistema resultante
pode, entao, ser dividido em equagoes determinantes que sao obtidas igualando poténcias

derivadas de w.

3.10 Solucgoes Invariantes de Equacoes Diferenciais Par-
ciais (EDPs)

Tendo conhecimento dos métodos anteriores, somos capazes de usar simetrias de Lie
encontrar solugdes invariantes (analiticas particulares) de equagoes diferenciais parciais
(EDPs). Daqui em diante seguiremos usando uma generalizagdo do método usado para
EDOs que consiste essencialmente em olhar para as solucoes de EDPs que sao invariantes
sob um grupo particular de simetrias. Por exemplo, para EDPs, u(z,t) cuja simetria

incluem geradores
X1 =0,, Xo =0 (3.338)
geralmente tém solucoes de ondas viajantes da forma
u=F(x — ct) (3.339)
Estas solucoes sao invariantes sob o grupo gerado por

X = CX1 + X2 = c@x + 8t (3340)
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porque ambos u e x — ct sao invariantes. Da mesma forma, EDPs com escala de simetrias
admitem solugoes de similaridade, que sao construidos a partir dos invariantes do grupo.
Essa idéia é facilmente generalizada para qualquer grupo de simetrias de Lie de uma

determinada EDP
A=0 (3.341)

Por agora, vamos restringir a atencao para EDPs escalares com duas variaveis indepen-
dentes. Recordamos que uma solugdo de u = wu(z,t) é invariante sob o grupo gerado

por
X = €0, + 70, + 0, (3.342)

Se e somente se a caracteristica desaparece na solucao. Em outras palavras, toda solucao

invariante satisfaz a condicao da superficie invariante
Q=n—C¢uy —Tus =0 (3.343)

Normalmente ([3.343) é muito mais facil de resolver do que a EDP original. Resolvendo a
mesma, podemos descobrir quais as solugoes também satisfazem (3.341)). Por exemplo, o

grupo gerado por (3.340|) tem a caracteristica
Q= —cuy —uy (3.344)

O ansatz de onda viajante (3.339)) é a soluc¢ao geral da condi¢ao da superficie invariante
@ = 0. Por enquanto, vamos supor que £ e 7 nao sao zero. Em seguida, a condicao da
superficie invariante é um quase-linear de primeira ordem de EDP que pode ser resolvida

pelo método de caracteristicas. As equacoes sao caracteristicas

Z-c-= (3.345)
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Se r(z,t,u) e v(x,t,u) sdo dois primeiros integrais funcionalmente independentes de
(3.345)), cada invariante do grupo é uma funcao de r e v. Em geral, é conveniente para
permitir que um jogo invariante o papel de uma variavel dependente. Suponha (sem perda

de generalidade) que v, # 0, entao a solugao geral da condi¢do da superficie invariavel é

v=F(r) (3.346)

Substituimos essa equacao na ([3.341|) para determinar a funcao F. Se r e v dependem de

u, é necessario encontrar a EDP que tem quaisquer solugoes da forma

r=c (3.347)

Estas sao as tnicas solugoes da condi¢ao da superficie que nao sdo invariantes (local-
mente) da forma (3.346)). Se r é uma func¢ao das variaveis = e ¢t independentes somente,

em seguida, (3.347)) ndo pode produzir uma solugao de u = u(z,t).

Exemplo Vamos tomar como exemplo agora a equacao do calor

Up = Ugy (3.348)

existe um grupo de Lie a dois parametros, que ¢ gerado por

Cada gerador de um grupo de Lie a um parametro de escala é da forma

X = hX| + kX, (3.350)
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para algumas constantes h, k. Lembramos que se A é qualquer costante diferente de zero,

X e A X gera um grupo de simetria a um parametro. Supondo que h = 1, temos

X =20, + 2t0; + kud,.
A condic¢ao de superficie invariante é
Q = ku — zu, — 2tu, =0,

que é resolvido pela integragao das equacoes caracteristicas

de dt B du

t ku'

uma integragao produz os invariantes

Porque r é independente de u, cada solucao invariante é da forma
v=F(r),
que é equivalente a
u= tgF(a:t’%).
derivando a equacao anterior, obtemos

w o=t (—%F (r)+—kF(r)),

Uy = t 2 F (r).
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portanto a ([3.356|) é solucao da equacao do calor se

" 1 / 1
F' 4 orF = 5F =0 (3.358)

a solucao geral da equacao anterior é
1 1 1
F(r)=cU k+§,2 2 ) + eV k—i—§,2 ar (3.359)

onde U(p, z) e V(p,z) s@o fungoes de cilindros parabodlicos. Se k ¢ inteiro, estas fungdes
podem ser expressas em termos de funcgoes elementares e suas integrais. Por exemplo, se

k = 0 temos

F(r) = cerf (g) + ¢, (3.360)
onde
erf(z) = i/ e dc¢ (3.361)
7 s
é a funcao erro. Se k = —1,

2 2 r 2
F=ce 7 +0264/ e%dC (3.362)
0

Substituindo esses resultados na (3.356|), n6s obtemos uma grande familia de solugoes que

incluem a solugao fundamental
u=tze w, (k=-1) (3.363)
a funcao erro da solucao

u=erf (21%) . (k=0), (3.364)

e muitas outras solugoes conhecidas.
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Capitulo 4

Simetrias Nao-Classicas e Solucoes

Invariantes

Uma simetria de Lie é uma transformacao que mapeia todas as solugoes de uma
dada equacao diferencial em outras solugoes da mesma equacao. Simetrias nao-classicas
transformam uma solucao, ainda a determinar, em si prépria, sem se preocupar com o que
ocorre com o resto das solugoes. Desta forma, simetrias nao-classicas sao simetrias mais
gerais, que as simetrias de Lie usuais. Para falar mais sobre o assunto vamos considerar

o sistema de EDPs dado por

‘FM (uj,xi,uﬂ) =0 . (41)

Para encontrar uma solugao invariante por um gerador de simetrias para esta equacao

basta encontrar uma solugao para o sistema dado por

F,u (uja Z;, uj[) - 07 (42)

onde () é a caracteristica do sistema. Para determinar as solu¢oes invariantes de uma dada
equagao nos precisamos descobrir simetrias do sistema (4.2)). Portanto, nosso problema é

equivalente a exigir que ambas, a equacao original e a condi¢ao de superficie invariante,
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sejam invariantes sob a agao da transformacao

0
Zma Z +Z Z M, ka = GW, (4.3)

=1 11,..

G(k)F (Uj,l’i,U][) = 0, (44)
" Ou;
G® |n,; — e, ;| = o. (4.5)

Isso sobre uma tnica solucao u; a determinar. Para determinarmos, portanto, todas as

simetrias deste sistema, resolvemos para os 6 e 7.

Note que a segunda equagao na depende de 6 e 1, e portanto também é um sistema
determinante para um gerador de simetrias nao-classicas nao-linear em geral. Como
consequéncia, o conjunto das simetrias nao-classicas nao forma um espago vetorial. Com
isto perdemos estrutura algébrica existente no caso de simetrias de Lie. Outra propriedade
interessante é que, como as condi¢oes acima sao automaticamente satisfeitas para simetrias
de Lie, pois estas sao um subconjunto das simetrias nao-classicas. Por tltimo, se G' é um
gerador de simetrias nao-classicas compativel com um sistema de equagoes, entdo \(x, u)G
também o é, onde A(z,u) é uma fungao arbitraria, sufucientemente diferenciavel de seus
argumentos. Isto quer dizer que, sem perda de generalidade, pode-se tratar apenas os
casos em que #; = 1 ou #; = 0. O 1ltimo caso ainda se desdobra em mais dois, 65 = 1 ou
0y = 0, e assim por diante [10].

E claro que a resolucdo do sistema de equacdes determinante em sua total generali-
dade é muitas vezes ¢ um problema complexo em demasia. Costuma-se, porém, aplicar
algumas restrigoes sobre o mesmo, com o intuito de simplificar o trabalho. Duas sao de
especial importancia.

1. Transformagoes Cineméticas. Ao tratar de equagoes fisicas, é natural procurar por
transformacoes nas quais as variaveis do espaco-tempo, usualmente tomadas como varia-
veis independentes, se transformam dependendo apenas de si mesmas. Isto é reproduzido

Ccomo
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0, = 0,.(z). (4.6)

Em caso de especial dificuldade, uma simplificacao ainda mais profunda que pode ser feita
¢ o uso de polinémio para 6,.

2. Equagoes polinomiais em u. uma outra medida possivel de ser tomada é tentar reduzir
o sistema de equacoes determinantes a equacoes polinomiais em u. Uma maneira de se

obter isso é usando o seguinte anséitz

onde as funcgoes A,il)(x) ainda precisamos determinar.

Exemplo Vamos considerar aqui a equagao de Huxley

Up = Uyy + 20 (1 —u), (4.8)
que tem um grupo de Lie de dois parametros, gerados por

X1 = 0,, X9 = 0. (4.9)

Todas as solugoes que sao invariantes sob o grupo gerado por X; sao uniformes espacial-

mente, entdo u = F(t), onde
F =2F*(1-F). (4.10)

As tnicas outras solu¢oes que sdo invariantes sob simetrias classicas sao as de ondas

viajantes ou estacionérias, u = F'(z — ct), onde
F' +cF +2F*(1-F)=0. (4.11)
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Vamos olhar para as simetrias nao-classicas com 7 = 1, de modo que a condicao de

superficie invariante equivale a restrigao da forma

up =1 — Eug. (4.12)

A condi¢ao de simetria linearizada para essas simetrias nao-classicas é

N —n'+ (du —6u*) n =0, (4.13)

As equagoes determinantes sao

guu = 07

Now — 20&e + 2u” (u — 1) (1, — 2&,) — me + (du — 6u”) n =0,

Algumas das equagoes desse sistema sao nao-lineares, mas uma parte das equagoes do

mesmo podem ser resolvidas de modo que da primeira equacao do sistema temos
E=A(x,t)u+ B (x,1), (4.15)
e da segunda

1
n=—5 A% + (A, = AB)u’ + C (a.t)u+ D (1) (4.16)

Assim igualando os coeficientes dos termos e reslvendo temos

E=+0Bu—1), n=3u*(1—u). (4.18)
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Nos ja sabemos que a (4.17)) corresponde ao gerador de simetria classica X; + X5 com
7 = 1. Entretanto, a (4.18)) nos fornece um novo gerador que ¢ um gerador de simetrias

nao-classicas da forma
X =%0Bu—1)0, + 0 + 3u* (1 — u) 0, (4.19)
A condigao de superficie invariante para as simetrias nao-cléssicas é
up £ (3u— 1) u, = 3u* (1 —u), (4.20)

que é facilmente resolvida pelo método de caracteristicas. Dois invariantes funcionalmente

independentes sao

1 1
r= (— — 1) = v=—+2tFur. (4.21)
u u

Vamos agora substituir v = F'(r) na equacao de Huxley, que se reduz a
F =0 (4.22)

e portanto F(r) = i1 + ¢o, escrevendo em termos das variaveis originais, nos obtemos

1— Cletiaz

4= 2y £ —c1et*T + ¢y

(4.23)

As solugbes com ¢; # 0 nao sao obtidas por qualquer redugao classica. Se ¢; = 0, a solugao
v = ¢y € uma solucao de ondas viajante. Ha também uma solucao de onda viajante para

r = c3. Vamos olhar agora para simetrias nao-classicas com 7 = 0, para o qual

X =0, +n(x,t,u)0,. (4.24)

A condigao de superficie é

Uy =1, (4.25)
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entao qualquer solucao invariante da equacao de Huxley satisfaz
Uy = Mg + 1My + 2u*(1 — ). (4.26)
Sem entrar em detalhes, descobrimos que a condigao de simetria linear nao-cléssica que é
Moo + 2w + 0 Nuu — 2u* (1 — W)y — ne + (du — 6u?)n = 0, (4.27)

Existe apenas uma equacao, porque todos os derivadas de u sao eliminadas quando fa-
zemos as devidas substitui¢oes. Consequentemente, somos incapazes de prosseguir, mas
podemos tentar varios ansidtz. O exemplo acima é atipico, normalmente as equagoes de-
terminantes nao sao faceis de resolver para maioria das EDPs com simetrias nao-classicas,
portanto as mesmas tem que ser simplificadas com a ajuda de uma algebra computacional.
Nesse trabalho iremos usar um pacote desevolvido para o Maple chamado de SADE que

ir4 nos auxiliar a fazer esses calculos.

4.1 Simetrias Nao-Classicas de Equacao a Derivada Fra-
cionaria do Tipo Riemann—Liouville

Equagoes cinéticas fracionarias de difusao, difusao-adveccgao e do tipo Fokker-Planck
sao apresentados como uma abordagem ttil para a descricao da dinamica de transporte
em sistemas complexos que sao regidos por difusao anémala e padroes de relaxamento
nao exponenciais. Essas equagoes diferenciais fracionarias (EDF) sao derivadas assintoti-
camente de modelos basicos de caminhadas aleatorias, e a partir de uma equacao mestra
generalizada. Varios consequéncias fisicas sao discutidas que sao relevantes para os pro-
cessos dinamicos em sistemas complexos. Métodos de solucao sao introduzidos e para

alguns casos especiais solugoes exatas dessas equagoes sao calculadas [I1].

Dentre essas equagoes citamos aqui uma equagao a derivada fracionaria ou (EDF)

do tipo Riemann—Liouville que pode ser usada para descrever processos de sub-difusao,
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difusdo normal, difusdo de onda e propagacao de onda para diferentes valores de « [12].
Nesta secao iremos tratar do calculo de simetrias nao-classicas dessa equagao com algumas
restricoes com o intuito de encontrar essas simetrias e apartir dai tentar encontrar solucoes

invariantes da mesma. A equagao a ser estudada é

Diu(z,t) = (K (u)uy) (4.28)

xT

Na equacgao acima u é uma funcao de varidvies independentes z, t e u, = g_Z' Dfu(x,t)
¢ a derivada fracionaria de u com respeito a t, que pode ser do tipo Riemann—Liouville
cuja a mesma sera usada neste trabalho ou do tipo Caputo, as duas defini¢oes entao sao
da forma

Riemann-Liouville

N B 1 omn [t u(, x)
DPu(r.t) = pr—s o /0 e e (4.29)

onde 0 < o« < m com m € N.

Caputo

C o B 1 ¢ 1 O"u(&, x)
Diu(x,t) = T(m — a) /0 (t— &)atl-m  ggm

d¢ (4.30)

na primeira tomamos m =1 e 0 < o < 1 e portanto temos a seguinte equacao

Diu(z,t) = ﬁ%/ﬂ %dﬁ (4.31)

que pode também ser escrita como

Diu(x,t) = (k(u)ug),

Dou(z,t) = k (u)(ug)? + k(u)ug, (4.32)
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e para k(u) = e*, temos

Difu(z,t) = (e"us),

Du(z,t) = e (uy)® + Uy (4.33)

Tomando um A(z,t) = t u(t.2) 2d€, ou seja, fazendo A indpendente de u e I'(1 — ) =

=8>
fooo e~'t~dt definindo um v = F(11—a) e substituindo nas equacoes (4.31]) e (4.33), temos
entao
2 1 8 /t U,(g,ﬂf)
“ (g WUy = =——— | ——=d 4.34
)+ e = 555 | o et (4:34)
ou
e (ug)” + €Uy = YA (2, 1) (4.35)

O objetivo agora ¢ encontrar simetrias nao-classicas do sistema formado por A(z,t) =

f ¢ 1;552! d¢ e (4.35)), com o intuito de encontrar solugoes invariantes. A abordagem que

serd usada é a de determinar simetrias do (4.35) como se fosse uma equagao tnica e

depois restringi-las de modo a serem compativeis com a defini¢ao de A(x,t). Isso implica

. ()
em uma de duas opgoes: 7Y (A, u, z,t) = g %df , ou, determinada uma solucao
invariante deve valer A(z,t) f ! 5? d¢. Daqui em diante denotaremos u, = % e

A = %—f. Vamos considerar primeiro transformacoes desprezando os termos de poténcias

mais altas em e da forma

t = t+eb (A ut )
T = x+eby(Au,t, ) (4.36)
u = u+en(Aut x)

A = A+em (A ut, x)

Os prolongamentos das transformacoes acima para a equagao estudada sao calculados
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de forma anéloga ao das equacgoes diferenciais parciais. Essas transformagcoes entao sao
substituidas na equagao original e em seguida sao coletadas os coeficientes das diferentes
derivadas de u e A com o objetivo de encontrar o sistema de equagoes determinantes assim
como feitos em EDPs. Por se tratar de um célculo muito extenso foi feito no computador
usando o pacote SADE desenvolvido para o Maple. O gerador de simetrias da equacao é

escrito na sua forma geral como

_ 0 - 0
_ ) L 4.
G ;m 5 T ;%xi (4.37)
que é

0 0 0 0
G=m(Aut ) 94 + 2 (A, u,t,x) e + 6, (A u, t, ) 5 + 0y (A u,t, ) B (4.38)

que tratando-se do primeiro caso (A2 = 1) pode ser escrito como

o 0

0 0
=m(A — A — A =+ =
G=mn(4,utx) + 2 (A, u,t,x) + 64 ( ,u,t,x)at—l—ax

9A EW (4.39)

Apartir desse ponto como foi dito anteriormente iremos usar uma algebra computacional
para encontrar o sistema de equacgoes determinantes dessa equacao, e entao tentar resolveé-
las e com isso calcular os geradores de simetrias nao-classicas dessa equagao. Vamos usar
para esses célculos o pacote desenvolvido para o Maple chamado de Symmetry Analisys of
Differential Equations (SADE) criado pelos professores da Universidade de Brasilia - Unb
Tarcisio Marciano Rocha Filho e Annibal Figueiredo em 2013. O sistema determinante
encontrado para o primeiro caso (f; = 1) é um sistema equagoes nao-lineares e ¢ dado

pelo niimero de elementos da saida do comando utilizado no Maple.

Tal sistema tem oito equagoes que podem ser resolvidas separadamente, de modo que,
pode-se substituir as solucoes encontradas nas equagoes remanescentes na tentativa de
reduzir o mesmo. Dessa maneira através da manipulagao algébrica computacional no

Maple conseguimos a primeiro momento reduzir esse sistema a um composto por trés
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equacgoes. As equagoes sao

fye“Kl(x,t)(<%Kl(x ) (Am A,u,t,x))Kl(a:,t)
+ Kg(:c,t)Kl(x,t)—l—Z(aiK( ))) 0, (4.40)

i

o (—Lew 822K1(x D) Ko t) — 0 (Lo (A 2.0) ) (1)
(5 (5 7 (o
+ e ((aﬁKl(x,t)) Ky (2, 1) Ks(z, 1)

X

— (%K3(x’t)) (Ky(z,t)” + (aaxKl(x t))2>>e“K1(x,t)=0, (4.41)

u 1 u 82 1 62 1 0
—2u <—§6 (@fﬁ(x,t)) 5 (@de t)) Ki(z,t) + 57 (atm (A,u,x,t)) Ky ()

+ (e" (K3(z,t)® + e (%Kg(;ﬁ t)) + Ky, t) Ka(z,t) + aﬁm(:@ t)) (8(1}( (z, t))

Entao, vamos agora tentar resolver as equagoes mais simples e substituir o resultado nas
outras equagoes do sistema reduzindo assim mesmo. Comegamos resolvendo a (4.40)) para
m (A, u,z,t) que resulta em

2A (8%[(1(:6, t))
K1 (x, t)

m (A, u,z,t) = A (%Kl(x,t)) + AK3(x,t) + + Ks(z,t)  (4.43)

Substituimos esse resultado no sistema e fazemos isso repetidamente, lembrando que,
com as equagoes que vao surgindo também fazemos simplificagoes e separamos também
os termos de acordo com suas poténcias (os coeficientes das poténcias de A e e" entre
outras sao igualados a zero separadamente). O nosso objetivo no momento é reduzir
a0 maximo o sistema de equagoes determinantes e com algumas restricoes encontradas

resolvendo as equagdes como por exemplo Ky(z,t) = 0, Kg(x,t) = Kg¢(z), Ki(z,t) =
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K, (z), K3(z,t) = K3(z) reduzimos o sistema a

(o)t (-2 (o)) ( 2

L 2Ky (o) (d%KS(x)) Ky(z) = 0 (4.44)

Com o gerador de simetrias nao-classicas na forma

2A (HK1(2))

Kl(ZE)

G - (A (%Kl(@) AR (x) +

e (2 (£ K (@) (K1 () = 2 (£ () Ko (0) Ko (w) + (4 Ka(e) ) Kalo) = 2 (LK (2))°)

7K1 (2)
Resolvendo a (4.44]) temos
Ks(x) = K3(x), Ki(z) = cl\/(Kg(x))2 + divag(x) (4.46)
Ki(x) = Ky(x), Ks(x) = . i . (4.47)
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O que resulta em dois geradores de simetrias nao-classicas, os quais sao

G - ((Kl(a;)fjulﬁf(g(;p))g7 ((<A (dd;K?’( ))

+  (BAK;(z) + Kg(z)) (d%Kg(x)> + (AK3(7) + Ko(z) (K3(2))?)
< <\/ (Ksfa))? + %K?,(x)) +(—ye (e + o)) (o)
b 3Ky(x) (%Kg(l‘)) (dd—;Kg(x)> -3 (d%Kg(x))geu

C () )N

((v (o) + 27 (K (o) (4 K5()°) ) a

+ § g
((Ks(2))* + Ka(w)* y
(K3(2))? + Ks(z) (LKs(x))\ 0 9
’ ( (K3(2))* + L Ky(x) ) ou or (4.48)

G = ($+C1)1 O ((—e“Kl(x) (z+ 1) < dd221<1( )) + 2" (a + o) (%K@))Q

bR ) A ) o) (oK)

bR+ () Kale) + A) (a4 ) (e) o

0 1 0 0
+ Kl(ﬂ?)a—i— <x+01) %—F% . (449)

Esses geradores sao bastante gerais e complicados, por simplicidade, vamos impoér uma
(ne)

condicao de consisténcia para Gy~ com o intuito de determinar as fungoes arbitrérias.

O procedimento consiste em escrever o mesmo em uma forma equivalente ao da (|4.37))

conhecida como forma evolutiva, que é

ou 0 0
2[77] Z 39](9_: Qja_u] ) (4.50)
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que nesse caso €

6" = (xicl)a%ﬂwcoim(x)«‘ewl(w) e’ (gt

+ 2 (x4 ) (%Kl(@)Q

b2 E() Ay (et e)) (@t o) (iwm))

dx
+  (2e"Ki(z) + (v +c1) Kg(x) + A) (x4 1) v) K1 (x)) 8%) — (u Ky () (%
0 0 0
- (AK(@) 57 —tag e — g (4.51)
ou da forma
sme) 4y 0w 0
G, Up) DA 2 5y (4.52)
onde
i = s ukie) - (4.53)
A = L —e"Ki(x) (z 612d—21:v
¥ = e (em@ e ()
+ 2 (x4 ¢p) (%Kﬂx))
bR+ A ) o) (oK)
bEEE) + (x4 o) o) + A) (a1 e) ) Ko (2))
— AK(z)— A, (4.54)

Levamos a diante o procedimento fazendo uma compatibilizacao para Gg"c) (Condigao de

Consisténcia) que consiste em

t t ~(u)
At il (A, u,,t) = /0 (Zﬁ”’gldue( /0 T é"flﬁ’)f’f)dg> . (455)
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simplificando temos

t ~(U)
D (A u,a,t) = /O éA_ Z)f Dae (4.56)

quando A (z,1) f df . Que resulta em

(tE

P (~em@ e sar (gamw)
b2 (4 ) (%Kl(:p))Q

b2 ()t Ay (e 4 e)) (@t o) (d%m(x))

+  (2¢"Kq(x) + ((z+ 1) KG( )+ A) (x4 1)) Ki(x)))

— A () - A, = /Ot te _(?5_[2)( )~ ta

(4.57)

Igualando os coeficientes de e* a zero e simplificando, pois nao existe do outro lado para

compensa-los temos

— (1) Ky () (dd2 Ki(z )) +2(cp)? (C%Kl(x))2 — 261K, () (dd—;Kl(a:)) x
+ 4dey <%Kl(:c))2x — Ky (z) (ddZKl( )) 2%+ 2 (%Kl(:c)>2x2 +2 <%Kl(:c)) K\ (z)c,
+ 2 (diKl( )) Ky (z) + 2 (Ky(2))* =0 (4.58)

Resolvendo obtemos

1

Kifx) = (€1)%ca + 2c1097 + 922 — C103 — C3 (4.59)
E substituindo esse resultado na (4.49) temos
G = ! (($+01)(($+01)C2 —C:a)KG(m)i
(z+c1) ((x+ 1) e — cs) DA
B
s ) (4.60)
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Substituindo a (4.59)) na condigao de consisténcia e lembrando que A (z,t) = fot g;(_“"gi d¢,

temos portanto

—(z4c1)((z+ecs )02fc:,v)%A(x,t)ng(m,t)Jr((f?»mfg% cy )c2+C3)A(x,t)+((c1 242¢4 x+12)02763 T—cy 03>Kg(z)
(z+cr)((z+cr)ce—cs)

e 1 L e (2,6)

N /O(t—f)o‘(x+01)d§+/0 (t—é)a(01202+20102x+62x2—0103—03m)d£
)

+ /0 o % (4.61)

Aqui compatibilizamos os termos que nao se cancelam diretamente e fazemos algumas
restrigbes para simplificar as expressoes tais como: Kg(z) =0,¢1 =0, c0 =0e ¢c3 = 1.
A partir dessas restri¢oes conseguimos obter o gerador de simetrias nao-classicas na sua
forma final que satisfaz a condi¢ao de consisténcia, substituindo as mesmas na 0
que resulta em

9 o , 8 9
_AaA — Tyt

G = 9 du (4.62)

T

Finalmente temos aqui um dos geradores de simetrias nao-classicas para o primeiro caso
(02 = 1) da equagao estudada, no qual podemos utiliza-lo para encontrar solugoes inva-
riantes (solugoes analiticas particulares da equagao) da mesma que serd nosso proximo

passo.

4.2 Solugoes Invariantes de Equacao a Derivada Fraci-
onaria do tipo Riemann—-Liouville

Uma determinada solugdo de uma equagao diferencial parcial u(x, t) resultante de uma
transformacao de simetria de um grupo gerado por um gerador infinitesimal é dita inva-
riante, quando a mesma satifaz tanto a condicao de supeficie invariante quanto é solucao
da equagao original. Nessa se¢ao vamos tentar construir solugoes invariantes tanto para
u(z,t) quanto para A(x,t) da equagao através do gerador de simetrias nao-classicas

da (4.62)). Ja sabemos que podemos encontrar u(x) invariante sob a transformagao gerada
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por G, ou equivalentemente G se

Q, = Gui(x) = [m -y 2 e-] —0 (4.63)

j=1

Que no nosso caso consiste em

Q, = G u(a,t) = 0 (4.64)

Q=G A, 1) =0 (4.65)

Entao ficou claro que para obter uma solucao invariante por essa simetria nao-classica
precisamos primeiro escrever o gerador encontrado em sua forma final na forma evolutiva

e em seguida operar sobre a solugao a determinar, desse modo, obtemos

~(nc)_18 A 0 u; O A 0 0 0
S PRy in il y Sl W (4.66)

Substituindo primeiro na (4.64)) temos

E agora substituindo na (4.65)) temos

Az, t) N Ay(z,t) B

— Ag(z,t) =0 4.68

s ey (165)
Resolvendo as equagoes acima obtemos

u(z,t) = In(z) + Ry (In(x) + t) (4.69)
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Az, t) = w (4.70)

Essas sao as formas mais gerais possives de u(z,t) e A(x,t) que sdo invariantes (ndo mu-
dam) sob a transformagao nao-cléassica que obtivemos dadas pela (4.60]). Agora precisamos

testar essas solugdes substituindo-as na (4.35)), resultando em

(Q%Rmm)+~1me+£%3mm)aww—vQ%Rxm)=0 (471)

dx

O argumento x = In(z)+t de R; e Ry é a nova variavel independente, chamada neste con-
texto, de variavel de similaridade. E importante observar aqui que conseguimos reduzir
a equacao original que era uma equacgao integro-diferencial com duas varidveis indepen-
dentes a uma equacao diferencial ordinaria ou equagao reduzida com apenas uma variavel

independente e com uma fungao arbitraria Ry (x). Resolvendo a mesma para Ry () temos
By (x) = In (R (x) € = 7R (X) — cs€* +ca) — x (4.72)
onde
m() = [ (fre00) ey )
X
Entao podemos escrever a (4.69)) como
u(z,t) = In(z) + Ry (x) (4.74)
ou

u(z,t) = In (YR (In(z) + t) we’ — vRs (In(z) +t) — cswe’ +cy) — ¢ (4.75)
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Az, t) = w (4.76)

Portanto as solugdes acima sdo solugoes invariantes da (4.31) que para o nosso caso é
escrita na forma da (4.35)). Obviamente essas solugoes precisam satisfazer a condigao de
consisténcia, portanto vamos comegar definindo o A(x,t) com as solugdes encontradas que

nos fornece

Ralin(a) +)
B /t (ln (732 (In(z) + &) wes — *()/tR_g (Sla(x) +&) — cszet + 04) — 5) ¢ (4.77)

Assim as fungoes Ry (x) e R3(x) devem satisfazer a equagao acima que é uma equagao
integral. Neste ponto fica claro a eficicia do método, pois conseguimos reduzir uma
equacao bastante complicada a uma equagao equivalente relativamente mais simples, haja
visto que, podemos encotrar através de outros métodos solugoes para as equagao acima e

a partir dessas encontrar solugoes analiticas particulares para a equagao estudada.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho foram mostrados conceitos basicos de grupos, espacos topolédgicos, gru-
pos de Lie, transformacoes infinitesimais entre outros. Também foram abordados numa
visao geral definicoes do que é simetria bem como simetrias de objetos geométricos, si-
metrias de equacgoes diferenciais ordinérias, simetrias de Lie de equacoes diferenciais or-
dinéarias e parciais e solucoes invariantes de equacoes diferenciais ordinarias e parciais.
Foi visto também como tema central neste trabalho conceitos de simetrias nao-classicas
abordando métodos utilizados para encontrar as simetrias nao-classicas de uma equagcao
a derivada fracionaria e suas solugoes invariantes explicitando a eficacia e importancia

deste método.

Observamos que o estudo de simetrias nao-classicas dessa classe de equacoes é muito
importante, no sentido que, nos possibilita através da analise destas simetrias reduzir
equagoes extramamente complicadas a equac¢oes muito mais simples de se trabalhar afim
encontrar solugdes invariantes (analiticas particulares) destas equagdes, haja visto que,
achar solugoes analiticas para as mesmas nao € trivial. Embora ainda seja um estudo
pouco discutido na literatura, vimos que esta, é uma area bastante promissora e abran-
gente. Entretanto, neste trabalho ainda nao foram feitas todas as etapas, como perspectiva
futura temos como objetivo encontrar as fun¢oes remanescentes que satisfazem a equacao

integral e substitui-las nas solugoes invariantes encontradas.
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Também temos como perspectiva deste trabalho encontrar os geradores de simetrias
nao-classicas da equacao para o segundo caso (§; = 1 e 65 = 0), utilizando o mesmo
procedimento usado para o primeiro caso e tentar encontrar solucoes invariantes para a

equagao neste caso.
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