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Resumo

Seja K um corpo de caracteristica p > 2. Sejam H a algebra de Grassmann nao-
unitaria de dimensao infinita e H,, a algebra de Grassmann nao unitaria de um espaco
vetorial de dimensao finita n, ambas sobre K. Seja A = K(Y, Z)/T>(H) a algebra rela-
tivamente livre Zg-graduada da variedade de K-algebras associativas Zs-graduadas nao-
unitarias determinada por H. Seja D = K(X)/T(H) a algebra relativamente livre da
variedade de algebras associativas nao-unitarias (sem graduagio) determinada por H.
Nesse trabalho construimos um mergulho de A em H, que determina um mergulho de
D em H. Isso nos permite dar demonstracoes simples e unificadas de resultados sobre
identidades polinomiais e polinémios centrais de H e H,, obtidos anteriormente por varios
autores. Os resultados obtidos também sao véalidos se K é um dominio de integridade de

caracteristica p > 2.

Estudamos também a algebra de Grassmann unitaria £ de dimensao infinita sobre
um corpo finito. Seja K um corpo finito e K;(X) a algebra associativa livre unitaria,
livremente gerada por X. Damos uma representagao de K;(X)/T(E) como produto ten-
sorial da algebra comutativa A = K[t;|i € A]/I, onde I é o ideal de K|[t;|i € A] gerado por
tI—t;,1 € A, e adlgebra B= K(Y)/V,onde V é o T-ideal de K(Y) (ou seja, da élgebra
associativa livre ndo-unitaria) gerado por y} e pelo comutador triplo [y1,ys, y3]. Essa re-
presentacao nos permite dar uma demonstracao mais simples do resultado de Bekh-Ochir

e Rankin sobre uma base de identidades polinomiais de F sobre um corpo finito.

Palavras-chave: Algebra de Grassmann; Identidades polinomiais; Algebras livres;

Algebras Z,-graduadas.



Abstract

Let K be a field of characteristic p > 2. Let H be the infinite dimensional non-
unitary Grassmann algebra and H,, the non-unitary Grassmann algebra of a vector space
of dimension n, both over K. Let A = K(Y,Z)/T5(H) be the Zy-graded relatively free
algebra of the variety of Zs-graded non-unitary associative algebras determined by H. Let
D = K(X)/T(H) be the relatively free algebra of the variety of non-unitary associative
algebras (without grading) determined by H. In this work we construct an embedding
of A in H, determining an embedding of D in H. This allows us to give simple and
unified proofs of results about polynomial identities and central polynomials of H e H,
obtained previously by several authors. The results obtained are also valid if K is an

integral domain of characteristic p > 2.

We study also the infinite dimensional unitary Grassmann algebra E over a finite field.
Let K be a finite field and K;(X) the unitary associative free algebra, freely generated
by X. We give a representation of K;(X)/T(FE) as a tensor product of the commuta-
tive algebra A = K|t;|i € A]/I, where I is the ideal of K[t;|i € A] generated by ¢! — ¢;,
i € A, and the algebra B = K;(Y)/V, where V is the T-ideal of K(Y) (that is, of the
free associative non-unitary algebra) generated by y! and [y1, ye, y3]. This representation
allows us to give a simple proof of the result of Bekh-Ochir and Rankin on a basis of the

polynomial identities of E over a finite field.

Keywords: Grassmann algebras; Polynomial identities; Free algebras; Zs-graded

algebras.
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Capitulo 1

Introducao

A algebra de Grassmann aparece naturalmente em muitos campos da matematica e
da fisica. Ela é muito importante na teoria de algebras com identidades polinomiais (PI-
algebras). Mais precisamente, sejam X um conjunto infinito enumeravel, K um corpo
e K(X) a algebra livre nao unitaria sobre K, livremente gerada por X. Dada uma K-
algebra R, dizemos que um polinomio f(xq,...,z,) de K(X) é uma identidade polinomial
para R se f(ai,...,a,) = 0 para todos ai,...,a, € R. Se a algebra R satisfaz uma
identidade polinomial nao-trivial, dizemos que R é uma PI-algebra. Para uma introducao
a Pl-teoria, ver, por exemplo, [10, 11, 13, 20, 22, 29|.

Dada uma K-algebra R, uma das importantes questoes da Pl-teoria é descrever as
identidades de R. Outra questao é saber se R possui uma base finita para suas identida-
des polinomiais. Para algebras sobre um corpo K de caracteristica zero, esse problema
foi proposto por Specht [33]. Um famoso resultado de Kemer |21], [23] (ver também
[22]) deu uma solugdo afirmativa para o problema de Specht (para algebras sobre um
corpo de caracteristica zero). Por outro lado, para algebras associativas sobre um corpo
K de caracteristica p > 0, o andlogo do problema de Specht tem solucao negativa, ou
seja, existem algebras sobre K cujas identidades polinomiais nao possuem nenhuma base
finita. Isso foi demonstrado em 1999, independentemente por Belov [5], Grishin [16] e
Shchigolev [31] (ver também [4], [18], [32]). No caso em que K tem caracteristica p > 2,
as demonstragoes foram baseadas no resultado de Shchigolev [30] sobre T-subespagos nao
finitamente gerados em algebras que satisfazem as identidades da algebra de Grassmann
unitaria £ de dimensao infinita. Mais ainda, como foi descoberto depois em [1], [6] e
[17], o resultado de Shchigolev é equivalente ao fato de que o T-subespaco de polindmios

centrais da algebra E nao é finitamente gerado.
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Latyshev [26] provou que sobre um corpo de caracteristica zero, o T-ideal da algebra
associativa livre unitaria K;(X) gerado por [z1,x9,x3] tem uma base finita. Em [25],
Krakowski e Regev encontraram uma base para as identidades da algebra de Grassmann
unitaria £ de dimensao infinita sobre um corpo de caracteristica zero. Eles mostraram
que as identidades da algebra de Grassamnn FE sobre tal corpo seguem do comutador
(21, X9, x3]. Observamos que as identidades da algebra de Grassmann nao-unitaria de
dimensao infinita sobre um corpo de caracteristica zero também seguem do comutador
(1, X9, x3]. Para a algebra de Grassmann unitaria de dimensao infinita sobre um corpo
infinito de caracteristica p > 2, varios autores (ver, por exemplo, Giambruno e Koshlukov
[12]) mostraram que toda identidade segue do comutador [xy,xs,z3]. Bekh-Ochir e Ran-
kin, em |3|, estudaram as identidades da algebra E de dimensao infinita sobre um corpo
finito. Nesse caso, as identidades da algebra de Grassmann segue do comutador [z1, z9, 23]
e do polinomio {7 — 2, onde p e ¢ sdo a caracteristica e o ntimero de elementos do corpo,
respectivamente. Em [34] Stojanova-Venkova exibiu uma base para as identidades da
algebra de Grassmann nao-unitaria de um espaco vetorial de dimensao finita sobre um
corpo de caracteristica prima. Chiripov e Siderov em [8] encontraram uma base para as
identidades da algebra de Grassmann nao unitaria de dimensao infinita H sobre um corpo
de caracteristica p > 2. Essa base é formanda pelos polinomios [z, zo, 23] € z§. Em [6],
[2] e [17], independentemente, foram descritos os polinémios centrais para a algebra de
Grassmann unitaria e nao-unitaria de dimensao infinita sobre um corpo de caracteristica

diferente de 2.

Observamos que foram publicados varios trabalhos sobre as identidades e os polino-
mios centrais da dlgebra de Grassmann unitéria e assuntos relacionados, ver, por exemplo,
[1,2,3,6,7, 12,14, 15, 17, 19, 25, 28, 36]. Por outro lado, as identidades polinomiais e os
polindmios centrais da algebra de Grassmann nao-unitiria foram estudados com menos
frequéncia, ver, por exemplo, |2, 6, 8, 24, 28, 34]. Observamos também que as demons-
tragoes dos resultados no caso da dlgebra de Grassmann nao-unitaria sao em geral mais
complicadas que no caso da algebra de Grassmann unitaria. No nosso trabalho, vamos

apresentar versoes mais simples dessas demonstracoes.

Comecamos com o seguinte: Sejam K um dominio de integridade de caracteristica
p > 2, Ki(X) a algebra associativa livre unitéria e K (X) a algebra associativa livre ndo-
unitaria. Apesar do titulo desse trabalho, vamos considerar o caso mais geral quando K
é dominio de integridade. No segundo capitulo, definiremos os conceitos basicos para o
entendimento do restante desse trabalho. Enunciaremos e demonstraremos alguns resul-

tados sobre algebras livres e PI-dlgebras sobre um dominio de integridade K. A seguir,
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apresentaremos varios resultados sobre algebras Z,-graduadas e identidades Zo-graduadas.
Definiremos algebra de Grassmann e veremos como ela possui uma Zs-graduagao natural.
Veremos também como as identidades Zs-graduadas podem ser utilizadas para encontrar

as identidades ordinarias de uma algebra.

No terceiro capitulo, demonstraremos nosso principal resultado. Sejam K um do-
minio de integridade de caracteristica p > 2 e H a algebra de Grassmann nao-unitaria
de dimensao infinita sobre K. Seja D = K(X)/T(H) a élgebra relativamente livre da

variedade de algebras associativas determinada por H.
Teorema 1.1. A dlgebra D pode ser mergulhada em H, isto €, D C H.

Esse mergulho permite dar uma demonstragao simples do seguinte resultado ja obtido
por um método mais complicado por Chiripov e Siderov [8] quando K é um corpo.

Corolario 1.2. Seja H a dlgebra de Grassmann nao-unitdria de dimensao infinita sobre
um dominio de integridade de caracteristica p > 2. O conjunto das identidades de H € o

T-ideal de K{(X) gerado por [x1,xs,x3] € xP.

Obtemos também de forma simples uma K-base para o quociente K(X)/T(H), a
mesma base que foi descrita por Kireeva e Krasilnikov em [24] com uma demonstragao

mais complicada, quando K é um corpo.

Corolario 1.3. Seja K um dominio de integridade de caracteristica p > 2. O quociente
K(X)/T(H) é um K-mddulo livre com uma K-base formada pelos polindmios
R [xjﬂxjé] T ['Tj2l717 xjm] + T(H>’ (1'1)

i1 i

onde k>0,1>0,k+1>0,11 <...<tp,J1 <...<Jo,0<m; <p.
Para mostrar isso, trabalharemos com a algebra de Grassmann H = Hy ® H; vista
como algebra Zy-graduada. Sejam K (Y, Z) a élgebra livre ndo-unitéaria Zo-graduada e Ts

o Ty-ideal de K(Y, Z) gerado pelos seguintes polinémios

i w2l [y 2], zize 4+ 2021, o (1.2)

Comegaremos demonstrando o seguinte:
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Teorema 1.4. Seja K um dominio de integridade de caracteristica p > 2. A dlgebra

relativamente livre Zo-graduada da variedade determinada por Ty pode ser mergulhada em
H, isto é, K(Y,Z)/T, C H.

Mais precisamente, dividimos os geradores de H em duas familias

61762,...;f1,f2,....

A seguir mostramos que o homomorfismo

¢ K(Y,Z))Ty — H
zi+ Ty — f;
Yi +To = exr1€x,42 + €x436x44 + oo F €01 (2p-3) 01+ (2p-2)

onde \; = (i — 1)(2p — 2), ¢ um homomorfismo injetor.

Esse teorema implica dois resultados que provavelmente sao bem conhecidos quando

K é um corpo, embora nao tenhamos encontrado as referéncias.

Corolario 1.5. O conjunto das identidades Zo-graduadas de H é o Ty-ideal gerado pelos
sequintes polinomios de K(Y,Z):

1, ye),  [y1.21],  z1ze 4 2021, UYL (1.3)

Corolario 1.6. Seja K um dominio de integridade de caracteristica p > 2. O quociente

K(Y,Z)|T5(H) é um K-mddulo livre com uma K-base formada pelos mondomios
Y iz 2+ Ta(H),
onde iy < ...<ip, 1 <...<J;0<my,....mp<p; k,l>0ek+1>0.

Usaremos esses dois tltimos corolérios para demonstrar os corolarios 1.2 e 1.3. Como
D é isomorfo a subdlgebra de K(Y,Z)/T5(H) gerada por x; + To(H), onde z; = y; + z;,
trabalharemos com D como subalgebra do quociente K(Y,Z)/T>(H). Mostraremos que
se V é o T-ideal de K(X) gerado pelos polinomios [z, 22, 23] e 2}, entdao D ~ K(X)/V.

A seguir, usando os resultados de [6] encontraremos uma base para o T-subespaco

de polinomios centrais de H. Obtemos também uma nova demonstracao simples do fato
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de que o T-subespaco de polinomios centrais de H nao é finitamente gerado como um
T-espaco. Esse resultado foi demonstrado de modo mais complicado em [1] e [6] usando o
resultado sofisticado de Shchigolev [30]. A importancia desse resultado se deve ao fato que
a partir de C'(H) foram construidos exemplos de T-ideais nao finitamente gerados obtidos
por Belov [20], Grishin [17] e Shchigolev [30]. Esses exemplos resolveram o analogo do
problema de Specht para algebras sobre corpos de caracteristica p > 2 que ficou em aberto

por um longo periodo.

No capitulo 4, estudaremos as algebras de Grassmann de um K-modulo livre de
dimensao n, H,, sobre um dominio de integridade de caracteristica p > 2. Seguiremos
o mesmo caminho do capitulo 3. Primeiro, encontraremos uma base para as identidades
Zy-graduadas de H,, e uma K-base para o quociente K(Y,Z)/T5(H,). Como H, C H,
temos que H,, satisfaz as identidades (1.2). Como o grau dos elementos da K-base de H,, é
limitado, é de se esperar que monémios de K (Y, Z) com grau suficientemente grande sejam
identidades de H,,. Para isso, definiremos peso de um monémio de K (Y, Z) como sendo a
soma dos pesos das variaveis que compoem o monoémio, onde as variaveis Y = {y1, s, ...}
tem peso igual a 2 e as variaveis Z = {z1, z9,...} tem peso igual a 1. Assim temos o

seguinte teorema, que provavelmente é bem conhecido quando K é um corpo.

Teorema 1.7. Seja K um dominio de integridade de caracteristica p > 2. O quociente

K(Y, Z)|T5(H,) é um K-mddulo livre com uma K -base formada pelos mondmios, mddulo

T2<Hn);
(T T TR (1.4)

onde 2(m1+~|—mk)+l <n, k+1>0 kil >01 < - - < i, 71 < - < g,
0<mq,...,mg <p.

Assim todo monoémio de K (Y, Z) com peso maior do que n é uma identidade Zs-
graduada para H,. Para encontrar uma K-base para K(X)/T(H,) e o T-ideal T(H,),
teremos que considerar dois casos separadamente: n é par e n impar. Isso foi feito
em [34] por Stojanova-Venkova quando K é um corpo de caracteristica p > 2. Seja

X1 0Ty = 119 + xowy € K(X). Definimos o polinémios v,1 do seguinte modo:

Upt1 = (- ((x10@3) 03) 0... 0 Tppi1) © Tpps.

Entao temos
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Teorema 1.8. Seja Hs, a dlgebra de Grassmann de um K-mddulo livre de dimensao 2n,
nao-unitdria, sobre um dominio de integridade de caracteristica p > 2. O T-ideal das

identidades de Ho, € o T-ideal gerado pelos polinémios

[x1;x27$3]; J'€ € Un+1'

Teorema 1.9. Seja Hs,_1 a dlgebra de Grassmann de um K-mdodulo livre de dimensao
2n — 1, nao-unitdria, sobre um dominio de integridade de caracteristica p > 2. O T-ideal

das identidades de Ho,_1 € 0o T-ideal gerado pelo polinémios

D
[I17$27x3]7 Ty, UnTn+1; Ln4+1Un-

Se s =n/(2p — 1) é um nuimero inteiro, incluimos o polindmio

21, 2] -+ [wag1, wag) ] ab

No capitulo 5, consideraremos a algebra de Grassmann unitaria E, de um espaco
de dimensao infinita, sobre um corpo finito K. Esse caso foi estudado por Bekh-Ochir
e Rankin em [3]. Nesse artigo eles mostraram que o T-ideal das identidades de E é o
T-ideal gerado pelos polindomios [z1, xe, x3] e 1 — 2, onde p é a caracteristica do corpo
K e q é a quantidade de elementos de K. O principal teorema desse capitulo consiste no

seguinte. Seja U o T-ideal de K;(X) gerado por [z, 22, 23] e 2%’ — 21 entéo

Teorema 1.10. K(X)/U ~ AQ B, onde A= Ki[t;li € A]/I e B= K(Y)/V. Aqui,
I ¢ 0 ideal de Ki[t;|i € A] gerado por t}* —¢%, i € A, eV é o T-ideal de K(Y') gerado por
[y17y27y3] € yf

Por fim, concluiremos pelo teorema acima que o T-ideal das identidades de E é U, isto
é, U = T(F), dando assim uma demonstragao mais simples do resultado de Bekh-Ochir e

Rankin [3].



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo, recordaremos alguns resultados de algebras associativas livres, dlgebras
com identidades polinomiais e algebras Zs-graduadas que serao importantes para nosso

trabalho. Neste capitulo, a menos que dito o contrario, K sera um dominio de integridade.

2.1 Pl-algebras

Comecamos definindo algebras associativas livres e dlgebras relativamente livres.

Definicao 2.1. Sejam ® uma classe de dlgebras associativas sobre um dominio de inte-
gridade K e F € ® uma dlgebra gerada por um conjunto X. A dlgebra F' é chamada livre
na classe ®©, livremente gerada pelo conjunto X, se para qualquer dlgebra R € 9, toda
aplicacio ¢ - X — R pode ser estendida a um homomorfismo ¢ - F — R. A cardinalidade
| X| do conjunto X é chamada posto de F.

Se ® é a classe de todas as dlgebras associativas, entao F' é simplesmente chamada
de algebra associativa livre. Caso contrario, F' é chamada de dlgebra associativa relativa-

mente livre na classe 9.

Sejam K um corpo e X um conjunto infinito enumeravel. A algebra K;(X) tendo

como base o conjunto

TiyTig * T4y, Ty € X,m=0,1,2,3...,
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e multiplicacao definida por
(xilxiQ U xi7b)(xj1xj2 to xj'm) = l‘ilxiQ U xi7bxj1xj2 T xj’m

é livre na classe de todas as dlgebras associativas unitarias.

Seja K(X) o K-submodulo de K;(X) gerado por todas as palavras xz; x;, - 2;,,
z, € X, n=123.., isto é, todas as palavras com comprimento maior ou igual a 1.

Entdo K (X) ¢é livre na classe de todas as algebras associativas nao-unitérias.
Agora podemos definir identidades polinomiais de uma &lgebra associativa.

Definigao 2.2. Seja f(xy,...,2,) € K(X) e R uma dlgebra associativa sobre K. Di-
zemos que f = 0 € uma identidade polinomial para R se f(ri,...,mn) = 0 para todos

r,...,", € R.

Diremos que f = 0 é uma identidade para R (ou simplesmente f é identidade para

R), ou R satisfaz f.

Definicao 2.3. Se R satisfaz uma identidade polinomial nao trivial, dizemos que R €

uma Pl-dlgebra.

Exemplo 2.4. Se R é uma K-dlgebra associativa de dimensao n, entao R satisfaz a

identidade standard de grau n + 1,

Sn41 = Z sz’gn(a)xg(l) © Lo(n+1)-

O'ESn+l

Exemplo 2.5 (Amitsur-Levitzki). A dlgebra de matrizes de ordem n, M,(K), satisfaz o

polindmio standard de grau 2n, ss, = 2065% Sign(0)Te(1) * * - To(2n)-

Seja ® o conjunto de todos os homomorfismos ¢ : K(X) — R. Entao é claro que

f =0 & uma identidade polinomial para R se, e somente se, f € ﬂ Ker ¢.
ped

Definigao 2.6. Sejam R uma K-dlgebra com centro Z(R) e seja f(xy,...,x,) € K(X).
O polinémio [ é central em R se f(ry,...,r,) € Z(R) para todos r1,...,1, € R.

Dada uma algebra R, denotaremos por C'(R) o conjunto de polinémios centrais de R.
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Dada uma 4algebra R, seja
T(R) ={f € K(X)|f éidentidade para R}

o conjunto de todas as identidades polinomiais de R. Claramente, T'(R) é um ideal
bilateral de K(X). Além disso, se f(xy1,...,2,) € T(R) e gi1,...,9n sdo polindmios
arbitrarios de K(X), entdo f(g1,...,9,) € T(R). Como todo endomorfismo de K(X) ¢é
determinado por aplicagoes = +— ¢, © € X, g € K(X), segue que T(R) é fechado por

todos os endomorfismos de K (X). Ideais com essa propriedade sao chamados de T-ideais.

Definigao 2.7. Um ideal I de K(X) é um T-ideal se ¢(I) C I para todos os endomor-
fismos ¢ de K(X).

Portanto, para toda algebra R, T'(R) é um T-ideal de K(X). Por outro lado, todo
T-ideal I é conjunto de identidades polinomiais de alguma élgebra, pois T(K(X)/I) = 1.

Analogamente define-se um T-subespaco como sendo um K-submodulo de K (X) fe-
chado por todos os endomorfismos de K (X). Embora a palavra T-subespacos seja usada
quando K é um corpo, isto é, para K-subespacos fechados por todos os endomorfismos

de K(X), aqui ela sera usada no mesmo sentido.

Definicao 2.8. Um K-submddulo J de K(X) é um T-subespago se ¢(J) C J para todos
0s endomorfismos ¢ de K(X).

Temos também que para toda algebra R, o conjunto de polinomios centrais C'(R) é

um T-subespago de K(X). Mas a reciproca nao vale.

Seja S = {f; € K(X) | i € I} um conjunto de polinomios. O T-ideal de K(X) gerado

T

por S serd denotado por (S)T. E facil ver que (S)7 ¢ o ideal gerado por

fi(gh ce 7gn,-)

onde fi(xy,...,x,,) €S € gi,...,Ggn sa0 polinomios arbitrarios de K(X).

Vimos que toda algebra R determina um 7T-ideal de K (X). Introduziremos agora o

conceito de variedade de algebras.

Definigao 2.9. Seja {f; € K(X) | i € A} um conjunto de polinémios de K(X). A
classe de todas as dlgebras R tais que f; = 0, 1 € A, sao identidades polinomiais para R

é chamada de variedade determinada por {f; € K(X) |1 € A}.
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Note que se S = {f; € K(X) | i € A}, a variedade determinada por S é igual a

variedade determinada por (S)7.

O proéximo teorema fornece um critério para saber se uma dada classe de édlgebras é

uma variedade.

Teorema 2.10 (Birkhoff). Uma classe de dlgebras © é uma variedade se, e somente se,

D € fechada para produtos diretos, subdlgebras e dlgebras quocientes.

Seja V' a variedade determinada por um T-ideal I. A proxima proposi¢ao, que pode
ser encontrada em [10], nos mostra a existéncia de uma algebra relativamente livre na

classe V.

Proposicao 2.11. Seja K(X) a dlgebra associativa livre, livremente gerada pelo conjunto
X. Seja V a variedade determinada por um T-ideal I € K(X). Entao K(X)/I é uma
dlgebra relativamente livre, livremente gerada por X = {x +I|x € X}, na classe V. Além

disso, duas dlgebras relativamente livres na classe V, de mesmo posto, sao isomorfas.

Demonstragao. Sejam R uma &algebra que pertence a variedade V e uma aplicacao
¢: X — Ronde ¢(x +I) = r, r € R. Defina uma aplicacio 1 : X — R colocando
(x) = ¢(x+1). Como K(X) é algebra livre sobre X, 1 pode ser estendida a um homo-

morfismo ¢ : K(X) — R, onde ¢¥(f(x1,...,2,)) = f(r1,...,mn). Mas I C T(R) C ker(z)).

Assim o homomorfismo

K(X)/I - R
O(f(xr, ... o)+ 1) = f(ry,..., 1)

estd bem definido e estende ¢.

Sejam Ry, Ry € V édlgebras relativamente livres de mesmo posto sobre X = {xy, 2, ...}
e X' = {x],2), ...}, respectivamente. Como R; e Ry sdo algebras relativamente livres na
variedade V), existem homomorfismos ¢, : Ry — Ry e ¢o : Ry — Ry tais que ¢(x;) = 2} e
po(z)) = x; para i = 1,2,.... E facil ver que ¢,¢y é a aplicacdo identidade de X' e ¢o¢y

é a aplicacao identidade de X. Portanto, R; e Ry sao isomorfas. O

A proposicao acima diz que se R pertence a variedade V, entao toda aplicacao

X — R
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pode ser estendida a um homomorfismo

K(X)/I — R.

Vamos agora introduzir os conceitos de identidades multi-homogéneas, identidades

multilineares.

Definigao 2.12. Dizemos que um polinomio f(xy,...,x,) € K(X) é homogéneo com
respeito a varidvel x1, se ele pode ser representado como combinacao linear de mondémios

de mesmo grau, relativamente a x;.

Definigao 2.13. Um polinomio f(x1,...,x,) € K(X) € multi-homogéneo se for homo-

géneo com respeito a todas as varidveis.
Definigao 2.14. Um polinémio multi-homogéneo f(x1,...,x,) € K(X) tem multi-grau

(dy,...,d,) se o grau dex; em f éd;, 1=1,...,n.

Assim cada f(z,...,2,) € K(X) pode ser escrito de maneira inica como combinagao

linear de suas componentes multi-homogéneas,

f= Z f(dl,...,dn)

d120,...,dn 20

onde f(d1-dn) ¢ a componente multi-homogénea de f com multi-grau (dy,...,d,). Por-

tanto K (X) é graduada pelos seus multi-graus, isto é,

KX)= P K)o,
d=(dy,...,dn)

grau (dy,...,d,).

Definigao 2.15. Um polinomio f(x1,...,x,) € K(X) é multilinear se o grau com respeito

a cada varidvel xq,...,x, € um.

Definigao 2.16. Um polinomio g € K(X) ¢é consequéncia dos polinémios f; € K(X),
i€N sege(fi|ieA)T.

Definicao 2.17. Dois sistemas de identidades, S1, S, sao equivalentes se eles geram o

mesmo T-ideal, isto €, (S;)T = (Sy)7.
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Um importante teorema relacionado com identidades multi-homogéneas é o seguinte.

Ele pode ser encontrado por exemplo em [10] e [13].

Proposicao 2.18. Seja

m
flzy, ... x,) = Zfz € K(X)
=0
onde f; € a componente homogénea de f de grau i em x1. Se existe um corpo contido em
K com mais que m elementos, entao os polinomios f;, i =0,1,...,m, sao consequéncias
de f.
Demonstragao. Seja I = (f)T o T-ideal de K (X) gerado por f. Como K possui um corpo

com mais de m elementos, escolhemos m + 1 elementos distintos desse corpo, aq, ..., Q.

Como [ ¢ um T-ideal,

flojzy, ... xy) :Zaéfi(xl,...,xn) el, j=0,1,...,m.
i=1

Escrevendo essas m equacoes na forma matricial, temos

flaows, ... xy) 1 ag af - aof folzr, ..o )
flawr oz | (1 ar ad e || Al
f(a2$1,~--7$n) =1 a 04% eay f2($1,~-7$n) (2-1)
flammy, ... 2y) 1 ay a2 - a™) \fu(ze,. .., z,)

O determinante

1 a of a

1 a o al’

1 as o3 albt| = H(aj — ;)
i<j

1 a, o am

é o determinante de Vandermonde e é diferente de zero. Assim, pela equacao (2.1), pode-
mos escrever cada f;(zy, ..., 2,) como uma combinagao linear dos polinoémios f(a;z1, ..., 2,),
i =0,...,m. Logo, cada f;(xy,...,z,) pertence a I, isto é, as identidades f; sdo con-

sequéncias de f. m
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Uma das consequéncias mais importantes desse teorema é que sobre um corpo infinito
todo T-ideal é gerado pelos seus polinomios multi-homogéneos. Assim temos a seguinte

definigao.

Definigao 2.19. Um ideal I de K(X) é multi-homogéneo se para todo f € I, todas as

componentes multi-homogéneas de f também pertencem a I.

Analogamente define-se um K-submo6dulo multi-homogéneo de K (X).

Vimos que K (X) pode ser escrito como soma direta de K-submodulos

K<X>= P rEoh

d17 7d )

onde K (X)(@1dn) & o K-submédulo de K(X) gerado por todos os polindmios com multi-
grau (dy,...,d,). Para uma élgebra quociente K(X)/I, onde I é um T-ideal de K(X),

definimos o seguinte.

Definigao 2.20. Uma dlgebra quociente K(X)/I, onde I é um T-ideal de K(X), é gra-

duada pelos seus multi-graus se

K(X)/I= & KX)@m 47,
d=(d1,...,dn)

onde K{X)d1mdn) 1 T ¢ o K-submddulo de K{(X)/I gerado por todos f +1 € K(X)/I
onde [ tem multi-grau (dy, ..., d,).

Com isso, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.21. Um ideal I de K(X) é multi-homogéneo se, e somente se, K(X)/I é

graduado pelos seus multi-graus.

Demonstra¢ao. Suponha que [ nao é multi-homogéneo. Entao existe f € [ tal que
pelo menos duas componentes multi-homogéneas de f nao pertencem a I. Suponha, por
exemplo, que f(dl"“’dk) e f(dll""’d;v’) nao pertencem a I e que todas as outras componentes

multi-homogéneas de f pertencem a I. Assim,

f+I=1 = f(d1,...,dk) + f(dllv"'vd;c/) +I=1
= (fUde) 4Ty 4 (f(d’lwd;c/) +10) =1
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Logo, a soma de K (X)(@rwdn) 4 [ e K(X)d) L [ ngo é direta. Assim, K(X)/I ndo é
graduada pelos seus multi-graus. O mesmo raciocinio é valido supondo que mais de duas

componentes multi-homogéneas de f nao pertencem a I.

Agora suponha que K(X)/I nao é graduada pelos seus multi-graus. Assim, existem
polindmios multi-homogéneos, néo nulos em K (X)/I, flid) 4 [ e flimdi) 4 T tais

que
f(d17---7dk) 4+ = f(d’l ----- di,) + 1.

Logo, f@-ds) — fldidi) e [ Como fl--dk) ¢ [ e fl-d) ¢ [ temos que I nio é

multi-homogéneo. O

2.2 Algebras Z,-Graduadas e algebras de Grassmann

Introduziremos nessa secao os conceitos de algebras associativas Z,-graduadas e alge-

bras de Grassmann. Comecaremos definindo algebras de Grassmann.

Definicao 2.22. Sejam X um conjunto infinito enumerdvel, K um dominio de integridade
de caracteristica p > 2 e K(X) a dlgebra associativa livre nao-unitdria, livremente gerada
por X. Seja I o ideal bilateral de K(X) gerado pelos polinomios {x;x;+x;z; | i,j > 1}. A
dlgebra H = K(X)/I €é chamada dlgebra de Grassmann, ndao-unitaria, de um K-mddulo

livre de dimensao infinita. Analogamente define-se a dlgebra de Grassmann unitdria como
E = Ki(X)/I, onde I € o ideal bilateral de K1(X) gerado por {z,x; + xjz; | i,j > 1}.

Se escrevermos e; = x; + [, i =1,2,..., entao H tem a seguinte apresentagao:
H = (e, eq,... | eie; = —eje; ,i,j > 1).

Uma base de H como K-espago vetorial é o conjunto
{en€iy ey |11 < iy <--- <y, k >0}

Definicao 2.23. A subdlgebra H,, da dlgebra H, gerada por ey, es, ..., e,, € chamada de

algebra de Grassmann, nao-unitdria, de um K-mddulo livre de dimensao n.
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Logo, H,, tem uma apresentacao
H, = (e1,€a,...,e, | eiej = —eje; ,1 <1, j<m),
e tem como uma K-base o conjunto

{eiei e | 1<iy <iy<---<ip<n}

A seguir, definiremos édlgebras G-graduadas, onde G é um grupo, e veremos que H

tem uma Zsy-graduagao natural.

Definicao 2.24. Seja G um grupo. Uma K-dlgebra R é G-graduada se admite uma

decomposicao como uma soma direta R = @ Ry, onde cada Ry é um K-submddulo de R e
geG

Ry Ry, C Ry, para todos gi1,g92 € G. Os submodulos R, sao chamados submddulos

homogéneos de R.

Definicao 2.25. Um ideal I de uma dlgebra G-graduada R é um ideal G-graduado se

I=@D1, onde I,=INR,.

geG

Seja I um ideal G-graduado de uma algebra G-graduada R. A algebra R/I tam-
bém é uma algebra G-graduada, com (R/I), = {r + I|r € R,} sendo seus submodulos

homogéneos.

Definicao 2.26. Um homomorfismo ¢ : R — R’ entre dlgebras G-graduadas é G-
graduado se ¢(Ry) C R, para todo g € G.

A algebra de Grassmann H é uma algebra Z,-graduada. De fato, seja

Hy = span{e;,eiy -+ €1y |in <o < -+ <ig, k >0}

Hy = span{e; e, -~ €y, i1 <idg <--- <ip, kb >0}

Assim, H = Hy ® H;. O submoédulo Hy é chamado de parte par de H e H; de parte

impar.
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Sejam Y e Z conjuntos infinitos enumeraveis disjuntos e seja K um dominio de inte-
gridade de caracteristica p > 2. A algebra livre K (Y, Z), livremente gerada por Y U Z, é
chamada de élgebra livre Zs-graduada. De fato, K(Y, Z) tem uma Zy-graduacao natural

K{Y,Z) = K(Y,Z)o® K(Y, Z)1,

onde K(Y, Z)q (respectivamente K (Y, Z);) é o subespago gerado por todos os monomios

que contem um nimero par (respectivamente impar) de variaveis de Z.

Agora podemos definir identidades polinomiais Z,-graduadas.

Definigao 2.27. Seja f(y1,- -, Yn, 215 -5 2m) € K(Y, Z) e seja R = Ry @ Ry uma dlge-

bra Zs-graduada. O polinomio f € uma identidade polinomial Zs-graduada da dlgebra R

se f(ri,...,rn, 1y, ..,rh ) =0 para todos rq,...,r, € Ry erh,...,71 € Ry.

r'm

Exemplo 2.28. A dlgebra de Grassmann H satisfaz as identidades Zs-graduadas [y, ys)

e ly1, z1], pois os elementos de Hy sao centrais em H.

As seguintes proposi¢oes mostram que H satisfaz outras identidades Zs-graduadas.
Proposicao 2.29. A dlgebra de Grassmann H satisfaz a identidade Zo-graduada
2129 + 2927.

Demonstragao. O resultado segue da igualdade

_ kl
€irCiy * €3y €1 €+ - €5 = (—1)%ej €4, - €jeq, €55 - 0

De fato, todo elemento de H; é combinagao linear de monomios de comprimento impar e

se k e [ sao impares, entao [k é impar. O

Proposicao 2.30. A dlgebra de Grassmann H satisfaz a identidade yY.

Demonstragcao. Seja u = mq + mo, onde mq e my sao monoémios de comprimento par em

H. Como my e my comutam temos

u? = (my +my)?

-1 -1
= mi+ami ma+ ...+, mamb " +mb,

onde a; = (’i’), t=1,...,p— 1. Como a caracteristica de K é p e os a; sao miltiplos de

p, temos que u? = mfy +mh = 0. Procedendo por indugao, seja u =my + ...+ my € H,
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k > 2 onde my, ..., my sdo monomios de comprimento par em H. Suponha que (u')? =0,

onde v =my + ...+ my_;. Assim

u? = (u 4 my)?
= (W) +my

= 0.

Como todo elemento de Hy é combinacgao linear de mondémios de comprimento par, o

resultado segue. [

Agora, como K(Y,Z) é a algebra associativa livre Z,-graduada, dada uma élgebra

Zo-graduada R = Ry @ R,, toda aplicagiao

YuZ — R

0
yi'—>9§)

1)

i

Zi =g

onde gZ(O) € Rye gz-(l) € Ry, pode ser estendida de maneira tinica a um homomorfismo
Zy-graduado K(Y,Z) — R.

Definicao 2.31. Seja I um ideal bilateral Zs-graduado de K(Y,Z). O ideal I é um

Ty-ideal se ¢(I) C I para todo endomorfismo Zo-graduado de K(Y,Z).

Dada uma algebra Zs-graduada R, seja

Th(R)={fe K(Y,Z)|f éidentidade Zs-graduada de R}.

O ideal T5(R) ¢ um Ty-ideal. Também Ty(R) = (), ker(¢), onde Q é o conjunto de
todos os homomorfismos Zs-graduados de K(Y, Z) em R.

Definigao 2.32. Seja I um Ty-ideal de K(Y,Z). A variedade de dlgebras Zo-graduadas
determinada por I é a classe de todas as dlgebras Zs-graduadas R tais que I C To(R).

Em &lgebras Zs-graduadas, também temos a existéncia de algebra relativamente livre

Zo-graduada.
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Proposicao 2.33. Seja K(Y, Z) a dlgebra associativa livre Zy-graduada. Seja V; a vari-

vamente livre Zy-graduada, livremente gerada por Y UZ ={y+ 1,2+ 1|y €Y,z € Z},

na classe Vr.
Demonstragciao. A demonstracao é analoga ao caso de algebras nao-graduadas. O]

Logo, se R é uma algebra Zs-graduada que pertence a variedade )y, entao toda

aplicacao

YUZ - R
(0)

(1)

i

yi+I|—>g
zi+1—g

onde g(o) € Ry, g(l) € Ry, pode ser estendida a um homomorfismo de é&lgebras

[ 1

Zo-graduadas K(Y,Z)/I — R.

O proximo teorema mostra como o conhecimento das identidades Zs-graduadas pode

ajudar a encontrar as identidade ordinarias de uma dada algebra R.

Teorema 2.34. Sejam R = Ry @ Ry uma dlgebra Zs-graduada e To(R) o Ty-ideal das
identidades de R. Seja D a subdlgebra de K(Y,Z)/T52(R) gerada por xz; + To(R) onde
ri = Y; + 2;. Entao D € a dlgebra relativamente livre da variedade determinada por R,

isto é, D ~ K(X)/T(R).

Demonstrag¢ao. Sejam Ty = To(R) e X + Ty = {x; + T5}. Primeiro vamos mostrar que
toda aplicacao X + 15 — R pode ser estendida a um homomorfismo D — R. Suponha

entao que temos uma aplicagao

0: X+T,— R
zi+ Tz — g

Como ¢; € R, g; = g(o) + g(l), onde 9(0) e gi(l) pertencem a parte par e impar de R,

respectivamente. Defina o homomorfismo Zs-graduado

¢ K(Y,Z)/Ty — R

yi+To > g

(1)

i

zi+1T5— g
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A restri¢ao de ¢ a D, ¢|p, € um homomorfismo. Além disso, ¢(x; + 1z) = g;, isto é, @|p

estende 0.

Vemos que todo homomorfismo de D — R é restricao de um homomorfismo Zs-
graduado K(Y,Z)/Ty — R. Também, todo homomorfismo K(Y,Z)/T> — R define um

homomorfismo D — R. Logo,

m Ker(¢) C ﬂ Ker(¢) =0
0:D—R ¢:K(Y,Z)/To—R
onde {0 : D — R} sao todos os homomorfismos de D em R e {¢: K(Y,Z)/T, — R} sao
todos homomorfismos Zs-graduados de K(Y,Z)/T> em R. Note que essa ultima igual-
dade é zero porque K(Y, Z)/T; é a élgebra relativamente livre Zs-graduada da variedade

determinada por R. Mas

implica que D ~ K(X)/T(R). O
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Capitulo 3

Algebra de Grassmann nao-unitaria de

dimensao infinita

Neste capitulo, estudaremos a dlgebra de Grassmann nao-unitaria de dimensao infinita
sobre um dominio de integridade K de caracteristica prima p > 2. Demonstraremos nosso
resultado principal, que diz que a algebra relativamente livre da variedade de algebras
associativas determinada por T'(H) pode ser mergulhada em H. Faremos isso exibindo
um homomorfismo Zs-graduado injetor de K(Y,Z)/T5(H) em H. A seguir, se D ¢é a
subalgebra de K(Y,Z)/T5(H) gerada por z; + To(H), onde z; = y; + z;, entdao D ~
K(X)/T(H),isto é, D é a algebra relativamente livre da variedade determinada por T'(H).
Mostraremos que a subalgebra D pode ser mergulhada em H. Usando esse mergulho,
encontraremos de forma simples um conjunto gerador para o T-ideal das identidades
ordinarias de H e uma K-base para o K-modulo livre K(X)/T(H), resultados ja obtidos

em [8] e [24], respectivamente, quando K é um corpo.

3.1 Identidades Zs-graduadas de H

Seja K um dominio de integridade de caracteristica prima p > 2. Sejam Y e Z conjun-
tos infinitos enumeraveis disjuntos e K(Y,Z) a K-algebra associativa livre
Zo-graduada. Definimos A = K (Y, Z)/T», onde Ty é o Tr-ideal de K(Y,Z) gerado pelos

seguintes polindomios:

[Y1,v2),  [y1,21], 2120+ 2021, Y. (3.1)
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E facil verificar que um conjunto gerador de A visto como K-modulo é formado pelos

monomios
mi mi
Yir Y 2 2+ T (3.2)

onde i1 < ... <, 1 < ...< g 0<mq,...,mp <p; k,l>0ek+1>0. De fato,
uma K-base do K-modulo livre K (Y, Z) é formada por todos os monomios em Y e Z. As
relagoes [y1, Y] e [y1, z1] significam que os elementos y; + 15 sdo centrais em A e a relagao
z1 0 z9 implica que os elementos z; + 15 anti-comutam e que zf + T5 = 0. Portanto se
U = UWYirs- - Yigs Zjrs - - -»25) € um monomio de K(Y,Z), entdo podemos reordenar as

variaveis de v + T5 de modo que
., m
U+T2_yll ‘..y’ik Zjl“.zjl+T27

onde iy < ... <ip, N <...<jn0<mq,....mp<p;k,l>0ek+1>0.
Agora escreveremos uma base para H visto como K-moédulo livre da seguinte forma.

Dividimos os geradores de H em dois subconjuntos

61,62,...;f1,f2,....

Definimos a seguinte ordem nos geradores:
er<e<es<..;h<fo<fz<...e <fj7 para todos 1, j.
Logo, o conjunto

{62‘162‘2"'Gikfjlfh"'fjl | il<...<ik,j1<...<jl,k+l>0}

forma uma base para H visto como K-modulo livre.

No capitulo 2 vimos que H, como algebra Z,-graduada, satisfaz as identidades (3.1).
Assim, H pertence a variedade determinada por T5. Vamos demonstrar o seguinte teorema

(ver introdugao).

Teorema 1.4 Seja K um dominio de integridade de caracteristica p > 2. A dlgebra
relativamente livre Zo-graduada A, da variedade determinada por Ts, pode ser imersa em
H, istoé, AC H.
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Demonstragao. Demonstraremos esse teorema exibindo um homomorfismo Zs,-graduado

injetor de A em H. Seja

o A— H
¢(zi +Tz) = f;

¢(Z/z’ + Tz) = CN+1EN+2 T €N 436N +4 T - T EX 1 (2p—3)E N+ (2p-2) 5

onde \; = (i — 1)(2p — 2). Note que basta definirmos ¢ nos geradores livres de A, pois
H pertence a variedade de algebras Zi-graduadas determinada por 75 e A é a édlgebra

relativamente livre Z,-graduada dessa variedade.

Primeiro, para m < p, ¢(y; +1»)™ é combinacao linear de elementos da K-base de H

de comprimento 2m,

Cr1Crg =" Crop_1Cryy,

onde 7; € A+ LA+2,.... A+ 2p—2)}, 11 < ... < T

Suponha que ¢(> asus + T3) = 0, onde

Mgk

ms
Us _I_ T2 = yzsll ’ ylsk Z]sl e stl + T2
s40 mondmios no conjunto (3.2) e oy € K. Assim
P(us + 1) = E arlwwl § Qp (k) Wi 1, Vi = Jia

- Z Oé('/‘(l),...,’/‘(k‘))wir(l) T w'LT(k) fjsl e fjsl

onde wj, ;, Sa0 Mmondmios da K-base de H em Cxiy 415 Chi 425+ 5 CA +(2p-3) EAs_ +(2p—2).

de comprimento 2my;, com \;; = (is;—1)(2p—2). Logo os elementos w; ,, -+~ wi , fi,, - [,
estao na base linear de H, pois cada w,(j) depende dos indices i,;, que estao ordenados.
Além disso, cada w,; também depende do expoente mg;. Com isso temos que os mono-
mios Wi, ) " Wiy fj31 -“ijl sao unicamente determinados por us + 15, isto é, eles sao

linearmente independentes em H.

¢<Z asus +To) = Z As Z (1) () Wiy~ Wiy Sy~ Tiy)

- E Qs O ( k))wzr(l) wir(k) fjsl e fjsl
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implica que a; = 0, pois o0s Wi, )+ Wi, fj51 ---ijl sao distintos e pertencem a base de

H, e os agq),. k) # 0. Logo, ¢ é injetora. O
Os seguintes resultados provavelmente sao bem conhecidos quando K é um corpo,
mas nao conseguimos encontrar as referéncias.

Corolario 3.1. A ¢ um K-mddulo livre com uma K-base formada pelos mondmios

ma1 mi
Vit Y T

onde iy < ...<ip, 1 <...<J;0<my,....mp<p; k,l>0ek+1>0.

Demonstragao. Pelo teorema anterior, as imagens dos monomios y;" - - -y::

pela ¢ sao linearmente independentes sobre K em H. Como eles sao geradores de A, eles

Zj1 zj+ 1

sao linearmente independentes sobre K em A. O
Corolario 3.2. As identidades (3.1) formam uma conjunto gerador para o Ty-ideal das

identidades de H, isto €, To(H) = Ts.

Demonstra¢ao. Como A C H pelo teorema anterior, temos que To(H) C Ty(A) = To.
Mas H satisfaz (3.1), logo Ty C Ty(H). Assim, T = T5(H). O

3.2 Identidades de H

Nessa secao, usaremos o Teorema 1.4 para encontrar uma base para as identidades
ordinarias de H e uma K-base para o quociente K(X)/T(H). O T-ideal das identidades

de H ja foi descrito em [8| por Chiripov e Siderov quando K é um corpo.

Seja V o T-ideal de K(X) gerado pelos polindomios [z, 22, x3] e zP. O seguinte lema é
bem conhecido quando K é um corpo. Mas o lema continua verdadeiro mesmo quando K

é dominio de integridade, e a demonstragdo permanece a mesma (ver, por exemplo, [10]).

Lema 3.3. Seja K wum dominio de integridade de caracteristica p > 2. Para todos

g1, 92, 93, 94 € K(X), temos o sequinte:

i) Os elementos [g1,g2] +V sao centrais em K(X)/V.
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i) (91, 92)[93, 94l +V = —[91, 93][92, 9a] + V.

ii) (91, 92)[g2, 93] +V = V.

Usando esse lema, podemos encontrar um conjunto gerador para K(X)/V.

Proposicao 3.4. Um conjunto gerador de K{(X)/V wisto como K-mddulo é

xml .. .wmk

i1 is [Ijlasz] T [$j21—17 szz] + V7

onde k>0,1>0,k+1>011 <...<tp,J1 <...<Jp0<m; <p.

Demonstragao. De fato, uma base de K (X) é composta por todos os monémios

onde iy, ..., sao inteiros positivos. Como [z;,,x;,] + V é central em K (X),

TiyTig Ty, + V= (@i, + [Ty, Tio)) @iy - - 13, +V
= TjpTi Tig* Tjy, + [$i17x12]$13 C Ty, Vv

= TppTjy Ty "+ Ty, + Tig - * Ly, [xiu xiz] +V

Usando esse procedimento vérias vezes e o lema 3.3, podemos escrever cada mondmio

T\ Tiy - - T3, + V' como combinagao linear de polindmios do tipo

:U;lll o xzk [xjnmjz] to [szz—wszz] +V

onde 7} < ... <1,. A seguir, usando os itens (ii) e (ii7) do lema (3.3), podemos ordenar

os indices da parte comutador
[xjv sz] e [szlfnmjzz] +V

de modo que j; < ... < jy. Assim podemos escrever o monoémio x;,;, - - - x; + V como

uma combinacao linear de polindmios

mi
Z.

& xZZk [$j1,$j2] e [wjzszszz] +V

onde i) < ... <}, j1 <...<jou,mi,...,mp<p, k+1>0,kI1>0. O
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Agora seja D a subélgebra de A gerada por z; + T5(H), onde z; = y; + z;. Como
ja vimos, D é a édlgebra relativamente livre da variedade determinada por H. Como isso

temos o teorema (ver introducao).

Teorema 1.1 A dlgebra D pode ser merqulhada em H, isto €, D C H.
Demonstrag¢ao. De fato D ~ K(X)/T(H) e D C K(Y,Z)/Ty(H) C H. O

Mostraremos que D tem uma base semelhante ao conjunto gerador de K (X)/V.

Proposicao 3.5. Os elementos de D da forma

m m
lexk
1 1k

[Iju x]é] e [xj2z—17szz] + T27 (3'3)

onde k> 0,1l >0, k+1>0,i1 < ... <1, < ... <Jp,0<m <p, sao linearmente

independentes em D.

Demonstrag¢ao. Primeiro, note que como a caracteristica de K é pe y; + 15 e z; + 15
comutam em A, temos que ¥ + Ty = (y; + z)P + To = y¥ + 2P + T = 0. Também, para
m<p,al + Ty =y +my" 'z + Ty #0 em A Assim,

[T, 0] + 1o = [y1+ 21,02 + 2] + T

= (Y1, Y] + [v1, 22] + [21, y2] + [21, 22] + T>
== 22122 + TQ.

Logo,

mi
11

my _ 9l,m1 mg
"Ly, [le?sz] T [$j2l,1>$j21] +15 =2 Yir " Yy Bt Ry + -+ 1o

Note que y;" - - -y,

i 2yt Zjy tem grau total nas varaveis Y igual a mq+...+my e todos

os outros monomios na soma do segundo membro da equacao tem grau total nas variaveis
mi mi A . .
Y menor que my + ...+ my. Chamaremos y; ;" ---y; *2;, -+ zj,, + 1o de monomio lider.

Note que dois elementos distintos do tipo (3.3) tem monoémios lideres distintos.

Se tivermos uma combinagao linear de elementos (3.3), no conjunto dos monomios
. mi mp . ~ . .
lideres y;" -+ y; * 2, + - 2, + T2 que aparecem nessa combinagao linear, considere a se-
guinte ordem: wuy + T5 > us + 15 se no monoémio uq, o grau total nas variaveis Y é maior

que o grau total nas variaveis Y do monomio us. Se o grau total nas varidveis Y de u; e
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Ug Sa0 iguais, uy + 15 > us + 15 se o grau total nas varidveis Z de u; é maior que o grau

total nas variaveis Z de uy. Por exemplo, y%yg +T5 > ysys +1Ts e y%ygzl +1T5 < y%yg +T5.

At o om1 mi ~ . .

Como os monomios u = y;™* -+ -y, * 2, - - 2, + T sdo linearmente independentes em

A e nao podem ser combinacao linear de monomios ' + 75 com u' < wu, temos que os
coeficientes que multiplicam esses monomios devem ser zero. Logo, os elementos (3.3) sao

linearmente independentes. O
Proposigao 3.6. A dlgebra D satisfaz as identidades [x1, 1o, 3] € x}.
Demonstragao. Seja f(xq,...,x,)+Ts € D. Como x; = y;+z;, podemos escrever f+T, =

fO 4+ O 17, onde f© pertence a parte par e (M) pertence a parte impar de K(Y,Z).
Seja fi + Ty, fo + T3, fs+ T2 € D.

i fo fa) + T = (A2 + A0 50+ 19, ] + T
[2f1(1)f2(1)7 f5] + 15
— 0

pois fl(l)fz(l) pertence a parte par de K(Y, Z)/T,. Também,

A+n = (O + VP +n
= (FO"+ (P + 1

= 0.
O]
Assim, pelas proposi¢oes 3.5 e 3.4, concluimos que (3.3) formam uma base de D.
Considere agora o seguinte homomorfismo,
K(X)— D
x; — x; + 15,
isto &, f(x1,...,x,) — f(x1,...,2,) + Ts. Pela proposi¢ao 3.6 , V esta contido no nticleo

desse homomorfismo. Logo, o homomorfismo

U K(X))V —D
f(l‘l,...,xn)—FVHf(l’l,...,l’n)‘i‘TQ.
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estd bem definido.

Mas entao,

U K(X))V —D

mi

T xzzk [-le, x]é] e [xjmfl?ajjm] +Ve x;'?l to :U;Zk [xjnsz] e [szszszz] + TQ'

leva geradores de K(X)/V em base de D. Portanto, ¥ é um isomorfismo.
Com isso, temos os seguintes corolarios do teorema (1.1).

Corolario 1.2 Seja H a dlgebra de Grassmann nao-unitdria de dimensao infinita sobre
um dominio de integridade de caracteristica p > 2. O conjunto das identidades de H € o
T-ideal de K(X) gerado por [x1,xs,x3] € xP.

Demonstragao. De fato, K(X)/V ~D ~ K(X)/T(H). Logo T(H) =V. O
Obtemos entao uma demonstracao simples do teorema que ja foi demonstrado por
Chiripov e Siderov em [8| quando K é um corpo.

Coroléario 1.3 K(X)/V é um K-mddulo livre com uma K-base formada pelos polindmios

mi

i1 x:Zk [le ) x]é] e [szzfuxjm] + Vv (3'4)

ondek >0,1>0,k+1>0,i1 <...<ig,Jj1 <...<Jp0<m<p.

3.3 Polinémios Centrais de H

Nessa secao encontraremos o T-subespaco de polinomios centrais de H. Usaremos
varios resultados de [6]. Mostraremos também que o T-subespago de polindmios centrais

de H nao é finitamente gerado como T-subespaco.

Comecamos observando que

Lema 3.7. V € um T-ideal multi-homogéneo.

Demonstragao. De fato, como todo polinémio de K(X)/V pode ser escrito como com-
binag¢do linear de elementos da forma (3.4), temos que K(X)/V é graduado pelos seus

’

multi-graus. [l
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Com isso temos
Lema 1. O T-subespago de polinémios centrais de H, C'(H), é multi-homogéneo.

Demonstragao. Seja f € C(H). Decomponha f = > f; como soma de suas componentes

multi-homogéneas. Entao

[f1] =Y [fi, 1] € T(H).

Como as componentes multi-homogéneas de [f, z;] sdo [f;, z1], temos que [f;, z1] € T(H).

Assim f; € C(H). O

Os lemas 3.8, 3.9, 3.10 e o teorema 3.13 que apresentaremos a seguir podem ser
encontrados em [6]. Embora estamos considerando K um dominio de integridade de

caracteristica p > 2, as demonstracoes sao as mesmas.

Lema 3.8. Seja K um dominio de integridade de caracteristica p > 2 e seja g =
g(xs3,...,z;) € K(X) um polinomio que nao depende de xo. Suponha que xog + V €
central em K(X)/V. Entao g € V.

Demonstrag¢ao. Primeiro, como 299+ V é central em K(X)/V, temos que 0 = [z1, x2g] +

V = mo[z1, 9] + |1, 22]g + V. Assim,

Tolz1, gl +V = —[21,22]9 + V.

Suponha que g+V =", B,b;, onde § € K e b, sao elementos distintos da forma (3.4).
Como g = g(x3,...,x;) ndo depende de x; e x9, temos que os elementos b; também nao

dependem. Para cada t,
[21,b] +V = Za,(f)c;t),
k

(t)
k

onde oy € K e ¢’ sao elementos da forma (3.4) que ndao dependem de z5. Pelo lema 3.3,

podemos assumir que j; = 1 na expressao (3.4). Segue que

Tolz1,9] +V = Z Z a,(f)xzc,(:).
t Kk
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Note que paracada t ek, xQC](;) é um elemento da forma (3.4) com iy =2e2 & {j1, ..., ju}-

Logo, xs]z1, g] +V & combinagio linear de elementos da forma (3.4),

ml...xmk

i1 i [xj17$j2] T [xj2l—17 x]éz] +V,

mg

.7 e a parte comutador
k

tal que x esta contido na parte nao-comutador z"" ---x

[leﬂ xj2] e [‘rj2l717xj2l]
nao depende de x.

Por outro lado, [x1, 22]g+V =Y, Bix1, 22]b;. Como os elementos b; ndo dependem de
Ty € Ty, € [x1, 9]+ V é central em K(X)/V, os produtos [z1, z2]b; sdo elementos distintos
da forma (3.4). Logo, [z1,x2]g +V é uma combinagio linear de elementos da forma (3.4)
com jo =2e2¢ {iy,..., i} Em outras palavras, [z1,z5]g+V é uma combinagio linear
de elementos da forma (3.4) com x5 contido na parte comutador do produto e a parte
nao-comutador nao depende de x5. Mas os elementos da forma (3.4) formam uma base
de K(X)/V, assim devemos ter

wo[x1, g+ V] = —[z1,22]9g + V = 0.

Portanto, ), fBi[z1, 22]by = [21,22]g +V = 0. Assim, §, = 0 para todo t e g+ V =
Yo Bib=0,istoé, ge V. O

Lema 3.9. Seja K um dominio de integridade de caracteristica p > 2. Suponha que
f=f(ze,...,x;) € K(X) éum polinémio homogéneo de grau 1 em x5 e que f+V ¢é central
em K(X)/V. Entao f+V pertence ao T-espaco de K(X)/V gerado por [x1,z5] + V.

Demonstragao. Seja f =) . ca;x9b; onde a; € K e a;,b; sdo monomios. Como azyb =

x9ab + [a, x2b], temos

f - .TQQ(I‘;},...,.T[) +h(l’1,...,1’l>

onde h(zy,...,x;) = >, a;[a;, x2b;] pertence ao T-espaco gerado por [z1, 2] e g = g(z3,. .., 77)

nao depende de xo. Mas como f+V e h+V sao centrais em K(X)/V, temos que x99+ V

também é central. Pelo lema anterior, g € V. Segue que

F+V=h+V.
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Assim, f 4V pertence ao T-espaco de K(X)/V gerado por [z1,xs] + V. O

Lema 3.10. Suponha que char(K) = p > 2 e seja f(xq,...,x;) € K(X) um polinémio
homogéneo de grau m em x5, 0 < m < p. Suponha que f+V ¢é central em K(X)/V.
Entao f+V pertence ao T-espago de K(X)/V gerado por [z1,z5] + V.

Demonstrag¢ao. Seja h = h(zy,..., 2, ,x3,...,2;) a componente homogénea de

Como f+V

fl@y 4+ - +2a ,23,...,2;) que é multilinear com relacao a zi,..., 2

-
é central em K(X)/V, assim é h + V. Também, como
h(zg, ... w0, x3,...,x;) = m!f(za,x3,...,77),

é suficiente mostrar que h + V pertence ao T-espago de K(X)/V gerado por [z1,z5] + V.
Mas

h = h(fEl, oy Ty Tty - - axm-i-l)

¢ homogéneo de grau 1 em x,. O resultado segue pelo lema anterior. O]

Agora seja C' o K-submodulo de K(X) gerado por [g1, go], onde g1, go sdo monomios.
Temos os seguintes lemas.
Lema 3.11. C ¢ gerado como K-mddulo por todos os comutadores [x,g], onde g é um

mondémio de K(X) e x € X.

Demonstragao. Seja C' o K-submodulo de K (X)) gerado por todos os comutadores [z, ¢

onde g ¢ um monoémio de K(X) e x € X. Entao C' C C. Para provar a inclusao C' C (',
considere a seguinte igualdade em K (X):
[ax, b] 4 [xb, a] + [ba, x] =0

onde a,b € K(X) e z € X. Logo,

laz,b] + C" = [a, xb] + C".



Sejam a, b monomios de K (X) onde a = x;, ---x;,, ; € X. Entdo
la,b] + C" =[x - -ay,,b] +C’
- [‘ril T Ly xlkb] +C
= [miwxb"'xikb] +C/
= C".

Portanto [a,b] € C’, ou seja, C' C C".
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]

Lema 3.12. Seja [z;,,9] € K(X) ondex; € X e g=xj, ---xj, €um mondmio de K(X).

Se [xi,, g] tem grau p em relag¢do a todas as varidveis x;,xj,, ..., T ., entdo [x;,g] € V.

Demonstrag¢ao. Usando que [ab, ¢| = ab, ¢| + [a, c]b, onde a,b,c € K(X) temos

[xip Ljy = x]k E :le “Ljs_1 ‘%21 ) :EJS]IJSH R

Se js = 11 entdo [z1,,2;] = 0. Como o grau de x;, é p, suponha que j,, ...

E Ljp o Tjs_y m11717]5]‘(E]s+1 Cr Ly
vamos tomar apenas as parcelas onde [z; ,x;, | aparece, isto é,
E Ljy = Tjg. 4 [xila wj1]xjsr+1 c Ty

Temos entao que, modulo V,

7.]sp

§ Ljy - :str—l [xim le]xjsr+l c gy +V = pg ‘Tj2 [xinxjd] +V

= J1.

Em

onde ¢ é obtido de g por exclusio de todas as variaveis z;,. Podemos fazer isso pois temos
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a igualdade

Ty, 3] + Vo = (zax1 + [11, 20)) |21, 23] +V
= Tom[x1, 3] + 21, 2o|[T1, 23] + V

= Zax[xy, 23] +V,

isto é, se uma variavel aparece na parte comutador e na parte nao comutador, entao essa

variavel comuta com qualquer outra, modulo V.

Como as variaveis zj,,...,x; também tém grau p, podemos fazer o mesmo conside-
rando as parcelas de [z;,,g| onde [z;,x;,] aparece e assim por diante. Assim, [z;,,g] €
V. m

Teorema 3.13. O K-mddulo C(H) € gerado, mddulo V', por

[917 92] + v7

o wy, w2 [y, waat T +V

onde k=1,2,..., g1,92 sao monomios em K(X) e x; € X para cada 1.

Demonstragao. Seja f = f(x1,...,2;) € C(H) um polinémio multi-homogéneo de grau
m;em z;, 1= 1,...,0. Entao, f+V é central em K(X)/V. Suponhaqueem f,0 < m; <p
para algum 2. Sem perda de generalidade, podemos supor que ¢ = 1. Logo, pelo lema

anterior, f + V pertence ao T-subespaco de K(X)/V gerado por [z1,xs] + V.

Agora suponha que m; = p para todo i. Entao pela proposi¢ao (3.4), f +V é uma
combinacao linear de elementos da forma (3.4). Mas todos os elementos da forma (3.4)

com m; = p para todo ¢ sao do tipo

1

A T R A R R (3.5)

comk=1,2,...
Note que pelo lema anterior, os polindémios

1

oV oy, wa)ah b [, w]aly (3.6)

nao pertencem a C', pois tem grau p em relacao a todas as varidveis. ]
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Note que pelos lemas e teorema anterior temos que
C(H)/V =(C+V)/VeDC+V)/V,
k=1

onde C' é o K-submodulo gerado por [g1, g2], onde ¢y, g> sdo monomios, e Cy é o K-

p—1 p—1 p—1 p—1
subespaco gerado por o} [y, xo]rh T - - - b, T [wop—1, war]ah, (z; € X).

Agora demonstraremos que C'(H) nao é finitamente gerado como um T-espago. Co-

megaremos com alguns lemas.

Lema 3.14. Seja h(xy, T2, 23) = (11 +22)P " 21 + 29, xg]xg_l, onde x1, 29,3 € X. Entdo
h+ V=2t ay, wslah ' 4 oy ag, wslad ™+ f 4V

onde [+ V pertence ao T-subespago de K(X)/V gerado por [xy,xs] + V.

Demonstragdo. Seja g(x1,12) = (1 + 22)P'. Entdo,

g(x1,20) = 5C11071 +9p-21) T 9p-32 T .-+ gap-2 + x@’l,

onde g(; ;) € um polindémio em 1,z com multi-gran (4, j). Logo

W1, @9, 3) = g, x2)[r1, 23)ah " + g1, 29) [0, m3)2h !

= -75117_1[9517 $3]$§_1 + il?g_l[%, IE3]1‘§_1 + f(x1, 22, z3),

onde
1

f(x1, 0, 23) = (9(p—2,1) +9p-32) T -+ 9gap-2) + 96}27_1)[901, x3|xh
+(@ 7+ g1y + Gp-32) F - - + Gp-2))[To, T3]TE .

Como h(xy,z, x3) + V, ab ay, zs)ah ™ + V, a8 g, 3]ah ' + V silo centrais em
K(X)/V, temos que f(x1,x3,23)+ V é central. Mas pelo corolario ??, todas as com-
ponentes multi-homogéneas de f(z1,z2,z3) + V sdo centrais em K (X)/V. Mas todas as
componentes multi-homogéneas de f(x1, x5, x3) +V tem grau m em x5 onde 0 < m < p.
Portanto, pelo lema 3.10, todas essas componentes pertencem ao T-espaco gerado por
[z, x9) + V. Assim f(x1,29,23) + V pertence ao T-espaco gerado por [zq,x9] +V em
K(X)/V. [
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Analogamente, temos que
R B G i e I 2 s el EO PR - o I

onde f pertence ao T-espago de K(X)/V gerado por [xy,xs] + V.

Pelo lema anterior,
(21 + 22)P " Yay + 29, s)al " — 28y, wa]ah Tt — b wg, as)al  — f e V.

Como V & um T-ideal, para todos fi, fo, f3 em K(X), fazendo a substitui¢ao

1 — f1,29 — fo, x5 — f3 temos

(fi+ P A+ o B = A L B = B e SIS = f eV

onde f’ pertence ao T-espago de K(X)/V gerado por [r1,z5] + V.
Logo, temos o seguinte corolario

Corolario 3.15. Sejam f1, fo polinomios de K(X). Entao,
VA RIS +V =) aad s uJud, o+ f 4V
i
onde u;; sao mondmios e f pertence ao T-espago de K(X)/V gerado por [xy,x5] + V.

Demonstragao. Seja fi = Prug + Poug € K(X) onde uy e uy sdo mondmios e [, fs € K.

Pelo que foi dito acima,

(Brug + /32u2)p_1[5lu1 + Boug, fo] 5—1
= (Brun )M Brur, LI F + (Byua) ! [Bou, ol F5 4 f 4V
- ;fujlo_l[ula f2] 5_1 + ﬁgug_l[u% f2] 5_1 + f + Va

PRI Y

onde f pertence ao T-espago de K(X)/V gerado por [y, 23] + V.

Por inducao no nimero de parcelas de f; temos que se f; = fiui + ... + Brug, onde

Uy, ..., U, SA0 monomios e [q,...,Bx € K, entao

1p71[f17f2] 571+V:ﬁfu{l’il[ubfé]fgil+"'B£uzil[uka‘f2] 2pil+f+v7
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onde f pertence ao T-espaco de K(X)/V gerado por [z1, 23] + V. Fazendo o mesmo para

f2, obtemos o resultado desejado. O

Agora, mostraremos que os monoémios u;; que aparecem no corolario acima tem grau

1, isto é, u;; € X.

Lema 3.16. h(xy, 9, x3) = (.Tlil’g)p_l[l’lﬂfg,x;;]xgil e V para todos x1, 19,13 € X.

Demonstra¢ao. Primeiro, como [xq,xs] + V é central em K(X)/V,

ht Vo= (me)’ o[, ws)al " + (2120)7 oy, wslasad ' 4+ V
= (21m0)P ey [y, 2|2l 4 (zy20)P o[y, ws]ah Tt 4V
= i+ h 4V

onde h; = (xlxz)p_lxl[:vg,xg]xg_l e hy = (z122)P o[y, w3]2h~

Agora, como (1, zo|[x2, 23] € V, temos que

—1
h1_|_v = iplgjz---xlxg--'$1$gx1[x27x3]x§ +V

-~~~

(p—1)vezes
= 1Ty (Tamy + [T1,T20]) - - T1X2T1 [, 1’3]37?1 +V
= ITy- - Xoly - T1T2T [Te, xg]:vg_l + (2122)P 21 [0, 29) [0, 933]932;_1 +V

— p—1
= T1To- - Toly - T1ToXq [To, 3|k +V

~1_p-1 -1
= bl r ey, as)al T +V

— plop p—1
= b o[z, xslah " +V

= 0,
pois z§ € V. Logo h; € V. Analogamente,mostra-se que hy € V. O

) , -1 _
Usando o mesmo método, mostra-se também que z} " [xy, mox3](z2w3)P~1 € V para

todos x1, 29,23 € X. Logo, para todos os monémios u; e uy de K(X) (a menos dos
- -1 -1

monomios u; e uy de grau 1), temos que ulf [ul,u2]u’2’ € V. De fato, se u; tem grau
: . < o . ~1

maior que 1, entao u; = wju}, onde v’ e v} sio mondomios. Como (z122)P ! 29, x3]2h €

V e V & um T-ideal, fazendo a substituicdo z; — ),z — u}, x5 — ug, onde uy é um

- 1 -1
monomio, temos que v} [uy, ug]ub " € V.



44

Corolario 3.17. Sejam fi, fo polinomios de K(X) tais que fP'[f1, fo]f27' +V # 0.

Entao,
AR RISV =) oaal gy, el + 4V,
onde x; € X para cada i e [ pertence ao T-espago de K(X)/V gerado por [xi,zs] + V.

Pelo corolario acima, todo elemento do T-subespaco gerado por

1

(1, ... Top) = 9611)71[361, ol - 'xg;;_lﬂxzkfl’ xzk]xé’;l

serd uma combinacao linear de elementos do tipo

p—1

p—1 p—1
i1

p—1
19 “Liop 1 [ximﬁu xizk]x +V

T [xiwxiz]x ok

e um polinémio f, onde f pertence ao T-espago de K (X)/V gerado por [z1, 23] + V.
Assim, temos o seguinte teorema (Ver [1] e [6]).

Teorema 3.18. O T-subespa¢o C(H) dos polindmios centrais da dlgebra de Grassmann

nao € finitamente gerado como T-espaco.

Demonstracio. Seja qp(x1,. .., oop) = a8 g, molah o ab ! [wor 1, mar]ah T Pelo que
foi dito acima, ¢; + V ndo pertence ao T-subespago de K(X)/V gerado por ¢; + V, ¢ +
Vieoos i1 + V@1 + Voqieo + V... Logo, C(G*)/V nao é finitamente gerado como T-
subespaco. O
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Capitulo 4

Algebra de Grassmann nao-unitaria de

dimensao finita

Trabalharemos nesse capitulo com a algebra de Grassmann nao unitaria H,, de um
K-modulo livre de dimensao n, sobre um dominio de integridade K de caracteristica

p > 2.

4.1 Identidades Z,-graduadas de H,

Primeiramente, observamos que como H, C H, temos que H satisfaz as identidades

VY2 — Yay1, Y121 — 211, 2122 + Zez1, YL (4.1)

Para encontrar as identidades de H,,, definiremos o peso de um monoémio de K (Y, Z).

Definicao 4.1. Dizemos que os elementos de Y em K(Y,Z) tem peso igual a 2 e o0s
elementos de Z tem peso igual a 1. Se u é um mondmio em K(Y,Z), o peso de u € a

soma dos pesos das varidveis que aparecem em w. Denotaremos o peso de u por p(u).

Exemplo 4.2. p(y1y223) = 5, p(y12122) = 4.

Seja f € K(Y,Z). Pelo corolario 3.1, f + T5(H) pode ser escrito unicamente como

combinagao linear dos elementos

yZLI o 'y;:kzjl T2y +T2(H)7
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onde 11 < ... <, 1 < ...< g 0<mqy,....mp <p; k,1>0ek+1>0. Definimos
Pmin(f +T2(H)) como o menor peso desses monomios y;" -+~ y; "z, -+~ zj, € K(Y, Z) que

aparecem em f + Th(H).

Exemplo 4.3. ppin(y1y2 + 1121 + 1o(H)) = 3, pois p(y1y2) =4 e p(y121) = 3.

Agora, demonstraremos que mon6mios com peso suficientemente grande sao identi-

dades de H,,.

Proposicao 4.4. Seja u = y;" ...y ¥z oz € K(Y, Z), iy < --- <lig, J1 <00 < i
O<my,....mp<p, k+1>0,k1>0. Omonémio u é uma identidade Zs-graduada de

H, se, e somente se, p(u) > n.

Demonstragao. De fato, se p(u) < n, faca a seguinte substituicao:
Yiy, > €162 + -+ €2m,—1€2m,

yiz — 62m1+1€2m1+2 + e + 62(m1+m2)7162(m1+m2)

Yi, T €2(mit+mp_1)+1€2(my++mp_1)+2 +eet+ €2(my+-+my)—1€2(m1+-+my)

1 T €2(mytebmy)+1

i P €2(maytbmy) -

Logo u +— my!---myler - - €am 1o gmy)+1. Como
p(u) =2(my +---+my) +1 < n,

temos que u nao é identidade de H,,.

Por outro lado, suponha que p(u) > n. Toda substitui¢ao dos y; e z; de u, por
elementos pares e impares de H,,, respectivamente, serd combinacao linear de elementos
da base de H,, de comprimento maior que n. Como H, é gerada como algebra por
e1,...,epeel=0parai=1,...,n, todo monémio de comprimento maior que n ¢é igual

a 0. Logo, m é uma identidade se p(u) > n. O

Agora, demonstraremos o seguinte
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Teorema 4.5. K(Y,Z)/T5(H,) é um K-mddulo livre com uma K-base formada pelos

monoémios,
itz 2+ Ta(H), (4.2)

onde 2(my + - +myp) +1 < n, k+1 >0, ki >00 < - <ig, 1 < - <7,
0<my,...,mgp <p.

Demonstragao. Primeiro, K possui um subcorpo de p elementos. Portanto, como o grau
de cada variavel dos mondmios do tipo (4.2) é menor que p, pela proposi¢ao 2.18 do
capitulo 2, se uma combinagao linear desses elementos estd em T5(H ), entao cada elemento
da forma (4.2) pertence a To(H). Mas isso ndo pode acontecer, pela proposi¢ao anterior.
Além disso, é facil ver que esses elementos geram K(Y, Z)/T5(H,). Logo, os elementos
do tipo (4.2) formam uma K-base de K(Y, Z)/T5(H,,). O

Teorema 4.6. As identidades Zo-graduadas de H, €é o Ty-ideal de K(Y,Z) gerado por

(4.1) e pelos monémios w com p(u) > n.

Demonstragao. De fato, se f € To(H,) e f & To(H), f é uma combinagio linear de

monomios (4.2) com peso maior que n. O

Agora, seja D,, a subalgebra de K(Y,Z)/T»(H,,) gerada por z; + Ty(H,), onde z; =
y; + z;. Como Ty(H) C Ty(H,), temos que D,, também satisfaz as identidades [z, z2, 22]

e xf.

Seja v,, o polinomio definido por
Up = ("'((1'1Oﬂfz)ong)O"'OiL'n_l)Ol'n,

onde x1 0 T9 = X1To + T221.

Proposicao 4.7. pnin(vni1 + To(H)) > 2n para todo n = 1,2, . ...

Demonstrag¢ao. Vamos demonstrar por inducao em n. Primeiro, para n = 1 temos, mo-
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dulo T»(H)

Vg = T1T2 + T2Ty
= (y+2) (2 + 22) + (2 + 22) (1 + 21)
= 2(y1y2 + Y122 + Ya21) + 2122 + 2221
= 2(y1y2 + Y122 + Ya21).

Logo, pmin(v2 + To(H)) = 3. Agora suponha que ppin(v, + To(H)) > 2n — 2. Escreva

Uy = Uy(LO) + 717(11), onde 717(10) é a parte par de v, e w(ll) é a parte impar de v,. Assim temos

que, modulo Ty(H)

’

Un+1 = Up OTpp
= UnTnt1 + Tpt1Un
= Un(yn+1 + ZnJrl) + (ynJrl + Zn+1>vn
- Q(Unyn—i—l) + UnZni1 + Zng1Un

= 2WnYns1) + (W + ) zpp1 + 201 (00 + 1Y)

= 2(UnYns1) + 2(Un0)zn+1)-

Mas pmin<vnyn+1 + T2(H)) > (277/ - 2) + 2 = 2n. Também,
() _
pmzn(vn + TQ(H)) > 2n 2

e pmm(v,(lo) +T5(H)) é par, desde que monomios pares tém peso par. Portanto, pmm(v,(zo) +

T>2(H)) > 2n. Assim, pmm(vg])znﬂ +Ty(H)) > 2n. O

Assim, temos os seguintes corolarios.
Corolario 4.8. D,, satisfaz a identidade vy 1.

Corolario 4.9. Dy, 1 satisfaz as identidades v, Ty 1 € Tpi1Up.

Demonstragao. De fato, ppin(v, + To(H)) > 2n — 2. Logo

Prmin(VUnZny1 + To(H)) = pmin(Tns1vn + To(H)) > (2n—2) +1=2n — 1.
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Proposicao 4.10. Se s =n/(2p — 1) é um nuimero inteiro, entio Do,y satisfaz a iden-
tidade

(1, @) - - [Ty, pg)? - ah

Demonstracao. De fato,

s=n/2p—1)=2(s(2p—1)) =2n

pllwr, @] - [wog 1, xasJal ™ -2+ Th(H)) = 2(s(2p — 1)),

De fato,

w1, wolad N A To(H) = 2zzm( T+ (0= Dy Ca)(h T+ (0 — Db “ze) + To(H)
= 20y + To(H),

logo

[y, o] -+ [wsm1, was|ah e ab Tt Ty(H) = 20 ygh e 2 + TH(H)

4.2 Identidades de Hs,

Seja V11 o T-ideal gerado por V = T(H) e pelo polinomio v,,; em K(X). Vamos

comecar demonstrando alguns lemas.

n

Lema 4.11. [x1---z,, f] = Z[xz, flzize -+ -, mddulo T(H), onde Z; significa que
i=1
x; nao aparece no produto.

Demonstragao. Vamos demonstrar usando inducao sobre n. Primeiro, vamos fazer para

n = 2.

[wr2a, f]+ T(H) = [w1, flos+ 21 [z, ] + T(H)
= [z1, floz + [22, flon + T(H).
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Aqui usamos o fato de que o comutador é central modulo T'(H).

Agora suponha que

n—1
[xl te 'xnflvf] = Z[xiaf]$1x2 o f’ T -1
=1
Entao
[x'l"'xnvf] = [$n,f]l‘1~--$n_1+[l'l"'xn—laf]xn

n—1

= [an flor o aao + O [wa flanwg - B )2,

=1

n—1
=[x, flor- - 2po1 + [z, fleqzg - -
i=1

2

Up—1Tp

]

Como [x;, fleyxe -+ Z; - - - x,, tem n fatores, [z1 - - - x,, f] € um somatorio de polindmios

de n fatores.
n

Corolario 4.12. (1 x,) 0 Tpy1 = 201+ Tpyy — E [T, Tpyr]|T120 - - Ty - - -y, mddulo

i=1
T(H).
Demonstragao. De fato, (x1 -+ x,) 0 Tpy1 = 221+ Ty — [T+ Ty Tipr1]- O
Proposicao 4.13. Mddulo T(H), temos que
210...0%pq1 = 2701 -+ Tpgr + E 5i1-~in+12nk [-’Eil, ﬂfiz] T [xm,l,xm]iﬁi%H T T,
o <..<igk
1241 <---<lp+41
1<k<(n+1)/2

onde &, ..., = £1, n, g € N.

Demonstragao. A demonstracao serd por inducao sobre n. Para n = 2,

T1 0Ty = 2x1T9 — [T, T3]
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Suponhamos que

_ on e
r10...02, =201 xp + E Eireinr 2™ [Tiy, i) - [Ty s Ty | Tige s =+ T

'i1<...<i2k'
1og+1<...<in
1<k<n/2
Entao,
U1 = (z10...0m,)Tps1 + Tpyr(z10...02y)
- (2 Ty Ty + E , 511'"Zn+12 [‘7;117 xlz] [Il2k—17 lek]xkarl xn)xn-l-l
'i1<.4.<i2k'
12k +1<...<ln
1<k<n/2
+2p41(2"21 Tp + E Eirving1 2 iy, Ty [xlzk—ﬂxhk Liggi1 Tn)
<. <igg
2241 <...<lnp
1<k<n/2
= 2N(xy---wp) 0 Ty +
+ § gzl"'zn+12 [CL’“ ) xm] [xlzk_1 ’ 'r7»2k]((x12k+1 xn) © xn-i-l)
11 <...<igg
iop41<...<ln
1<k<n/2
n
_ +1 ~
= 2Ty — 2 g [z, T |T1T0 - Ty - +
Jj=1
E o Me+17,. N e . _
+ §Z1~4n+12 [xluxlz] [‘75%21@717'1‘%216]]72’?4-1 Tn+1
11 <...<igg
g1 <...<in
1<k<n/2
n
- E <521~~~1n+12 [‘rllﬂ xlz] [xwk—l? lek] § : [l’], $n+1]x2k+1$2 Z; l’n)
Ai1<...<i21€‘ j=2k+1
1254+1<...<lp
1<k<n/2
— ontl,. .. E o AT Ry 4 . e
= 2" Tpt1 + fu---zn+12 k[xzna:m] [x12k1_17x12k]x12k/+1 Lip g
11 <. <llgpr
i2k1+1<...<’in
1<k/<n/2

O

Corolario 4.14. Todo produto de elementos de K(X) pode ser reescrito, mddulo V, 1,

como combinacao linear de produtos com no mdximo n fatores.
Seja

Bn+1 = {iL’ZLl s I’Z:k [%‘17%] <o [x]élfl?szl]lil < ... < ik;jl < ... < jzl,

0<my,....,mp<pk+1>0m+...+mp+1<n}
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Corolario 4.15. O conjunto {b+ V41 | b € Bpi1} gera K(X)/V,11.

Demonstragao. Como ja vimos, modulo V', o conjunto de polindmios

ml mp

Lip 0Ty, [33]'1,.73]'2] T [mjzzq ) szz] (4-3)

onde i3 < ... < g, J1 < ... < Jo, 0 < my, ... omyp < pk+1 >0, gera K(X)/V.
Como V' C V11, temos que (4.3) gera K(X)/V, 1. Pelo corolario 4.14, os elementos de
4.3 podem ser reescritos como combinacao linear de produtos com no maximo n fatores.
Logo, {b+ Vi1 | b€ Bpui1} gera K(X)/V,11. O

Seja

¢: K(X) — Dy,
T; — a:z_'_TQ(HQn)

isto &, ¢(f(z1,...,2,)) = f(x1,...,2,) + To(Ha,). Pelo corolario 4.8, o T-ideal V,,, esta

contido no nicleo de . Logo,

D K<X>/Vn+1 — D2n
f(l'l, C ,l'n) + Vn+1 — f(xl, . ,.’L'n) + TQ(HQn)

estd bem definido.

Proposicao 4.16. Os elementos de Do, da forma
b+ To(Hap), (4.4)

onde x; = y; + z;, sao linearmente independentes em Da,,.

Demonstragao. A prova é andloga a proposicao 3.5, pois
l
xg?l o I:Zk [xijh] T [‘rj2zf17‘rj2l] + T2<H2n) =2 yerl e 'y:;kzﬁ T By + -+ T2(H2n)

e p(yit -y 2y e Zjy) = 2(ma + .+ my + 1) < 2n, isto é,

Yty 2y, e 2y To(Hay) # To(Hay)



23

Logo, temos o seguinte corolario.

Corolario 4.17. O homomorfismo

D K<X>/Vn+1 — Do,
f(l'l, c. ,l’n) + Vn+1 —> f(xl, . ,Z’n) + TQ(HQn)

€ um isomorfismo.

Logo K(X)/Vii1 ~ Dy, ~ K(X)/T(Hs,). Portanto, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.18. O T-ideal da identidades de Hs, € o T-ideal gerado pelos polinémios

[xl)x27x3]; x;ll) € Upgi-

4.3 Identidades de H,,,_;

Definigao 4.19. W,y € o T-ideal de K(X) gerado por T(H) e pelos polinémios

Tn4+1Un, UnTn41

e se s=n/(2p—1) é um numero inteiro incluimos o polindémio

—1 1

[xlv 372] T [513'2571, CCQs]lL"]][_) . l’g; .

Considere o seguinte homomorfismo

QZS : K<X> — D2n—1
z; = x; + To(Hop-1),

isto &, o(f(z1,..., ) = f(z1,...,2) + To(Hop—1).

Pelo coroléario 4.9 e proposicao 4.10, temos que

P : K<X>/Wn+1 — Dopq
f(o, o xn) + Wiga = (o, 2) + To(Hon-1)

estd bem definido, pois W, 11 C Ker(¢).
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Vamos mostrar agora que ¢ é um isomorfismo. Para isso, vamos demonstrar alguns

fatos.

Primeiro, vamos encontrar um conjunto gerador para K(X)/W, ;. Como z, v, e

UnZni1 pertencem a W, 1, temos que
Upt1l = Tpe1Up + UpTpyr € Wn—o—l‘

isto é, V,,.1 C W,,11. Logo temos o seguinte lema.

Lema 4.20. O conjunto {b+ W,,41|b € Bui1} gera K(X)/W, 1.

Demonstrag¢ao. O conjunto {b+ V41 | b € By} gera K(X)/V,11. Como V3 C Wiy,
temos que {b+ W, .1 | b€ B,y1} gera K(X)/W,1. O

A partir de agora escreveremos o conjunto B,,; da seguinte forma

— €1 €k 01 oy |+ . . .
By = A{xf) - -xih [z, 25,] [xjmfl,xjm]:cjl . -xm\zl < <y J1 < oo < Jar,

0<e€r,..., 6 <p,0<6y,....00 <pi, #js(1<r<k1<s<2l)k+1>0,
&1+ ... +e+o+...+dy+1<n}

Escreveremos B, 1 dessa maneira, pois modulo W,, 1, toda variavel que pertence a parte

comutador comuta com qualquer outra varidvel. Por exemplo, médulo W, 1,

$1$2[$1, $3] = (zox1 + [IE171‘2])[$1, 903]
= Tomq [Ty, x3] + 21, 22][71, T3]
= 552551[3717-733]

= $2[$1,$3]$1,

isto é, podemos colocar, modulo W,, .1, as variaveis que pertencem a parte comutador por

altimo.
Como j4 foi dito, todo elemento de B, ; tem no maximo n fatores. Considere entao
a seguinte defini¢ao, que pode ser encontrada em [34].

Definicao 4.21. Seja B, o subconjunto de B, formado pelos elementos:

i) b € B,y1 com nimero de fatores menor que n, isto €,

— € ST I e B PR .Y
b= Ty Ty [xjuxh] [:CJ2171 ) xhz]le xjm
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ondeiy < ...<ip, 1 <...<ju, 0<mqy,....mp<pk+l>0emi+...+mp+Il <

n.

o 021

g . . . ]
i) Se b=y w25, [Ty, Ty 05 -2 € By tem n fatores, entdo xy, €

a varidvel de menor indice que tem grau menor que p, isto €, toda varidvel x;, com
Jt < i1 tem grau p.
O seguinte lema pode ser encontrado em |35].

Lema 4.22. Seja b € B,1 um elemento com n fatores. FEntao b pode ser reescrito,

modulo W,,11, como combinagao linear de elementos de B, ;.

Pelos dois ultimos lemas temos

Proposicao 4.23. O conjunto {b+ W, |be B} gera K(X)/W,41.

A b= g% Sl 1 N R P R P LY ! i
Seja b= xf! - [w,, w4 [y, Ty ]2 2 € By, onde b tem n fatores, isto

é, (61+...Ek—|—51—|—...+525—|—1) = nNn. Assim, em Dgn_l,
b+ TQ(H2n—1) - 2l(y1611 + Elyzililzzd) e (y:: + ekyzifilzik>zjl e ijzygll T yj;l + TQ(HQTL—I)'
Note que 0 monémio de maior peso que aparece em b+ To(Ha, 1) é

€1 €k 01 02y
Yir Ui Yz 2+ To(Hapo1).

Como p(y;! - -yf:ygll . -y?jllzjl coezg) =2(e1+ ...+ e+ 01+ ...+ 0y + 1) = 2n, temos

que

Ui Yy ey g - 2+ To(Ho 1) = 0,

A lista de mondémios com peso igual a 2n — 1 é

l e1—1, €ex, €3 €k, 01 021
2y YV i Yi o Yy Rin %y 22t

l €1 €e2—1 €3 € 01 o1

2eUi Yiy Yis - Yir Yji =Yg, Fin®gn w7 220
l €1 ,,€2 6371 €k 51 (521 . .

2€3Yi Vi Yig Yir, Ui =Ygy Ris %y =0 " 2l

l €1, €2, €3 ex—1, 01 21
2€RYi Yis Vig ** Yin Ui 7 Y ZinZin T 220
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. AL s ; e1—1 €2 €3 € 01 do1 .
Nessa lista, escolhemos o monomio lider como sendo y; Y2 yis - - YY) - Y2 Zi 2y -+ 221

Vamos mostrar que nenhum outro polinomio de {b + T5(Hs,—1)|b € B, } tem
el €z €s ey DL 0o (4.5)
Yis  Yiy Yis Yir Yja Yjor #ir %1 2 '

como monomio lider.

Primeiro, um polinémio com menos de n fatores nao pode ter um monoémio com peso
igual a 2n — 1. De fato, se um polinomio b+ T5(Hy,—1), onde b € B, ,, tem n — 1 fatores,

entdo o monomio de maior peso que aparece em b+ T5(Hs, 1) tem peso igual a 2n — 2.

Agora note que se (4.5) é o monoémio lider de um outro polinémio o + Ty(Hg, 1),
onde b tem n fatores, entdo no conjunto {z;,xj,...,x;,}, 2l varidveis pertencem a
parte comutador e uma varidvel nao pertence a parte comutador de &'. De fato, o ni-
mero de z's em (4.5) é 21 + 1 , no qual podemos formar no méaximo [ comutadores
usando a relagao [z;,z;] = 2zz;. Suponha que formamos [ — 1 comutadores, digamos
[T4s, %j,] -+ [Ty, Tjy]- LOgo, @ menos de multiplo, (4.5) é

e1—1, €, €3 €k, 01 T [ SR IV P .
Yo  Yis Yig Ui Yjy 07" Yy %ir 21 % [17]3, 1‘]4] [x]2l717x.72l]‘

Agora, com o indice i; sobrou yflrlzz-l. Logo zj tem que aparecer em b’ + T5(Hy,_1).

o1 99 . : o1+1 61+1 /
Analogamente, y' z;, e y;”z;, implica que 231" ez tem que aparecer em b’ +T5(Ha, 1),

respectivamente. Assim, os seguintes fatores compoe b’ + Ty(Ha,—1):

€1
21

€L 61+1 o1+1 o3 . 01

€2 . . ‘e . .
ik7xj1 7xj2 » g3 7‘Tj2p [[E]3717]4], ) [x]21—17xj21]'

T

x , T

Mas isso implica que b’ tem €; + ...+ €+ (61 + 1)+ (0a+1)+d3+...+ 0+ ({—1) =n+1

fatores.

Logo, (4.5) aparece em 0’ + T5(Ha,—1) se no conjunto {x;,,z;,, ..., 2, }, 2l varidveis
pertencem a parte comutador e uma variavel nao pertence a parte comutador de b, pois

b tem n fatores.
. .. ~ /
Seja x; € {x;,,xj,,...,x,} a variavel que nao aparece na parte comutador de b’ +

T5(Hs,—1). Se t =iy, entdao b’ = b. Caso contrario, temos dois casos:

1) t < il. Nesse caso T, tem grau p. Como T, aparece na parte nao comutador de
b + TQ(Hanl) e If + TQ(Hanl) = 0, temos que b + T2(H2n71) =0.
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ii) i3 < t. Nesse caso, x;, aparece na parte comutador de ¥’ e x; na parte ndo-comutador

de v'. Logo x; teria que ter grau p, o que nao ocorre.
11 9

Com o que foi dito acima, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.24. O conjunto {b+ T5(Hs,—1)|b € B, |} forma uma K-base para a dlgebra
D2n—1-

Demonstragio. Basta considerarmos os elementos de {b + T5(Ha,—1)|b € Bj,;} com n

fatores. Seja entao

Z Ckibi + T2(H2n7]_) =0

onde b; € B;,.; possuem n fatores. Como cada b; tem um mondmio lider de peso 2n — 1

unicamente determinado por b;, temos que todos os a}s sao iguais a zero. O
Logo, temos o seguinte corolario
Corolario 4.25. O homomorfismo

D K<X>/Wn+1 — Do
fxr, . oo ) + Wop = f(zr, .. 2n) + To(Hapn—1)

€ um isomorfismo.

Logo temos K(X)/W,1 ~ Dy, 1 ~ K(X)/W, 1. Portanto, temos

Teorema 4.26. O T-ideal das identidades de Hs, 1 € igual a Wi, 4.
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Capitulo 5

Algebra de Grassmann unitaria de

dimensao infinita

Nesse capitulo, estudaremos a algebra de Grassmann unitaria E de dimensao infinita
sobre um corpo K finito. Se |K| = ¢, sabemos que ¢ = p", onde p é a caracteristica de
K e n é um inteiro positivo. Consideraremos p > 2. Por [3], sabemos que o T-ideal de
K, (X) gerado por [z1, 22, 23] e 21’ — 2] é o T-ideal das identidades de E. Daremos uma
nova representagao para algebra K (X)/T(H), como produto tensorial de uma algebra
comutativa A e uma algebra B. Isso nos permite dar uma demonstracao simples do

resultado de [3].

Sejam U = (z% — P [, 29, 23])T em K(X), A = K\[t;|i € A]/I, onde I é o ideal
gerado por t! —t;, e B= K{(Y)/V, onde V = (4, [y1, y2, y3])" em K(Y).

Teorema 5.1. K1(X)/U ~ AQ B.

Antes de demonstrarmos o teorema (5.1), mencionaremos alguns resultados ja conhe-
cidos.

Sejam

B= {x?fl"'x;zk[ij‘Ijz] "'['szzfnszz]‘il <...< Z‘kajl <... <j2la
0<m; <pk>0,01>0k*+1*>>0}
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!
1

B’:{xf)mll---:cim’“’ b be B,0<ml, <qk >0}
k/

Seja H a algebra de Grassmann de dimensao infinita, nao unitaria, sobre K. Pelo
capitulo 2, sabemos que o T-ideal das identidades de H é V', e que uma base de K(Y)/V

como K-espaco vetorial é B(mod V).

Outro resultado conhecido é que [z}, x5] € U, isto &, 2 + U é central em K;(X)/U.
Logo, vemos que B'(mod U) gera K,(X)/U.

Proposicao 5.2. I = (1 — ;)7 em Ki[t;]i € A].
Demonstragao. Primeiro, a incusao I C (t{ —t;)T é obvia. Seja f € (t{ —t;)T. Entao,
f = Zfio( z% - fi1>fi2

onde fi,, fi,, fi» € Ki[t;|i € A]. Desde que para dois monomios quaisquer u e v, (u+v)? =

u? 4+ 09, temos que

f - Zfio(u;]1 - uil)fiQ
onde u;, sao mondmios. Logo, para mostrar a outra inclusao, resta mostrar que para todo
monoémio u, u? —u € I. Faremos isso por indu¢ao no comprimento |u| de u. Se |u| =1,
entdo u = t;, para algum 7. Logo, u? —u € I. Suponha agora que |u| =k e que u?—u € I.
Entao,
(ud —u)(t! +t;) = uit! —ut; + ult; —ut! € I (u?+u)(t] —t;) = ult] —ut; — ult; +ut! € I
Somando o segundo membro das duas equagoes, temos

2(ut! —ut;) € 1,

e desde que a caracteristica de K é diferente de 2,

(ut;)? — ut; € 1,

o que completa a demonstracao. O
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Agora, A e B pertencem a variedade determinada por

mqp - xpa [xla X2, xS]a

e desde que A é comutativa, A @), B também satisfaz

x® — P, [$1; T2, xs]-

Para ver isso, seja fi, fo, f3 € A e g1, 92,93 € B. Entao,

[f1® 31, f2® g2, f3® g3] = fifafs @ [g1,92,93] =0

(o) —-(Leoga) = o9 -1 4
= fiog —fAog
= ff® (9" —g7)
= 0.

Demostracao do Teorema 5.1:

Considere o seguinte homomorfismo

d: K(X))U— AR B

Oz +U)=H+ D A+V) =0+ D)@y +V),

onde r = p"~1. Como K;(X)/U & a algebra relativamente livre da variedade determinada

por

x® — P, [171, T2, 3U3],

basta definir ® nos geradores livres z; + U. Mostraremos que ® ¢é isomorfismo.

Primeiro mostraremos que ® é sobrejetora. Procederemos da seguinte maneira: pri-

meiro provaremos que os elementos (17" + 1) ® (1 + V'), com m < ¢ pertencem a imagem
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da ®. Isso implicara que A Q{1 + V'} pertence a imagem de ®. A seguir, mostraremos
que os elementos (1+1)® (y; + V) e (1 + 1) @([vi, y;] + V) pertencem a imagem de &,
o que implicara que {1 + I} ® B pertence a imagem de ¢.

Pt +U) = @

(
=

(: 4+ V)"
(G+De1+V)—(1+De@+V))
(ti +1)®

(1+ V))p _ ((1 + D (g + V))p

= P+ N1+ V)-1+1) @@ +V)
= H+He(1+V)
= GL+DeA+V).

Assim para 0 < m < g,

O+ U) = M+ D (1+V).

Além disso,

Oz —x;+U) = (2! 4+U)—P(x; +U)

= PV +U)—P(z; +U)

= O+ U) —P(x; +U)
G+DA+V) =+ N0+ V)+ 1+ ey +V)
= (I+D)®w+V)

O([xs, 2] +U) = (2, +U)P(x; +U) — (2, + U)P(x; + U)
— (+ne+V)-+DeEm+V))(¢+De1+V)
—(1+I)®(yj+V)> — <(t§+1‘)®(1+V) - (1+I)®(yj+V))

<(G+ne+V)=(1+De @y +V))
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= G ANDA+V)+ A+ D@ Wy +V) =+ @ (i + V) —
—tr+ D+ V) -t + D1+ V) =1+ D)@ (Y + V) +
® (

D@ W +V)+ (G + 1)@ (y; +V)
= 1+ Wy +V)-0+1)@ Yy +V)
= 1+ ([yi,y;] +V).

Logo, tomando produtos dos elementos 2! + U, a! — x; + U e [x;, z;] + U, vemos que ® ¢é

sobrejetora.

Além disso, para m < p,

Ol +U) = O(x;+U)"
= ((t;"+1)®(1+1/)—(1+1)®(yi+V))m

= Y ai" M+ D@y +V)

k=0
onde oy, = () € K. Como m < p, temos que aj, # 0. Assim, por exemplo, para
O<m' <gel<m<p

Bl ) g, 0] + U) = ((tT’H ®(1+V) )( 7 +1)®(yf+m)

=0

X (14 1) @ ([ys, ) + >)

= S a4 D @ (F Ly vl + V).
k=0

Note que r(m—k) < qek < p, isto &, t7't r(m=#)

’z’i

+ I pertence a base de A e y¥[y;,, y;,] +V

pertence a base de B.
De um modo geral,

pm),
@(xp/ml .. xi;d k’xml . :L-Z:k [le7a';j2] e [ijZfl’x]él] + U) —

m' /Tm & ’r‘(m _'fz) & Ez
Z Z(O‘ti’ll t’ t( a 1)"'tik p +[®y e kak[yjl’yjz]"'[yjmflayjzz]+V)

k/

onde 0 # o € K.
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Portanto, vemos que cada parcela do somatorio no segundo membro da equacao é
unicamente determinada pelos monoémios em B’'(mod U). Logo, as imagens dos monomios

em B'(mod U) pela ® sao linearmente independentes. Assim, ® é injetora. O

O seguinte lema pode ser encontrado em [28].

Lema 2. z{" — 2} € T(E).

Pelo lema anterior, temos que U C T'(F). Com isso temos

Corolario 5.3. (Ver [3]) T(E) € gerado como T-ideal por [x1,x2,x3] € 2% — 2¥, ou seja,
T(E)=U.

Demonstragao. Pelo que foi dito acima, resta mostra a inclusao T(F) C U. Seja A
a subalgebra de A gerada por t; +1I,...,t, + 1. Entdo, A™ C [[K, onde [[K é um
produto direto finito. De fato, sejam T, = {t1,...,t,} e K(T,) a élgebra livre de posto

n. Entao o conjunto de todos os homomorfismos de K(T,,) em K é finito. Entao seja,

o K(T,) — ﬁK
() = (61(1)s -, 6()

onde s é o numero de homomorfismos de K(T,) em K. Logo, f € Ker(®) se, e somente
se, f € Ker(¢;),j=1,...,s. Portanto, Ker(®) = I. Assim A™ = K(T,,)/I ~ Im(®) C
[[K e

AR B C([IK)QB~I(KQB)~]I]B.

Como B satisfaz polinomios em T'(E), temos que A™ @ B também satisfaz polino-
mios em T'(F). Mas como n é arbitrario, A Q) B pertence a variedade determinada por

T(E), isto 6, T(E) C U. 0
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