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Irene Carrazedo Dantas.
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Marcos e à minha irmã Márcia. À toda minha famı́lia.
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Resumo

Neste trabalho estudamos representações fechadas por estado de grupos metabe-
lianos tipo entrelaçado, com ênfase nos grupos tipo Lamplighter Gp,d = Cp o Cd.
Tal estudo é motivado por uma representação fechada por estado de grau 2 do
grupo Lamplighter C2 o C, a qual foi utilizada para determinar seu espectro como
um grupo de operadores lineares e, assim, dar um contra-exemplo de uma conjec-
tura de Atiyah. No caso d = 1, damos uma caracterização para as representações
fechadas por estado de grau p de Gp,1. Para o caso d > 1, demostramos que Gp,d

possui uma representação fechada por estado de grau p2, mas não possui de grau
q, com q primo. Além disso, demostramos que a representação de C2 o C2 nesta
famı́lia de representações é finita por estado.

Palavras-chave: Automorfismos de árvores, representação fechada por estado,
grupos metabelianos tipo entrelaçado e grupos tipo Lamplighter.
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Abstract

In this work we study state-closed representation of metabelian groups of wreath
type, with emphasis on the Lamplighter groups of the type Gp,d = Cp o Cd. This
study was motivated by a particular state-closed representation of degree 2 of the
Lamplighter group C2 o C, which was used to determine the spectrum of C2 o C
as a group of linear operators and thus give a counterexample to a conjecture
of Atiyah. In the case d = 1, we characterize the state-closed representations of
degree p of the groupGp,1. For the case d > 1, we show the groupGp,d has a state-
closed representation of degree p2, but does not have a state-closed representation
of degree q, where q is prime number. Furthermore, we prove the representation
obtained for G2,2 is finite-state.

Keywords: Tree automorphisms, state-closed representation, Groups of Lam-
plighter type.
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xy y−1xy;
XY 〈xy|x ∈ X, y ∈ Y 〉;
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H 6 G H é subgrupo de G;
H EG ou H CG H é subgrupo normal de G;
G ' K G é isomorfo a K;
[G : H] ı́ndice do subgrupo H no grupo G;
〈X〉 subgrupo gerado por X;
[A,B] subgrupo 〈[a, b] | a ∈ A e b ∈ B〉;
G′ [G,G];
G/N grupo quociente de G por (um subgrupo normal) N ;
G1 × . . .×Gk produto direto dos grupos G1, . . . , Gk;
G1 ⊕ . . .⊕Gk soma direta dos grupos abelianos G1, . . . , Gk;
Cri∈IGi produto cartesiano dos grupos Gi, i ∈ I;
Dri∈IGi produto direto dos grupos Gi, i ∈ I;
N oH produto semidireto de N por H;
Sm grupo das permutações do conjunto {0, 1, ...,m− 1};
SX grupo das permutações do conjunto X;
Dn diedral de ordem 2n;
D∞ diedral infinito;
X∗ conjunto de todas as palavras finitas sobre o conjunto X;
Tm árvore m-regular uni-raiz;
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Am grupo de automorfismo da árvore Tm;
G(A) grupo de automorfismo da árvore Tm gerado pelos estados do autômato A;
det(M) determinante da matriz quadrada M ;
C grupo cı́clico infinito;
Cn grupo cı́clico de ordem n.
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1.1 A árvore uni-raiz m-regular e seus automorfismos . . . . . . . . . 7
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Introdução

Dizemos que um grupo G possui uma representação como grupo de automorfis-
mos da árvore uni-raizm-regular Tm se existe um homomorfismo ϕ deG no grupo
de automorfismo Am de Tm. O número m é dito ser o grau da representação.
Dizemos que ϕ é fiel se ϕ é um monomorfismo. Tal representação é também
chamada de transitiva, fechada por estado ou finita por estado se Gϕ é, respecti-
vamente, transitivo, fechado por estado ou finito por estado. Quando não houver
confusão, chamaremos tanto ϕ quanto Gϕ de representação de grau m de G. Se
existir um homomorfismo f : H → G, chamado de endomorfismo virtual, onde
H é um subgrupo de ı́ndice m em G, então uma construção recursiva usando f
produz uma representação transitiva e fechada por estado de grau m de G. O
núcleo dessa representação sobre árvore é o subgrupo de G gerado por todos sub-
grupos de H , normais em G e f -invariantes, ou seja, o subgrupo de G dado por
〈K|K 6 H, KCG, Kf 6 K〉. Se tal núcleo é trivial, f é chamado de endomor-
fismo simples. Neste caso, dizemos que G possui uma representação transitiva
fechada por estado de grau m ou, quando não houver confusão, simplesmente
representação fechada por estado.

Nestas notas, estudamos representações transitivas e fechadas por estado de
grupos metabelianos tipo entrelaçados, isto é, grupos que podem ser escritos como
um produto entrelaçado restrito B oX , onde B e X são grupos abelianos. Especi-
ficamente, estudamos representações de grupos tipo Lamplighter Gp,d = Cp o Cd,
onde Cp é o grupo cı́clico com p elementos, p um número primo, C é o grupo
cı́clico infinito, d um inteiro positivo eCd a soma direta de d cópias deC. O grupo
G2,1 = C2 o C é reconhecido com o nome pitoresco de grupo Lamplighter. Os
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grupos G2,d aparecem em [15, página 480] como exemplos não triviais possuindo
propriedades probabilı́sticas em caminhos randômicos sobre grupos discretos.

Uma importante aplicação do grupo Lamplighter apareceu no artigo On a con-
jecture of Atiyah em 2000 de R. Grigorchuck, P. Linnel, Th. Schick e A. Zuk,
[10]. Nele os autores dão uma resposta negativa para uma conjectura de M. F.
Atiyah proposta em 1976 em seu artigo Elliptic operators, discrete groups and
von Neumamm Algebras, [1]. Nesse artigo, Atiyah introduz os L2-números de
Betti bi(2)(M) de uma variedade riemanniana compacta M , com i um inteiro não
negativo. Tomando fin−1(G) como o subgrupo do grupo aditivo dos números
racionais Q gerado por todos os inversos das ordens de todos elementos de ordens
finitas do grupo G, ele conjectura que

Conjectura. ([1]) Sejam M uma variedade compacta e π(M) seu grupo funda-
mental. Então bi(2)(M) ∈ fin−1(π(M)), para todo inteiro i.

Vários textos apresentam resultados sobre esta conjectura e confirmam dife-
rentes formas dela, confira [13] e [25] para mais detalhes. Entretanto, como dito
no último parágrafo, tal conjectura não vale de maneira geral. Em [10] e [11], os
autores demonstram que o grupo

G = 〈a, x, y|a2 = [x, y] = [ax, a] = ay[a, x] = 1〉

é o grupo fundamental de uma variedade riemanniana compacta de dimensão 7 e
b3

(2)(M) = 1
3
/∈ fin−1(G). De fato 1

3
/∈ fin−1(G), pois todo elemento de ordem

finita de G tem ordem dois. Observando que o grupo G é uma HNN -extensão
ascendente do grupo Lamplighter G2,1, para calcular b3

(2)(M) = 1
3
, eles lançaram

mão da representação transitiva e fechada por estado 〈α = (α, ασ), σ = (0 1)〉
de G2,1 e, assim, de sua ação como um grupo de operadores lineares do espaço
de Hilbert ∂T2, onde a fronteira ∂Tm de Tm é o conjunto de todas as sequências
infinitas sobre {0, 1, ...,m − 1}. Veja [1], [10], [11], [12], [18] e [25] para mais
informações.

Desde então vários outros artigos sobre generalizações do grupo Lamplighter
apareceram, confira [3], [6], [14] e [24]. Em destaque, Silva e Steinberg, em
[24], chamam os grupos da forma B o C, com B um grupo abeliano finito, de
grupos Lamplighters generalizados e demonstram que tais grupos possuem uma
representação transitiva fechada por estado e finita por estado de grau |B|. Em
seguida, Kambites, Silva e Stenberg usando esta representação computaram os
espectros de tais grupos em [14].

Nesse sentido, nos questionamos sobre a existência de uma representação tran-
sitiva fechada por estado de Gp,d. Demonstramos que o grupo Gp,d, com d > 1,
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possui uma representação transitiva e fechada por estado de grau p2, enquanto que
não existe tal representação de grau primo q, qualquer que seja o primo q. Isso
tem certo contraste com, por um lado, o fato de Gp,1 possuir uma representação
transitiva fechada por estado de grau p e, por outro, com o fato de Gp,d possuir
uma representação fiel finita por estado de grau p independente de d, não neces-
sariamente fechada por estado ou transitiva. Esse último fato foi estabelecido
utilizando uma técnica geral chamada tree-wreathing, introduzida em [23] por S.
N. Sidki.

Mais ainda, demonstramos que no caso p = 2 e d = 2 a representação tran-
sitiva fechada por estado de grau 4 de G2,2 é finita por estado, a saber, 12 esta-
dos. Também classificamos em dois tipos as representações transitivas e fechadas
por estado do grupo Lamplighter Gp,1 (aqui usamos a nomenclatura, amplamente
usada, grupo Lamplighter para Gp,1, qualquer que seja o primo p).

No Capı́tulo 1, estabelecemos todas as preliminares necessárias para um bom
entendimento dos resultados mencionados acima. Nele definimos a árvore unir-
raiz m-regular Tm, seu grupo de automorfismos Am, autômatos, grupos fechados
por estado e representação fechada por estado. Finalizamos esse capı́tulo, com
uma discussão sobre o grupo G = 〈α = (α, α)(0 1)〉 gerado pelo autômato

Figura 1

que não é induzido por um endomorfismo simples f , ou seja, não existem H um
subgrupo de ı́ndice 2 em G, f um endomorfismo simples e T um transversal de
H em G que induzem essa representação transitiva e fechada por estado de G.

O Capı́tulo 2 se inicia com uma análise dos endomorfismos virtuais de grupos
metabelianos tipo entrelaçado. Com as hipóteses de que f : H → G = B o X é
um endomorfismo virtual simples sobre o grupo metabeliano tipo entrelaçado G,
A = ⊕XB, Af0 6 A, onde A0 = H ∩ A e Y = AH ∩ X , então estabelecemos
a proposição de que o par (f,H) pode ser substituido pelo par (ḟ , Ḣ), onde Ḣ =
A0Y e ḟ é um homomorfismo de Ḣ em G e tais que Ḣ preserva normalidade e
ı́ndice e ḟ preserva simplicidade. Tal fato se mostrou de extrema importância em
todo trabalho. Como exemplo, nesse mesmo capı́tulo utilizamos tal proposição
para estabelecer os seguintes resultados de não existência:
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Teorema 0.0.1. Seja Gp,d = Cp o Cd, onde Cp = 〈a〉 é de ordem prima p e C é o
cı́clico infinito. SejamA o fecho normal de 〈a〉,H um subgrupo de ı́ndice finito em
G e f : H → G um homomorfismo. Suponha que H se projeta sobrejetivamente
sobre Cd. Então f não é simples.

Teorema 0.0.2. Não existe endomorfismo simples f : H → Gp,d tal que o ı́ndice
[Gp,d : H] é primo.

Análogo a tal fato, em [3], é demonstrado que um grupo nilpotente finitamente ge-
rado livre de torção de classe de nilpotência c > 1 não admite uma representação
transitiva fechada por estado de grau p. Por fim, o seguinte fato de existência é
estabelecido.

Teorema 0.0.3. O grupo G = Ck
n o Cd, possui uma representação transitiva fe-

chada por estado de grau nk(n+d), para todo d ≥ 2.

Lembrando que um automorfismo α da árvore Tm pode ser escrito na forma
α = (α0, ..., αm−1)σ, αi ∈ Am e σ ∈ Sm é a permutação do primeiro nı́vel
da árvore. No Capı́tulo 3, provamos resultados gerais sobre as representações
transitivas e fechadas por estado de um grupo Lamplighter Gp,1.

Teorema 0.0.4. Suponha que H é um subgrupo normal de Gp,1 = 〈a〉 o 〈x〉 de
ı́ndice p. Então cada representação fechada por estado de Gp,1 sobre a árvore
uniraiz p-regular com respeito a H é reduzida a ϕ : Gp,1 → Ap, onde

a 7→ aϕ = σ = (0 1 ... p− 1)

x 7→ xϕ = ξ = (ξn, ξnσu(ξ), ..., ξnσu(ξ)(p−1))

para algum inteiro n e algum polinômio de Laurent u(x) ∈ K〈x〉, com K um
corpo com p elementos, tais que mdc(p, n) = 1 e u(1) 6= 0.

Produzimos também representações concretas de G = Gp,1 no caso do subgrupo
H não ser necessariamente um subgrupo normal de G.

Teorema 0.0.5. Suponha que H é um subgrupo de Gp,1 de ı́ndice p. Então cada
representação fechada por estado de Gp,1 sobre a árvore uniraiz p-regular com
respeito a H é reduzida a ϕ : Gp,1 → Ap, dada por

a 7→ aϕ = σ = (0 1 ... p− 1)

x 7→ xϕ = ξ = (ξn, ξnσu(ξ), ..., ξnσu(ξ)(p−1))τ

onde τ : i 7→ ic (mod p), com c ∈ {1, ..., p} e n e o polinômio de Laurent u(x) ∈
K〈x〉 são tais que mdc(p, n) = 1 e u(c) 6= 0.
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Analisando ainda a existência de representações de grupos da forma B o C, onde
B é um grupo abeliano e C o cı́clico infinito, demonstramos que:

Teorema 0.0.6. O grupo C oC não possui uma representação fechada por estado
de grau p, com p primo.

Este resultado segue de:

Teorema 0.0.7. Não existe uma representação fechada por estado de grau primo
p de um grupo abeliano livre de rank infinito.

o que responde parcialmente uma questão proposta por A. M. Brunner e S. N.
Sidki em [3, página 457]. Nela os autores perguntam sobre a existência de uma
representação transitiva fechada por estado de um grupo abeliano livre de rank
infinito.

O Capı́tulo 4 trata de representação transitiva e fechada por estado de grau p2

do grupo Gp,d, com d ≥ 2.

Teorema 0.0.8. SejaGp,d = Cp oCd = 〈a〉 o〈x1, x2, ..., xd〉, com d ≥ 1. Considere
H = G′Y , onde Y = 〈xp1, x2, ..., xd〉. Então a função

ax1−1 7→ ai, ax
2
1−1 7→ a2, ..., ax

p−1
1 −1 7→ ap−1, az−1 7→ 1, ∀z ∈ Y,

xp1 7→ x2, x2 7→ x3, ..., xd−1 7→ xd, xd 7→ x1,

estende-se a um endomorfismo f : H → Gp,d simples.

Finalmente, estabelecemos uma representação concreta da ação de G2,2 sobre a
árvore de grau 4.

Teorema 0.0.9. Sejam
σ = (0 1)(2 3),

α = (e, σβ
−1

, β, σβ
−1

β)(0 2)(1 3),

β = (α, α, α, σβ
−1+β−1α−1

α),

automorfismo de T4. EntãoG2,2 é isomorfo ao grupo transitivo fechado por estado
〈σ, α, β〉.

Mais que isso, demonstramos que essa ação é finita por estado, ou seja, o grupo
G2,2 é gerado pelos estados do autômato
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Figura 2: Autômato de C2 o C2.

Todas as figuras deste trabalho foram feitas no software livre GeoGebra.



CAPÍTULO 1

Automorfismos da árvore unirraiz m-regular

Neste capı́tulo definiremos a árvore unirraiz m-regular e estudaremos seus auto-
morfismos.

1.1 A árvore uni-raiz m-regular e seus automorfis-
mos

1.1.1 A árvore uni-raiz m-regular Tm
Sejam m um inteiro positivo e Y o conjunto {0, ...,m − 1}. Considere M =
M(Y ) o conjunto de todas as palavras de comprimento finito em Y . O conjunto
M possui uma estrutura natural de semigrupo, onde a operação é a concatenação
de palavras e o elemento neutro dessa operação é a palavra vazia ∅. Denote por
|u| o comprimento da palavra u deM.

Definição 1.1.1. A árvore unirraiz m-regular Tm = T (Y ) é definida pelo grafo
(V (Tm), E(Tm)), com V (Tm) =M e um par ordenado (u, v) está em E(Tm) se,
e somente se, v = uy, para algum y em Y , onde u, v ∈M.

Dado um inteiro não negativo n, chamaremos o conjunto de todas as palavras
de comprimento n de Nı́vel n da árvore Tm. Assim, o Nı́vel 0 de Tm é o conjunto
formado apenas pela palavra vazia ∅, o Nı́vel 1 é o conjunto Y , o Nı́vel 2 o
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conjunto {00, 01, ..., 0(m − 1), ..., (m − 1)0, (m − 1)1, ..., (m − 1)(m − 1)} e
assim por diante. Assim o Nı́vel n da árvore Tm é o conjunto

{u ∈M; |u| = n}.

Quando m = 2, chamaremos a árvore T2 de árvore binária, se m = 3, de
árvore ternária e assim por diante. Graficamente, a árvore binária pode ser vista
como:

Figura 1.1: Árvore Binária T2

1.1.2 O grupo Am de automorfismos da árvore Tm
Antes de estudarmos o grupo de automorfismo de uma árvore unirraiz m-regular,
vamos introduzir o conceito de produto entrelaçado (wreath product). Considere
{Gλ|λ ∈ Λ} uma famı́lia de grupos, onde Λ é um conjunto de ı́ndices. O produto
cartesiano dos Gλ’s é definido por

Crλ∈ΛGλ = {(gλ)λ∈Λ| gλ ∈ Gλ}.

Munido com a operação

(gλ)λ∈Λ(hλ)λ∈Λ = (gλhλ)λ∈Λ
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o conjunto Crλ∈ΛGλ é um grupo, onde o elemento neutro é (eλ)λ∈Λ, sendo eλ o
elemento neutro de Gλ. O produto direto dos Gλ’s é o subgrupo Drλ∈ΛGλ de
Crλ∈ΛGλ dado por todos os elementos (xλ)λ∈Λ, onde xλ 6= eλ para uma quanti-
dade finita de ı́ndices λ. Claramente Drλ∈ΛGλ é um subgrupo de Crλ∈ΛGλ. Note
que se Λ é finito, então Crλ∈ΛGλ = Drλ∈ΛGλ.

Considere K um grupo, Λ um conjunto e H um grupo que age em Λ. Denote
por ϕ : H → SΛ a ação de H em Λ, onde SΛ é o conjunto de todas as bijeções de
Λ. O produto entrelaçado irrestrito de K por H com relação a ϕ é definido por

KwrϕH = (Crλ∈ΛK) oϕ H

onde
(kλ)

h
λ∈Λ = (kλhϕ )λ∈Λ,

para todo h ∈ H e todo λ ∈ Λ. O produto entrelaçado restrito de K por H com
relação a ϕ é definido por

K oϕ H = (Drλ∈ΛK) oϕ H

onde
(kλ)

h
λ∈Λ = (kλhϕ )λ∈Λ,

para todo h ∈ H e todo λ ∈ Λ. Quando não houver confusão de qual é a ação de
H sobre Λ, supriremos ϕ da notação. Para mais detalhes consulte [21].

Um automorfismo α de Tm é um morfismo de grafos bijetor α : Tm → Tm que
preserva comprimento de vértices. Com a operação de composição de funções, o
conjunto de todos os automorfismos de Tm é um grupo, denotado por Am.

Exemplo 1.1.2. Dada uma permutação σ de Y , podemos estendê-la a um auto-
morfismo σ̄ de Tm, pondo:

(∅)σ̄ = ∅

(yu)σ̄ = yσu

para todo y ∈ Y e para todo u ∈ M. Para simplificar notação, vamos denotar a
extensão σ̄ de σ simplismente por σ.

Por outro lado, dado um automorfismo α de Tm, temos que α induz uma
permutação σ(α) em Y . Basta considerar σ(α) igual a restrição α : Y → Y .
Agora, podemos considerar a extensão σ(α), como no Exemplo 1.1.2. Logo a
composição

α(σ(α))−1
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possui ação trivial no primeiro nı́vel da árvore Tm, ou seja, (y)α(σ(α))−1 = y,
para todo y ∈ Y . Desta forma, podemos olhar para a composição α(σ(α))−1

como
α(σ(α))−1 = (α0, ..., αm−1),

onde cada αy, com y = 0, ...,m− 1, é um morfismo bijetor da árvore

yTm = (yV (Tm), yE(Tm)),

onde yV (Tm) = {yu;u ∈M} e yE(Tm) = {(yu, yv); (u, v) ∈ E(Tm)}. De yTm
ser isomorfo a Tm, como grafos, podemos identificar αy como um automorfismo
de Tm, daı́

α = (α0, ..., αm−1)σ(α),

onde αy ∈ Am, para cada y = 0, ...,m − 1. Com essa identificação também
podemos identificar o grupo Am com o produto entrelaçado dele mesmo com o
grupo Sm das permutações de Y , ou seja,

Am = Am o Sm = Amm o Sm = (Am × ...×Am) o Sm,

onde a ação de Sm sobre Am × ...×Am é sobre os ı́ndices. Assim dados σ ∈ Sm
e (α0, ..., αm−1) ∈ Am × ...×Am, segue que

σ(α0, ..., αm−1) = (α0σ , ..., α(m−1)σ)σ.

Portanto, se α = (α0, ..., αm−1)σ(α) e β = (β0, ..., βm−1)σ(β) são elementos
de Am, segue que

αβ = (α0β0σ(α) , ..., αm−1β(m−1)σ(α))σ(α)σ(β)

e
α−1 = (α−1

0(σ(α))
−1 , ..., α

−1

(m−1)(σ(α))
−1 )(σ(α))−1.

Desses fatos, podemos enunciar a seguinte proposição.

Proposição 1.1.3. O grupo de automorfismos Am de Tm é tal que

Am = Amm o Sm = (Am × ...×Am) o Sm,

onde cada elemento σ de Sm é visto pela sua extensão σ̄, como no Exemplo 1.1.2.
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Por essa propriedade recursiva deAm, para se conhecer a ação de um automor-
fismo α = (α0, ..., αm−1)σ(α) é necessário apenas conhecer a ação dos elementos
de Am no primeiro nı́vel, fazendo

(yu)α = yσ(α)uαy ,

onde y = 0, 1, ...,m− 1.

Definição 1.1.4. Dado α = (α0, ..., αm−1)σ(α) emAm, chamaremos ao conjunto
definido recursivamente por

Q(α) = {α, α0, ..., αm−1} ∪Q(α0) ∪ ... ∪Q(αm−1)

de conjunto de estados de α. E a um elemento β ∈ Q(α) de um estado de α.

Exemplo 1.1.5. Considere α = (e, α)σ em A2, onde e é a identidade e σ é a
transposição (0 1) em S2. Seja 110 ∈M({0, 1}). Assim

(110)α = (110)(e,α)σ = 1σ(10)α1 = 0(10)α = 0(10)(e,α)σ = 01σ0α1 = 001.

É fácil ver que Q(α) = {e, α}.

A nomenclatura ”estado” de um automorfismo é herdada da ideia de autômato,
que passaremos a definir na próxima subseção.

1.1.3 Autômatos
Os autômatos que consideraremos são invertı́veis e os alfabetos de entrada e saı́da
são um mesmo conjunto Γ finito.

Formamente, um autômato A é uma Máquina de Turing definida por uma
quintupla (Q,Γ, f, l, q0), onde
• Γ é um conjunto finito, chamado de alfabeto, em nosso caso, alfabeto de entrada
e de saı́da;
• Q é um conjunto de estados, onde cada q ∈ Q é uma função bijetora q : Γ→ Γ;
• f : Q× Γ→ Q é uma função, chamada função de mudança de estados;
• l : Q× Γ→ Γ é uma função, chamada função de saı́da, definida por

(q, a)l = (a)q,

para todo a ∈ Γ e todo q ∈ Q;
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• q0 é um estado de Q, chamado de estado inicial.
Também especificaremos um autômato por meio de um diagrama, de tal modo

que existe uma aresta do estado q ao estado p e indexada por a|b com uma seta
apontada para p se, e somente se, (q, a)f = p e (q, a)l = b , onde a, b ∈ Γ.
Graficamente temos

Figura 1.2: Diagrama 1.

O autômato inverso de A é denotado por A−1 e obtido ao comutar em cada
aresta o ı́ndice a|b por b|a, obtendo o diagrama.

Figura 1.3: Diagrama 2.

Uma aresta pode ter dois ou mais ı́ndices ou até mesmo ter duas setas, como
o diagrama abaixo.

Figura 1.4: Diagrama 3.

Neste caso, temos que (q, a)f = p, (q, c)f = p e (q, a)l = b, (q, c)l = d, mais
ainda, (p, e)f = q, (p, e)l = f . O estado inicial é somente especificado para evitar
confusão, assim colocaremos um autômato apenas por uma quadrupla (Q,Γ, f, l).

Diremos que um autômato A = (Q,Γ, f, l) é finito se Q é finito. O exemplo
abaixo é um exemplo de autômato finito.

Exemplo 1.1.6. Defina Q = {q, p}, Γ = {a, b} e as funções f : Q × Γ → Q e
l : Q× Γ→ Γ, respectivamente, por

f : (q, a) 7→ q, (q, b) 7→ p, (p, a) 7→ p, (p, b) 7→ p
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e
l : (q, a) 7→ a, (q, b) 7→ b, (p, a) 7→ b, (p, b) 7→ a.

Defina o estado inicial q0 = q. SejaA o autômato dado pela quı́ntupla (Q,Γ, f, l, q).
Temos então uma representação em diagramas para A:

Figura 1.5: Diagrama do Autômato A.

Note que o autômato inverso A−1 de A é o próprio autômato A.

Definição 1.1.7. Dois autômatos (Q0,Γ0, f0, l0, q0) e (Q1,Γ1, f1, l1, q1) são equi-
valentes se existem bijeções Θ : Q0 → Q1 e θ : Γ0 → Γ1 tais que

(qΘ, γθ)f1 = ((q, γ)f0)Θ

e
(qΘ, γθ)l1 = ((q, γ)l0)θ,

para quaisquer γ ∈ Γ0 e q ∈ Q0.

Um automorfismo α = (α0, ..., αm−1)σ(α) em Am pode ser facilmente in-
terpretado como um autômato. Basta tomar o autômato definido pela quı́ntupla
(Q,Γ, f, l, α), onde Q é o conjunto Q(α) dos estados de α, Γ é o conjunto Y =
{0, 1, ...,m − 1}, e as funções f : Q(α) × Y → Q(α), l : Q(α) × Y → Y são,
respectivamente, definidas por

f : (β, y) 7→ βy, l : (β, y) 7→ yσ(β),

onde y ∈ Y , β ∈ Q(α) e σ(β) é a permutação que β induz em Y . Logo (α, y)f =
αy e (α, y)l = yσ(α), com y = 0, 1, ...,m − 1. É daı́ que vem a nomenclatura
“estados de α” para o conjunto Q(α).

Exemplo 1.1.8. Considere os automorfismos β = (β, β)σ e α = (α, β) em A2,
onde σ = (0 1). Temos que β2 = α2 = e e Q(α) = {α, β}. Podemos, então,
definir o autômato B pela quı́ntupla (Q(α), {0, 1}, f, l, α), onde f e l são dados
por

f : (α, 0) 7→ α0 = α, (α, 1) 7→ α1 = β, (β, 0) 7→ β0 = β, (β, 1) 7→ β1 = β
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e
l : (α, 0) 7→ 0, (α, 1) 7→ 1, (β, 0) 7→ 0σ = 1, (β, 1) 7→ 1σ = 0.

O diagrama de B é dado por

Figura 1.6: Diagrama do Autômato B.

O autômato B é equivalente ao autômato A do Exemplo 1.1.6. De fato, basta
definir

Θ : q 7→ α, p 7→ β, θ : a 7→ 0, b 7→ 1,

que o resultado segue.

Por outro lado, cada estado q de um autômato A = (Q,Γ, f, l) pode ser visto
como um elemento de Am, com m = |Γ|. Basta corresponder o estado q com o
automorfismo

αq = (α0, ..., αm−1)σ(q),

onde Γ = {a0, ..., am−1}, αi é o automorfismo que corresponde ao estado qi, com
qi = (q, ai)f , e σ(q) é a permutação de {0, 1, ...,m − 1} definida por iσ(q) = j,
onde j é tal que (q, ai)l = (ai)q = aj .

Assim, dado um autômato A = (Q,Γ, f, l), podemos olhar Q como um sub-
conjunto de Am, com m = Γ, e definir o subgrupo G(A) 6 Am gerado pelo
autômato A como

G(A) = 〈αq| q ∈ Q〉 6 Am.

Em muitos casos, é interessante saber qual é a estrutura do grupo G(A), dado o
autômato A. Como exemplo, A. Zuk classifica todos os grupos G(A), onde A
é um autômato com dois estados sobre um alfabeto binário. Ele demonstra que
G(A) é isomorfo a um dos grupos {1}, C2, C2 ⊕C2, C,D∞ e C2 oC, onde C2 é o
cı́clico de ordem 2, C o cı́clico infinito e D∞ é o grupo diedral infinito (veja [25,
página 6] e [18, página 23]).

Exemplo 1.1.9. O grupo G(A) do autômato A dado pelo diagrama
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Figura 1.7

é isomorfo ao grupo cı́clico infinito. De fato, note que

G(A) = 〈α = (e, α)σ, e = (e, e)〉,

onde σ = (0 1). Logo, basta mostrar que α tem ordem infinita, pois e é o auto-
morfismo trivial. Isso segue do fato que α2n = (αn, αn) e α2n+1 = (αn, αn+1)σ,
para todo número inteiro positivo. O automorfismo α = (e, α)σ é chamado de
máquina de adição binária.

Consulte [8] para mais detalhes sobre autômatos.

1.1.4 Subgrupos de Am

Dados um subgrupo G de Am, u ∈ M(Y ), com Y = {0, 1, ...,m − 1}, e n um
inteiro não negativo, definimos:

FixG(u) = {α ∈ G|uα = u},

StabG(n) = {α ∈ G|uα = u,∀u ∈M(Y ), |u| = n}

e
P (G) = {σ(α) ∈ Sm|α ∈ G}.

Diremos que G é transitivo, se P (G) é um subgrupo transitivo de Sm.

Fecho topológico
Dado α ∈ StabAm(1), segue que σ(α) = e, ou seja,

α = (α0, ..., αm−1), αi ∈ Am.

Assim, dado β = (β0, ..., βm−1)σ(β) ∈ Am, temos

αβ = (αβ00 , ..., α
βm−1

m−1 )σ(β) ∈ StabAm(1),

onde estamos usando (γ0, ..., γm−1)σ = (γ0σ , ..., γ(m−1)σ). Isso implica que o
subgrupo StabG(1) = G ∩ StabAm(1) é normal em G, para todo subgrupo G de
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Am. De maneira geral, StabG(n) é um subgrupo normal deG, para todo subgrupo
G de Am. Note também que o subgrupo StabAm(n) é um subgrupo com ı́ndice
finito em Am. Mais que isso, Am é o limite inverso de {Am/StabAm(n)}∞n=0, ou
seja,

Am ' Lim←−−
Am

StabAm(n)

e assim cada automorfismo α ∈ Am pode ser visto como um produto infinito
α0α1...αn..., onde αn ∈ StabAm(n). Logo o fecho topológico de G, denotado por
G, é o conjunto de todos os produtos infinitos α0α1...αn..., com αn ∈ StabG(n)
(veja [20] para uma definição de limite inverso).

É fácil então ver que o fecho topológico de um subgrupo abeliano de Am é
também abeliano. Na verdade, o fecho topológico conserva a propriedade de ser
verbal. Tal afirmação S. N. Sidki provou em [22, página 8].

Fecho diagonal
Outro fecho importante é o chamado fecho diagonal. Dado α ∈ Am, defini-

mos, recursivamente,

α(0) = α, α(1) a m-upla (α, ..., α) e α(i+1) = (α(i))(1) para i ≥ 0.

Chamaremos de fecho diagonal de G ao subgrupo G̃ = 〈G(i)| i ≥ 0〉. Denote α(i)

por αti , assim

αa0(αa1)(1)(αa2)(2)(αa3)(3)... = αa0αa1t
1

+ αa2t
2

+ αa3t
3

+ ...

onde ai ∈ Z.

Subgrupo fechado por estado e fecho por estado
Um subgrupo G de Am é dito ser fechado por estado se para todo elemento

α = (α0, ..., αm−1)σ(α) de G segue que αy está em G, para todo y = 0, ...,m−1.
Em outros termos, G é fechado por estado se para todo α ∈ G implica que Q(α)

é um subconjunto de G. Se G é um subgrupo de Am, denote por Ĝ o fecho por
estado de G, isto é, o subgrupo de Am gerado por todos os estados de todos os
elementos de G.

Exemplo 1.1.10. Seja α = (α, ασ) em A2, onde σ = (0 1). Assim o grupo 〈α, σ〉
é o fecho por estado de 〈α〉. Em verdade, 〈α, σ〉 é isomorfo ao Lamplighter Group
C2 o C, onde o produto entrelaçado é restrito, C2 é o cı́clico de ordem 2 e C é o
cı́clico infinito. Tal afirmação será demonstrada na próxima seção.
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Quando Q(α) é finito, para α ∈ Am, então α é chamado de finito por estado.
Se todo elemento de G é finito por estado, então G é chamado finito por estado.
No Exemplo 1.1.10, o grupo 〈α, σ〉 além de ser fechado por estado é finito por
estado, pois é gerado pelos estados do autômato,

Figura 1.8

Vamos chamar um grupo transitivo e fechado por estado de recorrente se a
projeção π0 : FixG(0)→ G definida por

απ0 = ((α0, ..., αm−1)σ(α))π0 = α0

é sobrejetora, onde α ∈ G e 0σ(α) = 0.
Com relação aos fechos topológico e diagonal, A. M. Brunner e S. N. Sidki

demonstram que:

Proposição 1.1.11. ([3, página 459]) Seja A um grupo abeliano transitivo fe-
chado por estado. Então os fechos diagonal e topológico comutam quando apli-
cados a A. Além disso, o fecho diagonal-topológico A∗ = ˜̄A é um grupo abeliano
transitivo fechado por estado.

Mais que isso, eles mostram o seguinte resultado:

Teorema 1.1.12. ([3, página 463]) Seja A um grupo abeliano transitivo fechado
por estado de graum. Suponha queA∗ seja livre de torção. EntãoA∗ é um pro-m
grupo finitamente gerado.

Esses geradores são determinados da seguinte forma: sejam σ1, ..., σk ∈ Sm
tais que P (A) = 〈σ1, ..., σk〉. Escolha α1, ..., αk ∈ A tais que σ(αi) = σi, para
todo i = 1, ..., k. Então

A∗ = 〈α1, ..., αk〉∗.
Para A de torção eles mostram que:

Teorema 1.1.13. ([3, página 467]) Se A é um grupo abeliano transitivo fechado
por estado de torção, então o expoente de A é igual ao expoente de P (A).

Para mais detalhes consulte [3].
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1.2 Representações como grupo de automorfismos
da árvore

1.2.1 Representações de grau m
Dizemos que um grupo abstrato G possui uma representação de grau m se existe
um homomorfismo ϕ : G→ Am. Se ϕ é monomorfismo, então tal representação
é dita ser fiel. Se Gϕ é fechado por estado, transitivo ou finito por estado dizemos,
repectivamente, que a representação é fechada por estado, transitiva ou finita por
estado. Por vezes, chamaremos tanto ϕ como Gϕ de representação de G de grau
m.

Representação por classes laterais
Sejam G um grupo e H0, H1, H2, ..., Hn, ... subgrupos de G tais que

G = H0 > H1 > H2 > ... > Hn > ...

e [Hi−1 : Hi] = m, para todo i > 0. Seja Ti = {ti,0, ..., ti,m−1}, com ti,0 = 1, um
transversal de Hi em Hi−1. Então G age naturalmente por multiplicação à direita
sobre a árvore regular de classes laterais T dada graficamente por:

Figura 1.9: Árvore Regular de Classes Laterais.



1.2 Representações como grupo de automorfismos da árvore 19

Como T é isomorfa a Tm, como grafos, existe um homomorfismo natural
ϕ : G → Am. A representação ϕ é transitiva, além disso, se não existe um
subgrupo não trivial K de ∩∞i=0Hi e normal em G, então ϕ é fiel.

Exemplo 1.2.1. SejaG um grupo abeliano livre de rank infinito livremente gerado
por x1, x2, x3, x4.... Considere a seguinte lista

x2
1, x

4
1, x

8
1, x

16
1 , ...

x2
2, x

4
2, x

8
2, x

16
2 , ...

x2
3, x

4
3, x

8
3, x

16
3 , ...

...

Utilizando um argumento parecido com o de enumeração dos racionais por Can-
tor, podemos considerar os seguintes subgrupos de G,

H1 = 〈x2
1, x2, x3, x4...〉, H2 = 〈x4

1, x2, x3, x4...〉, H3 = 〈x4
1, x

2
2, x3, x4...〉,

H4 = 〈x4
1, x

2
2, x

2
3, x4...〉, H5 = 〈x4

1, x
4
2, x

2
3, x4...〉, H6 = 〈x8

1, x
4
2, x

4
3, x4...〉,

H7 = 〈x16
1 , x

4
2, x

4
3, x4...〉, H5 = 〈x16

1 , x
8
2, x

4
3, x

2
4, x5, ...〉, ..., Hn, ....

Note que G > H1 > H2 > ... > Hn > ..., [Hi+1 : Hi] = 2, para todo i =
1, 2, ..., n, ..., e ∩∞i=1Hi = {1}. Portanto, existe uma representação fiel de G em
A2. Na verdade, com o mesmo processo, existe um representação fiel de G em
Am, qualquer que seja m maior ou igual a 2.

1.2.2 Representações fechadas por estado
As representações fechadas por estado são, neste trabalho, as representações de
maior interesse.

Sejam G um grupo, H um subgrupo de ı́ndice m em G e f : H → G
um homomorfismo (também chamado de endomorfismo virtual). Escolha T =
{t0, t1, ..., tm−1} um transversal de H em G. Agora, cada g em G induz uma
permutação σ(g) : Y → Y com relação a T , dada por

iσ(g) = j ⇔ Htig = Htj, i, j = 0, ...,m− 1.

Note que tigt−1
j ∈ H , ou seja, tigt−1

iσ(g)
∈ H . Defina ϕ : G→ Am por

g 7→ ([t0gt
−1
0σ(g)

]fϕ, [t1gt
−1
1σ(g)

]fϕ, ..., [tm−1gt
−1
(m−1)σ(g)

]fϕ)σ(g).

Claramente ϕ é uma função bem definida.
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Proposição 1.2.2. ([19, página 8]) A função ϕ definida acima é um homomor-
fismo, onde Gϕ é fechado por estado, transitivo e

ker(ϕ) = 〈K 6 H|K CG, Kf 6 K〉,

chamado o f − core(H).

Demonstração. A demonstração é feita por indução sobre o comprimento |u| de
um vértice u ∈ Tm. Sejam g, h ∈ G. Temos, por um lado,

(gh)ϕ = ([t0ght
−1
0σ(gh)

]fϕ, ..., [tm−1ght
−1
(m−1)σ(gh)

]fϕ)σ(gh) =

= ([t0gt
−1
0σ(g)

t0σ(g)ht
−1
0σ(gh)

]fϕ, ..., [tm−1gt
−1
(m−1)σ(g)

t(m−1)σ(g)ht
−1
(m−1)σ(gh)

]fϕ)σ(gh).

E por outro

gϕhϕ = ([tigt
−1
iσ(g)

]fϕ)i∈Y σ(g).([tiht
−1
iσ(h)

]fϕ)i∈Y σ(h) =

= ([tigt
−1
iσ(g)

]fϕ[tiσ(g)ht
−1
iσ(h)σ(g)

]fϕ)i∈Y σ(g)σ(h).

É fácil ver que σ(gh) = σ(g)σ(h). Assim, para todo i ∈ Y segue que

i(gh)ϕ = iσ(gh) = iσ(g)σ(h) = ig
ϕhϕ .

Suponha por indução que o resultado vale para toda palavra com comprimento
menor ou igual que k. Assim para todo i ∈ Y e toda parlavra u de comprimento
k vale que

(iu)(gh)ϕ = iσ(gh)u(gh)ϕi , (iu)g
ϕhϕ = iσ(gh)u(gϕhϕ)i .

Por hipótese de indução, temos

u(gh)ϕi = u
[tigt

−1

iσ(g)
t
iσ(g)

ht−1

iσ(gh)
]fϕ

= u
[tigt

−1

iσ(g)
]fϕ[t

iσ(g)
ht−1

iσ(h)σ(g)
]fϕ

= u(gϕhϕ)i .

Segue que ϕ é homomorfismo. As outras afirmações são imediatas.

Se f − core(H) = 1, dizemos que f é simples, ou seja, G ' Gϕ e a
representação é fiel.

Exemplo 1.2.3. Seja G = C2 o C = 〈a〉 o 〈x〉. Então A = Tor(G) = 〈a〉〈x〉 e
G′ = 〈aax〉〈x〉. Considere H = G′〈x〉 e T = {1, a} um transversal de H em
G (note que [G : H] = 2). Não é difı́cil ver que H ' G e f : H → G o
homomorfismo que estende a função

aax 7→ a, x 7→ x
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é um isomorfismo. Agora, se K é um subgrupo não trivial de H , normal em G
e f -invariante, então K ∩ A também o é, pois nenhum subgrupo livre de torção
satisfaz tais propriedades. Como K ∩ A 6 G′ ∩ A = G′, segue que K ∩ A é
trivial, pois f diminui pela metade o comprimento de uma palavra não trivial em
{(aax)y; y ∈ 〈x〉}. Isso mostra que f é simples e G ' Gϕ. Como

aϕ = (0 1), xϕ = (xϕ, xϕaϕ)

segue que
G ' 〈α = (α, ασ), σ = (0 1)〉,

como no Exemplo 1.1.10.

Claramente o homomorfismo ϕ depende do transversal escolhido, logo ϕ =
ϕT . Abaixo, uma proposição que mostra que numa outra escolha de um transvesal
deH emG é produzida uma representação deG conjugada com a original por um
elemento bem determinado de Am.

Proposição 1.2.4. ([3, página 464]) Sejam

T = {t0, ..., tm−1}, T ′ = {t′0 = h0t0, ..., t
′
m−1 = hm−1tm−1}

dois transversais de H em G, onde h0, ..., hm−1 ∈ H . Sejam ϕT e ϕT ′ , como
acima. Então existe β ∈ Am tal que

gϕT = β−1gϕT ′β

para todo g ∈ G.

Demonstração. Sejam ϕ = ϕT e ϕ′ = ϕT ′ . Assim

gϕ = ([t0gt
−1
0σ(g)

]fϕ, [t1gt
−1
1σ(g)

]fϕ, ..., [tm−1gt
−1
(m−1)σ(g)

]fϕ)σ(g)

e

gϕ
′
= ([t′0g(t′0σ(g))

−1]fϕ, [t′1g(t′1σ(g))
−1]fϕ

′
, ..., [t′m−1g(t′(m−1)σ(g))

−1]fϕ
′
)σ(g),

para todo g ∈ G. Daı́

gϕ
′
= ([t′0g(t′0σ(g))

−1]fϕ, ..., [t′m−1g(t′(m−1)σ(g))
−1]fϕ

′
)σ(g) =

= ([h0t0g(h0σ(g)t0σ(g))
−1]fϕ, ..., [hm−1tm−1g(h(m−1)σ(g)t(m−1)σ(g))

−1]fϕ
′
)σ(g) =
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= (hfϕ
′

0 , ..., hfϕ
′

m−1)([t0gt
−1
0σ(g)

]fϕ
′
, ..., [tm−1gt

−1
(m−1)σ(g)

]fϕ
′
)σ(g)(hfϕ

′

0 , ..., hfϕ
′

m−1)−1

onde o automorfismo β0 = (hfϕ
′

0 , ..., hfϕ
′

m−1)−1 é independente de g. Replicando o
processo para cada gi = (tigt

−1
iσ(g)

)fϕ, vamos obter no infinito

gϕ
′
= β−1gϕβ

onde β = β0β1...βn... e βn+1 = β
(n+1)
n , com n inteiro não negativo.

Exemplo 1.2.5. Considere a representação ϕ de G = C2 o C, do Exemplo 1.2.3.
Assim Gϕ = 〈α = (α, ασ), σ = (0 1)〉. Escolha o transversal T ′ = {1, ax} =
{1, aaxa}. Como (aax)f = a, então

β0 = (e, aϕ
′
)−1 = (e, γ),

onde γ = (γ, γ)σ. Note que σα
−1

= (σα
−1
, σα

−1
)σ, ou seja, γ = σα

−1
. Daı́

β = (e, γ)(e, γ)(1)(e, γ)(2)... = (β, γβ) e

aϕ
′
= σβ = σα

−1

, xϕ
′
= αβ = α,

pois α e β comutam.

Proposição 1.2.6. Um grupo G é um grupo transitivo fechado por estado de grau
m se, e somente se, existem um subgrupo H de ı́ndice m em G e f : H → G um
endomorfismo simples.

Demonstração. A recı́proca segue da Proposição 1.2.2. Agora se G é um sub-
grupo transitivo e fechado por estado, então

π0 : FixG(0)→ G

α 7→ α0

é um endomorfismo simples e [G : FixG(0)] = m.

Em particular, fica demonstrado que se A é um autômato, então G(A) induz
um endomorfismo simples f : FixG(A)(0) → G(A). Mas será que dado um
autômato A sobre um alfabeto com m letras existem um subgrupo H de G(A)
e um endomorfismo f : H → G(A) que induzem os estados de A? Induz no
sentido que (G(A))ϕ = G(A). A resposta a essa pergunta é negativa, como mostra
a proposição.
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Proposição 1.2.7. Dado o autômato A,

Figura 1.10

não existem um subgrupo H de ı́ndice dois de G(A) e um endomorfismo simples
f : H → G(A) tais que (G(A))ϕ = G(A), onde ϕ é uma representação induzida
por f e H .

Demonstração. Note que

G(A) = 〈α = (α, α)(0 1)〉

e
α2 = (α2, α2) = e

ou seja, G(A) é uma representação transitiva e fechada por estado de C2 = 〈a〉.
Por outro lado, as únicas possibilidades para
i) um subgrupo H de G de ı́ndice dois;
ii) um endomorfismo simples f : H → G e
iii) um transversal T de H em G

são H = {1}, f o homomorfismo que leva 1 em 1 e T = {1, a}. Portanto, a única
representação ϕ : C2 → A2 transitiva e fechada por estado de grau dois induzida
por um endomorfismo simples é tal que

aϕ = ((1aa)fϕ, (aa1)fϕ)(0 1) = (0 1),

que é diferente da representação inicial.

Quando não houver confusão chamaremos uma representação tansitiva fe-
chada por estado de apenas representação fechada por estado.



CAPÍTULO 2

Endomorfismos de grupos metabelianos tipo
entrelaçado

Neste capı́tulo analisamos endomorfismos virtuais de grupos metabelianos tipo
entrelaçado. Com isso estamos querendo dizer que analisamos endomorfismos
virtuais de um produto entrelaçado restrito G = B oX , onde B e X são abelianos.

2.1 Endomorfismos de produtos semidiretos
Dizemos que um grupo K é metabeliano se seu subgrupo derivado K ′ é abeliano.
Agora, um grupoG é dito ser um produto semidireto do subgrupoA pelo subgrupo
X se G = AX , A é normal em G e A ∩X = {1}. Vamos supor que existem H
um subgrupo de ı́ndice finito m em G e um endomorfismo f : H → G. Defina
Y = AH ∩X , A0 = A ∩H e Ḣ = A0Y . Vamos supor também que A0 é normal
em G.

Proposição 2.1.1. Nessas condições, o ı́ndice de Ḣ em G é igual a m.

Demonstração. Note que m = [G : H] = [G : AH][AH : H] e [AH : H] = [A :
A ∩H], logo m1 = [A : A0] divide m. Analogamente, m2 = [X : Y ] divide m.
Afirmamos que m = m1m2. De fato, sejam S e T transversais, respectivamente,
de A0 em A e de Y em X . Pondo H = A0〈v(y)y| y ∈ Y 〉, onde v(y) ∈ A para
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todo y ∈ Y , temos

HST = A0〈v(y)y| y ∈ Y 〉ST = 〈v(y)y| y ∈ Y 〉(A0S)T =

= 〈v(y)y| y ∈ Y 〉AT = A〈v(y)y| y ∈ Y 〉T = A(Y T ) = AX = G.

Disto, segue que ST é um transversal de H em G e m = m1m2.
Como A0 é normal em G segue que é normal em AH , daı́

ḢST = A0Y ST = Y A0ST = Y AT = AY T = AX = G

Portanto, ST é um transversal de Ḣ em G. O resultado segue.

Suponha que [A, Y ] é subgrupo de A0 e H é normal. Então Y é normal em X ,
assim para todo g = ax ∈ G temos

(a0y)g = (a0y)ax = ag0[ax, y−x]yx ∈ A0Y,

para todo a0 ∈ A0 e todo y ∈ Y . Logo A0Y é normal em G e podemos enunciar
a proposição:

Proposição 2.1.2. Se H é normal em G e [A, Y ] é subgrupo de A0, então Ḣ é
normal em G.

Como corolário temos:

Corolário 2.1.3. Se A é abeliano e H é normal em G, então Ḣ é normal em G.

Demonstração. Se A é abeliano, então para todos a, b ∈ A e y ∈ Y temos

[a, y] = [a, by]

ou seja, [A, Y ] = [A,AY ] = [A,H]. Pela Proposição 2.1.2, segue que Ḣ é
normal.

Vamos analisar agora o caso onde o homomorfismo f : H → G é tal que Af0
é subgrupo de A. São inúmeros os casos onde isso ocorre, por exemplo, basta que
A seja de torção e X livre de torção.

Nesse caso, definimos µ : A0 → A por aµ0 = af0 . Claramente µ é um homo-
morfismo. Também definimos α : Y → X pondo yα = y′, onde y′ é obtido de
(ay)f = by′, onde a, b ∈ A. Afirmamos que α é um homomorfismo bem definido.
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De fato, se a1, a2, b1, b2 ∈ A e y′, y′′ ∈ Y , com y′ diferente de y′′, são tais que
(a1y)f = b1y

′ e (a2y)f = b2y
′′, então (a1y)f (a2y)−f = (a1a

−1
2 )f ∈ A, mas

(a1y)f (a2y)−f = b1y
′(y′′)−1b−1

2 = b1b
−y′′(y′)−1

2 y′(y′′)−1.

Ou seja, y′ = y′′, absurdo. Logo α está bem definido. Que α é homomorfismo é
claro. Se A é abeliano, vamos definir um homomorfismo ḟ de Ḣ em G que em
certo sentido é mais simples que f , pondo

ḟ : Ḣ(= A0Y )→ G

a0y 7→ aµ0y
α

para todo a0 ∈ A0 e todo y ∈ Y . Pela observação acima, ḟ é uma função.

Proposição 2.1.4. Se A é abeliano, então ḟ é um homomorfismo.

Demonstração. Para mostrar que ḟ é homomorfismo, precisamos provar que para
quaisquer a1, a2 ∈ A0 e quaisquer y1, y2 ∈ Y temos que

(a1y1a2y2)ḟ = (a1a
y−1
1

2 y1y2)ḟ = aµ1(a
y−1
1

2 )µyα1 y
α
2

e
(a1y1)ḟ (a2y2)ḟ = aµ1y

α
1 a

µ
2y

α
2 = aµ1(aµ2)

y−α1 yα1 y
α
2

são iguais. Ou seja, devemos provar que para quaisquer a0 ∈ A0 e y ∈ Y temos
(ay0)µ = (aµ0)y

α . Com efeito, sejam b, c ∈ A tais que by ∈ H e (by)f = cyα, então

(ay0)µ = (aby0 )f = (af0)(by)f = (aµ0)cy
α

= (aµ0)y
α

.

Como desejado.

E quanto a simplicidade, se f é simples, implica que sendo ḟ um homomor-
fismo ele é simples? Uma resposta parcial à essa pergunta é a seguinte.

Proposição 2.1.5. Se A é abeliano, CX(A) = {1} e f é simples, então ḟ é sim-
ples.

Demonstração. Seja K um subgrupo de Ḣ , normal em G e f -invariante. Consi-
dere K0 = K ∩ A0. Assim

K ḟ
0 = (K ∩ A0)ḟ 6 K ḟ ∩ A 6 K ∩ A = (K ∩H) ∩ A = K ∩ (H ∩ A) = K0.

Mas K ḟ
0 = Kf

0 , donde K0 é trivial. Logo [K,A] 6 K0 = {1}, ou seja, K 6
CX(A) = {1}. Portanto, ḟ é simples.
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Exemplo 2.1.6. Considere o grupo G = B o C, com B abeliano finito, e H um
subgrupo de ı́ndice finito m em G. Suponha que H ∩ Tor(G) é normal em G
e tome A = Tor(G) = ⊕x∈CB, X = C = 〈x〉, Y = AH ∩ X = 〈xr〉 e
A0 = A ∩H . Pela Proposição 2.1.5, H pode ser replicado por A0Y e a ação de
f pode ser dada por

(a0x
kr)f = af0x

ks,

onde af0 ∈ A e xrf = xs, para quaisquer a0 ∈ A0 e k inteiro. Se [G : H] = 2, os
endomorfismos simples podem ser considerados como acima, pois H ∩ Tor(G) é
normal em G.

Segue da Proposição 2.1.5 o seguinte corolário que será usado na próxima
seção.

Corolário 2.1.7. Nas hipóteses da Proposição 2.1.5, com [G : H] = p primo,
podemos supor que X 6 H .

Demonstração. De fato, podemos considerar H = A0Y . Como [G : H] é primo,
devemos ter [A : A0] = p ou 1. Se for o segundo caso, A é subgrupo de H , o que
não é possı́vel, pois f é simples, daı́ [A : A0] = p. Portanto, Y = X .

Suponha que Y = X . SejaK um subgrupo deA0 normal emA e f -invariante.
Logo KX é um subgrupo de A0 normal de G e f -invariante, pois

(KX)f = (Kf )X
f

6 KX .

Daı́ K = {1}. Assim, temos a seguinte proposição:

Proposição 2.1.8. Dadas as hipóteses acima, segue que f : A0 → A é um endo-
morfismo simples.

Note que se X é um subgrupo de H , segue que A0 é normal em G.

2.2 Endomorfismos de grupos tipo Lamplighter
Seja B um grupo abeliano finito. Então B é tal que

B = 〈b1〉 ⊕ ...⊕ 〈br〉,

com 〈bi〉 cı́clico de ordem ni. DefinimosGB,d como o produto entrelaçado restrito
de B por Cd, isto é, GB,d = B o Cd. Ao grupo GB,d chamaremos de grupo tipo
Lamplighter.
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Podemos olhar para GB,d como o produto semidireto AX , onde A = ⊕x∈XB
e X = Cd = 〈x1, ..., xd〉. Assim, cada elemento de GB,d tem a forma geral

(b
p1(x1,...,xd)
1 ...bpr(x1,...,xd)

r )(xs11 ...x
sd
d ),

onde pi(x1, ..., xd) é um elemento de (Z/niZ)〈X〉, para todo i = 1, ..., r, ou seja,
pi(x1, ..., xd) é um polinômio, com expoentes podendo ser negativos, sobre o anel
Z/niZ. Temos ainda

(b
p1(x1,...,xd)
1 ...bpr(x1,...,xd)

r )xsii = xsii (b
p1(x1,...,xd)x

si
i

1 ...b
pr(x1,...,xd)x

si
i

r ),

para todo i = 1, .., r.
Tome r = 1, B = 〈b〉, com |b| = n e denote GB,d por Gn,d. Suponha que

f : H → Gn,d é um endomorfismo simples e H é um subgrupo de ı́ndice m
em Gn,d tal que A0 = H ∩ A é normal em Gn,d. Temos que A é abeliano e
CX(A) = {1}. Pela Proposição 2.1.5, dado um elemento bp(x1,...,xd)xr11 ...x

rd
d de

H , a ação de f pode ser dada por

(bp(x1,...,xd)xr11 ...x
rd
d )f = b(p(x1,...,xd))µ(xr11 ...x

rd
d )α,

onde Y = AH ∩ X , α : Y → X é um homomorfismo e µ : I → A é um
homomorfismo de grupos abelianos entre os anéis I e A = (Z/nZ)〈X〉, com
I um ideal de A. De fato, temos que A pode ser visto como o anel de grupo
(Z/nZ)〈X〉 e A0 como um ideal de (Z/nZ)〈X〉, pois é normal em Gn,d. Assim
f : A0 → A é o homomorfismo µ : I → A. Note que α se estende a um
homomorfismo de grupos abelianos α : B → A, onde B = (Z/nZ)〈Y 〉. Se p ∈ I
e q ∈ B, então (bpq)µ = bp

µqα .
Se K = kerB(α), então IK é um ideal de A contido em kerI(µ), logo o

subgrupo 〈bIK〉 é um subgrupo de H , normal em G e f -invariante e, assim, trivial
se f é simples, neste caso, α é um monomorfismo.

Com essas observações e pela Proposição 2.1.5, temos a proposição:

Proposição 2.2.1. Seja f : H → Gn,d um endomorfismo, com H um subgrupo
de ı́ndice finito em Gn,d. Então f é simples se, e somente se, o único ideal de A
contido em I e µ-invariante é o ideal trivial {0}. Além disso, f simples implica
que α é um monomorfismo.

Vamos aplicar essa proposição para mostrar que Gn,2 = Cn o C2 pode ser
representado como um grupo de automorfismos fechado por estado de grau nn+2,
ou seja, vamos mostrar que existe um endomorfismo simples f : H → Gn,2 tal
que [Gn,2 : H] = nn+2.
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Exemplo 2.2.2. Considere Gn,2 = Cn o C2 = 〈a〉 o 〈x, y〉. Seja

H = 〈axn−1, ay−1〉〈x,y〉〈xn, y〉.

É fácil ver que [Gn,2 : H] = nn+2 eH∩A é normal emGn,2, ondeA = Tor(Gn,2).
Pela Proposição 2.1.5, se existe um endomorfismo simples f : H → Gn,2, então
podemos considerar f tal que

(〈axn−1, ay−1〉〈x,y〉)f 6 A, 〈xn, y〉f 6 〈x, y〉.

Vamos usar a notação da Proposição 2.2.1 e determinar µ e α de tal modo que f
fique bem definida e seja um endomorfismo simples. Veja que A é o anel de todos
os polinômios de duas variáveis x e y sobre o anel Z/nZ com expoentes em Z,
isto é, A = (Z/nZ)〈x, y〉. Veja, também, que o ideal I é o ideal de A gerado
pelos polinômios xn − 1 e y − 1. Escreva 〈x, y〉 = ⊕n−1

i=0 x
i〈xn, y〉, assim

A = (Z/nZ)〈x, y〉 =
n−1⊕
i=0

(Z/nZ)〈xn, y〉xi

e
I = (Z/nZ)〈x, y〉(xn − 1) + (Z/nZ)〈x, y〉(y − 1) =

=
n−1∑
i=0

(Z/nZ)〈xn, y〉xi(xn − 1) +
n−1∑
i=0

(Z/nZ)〈xn, y〉xi(y − 1).

Se r(x, y) ∈ A, podemos escrever

r(x, y) = s(1, y) + s′(x, y)(x− 1) = r(x, 1) + r′(x, y)(y − 1),

assim, se r(x, y) ∈ I, então

r(x, y) =
n−1∑
i=0

ri(x
n, y)xi(xn − 1) +

n−1∑
i=0

si(x
n, y)xi(y − 1) =

=
n−1∑
i=0

(ri(x
n, 1) + r′i(x

n, y)(y − 1))xi(xn − 1)+

+
n−1∑
i=0

(si(1, y) + s′i(x
n, y)(xn − 1))xi(y − 1) =
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=
n−1∑
i=0

ri(x
n, 1)xi(xn − 1) +

n−1∑
i=0

si(1, y)xi(y − 1)+

+
n−1∑
i=0

(r′i(x
n, y) + s′i(x

n, y))xi(xn − 1)(y − 1).

Essa escrita é única. Defina µ : I → A por

(r(x, y))µ =
n−1∑
i=0

ri(y, 1)xi(y − 1) +
n−1∑
i=0

si(1, x)xi(x− 1)+

+
n−1∑
i=0

(r′i(y, x) + s′i(y, x))xi(y − 1)(x− 1).

Agora, defina α : 〈xn, y〉 → 〈x, y〉 o homomorfismo que estende a função

xn 7→ y, y 7→ x.

Pela Proposição 2.1.4, para que f seja um homomorfismo bem definido, devemos
ter (r(x, y)xn)µ = r(x, y)µy e (r(x, y)y)µ = r(x, y)µx. De fato

r(x, y)xn =
n−1∑
i=0

ri(x
n, 1)xnxi(xn − 1) +

n−1∑
i=0

si(1, y)xi(y − 1)+

+
n−1∑
i=0

((r′i(x
n, y) + s′i(x

n, y))xn + si(1, y))xi(xn − 1)(y − 1).

e

(r(x, y)xn)µ =
n−1∑
i=0

ri(y, 1)yxi(y − 1) +
n−1∑
i=0

si(1, x)xi(x− 1)+

+
n−1∑
i=0

((r′i(y, x) + s′i(y, x))y + si(1, x))xi(y − 1)(x− 1) = r(x, y)µy.

Agora

r(x, y)y =
n−1∑
i=0

ri(x
n, 1)xi(xn − 1) +

n−1∑
i=0

si(1, y)yxi(y − 1)+
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+
n−1∑
i=0

((r′i(x
n, y) + s′i(x

n, y))y + ri(x
n, 1))xi(xn − 1)(y − 1).

e

(r(x, y)y)µ =
n−1∑
i=0

ri(y, 1)xi(y − 1) +
n−1∑
i=0

si(1, x)xxi(x− 1)+

+
n−1∑
i=0

((r′i(y, x) + s′i(y, x))x+ ri(y, 1))xi(y − 1)(x− 1) = r(x, y)µx.

Como desejado.
Vamos mostrar que f é simples. Seja J um ideal de A, contido em I e µ-

invariante. Suponha que J é não trivial. Podemos supor que os expoentes de
r em x e y são positivos, pois J é um ideal. Seja r(x, y) ∈ J \ {0} tal que
δ(r(x, y)) é mı́nimo na ordem lexicográfica. Daı́ r(x, y)µ = 0, pois δ(rµ) < δ(r).
Mas

r = r0 + r1x+ ...+ rn−j−1x
n−j−1 + rn−jx

n−j + ...+ rn−1x
n−1

com

ri = r
(1)
i (xn)(xn − 1) + r

(2)
i (y)(y − 1) + r

(3)
i (xn, y)(xn − 1)(y − 1).

Aplicando µ

rµ = rµ0 + rµ1x+ ...+ rµn−j−1x
n−j−1 + rµn−jx

n−j + ...+ rµn−1x
n−1

com

rµi = r
(1)
i (y)(y − 1) + r

(2)
i (x)(x− 1) + r

(3)
i (y, x)(y − 1)(x− 1).

Assim

r = r0 + r1x+ ...+ rn−j−1x
n−j−1 + xn−j(rn−j + ...+ rn−1x

j−1),

rµ = rµ0 + rµ1x+ ...+ rµn−j−1x
n−j−1 + xn−j(rµn−j + ...+ rµn−1x

j−1)

e

xjr = r0x
j + r1x

j+1 + ...+ rn−j−1x
n−1 + xn(rn−j + ...+ rn−1x

j−1),

(xjr)µ = rµ0x
j + rµ1x

j+1 + ...+ rµn−j−1x
n−1 + x(rµn−j + ...+ rµn−1x

j−1).
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Logo

(x−j)(xjr)µ = rµ0 + rµ1x+ ...+ rµn−j−1x
n−j−1 + x1−j(rµn−j + ...+ rµn−1x

j−1)

e
rµ − x−j(xjr)µ = x1−j(xn−1 − 1)(rµn−j + ...+ rµn−1x

j−1).

Assim
(xn−1 − 1)(rµn−j + ...+ rµn−1x

j−1) ∈ J

e daı́
(xn−1 − 1)rµj ∈ J ,∀j = 0, ..., n− 1.

Para j > 0 temos

δ((xn−1 − 1)rµj ) 6 δ(rj) < δ(rjx
j) < δ(r),

daı́ rj = 0, para todo j = 1, ..., n− 1. Com isso

r = r0 = r
(1)
0 (xn)(xn − 1) + r

(2)
0 (y)(y − 1) + r

(3)
0 (xn, y)(xn − 1)(y − 1).

Como rµ = 0 e r possui a forma acima, só podemos ter r = 0, absurdo. Pela
Proposição 2.2.1, f é simples.

Podemos generalizar as ideias que aparecem nesse exemplo para mostrar que
o grupo

Gn,d = Cn o Cd = 〈a〉 o 〈x1, ..., xd〉,

tem uma representação fechada por estado de grau nn+d. Basta tomar

H = 〈axn1−1, ax2−1, ..., axd−1〉〈x1,...,xd〉〈xn1 , x2, ..., xd〉,

α : H → Gn,d como o homomorfismo que estende a função

xn1 7→ xd, x2 7→ x1, ..., xd 7→ xd−1

e µ : I → A o homomorfismo de grupos abelianos análogo ao do Exemplo 2.2.2,
respeitando a escrita única de cada elemento de I e a definição de α, que teremos
um endomorfismo simples f : H → G. Note que [G : H] = nn+d. Assim
podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 2.2.3. O grupo G = Ck
n o Cd, possui uma representação fechada por

estado de grau nk(n+d), para todos d ≥ 2 e k ≥ 1.
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Demonstração. Considere

G = Ck
n o Cd = 〈a1, ..., ak〉 o 〈x1, ..., xd〉.

Tome H como o subgrupo

〈ax
n
1−1
i , ax2−1

i , ..., axd−1
i | i = 1, ..., k〉〈x1,...,xd〉〈xn1 , x2, ..., xd〉.

Veja que [G : H] = nk(n+d). Defina f : H → G análoga à observação acima.

No Capı́tulo 3, veremos que o grupo GB,1 = B o C possui uma representação
fechada por estado de grau |B|. Já no Teorema 2.2.3, a representação de Ck

n o
Cd é de grau |Ck

n|n+d. Naturalmente, nos perguntamos se é possı́vel ter uma
representação com grau |Ck

n|, ou seja, um autômato sobre um alfabeto com |Ck
n|

letras. Na seção seguinte, supondo que n é primo e k = 1, demonstramos que isso
não ocorre.

2.3 Não existência de endomorfismo simples de grau
primo para Gp,d, d ≥ 2

Nesta seção demonstramos que não existe endomorfismo simples de grau primo
para Gp,d, onde p é primo e d é maior ou igual a 2.

Proposição 2.3.1. Sejam M = (mij)d×d uma matriz quadrada de ordem d ≥ 2, r
um inteiro não nulo, t = det(M) e K um corpo. Se u1, ..., ud ∈ K〈x1, ..., xd〉 são
tais que

(xrmi11 ...xrmidd − 1)uj = (x
rmj1
1 ...x

rmjd
d − 1)ui,

para todos 1 ≤ i < j ≤ d, então t = 0 ou ui ∈ I = 〈xr1− 1, ..., xrd− 1〉ideal, para
todo i = 1, ..., d.

Demonstração. Vamos aplicar indução sobre d ≥ 2. Seja então d = 2. Suponha
que p = p(x1, x2) ∈ K〈x1, x2〉 é um fator comum não constante de xrm11

1 xrm12
2 −1

e xrm21
1 xrm22

2 − 1. Módulo p temos

(xrm11
1 xrm12

2 )m22 .(xrm21
1 xrm22

2 )−m12 = 1 = xrm11m22−rm21m22
1 xrm12m22−rm12rm22

2 =

= xrm11m22−rm21m22
1 = xrt1 ,
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isto é, p|(xrt1 − 1). Analogamente, p|(xrt2 − 1). Logo, existem q = q(x1, x2) e
q′ = q′(x1, x2) em K〈x1, x2〉 tais que

xrt1 − 1 = pq, xrt2 − 1 = pq′.

Desde que K〈x1, x2〉 é domı́nio de fatoração única, então p, q ∈ K〈x1〉 e p, q ∈
K〈x2〉. Portanto, p ∈ K, uma contradição. Concluı́mos que

(xrm21
1 xrm22

2 − 1)|u1, (xrm11
1 xrm12

2 − 1)|u2

e u1, u2 ∈ I = 〈xr1 − 1, xr2 − 1〉ideal.
Suponha agora que d ≥ 3 e que a afirmação é verdadeira para d−1. Suponha,

por absurdo, que det(M) 6= 0 e, sem perda de generalidade, que u1 não é um
elemento de I. Denote por Mij a matriz obtida de M suprimindo sua linha i e sua
coluna j. Fazendo xi = 1 (1 ≤ i ≤ d) em

(xrm11
1 xrm12

2 ...xrm1d
d − 1)ui = (xrmi11 xrmi22 ...xrmidd − 1)u1

com i 6= 1, vamos obter, por hipótese de indução, det(Mij) = 0 para todo (i, j),
onde i 6= 1. Assim

det(M) =
d∑
i=1

(−1)i+jmijdet(Mij) = (−1)1+jm1jdet(M1j),

para todo j = 1, ..., d. Por outro lado, det(M) =
∑d

j=1(−1)1+jmijdet(M1j) e daı́

d∑
j=1

det(M) =
d∑
j=1

(−1)1+jmijdet(M1j) = det(M),

ou seja
(d− 1)det(M) = 0⇒ det(M) = 0.

Uma contradição. A proposição segue.

Suponha que H é um subgrupo de ı́ndice q em Gp,d, com q primo, e f : H →
G é um endomorfismo simples. Assim [Gp,d : AH] = 1 ou q. Se [Gp,d : AH] = q,
então [AH : H] = 1 e A é um subgrupo de H , o que não ocorre pois f é simples.
Daı́ [Gp,d : AH] = 1 e Y = AH ∩ X = X . Como A é abeliano, segue que
A0 = H ∩ A é normal em Gp,d. Pelo Corolário 2.1.7, podemos supor H = A0X .
Usando a notação da Proposição 2.2.1, vamos provar que existe um ideal não
trivial J de A e µ-invariante.
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Proposição 2.3.2. Seguindo as notações da Proposição 2.2.1, com n = p e [Gp,d :
H] = q, com q primo, existe um ideal não trivial J de A e µ-invariante.

Demonstração. Note que A/I é finito, então se r é o expoente do grupo das
unidades do anel quociente A/I, segue que o ideal I contém o ideal

J = 〈xr1 − 1, ..., xrd − 1〉ideal.

Pela Proposição 2.2.1, α : X → X é monomorfismo, logo existe uma matriz
M = (mij)d×d, com det(M) 6= 0, tal que

xαi = xrmi11 ...xrmidd

para todo i = 1, ...d. Pondo (xri − 1)µ = ui e tomando i 6= j, temos por um lado

((xri − 1)(xrj − 1))µ = (xri − 1)µ(xrj − 1)α = (x
rmj1
1 ...x

rmjd
d )ui

e por outro

((xrj − 1)(xri − 1))µ = (xrj − 1)µ(xri − 1)α = (xrmi11 ...xrmidd )uj,

ou seja, (xrmi11 ...xrmidd − 1)uj = (x
mj1
1 ...x

mjd
d − 1)ui, para todos 1 ≤ i < j ≤ d.

Pela Proposição 2.3.1, temos que ui ∈ J para todo i = 1, ..., d. Portanto, J é um
ideal de A, contido em I e µ-invariante.

Por essa proposição e pela Proposição 2.2.1, temos o teorema:

Teorema 2.3.3. Não existe endomorfismo simples f : H → Gp,d tal que o ı́ndice
[Gp,d : H] é primo, onde p é primo.



CAPÍTULO 3

Representações fechadas por estado de grupos
Lamplighter generalizados

Neste capı́tulo passaremos a classificar agumas representações fechadas por es-
tado de grupos da forma GB,1 = B o C, com B grupo abeliano finito. Silva e
Steinberg chamam tais grupos de grupos Lamplighter generalizados. Também
demonstraremos que um grupo abeliano livre de rank infinito não possui uma
representação transitiva fechada por estado de grau p, com p primo. Como con-
sequência, o grupo C o C também não possui tal representação.

3.1 Representações de grupos Lamplighter genera-
lizados

Aqui analisaremos dois autômatos que definem GB,1, para logo em seguida enun-
ciar um resultado geral sobre representações que induzem ou são induzidas por
autômatos de tais tipos.

Autômato de Silva e Steinberg
Dado um autômatoA = (Q,Γ, f, l), uma letra a ∈ Γ é dita ser resetada se para

quaisquer α, β ∈ Q tem-se que α|a = β|a, onde α|a = (α, a)l e β|a = (β, a)l.
Ou seja, a letra a reseta o autômato A para o estado η = α|a. Se toda letra de um
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autômato é resetada, chamaremos tal autômato de autômato resetado.
Agora, considere G um grupo finito. Defina a máquina de Cayley C(M), em

relação a G, como o autômato C(G) = (G,G, ∗, ∗), onde ∗ é a operação de G, ou
seja, o alfabeto e o conjunto de estados são dados por G e as funcões de mudança
e de saı́da são dadas pela operação de G. Como exemplo, C(C3) é dado por

Figura 3.1: Diagrama de C(C3).

Note que o grupo G(C(C3)) gerado por C(C3) é dado por

G(C(C3)) = 〈α = (α, β, γ), β = (β, γ, α)(0 1 2), γ = (γ, α, β)(0 2 1)〉.

Vale que G(C(C3)) ' G(C(C3)−1) ' C3 o C. De maneira mais geral, Silva e
Steinberg demonstraram que:

Teorema 3.1.1. ([24]) Se B é um grupo abeliano finito não trivial, então C(B)−1

é um autômato resetado e G(C(B)−1) ' G(C(B)) ' B o C.

Dando assim uma representação fechada por estado de grau |B| para B o C.
Pela definição da Máquina de Cayley, é fácil ver que

G(C(B)) = 〈α0, ..., α|B|−1〉,

onde
αi = (α(0)σ(αi) , ..., α(|B|−1)σ(αi))σ(αi)
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e σ(αi) é a permuatação induzida emB por bi, com {b0, ..., b|B|−1} uma enumeração
de B. Podemos supor que b0 = 1, assim

α0 = (α0, α1, ..., α|B|−1).

Como C(B)−1 é resetado, segue que

G(C(B)−1) = 〈α0, α0σ(α1)−1, ..., α0σ(α|B|−1)−1〉.

Daı́

G(C(B)−1) = 〈α0, σ(α1)−1, ..., σ(α|B|−1)−1〉 = 〈σ(α1)−1, ..., σ(α|B|−1)−1〉 o 〈α0〉,

onde 〈σ(α1)−1, ..., σ(α|B|−1)−1〉 ' B e 〈α0〉 ' C. Por fim, note que

〈α0〉 6 FixG(C(B)−1)(0) = StabG(C(B)−1)(1).

Para mais detalhes consulte [14] e [24].

Autômato de Bartholdi e Sunik
Parecido com o autômato anterior, esse autômato também é definido sobre

grupos da forma GB,1 = B o C, mas B = Ck
n, para n ≥ 2 e k inteiro positivo.

Considere o alfabeto Γ = Z/nZ, o conjunto de estados Q = (Z/nZ)k e um
polinômio mônico p(t) = a0 +a1t+ ...akt

k de grau k que é invertı́vel sobre o anel
(Z/nZ)[[t]]. Assim podemos considerar a0 invertı́vel em Z/nZ e ak = 1. Defina
a função g : Γk+1 → Γ por (x0, x1, ..., xk)g = akx0 + ak−1x1 + ...+ a0xk. Agora
defina o autômato Ap = (Q,Γ, f, l), onde

((x1, ..., xk), x)f = ((x1, ..., xk), x)g e ((x1, ..., xk), x)l = (x2, ..., xk, x)

para todo x ∈ Γ e todo (x1, ..., xk) ∈ Q.
Como exemplo, as funções f e l do autômato A1+t, onde n = 3 e k = 1, são

dadas por (x, y)f = x + y e (x, y)l = y, para todos x, y ∈ Γ = Q = Z/nZ. Em
particular, esse autômato é equivalente ao autômato da Figura 3.1.

Em [5], Bartholdi e Sunik, provam que:

Teorema 3.1.2. ([5, página 8]) O autômatoAp é tal que G(Ap) é isomorfo aGB,1,
onde B = Ck

n.

Para tanto, eles demonstram que G(Ap) é o grupo de automorfismos

〈σ, σ(1), ..., σ(k−1), α〉
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de Tn, onde σ = (0 1 ... n− 1) e α é o automorfismo obtido quando se faz corres-
ponder cada elemento u = a0a1a2...ar de Tm a um polinômio

pu(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + ...+ art

r sobre Z/nZ

e define
uα = [p(t)pu(t)],

onde [p(t)pu(t)] é o polinômio de grau no máximo r formado pelos r+1 primeiros
termos do polinômio p(t)pu(t). Por exemplo, se p(t) = pu(t) = 1 + t, então
[p(t)pu(t)] = 1 + 2t. Note que no grupo de automorfismos 〈σ, σ(1), ..., σ(k−1), α〉,
0α = 0 e a ordem de α é infinita, assim α ∈ FixG(Ag)(0). Para mais detalhes
consulte [3].

Observe também, que esses dois autômatos nem sempre são equivalentes, pois
FixG(Ag)(0) nem sempre é normal em G(Ag), enquanto que FixG(C(B)−1)(0) é
normal em C(B)−1. Mais ainda, o primeiro autômato tem grau |B|, enquanto que
o segundo tem grau n.

Mas temos uma semelhança entre esses dois eles, qual seja, o endomorfismo
ϕ : FixG(0)→ G é sobrejetor em cada um deles, logo, recorrente. Pela Proposição
2.1.8, segue que podemos garantir que essas representações induzem representações
do grupo ⊕CB (ou ⊕CCk

n) de grau |B| (ou n). De maneira mais geral, temos:

Proposição 3.1.3. Se f : H → GB,1 é um endomorfismo simples de grau n,
onde H se projeta sobrejetivamente sobre C, então f : A0 → A é simples, com
A0 = H ∩ A e A = ⊕CB.

Logo, de um endomorfismo simples de produto entrelaçado passamos para um
endomorfismo simples de um grupo abeliano. Pelo Teorema 1.1.13, o expoente
de B e n estão ligados. Quando n = p é primo, o expoente de B só pode ser p, ou
seja, B deve ser um grupo p-abeliano elementar. Na próxima seção analisaremos
representações fechadas por estado de grupos do caso mais “simples”, quando
B = Cp.

3.2 Representações do grupo Lamplighter Cp o C
Demonstraremos aqui, que uma representação fechada por estado de um grupo
Lamplighter Gp,1 = Cp o C é equivalente a apenas dois tipos de representações.
Tais tipos estão explı́citos nos Teoremas 3.2.1 e 3.2.3.
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Teorema 3.2.1. Suponha queH é um subgrupo normal deGp,1 de ı́ndice p. Então
cada representação fechada por estado de Gp,1 sobre a árvore uniraiz p-regular
com respeito a H é reduzida a ϕ : Gp,1 → Ap, onde

a 7→ aϕ = σ = (0 1 ... p− 1)

x 7→ xϕ = ξ = (ξn, ξnσu(ξ), ..., ξnσu(ξ)(p−1))

para algum inteiro n e algum polinômio de Laurent u(x) ∈ K〈x〉, tais que
mdc(p, n) = 1 e u(1) 6= 0.

Demonstração. Seja f : H → Gp,1 um endomorfismos simples. Pela Proposição
2.1.5, podemos substituir H por A0〈x〉 = G′〈x〉 e f por um par de homomor-
fismos (µ, α), tais que µ : I → A, com I ' A0 e A ' A, e α : X → X é
monomorfismo, com X ' C ' 〈x〉. Seja n tal que xα = xn. Como I corres-
ponde ao ideal 〈x− 1〉 de A = K〈x〉, segue que

µ : p(x)(x− 1) 7→ p(x)α(x− 1)µ = p(xn)u(x),

para todo p(x) ∈ A. Como f é simples, pela Proposição 3.1.3, segue que µ é
simples, logo mdc(u(x), x− 1) = 1, ou seja, u(1) 6= 0.

Agora suponha que n = pn′. Assim

(p(x)(x− 1)2)µ = (p(x)(x− 1))α(x− 1)µ = p(xn)(xn − 1)u(x) =

= p(xn)(xn
′ − 1)pu(x) = t(x)(x− 1)2,

ou seja, o ideal J = I(x− 1)2 é µ-invariante, absurdo. Logo mdc(p, n) = 1.
Podemos tomar T = {1, a, a2, ..., ap−1} como um transversal de H em G.

Note que x induz a permutação trivial em T , pois x ∈ H e H é normal. Com
relação a esse transversal e a f , obtemos a seguinte representação de Gp,1:

aϕ = ([aiaa−i−1]fϕ)i=0,...,p−1(0 1 ...p− 1) = (0 1 ...p− 1) = σ

e

xϕ = ([aixa−i]fϕ)i=0,...,p−1 = ([xaix−i]fϕ)i=0,...,p−1 = ([xa(x−1)i]fϕ)i=0,...,p−1 =

= (xϕaϕu(xϕ)i)i=0,...,p−1,

ou seja, xϕ = ξ = (ξn, ξnσu(ξ), ..., ξnσµ(ξ)(p−1)).
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Agora, vamos mostrar que se escolhermos n e u(x) tais que mdc(p, n) = 1 e
u(1) 6= 0, então f que é induzida por α : X → X e µ : I → A, tais que

xα = xn, (p(x)(x− 1))µ = p(xn)u(x), ∀ p(x) ∈ A,

é simples. De fato, se Φn(x) = (xn − 1)/(x − 1), então Φn(1) 6= 1, pois
mdc(p, n) = 1. Agora se p(x)(x − 1)j é um polinômio não nulo de I, com
j > 1 e p(1) 6= 0, então

(p(x)(x− 1)j)µ = ((x− 1)j−1p(x))α(x− 1)µ = (xn − 1)j−1p(xn)u(x) =

= (x− 1)j−1(Φn(x)j−1p(xn)u(x)).

Como Φn(1)j−1p(1)u(1) 6= 0, segue que (p(x)(x−1)j)µ
j não está em I. Portanto,

µ é simples e, assim, f é simples. Podemos então enunciar:

Proposição 3.2.2. Se mdc(p, n) = 1 e u(x) ∈ K〈x〉 é tal que u(1) 6= 0, então o
subgrupo

〈σ = (0 1 ... p− 1), ξ = (ξn, ξnσu(ξ), ..., ξnσu(ξ)(p−1))〉

de Ap é um subgrupo transitivo fechado por estado e isomorfo a Gp,1.

No caso em que H não é normal em Gp,1 e [Gp,1 : H] = p, segue que G =
AH , logo AH ∩ X = X , ou seja, H se projeta sobrejetivamente sobre X . Daı́
A0 = A ∩ H é normal em G e ainda podemos usar a Proposição 2.1.5. Assim
podemos considerar T = {1, a, ..., ap−1} um transversal de H em Gp,1. Como H
não é normal, x induz uma permutação τ não trivial em T .

Afirmamos que τ é definida por τ : i 7→ ic, para todo i ∈ {0, 1, ..., p − 1},
com c ∈ {1, ..., p} fixo. De fato, temos que aixa−j = xaix−j ∈ H , onde iτ = j.
Mas aix−j está em A, logo em A0. Olhando A0 ' I e A ' A = K〈x〉, como
A/I = K, segue que I = 〈x− c〉 e j = ic. Como desejado.

Aplicando argumento análogo ao do Teorema 3.2.1 e Proposição 3.2.2, obte-
mos a seguir o teorema mais geral:

Teorema 3.2.3. Suponha que H é um subgrupo de Gp,1 de ı́ndice p. Então cada
representação fechada por estado de Gp,1 sobre a árvore uniraiz p-regular com
respeito a H é reduzida a ϕ : Gp,1 → Ap, onde

a 7→ aϕ = σ = (0 1 ... p− 1)

x 7→ xϕ = ξ = (ξn, ξnσu(ξ), ..., ξnσu(ξ)(p−1))τ

onde τ : i 7→ ic (mod p), com c ∈ {1, ..., p} e n e o polinômio de Laurent u(x) ∈
K〈x〉 são tais que mdc(p, n) = 1 e u(c) 6= 0.
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Se u(x) = 1 e n = 1, então a representação ϕ : Gp,1 → Ap é dada por

a 7→ aϕ = σ = (0 1 ... p− 1)

x 7→ xϕ = ξ = (ξ, ξσ, ..., ξσ(p−1))τ.

Note que essa representação é finita por estado; de fato, Gϕ pode ser gerado pelos
p estados de ξ. Para p = 2 temos a representação clássica do grupo Lamplighter
G2,1 = C2 o C, dada por a 7→ σ = (0 1) e x 7→ ξ = (ξ, ξσ). Agora, se p =
3, então a 7→ σ = (0 1 2) e x 7→ ξ = (ξ, ξσ, ξσ2)(1 2), que é equivalente à
representação induzida pelo autômato de [6]. Agora, o autômato de Lp,1 = Cp oC,
definido em [5] e discutido na seção anterior, induz uma representação equivalente
à representação de Gp,1 dada no Teorema 3.2.3, onde os autores definem Ln,d =
Cd
n o C.

3.3 Não existência de representação de grau primo
para um grupo abeliano livre de rank infinito

Como o tı́tulo diz, nesta seção demonstraremos que não existe uma representação
transitiva fechada por estado de grau primo para um grupo abeliano livre de rank
infinito.

Considere α = (e, ..., e, αt
i−1

)σ ∈ Ap, onde p é primo, i é um inteiro positivo,
αt

k
= α(k) é a m-upla (αk−1, ..., αk−1) e σ = (0 1... p − 1). Os estados de α

são α, αt, ..., αti−1 . Defina Dp(i) como o subgrupo de Ap gerado pelos elementos
α, αt, ..., αt

i−1 . É fácil ver que Dp(i) é um grupo abeliano transitivo, fechado por
estado e diagonalmente fechado.

Proposição 3.3.1. Se β ∈ Dp(i), então β é um estado de βn para todo n inteiro
positivo.

Demonstração. Basta mostra para α, isto é, α é um estado de αn, para todo n
inteiro positivo. Se n = 1, o resultado é óbvio. Como αn+1 = αnα e os estados
de αnα são potências αr, onde r < n + 1, segue, por hipótese de indução, que α
é um estado de αn+1.

Considere A um subgrupo abeliano livre de torção transitivo e fechado por
estado de Ap. Seja i o menor dos inteiros positivos j’s tais que

βp ∈ StabA(j) \ StabA(j + 1),
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para β variando em A \ StabA(1). O próximo resultado será usado e pode ser
encontrado em [3, Teorema 9].

Teorema 3.3.2. (Brunner e Sidki) Sejam A um subgrupo abeliano livre de torção
transitivo e fechado por estado deAp e β ∈ A\StabA(1), tal que βp ∈ StabA(i)\
StabA(i + 1), onde i é como acima. Então A∗ = 〈β〉∗ e, assim, A∗ é conjugado
para Dp(i).

Vamos mostrar que um grupo abeliano livre fechado por estado e transitivo
possui rank finito.

Teorema 3.3.3. Todo subgrupo abeliano livre transitivo fechado por estado de
Dp(i) possui rank menor ou igual a i.

Demonstração. Suponha por absurdo, que exista um subgrupo A abeliano livre
transitivo fechado por estado de Dp(i) com rank maior que i. Como Dp(i) é um
Zp-módulo topologicamente gerado por α, αt, ..., αti−1 , podemos encontrar um
conjunto

{αq1(t), αq2(t), ..., αqn(t), ...}

de geradores livres de A, onde n > i,

qj(t) ∈ {p(t) = a0 + a1t+ ...+ ai−1t
i−1; ar ∈ Zp, r = 0, ..., i− 1}

para todo j = 1, 2, ..., o primeiro nı́vel da ação não trivial desses elementos é
estritamente decrescente e αq1 age não trivialmente no nı́vel 1 da árvore Tp. Tome
o menor inteiro positivo s tal que αqs(t) está em StabA(i). Como αqs(t) ∈ Dp(i) e
αqs(t) não age no nı́vel i, existem b1(t), ..., bi(t) ∈ Zp[t] tais que

αqs(t) = αpb1(t)αptb2(t)...αpt
i−1bi(t) = βp,

onde β = αb1(t)αtb2(t)...αt
i−1b1(t). Pela Proposição 3.3.1, β é um estado de βp,

logo β ∈ A. Daı́ existem inteiros l1, ..., lk tais que

β = αl1q1(t)αl2q2(t)...αlsqs(t)...αlkqk(t) = αl1q1(t)αl2q2(t)...βlsp...αlkqk(t)

e
αqs(t) = αpl1q1(t)αpl2q2(t)...αplsqs(t)...αplkqk(t).

Pela independência linear, devemos ter αqs(t)(1−pls) = e, ou seja, pls = 1, um
absurdo.
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Segue o corolário:

Corolário 3.3.4. Um grupo abeliano livre A de rank infinito não pode ser transi-
tivo e fechado por estado de grau p, com p primo.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que A é transitivo fechado por estado de
grau p. Seja i como acima. Pelo Teorema 3.3.2, A é conjugado para Dp(i) e, pelo
Teorema 3.3.3, A deve ter rank menor ou igual a i, uma contradição.

Duas questões, que penso naturais, são: Existe uma representação fechada
por estado de grau m de um grupo abeliano livre de rank infinito, onde m não
é primo? Existe uma representação fechada por estado de grau p primo de um
produto semidireto G = A o L, onde A é abeliano livre de rank infinito e L é
finito? Ainda não temos respostas para essas duas questões, mas a segunda vale
para grau composto, como mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 3.3.5. Seja G = (⊕∞i=1C) o C2 = (⊕∞i=1〈ai〉) o 〈x〉, onde a ação de x
sobre G é dada por ax1 = a2, ax1 = a1 e axi = ai, com i > 2. Então existe uma
representação fechada por estado de grau 4 de G. De fato, seja

H = 〈a2
1, ai| i = 2, 3, 4, ...〉

e f : H → G o homomorfismo que estende a função

a2
1 7→ a2, a2 7→ a1, a3 7→ a2, ....

Note que [G : H] = 4. Seja a = ar11 ...a
rn
n ∈ H . Assim existe s tal que ou

af
s
/∈ H ou af

s
= a2l

1 a
−l
2 , para algum número inteiro l, ou seja, af

s+1
= 1. Mas

(a2l
1 a
−l
2 )x = a−l1 a

2l
2 e (a−l1 a

2l
2 )f

k
/∈ H , para algum inteiro positivo k. Logo f é um

endomorfismo simples. A representação de G induzida por f é dada por

x 7→ σ = (0 2)(1 3), a1 7→ α1 = (e, α1, α1, α1)(0 1),

a2 7→ α2 = (α1, α1, e, α1)(2 3), ai 7→ αi = (αi−1, αi−1, αi−1, αi−1), i > 2.

Note que o grupo gerado por α1, α2, ..., αn, ... é fechado por estado e isomorfo a
⊕∞i=1〈ai〉 e, portanto, é um abeliano livre de rank infinito fechado por estado de
grau 4.

Em [4, página 484], A. M. Brunner e S. N. Sidki constroem um exemplo de
um grupo abeliano livre de rank infinito fechado por estado de grau 2, mas como
no exemplo acima, esse grupo também não é transitivo.
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3.4 Não existência de representação de grau primo
para C o C

Nesta seção é provado que C o C não possui uma representação de grau primo. A
demonstração de tal fato se seguirá em três proposições.

Seja G = C o C = 〈a〉 o 〈x〉. Suponha que exista um subgrupo H de G com
ı́ndice primo p e f : H → G um endomorfismo simples.

Proposição 3.4.1. O grupo A = 〈a〉〈x〉 não é um subgrupo de H .

Demonstração. Suponha por absurdo que exista. Neste caso, H = A〈xp〉. Como
f é simples, Af não é subgrupo de A. Assim A ∩ Af é trivial. De fato, seja b
um elemento não trivial de Af ∩ A. Suponha que cxn ∈ Af , onde n é não nulo,
com c ∈ A. Então bcxn não é igual a cxnb = bx

−n
cxn, ou seja, b e cxn não

comutam, absurdo. Daı́, Af 6 A, o que é uma contradição. Considere um inteiro
não negativo r tal que AAf ∩X = 〈xr〉. Logo existe c ∈ A com cf = c′xr e

Af = 〈c′xr〉.

Com isso, se u, v, c1, c2 ∈ A são tais que uf = c1x
lr e vf = c2x

lr, então c1 = c2

e uf = vf . Sejam c̄, b̄ ∈ A e k, l inteiros tais que af = c̄xk e (xp)f = b̄xl. Como
(af )(xp)f = (ax

p
)f e

(af )(xp)f = (c̄xk)b̄x
l

= (c̄x
l

[b̄x
l

, x−k])xk,

então (ax
p
)f = af . Analogamente, (ax

s+p
)f = (ax

s
)f , para todo s ∈ Z. Daı́, o

subgrupo
〈axs−xs+p |s ∈ Z〉X

é um subgrupo de ker(f) ∩H , normal em G e f -invariante. Absurdo.

Na proposição seguinte usamos a Proposição 2.1.5 para mostrar que Af0 não é
um subgrupo de A.

Proposição 3.4.2. Se A0 = H ∩A, com A = 〈a〉〈x〉, então Af0 não é um subgrupo
de A.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que Af0 é subgrupo de A. Como A não é
subgrupo de H , H se projeta sobrejetivamente sobre 〈x〉. Pela Proposição 2.1.5,
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f pode ser considerada de tal forma que 〈x〉f é subgrupo de 〈x〉. Logo, se K é um
subgrupo de A0 e f -invariante, então

(K〈x〉)f = (Kf )〈x〉
f

6 K〈x〉

ou seja, K〈x〉 é um subgrupo de H normal em G e f -invariante, assim, K = {1},
pois f é simples. Portanto, f : A0 → A é simples, com [A : A0] = p, uma
contradição ao Corolário 3.3.4.

Assim temos:

Proposição 3.4.3. O grupo Af0 ∩ A é trivial.

Demonstração. Com efeito, sejam b ∈ Af0 ∩ A um elemento não trivial e cxn ∈
Af0 , onde n é não nulo, com c ∈ A. Assim bcxn não é igual a cxnb = bx

−n
cxn, ou

seja, b e cxn não comutam, absurdo.

Logo ker(f) ∩ A0 é não trivial, pois A0 é um abeliano livre de rank infinito e
Af0 é abeliano de rank 1. Tome g ∈ ker(f) ∩ A0. Como AH ∩ 〈x〉 = 〈x〉, segue
que para cada inteiro n existe bn ∈ A tal que bnxn ∈ H . Assim

(gx
n

)f = (gbnx
n

)f = (gf )(bnxn)f = 1(bnxn)f = 1,

ou seja, (ker(f) ∩ A0)〈x〉 é um subgrupo de H , normal em G e f -invariante, um
absurdo. Podemos agora enunciar o seguinte teorema.

Teorema 3.4.4. O grupo C oC não possui uma representação fechada por estado
de grau primo p.



CAPÍTULO 4

Representações de Gp,d (d > 1) de grau p2

Os resultados deste capı́tulo se encontram em [7]. Aqui demonstramos queGp,d =
Cp o Cd possui uma representação fechada por estado de grau p2. Para tanto,
após escolhermos um subgrupo adequado H de ı́ndice p2 em Gp,d, definimos um
endomorfismo f : H → G e, então, demonstramos que f é simples.

4.1 Endomorfismo de grau p2 em Gp,d

Considere

Gp,d = Cp o Cd = 〈a〉 o 〈x1, x2, ..., xd〉, X = 〈x1, x2, ..., xd〉, A = 〈a〉X .

Se H = G′Y , com Y = 〈xp1, x2, ..., xd〉, então [G : H] = p2. Mais que isso, H é
um subgrupo normal de G, com |G/H| = p2. Assim

A0 = A ∩H = G′ = 〈ax1−1, ax2−1, ..., axd−1〉X

é um subgrupo normal deGp,d. Denote tambémZ = 〈X2〉, ondeX2 = {x2, ..., xd}.
A ideia aqui é definir f de tal forma que f = α : Y → X , f = µ : A0 → A e
satisfaça a relação

(auvy)f = a(uv)µyα = au
αvµyα,
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para todos y ∈ Y , u ∈ B = K〈Y 〉 e v ∈ I = 〈xp1 − 1, x2 − 1, ..., xd − 1〉,
onde I é olhado como um ideal de A = K〈X〉 e K é o corpo com p elementos.
Note que α aplicado em u é a extensão α : B → A de α : Y → X . Como no
Capı́tulo 2, vamos usar a correspondência A para A e I para A0. O intuito dessa
correspondência é, para mais a frente, usar a Proposição 2.2.1 para demonstrar
que f é simples.

Defina α : Y → X como o homomorfismo que estende a função

xp1 7→ x2, x2 7→ x3, ..., xd−1 7→ xd, xd 7→ x1.

Note que α é um monomorfismo e um endomorfismo simples.
Dados um anel R e um grupo G, podemos considerar o R-módulo R[G], onde∑

g∈G

rgg +
∑
g∈G

sgg =
∑
g∈G

(rg + sg)g

e

r

(∑
g∈G

rgg

)
=
∑
g∈G

rrgg,

para todos
∑

g∈G rgg,
∑

g∈G sgg ∈ R[G] e todo r ∈ R. Defina φ : R[G] → R
dado por (∑

g∈G

rgg

)
φ =

∑
g∈G

rg.

Não é difı́cil ver que φ é um R-homomorfismo de módulos. O núcleo ker(φ) é o
R-módulo livre gerado por

{g − 1; g ∈ G \ {1}}.

Chamaremos ker(φ) de ideal de aumento do R-módulo R[G] e denotaremos tal
ideal por R[G]′.

Dito isso, vamos decompor os elementos de I de maneira única utilizando o
conceito de ideal de aumento. Primeiro note que

K〈x〉′ = K〈xp〉′ ⊕
∑

1≤i≤p−1

K〈xp〉(xi − 1).

Assim
I =

∑
{K(zx− 1)|x ∈ 〈x1〉, z ∈ Z} =
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=
∑
x∈〈x1〉

K(x− 1)⊕
∑
z∈Z

K(z − 1)⊕
∑

x∈〈x1〉,z∈Z

K(x− 1)(z − 1)

e substituindo

K〈x1〉′ =
∑
x∈〈x1〉

K(x− 1) = K〈xp1〉′ ⊕
∑

1≤i≤p−1

K〈xp1〉(xi1 − 1)

temos
I = K〈xp1〉′ ⊕

∑
1≤i≤p−1

K〈xp1〉(xi1 − 1)⊕
∑
z∈Z

K(z − 1)⊕

K〈xp1〉′(z − 1)⊕
∑
z∈Z

∑
1≤i≤p−1

K〈xp1〉(xi1 − 1)(z − 1).

Portanto, cada elemento v ∈ I pode ser escrito de maneira única na forma

v = b0 +
∑

1≤i≤p−1

bi(x
i
1 − 1) +

∑
z∈Z

az(z − 1) +
∑
z∈Z

∑
1≤i≤p−1

bi,z(x
i
1 − 1)(z − 1),

onde b0 ∈ K〈xp1〉′ e az, bi, bi,z ∈ K〈xp1〉.
Vamos então definir µ sobre I. Primeiro defina

µ : b 7→ 0, xi1 − 1 7→ i,

para todo b ∈ B′ e todo 1 ≤ i ≤ p− 1. Como α se estende de B em A, podemos
estender µ de I em A pondo

vµ = bµ0 +
∑

1≤i≤p−1

bαi (xi1−1)µ+
∑
z∈Z

aαz (z−1)µ+
∑
z∈Z

∑
1≤i≤p−1

bαi,z(z−1)α(xi1−1)µ =

=
∑

1≤i≤p−1

ibαi +
∑
z∈Z

∑
1≤i≤p−1

ibαi,z(z − 1)α,

para todo v ∈ I.

Proposição 4.1.1. A aplicação f : H → Gp,d induzida por α e µ, definidas acima,
é um homomorfismo bem definido.

Demonstração. Pela unicidade de escrita de cada elemento de I, devemos apenas
demonstrar que

(vx)µ = (vµ)xα

para todo x ∈ Y . Mas isso segue como um processo análogo ao feito no Exemplo
2.2.2.
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Passaremos a demonstrar que f é simples. Tal fato seguirá após quatro lemas.

Lema 4.1.2. Sejam u, i ≥ 1 e 2 ≤ j ≤ d. Escreva u = u0 + u1p e i = i0 + i1p,
onde 0 ≤ u0, i0 ≤ p− 1. Então

(xu0+u1p
1 − 1)µ = u0x

u1
2 , (xu1(xi1 − 1))µ = ((u0 + i0)xi12 − u0)xu12 ,

(xu1(xij − 1))µ = u0x
u1
2 (xij+1 − 1), (xuj (x

i
1 − 1))µ = i0x

u
j+1x

i1
2 ,

onde j + 1 é tomado módulo d.

Demonstração. Note que (xp1(x1 − 1))µ = x2.1 = x2. De maneira mais geral,
temos

(xu0+u1p
1 − 1)µ = ((xu1p1 − 1)(xu01 − 1) + (xu1p1 − 1) + (xu01 − 1))µ =

= (xu02 − 1)u0 − 0 + u0 = u0x
u1
2

e a primeira equação está verificada.
Agora, se u0 + 1 ≤ p− 1, então

xu0+u1p
1 (x1 − 1) = x

(u0+1)+u1p
1 − xu0+u1p

1 = (x
(u0+1)+u1p
1 − 1)− (xu0+u1p

1 − 1),

daı́
(xu0+u1p

1 (x1 − 1))µ = (u0 + 1)xu12 − u0x
u1
2 = xu12 .

E se u0 = p− 1, então

x
(p−1)+u1p
1 (x1 − 1) = (x

(u1−1)p
1 − 1)− (x

(p−1)+u1p
1 − 1),

daı́
(x

(p−1)+u1p
1 (x1 − 1))µ = 0− (p− 1)xu12 = xu12 .

De qualquer maneira, temos

(xu1(x1 − 1))µ = xu12 ,

para todo u. Para i qualquer temos

(xu1(xi1 − 1))µ = (x
(u+i)
1 − xu1)µ = ((xu+i

1 − 1)− (xu1 − 1))µ =

= (u+ i)0x
(u+i)1
2 − u0x

u1
2
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Como (u+ i)0 = u0 + i0, se p - (u0 + i0), e (u+ i)0 = 0, se p|(u0 + i0), a segunda
equação segue.

Para chegar na terceira e quarta equações tomamos 2 ≤ j ≤ d e fazemos,
respectivamente,

(xu1(xij − 1))µ = ((xu1 − 1)(xij − 1)− (xij − 1))µ = ((xij − 1)(xu1 − 1))µ =

= (xij+1 − 1)u0x
u1
2 ,

e
(xij(x

i
1 − 1))µ = (xuj+1)i0x

i1
2 = i0x

u
j+1x

i1
2 .

Lema 4.1.3. Sejam q(x) = c0 + c1x+ ...+ csx
s ∈ K[x] e 0 ≤ u = u0 + u1p, com

0 ≤ u0 ≤ p− 1. Suponha que q(x1) ∈ I. Então
∑

0≤i≤s ci = 0 e

q(x1)µ =
∑

1≤i≤s

cii0x
i1
2 .

Além disso,

(xu1q(x1))µ − xu12 q(x1)µ = u0

(∑
1≤i≤s

ci(x
i1
2 − 1)

)
xu12 .

Demonstração. Temos que

q(x) = c0 + c1x+ ...+ csx
s = (c0 + c1 + ...+ cs) + (c1(x− 1) + ...+ cs(x

s− 1)).

Logo q(x1) ∈ I se, e somente se, c0 + c1 + ... + cs = 0. Daı́ q(x1) ∈ I implica
que

q(x1)µ =

(∑
0≤i≤s

ci(x
i
1 − 1)

)µ

=
∑

1≤i≤s

cii0x
i1
2 .

Para a segunda equação temos

(x1q(x1))µ =

(∑
0≤i≤s

ci(x
u
1(xi1 − 1))

)µ

=

=
∑

0≤i≤s

ci((u0 + i0)xi12 − u0)xu12 =

(∑
0≤i≤s

ciu0x
i1
2 + cii0x

i1
2 − ciu0

)
xu12 =
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=

(
u0

∑
0≤i≤s

ci(x
i1
2 + 1) +

∑
0≤i≤s

cii0x
i1
2

)
xu12 =

=

(
u0

∑
0≤i≤s

ci(x
i
2 + 1) + q(x1)µ

)
xu12 .

Portanto

(xu1q(x1))µ − xu12 q(x1)µ = u0

(∑
1≤i≤s

ci(x
i1
2 − 1)

)
xu12 .

Como desejado.

Lema 4.1.4. SeK é um ideal deA contido em I e µ-invariante e q(xj) ∈ K, para
algum j, então q(xj) = 0.

Demonstração. Seja q(x) = c0+c1x+...+csx
s 6= 0. Defina e(q(x)) = {i| ci 6= 0}

e λ(q(x)) =
∑

i∈e(q(x)) i. Escrevendo 0 ≤ i = i0 + i1p, com 0 ≤ i0 ≤ p−1, segue
que

λ(q(x)) =
∑

i∈e(q(x))

i0 +

 ∑
i∈e(q(x))

i1

 p.

Suponha agora que exista um polinômio não nulo q(x) tal que q(xj) ∈ K, para
algum j. Escolha q(x) com λ(q(x)) mı́nimo. Podemos assumir que c0 6= 0.

Suponha que j = 1, ou seja, q(x1) ∈ K. Escolha u = u0 +u1p, com 0 < u0 ≤
p− 1. Pelo lema anterior,

(xu1q(x1))µ − xu12 q(x1)µ = u0

(∑
1≤i≤s

ci(x
i1
2 − 1)

)
xu12 ∈ K.

Logo l(x2) =
∑

1≤i≤s ci(x
i1
2 −1) ∈ K e λ(l(x)) ≤

∑
i∈e(q(x)) i1. Daı́ ou λ(q(x)) =

λ(l(x)) ou λ(l(x)) = 0. No primeiro caso,

∑
i∈e(q(x))

i0 +

 ∑
i∈e(q(x))

i1

 p ≤
∑

i∈e(q(x))

i1,
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ou ainda ∑
i∈e(q(x))

i0 ≤

 ∑
i∈e(q(x))

i1

 (1− p).

Assim ∑
i∈e(q(x))

i0 =
∑

i∈e(q(x))

i1 = 0

e q(x1) = c0 ∈ K. Mas, K é um ideal de I, logo c0 = 0, um absurdo.
No segundo caso, 0 = l(x2) = (l(x1))α. Mas α é um monomorfismo, logo

l(x1) = 0. Defina Lj = {i ∈ e(q(x))| i1 = j} e seja t tal que pt ≤ s < pt+1.
Então,

l(x1) =
∑

1≤i≤s

ci(x
i1
1 − 1) =

=
∑
i∈L0

ci(x
i1
1 − 1) +

∑
i∈L1

ci(x
i1
2 − 1) + ...+

∑
i∈Lt

ci(x
i1
2 − 1) =

=
∑
i∈L1

ci(x
i1
1 − 1) +

∑
i∈L2

ci(x
i1
2 − 1) + ...+

∑
i∈Lt

ci(x
i1
2 − 1) =

=

( ∑
1≤i≤p−1

ci

)
(x1−1)+

( ∑
1≤i≤p−1

cp+i

)
(x2

1−1)+...+

( ∑
1≤i≤p−1

cpt+i

)
(xs1−1).

Como l(x1) = 0 segue que∑
1≤i≤p−1

ci =
∑

1≤i≤p−1

cp+i = ... =
∑

1≤i≤p−1

cpt+i = 0.

Desde que
∑

0≤i≤p−1 ci = 0, temos c0 = 0, uma contradição.
Agora, se 2 ≤ j ≤ d, então q(xj)(xu1 − 1) ∈ K. Daı́

(q(xj)(x
u
1 − 1))µ = q(xj+1)u0x

u1
2 ∈ K

e q(xj+1) ∈ K. O que nos leva a afirmar que q(x1) ∈ K.

Lema 4.1.5. Se K é um ideal de A contido em I e µ-invariante, então K = {0}.

Demonstração. Suponha, por absurdo, queK 6= {0}. Sejaw = w(xj0 , xj1 , ..., xjt)
em K tal que

i) os expoentes de cada xji são positivos;
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ii) w possui δ(w) mı́nimo, onde

δ(w) =
∑

1≤i≤d

δi(w),

com δi(w) o xi grau de w;
iii) xj0 = x1.
ComoK é um ideal e por um argumento análogo ao feito no final da demonstração
do lema anterior, podemos tomar w com as três hipóteses acima.

Pelo lema anterior, podemos escrever w da forma

w =
∑

0≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt)x
i
1 =

∑
0≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt)+
∑

1≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt)(x
i
1−1)

onde 2 ≤ j1 < ... < jt ≤ d e t > 0. Então

δ(w) = s+
∑
j 6=1

δj(w).

Como
∑

1≤i≤swi(xj1 , ..., wjt)(x
i
1−1) ∈ I, devemos ter

∑
0≤i≤swi(xj1 , ..., wjt) ∈

B′. Daı́

wµ =
∑

1≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt)(i0x
i1
2 ) =

∑
1≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt)ix
[ ip ]
2 ∈ K

e

δ(wµ) =

[
i

p

]
+
∑
j 6=1

δj(w) ≤ δ(w) = s+
∑
j 6=1

δj(w).

Pela minimalidade de w, segue que wµ = 0 ou 1 ≤ s ≤ p− 1.
Suponha que 1 ≤ s ≤ p− 1. Vamos analisar agora o efeito da aplicação de µ

em Wj = w.(xj1 − 1), onde 1 ≤ j ≤ p− 1. Inicialmente note que,

Wj = w.(xj1 − 1) =

=

(∑
0≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt) +
∑

1≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt)(x
i
1 − 1)

)
(xj1 − 1) =

=
∑

0≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt)(x
j
1 − 1) +

∑
1≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt)(x
i
1 − 1) =
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=
∑

0≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt)(x
j
1 − 1)+

+
∑

1≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt)((x
i+j
1 − 1)− (xi1 − 1)− (xj1 − 1)).

Uma vez que
[
j
p

]
= 0, temos

W µ
j =

(∑
0≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt)(x
j
1 − 1)

)µ

+

+

(∑
1≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt)((x
i+j
1 − 1)− (xi1 − 1)− (xj1 − 1))

)µ

=

=
∑

0≤i≤s

wi(xj1+1, ..., wjt+1)j0x
[ jp ]
2 +

+
∑

1≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt)

(
(i+ j)0x

[ i+jp ]
2 − i0x

[ ip ]
2 − j0x

[ jp ]
2

)
=

=
∑

0≤i≤s

wi(xj1+1, ..., wjt+1)j −
∑

1≤i≤s

wi(xj1+1, ..., wjt+1)j+

+
∑

1≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt)(i+ j)0x
[ i+jp ]
2 −

∑
1≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt)i0x
[ ip ]
2 =

= w0(xj1+1, ..., wjt+1)j +
∑

1≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt)(i+ j)x
[ i+jp ]
2 −

−
∑

1≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt)ix
[ ip ]
2 .

De
∑

1≤i≤swi(xj1 , ..., wjt)ix
[ ip ]
2 ∈ K, para 1 ≤ j ≤ p− 1 segue que

Vj = w0(xj1+1, ..., wjt+1)j +
∑

1≤i≤s

wi(xj1+1, ..., wjt+1)(i+ j)x
[ i+jp ]
2 ∈ K.

Suponha que Vj 6= 0, para algum j. Então

δ(w) = s+
∑
j 6=1

δj(w) ≤ δ(Vj) ≤
[
s+ j

p

]
+
∑
j 6=1

δj(w),
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ou seja

s ≤
[
s+ j

p

]
.

Escreva s = s0 + s1p, onde 0 ≤ s0 ≤ p− 1, assim

s = s0 + s1p ≤
[
s+ j

p

]
≤
[
s0 + s1p+ p− 1

p

]
=

[
s0 − 1 + (s1 + 1)p

p

]
.

Se s0 = 0, segue que s1p ≤ s1, ou seja, s1 = 0 e s = 0, o que não ocorre. Se
0 < s0 ≤ p− 1, então s1(p− 1) ≤ 1− s0 ≤ 0 e s0 = 1, s1 = 0. Daı́ s = 1. Neste
caso, w = w0(xj1 , ..., xjt) + w1(xj1 , ..., xjt)x1, com w0 e w1 ambos não nulos.
Como wµ = wα1 = w1(xj1+1, ..., xjt+1) ∈ K, pela minimalidade de w, segue que
w1 = 0, uma contradição.

Com isso, podemos supor que Vj = 0, para todo j = 1, ..., p − 1. Aplicando
α−1 temos que (Vj)

α−1
= 0, para todo j = 1, ..., p− 1. Em particular

(Vp−1)α
−1

= w0(xj1 , ..., wjt)(p− 1) +
∑

1≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt)(i+ p− 1)x
[ i+p−1

p ]p
1 =

= −w0(xj1 , ..., wjt) +
∑

1≤i≤s

wi(xj1 , ..., wjt)(i+ p− 1)x
[ i+p−1

p ]p
1 = 0.

Portanto, w0 = 0, o que é um absurdo.

Fica assim demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 4.1.6. SejaGp,d = Cp oCd = 〈a〉 o〈x1, x2, ..., xd〉, com d ≥ 1. Considere
H = G′Y , onde Y = 〈xp1, x2, ..., xd〉. Então a função

ax1−1 7→ ai, ax
2
1−1 7→ a2, ..., ax

p−1
1 −1 7→ ap−1, az−1 7→ 1, ∀z ∈ Y,

xp1 7→ x2, x2 7→ x3, ..., xd−1 7→ xd, xd 7→ x1,

estende-se a um endomorfismo f : H → Gp,d simples.
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4.2 Representação fechada por estado de grau p2 de
Gp,d

Lembrando que H = G′Y tem ı́ndice p2 em Gp,d, vamos agora escolher um
transversal T de H em G e, assim, explicitar a representação de Gp,d de grau
p2 induzida por f e T . Defina

T = {xi1aj| 0 ≤ i, j ≤ p− 1},

ou seja, T é o seguinte transversal de H em G

T = {a, a2, ..., ap−1, x1, x1a, ..., x1a
p−1, ..., xp−1

1 , xp−1
1 a, ..., xp−1

1 ap−1}.

Note que
Hxi1a

ja = Hxi1a
j+1, j + 1(mod p),

Hxi1a
jx1 = Hxi+1

1 ajx1 = Hxi+1
1 ajx1−jaj = Hxi+1

1 aj, i+ 1(mod p),

Hxi1a
jxl = Hxi1a

j, 2 ≤ l ≤ d.

Ou seja, se σ(g) é a permutação que g ∈ Gp,d induz em T , então

σ(a) : xi1a
j 7→ xi1a

j+1, j + 1(mod p),

σ(x1) : xi1a
j 7→ xi+1

1 aj, i+ 1(mod p),

σ(xl) : xi1a
j 7→ xi1a

j, 2 ≤ l ≤ d,

em notação de permutações temos

σ(a) = (0 ... p− 1)(p ... 2p− 1)...(p(p− 1) ... p2 − 1)

σ(x1) = (0 p ... p(p− 1))(1 (p+ 1) ... p(p− 1) + 1)...((p− 1) (2p− 1)... p2 − 1),

σ(xl) = e, 2 ≤ l ≤ d.

Os cofatores tkgt−1
kσ(g)

, com g ∈ Gp,d e tk ∈ T , induzidos por a, x1 e xl,
2 ≤ l ≤ d, são dados por:
i) cofatores induzidos por a.

(xi1a
j)a(xi1a

j+1)−1 = 1

com 0 ≤ j ≤ p− 2, e
(xi1a

p−1)a(xi1)−1 = 1.
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ii) cofatores induzidos por x1.

(xi1a
j)x1(xi+1

1 aj)−1 = xi1a
jx1a

−jx−1−i
1 = (aj)x

−i
1 (aj)x

−(i+1)
1 = (aj)x

−i
1 (1−x−1

1 ),

com 0 ≤ i ≤ p− 2, e

(xp−1
1 aj)x1(aj)−1 = xp−1

1 ajx1a
−j = xp1(aj)x1−1 = (aj)(x1−1)xp1xp1.

iii) cofatores induzidos por xl, 2 ≤ l ≤ d.

(xi1a
j)xl(x

i
1a
j)−1 = xi1a

jxla
−jx−i1 = (aj)x

−1
1 (xl−1)x−1

l xl.

Aplicando f nesses cofatores temos

(aj)x
−i
1 (1−x−1

1 ) 7→ (aj)x
−1
2 ,

(aj)(x1−1)xp1xp1 7→ (aj)x
−1
2 x2,

(aj)x
−1
1 (xl−1)x−1

l xl 7→ (aj)−ix
−1
2 x−1

l+1(xl+1−1)xl+1, l + 1(mod d).

Portanto, na representação ϕ : Gp,d → Ap2 , induzida por f e T , temos

aϕ = σ(a),

xϕl = (xl1, xl2, ..., xl(p2−1))σ(xl),

onde xlt é tal que t = ip+ j, 0 ≤ j ≤ p− 1, e

x1t = (aϕ)j(x
ϕ
2 )−1

, 0 ≤ i ≤ p− 2,

x1t = (aϕ)j(x
ϕ
2 )−1

xϕ2 , i = p− 1

e
xlt = (aϕ)−ij(x

ϕ
2 )−1(xϕl+1)−1(xϕl+1−e)xϕl+1, 2 ≤ l ≤ d, l + 1(mod d).

Segue o teorema:

Teorema 4.2.1. Defina

σ = (0 ... p− 1)(p ... 2p− 1)...(p(p− 1) ... p2 − 1),

σ(α1) = (0 p ... p(p− 1))(1 (p+ 1) ... p(p− 1) + 1)...((p− 1) (2p− 1)... p2 − 1)
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e
σ(αl) = e, 2 ≤ l ≤ d.

Sejam
αl = (αl1, αl2, ..., αl(p2−1))σ(αl), l = 1, ..., d

onde αlt é tal que t = ip+ j, 0 ≤ j ≤ p− 1, e

α1t = σjα
−1
2 , 0 ≤ i ≤ p− 2,

α1t = σjα
−1
2 α2, i = p− 1

e
αlt = σ−ij(α2)−1(αl+1)−1(αl+1−e)αl+1, 2 ≤ l ≤ d, l + 1(mod d).

Então o grupo 〈σ, α1, α2, ..., αd〉 transitivo fechado por estado de grau p2 é iso-
morfo a Gp,d.

4.3 Representação fechada por estado de grau 4 de
G2,2

Nesta seção, demonstramos que a representação de G2,2 do Teorema 4.2.1 é finita
por estado. Vamos supor, então, que p = 2, d = 2 e chamar α1 de α e α2 de β.

Corolário 4.3.1. Sejam
σ = (0 1)(2 3),

α = (e, σβ
−1

, β, σβ
−1

β)(0 2)(1 3),

β = (α, α, α, σβ
−1+β−1α−1

α).

Então G2,2 é isomorfo ao grupo transitivo fechado por estado 〈σ, α, β〉 de grau
4.

Demonstração. Basta aplicar o Teorema 4.2.1.

A demonstração de que G2,2 é finito por estado segue provando que α tem 12
estados e esses estados geram G2,2.

Teorema 4.3.2. Seja 〈σ, α, β〉 a representação de G2,2, dada no Corolário 4.3.1.
Então o automorfismo α possui 12 estados e induz o autômato
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Figura 4.1: Autômato de C2 o C2

que gera G2,2.

Demonstração. Seja n um número inteiro. Então

α2n = (βn, βn, βn, σβ
−1+β−(n+1)

βn),

α2n+1 = (βn, σβ
−(n+1)

βn, βn+1, σβ
−1

βn+1)(0 2)(1 3)

e
βn = (αn, αn, αn, σβ

−1+α−nβ−1

αn).

Aplicando essas fórmulas nos conjugados de σ obtemos

σα
2nβm = (e, e, σα

mβn−1+β−1

, σα
mβn−1+β−1

)(0 1)(2 3),

σα
2n+1βm = (σα

mβn , σα
mβn , σβ

−1

, σβ
−1

)(0 1)(2 3),

σα
2nβmα = (σβ

−1

, e, σα
mβn−1

β, σα
mβn−1+β−1

β)(0 3)(1 2)

e
σα

2n+1βmα = (σα
mβn+β−1

, σα
mβn , β, σβ

−1

β)(0 3)(1 2)
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para todos números inteiros m e n. Assim os estados de α são dados por

σβ
−1

= (e, e, σα
−1β−1+β−1

, σα
−1β−1+β−1

)(0 1)(2 3),

σβ
−1

β = (α, α, α, σα
−1β−1+β−1

α)(0 1)(2 3),

σα
−1β−1+β−1

= (σα
−1β−1

, σα
−1β−1

, σα
−1β−1

, σα
−1β−1

),

σα
−1β−1+β−1

α = (σα
−1β−1

, σα
−1β−1+β−1

, σα
−1β−1

β, σα
−1β−1+β−1

β)(0 2)(1 3),

σα
−1β−1

= (σα
−1β−1

, σα
−1β−1

, σβ
−1

, σβ
−1

)(0 1)(2 3),

σα
−1β−1

β = (σα
−1β−1

α, σα
−1β−1

α, σα
−1β−1

α, σβ
−1

α)(0 1)(2 3),

σα
−1β−1+β−1

β = (σα
−1β−1

α, σα
−1β−1

α, σα
−1β−1

α, σβ
−1

α),

σα
−1β−1

α = (σα
−1β−1+β−1

, σα
−1β−1

, β, σβ
−1

β)(0 3)(1 2),

σβ
−1

α = (σβ
−1

, e, σβ
−1

β, σα
−1β−1+β−1

β)(0 3)(1 2).

Junto com e, α e β, esses são todos os estados de α. Pondo s0 = e, s1 = α,
s2 = β, s3 = σβ

−1 , s4 = σβ
−1
α, s5 = σβ

−1
β, s6 = σα

−1β−1 , s7 = σα
−1β−1

α,
s8 = σα

−1β−1
β, s9 = σα

−1β−1+β−1 , s10 = σα
−1β−1+β−1

α e s11 = σα
−1β−1+β−1

β, a
matriz de incidência do autômato α é

e s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 s11

e 4
s1 1 1 1 1
s2 3 1
s3 2 2
s4 1 1 1 1
s5 3 1
s6 2 2
s7 1 1 1 1
s8 1 3
s9 4
s10 1 1 1 1
s11 1 3



.

Aplique agora essa matriz e construa o autômato da Figura 4.1.
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