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Resumo

Neste trabalho estudamos representagdes fechadas por estado de grupos metabe-
lianos tipo entrelagado, com énfase nos grupos tipo Lamplighter G, 4 = C,, ! C,
Tal estudo € motivado por uma representacdo fechada por estado de grau 2 do
grupo Lamplighter C'y ¢ C, a qual foi utilizada para determinar seu espectro como
um grupo de operadores lineares e, assim, dar um contra-exemplo de uma conjec-
tura de Atiyah. No caso d = 1, damos uma caracterizacdo para as representagoes
fechadas por estado de grau p de GG, ;. Para o caso d > 1, demostramos que G, 4
possui uma representagio fechada por estado de grau p?, mas nio possui de grau
q, com ¢ primo. Além disso, demostramos que a representacdo de Cy ! C? nesta
familia de representacdes € finita por estado.

Palavras-chave: Automorfismos de drvores, representacdo fechada por estado,
grupos metabelianos tipo entrelacado e grupos tipo Lamplighter.
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Abstract

In this work we study state-closed representation of metabelian groups of wreath
type, with emphasis on the Lamplighter groups of the type G, 4 = C, ¢ C. This
study was motivated by a particular state-closed representation of degree 2 of the
Lamplighter group C5 ! C', which was used to determine the spectrum of Cy ! C
as a group of linear operators and thus give a counterexample to a conjecture
of Atiyah. In the case d = 1, we characterize the state-closed representations of
degree p of the group G, ;. For the case d > 1, we show the group G, ; has a state-
closed representation of degree p?, but does not have a state-closed representation
of degree ¢, where ¢ is prime number. Furthermore, we prove the representation
obtained for (G5 5 is finite-state.

Keywords: Tree automorphisms, state-closed representation, Groups of Lam-
plighter type.
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Introducao

Dizemos que um grupo GG possui uma representacdo como grupo de automorfis-
mos da arvore uni-raiz m-regular 7, se existe um homomorfismo ¢ de G no grupo
de automorfismo A,, de 7,,. O nimero m é dito ser o grau da representagao.
Dizemos que ¢ € fiel se ¢ é um monomorfismo. Tal representacao é também
chamada de transitiva, fechada por estado ou finita por estado se G¥ €, respecti-
vamente, transitivo, fechado por estado ou finito por estado. Quando ndo houver
confusdo, chamaremos tanto ¢ quanto G¥ de representacido de grau m de GG. Se
existir um homomorfismo f : H — G, chamado de endomorfismo virtual, onde
H € um subgrupo de indice m em G, entdo uma construgdo recursiva usando f
produz uma representacio transitiva e fechada por estado de grau m de G. O
nicleo dessa representagdo sobre drvore € o subgrupo de GG gerado por todos sub-
grupos de H, normais em G e f-invariantes, ou seja, o subgrupo de G dado por
(KIK < H,K<«G, K F<K ). Se tal nicleo é trivial, f € chamado de endomor-
fismo simples. Neste caso, dizemos que G possui uma representacio transitiva
fechada por estado de grau m ou, quando ndo houver confusdo, simplesmente
representacio fechada por estado.

Nestas notas, estudamos representagdes transitivas e fechadas por estado de
grupos metabelianos tipo entrelagcados, isto €, grupos que podem ser escritos como
um produto entrelacado restrito B! X, onde B e X sdo grupos abelianos. Especi-
ficamente, estudamos representagdes de grupos tipo Lamplighter G, 4 = C,, 1 C,
onde C), € o grupo ciclico com p elementos, p um nimero primo, C' é o grupo
ciclico infinito, d um inteiro positivo e C a soma direta de d c6pias de C'. O grupo
Go1 = C3 1 C € reconhecido com o nome pitoresco de grupo Lamplighter. Os



grupos G 4 aparecem em [ 15, pagina 480] como exemplos ndo triviais possuindo
propriedades probabilisticas em caminhos randdomicos sobre grupos discretos.

Uma importante aplicacdo do grupo Lamplighter apareceu no artigo On a con-
Jecture of Atiyah em 2000 de R. Grigorchuck, P. Linnel, Th. Schick e A. Zuk,
[10]. Nele os autores ddo uma resposta negativa para uma conjectura de M. F.
Atiyah proposta em 1976 em seu artigo Elliptic operators, discrete groups and
von Neumamm Algebras, [1]. Nesse artigo, Atiyah introduz os L?-niimeros de
Betti béz) (M) de uma variedade riemanniana compacta M, com 4 um inteiro ndo
negativo. Tomando fin~'(G) como o subgrupo do grupo aditivo dos nimeros
racionais Q gerado por todos os inversos das ordens de todos elementos de ordens
finitas do grupo G, ele conjectura que

Conjectura. ([1]) Sejam M uma variedade compacta e w(M) seu grupo funda-
mental. Entdo by (M) € fin~'((M)), para todo inteiro i.

Virios textos apresentam resultados sobre esta conjectura e confirmam dife-
rentes formas dela, confira [13] e [25] para mais detalhes. Entretanto, como dito
no ultimo pardgrafo, tal conjectura ndo vale de maneira geral. Em [10] e [11], os
autores demonstram que o grupo

G ={a,z,yla* =[z,y] = [0",a] = a’[a,2] = 1)

€ o grupo fundamental de uma variedade riemanniana compacta de dimensao 7 e
bl (M) = 5 ¢ fin™'(G). De fato 5 ¢ fin™"(G), pois todo elemento de ordem
finita de G tem ordem dois. Observando que o grupo G é uma H N N-extensao
ascendente do grupo Lamplighter G5 1, para calcular 6?2)(M ) = %, eles langaram
mao da representagdo transitiva e fechada por estado (o« = (a,a0),0 = (01))
de G5 e, assim, de sua agdo como um grupo de operadores lineares do espaco
de Hilbert 075, onde a fronteira 07, de 7,, € o conjunto de todas as sequéncias
infinitas sobre {0, 1,...,m — 1}. Veja [1], [10], [11], [12], [18] e [25] para mais
informacgdes.

Desde entdo vérios outros artigos sobre generalizacdes do grupo Lamplighter
apareceram, confira [3], [6], [14] e [24]. Em destaque, Silva e Steinberg, em
[24], chamam os grupos da forma B ! C, com B um grupo abeliano finito, de
grupos Lamplighters generalizados e demonstram que tais grupos possuem uma
representagdo transitiva fechada por estado e finita por estado de grau |B|. Em
seguida, Kambites, Silva e Stenberg usando esta representacdo computaram os
espectros de tais grupos em [14].

Nesse sentido, nos questionamos sobre a existéncia de uma representacao tran-
sitiva fechada por estado de GG, ;. Demonstramos que o grupo G, 4, com d > 1,



possui uma representagio transitiva e fechada por estado de grau p?, enquanto que
nao existe tal representacdao de grau primo ¢, qualquer que seja o primo ¢. Isso
tem certo contraste com, por um lado, o fato de (G, ; possuir uma representagao
transitiva fechada por estado de grau p e, por outro, com o fato de G, 4 possuir
uma representacao fiel finita por estado de grau p independente de d, ndo neces-
sariamente fechada por estado ou transitiva. Esse ultimo fato foi estabelecido
utilizando uma técnica geral chamada tree-wreathing, introduzida em [23] por S.
N. Sidki.

Mais ainda, demonstramos que no caso p = 2 e d = 2 a representacao tran-
sitiva fechada por estado de grau 4 de G55 € finita por estado, a saber, 12 esta-
dos. Também classificamos em dois tipos as representacodes transitivas e fechadas
por estado do grupo Lamplighter G, ; (aqui usamos a nomenclatura, amplamente
usada, grupo Lamplighter para GG, 1, qualquer que seja o primo p).

No Capitulo 1, estabelecemos todas as preliminares necessarias para um bom
entendimento dos resultados mencionados acima. Nele definimos a arvore unir-
raiz m-regular 7,,, seu grupo de automorfismos A,,, autdbmatos, grupos fechados
por estado e representacdo fechada por estado. Finalizamos esse capitulo, com
uma discussdo sobre o grupo G = (o = («, «)(0 1)) gerado pelo autdmato

0[1
1|0

Figura 1

que ndo € induzido por um endomorfismo simples f, ou seja, ndo existem H um
subgrupo de indice 2 em G, f um endomorfismo simples e 7" um transversal de
H em G que induzem essa representagao transitiva e fechada por estado de G.

O Capitulo 2 se inicia com uma anélise dos endomorfismos virtuais de grupos
metabelianos tipo entrelagcado. Com as hipéteses de que f : H — G = Bl X é
um endomorfismo virtual simples sobre o grupo metabeliano tipo entrelagado G,
A= DxB, Ag <A onde Ay = HNAeY = AH N X, entdo estabelecemos
a proposicdo de que o par (f, H) pode ser substituido pelo par (f, H), onde H =
AgY e f é um homomorfismo de H em G e tais que H preserva normalidade e
indice e f preserva simplicidade. Tal fato se mostrou de extrema importancia em
todo trabalho. Como exemplo, nesse mesmo capitulo utilizamos tal proposicao
para estabelecer os seguintes resultados de ndo existéncia:



Teorema 0.0.1. Seja G, 4 = C, 1 C% onde C, = {(a) é de ordem primape C é o
ciclico infinito. Sejam A o fecho normal de (a), H um subgrupo de indice finito em
Ge f: H— G umhomomorfismo. Suponha que H se projeta sobrejetivamente
sobre C. Entdo f ndo é simples.

Teorema 0.0.2. Ndo existe endomorfismo simples f : H — G, 4 tal que o indice
|Gpa : H] é primo.

Anadlogo a tal fato, em [3], € demonstrado que um grupo nilpotente finitamente ge-
rado livre de tor¢ado de classe de nilpoténcia ¢ > 1 ndo admite uma representa¢ao
transitiva fechada por estado de grau p. Por fim, o seguinte fato de existéncia é
estabelecido.

Teorema 0.0.3. O grupo G = C* 1 C?, possui uma representagdo transitiva fe-
chada por estado de grau n* "9, para todo d > 2.

Lembrando que um automorfismo « da arvore 7, pode ser escrito na forma
a = (ag, .., p_1)0, o € Ay e 0 €5, éa permutagdo do primeiro nivel
da arvore. No Capitulo 3, provamos resultados gerais sobre as representagoes
transitivas e fechadas por estado de um grupo Lamplighter G, ;.

Teorema 0.0.4. Suponha que H é um subgrupo normal de G, = (a) ! (x) de
indice p. Entdo cada representagdo fechada por estado de G\, sobre a drvore
uniraiz p-regular com respeito a H é reduzida a ¢ : G),; — A,, onde

ar—a*=0=01..p—1)
T ¥ =& = (€N, 5”0”(5), ”‘757%0"(5)(17—1))

para algum inteiro n e algum polinémio de Laurent u(x) € K(z), com K um
corpo com p elementos, tais que mdc(p,n) = 1 e u(1) # 0.

Produzimos também representa¢des concretas de G = (/5,1 no caso do subgrupo
H nio ser necessariamente um subgrupo normal de G.

Teorema 0.0.5. Suponha que H é um subgrupo de G, de indice p. Entdo cada
representagdo fechada por estado de G, sobre a drvore uniraiz p-regular com
respeito a H ¢é reduzida a ¢ : G, — A, dada por

a—~a?=0c=01..p—1)
T ¥ =& = (€0, o® L gt Ol

onde T : i — ic(modp), comc € {1,...,p} e n e o polindmio de Laurent u(z) €
K(x) sdo tais que mdc(p,n) = 1 e u(c) # 0.



Analisando ainda a existéncia de representagdes de grupos da forma B C, onde
B € um grupo abeliano e C' o ciclico infinito, demonstramos que:

Teorema 0.0.6. O grupo C C ndo possui uma representacdo fechada por estado
de grau p, com p primo.

Este resultado segue de:

Teorema 0.0.7. Ndo existe uma representagdo fechada por estado de grau primo
p de um grupo abeliano livre de rank infinito.

0 que responde parcialmente uma questdo proposta por A. M. Brunner e S. N.
Sidki em [3, pagina 457]. Nela os autores perguntam sobre a existéncia de uma
representacdo transitiva fechada por estado de um grupo abeliano livre de rank
infinito.

O Capitulo 4 trata de representagio transitiva e fechada por estado de grau p?
do grupo G, 4, com d > 2.

Teorema 0.0.8. Seja G, = C,0C% = (a) Uz, T3, ..., x4), com d > 1. Considere
H=G'Y,ondeY = (aV, xg, ..., x4). Entdo a fun¢do

p—1

_ a2 _
R S L S e Sl

—aP "l 1, V2 e,
p
Xy = T, o = X3, ..., Tq—1 > T4, Tq+— T1,
estende-se a um endomorfismo f : H — G, q simples.

Finalmente, estabelecemos uma representagio concreta da agdo de G2 2 sobre a
arvore de grau 4.

Teorema 0.0.9. Sejam

o= (01)(23),
a=(e, 0" B, o" B)(02)(13),
ﬂ_l—'rﬁ_lOL_l

/6 = (a7 a? a7 o a)7

automorfismo de Ty. Entdo G4 5 é isomorfo ao grupo transitivo fechado por estado

(o, a, ).

Mais que isso, demonstramos que essa a¢do € finita por estado, ou seja, 0 grupo
G2 € gerado pelos estados do autdmato



Figura 2: Automato de Cy ! C2.

Todas as figuras deste trabalho foram feitas no software livre GeoGebra.



CAPITULO 1

Automorfismos da arvore unirraiz m-regular

Neste capitulo definiremos a arvore unirraiz m-regular e estudaremos seus auto-
morfismos.

1.1 A arvore uni-raiz m-regular e seus automorfis-
mos

1.1.1 A arvore uni-raiz m-regular 7,

Sejam m um inteiro positivo e Y o conjunto {0,...,m — 1}. Considere M =
M(Y") o conjunto de todas as palavras de comprimento finito em Y. O conjunto
M possui uma estrutura natural de semigrupo, onde a operacdo € a concatenagao
de palavras e o elemento neutro dessa operagdo € a palavra vazia (). Denote por
|u| o comprimento da palavra u de M.

Definicao 1.1.1. A drvore unirraiz m-regular T, = T(Y') é definida pelo grafo
(V(Tm), E(Tw)), com V(Ty) = M e um par ordenado (u,v) estd em E(Ty,) se,

e somente se, v = uy, para algum y em Y, onde u,v € M.

Dado um inteiro ndo negativo n, chamaremos o conjunto de todas as palavras
de comprimento n de Nivel n da arvore 7,,. Assim, o Nivel 0 de 7, € o conjunto
formado apenas pela palavra vazia ), o Nivel 1 é o conjunto Y, o Nivel 2 o



1.1 A arvore uni-raiz m-regular e seus automorfismos 8

conjunto {00,01,...,0(m — 1),...,(m — 1)0,(m — 1)1,...,(m — 1)(m — 1)} e
assim por diante. Assim o Nivel n da arvore 7,, é o conjunto

{ue M; |u] =n}.

Quando m = 2, chamaremos a arvore 75 de arvore binaria, se m = 3, de
arvore terndria e assim por diante. Graficamente, a drvore bindria pode ser vista

CcOomo.:

yg\
1

Nivell

Nivel2 00 01 10 11

[\

Nwel3 000 001 010 011 100 101 110 111

[ ]
[ ]
Figura 1.1: Arvore Bindria 75

1.1.2 O grupo A, de automorfismos da arvore 7,

Antes de estudarmos o grupo de automorfismo de uma arvore unirraiz m-regular,
vamos introduzir o conceito de produto entrelacado (wreath product). Considere
{G\| X € A} uma familia de grupos, onde A é um conjunto de indices. O produto
cartesiano dos G\’s é definido por

CraeaGa = {(9x)renl 91 € Gi}.
Munido com a operagao

(9 )aea(ha)rea = (9rha)ren



1.1 A arvore uni-raiz m-regular e seus automorfismos 9

o conjunto Cryca G € um grupo, onde o elemento neutro € (e))aea, sendo ey 0
elemento neutro de Gy. O produto direto dos GG’s é o subgrupo DrycaG) de
CryeaG) dado por todos os elementos (z))aen, Onde x) # e, para uma quanti-
dade finita de indices A. Claramente Dryc5G) € um subgrupo de C'rycp G . Note
que se A € finito, entdo C'rycaGy = DracaG.

Considere K um grupo, A um conjunto e H um grupo que age em A. Denote
por ¢ : H — Sy aag@ode H em A, onde Sy € o conjunto de todas as bijecdes de
A. O produto entrelacado irrestrito de K por H com relagdo a ¢ € definido por

Kuwry,H = (CryeaK) x, H

onde
(kx)hea = (kane)aen,

para todo h € H e todo A € A. O produto entrelacado restrito de K por H com
relagdo a ¢ € definido por

chpH = (DT)\EAK) ><]<,0H

onde
(kx)hea = (kane )aea,

para todo h € H e todo A € A. Quando ndo houver confusao de qual € a acdo de
H sobre A, supriremos ¢ da notag¢do. Para mais detalhes consulte [21].

Um automorfismo « de 7,,, € um morfismo de grafos bijetor «« : 7,,, — T,,, que
preserva comprimento de vértices. Com a operacdo de composicdo de fungdes, o
conjunto de todos os automorfismos de 7, € um grupo, denotado por A,,.

Exemplo 1.1.2. Dada uma permutacdo o de Y, podemos estendé-la a um auto-
morfismo & de T,,, pondo:

D) =0
(yu)o = y7u

para todo y € Y e para todo u € M. Para simplificar notagcdo, vamos denotar a
extensdo o de o simplismente por o.

Por outro lado, dado um automorfismo « de 7,,, temos que « induz uma
permutagdo o(«) em Y. Basta considerar o(«) igual a restricio o : Y — Y.
Agora, podemos considerar a extensdo o(«), como no Exemplo 1.1.2. Logo a

composi¢cao
a(o(a))™
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possui agdo trivial no primeiro nivel da drvore 7,,, ou seja, (y)a(o(a))™ = v,

para todo y € Y. Desta forma, podemos olhar para a composi¢io a(o(a))™!
como

alo(@)™ = (g, .oy ),

onde cada o, com y = 0, ..., — 1, € um morfismo bijetor da arvore
mi = (yv<7-m)a yE(Tm))v

onde yV(Tm> = {yu; u € M} ¢ yE<Tm) = {(yu, yU); (u7 U) S E(Tm)} De yTn
ser isomorfo a 7,, como grafos, podemos identificar a, como um automorfismo
de 7,,, dai

a = (ag,...,am_1)0(),

onde oy € A,,, paracaday = 0,...,m — 1. Com essa identificagdo também
podemos identificar o grupo .4,, com o produto entrelagado dele mesmo com o
grupo .S, das permutacdes de Y, ou seja,

Ay =An 1S, = A" xS, = (A X ... X Ay) XS,

onde a agdo de S,, sobre A,, x ... X A,, é sobre os indices. Assim dados o € S,
e (g, ...,am_1) € Ay X ... X A,,, segue que

o(0, ..y m—1) = (e, ..., Qm—1)7 ) 0.

Portanto, se « = («, ..., pm—1)0(a) € B = (Bo, -+, fm—1)0 () s@o elementos
de A,,, segue que

aff = (040500(&)7 SR am—lﬁ(m_l)a(a))a(a)a(ﬁ)
al = (a&i(a))_l, ...,a(’ni_l)(a(a))_l)(a(a))’l.

Desses fatos, podemos enunciar a seguinte proposicao.

Proposicao 1.1.3. O grupo de automorfismos A,, de T, é tal que
Ay = A7 xS = (A X oo X Ay) XS,

onde cada elemento o de S,, é visto pela sua extensdo &, como no Exemplo 1.1.2.
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Por essa propriedade recursiva de \A,,, para se conhecer a agdo de um automor-
fismo o = (av, ..., vy —1)0 () € necessdrio apenas conhecer a a¢do dos elementos
de A,,, no primeiro nivel, fazendo

a(a), ay

(yu)® = y7 Yu,

ondey =0,1,....,m — 1.

Definicao 1.1.4. Dado o = (v, ..., ap—1)0 () em A,,, chamaremos ao conjunto
definido recursivamente por

Qo) = {a,ag, ., 1 F U Q(ap) U ... U Q(vn—1)
de conjunto de estados de o. E a um elemento 3 € QQ(«) de um estado de .

Exemplo 1.1.5. Considere o = (e, )0 em As, onde e é a identidade e o é a
transposicdo (01) em Ss. Seja 110 € M({0,1}). Assim

(110)* = (110){#™? = 19(10)** = 0(10)* = 0(10)&? = 01°0°* = 001.
E fdcil ver que Q(a) = {e, a}.

A nomenclatura ’estado” de um automorfismo é herdada da ideia de autdomato,
que passaremos a definir na préxima subsecao.

1.1.3 Automatos

Os autdmatos que consideraremos sdo invertiveis e os alfabetos de entrada e saida
s30 um mesmo conjunto I finito.

Formamente, um autdmato A é uma Mdquina de Turing definida por uma
quintupla (Q, T, f,1, q), onde
e [' ¢ um conjunto finito, chamado de alfabeto, em nosso caso, alfabeto de entrada
e de saida;

e () € um conjunto de estados, onde cada g € () € uma funcio bijetoraq : I' — T
o f: () xI'— () ¢éuma funcdo, chamada funcdo de mudanga de estados;
o/:(Q x I — I éuma fungdo, chamada funcio de saida, definida por

(q,a)l = (a)g,

paratodo a € I"e todo ¢ € Q;
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® ¢y ¢ um estado de (), chamado de estado inicial.

Também especificaremos um autdmato por meio de um diagrama, de tal modo
que existe uma aresta do estado ¢ ao estado p e indexada por a|b com uma seta
apontada para p se, e somente se, (¢,a)f = pe (q,a)l = b, onde a,b € T.

Graficamente temos

Figura 1.2: Diagrama 1.

O autdmato inverso de A é denotado por A~! e obtido ao comutar em cada
aresta o indice a|b por b|a, obtendo o diagrama.

Figura 1.3: Diagrama 2.

Uma aresta pode ter dois ou mais indices ou até mesmo ter duas setas, como

o diagrama abaixo.
alb  c|d
elf

Figura 1.4: Diagrama 3.

Neste caso, temos que (¢,a)f = p, (¢,¢)f = pe (¢,a)l = b, (¢q,¢c)l = d, mais
ainda, (p,e)f = ¢, (p,e)l = f. O estado inicial € somente especificado para evitar
confusdo, assim colocaremos um autdmato apenas por uma quadrupla (Q, T, f, ).

Diremos que um autdmato A = (Q, T, f,1) é finito se () € finito. O exemplo
abaixo € um exemplo de autdmato finito.

Exemplo 1.1.6. Defina Q = {q,p}, I' = {a,b} e as funcdes [ : Q xT' — Qe
[:Q xT'— T, respectivamente, por

fi(q,a) = q,(q,0) = p,(p,a) — p,(p,b) = p
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l:(q,a)— a,(q,b) = b,(p,a) — b, (p,b) — a.

Defina o estado inicial qo = q. Seja A o automato dado pela quintupla (Q, T, f, 1, q).
Temos entdo uma representacdo em diagramas para A:

blb alb

Figura 1.5: Diagrama do Autdmato A.

Note que o autémato inverso A~! de A é o préprio automato A.

Definicao 1.1.7. Dois automatos (Qo, o, fo,lo, @) € (Q1,T'1, f1,11, q1) sdo equi-
valentes se existem bijecoes © : Qo — Q1 e 0 : Ty — I'y tais que

((]97 79).](1 = ((Q7 7)]00)@

(qe> ’ye)ll = ((Qa V)ZO)ea
para quaisquer y € I'g e q € Q.

Um automorfismo o = («v, ..., —1)0(a) em A,, pode ser facilmente in-
terpretado como um autdomato. Basta tomar o autdmato definido pela quintupla
(Q,T, f,l,«), onde @ € o conjunto Q(«) dos estados de «, I € o conjunto Y =
{0,1,....,m — 1}, eas fungdes [ : Q(a) X Y — Q(a), [ : Q) x Y — Y sdo,
respectivamente, definidas por

Fo(Boy) e By, L (Boy) =y @,

ondey €Y, € Q(a) e o(p) é apermutagdo que (3 induzem Y. Logo (o, y)f =
ay e (a,y)l = y’@ comy = 0,1,...,m — 1. E daf que vem a nomenclatura
“estados de a” para o conjunto Q(«).

Exemplo 1.1.8. Considere os automorfismos 3 = (f,5)o e « = (a, ) em A,,
onde o = (01). Temos que * = o* = e e Q(a) = {a, B}. Podemos, entdo,
definir o automato B pela quintupla (Q(«),{0,1}, f, 1, &), onde f e | sdo dados
por

fi(,0)—»ap=0a,(a,1) =~ a3 =6,(8,0)— Bo=5,(8,1) — 1 =0
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l:(a,0)—0,(a,1) = 1,(5,0) =07 =1,(5,1) —» 19 =0.
O diagrama de B é dado por

1)1 01

Figura 1.6: Diagrama do Autdmato B.

O autémato B é equivalente ao automato A do Exemplo 1.1.6. De fato, basta
definir
O:q—a,p—06, 0:a—0,b—1,

que o resultado segue.

Por outro lado, cada estado ¢ de um autémato A = (Q, T, f,1) pode ser visto
como um elemento de A,,, com m = |I'|. Basta corresponder o estado ¢ com o
automorfismo

ag = (g, ..., 1) (q),

onde I' = {ay, ..., ayn_1}, o; € 0 automorfismo que corresponde ao estado ¢;, com
¢ = (q,a;)f, e o(q) é a permutacio de {0,1,...,m — 1} definida por i°® = j,
onde j é tal que (q,a;)l = (a;)q = a;.

Assim, dado um autémato A = (@, T, f,[), podemos olhar () como um sub-
conjunto de A,,, com m = I, e definir o subgrupo G(A) < A, gerado pelo
automato A como

G(A) = {glq € Q) < An.

Em muitos casos, € interessante saber qual é a estrutura do grupo G(A), dado o
autobmato A. Como exemplo, A. Zuk classifica todos os grupos G(A), onde A
€ um autdmato com dois estados sobre um alfabeto binario. Ele demonstra que
G(A) éisomorfo a um dos grupos {1}, Cy, Cy & Cy, C, Dy e Co 2 C, onde Cs € 0
ciclico de ordem 2, C' o ciclico infinito e D, € o grupo diedral infinito (veja [25,
pagina 6] e [18, pagina 23]).

Exemplo 1.1.9. O grupo G(A) do automato A dado pelo diagrama
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0|1 0/0

Figura 1.7

é isomorfo ao grupo ciclico infinito. De fato, note que
G(A) = (o= (e,a)o, e = (e,¢)),

onde o = (01). Logo, basta mostrar que « tem ordem infinita, pois e é o auto-
morfismo trivial. Isso segue do fato que o** = (™, a") e a*"1 = (o™, a"™)o,
para todo niimero inteiro positivo. O automorfismo o = (e, «)o é chamado de
mdquina de adigdo bindria.

Consulte [8] para mais detalhes sobre automatos.

1.1.4 Subgrupos de A,,

Dados um subgrupo G de A,,, u € M(Y),comY = {0,1,...,m — 1}, e n um
inteiro ndo negativo, definimos:

Fizg(u) = {a € G|u® = u},

Stabg(n) = {a € Glu® = u,Yu € M(Y), |u| = n}

P(G) ={o(a) € S,|a € G}.
Diremos que G ¢ transitivo, se P(G) é um subgrupo transitivo de S,,,.

Fecho topolégico
Dado « € Stab,, (1), segue que o(«) = e, ou seja,

o = (Oéo, ‘”705m—1)7 Q € Am
Assim, dado 3 = (S, ..., Bm_1)0(8) € A,,, temos

of = (o, .. i) e Staby,, (1),

m—1

onde estamos usando (Yo, ..., Ym-1)" = (Yoo, -, Ym-1)-). Isso implica que o
subgrupo Stabg (1) = G N Staby,, (1) é normal em G, para todo subgrupo G de
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A,,,. De maneira geral, Stabg(n) é um subgrupo normal de GG, para todo subgrupo
G de A,,. Note também que o subgrupo Staby4, (n) é um subgrupo com indice
finito em A,,,. Mais que isso, A,, € o limite inverso de {A,,/Stab,,(n)}>,, ou
seja,

: Am
Am = MStabAm (n)

e assim cada automorfismo a € A, pode ser visto como um produto infinito
Q1 ...00,..., onde a, € Staby,, (n). Logo o fecho topoldgico de G, denotado por
G,éo conjunto de todos os produtos infinitos apa;...ay,..., com «,, € Stabg(n)
(veja [20] para uma defini¢do de limite inverso).

E ficil entdo ver que o fecho topolégico de um subgrupo abeliano de A,, é
também abeliano. Na verdade, o fecho topoldgico conserva a propriedade de ser
verbal. Tal afirmacgao S. N. Sidki provou em [22, p4gina 8].

Fecho diagonal
Outro fecho importante € o chamado fecho diagonal. Dado o € A,,, defini-
mos, recursivamente,

o =a, oM a m-upla (o, ..., a) e o = (o)D) para i > 0.

Chamaremos de fecho diagonal de G’ ao subgrupo G = (G| > 0). Denote o)
por o', assim

a® ()M ()@ (@)®) = a®qmt 4 get® st

onde a; € Z.

Subgrupo fechado por estado e fecho por estado

Um subgrupo G de A, é dito ser fechado por estado se para todo elemento
a = (ag, ..., ay—1)o () de G segue que o, estdem G, paratodoy =0, ...,m— 1.
Em outros termos, GG é fechado por estado se para todo o € G implica que Q(«)
€ um subconjunto de G. Se G é um subgrupo de A,,, denote por G o fecho por
estado de G, isto €, o subgrupo de A, gerado por todos os estados de todos os
elementos de G.

Exemplo 1.1.10. Seja o = (o, o) em Asy, onde o = (01). Assim o grupo {«, o)
é o fecho por estado de («). Em verdade, {«, o) é isomorfo ao Lamplighter Group
Cs 1 C, onde o produto entrelagcado é restrito, Cy € o ciclico de ordem 2 e C é o
ciclico infinito. Tal afirmagdo serd demonstrada na proxima segdo.
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Quando Q(«) é finito, para o € A,,, entdo « é chamado de finito por estado.
Se todo elemento de G € finito por estado, entdo GG é chamado finito por estado.
No Exemplo 1.1.10, o grupo («, o) além de ser fechado por estado € finito por
estado, pois € gerado pelos estados do automato,

0l 1)1

Figura 1.8

Vamos chamar um grupo transitivo e fechado por estado de recorrente se a
projegdo m : Fixg(0) — G definida por

™0

a™ = ((ag, ..oy 1) (@)™ = g

é sobrejetora, onde a € G e 0°(®) = (.
Com relagdo aos fechos topoldgico e diagonal, A. M. Brunner e S. N. Sidki
demonstram que:

Proposicao 1.1.11. (/3, pdgina 459]) Seja A um grupo abeliano transitivo fe-
chado por estado. Entdo os fechos diagonal e topoldgico comutam quando apli-
cados a A. Além disso, o fecho diagonal-topolégico A* = A é um grupo abeliano
transitivo fechado por estado.

Mais que isso, eles mostram o seguinte resultado:

Teorema 1.1.12. (/3, pdgina 463]) Seja A um grupo abeliano transitivo fechado
por estado de grau m. Suponha que A* seja livre de tor¢do. Entao A* é um pro-m
grupo finitamente gerado.

Esses geradores sdo determinados da seguinte forma: sejam oy, ...,0r € S,
tais que P(A) = (o4, ...,0k). Escolha a, ...,y € A tais que o(a;) = 0y, para
todoi =1, ..., k. Entao

A" = (o, . o).

Para A de tor¢ao eles mostram que:

Teorema 1.1.13. (/3, pdgina 467]) Se A é um grupo abeliano transitivo fechado
por estado de tor¢do, entdo o expoente de A é igual ao expoente de P(A).

Para mais detalhes consulte [3].
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1.2 Representacoes como grupo de automorfismos
da arvore

1.2.1 Representacoes de grau m

Dizemos que um grupo abstrato G possui uma representacdo de grau m se existe
um homomorfismo ¢ : G — A,,. Se ¢ ¢ monomorfismo, entdo tal representagao
¢ dita ser fiel. Se G¥ € fechado por estado, transitivo ou finito por estado dizemos,
repectivamente, que a representacao é fechada por estado, transitiva ou finita por
estado. Por vezes, chamaremos tanto ¢ como GG¥ de representacdo de G de grau
m.

Representacao por classes laterais
Sejam G um grupo e Hy, Hy, H,, ..., H,, ... subgrupos de G tais que
G=Hy>H>Hy>..>H,> ..

e [H,_y : H;] = m, paratodo i > 0. Seja T; = {t;0,....,tim—1},comt;p = 1, um
transversal de H; em H; ;. Entdo G age naturalmente por multiplicacdo a direita
sobre a arvore regular de classes laterais 7" dada graficamente por:

Hity 4 s Hity,m—1

[ ]
[ ]
[ Bx N ] [ Y N ] [ X I ] [ ]
H, Hjtsy Hots,y—y Hatyy Hoto 1ty 1w Hoto o 1t11
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

Figura 1.9: Arvore Regular de Classes Laterais.
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Como 7 ¢é isomorfa a 7,,, como grafos, existe um homomorfismo natural
¢ G — A,. A representacdo ¢ é transitiva, além disso, se nao existe um
subgrupo ndo trivial K de N, H; e normal em G, entdo ¢ é fiel.

Exemplo 1.2.1. Seja G um grupo abeliano livre de rank infinito livremente gerado
por T1,To, T3, Ty4.... Considere a seguinte lista

2 4 8 16
Jfl, :L‘17 1’17 l’l P

2 4 8 16
1,'2, :,1327 :L'27 .CEQ P

2 4 8 16
$3, {E3, (L’3, [L’3 P

Utilizando um argumento parecido com o de enumeragdo dos racionais por Can-
tor, podemos considerar os seguintes subgrupos de G,

H1 = <I%,I2,SL’3,$4...>, H2 = <l’411,$2,.’1§‘3,$4...>, H3 = <.’,1§‘411,$§,.133,!E4...>,

Hy = (21,25, 03 24...), Hy = (2], 25,23, 24...), Hs = (2}, 25, 03, 14...),

_ (16 4 4 _ (16 8 4 2
H; = (2", x5, x5, x4...), Hs = (27", 25, X5, 5, 5, ...) ooy Hpy ..

Note que G > Hy > Hy > ... > H, > ..., [H;y1 : H;] = 2, para todo i =
1,2,..,n,.., e N2, H;, = {1}. Portanto, existe uma representagdo fiel de G em
As. Na verdade, com o mesmo processo, existe um representacdo fiel de G em
Ao, qualquer que seja m maior ou igual a 2.

1.2.2 Representacoes fechadas por estado

As representacoes fechadas por estado sdo, neste trabalho, as representacdes de
maior interesse.

Sejam G um grupo, H um subgrupo de indice mem Ge f : H — G
um homomorfismo (também chamado de endomorfismo virtual). Escolha T' =
{to,t1,...,tm—1} um transversal de H em G. Agora, cada g em G induz uma
permutacdo o(g) : Y — Y com relagdo a T, dada por

i°9 = j & Htyg= Ht;,i,j=0,...,m— 1.
Note que tigtfl € H, ou seja, tigt;%g) € H . Definay : G — A, por
g+ ([tﬁgt(;rl(g)]ﬂp7 [tlgtl_crl(g)]f@a ) [tm—lgt(—yifl)c(g)]f@)o-(g)‘

Claramente ¢ € uma funciao bem definida.
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Proposicao 1.2.2. ([19, pdgina 8]) A fungdo ¢ definida acima é um homomor-
fismo, onde G¥ ¢ fechado por estado, transitivo e

ker(p) = (K < H K <G, K¥ < K),
chamado o f — core(H).

Demonstragdo. A demonstragdo é feita por indugdo sobre o comprimento |u| de
um vértice u € 7,,. Sejam g, h € G. Temos, por um lado,

(gh)cp = ([toght(;al(gh)]f(pv ) [tm—lght(_,i_l)o(gh)]f@)o-(gh) =

- ([togt&}(mtoﬂf’) ht(;rl(gh)]f@v S [tm—lgt_l—l)ff(g)t(mfl)”(-") ht(_nlhl)dgh)]f(p)a@h)-

(m

E por outro
g*h¥ = ([tz‘gt;%m]fso)iey 0(9)-([tiht;}h)]f¢)iey o(h) =
= ([tigt;%g)]f@[tig(g) ht;%ma(g)]f@)iey a(g)o(h).
E fécil ver que o(gh) = o(g)o(h). Assim, para todo i € Y segue que
j@h)? — olgh) — ;olg)a(h) — ;9%
Suponha por indugdo que o resultado vale para toda palavra com comprimento

menor ou igual que k. Assim para todo i € Y e toda parlavra v de comprimento

k vale que
(iu)Wh)? = §7 (M) g, (oh)F (iu)97"" = o (oM (97h?)i.

Por hipétese de indugao, temos

—1 —1 —1 -1
wM? — 9 @Rt o) _ 98 ) VP @) P o)) (97h9)i
Segue que ¢ € homomorfismo. As outras afirmacdes sdo imediatas. 0
Se f — core(H) = 1, dizemos que f é simples, ou seja, G ~ G¥ e a

representacao € fiel.

Exemplo 1.2.3. Seja G = Cy 1 C = (a) 1 (x). Entdo A = Tor(G) = (a)® e
G' = (aa®)\®. Considere H = G'(x) e T = {1,a} um transversal de H em
G (note que |G : H| = 2). Nao ¢ dificil ver que H ~ Ge f : H — G o
homomorfismo que estende a fun¢do

aa® — a, T T
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é um isomorfismo. Agora, se K é um subgrupo ndo trivial de H, normal em G
e f-invariante, entdo K N A também o é, pois nenhum subgrupo livre de tor¢do
satisfaz tais propriedades. Como K N A < G'NA = G, segue que K N A é
trivial, pois f diminui pela metade o comprimento de uma palavra ndo trivial em
{(aa®™)¥; y € (x)}. Isso mostra que f é simples e G ~ G*¥. Como

a? = (01), z¥ = (¥, 2%a¥)

segue que

G~ (a=(a,a0),0 =(01)),
como no Exemplo 1.1.10.

Claramente o homomorfismo ¢ depende do transversal escolhido, logo ¢ =
7. Abaixo, uma proposi¢ao que mostra que numa outra escolha de um transvesal
de H em G € produzida uma representacio de GG conjugada com a original por um
elemento bem determinado de A,,,.

Proposicao 1.2.4. (/3, pdgina 464]) Sejam
T - {to, ...,tmfl}, T/ — {t6 — hoto, "'7t:nfl — hmfltmfl}

dois transversais de H em G, onde hy,...,h,,_1 € H. Sejam o e o, como
acima. Entdo existe 3 € A,, tal que

g¢T =B 1g?r 3
para todo g € G.

Demonstracdo. Sejam p = pr e ¢ = pp. Assim

9% = ([togtomio)?, (gt 1, s (19t )y o0 )0 (9)

/ /

g<,0 = ([té)g(ti)ow))il]f@, [tllg(tllo(g»il]fw,a ceey [t;nflg(tzm—l)a(g))il]fw )U(g>7

para todo g € G. Dai

9% = ([t09(thow) 1%, o 19t _1yoi0) 19 )0 (9) =

= ([hotog(hor@ tor) " 12, oy [P 1tm—19(An 10 tm-1ye0) 1 )a(g) =
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— (B o2 (Tt 17 s foms 970 iV ) () B )

e (m e M1

onde o automorfismo 5y = (hé“"/, s hfn“o_ll)_1 ¢ independente de g. Replicando o
processo para cada g; = (t; gt;,t,) )/, vamos obter no infinito

97 = B"'g"8
onde 5 = [Bof1...0n... € Byl = 7(L"+1), com 7 inteiro ndo negativo. O

Exemplo 1.2.5. Considere a representacdo p de G = Cy 0 C, do Exemplo 1.2.3.
Assim G¥ = (o = (a,a0),0 = (01)). Escolha o transversal T" = {1,a"} =
{1,aa®a}. Como (aa®)! = a, entdo

Bo = (e,a”) ™ = (e,),

onde v = (v,7)o. Note que 0 = (o
B=(e;7)(e.n)M(e,1)®... = (B,78) e

-1 ) -1 .
,0% o, ou seja, v = 0% . Dai

1 /

) _
¥ = =0, ¥ =0’ =aq,

pois « e 3 comutam.

Proposicao 1.2.6. Um grupo G é um grupo transitivo fechado por estado de grau
m se, e somente se, existem um subgrupo H de indice mem G e f: H — G um
endomorfismo simples.

Demonstragdo. A reciproca segue da Proposi¢do 1.2.2. Agora se G é um sub-
grupo transitivo e fechado por estado, entiao

7o Fizg(0) - G

a — Qg

¢ um endomorfismo simples e |G : Fizg(0)] = m. O

Em particular, fica demonstrado que se A é um autémato, entdo G(A) induz
um endomorfismo simples f : Fizga)(0) — G(A). Mas serd que dado um
autdbmato A sobre um alfabeto com m letras existem um subgrupo H de G(A)
e um endomorfismo f : H — G(A) que induzem os estados de A? Induz no
sentido que (G(A))¥ = G(A). A resposta a essa pergunta é negativa, como mostra
a proposi¢ao.
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Proposicao 1.2.7. Dado o automato A,

0/1
1|0

Figura 1.10

ndo existem um subgrupo H de indice dois de G(A) e um endomorfismo simples
f: H — G(A) tais que (G(A))¥ = G(A), onde v é uma representagdo induzida
por fe H.

Demonstragdo. Note que

G(A) = (= (,a)(01))

o’ = (a?a’) =e
ou seja, G(A) é uma representagdo transitiva e fechada por estado de Cy = (a).
Por outro lado, as unicas possibilidades para
i) um subgrupo H de G de indice dois;
i7) um endomorfismo simples [ : H — G e
i4i) um transversal 7' de H em GG

sdo H = {1}, f o homomorfismo que leva 1 em 1 e " = {1, a}. Portanto, a dnica
representacdo ¢ : Cy — A, transitiva e fechada por estado de grau dois induzida
por um endomorfismo simples € tal que

a® = ((1aa)’?, (aal)’#)(01) = (01),
que € diferente da representacao inicial. [

Quando ndo houver confusdo chamaremos uma representacdo tansitiva fe-
chada por estado de apenas representacao fechada por estado.



CAPITULO 2

Endomorfismos de grupos metabelianos tipo
entrelacado

Neste capitulo analisamos endomorfismos virtuais de grupos metabelianos tipo
entrelagado. Com isso estamos querendo dizer que analisamos endomorfismos
virtuais de um produto entrelagado restrito G = B! X, onde B e X sao abelianos.

2.1 Endomorfismos de produtos semidiretos

Dizemos que um grupo K é metabeliano se seu subgrupo derivado K’ € abeliano.
Agora, um grupo G é dito ser um produto semidireto do subgrupo A pelo subgrupo
XseG=AX,Aénormalem Ge AN X = {1}. Vamos supor que existem H
um subgrupo de indice finito m em G e um endomorfismo f : H — (. Defina
Y =AHNX,Ay=ANHe H = AyY. Vamos supor também que A, é normal
em G.

Proposicio 2.1.1. Nessas condicées, o indice de H em G é igual a m.

Demonstragdo. Note que m = (G : H| =[G : AH|[AH : H]e [AH : H = [A:
AN HJ, logomy = [A: Ay divide m. Analogamente, mo = [X : Y] divide m.
Afirmamos que m = mymsy. De fato, sejam S e T transversais, respectivamente,
de Apem AedeY em X. Pondo H = Ap(v(y)y|y € Y), onde v(y) € A para
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todo y € Y, temos
HST = Ao(v(y)yly € Y)ST = (v(y)yly € Y)(AeS)T =

= (wyly € Y)AT = A{w(y)yly e V)T = A(YT) = AX =G.

Disto, segue que S7T' é um transversal de H em G e m = myms.
Como A é normal em GG segue que é normal em AH, daf

HST = A)YST =Y A ST =Y AT = AYT = AX =G

Portanto, S’I" é um transversal de H em G. O resultado segue. U]

Suponha que [A, Y] é subgrupo de Ay e H é normal. Entdo Y é normal em X,
assim para todo ¢ = ax € G temos

(aoy)? = (agy)™ = afla”, y *ly* € ApY,

para todo ay € Agetodoy € Y. Logo AyY € normal em G e podemos enunciar
a proposi¢ao:

Proposicio 2.1.2. Se H ¢ normal em G e [A,Y] é subgrupo de Ay, entdo H é
normal em G.

Como corolario temos:
Corolario 2.1.3. Se A é abeliano e H é normal em G, entdo H é normal em Q.

Demonstracdo. Se A é abeliano, entdo para todos a,b € Aey € Y temos

[a,y] = [a, by]

ou seja, [A,Y] = [A, AY] = [A, H]. Pela Proposicio 2.1.2, segue que H é
normal. O]

Vamos analisar agora o caso onde o homomorfismo f : H — G € tal que Ag
€ subgrupo de A. S@o inimeros os casos onde isso ocorre, por exemplo, basta que
A seja de tor¢do e X livre de torgao.

Nesse caso, definimos 11 : Ay — A por a’ = af. Claramente ; é um homo-
morfismo. Também definimos « : Y — X pondo y“ = ¢/, onde 3’ é obtido de
(ay)! = by, onde a,b € A. Afirmamos que o é um homomorfismo bem definido.
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De fato, se ay,as,b1,b0 € Aey',y” € Y, com y diferente de ", sdo tais que
(a1y)? = b1y e (a2y)? = byy”, entdo (ary)’ (azy) ™/ = (a1ay")’ € A, mas
(a1 _
(axy)! (azy) ™" = bay/ (y") 10" = a7y (")

Ou seja, vy = 3", absurdo. Logo « esta bem definido. Que o € homomorfismo é
claro. Se A € abeliano, vamos definir um homomorfismo f de H em G que em
certo sentido é mais simples que f, pondo

frH(=AY)— G
agy — ahy®
para todo ag € Ag e todo y € Y. Pela observagdo acima, féuma funcdo.
Proposicao 2.1.4. Se A ¢ abeliano, entdo f € um homomorfismo.

Demonstragdo. Para mostrar que f € homomorfismo, precisamos provar que para
quaisquer a1, as € Ag e quaisquer y;,y> € Y temos que

«, «

. 1 .
(aryrazye)’ = (aras' yiye)! = aff(ad' )ydys

v1

(@1?/1) (a2y2) = ayyfayys = ay(ah) " yi'ys
sdo iguais. Ou seja, devemos provar que para quaisquer ag € Ag e y € Y temos
(ag)* = (afy)¥". Com efeito, sejam b, c € A tais que by € H e (by)’ = cy®, entdo

f cy® a
(ap)" = (ag")! = ()™ = (ap)™" = (ap)”".
Como desejado. 0

E quanto a simplicidade, se f é simples, implica que sendo f um homomor-
fismo ele € simples? Uma resposta parcial a essa pergunta € a seguinte.

Proposicio 2.1.5. Se A ¢ abeliano, Cx(A) = {1} e f é simples, entdo f é sim-
ples.

Demonstragdo. Seja K um subgrupo de H, normal em G e f-invariante. Consi-
dere Ky = K N Ay. Assim

K =(KnA) <KINA<KNA=(KNH)NA=Kn(HNA) =K,

Mas K/ = Kg, donde K| € trivial. Logo [K,A] < Ko = {1}, ou seja, K <
Cx(A) = {1}. Portanto, f é simples. O
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Exemplo 2.1.6. Considere o grupo G = B C, com B abeliano finito, e H um
subgrupo de indice finito m em G. Suponha que H N Tor(G) é normal em G
etome A = Tor(G) = @pecB, X = C = (), Y = AHNX = (2") e
Ao = AN H. Pela Proposicdo 2.1.5, H pode ser replicado por AyY e a agdo de
f pode ser dada por
(aoxk’")f = a{;xks,

onde al) € A e x™! = 2%, para quaisquer ay € Ay e k inteiro. Se [G - H| = 2, os
endomorfismos simples podem ser considerados como acima, pois H N Tor(G) é
normal em G.

Segue da Proposicao 2.1.5 o seguinte coroldrio que serd usado na préxima
secao.

Corolario 2.1.7. Nas hipdteses da Proposicdo 2.1.5, com |G : H| = p primo,
podemos supor que X < H.

Demonstragdo. De fato, podemos considerar H = AyY. Como [G : H| é primo,
devemos ter [A : Ag] = p ou 1. Se for o segundo caso, A é subgrupo de H, o que
ndo é possivel, pois f é simples, dai [A : Ag] = p. Portanto, Y = X. O

Suponha que Y = X. Seja K um subgrupo de Ag normal em A e f-invariante.
Logo K é um subgrupo de Ay normal de G e f-invariante, pois

(KX = (KNHX < KX,
Dai K = {1}. Assim, temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.1.8. Dadas as hipdteses acima, segue que f : Ag — A é um endo-
morfismo simples.

Note que se X é um subgrupo de H, segue que A é normal em G.

2.2 Endomorfismos de grupos tipo Lamplighter

Seja B um grupo abeliano finito. Entdo B € tal que
B=()®..D ),

com (b;) ciclico de ordem n;. Definimos G 5 4 como o produto entrelagado restrito
de B por CY, isto é, Gp4 = B 1 C?. Ao grupo Gp 4 chamaremos de grupo tipo
Lamplighter.



2.2 Endomorfismos de grupos tipo Lamplighter 28

Podemos olhar para Gz 4 como o produto semidireto AX, onde A = @,cx B
e X = C= (xy,...,14). Assim, cada elemento de G5 4 tem a forma geral

(b€1(11,...,xd)mbfr(zl,...,xd)) (xil x(sid)a

onde p;(x1, ..., x4) € um elemento de (Z/n;Z)(X), paratodo i = 1, ...,r, ou seja,
pi(z1, ..., 4) € um polindmio, com expoentes podendo ser negativos, sobre o anel
Z/n;Z. Temos ainda

(b1171(2717~..,rd) bpr(ml,...,zd)>x5i x§,-<b1101($17---7$d)$fi bfr(xlv---vxd)$?i>
.. i

Up i )

paratodo: =1,..,r.

Tome r = 1, B = (b), com |b| = n e denote Gp 4 por G, 4. Suponha que
f+ H — G, q ¢ um endomorfismo simples e // é um subgrupo de indice m
em G, 4 tal que Ay = H N A ¢ normal em G, 4. Temos que A ¢ abeliano e
Cx(A) = {1}. Pela Proposigdo 2.1.5, dado um elemento bP@1-2a) gt x4 de
H, aacgdo de f pode ser dada por

(bp(:pl,...,xd)xgi x;d)f — b(p(fﬁl,m,md))u (1-71'1 “_xzd)a

Y

onde Y = AHN X, a : Y — X é um homomorfismoe i : Z — A é um
homomorfismo de grupos abelianos entre os anéis Z e A = (Z/nZ)(X), com
7 um ideal de A. De fato, temos que A pode ser visto como o anel de grupo
(Z/nZ)(X) e Ay como um ideal de (Z/nZ)(X), pois é normal em G,, 4. Assim
f Ay — A ¢é o homomorfismo i : Z — A. Note que « se estende a um
homomorfismo de grupos abelianos o : B — A, onde B = (Z/nZ){(Y).Sep € Z
e q € B, entdo (bP1)H = p"4",

Se K = kerg(a), entdo ZK é um ideal de A contido em kerz(u), logo o
subgrupo (b*%) € um subgrupo de H, normal em G e f-invariante e, assim, trivial
se f € simples, neste caso, & € um monomorfismo.

Com essas observacoes e pela Proposi¢do 2.1.5, temos a proposi¢ao:

Proposicao 2.2.1. Seja f : H — G,, 4 um endomorfismo, com H um subgrupo
de indice finito em G,, 4. Entdo f é simples se, e somente se, o tinico ideal de A
contido em T e p-invariante € o ideal trivial {0}. Além disso, f simples implica
que o é um monomorfismo.

Vamos aplicar essa proposi¢do para mostrar que G, o = C, 1 C* pode ser
representado como um grupo de automorfismos fechado por estado de grau n"*2,
ou seja, vamos mostrar que existe um endomorfismo simples f : H — G, 5 tal
que [G2 : H] = n"*2
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Exemplo 2.2.2. Considere G, 5 = C, 1 C? = (a) ! (z,y). Seja
= (e ).
E fdcil ver que (G2 H =n""%e HNA é normal em G, 5, onde A = Tor(G

- n,2)-
Pela Proposigdo 2.1.5, se existe um endomorfismo simples f : H — G, 5, entdo
podemos considerar f tal que

("1 a1y <A, (@ ) < (2,y)

Vamos usar a notagdo da Proposicdo 2.2.1 e determinar v e o de tal modo que f
fique bem definida e seja um endomorfismo simples. Veja que A é o anel de todos
os polinémios de duas varidveis x e y sobre o anel 7./nZ com expoentes em Z,
isto é, A = (Z/nZ){x,y). Veja, também, que o ideal T é o ideal de A gerado

pelos polinémios x" — 1 e y — 1. Escreva (z,y) = @5 x*(x",y), assim
n—1
= (Z/nZ)(z,y) = @P(Z/nZ)(z", y)a’
i=0

= (Z/nZ)(z,y)(z" — 1)

3
,_.

+ (Z/nZ)(z,y)(y — 1) =
(Z/HZK )t (2" = 1) +Z(Z/TLZ)(1’”,Z/>

Se r(x,y) € A, podemos escrever

[e=]

.

z'(y —1).

(z,y) = s(L,y) + (v, y)(x — 1) = (2, 1) + (2, y)(y — 1)

assim, se r(x,y) € I, entdo

n—

—_

r(z,y) = A ri(a”, y)at(z" — 1) + '_ si(x™,y)z' (y — 1)
Z(”(l" 1) +ri(z", y)(y — 1))z (" — 1)+
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n—1 n—1

Zrl (" —1) jLZsZ o'y — 1)+
=0 =0

n—1

+ Z + (", y)a (@ — 1)y — 1).

Essa escrita é unica. Defina i : T — A por

—_

n—

(o)) = Sl Dy — 1)+ Y1 a)aa — 1)+

7

Il
o

-1

3

+ (riy,x) + sy, )2’ (y — 1)(x — 1).

(]

1=0

Agora, defina o : (x",y) — (x,y) 0 homomorfismo que estende a fungdo
"=y, Yy

Pela Proposicdo 2.1.4, para que [ seja um homomorfismo bem definido, devemos
ter (r(x, y)a")* = r(z,y)'y e (r(x,y)y)" = r(x,y)"x. De fato

S
—
—

n—

r(xvy)$n = ' Ti($n> 1)xnl,z(xn - 1) + . sz(lvy)$z(y - 1)+
£ Y2 ) + s ) (L))"~ 1)y~ 1)
(a9} = Yoy Dyatly — 1)+ 3 si(L2)a' (e — 1)
300 ) + sy + (L) — D~ 1) = (e o)y
Agora
ey = Y e - 1)+ Y s(Lyaily - D+
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n—1
+ ) (2", y) + si(a”, y))y + ri(z", 1)) 2 (2" = 1) (y — 1).
i=0
e
n—1 n—1
(7’@79)9)“: 7’1'(?/, y—l —i—ZsZ 1 x zx x—l)—l—
=0 =0

* i((%(y, z) + si(y, )z 4+ ri(y, 1)’ (y — 1)(z — 1) = r(z,y)'z

Como desejado.

Vamos mostrar que f é simples. Seja J um ideal de A, contido em T e -
invariante. Suponha que [J é ndo trivial. Podemos supor que os expoentes de
T em x ey sdo positivos, pois J é um ideal. Seja r(x,y) € J \ {0} tal que
d(r(x,y)) € minimo na ordem lexicogrdfica. Dai r(x,y)" = 0, pois §(r*) < §(r).
Mas

—j—1 —j -1
r=7r9+"mTr+ ..+ ’T’n_j_ll’n J + Tn_jl’n J + ...+ T’n_lfL’n

= (@) (@ = 1) P )y — 1) + P @ y) "~ 1)y - 1).

Aplicando n

1

B n—j—1 nfj 0 n—
r ry +rie 4+ ok 1T +rh + ...+,

n— ]

com

i =r W)y =D+ P @) = D) +rP )y - D - 1),
Assim

r=rg+ Tt e+ T T 2 (27T,

w0 o i n—j—1 n—J (.M K Jj—1
rt=rg+rie ot +x (rn,j+...+7"n_1a: )

, . - ) i1
xIr = 7”0];‘] + 7’11’J+ + ...+ Tnfjflxn + -xn(rnfj + ot rnflxj )7

b rE ).

Jo\ — gk nd Mg+l H n—1 M
(x/r)t =rfa? + rix T —l—x(rn_J



2.2 Endomorfismos de grupos tipo Lamplighter 32

Logo

(@)@ r) =rf +rie4 kT (e

e
= (@) =2t (@ = ) (2
Assim
(2" — D(rp 4+t 2 heg
e dai

Para j > 0 temos

S((x™ 1 = 1)rk) < 6(ry) < 8(rja?) < §(r),

J

dair; =0, paratodo j = 1,...,n — 1. Com isso
r=ro=rg) (@) " = 1)+ (1) (g — 1) + 157 (2" y) (2" — Dy~ 1),

Como 1" = 0 e r possui a forma acima, so podemos ter r = 0, absurdo. Pela
Proposicdo 2.2.1, [ é simples.

Podemos generalizar as ideias que aparecem nesse exemplo para mostrar que
0 grupo
Gna = Cpn1C* = (a) Uz, ..., 14),

tem uma representacio fechada por estado de grau n"*?. Basta tomar
H = (a®171 g%t qBam ) @ugad (g0 0 xg),
a: H — G, 4 como o homomorfismo que estende a funcdo
Ty = XTg, To > Ty, .., Tq > Taq

e u: Z — Aohomomorfismo de grupos abelianos analogo ao do Exemplo 2.2.2,
respeitando a escrita Unica de cada elemento de Z e a defini¢do de o, que teremos
um endomorfismo simples f : H — G. Note que [G : H|] = n"*% Assim
podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 2.2.3. O grupo G = C* 1 C%, possui uma representagdo fechada por
estado de grau pk(ntd) paratodosd > 2ek > 1.
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Demonstragdo. Considere
G= Cs l Cd = <a1, ...,ak> { <£L'1, ...,iCd>.
Tome H como o subgrupo

(ag.crf_l a7 ab T =1, k) ST (g ).

Veja que [G : H| = n*("+9) Defina f : H — G andloga & observagio acima. [

No Capitulo 3, veremos que o grupo Gz = B C possui uma representacio
fechada por estado de grau |B|. J4 no Teorema 2.2.3, a representagdo de C* )
C? é de grau |Ck|"™4. Naturalmente, nos perguntamos se é possivel ter uma
representagdo com grau |C*|, ou seja, um autdmato sobre um alfabeto com |C*|
letras. Na secao seguinte, supondo que n € primo e k = 1, demonstramos que iSso
nao ocorre.

2.3 Nao existéncia de endomorfismo simples de grau
primo para G, j, d > 2

Nesta secdo demonstramos que ndo existe endomorfismo simples de grau primo
para GG 4, onde p € primo e d é maior ou igual a 2.

Proposicio 2.3.1. Sejam M = (m;;)axq uma matriz quadrada de ordem d > 2, r
um inteiro ndo nulo, t = det(M) e K um corpo. Se uy, ...,uq € K(x1, ..., 4) sdo
tais que

(l,'{mil
paratodos 1 < i< j<d, entdot=0ouu; € Z=(x) —1,...,25 — 1)idgea, para
todoi=1,....d.

™ — Ny = (2] 2™ — Dy,

Demonstragdo. Vamos aplicar indug@o sobre d > 2. Seja entdo d = 2. Suponha

que p = p(x1,x2) € K(x1, x5) é um fator comum ndo constante de 27" 252 — 1

e xy "y — 1. Médulo p temos
Tmi1 ,.TM12\ M2 rmai ., Tm22\—mi2 __ J— TM11M22—Trm1Mm22 ,7M12M22 —TMmi127m22 __
(g ™) (2 ™) =l=ux Lo =

TM11M22 —TmM21M22

_ _art
=T =T,
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isto €, p|(z}" — 1). Analogamente, p|(z%' — 1). Logo, existem ¢ = ¢(x1, ) €
¢ = ¢'(z1,22) em K(z1, z) tais que

ot —1=pq, 25 —1=7pq.

Desde que K(x1,xz5) é dominio de fatoragdo tnica, entdo p,q € K(x1) e p,q €
K(x5). Portanto, p € K, uma contradi¢do. Concluimos que

(27" 5™ = Dfuy, (2™ 2™ — 1)[ug
euy,uy € L= (x] — 1,25 — 1)4ear-

Suponha agora que d > 3 e que a afirmacao é verdadeira para d — 1. Suponha,
por absurdo, que det(M) # 0 e, sem perda de generalidade, que w; nio é um
elemento de Z. Denote por M;; a matriz obtida de M suprimindo sua linha 7 e sua
coluna j. Fazendo z; = 1 (1 < i < d) em

rmi1 . T2 T mMiq _ M4l . T2 TMiq
(x]™ray™2 M — Duy = (2] ey ™2 )M — 1wy

com i # 1, vamos obter, por hipétese de indugdo, det(M,;) = 0 para todo (i, j),
onde 7 # 1. Assim

det(M) = (=1)"mydet(My;) = (—1)my det (My;),

i=1

para todo j = 1, ..., d. Por outro lado, det(M) = 3% (—1)"*imy;det(M;) e dai

Jj=1

(—1)1+jmijdet(M1j) = det(M),

B

Zd:det(M) =

j=1
ou seja
(d—1)det(M) =0 = det(M) = 0.
Uma contradi¢do. A proposi¢ao segue. [

Suponha que H ¢ um subgrupo de indice ¢ em G,, 4, com ¢ primo, e f : H —
G é um endomorfismo simples. Assim [G,4: AH| =1ougq. Se [G,q: AH] = q,
entdo [AH : H| = 1 e A é um subgrupo de H, o que ndo ocorre pois f é simples.
Dai [G,4 : AH] =1eY = AHN X = X. Como A ¢ abeliano, segue que
Ay = H N Aénormal em GG, 4. Pelo Coroldrio 2.1.7, podemos supor H = Ay X.
Usando a notacdo da Proposicdao 2.2.1, vamos provar que existe um ideal ndo
trivial J de A e p-invariante.
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Proposicao 2.3.2. Seguindo as notagdes da Proposi¢cdo 2.2.1, comn =pe [Gp4 :
H] = q, com q primo, existe um ideal ndo trivial J de A e p-invariante.

Demonstracdo. Note que A/Z ¢ finito, entdo se r é o expoente do grupo das
unidades do anel quociente .A/Z, segue que o ideal Z contém o ideal

j = <.CL’71" — 17 ,132 — 1>ideal-

Pela Proposicdo 2.2.1, a : X — X € monomorfismo, logo existe uma matriz
M = (mij)axa, com det(M) # 0, tal que
« M1

Mg
. ;xd

paratodo i = 1,...d. Pondo (z} — 1)* = u; e tomando i # j, temos por um lado

(2 = D(af = 1)) = (] = V(e = D)% = (a7 g s

€ por outro

(2 = (@] = D) = (2] = (] = 1)* = @™y,

ou seja, (27" .. — 1y = (27" ..2)" — 1)u;, para todos 1 < i < j < d.
Pela Proposi¢do 2.3.1, temos que u; € J paratodo i = 1, ..., d. Portanto, J € um

ideal de A, contido em Z e p-invariante. 0
Por essa proposicao e pela Proposi¢ao 2.2.1, temos o teorema:

Teorema 2.3.3. Ndo existe endomorfismo simples f : H — G, 4 tal que o indice
|Gpa - H] é primo, onde p é primo.



CAPITULO 3

Representacoes fechadas por estado de grupos
Lamplighter generalizados

Neste capitulo passaremos a classificar agumas representacgdes fechadas por es-
tado de grupos da forma Gp; = B! C, com B grupo abeliano finito. Silva e
Steinberg chamam tais grupos de grupos Lamplighter generalizados. Também
demonstraremos que um grupo abeliano livre de rank infinito ndo possui uma
representacdo transitiva fechada por estado de grau p, com p primo. Como con-
sequéncia, o grupo C'! C' também nido possui tal representagao.

3.1 Representacoes de grupos Lamplighter genera-
lizados

Aqui analisaremos dois automatos que definem G'p 1, para logo em seguida enun-
ciar um resultado geral sobre representacdes que induzem ou sdo induzidas por
autdmatos de tais tipos.

Automato de Silva e Steinberg

Dado um autdémato A = (@, T, f,1), umaletra a € T"é dita ser resetada se para
quaisquer «, 5 € @ tem-se que «|, = (4, onde |, = (o, a)l e Bl, = (B, a)l.
Ou seja, a letra a reseta o autdmato A para o estado = «/,. Se toda letra de um
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autdmato € resetada, chamaremos tal autdmato de autdmato resetado.

Agora, considere G um grupo finito. Defina a maquina de Cayley C(M ), em
relagdo a G, como o autdmato C(G) = (G, G, *, %), onde * é a operagdo de GG, ou
seja, o alfabeto e o conjunto de estados sdo dados por G e as funcdes de mudanga
e de saida sdo dadas pela operagdo de G. Como exemplo, C(C3) é dado por

0|2

Figura 3.1: Diagrama de C(C3).
Note que o grupo G(C(Cs)) gerado por C(C5) é dado por

G(C(Cs)) = (a = (o, 3,7), 8= (8,7,a)(012),7 = (,,5)(021)).

Vale que G(C(C3)) ~ G(C(C3)™') ~ C31C. De maneira mais geral, Silva e
Steinberg demonstraram que:

Teorema 3.1.1. ([24]) Se B é um grupo abeliano finito ndo trivial, entdo C(B)™!
é um autémato resetado e G(C(B)™') ~ G(C(B)) ~ B1C.

Dando assim uma representagdo fechada por estado de grau |B| para B C.
Pela definicao da Maquina de Cayley, € facil ver que

G(C(B)) = {av, ---,Oé\B\_1>7

onde

Oéi = (a(ﬂ)d(ai)J ceey a(‘B‘—l)U(O‘i))O-(aZ'>
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e 0(«;) € a permuatacdo induzida em B por b;, com {by, ..., b p—1 } uma enumeragio
de B. Podemos supor que by = 1, assim

o = (g, ay, ..., qp|—-1)-
Como C(B)~! é resetado, segue que
G(C(B)™) = (a0, ago(ar) ™, .., ago(app1) ).
Dai
G(C(B)™) = (ag,o(an) ", ooy o(api—1) ™) = (o(ar) ™, oy o(eyp—1) 1) o),
onde (o(ay) ™!, ...,0(ap-1)"") = Be (a) ~ C. Por fim, note que

<a0> § Fimg(c(B)—1)(O) = Stabg(C(B)_1)(1).
Para mais detalhes consulte [14] e [24].

Automato de Bartholdi e Sunik

Parecido com o autdmato anterior, esse autdmato também € definido sobre
grupos da forma Gy = B! C, mas B = Cﬁ, para n > 2 e k inteiro positivo.
Considere o alfabeto I' = Z/nZ, o conjunto de estados Q = (Z/nZ)* e um
polindmio ménico p(t) = ag -+ ayt +...at* de grau k que é invertivel sobre o anel
(Z/nZ)|[[t]]. Assim podemos considerar aq invertivel em Z/nZ e a; = 1. Defina
a fungdo g : T** — T por (zg, 1, ..., T1)g = axTo + ax_1271 + ... + aoTk. Agora
defina o autémato A, = (Q, I, f, 1), onde

(1, oy zp), ) f = (21, ..oy zg), x)g € (21, ..., Tg), )] = (T2, ..., Tk, T)

paratodo z € I" e todo (z1, ..., zx) € Q.

Como exemplo, as funcdes f e [ do autdmato A, 4, onde n = 3e k = 1, sdo
dadas por (z,y)f =z +ye (x,y)l =y, paratodos z,y € I' = Q = Z/nZ. Em
particular, esse autdmato € equivalente ao autdmato da Figura 3.1.

Em [5], Bartholdi e Sunik, provam que:

Teorema 3.1.2. (/5, pdgina 8]) O autémato A, é tal que G(A,) é isomorfo a G,
onde B = C*.

Para tanto, eles demonstram que G(A,) € o grupo de automorfismos

k—1)

(o,0W, ... c Y a)
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de 7,,onde 0 = (01...n — 1) e @ é o automorfismo obtido quando se faz corres-
ponder cada elemento u = agaias...a, de 7T, a um polindmio

pu(t) = ag + art + axt® + ... + a,t” sobre Z/nZ

e define
u® = [p(t)pu(t)],

onde [p(t)p.(t)] é o polindmio de grau no maximo r formado pelos r+1 primeiros
termos do polindmio p(t)p,(t). Por exemplo, se p(t) = p.(t) = 1 + t, entdo
[p(t)pu(t)] = 1 + 2t. Note que no grupo de automorfismos (o, o™V, ..., c*=1) qa),
0% = 0 e a ordem de « € infinita, assim o € Fizg(a,)(0). Para mais detalhes
consulte [3].

Observe também, que esses dois autdmatos nem sempre sao equivalentes, pois
Fizg(a,)(0) nem sempre é normal em G(A,), enquanto que Fizg(p)-1)(0) é
normal em C(B)~!. Mais ainda, o primeiro autdmato tem grau | B|, enquanto que
o segundo tem grau n.

Mas temos uma semelhanca entre esses dois eles, qual seja, o endomorfismo
¢ : Fizg(0) — G é sobrejetor em cada um deles, logo, recorrente. Pela Proposi¢ao
2.1.8, segue que podemos garantir que essas representacoes induzem representagcoes
do grupo &¢ B (ou @CC’ﬁ) de grau | B| (ou n). De maneira mais geral, temos:

Proposicao 3.1.3. Se f : H — Gp,1 é um endomorfismo simples de grau n,
onde H se projeta sobrejetivamente sobre C, entdo f : Ay — A é simples, com

Ay=HNAeA=dcB.

Logo, de um endomorfismo simples de produto entrelagado passamos para um
endomorfismo simples de um grupo abeliano. Pelo Teorema 1.1.13, o expoente
de B e n estdo ligados. Quando n = p € primo, o expoente de B sé pode ser p, ou
seja, B deve ser um grupo p-abeliano elementar. Na proxima secao analisaremos
representacdes fechadas por estado de grupos do caso mais “simples”, quando
B =C,.

3.2 Representacoes do grupo Lamplighter C,: C
Demonstraremos aqui, que uma representacdo fechada por estado de um grupo

Lamplighter G,,; = C, ! C € equivalente a apenas dois tipos de representagdes.
Tais tipos estdo explicitos nos Teoremas 3.2.1 e 3.2.3.
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Teorema 3.2.1. Suponha que H é um subgrupo normal de G, de indice p. Entdo
cada representagdo fechada por estado de G, sobre a drvore uniraiz p-regular
com respeito a H é reduzida a ¢ : G, — A, onde

a—~a?=0c=01..p—1)

T ¥ =€ = (€N, gnalt(ﬁ)7 _nyngu(ﬁ)(iﬂ—l))

para algum inteiro n e algum polindmio de Laurent u(x) € K(z), tais que
mde(p,n) =1 ewu(l) # 0.

Demonstragdo. Seja f : H — G),; um endomorfismos simples. Pela Proposi¢do
2.1.5, podemos substituir H por Ag{x) = G’'(x) e f por um par de homomor-
fismos (p,a), taisque p : Z — A,comZ ~ Age A~ A,ea: X - X¢é
monomorfismo, com X ~ C' ~ (z). Sejan tal que x* = z". Como Z corres-
ponde ao ideal (z — 1) de A = K (z), segue que

pop(z)(r—1) = p(z)*(z — 1)" = p(a")u(z),

para todo p(z) € A. Como f é simples, pela Proposi¢do 3.1.3, segue que p é
simples, logo mdc(u(z),z — 1) = 1, ou seja, u(1) # 0.
Agora suponha que n = pn/. Assim

(p(a) (& — 1)2) = (p(a) (& — 1))*(x — 1)* = p(a™) («" — Lu(z) =
= p(a") (" = 1Pu(z) = t(z)(x - 1)%,
ou seja, o ideal J = Z(x — 1)? é p-invariante, absurdo. Logo mdc(p,n) = 1.
Podemos tomar 7' = {1, a,d?, ...,aP"'} como um transversal de H em G.
Note que x induz a permutagao trivial em 7', pois x € H e H € normal. Com
relacdo a esse transversal e a f, obtemos a seguinte representagdo de G, ;:

a? = ([a'aa™")*?)—0.. p1(01..p—1)=(01..p—1) =0

11111

—Vyeesp— 4 AL S e/ AL b S ey
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Agora, vamos mostrar que se escolhermos n e u(x) tais que mdc(p,n) = 1 e
u(1) # 0, entdo f que é induzidapora: X — X e u:Z — A, tais que

a® =z", (p(z)(z —1)" = pa")u(z), Vp(z) € A,

é simples. De fato, se ®,(z) = (2" — 1)/(z — 1), entdo ®,(1) # 1, pois
mdc(p,n) = 1. Agora se p(z)(z — 1) é um polindmio nio nulo de Z, com
j = 1lep(l) #0, entdo

(p(@)(x = 1)) = ((z = 1)) 'p(@)*(z = D = (a" = 1)’ p(a"u(z) =

= (z = 1771 (@, (2) p(a")u(x)).
Como ®,,(1)7'p(1)u(1) # 0, segue que (p(z)(z—1)7)* ndo estd em Z. Portanto,
1 € simples e, assim, f é simples. Podemos entio enunciar:

Proposicao 3.2.2. Se mdc(p,n) = 1 e u(x) € K{(x) é tal que u(1) # 0, entdo o
subgrupo

<O' = (0 1..p— 1)7 &= (gn’ 5”0'“(5), ._.’gno_u(ﬁ)(pfl)»
de A, é um subgrupo transitivo fechado por estado e isomorfo a G ;.

No caso em que H nio é normal em G, ; e (G, : H| = p, segue que G =
AH,logo AH N X = X, ou seja, H se projeta sobrejetivamente sobre X. Dai
Ay = AN H é normal em G e ainda podemos usar a Proposi¢ao 2.1.5. Assim
podemos considerar 7' = {1, a, ...,a’~ '} um transversal de H em Gp1. Como H
nao € normal, x induz uma permutacao 7 nao trivial em 7'.

Afirmamos que 7 € definida por 7 : i — ic, para todo i € {0,1,...,p — 1},
com ¢ € {1,...,p} fixo. De fato, temos que a’ra™ = za™*’ € H, onde i" = j.
Mas a'~7 estd em A, logo em Ag. Olhando Ay ~ Ze A ~ A = K(z), como
A/T = K, segue que Z = (x — ¢) e j = ic. Como desejado.

Aplicando argumento analogo ao do Teorema 3.2.1 e Proposi¢do 3.2.2, obte-
mos a seguir o teorema mais geral:

Teorema 3.2.3. Suponha que H é um subgrupo de G, de indice p. Entdo cada
representagdo fechada por estado de G, sobre a drvore uniraiz p-regular com
respeito a H é reduzida a ¢ : G,1 — A, onde

a—~a?=0c=01..p—1)
x s af =€ = (€& 0"0, L o ©OPT Dy

onde T : i — ic(modp), comc € {1,...,p} e n e o polindmio de Laurent u(z) €
K (x) sdo tais que mdc(p,n) = 1 e u(c) # 0.
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Se u(x) = 1en = 1, entdo a representagdo ¢ : G, — A, é dada por
ar—a*=0=(01..p—1)

T ¥ =& = (€ o, ..., EaP)T

Note que essa representagao é finita por estado; de fato, G¥ pode ser gerado pelos
p estados de . Para p = 2 temos a representagdo classica do grupo Lamplighter
Go1 = Cy1C,dadapora — o = (01) ez — & = (§,€0). Agora, se p =
3,entdioa — o = (012) ez — & = (£,€0,60%)(12), que € equivalente a
representa¢do induzida pelo autdmato de [6]. Agora, o autdomato de L, ; = C,1C,
definido em [5] e discutido na se¢d@o anterior, induz uma representacao equivalente
a representagdo de (G, ; dada no Teorema 3.2.3, onde os autores definem L,, ; =
chc.

3.3 Nao existéncia de representacao de grau primo
para um grupo abeliano livre de rank infinito

Como o titulo diz, nesta secdo demonstraremos que nao existe uma representacao
transitiva fechada por estado de grau primo para um grupo abeliano livre de rank
infinito. ,

Considere o = (e, ..., €, oth)a € A,, onde p é primo, 7 é um inteiro positivo,
o = a® & a m-upla (a1, ..,a" Y eo = (01..p — 1). Os estados de
sdo a, o, ...,a!" . Defina D, (i) como o subgrupo de A, gerado pelos elementos
a,af, .., ol B facil ver que D,(7) € um grupo abeliano transitivo, fechado por
estado e diagonalmente fechado.

Proposicio 3.3.1. Se 5 € D, (i), entdo (3 é um estado de 3" para todo n inteiro
positivo.

Demonstragdo. Basta mostra para «, isto é, o € um estado de ", para todo n
inteiro positivo. Se n = 1, o resultado € 6bvio. Como a1 = o« e os estados
de o™« sdo poténcias o, onde r < n + 1, segue, por hipétese de inducdo, que o
é um estado de a1, O

Considere A um subgrupo abeliano livre de tor¢ao transitivo e fechado por
estado de A,,. Seja i o menor dos inteiros positivos j’s tais que

BP € Stab(j) \ Staba(j + 1),
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para /3 variando em A \ Stabs(1). O préximo resultado serd usado e pode ser
encontrado em [3, Teorema 9].

Teorema 3.3.2. (Brunner e Sidki) Sejam A um subgrupo abeliano livre de tor¢cdo
transitivo e fechado por estado de A, e f € A\Staba(1), tal que ¥ € Staba(i)\
Staba(i + 1), onde i é como acima. Entdo A* = (f)* e, assim, A* é conjugado
para D).

Vamos mostrar que um grupo abeliano livre fechado por estado e transitivo
possui rank finito.

Teorema 3.3.3. Todo subgrupo abeliano livre transitivo fechado por estado de
D, (i) possui rank menor ou igual a i.

Demonstracdo. Suponha por absurdo, que exista um subgrupo A abeliano livre
transitivo fechado por estado de D, (i) com rank maior que <. Como D, (i) € um
Z,-médulo topologicamente gerado por a, o, ..., o'
conjunto

-1
, podemos encontrar um

{an® @2 qe® 1
de geradores livres de A, onde n > 1,
qjt) € {p(t) =ap+art + ..+ a1t Ya, € Zy,r =0,...,i — 1}

para todo 57 = 1,2,..., o primeiro nivel da acdo nao trivial desses elementos &
estritamente decrescente e ' age ndo trivialmente no nivel 1 da 4rvore 7,. Tome

0 menor inteiro positivo s tal que a%® estd em Stabu(i). Como a®®) € D, (i) e
a® ndo age no nivel i, existem b (t), ..., b;(t) € Z,[t] tais que

ads(t) — opbr(t) o ptba(t) Pt ibi(t) 3P,

onde 3 = anWat2®) 7' Pela Proposi¢do 3.3.1, 5 é um estado de 37,
logo # € A. Dai existem inteiros [y, ..., [}, tais que

B = ol plza2(t)  (lsas(t) o lean(t) — O/ﬂh(t)alﬂh(t)mﬁlspmalk%(t)

ads®) — opliar(t) o pl2a2(t) — \plsgs(t) o Plegr(t)

Pela independéncia linear, devemos ter alsOA-pls) — ¢ oy seja, pls = 1, um
absurdo. U]
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Segue o coroldrio:

Corolario 3.3.4. Um grupo abeliano livre A de rank infinito ndo pode ser transi-
tivo e fechado por estado de grau p, com p primo.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que A € transitivo fechado por estado de
grau p. Seja i como acima. Pelo Teorema 3.3.2, A ¢ conjugado para D,(7) e, pelo
Teorema 3.3.3, A deve ter rank menor ou igual a 7, uma contradicio. [

Duas questdes, que penso naturais, sdo: Existe uma representacdo fechada
por estado de grau m de um grupo abeliano livre de rank infinito, onde m nao
€ primo? Existe uma representacdo fechada por estado de grau p primo de um
produto semidireto G = A x L, onde A é abeliano livre de rank infinito e L é
finito? Ainda ndo temos respostas para essas duas questdes, mas a segunda vale
para grau composto, como mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 3.3.5. Seja G = (©°,C) x Cy = (©52,(a;)) % {(x), onde a a¢do de x
sobre G é dada por af = as, af = a1 e a] = a;, com 1 > 2. Entdo existe uma
representagdo fechada por estado de grau 4 de G. De fato, seja

2 .
H = {aj,a;|1 =2,3,4,...)
e f: H— G o homomorfismo que estende a fun¢do
CL% = a9, A2 — 1, 3 > A9, ....

Note que [G : H| = 4. Seja a = af'...al” € H. Assim existe s tal que ou
al® §é H oual” = a%la;l, para algum niimero inteiro l, ou seja, o’ = 1. Mas
(aZa;")" = a7laZ e (a7'a2)/" ¢ H, para algum inteiro positivo k. Logo f é um
endomorfismo simples. A representacdo de G induzida por f ¢ dada por

T o= (02)(1 3), aq —> a1 = (6,0{1,0&1,0(1)(0 1)7

as = ag = (g, a1, 6,01)(23), a3 = o = (01, 01, 01, 1), > 2.

Note que o grupo gerado por oy, as, ..., u,, ... € fechado por estado e isomorfo a
2., {(a;) e, portanto, é um abeliano livre de rank infinito fechado por estado de
grau 4.

Em [4, pagina 484], A. M. Brunner e S. N. Sidki constroem um exemplo de
um grupo abeliano livre de rank infinito fechado por estado de grau 2, mas como
no exemplo acima, esse grupo também nao € transitivo.
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3.4 Nao existéncia de representacao de grau primo
para C'" C

Nesta se¢do € provado que C' ! C' ndo possui uma representacdo de grau primo. A
demonstracao de tal fato se seguird em trés proposigoes.

Seja G = C'1C = (a) ! (x). Suponha que exista um subgrupo H de G com
indice primo p e f : H — G um endomorfismo simples.

Proposi¢ao 3.4.1. O grupo A = (a)® ndo é um subgrupo de H.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que exista. Neste caso, H = A(z”). Como
f é simples, A/ ndo é subgrupo de A. Assim A N A/ é trivial. De fato, seja b
um elemento nio trivial de A’ N A. Suponha que cz™ € A/, onde n é ndo nulo,
com ¢ € A. Entdo bex™ ndo é igual a cx™b = b "ca™, ou seja, b e cz” ndo
comutam, absurdo. Dai, A < A, o que € uma contradi¢do. Considere um inteiro
ndo negativo r tal que AA’ N X = (27). Logo existe c € Acom ¢/ = 2" e

Al = (dz").

Com isso, se u, v, c1, c; € A sdo tais que v/ = ;7" e v/ = 2!, entdo ¢; = ¢,
eu/ =v/. Sejam ¢,b € A e k, [ inteiros tais que a/ = cx* e (2P)/ = ba!. Como

(a)e = (@) e
(@) = (eak)t = (@' [, 27M))a*,

entdo (a*”)/ = af. Analogamente, (a*"'")/ = (a**)?, para todo s € Z. Dai, o
subgrupo
(=" |s € Z)X

¢ um subgrupo de ker(f) N H, normal em G e f-invariante. Absurdo. O

Na proposicao seguinte usamos a Proposi¢do 2.1.5 para mostrar que A{; nao é
um subgrupo de A.

Proposicio 3.4.2. Se Ay = HN A, com A = (a)®), entdo Al ndo é um subgrupo
de A.

Demonstragcdo. Suponha, por absurdo, que A[’; € subgrupo de A. Como A nido é
subgrupo de H, H se projeta sobrejetivamente sobre (). Pela Proposigao 2.1.5,
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f pode ser considerada de tal forma que (z)/ é subgrupo de (z). Logo, se K € um
subgrupo de Ag e f-invariante, entdo

(KW = (KNH@ < k@)

ou seja, K é um subgrupo de H normal em G e f-invariante, assim, K = {1},
pois f é simples. Portanto, f : Ay — A ¢é simples, com [A : Ay] = p, uma
contradi¢do ao Corolario 3.3.4. [

Assim temos:
Proposicao 3.4.3. O grupo Ag N A é trivial.

Demonstracdo. Com efeito, sejam b € Ag N A um elemento ndo trivial e cx™ €
Ag, onde n é ndo nulo, com ¢ € A. Assim bcx™ ndo é igual a cx™b = b* "cz", ou
seja, b e cz™ ndo comutam, absurdo. O]

Logo ker(f) N Ap € ndo trivial, pois Ay é um abeliano livre de rank infinito e

Al ¢ abeliano de rank 1. Tome g € ker(f) N Ay. Como AH N (z) = (x), segue
que para cada inteiro n existe b,, € A tal que b, 2" € H. Assim
(gmn)f — (gbnmn)f — (gf)(bnac")f — 1(bn$n)f — 1’

ou seja, (ker(f) N Ag)® é um subgrupo de H, normal em G e f-invariante, um
absurdo. Podemos agora enunciar o seguinte teorema.

Teorema 3.4.4. O grupo C ! C ndo possui uma representacdo fechada por estado
de grau primo p.



CAPITULO 4

Representagdes de G, ; (d > 1) de grau p?

Os resultados deste capitulo se encontram em [7]. Aqui demonstramos que G, 4 =
C, 1 C possui uma representacio fechada por estado de grau p?. Para tanto,
ap6s escolhermos um subgrupo adequado H de indice p? em G, 4, definimos um
endomorfismo f : H — G e, entdo, demonstramos que f € simples.

4.1 Endomorfismo de grau p° em G,
Considere
Gpa=Cpl C? = (@) U(z1, 22, . wa), X = (21, 9, ., 24), A= <a>X-

Se H=G'Y,comY = (2}, x,...,24), entdo [G : H| = p>. Mais que isso, H é
um subgrupo normal de G, com |G/H| = p?. Assim

Ag=ANH =G = (g™ a7, .. a%1)*

¢ um subgrupo normal de G,, 4. Denote também Z = (X5,), onde Xy = {2, ..., x4}.
A ideia aqui é definir f de tal formaque f = a:Y — X, f=pu: Ay — Ae
satisfaca a relacao

(auvy)f _ a(uv)“ya — auo‘v“ya7
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paratodosy € Y,u € B=KY)ev € T = (2} — 1L,x9 — 1,...,24 — 1),
onde Z é olhado como um ideal de A = K(X) e K é o corpo com p elementos.
Note que « aplicado em u € a extensdo o : B - Ade o : ¥ — X. Como no
Capitulo 2, vamos usar a correspondéncia 4 para A e Z para A,. O intuito dessa
correspondéncia €, para mais a frente, usar a Proposi¢do 2.2.1 para demonstrar
que f € simples.

Defina o : Y — X como o homomorfismo que estende a fungao

p
Xy > X2, Lo F> X3, ..., Tq—1 F> XTq, Tq H> T1.

Note que o € um monomorfismo e um endomorfismo simples.
Dados um anel R e um grupo G, podemos considerar o R-médulo R[G], onde

Z reg + Z S99 = Z(Tg +54)9

geG geG geG

(5) X

geG geqG

para todos 3 749, D e S¢9 € R[G] e todor € R. Defina ¢ : RG] — R

dado por
<Z rgg> o= ng.

geG geG

Nio ¢ dificil ver que ¢ é um R-homomorfismo de médulos. O nicleo ker(¢) é o
R-médulo livre gerado por

{9-LgeG\{1}}.
Chamaremos ker(¢) de ideal de aumento do R-médulo R|G] e denotaremos tal
ideal por R[G]'.
Dito isso, vamos decompor os elementos de Z de maneira unica utilizando o
conceito de ideal de aumento. Primeiro note que

K(z) =K@ @ Y K@)z -1).

1<i<p—1

Assim

I=3 {K(zz~ 1|z € (m:).2€ 2} =
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- ZK(x—l)@ZK(z—l)@ Z Kz —1)(z = 1)

x€(r1) z€Z €(x1),2€Z
e substituindo

Z K(x — 1) = K(z}) @ K{x?)(z} — 1)

z€(x1) 1<i<p—1

temos

I=K@)® > K-> Kiz-1)o

1<i<p—1 2€Z

K@) (z-D@) > K -1)(=-1).

zeZ 1<i<p—1
Portanto, cada elemento v € Z pode ser escrito de maneira unica na forma

v =by+ Z bi(xh — 1) +Za2z—1 +Z Z bi.(x] —1)(z — 1),

1<i<p—1 z€Z 2€7 1<i<p—1

onde by € K(z1) e a,,b;,b; . € K(zf).
Vamos entdo definir ;4 sobre Z. Primeiro defina

pibrs 0, 2h — 11,

paratodo b € B etodo1 < i < p — 1. Como « se estende de 5 em A, podemos
estender ;v de Z em A pondo

F=ti S @Y a1 Y S b (e —1) =

1<i<p—1 zeZ z€Z 1<i<p—1
= 5 Wb + g g zba (z—1)
1<i<p—1 z€Z 1<i<p—1
paratodov € 7.

Proposicao 4.1.1. A aplicacdo f : H — G, q induzida por o e i, definidas acima,
é um homomorfismo bem definido.

Demonstragcdo. Pela unicidade de escrita de cada elemento de Z, devemos apenas
demonstrar que

(v2) = (%)

paratodo x € Y. Mas isso segue como um processo andlogo ao feito no Exemplo
2.2.2. O]
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Passaremos a demonstrar que f é simples. Tal fato seguird apds quatro lemas.

Lema 4.1.2. Sejam u,i > 1e2 < j < d. Escrevau = ug + uip e i = ig + 11p,
onde 0 < ug,ig < p — 1. Entdo

(7T — 1) = wgay’, (2 (2} — 1) = ((uo + i0)xy — ug)y?,
(xif(x; —1))r = uoxgl(x;-+1 - 1), (:U;”(xll —1))r = iox}ﬁrlx’;,

onde j + 1 é tomado modulo d.

Demonstra¢do. Note que (27(x; — 1))* = x9.1 = x5. De maneira mais geral,
temos

(@17 = D = (217 = (21" = 1) + (27 = 1) + (21 — 1)) =

= (25° — Dug — 0+ up = upxy’

e a primeira equacao esta verificada.
Agora, se up + 1 < p — 1, entdo

uo+uip __(uo+1)+uip wotuip _  (wot+1)4uip ug+urp
Ty (z1 = 1) =z, — I = (13 —1) = (z; - 1),
dai

(230 (1) — D) = (ug + 1)z — upzst = 23",
Eseuy = p — 1, entdo

(P*1)+U1p($1 1) = (xgmfl)p —1)

! (p—1)+uip 1)

- (.1'1 )

dai
(o @y = 1) =0 = (p = Do’ = 2}

De qualquer maneira, temos
(7 (21 — 1)) = 237,
para todo u. Para 7 qualquer temos
(e (o] = DY = @ =) = (@7~ 1) — (af — D) =

. +i
= (u+ 1)t — o
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Como (u+1)y = ug+1igp, se pt (ug+ip), e (u+1i)o =0, se p|(up+1ip), a segunda
equacgao segue.

Para chegar na terceira e quarta equagdes tomamos 2 < j < d e fazemos,
respectivamente,

(@Y (2 — D) = (2} = (2 = 1) = (a5 — D))" = (a5 — D(a} — 1)) =

- ($§'+1 — Dugry?,

(@5(21 = 1)) = (2,1)i0ry = o7}y, 23

O]

Lema 4.1.3. Sejam q(z) = co+c1x+ ... + cs2® € K[z] e 0 < u = ug+ uyp, com
0 <wug < p— 1. Suponha que q(z1) € Z. Entdo Zogz‘gs ci=0e

q(x)! = Z CiigTh.
1<i<s
Além disso,
(@Yq(z1))" — x5t q(z1)" = uo ( Z ci(wy — 1)) Ty
1<i<s
Demonstragdo. Temos que
q(z) =cotcax+..+cx®=(co+cr+...+c)+(alz—1)+...+c(z®—1)).

Logo q(x1) € T se, e somente se, co + ¢; + ... + ¢ = 0. Dai ¢(z1) € Z implica

que
q(zq)t = (Z ci(rt — 1)) = Z ciigry .

0<i<s 1<i<s

Para a segunda equacgdo temos

(z1g(en))" = (Z et (x} - 1>>> -

0<i<s

_ : i1 up __ i1 ST uy
= E ci((uo + o)y — up)ry' = < E CiUoTy + CiloTy —Ciu()) Ty =

0<i<s 0<i<s
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(uo ci(zh +1) + q(acl)”) x5yt
0<i<s

Portanto

(@Yq(@1))" — 23" q(21)" = ug < Z ci(xy — 1)) 5"

1<i<s
Como desejado. [

Lema 4.1.4. Se KC é um ideal de A contido em I e p-invariante e q(x;) € K, para
algum j, entdo q(x;) = 0.

Demonstragdo. Sejaq(x) = co+ciz+...4+cx2® # 0. Definae(q(z)) = {i| ¢; # 0}
e Aq(z)) = Eiee(q(x)) i. Escrevendo 0 < i = ig+1iyp, com 0 < iy < p— 1, segue
que

Ma(x) = Y o+ | D it |p,
ice(q(w)) ice(q(z))

Suponha agora que exista um polindmio nao nulo ¢(z) tal que ¢(x;) € K, para
algum j. Escolha ¢(x) com A(¢(z)) minimo. Podemos assumir que ¢y # 0.

Suponha que j = 1, ou seja, g(x1) € K. Escolha u = ug+uip, com 0 < uy <
p — 1. Pelo lema anterior,

(ziq(x))" — 231 q(21)" = uo ( Z Cz'(xél — 1)) x5t € K.

Logo l(72) = D e, ci(zh —1) € Ke MI(z)) < D ice(q()) 11- Dafou A(g(z)) =
A(l(z)) ou A(I(z)) = 0. No primeiro caso,

Z 1o + Z i | p< Z i1,

ice(q(z)) ice(q(z)) ice(q(z))
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ou ainda

i< | > a|-p).

i€e(q(z)) ice(q(z))

Y ig= > =0

i€e(q(x)) ice(q(x))

Assim

e q(x1) = ¢p € K. Mas, K é um ideal de Z, logo ¢y = 0, um absurdo.
No segundo caso, 0 = [(x2) = (I(x1))*. Mas a é um monomorfismo, logo
[(x1) = 0. Defina L; = {i € e(q(z))|i1 = j} e sejat tal que p* < s < p'tl.

Entao, .
1) = cifaf —1) =
1<i<s
= Z ci(zlt —1) + Z ci(zh — 1)+ ...+ Zcz-(x’; —1) =
i€Lg i€l i€Ly
= Z ci(zl —1) + Z ci(zh — 1)+ ...+ Zci(xél —-1) =
i€l 1€ Lo i€ly
= ( Z ci) (:[1—1)—1—( Z cpH) (x%—l)—k...—i—( Z Cpt+i) (x3—1).
1<i<p—1 1<i<p—1 1<i<p—1

Como [(z1) = 0 segue que

Z C; — Z Cpti = ... = Z Cptyi = 0.

1<i<p-1 1<i<p-1 1<i<p-1

Desde que Zo <i<p_1Ci = 0, temos ¢y = 0, uma contradi¢ao.
Agora, se 2 < j < d, entdo q(x;)(z} — 1) € K. Dai

(q(z;)(zf — D))" = q(zj41)uos’ €K
e ¢(zj11) € K. O que nos leva a afirmar que ¢(z,) € K. O
Lema 4.1.5. Se KC é um ideal de A contido em T e u-invariante, entdo K = {0}.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que K # {0}. Sejaw = w(zxj,, ), ..., Tj,)
em K tal que

i) os expoentes de cada z;, s30 positivos;
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i1) w possui ¢ (w) minimo, onde

S(w) =Y &i(w),
1<i<d
com ¢;(w) o x; grau de w;
ZZZ) Tj, = T1.
Como K € um ideal e por um argumento andlogo ao feito no final da demonstrag¢ao
do lema anterior, podemos tomar w com as trés hipéteses acima.
Pelo lema anterior, podemos escrever w da forma

w = Z Wi (T, ey Wy, )Th = Z wi(Tj,, ..y wj, )+ Z wi (T, ey wy,) (24 —1)

0<i<s 0<i<s 1<i<s

onde2 < j; < ... < jy < det > 0. Entao

§(w) = s+z(5j(w>.

Como >y, wi(j,, ..., w;,)(x] —1) € T, devemos ter Y, wi(zy, ..., w;,) €
B’. Dai

wh =Y wilwyy, w075 ) = Y wi(%,---,wjt)z’xgﬂ ek

1<i<s 1<i<s

S(wh) = H +) 0i(w) < S(w) =s+ Y (w).
Pl 5A A1
Pela minimalidade de w, segue que w* =0oul < s <p-—1.
Suponha que 1 < s < p — 1. Vamos analisar agora o efeito da aplicacdo de p
em W; = w(acj1 — 1), onde 1 < j < p — 1. Inicialmente note que,

W, =w.(z] —1) =
= ( Z Wi Ty Wy,) + Z Wi (T ey Wy, ) (X4 — 1)) (2] —1) =
0<i<s 1<i<s

= Z wi(lev "'7wjt)(${ -1)+ Z wi(xju "'>wjz)(xi —1)=

0<i<s 1<i<s



4.1 Endomorfismo de grau p* em G, 4

55

= Z wi(xjn "-7wjt)(x{ - 1)+

0<:i<s

+ Y wil@gy e wy, ) (@17 = 1) = (21 = 1) = (2] = 1)).

1

(]

IN

i

<s
Uma vez que ] = (0, temos

Wi = (Z w25, oy wy, ) (2 — 1)) +

0<i<s

—

J
P

+ (Z Wiy ey wy,) (@77 = 1) = (2] = 1) = (2] — 1))) =

J

= Z wi<le+17'-'7wjt+1)j0x£p]+

0<i<s
(s RN TS & = B - R - A
+ Z wi(xjy, - wj,) | (24 j)oxy 0T Jors™' | =
1<i<s
= wi(xh-l—l?“'?wjt-&-l)j - Z wi(mﬁ-l—la'--awjt-&-l)j—"
0<i<s 1<i<s
L[] 4]
+ Z wi(zjy, ., w;,) (T + )oxs T — Z wi(zjy, ..., wj, )igxs” =
1<i<s 1<i<s
. )
= wo(le-i-l? "'7wjt+1)j + Z wi<xj1a "'7wjt)<2 +])$2 "=
1<i<s
— Z wi(le,...,wjt)ixy.
1<i<s

H

De e wilT)y, .y wy,)izs” € K, paral < j < p — 1 segue que

[i+j

‘/j = U)O(Ijl—i-la ...,ij_l)j + Z U)i(le_H, ...,wth)(i +])J}2 P } S ’C

1<i<s

Suponha que V; # 0, para algum j. Entdo

5(w) = s+ 3 5,(w) < 8(V;) < [

s+
1 p

} +) " 5i(w),

J#1
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ou seja

s < {S—I—]].
p

Escreva s = sg 4 s1p, onde 0 < sg < p — 1, assim

s = 504 s1p < [S—I—j} < [So+81p—l—p—1] _ [50—1+(81+1)p
p p

Se sg = 0, segue que s;p < sy, ou seja, s; = 0 e s = 0, o que ndo ocorre. Se
0<spo<p—1l,entios;(p—1) <1—359<0esy=1,5 =0.Dais=1. Neste
caso, w = wo(Tj,, ..., Tj) + wi(xj,,...,xj,)T1, com wy e w; ambos ndo nulos.
Como w" = w{ = wy(zj,41, ..., xj,+1) € K, pela minimalidade de w, segue que
w; = 0, uma contradi¢do.

Com isso, podemos supor que V; = 0, paratodo j = 1,...,p — 1. Aplicando

—1 i 0471 - . . .

o~ temos que (V;)* =0, paratodo j = 1,...,p — 1. Em particular

_ i+p—1
V)™ = g 03)p— D)+ S Wiy )i 4 p—Dak » 7 =
1<i<s

. 2=,
= —wo(xjy, ..., wj,) + Z wi(zjy, ., w),) (1 +p—1)x; =0.
1<i<s
Portanto, wy = 0, 0 que € um absurdo. L]

Fica assim demonstrado o seguinte teorema:
Teorema 4.1.6. Seja G, 4 = C,0C% = (a)V{(zy, T3, ..., xq), com d > 1. Considere
H=G'Y,ondeY = (2, xo, ..., x4). Entdo a fungdo

—1

_ i 2_ p—Li_ _ _
Vs add, et a? a0 T a1, V2 ey,

a®™!

p
X > Lo, T2 +> XT3, ..oy Tg—1 =7 T4, Tq > Tq,

estende-se a um endomorfismo f : H — G, q simples.
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4.2 Representacio fechada por estado de grau p? de
Gpa

bl

Lembrando que H = G'Y tem indice p* em G, 4, vamos agora escolher um
transversal 7' de H em G e, assim, explicitar a representacdo de G, 4 de grau
p? induzida por f e T. Defina

T={sd’|0<i,j<p-—1},
ou seja, T' é o seguinte transversal de H em G
T ={a,a% ..,a" "\ 2y, zya, ..., 200”7, 2 ah ey 2P P
Note que
Hz'a’a = Hrla’™, j + 1(modp),
Hrld'z, = Ho M a/™ = H2'Ma/™ ) = Hata? | i + 1(mod p),
Hxlalz; = Hala?, 2 <1< d.
Ou seja, se 0(g) € a permutacdo que g € G, 4 induz em 7', entdo
o(a): 2ia’ — 2ia’™, j 4+ 1(modp),
o(xy) : 2ia? — 2l i+ 1(mod p),
o(x) : zta — 2ia?, 2 <1 <d,

em notacdo de permutacdes temos
oa)=0..p—D(p..2p—1)...(p(p—1)...p*> = 1)

o(x1) = 0p..plp—1))A(p+1)..plp—1)+1)..(p—1) (2p—1)..p* = 1),
o(r) =e2<1<d.

Os cofatores tkgt];,l(g),

2 <l < d, sao dados por:

i) cofatores induzidos por a.

comg € Gpq ety € T, induzidos por a, z1 e x,

(z10’)a(zia’ )™ =1

com0<j3<p—2,e ’ '
(zya? Ha(z)) ™ = 1.



4.2 Representagdo fechada por estado de grau p® de G, 4 58

i1) cofatores induzidos por z;.

1-i _ (aj)a:fimj)mf(”l) _ (aj)ml_i(l—:cfl)

(z1a”)zr(ay" )" = 2y’ wa oy :
com(0<i<p—2,e

(2P a?)zy (a?) ' = 2P el za T = aP(a?) T = (af) D g
iii) cofatores induzidos por x;, 2 < [ < d.

("Eilaj)xl(xiaj)_l = Ztilajxla_jxl_i = (aj)l"l_l(l“l—l) .

Aplicando f nesses cofatores temos

1

(aj>x;i(1fx;1) s (aj)x; ’

(@)D 1 (1),
(aj)xl_l(xlfl)zl_lxl — (aj)*m;leﬁ(zlﬂfl)x”l7 [+ 1(m0d d)

Portanto, na representagdo ¢ : G, 4 — A2, induzida por f e T, temos
a? = o(a),

I;O = (‘rlb L2,y - xl(p2—1)>a<$l>,

onde r;; étalquet =ip+7,0<j<p—1l,e
zyy = (a?) D 0<i<p-2
Ilt — (a@)j(xg)_l‘rg, 7/ et p — ].

Ty = (aw)—z‘j(a:ﬁ)*l(acﬁl)*l(:cf+1—6)xf+l’ 2<1<d,l+1(modd).

Segue o teorema:

Teorema 4.2.1. Defina
c=0..p—Dp..2p—1)...(p(p—1)...p* = 1),

olan) =0p...p(p=1))A(p+1)..plp—1)+1)..(p—1) (2p—1)..p° = 1)
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olag) =e,2<1<d.

Sejam
ap = (a1, g2, -y que—ny)o(ag), L=1,...,d

onde ay étal quet =ip+5,0<j<p—1e
oy =072 0<i<p-2,
Oélt:UjaglOég,Z':p—l

ay = o~ e ) =) 9 < 1 < d, [+ 1(mod d).

Entdo o grupo (o, ay, ag, ..., ag) transitivo fechado por estado de grau p* é iso-
morfo a Gy, 4.

4.3 Representacao fechada por estado de grau 4 de
Ga2

Nesta se¢do, demonstramos que a representacdo de G2 » do Teorema 4.2.1 € finita
por estado. Vamos supor, entdo, que p = 2, d = 2 e chamar o, de a e iy de 5.

Corolario 4.3.1. Sejam
o=(01)(23),
a=(e, 0", 8,07 8)(02)(13),

B—1+6—1a—1

f=(a, o, a, 0 Q).

Entdo Gy é isomorfo ao grupo transitivo fechado por estado (o, «, () de grau

4.
Demonstragdo. Basta aplicar o Teorema 4.2.1. [

A demonstracdo de que G2 o € finito por estado segue provando que « tem 12
estados e esses estados geram Gy .

Teorema 4.3.2. Seja (o, o, B) a representagdo de G5, dada no Coroldrio 4.3.1.
Entdo o automorfismo « possui 12 estados e induz o autémato
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Figura 4.1: Automato de Cy ! C?

que gera Gy .
Demonstragdo. Seja n um numero inteiro. Entao
2n n gn on _Bl4p=(ntD) Hn
« - (5 76 76 70 6 )7

a2n+1 _ (ﬁn, 0_/3*("+1)/6n7 Bn—&-l, 06*15n+1)(0 2)(1 3)

Br = (o™, o, o? T g,
Aplicando essas férmulas nos conjugados de o obtemos
o = (e 6,0 oM (01)(23),
g = (g g0 6P 6P (01)(23),

o™ = (07 e, 0" 8,0 B)(03)(12)

0a2n+16ma _ (O_anzﬁn+5—17 Uamﬁn, /8’ 0_6—1/8)(0 3)(1 2)
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para todos nimeros inteiros m e n. Assim os estados de « sdo dados por
o7 = (e e,0% FTHET g0 BT (01)(23),

0’7 B = (a,a,0,0% 7 0)(01)(23),

—1p-1 -1 —135-1 —1p5-1 —1p5-1 —1p-1
GO THET (0T BT el Gt et

Y

oo BT o = (g0 BT g BB GaT BT g e BB 8Y((09) (1 3),
oo BT = (00‘71671,0“71571,057170571)(0 1)(23),
o PR = (0 a0 P a0 P a0 @) (01)(23),
o BT = (02 P 0 P a0 P 0% ),
o = (00T 0T 3 0 B)(03)(12),
o a= (""" e, 0" 8,0 T 8)(03)(12).

Junto com e, o e 3, esses sdo todos os estados de «. Pondo sy = e, 51 = a,
so =P8 83=0", sy =0 "o, 55 =08 B, 56 =0 P, 5 =0 P q,
S8 = Ua_lﬁ_lﬂ, Sg = Ja_lﬁ_1+ﬁ_1, S10 = 0"‘_1'8_1“}_104 € S11 = O'a_lﬁ_l+6_lﬁ, a
matriz de incidéncia do autémato « €

€ 81 S2 S3 S4 S5 S St S8 S9 Si0 Si1
e 4
S 1 1 1 1
S92 3 1
S3 2 2
sy 1 1 1 1
S5 3 1
S6 2 2
S7 1 1 1 1
Sg 1 3
S9
S10 1 1 1 1
S11 1 3

Aplique agora essa matriz e construa o autdomato da Figura 4.1. [
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