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Resumo

Neste trabalho, estudaremos a existéncia de solucoes fracas para os problemas:

—Apu = f em
u = 0 em 0,

-Apu+g(r,u) = f em Q
u = 0 em 0N,
onde Q C RY (N > 2) é um aberto, limitado, conexo e f € M (). A funcdo g satisfaz, a

priori, as seguintes hipoteses:
e g(x,s) é mensurdvel em x € Q, V s € R e continua em s € R, para q.t.p. = € Q;

e g(x,5)s > 0Vs € R,q.t.p. em x € Q.

Palavras-chave: p-Laplaciano com dados em espacos de medida, p-Laplaciano, equacoes

diferenciais elipticas.
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Abstract

In this work, we will study the existence of weak solutions for the problems:
—Apu = f in Q
u = 0 on 09,

and
-Apu+g(z,u) = f in Q

u = 0 on 01,
where Q C RY (N > 2) is open, bounded, connected and f € M (). The function g satisfies,

a priori, the following hypotheses:
e g(z,s) is measurable in x € Q, forall s € R and continuous in s € R, a.e. z € {;

e g(z,5)s >0Vs e R ae inzell

Keywords: p-Laplacian involving measure data, p-Laplacian, elliptic differential equati-

ons.
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Notacoes

Neste trabalho, usaremos as seguintes notacoes:

p = p%l’ conjugado de p.
pt = &, expoente critico de Sobolev.

N—-p
Up — U, convergeéncia forte (em norma).
Up — U, convergencia fraca.
—, imersao continua de um espago em outro.
ey imersao compacta de um espaco em outro.
Vu:(au,au,---, au), gradiente de wu.

0x, 0xo O0x N

—Apyu = —div(|Vul|'"*Vu), p-Laplaciano de w.
suppf, suporte da funcao f.
R, conjunto dos nimeros reais nao negativos.

M(Q), conjunto das medidas de Radon finitas sobre 2.
C (), conjunto das fungoes continuas.

(82, € tal que suppf é compacto.
Ce(9 fe () tal fé

v



D(Q), espago das fungoes teste.
D'(Q), espaco das distribuicoes em €.
1/p ~ .
|ullrr = [/ |ulP ] : em relagao a medida de Lebesgue.
Q
LP(Q) = {u : Q — R mensuravel; ||u||» < oo}.

LP

loc

Q) = {u : Q — R mensurdvel;u|x € LP(Q),VK CC 2 compacto}.
Whr(Q) = {u :Q— R, 86_; € LP(Q),i=1, ...,N}.
L | Iy
Wy () = C(Q) :
1/p - : »
|ullrr = [/ |ulPdp ] , em relagao a uma medida positiva.
Q

LP(X, ), em relacao a uma medida positiva.
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Introducao

Neste trabalho, estudaremos existéncia de solugoes fracas para duas classes de problemas en-
volvendo o operador p-Laplaciano. O primeiro problema a tratarmos sera:
—Apu = f em
u = 0 sobre 0f),

(P)

onde 2 C RN (N > 2) é um aberto, limitado, conexo e f € M (). O conjunto M (£2) denota o
conjunto das medidas de Radon finitas sobre M (£2).

No trabalho de Boccardo & Gallouet [2], foi investigada a existéncia de solugdes fracas
para o problema (P) para uma classe de operadores mais gerais. Eles consideraram o seguinte

operador:

Au = —div(a(z, Vu)),

onde A é um operador mondtono e a satisfazendo certas hipoteses. Observamos que o operador
p-Laplaciano é um caso particular de A.

Ja o segundo problema é o caso semilinear de (P), ou seja,

—Ayu+g(z,u) = f em
u = 0 sobre 01,

(P')

onde a funcao g satisfaz as seguintes hipdteses:
(1) g(z,s) é mensuravel em z € Q, V s € R e continua em s € R, para q.t.p. = € §;
(2) g(x,s)s >0, Vs € R,para q.t.p. x € Q.
Para o problema (P’), queremos encontrar solugoes fracas quando f € L*(Q2) ou f € M(Q).
Como em (P), Boccardo & Gallouet também estudaram o problema (P’), considerando o
operador A = —div(a(z, Vu)). Foi observado que para obtermos existéncia de solugoes fracas

quando f € LY(Q), precisamos adicionar a seguinte hipétese sobre g:

(3)  sup{lg(z,s)|,|s| <t} € LL.(Q), ¥t € R*.

loc



Quando f € M (1), é necessaria uma hip6tese mais forte, a saber:

existem by, by, & com by € L,.(Q), by € LS. (2),

(4) < N(p—1)/(N —p), tal que |g(z, )] < bi(z) + ba(2)]s|’

q.t.p em x, para todo numero real s.

As dificuldades de se encontrar solugdes fracas para os problema (P) e (P’) surgem ja
quando consideramos f € L'(€), pois o espago L'(Q) nao ¢é reflexivo e, assim, argumentos de
convergéncia na topologia fraca de L'(Q) geralmente falham. Observamos também que, em
geral, para o caso f € L'(f), a obtencio de estimativas a priori é mais complicada.

Por exemplo, consideremos 1 < p < N e seja u uma solugao distribucional de (P), isto é,

(5) / VU2V V= / fo. Ve Q).

Se f € L™(Q), com m > p/, temos L™(Q) «— L¥'(Q) < W1 (Q) e, assim, pode-se mostrar
que u € I/VO1 P(Q) (veja Teorema 2.2.5, pag. 38), e a obtencao de estimativas a priori ndo é um
problema, j& que |Vu[P~' € L' (Q). Assim, a classe das funcées teste pode ser estendida para
WyP(Q). Logo, u é uma funco teste valida e tomando-se u = ¢ em (5), pela desigualdade de

Holder, temos:
/Q Yl < lallooll 1]

Usando a desigualdade de Poincaré e com algumas manipulacoes simples, obtemos:

!
[Jullyor < CIFITLE.

No caso em que f € L'(Q), pode-se mostrar que u € W, 9(Q), onde

N
1< —1).
<4<y -1

Assim,

N
VulP™t € L"(Q) comr € [1, m)

Logo, a classe das funcoes teste pode ser, na melhor das hipdteses, estendida ao espaco
L"(Q), onder > N.

Porém, N > %(p — 1) e entdo u nao pode ser tomado como fungao teste, o que dificulta

substancialmente até mesmo a obtencao de estimativas a priori mais béasicas.



Seguindo Boccardo & Gallouet, consideramos como fungao teste uma funcao da forma v (u),
onde ¢ : R — R serd uma func¢ao localmente Lipschitz escolhida com certo cuidado. Neste
caso, é possivel tomar ¢ = ¢(u) como fungao teste e o desafio é recuperar alguma estimativa
a priori, pois serd necessario controlar o gradiente Vi (u).

Para estudarmos os problemas (P) e (P’), usaremos como ferramenta bésica um resultado
do trabalho de Leray-Lions [13]. Ressaltamos que o método usado em [13] foi influenciado por
trabalhos como o de Browder [5], [6]; Minty [15], [16], [17], e também Visik [19] e [20]. A técnica
usada nestes trabalhos, em geral baseia-se na combinacao de problemas aproximados, como o
“ Método de Galerkin”, e argumentos que exploram a monotonicidade do operador diferencial
em questao.

Observamos que nos problemas (P) e (P’) consideraremos p € (2 — 1/N, N]. A limitacao
inferior para p é imposta a medida que estamos preocupados com o limite inferior para que
u € WO1 1(Q) Notamos também que, quando p > N, sabe-se que ambos os problemas tém uma
finica solucao fraca em W, ”(Q) quando inclufimos M (Q) em W~17(Q) (ver [13]).

O presente texto esta organizado da seguinte maneira. No Capitulo 1, abordamos os as-
suntos preliminares. Este capitulo foi dividido em 2 se¢oes. Na primeira secao, fazemos uma
introducao as Medidas de Radon. Estamos interessados em obter suas principais propriedades
e mostraremos que o dual de Cy(RY) pode ser “representado”como o espaco das medidas de
Radon com sinal M (RY) ,afim, de definirmos a topologia fraca sobre M (RY). Posteriormente,
discutiremos como as medidas de Radon se relacionam com funcoes em L' ou distribuicoes. A
terceira secao é dedicada a apresentar os teoremas de convergéncia mais importantes da teoria
da medida e integracao.

No Capitulo 2, investigaremos versoes preliminares de (P) e (P’), quando o termo forgante
pertence a espagos mais regulares do que os das medidas de Radon. Este capitulo ¢ inspirado
nos trabalhos de Ciarlet [7] e de Leray-Lions [13].

O Capitulo 3 é o mais importante desta dissertacao. Nele, combinaremos as técnicas dis-
corridas ao longo do texto com a obtencao de estimativas a priori delicadas para mostrar a
existéncia de solugoes fracas para (P) e (P'). Este capitulo é inspirado no trabalho de Boc-

cardo & Gallouet [2].



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tem como objetivo dar o suporte matematico necessario para os Capitulos 2
e 3. Na Secdo 1.1 faremos uma introducao as Medidas de Radon em RY e apresentaremos os
principais resultados que serao utilizados adiante. O primeiro objetivo é mostrar que o espaco
das medidas de Radon M(R") ¢ isometricamente isomorfo ao espago dual do conjunto das
funcoes continuas que se anulam no infinito, e assim definirmos a nocao de topologia fraca em
M (RY). Posteriormente, vamos mostrar que L*(RY) é denso em M (RY) nesta topologia.

Na Secao 1.2, apresentamos os principais teoremas de convergéncia quando consideramos
um espaco de medida positiva.

Para o que segue, admitimos que o leitor tenha conhecimentos bésicos sobre Teoria da

Medida e Integracao, Espacos LP e os Espacos de Sobolev.

1.1 Medidas de Radon

Nesta secao, definiremos as medidas de Radon sobre o espaco RY. Estudaremos suas
principais propriedades, sua representacao com o dual do conjunto das fungoes continuas que se
anulam no infinito, a densidade de L' no espaco das medidas de Radon sobre R¥ relativamente
a topologia fraca desse espaco e, ao final, trataremos da sua relagao com a convergéncia em
distribui¢ao. Observamos que a maior parte desta segao é baseada em [9].

Seja f : RY — R. Definimos o suporte de f como sendo o fecho do conjunto onde f nao

se anula, ou seja,

supp(f) = {z : f(x) # 0}.



Além disso, definimos os seguintes conjuntos:

C(RY) = {f : RN = R; f é continua}

C.(RY) = {f € C(R") : supp(f) é compacto}.

Em C.(R"), definimos a seguinte norma:

1f1le = sup {|f(z)] : = € RV},

e assim, C,(RY) é um espaco vetorial normado.

Dada f : RY — R*, com f continua, temos que:

UV(f) = - fdu>0

onde p é a medida de Lebesgue sobre RY. Isso motiva a seguinte definicao.

Definigao 1.1.1. Dizemos que um funcional linear I definido em C.(R™) é positivo se
I(f) >0 para toda f > 0.

A definicao de funcional linear positivo nos d4 uma nocao de continuidade. Esse fato é

tratado na seguinte proposicao.

Proposigao 1.1.2. Se I é um funcional linear positivo em C.(RY), entdo para cada compacto

K C RY eziste uma constante Ck tal que:
11(f)] < Ckl|fl|lu, para toda f € C.(RY) tal que supp(f) C K.
Demonstragao. Ver [9], pag. 212, Proposigao 7.1. ]

Lembramos que uma medida de Borel sobre RV é uma medida definida na o-algebra Bgx,
onde Bg~ denota o conjuntos dos borelianos de RY.

Dada g uma medida de Borel sobre RY, se ju(K) < oo para todo compacto K C R, entao:
C.(RY) c LY(RM).
De fato, seja f € C.(RY), entao
[ = [ fin < 17lln() < .

bt



Logo, f € LY(RY). Além disso, note que a aplicagao
fr— | fdu
RN
é um funcional linear positivo agindo sobre C,(RY).

Mostraremos adiante, que todo funcional positivo definido em C,(RY) pode ser representado
dessa forma. Além disso, sob certas hipdteses de regularidade na medida 1 podemos garantir
a unicidade da medida.

A seguir, iremos definir a medida p com a qual poderemos representar de forma tinica todos

os funcionais lineares positivos definidos em C,(RY) .

Definicao 1.1.3. Uma medida de Radon ji sobre RN ¢ uma medida positiva de Borel que
satisfaz:

(i) p(K) < oo, para todo K C RN, compacto;

(ii) Dado V C RY aberto, entio

u(V)=sup {u(K): K CV e K compacto}.

(111) Dado A € Bgw, entdo
p(A) =inf {u(V): ACV eV aberto}.

Considerando a o-algebra gerada pelos boreleanos de RY no aberto Q C RY, definimos de
maneira anadloga o conceito de medida de Radon sobre ().

Dois exemplos bésicos de medidas de Radon sao dados abaixo.
Exemplo 1.1.4. A medida de Lebesque é uma medida de Radon.
Exemplo 1.1.5. A medida definida por:

1, seyekFkE
5y(E) =

0, caso contrdrio

¢ outro exemplo de medida de Radon, chamada de Delta Dirac

O préximo resultado nos diz que todo funcional linear positivo em C.(RY) pode ser repre-

sentado como uma integral com respeito a uma unica medida de Radon.
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Teorema 1.1.6. (Representacao de Riez) Seja I : C.(RY) — R um funcional linear positivo.

Entao existe uma tinica medida de Radon pu sobre RY tal que:

105) = [ fdu 9f € CurY).
RN
Além disso, temos que | satisfaz:

w(O) =sup {I(f): f € C(RY), 0< f <1 esupp(f) C O} para todo aberto O C RY (1.1)

w(K) =sup {I(f): f € C.(RY) e f > Xk} para todo compacto K C RY. (1.2)
Demonstracao. Ver [9], pag. 212, Teorema 7.2. O

O teorema a seguir serd essencial para o resultado principal da préxima subsecao. Intuitiva-
mente ele nos diz que toda funcao mensurdvel cujo o conjuntos dos pontos {x € RN : f(x) # 0}

tem medida finita é “ quase continua” para todo conjunto compacto.

Teorema 1.1.7 (Lusin). Suponha que p seja uma medida de Radon sobre RN e seja f : RN — R
uma fungdo mensurdvel tal que p({x € RY : f(x) # 0}) < co. Entdo, para todo € > 0, existe

uma ¢ € C.(RY) tal que:
p({z e RY 1 p(a) # f(2)}) <e.

Além disso, se f é limitada, entao podemos tomar ¢ tal que:

ol < Il

Demonstracao. Ver [9], pag. 217, Teorema 7.10. ]

1.1.1 O Dual de Cy(RY)

O objetivo desta subsegao é obter uma descricio completa do dual de Cy(RY). Para isso,
primeiramente definiremos o espaco Cy(RY) e identificaremos os funcionais lineares continuos e
positivos sobre Co(RY) com a medidas finitas de Radon sobre RY. Posteriormente, definiremos
o espaco das medidas de Radon com sinal sobre RY para provarmos o resultado principal desta

subsecao.



Definigao 1.1.8. Seja f € C(RY). Se para todo € > 0, o conjunto:
{z eRY : |f(2)| > ¢}

for compacto, entao dizemos que f se anula mo infinito. Com isso, definimos o sequinte

conjunto:

Co(RY) = {f € CRY) : f se anula no infinito}.

Além disso, com a norma

1/l = sup{|f(z)] : © € RY}

temos que Cy(RY) é um espaco de Banach.
Note que C.(RY) C Co(RY), e ainda, toda f € Cy(RY) é limitada. Com isso, temos o

seguinte resultado.
Proposigao 1.1.9. Cy(RY) € o fecho de C.(RY) na métrica uniforme.
Demonstracao. Ver [9], pag. 132, Proposicao 4.35. O]
Com a proposicao acima, temos que dada g uma medida de Radon, entao o funcional
1) = [ fan,

onde f € C.(RY), se estenderd continuamente a Cy(RY) se, e somente se, I for limitado com

respeito a norma uniforme.
Proposigao 1.1.10. O funcional I é continuo se, e somente se, u(RY) < oo.
Demonstra¢ao. Como caso particular de (1.1), temos a seguinte igualdade
p(RY) = sup{/fdu cf€C(RY), onde 0 < f < 1}
e, ainda, do fato de | [ fdu| < [|f|dp, obtemos:
p(®Y) < sup{| [ gaul 7l =1} e Il = u(®),

Portanto, I serd continuo se, e somente se, u(RY) < co. O



Com isso, identificamos os funcionais lineares continuos e positivos sobre Cy(RY) com as
medidas finitas de Radon sobre RY.
O préximo resultado nos diz que os funcionais lineares sobre Cp(RY) tem uma certa decom-

posicao de Jordan.

Lema 1.1.11. Seja I € Co(RY)'. Entao existem funcionais lineares positivos I, I~ € Co(RY)',
tais que:

I=1"—1".

Demonstracao. Para demonstrarmos este lema, precisamos definir primeiro /7. Para o que

segue, denotaremos por Co(RY, [0, 00)) o seguinte conjunto:
Co(RY,[0,00)) = {f : RY — [0,00) : f € Co(RY).
Assim, se f € Cy(RY,[0,00)), entao definimos:
I*(f) =sup{I(g) : g € Co(RY,R) e 0 < g < f}.
Note que I (f) > 0. Para ver isso, basta fazer g = 0. Além disso, pela desigualdade:

L) < [H gl < L] ]

sempre que 0 < g < f, obtemos:
0<I°(f) < [T f]lu-

Agora, vamos verificar que It é a restrigao a Co(RY, [0, 00)) de um funcional linear. Observe
que [T (cf) = cI™(f), para todo ¢ > 0.

Sejam g1, g2 € Co(RY) e f1, f» € Co(RY,[0,00)) arbitrarias tais que 0 < g; < f1 e 0 <
go < fo. Somando termo a termo as desigualdades, obtemos 0 < g1 + g2 < f1 + f2, e portanto,
I (fi+ fo) = I(g1) + I(g2). Logo,

IY(fu+ fo) 2 TH(fr) + T (f2)-

Por outro lado, supondo que 0 < g < f1 + f2 e definindo ¢g; = min(g, f1) € g2 = g — ¢1,
obtemos as inequacgoes 0 < g1 < f1 e 0 < g9 < f5. Portanto, concluimos que g = g1 + g2 €

I(g) = 1(g1) + I(g2) < I (f1) + I (f2). Como g é arbitraria, segue que:

IY(fu+ fo) S TH(fi) + T (f2)-

9



Logo, I (fi + f2) = I (fi) + I"(f2), para fi, f» € Co(RY, [0, 00)).
Agora, considere f € Cy(RY). Entao, temos que as partes positiva e negativa f, f~ de f

pertencem a Cy(RY, [0,00)). Assim, é natural definirmos:
() =I7(f7) = I"(f7).
Afirmacgao 1.1.1. It € linear.

De fato, sejam f,g € Co(RY) e ¢ € R. Note que I (cf) = cI(f). Fazendo a decomposicio

das funcoes f,g e f + g, temos

(f+9) = (f+g) =f+g=f"—f+9" -9
Logo,
(f+9) +f +g =(f+9) +f +g"
Assim, calculando I em cada uma das funcoes acima e reagrupando, obtemos:
K+ ) 1 =T [(f+9) 7 =1"(f") = I (f )+ 1" (g") —IT"(g)
Logo,
I'(f+9)=17(f)+1"(g).

Afirmacgao 1.1.2. " € continuo.

De fato, temos que:

[T < max {1(F), ()} < [ {Jmax {1 s (17 [ld = (111 1]

Em particular, ||[I7|| < ||I]].
Finalmente, definimos I~ = I — I'". Entao I~ € Cy(RY)', e pela definicao de I vemos que

I e I~ sdo positivos. Portanto, segue o lema. ]

Pelos Teorema 1.1.6 e Lema 1.1.11, concluimos que para cada I € Cy(RY)’, existem duas

medidas de Radon puy e ps tais que:

I(f) = /fdu, onde p = (p1 — fia).

Para finalmente demonstrarmos o resultado principal desta subsecao abaixo, definiremos o

espaco das medidas de Radon com sinal.
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Definicao 1.1.12. Dizemos que i é uma medida de Radon com sinal, quando p € uma

medida de Borel finita com sinal cujas variacoes positiva e negativa sao medidas de Radon.

Denotaremos o espago das medidas de Radon finitas com sinal sobre RY por M (RY).

Para € M(RY) com a variacio total |u| de p, definimos:

[l = |l (RY).

Note que ||p|| é finita, pois p ¢é limitada.
De maneira analoga, definimos o espago das medidas de Radon finitas com sinal sobre €2
por M (£2).

Com a definicao acima, temos o seguinte resultado.

Proposigao 1.1.13. M(RY) é um espaco vetorial real e
pw||pl| € uma norma sobre M(RY).
Demonstracao. Ver [9], pag. 222, Proposigao 7.16. ]

O resultado a seguir, nos permite identificar Cy(R™)’ com o espago M(RY) e tal resultado

é de extrema importancia para se definir a topologia fraca em M (RY).

Teorema 1.1.14 (Representacio de Riez). Dada uma medida p € M(RY), consideremos o

funcional:
LAf) = [ Fdn. onde f & CufY).
A aplicagdo p— I, é um isomorfismo isométrico de M(RN) em Co(RN)'.
Demonstragio. Sabemos que todo funcional I € Co(RY)’ é da forma I, (veja o comentario logo

ap6s o Lema 1.1.11). Com isso, j& temos que a aplicac@o p — I, é sobrejetora.

Seja u € M(RY), entdo temos que (veja [9],Proposiciao 3.13 item c, pag. 94)

| [ san] < [ 1f1dal <70 1l

e assim [, € Co(RY) com norma ||1,|| < ||u].
Além disso, definindo a derivada de Radon-Nikodym h = %, segue que |h| = 1 (veja [9],
Proposigao 3.13, item b, pag.94). Entao, pelo Teorema de Lusin aplicado a medida |u|, para

todo & > 0, existird uma fungao f € C.(RY) satisfazendo:
|flla=1¢e f =h exceto em um conjunto F com |u|(E) < ¢.
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Assim, utilizando h € L*(u) (pois u(RY) < 00) e a Regra da Cadeia, temos:

I =/!h!2d|u! _ /Eduz /Eﬁcw/E fdu < /Edw LI < e+ LI

Como ¢ ¢ arbitrario, temos que ||¢|| < ||1,||. Portanto, a aplicacao é uma isometria sobrejetora.

]

Com a identificacdo do espaco M (R™) com o espaco dual Co(R™)" vamos definir uma topo-

logia nesse espaco que ¢ induzida por essa identificacao.

Definigao 1.1.15. A topologia fraca em M(RY) = Cy(RN) € definida por:

ua—>u<:>/fdua—>/fdu,
para toda f € Co(RYN). Chamamos tal topologia de topologia vaga.

Vale observar que de maneira inteiramente analoga ao Teorema 1.1.14, pode-se mostrar que,
dado © C R¥, um aberto, temos:
M(Q) = Co(Q),

via 0 mesmo isomorfismo isométrico. Isto motiva a seguinte definicao.

Definicao 1.1.16 (Convergéncia Vaga em M(S2)). A topologia fraca em M(Q2) = Co(Q2) €
definida por

ua—>u<:>/fdua—>/fdu,
para toda f € Cy(Q).

Também observamos que se f, — f em L"(€2) e r > 1, entdo f,, — f vagamente em M (2).

De fato, basta notar que
Co(Q) — L™ ().

Um bom motivo para usarmos a topologia vaga é porque argumentos de convergéncia fraca
para LP(§)) geralmente falham quando p = 1, pois L}(€2) nao é o dual de L>(£2), mas podemos
obter bons resultados usando a topologia vaga quando identificamos L'(£2) como um subespago
de M(Q).

Para fazermos tal identificacdo, seja  C RY. Dada v € L'(Q2), (aqui consideramos a

medida de Lebesgue) associamos a seguinte aplicagao

7,(Q) = /Qv.

12



Note que T, é uma medida de Radon, e além disso,

Tl = Tl(Q) = / o] = [[ol|s

e assim, temos que L'(Q) estd imerso isometricamente em M (€2).
Um fato importante é que L'(Q) é denso “vagamente” (denso considerando a topologia vaga)
em M (), onde Q pode ser o préprio RY. Na préxima subsecao, definiremos e apresentaremos

resultados para demonstrar tal fato.

Observacao 1.1.17. De agora em diante, denotaremos por M(Q2) o espaco das medidas de

Radon reais sobre ().

1.1.2 Densidade Vaga de L'(R") em M(RY)

Nesta subsecao, vamos primeiramente definir e enunciar alguns resultados sobre convolucao
entre duas funcoes mensuraveis. Posteriormente, definiremos o produto de medidas de Radon
com sinal e trataremos de resultados sobre o conceito de convolucao de duas medidas. Por
fim, demonstraremos o resultado de densidade vaga de L*(RY) em M (RY). Esse estudo se faz
necessario para o Capitulo 3, onde precisaremos aproximar uma fungao f € M(£2) por uma

sequéncia de fungoes que estao em L'(€).

Defini¢ao 1.1.18. Sejam f e g duas funcoes mensurdveis em RY . Definimos a convolugao
de f e g por:
frola)= [ fle—y)ly)dy
R

para todo x tal que a integral acima exista.

Para que f % g esteja bem definida, podemos impor varias condigoes sobre f e g. Por

1

L (RY) e f é limitada com suporte compacto, entdo f * g existe.

exemplo, se g € L

Na préxima proposicao, vamos apresentar algumas propriedades sobre convolucao.

Proposicao 1.1.19. Assuma que todas as integrais abaizo sejam finitas. Entao:
(a) fxg=gx[.

(b) (fxg)xh=fx(gxh).

(c) Seja z € RY, entio .(f * g) = (1.f) x g = [ * (729), onde 7.f(x) = f(z — 2).
(d) Seja A o fecho de {x +y: x € supp(f),y € supp(g)}, entao supp (f *g) C A.
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Demonstragao. Ver [9], pag. 240, Proposigao 8.6. ]

A proposicao a seguir contém resultados basicos de convolugoes para fungoes em LP.

Proposicao 1.1.20. Sejam f € LP e g € L9, onde %—l— % = 1. Entao:
(a) f* g(x) existe para todo x.

(b) f*g € limitada e uniformemente continua.

(C) ||f*g||u < HfHLPHgHLq.
(d) Se 1< p< oo, entio f*g € Co(RN),

Demonstragao. Ver [9], pag. 241, Proposigao 8.8. ]
Seja ¢ uma funcao em RY e ¢t > 0. Definimos:
e
o) =70(3).

Se ¢ € L', entao pelo Teorema da Mudanga de Varidvel (veja [9], pdg. 74) temos que a integral

| ¢+ ndo depende de ¢, isto é,

/RN ¢y = /RN t_"qb(?)dm = » o(2)dz,

O teorema a seguir serd de extrema importancia na demonstracao do principal resultado

onde z = %

desta subsecao.

Teorema 1.1.21. Seja ¢ € L' tal que [ ¢(x)dx = a. Entao:

(a) Se f € LP, para 1l <p < oo, entio f* ¢, — af em LP, quando t — 0.

(b) Se f € limitada e uniformemente continua, entio f x ¢, — af uniformemente, quando
t—0.

(c) Se f € L™ e f € continua em um aberto U, entio f * ¢, — af uniformemente em todo

subconjunto compacto de U, quando t — 0.

Demonstragao. Ver [9], pag. 242, Teorema 8.14. ]

Agora, vamos definir o que seria uma medida de Radon com sinal no espago produto car-
tesiano RY x RY e a convolucao de duas medidas u e v, onde p, v € M(RY), com o intuito de
obtermos os resultados necessarios para a prova da densidade vaga de L'(RY) em RY. A de-
finicao da medida de Radon com sinal no produto cartesiano pode ser feita utilizando produto

de medidas positivas através das derivadas de Radon-Nikodym.
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Definigao 1.1.22. Sejam p,v € M(RY), definimos a medida produto px v € M(RY x RY)

por:

dp dv

d(p x v)(z,y) = m(fv)m(y)d(lul x [v|)(z,y).

Definigao 1.1.23. Sejam u,v € M(RY), definimos a convolugdo p v € M(RY) por:

vl E) = ux v(E) = [ [ el ) duta)dviy)

Abaixo, apresentamos algumas propriedades bésicas da convolucao de duas medidas em

M(RM).

Proposigao 1.1.24. Sejam pu,v € M(RY).
(a) Convolugdo de medidas é comutativa e associativa.

(b) Seja h uma funcao limitada Borel mensurdvel, entao:

/ hd( x v) = / / Wz +y) du(z)dv(y).

(¢) [l vl < lpll [Iv]]-
(d) Se du = fdm e dv = gdm, entao d(pxv) = (f x g)dm.

Demonstragao. Ver [9], pag. 270, Proposicao 8.48. O

Observagao 1.1.25. Note que o item (d) da Proposicio acima nos diz que em L' a defini¢do

de convolugao entre medidas coincide com a defini¢cdo usual de convolugao.

Quando temos uma funcao f em LP, é importante obtermos algumas propriedades quando
fazemos a convolucao de f com uma medida g em M(RY). O préximo teorema nos dé trés

propriedades dessa convolucao.

Teorema 1.1.26. Sejam f € LP(RY), para 1 <p < oo, e p € M(RY). Entdo:
(a) A integral fx p(z) = [ f(z —y)du(y) existe para x g.t.p. em RY.

(b) f*peLP.

() |f * plle < N Flee [l

Demonstragao. Ver [9], pag. 271, Proposicao 8.49. ]
Observacgao 1.1.27. No Teorema 1.1.26 “LP” e “q.t.p.”se refere a medida de Lebesgue.
Por fim, estamos preparados para mostrar o principal resultado desta subsecao.
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Teorema 1.1.28. LY(RY) ¢ denso vagamente em M(RY).

Demonstragdo. Seja u(RY). Para provarmos este teorema, devemos construir uma sequéncia
em L'(RY) que converge no sentido vago para u.

Seja ¢ € C*(RY) fixada, com [,y ¢(x)dz = 1. Entao para todo ¢ > 0 pelo Teorema 1.1.26,
temos:

¢y % € L*(RMN).

Sabemos que toda fungdo em L'(RY) define uma medida de Radon (veja o comentdrio apds o
Teorema 1.1.14, pdg. 12), entdao vamos escrever u; € M(RY) para a medida que corresponde a
Py * 1, ou seja, dpy = (¢y % u)dm. Agora, seja g € Co(RY) fixada. Pelo Teorema de Fubini para

a medida produto p x m, onde m é a medida de Lebesgue em RY, temos que:

/RN gdpy = /RN g(2)(¢y * p)(x)de = /RN (/RN 9(2)pu(z — y)du(y)>dx

_ /R ) /R _g@)én(w — y)dzduy)

= [ o* ity

Observe que a fungao (z,y) — g(z)¢(x — y) é continua, pois é produto de fungdes continuas.

Assim, temos que g(x)¢(z — y) é Bry ® Brnv-mensuravel. Note também que:

/RN (/RN |9(z) (@ —y)|dx>d|u|(y) = /RN </K |g(z) iz — y)|d$>d|u|(y)

< /RN gl llel lud| ] = [lgl[La | e ful el < o0,
onde K é o compacto tal que ¢;(x — y) é diferente de zero.
Afirmacao 1.1.3. g * ¢, € Co(RN) para cada t > 0.

De fato, mais geralmente provamos que para 1) € Co(RY) e ¢ € C.(RY) temos ¢ x ¢ €
Co(RY). Primeiro, pela Proposicao 1.1.20, pag. 14, temos que ¢ *p é limitada e uniformemente
continua e [[¢ * ¢||. < [|@|lz1]|%||.. Agora, tomamos uma sequéncia 11,1y, ... € C.(RY) tal
que || — || — 0 (Proposigao 1.1.9, pag. 8). Entao ¢ * ¢ € C.(RY) para cada k, pela
Proposigao 1.1.19 item (d), pag. 14, e

b+ o = xpllu = [[(hx — ¥) * llu < Il Lr|[n = D] — 0.
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Portanto, 1 * ¢ pertence ao fecho de C.(RY) na métrica uniforme, ou seja, ¥ * o € Co(RY)
(Proposicao 1.1.9, pag. 8). Logo, a afirmacao estd provada.

Agora, pelo Teorema 1.1.21 item (b), pag. 15, temos ||g * br — 9ll« — 0, quando t — 0.
Portanto, como f — [,x fdp é um funcional linear limitado em Cy(RY), segue que:

/RN g* ¢u(y) du(y) — g du,

RN

/gdut—>/ g dp,
RN RN

quando t — 0 e para toda g € Co(RY). Entdo, concluimos que a sequéncia {1 22, tende
J

quando t — 0. Assim

vagamente para i. Recordando que cada 1 corresponde a uma funcao (ou: é uma) em L'(RY)
J
temos que L'(RY) é denso vagamente em M (RY).

[
Corolario 1.1.29. Seja Q C RY um aberto. Entio L'(Q) é denso vagamente em M(Q)
Demonstragao. Seja p € M (). Definimos @ por:

@ em €

=
0 em RM\Q

Note que i € M (RY). Pelo Teorema 1.1.28, existe uma sequéncia (f,,) em L*(RY) que converge
para i no sentido vago. Como f,, € L(RY), para todo n, temos que f,, € L'(2), para todo n.
Assim, temos uma sequéncia (f,,) em L'(Q) que converge vagamente para fi. Consequente-

mente, f, converge vagamente para fi. O
Corolario 1.1.30. Dado r > 1, seque que L"(2) é denso vagamente em M(S2).

Demonstragao. Primeiro, note que se u,, — w em L"(£2), entdo u, — u vagamente em M (£2).

De fato, pela Defini¢ao 1.1.16, basta mostrarmos que:

/qun — /qu, Ve Co(f).

Porém, por Holder:
| [ fuo = 1u] <1l Y = e
Q
< med(@|fllz~lun — llzr — 0,
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Logo, u,, — u vagamente em M (£).

Agora, dada pu € M(RQ), consideremos (v,,) C L'(2) tal que:

n—oo

im | fo, = / fdu,  Vf € Gy(Q).
Como L"(Q) é denso em L'(f2), segue que para cada n € N, existe u,, € L"(Q) tal que:

||t — vp ] < —.
n

<)/Qfdu—/ﬂfvn+’/9fvn—/ﬂfun
<)/Qfd,u—/ﬂfvn+

Assim, dada f € Cp(Q2) temos:

/ Fu - / funn

Logo
hm\/fdu /fun ghm)/fdu /fvn o,
n—oo
e portanto, u, — u vagamente em M (€2 L]

1.1.3 Distribuicoes

Nesta subsecao, definiremos o conceito de distribuicao em €2 apenas com o intuito de mostrar
que convergéncia vaga implica em convergéncia em distribuicao. Tal resultado serd usado no

Capitulo 3. Para mais detalhes sobre este tema, veja Medeiros [18].

Definicao 1.1.31. Considere (f,,) C C°(R2). Dizemos que:
(a) fn — 0 desde que:
(i) Ezista K C ), compacto tal que supp f, C K, ¥n € N.

(11) Para cada o multi-indice D f,, — 0 uniformemente em K.

(b) Dizemos que f, — f desde que (f, — f) — 0.

O espago denotado por D(§2) das fungdes em C2°(€2) com a nogao da convergéncia definida

acima é chamado o espaco das funcgoes teste.

Defini¢ao 1.1.32. Dizemos que T : D(Q) — R € uma distribuicdao se:

(a) T € linear;

(b) T ¢é continuo no zero em D(2), ou seja, T(f,) — 0, se n — oo, sempre que f, — 0 em
D(Q).
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O conjunto de todas as distribui¢oes definidas em 2 é denotado por D’(€2). No espaco

D'(€2), temos a seguinte nogao de convergéncia.

Definigao 1.1.33 (Convergéncia em D’(Q2)). Dizemos que

(a) T, — 0 em D'(Q) quando n — oo, se
T.(¢) — 0 em R, quando n — oo, ¥Y¢ € D(S).
(b) T, =T em D'(2) se
(T, — T) = 0 quando n — oo, em D'(Q).

Segue diretamente da definicao acima que convergéncia em distribuicao é tnica. Um fato

importante é que uma medida g em M (£2) pode ser vista como uma distribuigao em €.

Proposicao 1.1.34. Seja u € M(QY). Entao pu pode ser representada como uma distribui¢ao,
isto €, p € D'(82).

Demonstragao. Seja ¢ € D(£2). Definimos:

(1,6) = /Q b,

Note que (u,¢) é um funcional linear continuo. Agora, se ¢, — 0 em D(f2), entdo existe

K C ), compacto, tal que supp ¢, C K, para todon € N e
D¢, — 0 uniformemente em K, V a multi-indice.
Em particular, ¢, — 0 uniformemente em K. Logo
lim (u, ¢,) = lim / Ondp — 0.
n—oo n—oo K
Portanto, u € D'(Q). O

Usando a mesma identificagdo, como corolario da Proposigao 1.1.34, segue que LP(Q2) C
D'(2). A nogao de convergéncia no espago D'(€2) é bem fraca. De fato, o préximo resultado

nos mostra que até convergéncia vaga implica em convergéncia no espago D'().

Teorema 1.1.35. Seja (p,) C M(Q2) tal que p,, — p vagamente em M (S2). Entdo:
pn — o em D'(Q).
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Demonstra¢ao. Como por hipdtese p,, — p vagamente em M (€2), entdo pela defini¢ao:

/qudun—>/g¢du,

para toda ¢ € Cy(€2). Para mostrar que p, — p em D'(€), basta mostrarmos que, dado
¢ € D(Q), entao:
lim (1, ) = (11, 9).-

n—oo

A igualdade acima acontece se, e somente se,

/Q¢> dun—>/9<bd,u.

Porém, como D(2) C Cy(£2) segue o resultado. O

Observe que segue diretamente do Teorema 1.1.35, que dadas (f,) C L"(Q2), onde r > 1 e
feL(Q),se
fo—f em L (Q)
entao vale que

fo— f em D'(Q).

Isto é,

L™(Q2) == Cp(Q).

1.2 Espacos de Sobolev

Usando o conceito de Distribuigao, conseguimos generalizar a ideia de derivada para uma
formulacao mais fraca.

Seja 2 C RY um aberto, limitado e conexo.

Definigao 1.2.1. Definimos o Espaco de Sobolev, denotado por W1P(Q) como sendo:

W(Q)={u:Q—R:u, gu € LP(Q),i=1,..,N}.
T
Observe que g—; se refere a derivada no sentido das distribuigoes.

Proposigao 1.2.2. (Wh(Q),||-|lw1»), onde
[ (s + 1IVull7)P, 1< p < oo
Wwip =
[lul| oo + [[Vul|

¢ um espaco de Banach. Além disso, se 1 < p < oo, € um espaco de Banach reflexivo.
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Demonstracao. Ver [4] | pdg. 264, Proposicao 9.1. ]

Das diversas propriedades interessantes destes espagos, nos restringiremos a enunciar o
essencial para o presente texto.

Primeiramente, vejamos seu subespaco mais usual.
Definigao 1.2.3. W, 7(Q) = CgO(Q)H i
Com isso, temos o seguinte resultado.

Proposigao 1.2.4. W, ?(Q) é um subespaco fechado de W'P(Q). Em particular, Wy (Q) ¢é

um espaco de Banach reflerivo se 1 < p < 0.
Demonstracao. Ver [4], pag. 287. O

Um fato importante dos espacos I/VO1 P(Q)) é que podemos controlar as normas LP pelas

normas das derivadas em certos casos.

Definicao 1.2.5. Definimos o expoente critico de Sobolev p*, por:

Np
N-—p

Se p= N, entdo definimos p* = 0.

Observacao 1.2.6. Por simplicidade, enunciaremos os proximos resultados somente para o

caso que usaremos neste trabalho, isto €, quando 1 < p < N.

Teorema 1.2.7 (Desigualdade de Poincaré). Seja u € Wy (Q), onde 1 < p < N. Entdo eiste

uma constante C' = C(Q,p,q, N) > 0 tal que
lullLe < ClIVul|Le,
para todo q € [1,p*].
Demonstracao. Ver (8], pag. 265, Teorema 3. O

Observamos que ||Vu||z» é uma norma em W,7?(Q), que é equivalente a norma ||u||y1.».

Assim, definimos a seguinte norma em W, ()
ol = 190l

Uma das propriedades mais usadas destes espacos ¢ o de que estes melhoram a integrabili-

dade de seus membros.

21



Teorema 1.2.8 (Imersao de Sobolev). Seja Q@ C RY um aberto, limitado e conexvo. Para
1 <p< N, temos
WoP () < LI(Q),

para todo q € [1,p*].
Demonstracao. Ver [8], pag. 270, Teorema 6. ]

Com algumas restri¢coes no expoente, melhora-se o resultado de Imersao.

Teorema 1.2.9 (Rellich-Kondrachov). Seja Q@ € RY um aberto, limitado e conero. Para
1 <p< N, temos
WoP(Q) e LU(Q),

para todo q € [1,p*).

Demonstragao. Ver [8], pag. 272, Teorema 1. O

1.3 Grau de Brouwer

No presente texto, usaremos uma poderosa ferramenta para a resolucao de equagoes nao
lineares em espagos de dimensao finita: O grau de Brouwer.

Para nao fugirmos da tematica proposta nesta dissertacao, nos restringiremos a enunciar o
resultado que nos interessa.

Seja ¢ : Q@ C RY — RY uma funcio continua, p ¢ ¢(99Q). O grau de Brouwer d(¢, 2, p) é

uma ferramenta que descreve o niimero de solugoes para a equagao:

P(z) = p,

onde ) é um aberto.

A seguir apresentaremos dois resultados que nos sera tutil para esta dissertacgao.

Teorema 1.3.1. Existe d(-,€,p) : C(Q) — R tal que se p & ¢p(IQ) e d(¢,Q, p) # 0, entdo

existe ao menos um x € € tal que

p(x) = p.
Demonstragao. Ver [10], pag. 30, Teorema 2.1. ]
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Teorema 1.3.2 (Invariancia Homotépica). Seja H : Q x [0,1] — RY. Considere p € RV e

suponha que p ¢ H(02 x [0,1]). Entdo
d(H(-,0),9,p) = d(H(-,1),,p).

Demonstragao. Ver [10], pag. 39, Teorema 2.11. ]

1.4 Teoremas de Convergéncia

Esta secao é baseada em [1] e [9]. Os resultados que apresentaremos sao alguns dos principais
da Teoria da Medida e Integracao que posteriormente usaremos no decorrer deste trabalho.

Seja (X, M, u) um espago de medida. Em toda essa segdo, pu denotard uma medida positiva

em X.

Lema 1.4.1 (Lema de Fatou). Seja (f,) uma sequéncia de fung¢des mensurdveis com f, : X —

[0, 0], para todo n € N. Entao

/lim inf f,dp < lim inf/fndu
—00

n—oo n

Demonstragao. Ver [1], pag. 33, Lema 4.8. H

Apresentaremos a seguir um dos mais importantes teoremas de convergéncia para funcoes

integraveis.

Teorema 1.4.2 (Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,) uma sequéncia de fungoes
em LY(X, p) tal que converge q.t.p. para uma funcao f. Além disso, suponha que existe uma

funcao g em LY (X, p) tal que | f,| < g, para todo n € N. Entdao f € L'(X,pu) e
lim [ f.dp= /fd,u.
n—oo
Demonstragao. Ver [1], pag. 44, Teorema 5.6. O

Com o intuito de generalizarmos o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para
os espagos LP(X, i), vamos definir o que seria a convergéncia de uma sequéncia de fungoes nesse

espago.
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Definicao 1.4.3. Dizemos que uma sequéncia de fungoes (f,) em LP(X,pu), 1 < p < o0,
converge em LP(X, ) para f € LP(X, ), se dado € > 0, existir no(e) € N, tal que para todo
n > ng(e), temos:

o= fllr = </|fn—f|pdu>; <e.

A proposicao a seguir é a versao do Teorema da Convergéncia Dominada de Lesbegue para

os espagos LP(X, ).

Proposicao 1.4.4. Seja (f,) uma sequéncia de fungdes mensurdveis em LP(X, 1) que converge

q.t.p. para f. Se existe uma g € LP(X, ) tal que:
[fu(z)| < g(x), ze€X, neN
entio f € LP(X,u) e (fn) converge em LP(X, ) para f.

Demonstracao. Por hipétese f,(x) — f(z) q.t.p. em X. Como a sequéncia de fungoes (f,)
¢ mensuravel, para todo n € N, segue que f é mensurdvel. Ainda, uma vez que |f,(z)| <
g(x), ¥V n € N, entao |f(z)| < g(z) q.t.p. Além disso, como g € LP(X,u), entdo temos
f € LP(X,pn). Agora note que:

|fu(z) = f(@)]” < [29(2)]", q.tp.

e como lim | f,,(z) — f(z)|P = 0 q.t.p., e [2g(z)]? € L' (X, ), segue do Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue que:
1im/|fn — f|Pdp = 0.

Portanto, (f,,) converge em LP(X, p) para f. ]

O préoximo teorema ¢ uma espécie de reciproca para Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue. Este teorema é 1til para o controle em passagem ao limite em termos nao lineares

das integrais em questao.

Teorema 1.4.5. Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em LP(X, ) e seja f € LP(X, ) tal que
fn = fllr = 0.

Entao, existe uma subsequéncia (f,,) e uma fungao h € LP(X, 1) tal que:

(a) fn.(z) = f(z) ¢.t.p. em X,
(0) | fn.(x)] < h(x) VEk, g.t.p. em X.
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Demonstragao. Ver [4], pag. 94, Teorema 4.9. ]

Outro modo de convergéncia que sera muito 1til no decorrer desse trabalho é a convergéncia

em medida.

Definigao 1.4.6. Dizemos que uma sequéncia de fungoes (f,) converge em medida para
uma funcgao f se:

Tim pu({o € X ¢ |fae) = f(2)] 2 £}) =0,

para todo € > 0.

Observagao 1.4.7. Observe que convergéncia em LP implica em convergéncia em medida. De

fato, considere E,(¢) = {z € X : |f.(x) — f(x)| > €}, entao:

/Wn—ﬂwuz/ o — fIPdp > Pu(Bo(e)).
X En(e)

Como ||fn — fllor — 0 e € > 0 seque que p(E,(€)) — 0, quando n — occ.
Vale observar que a reciproca € falsa. O contra-exemplo é dado pela sequinte sequéncia de
funcoes:

fn = nil/p‘)(‘[(],n] .

Consideramos X = R e p como sendo medida de Lebesque. Note que f,, — 0 em medida, mas

fn =+ 0 em LP(R).

Observamos também que convergéncia pontual nao implica em convergéncia em medida,
exceto se X tem medida finita (veja Teorema 7.12 de [1]). Consideramos mais uma vez X = R,
p como a medida de Lebesgue e a sequéncia de funcoes f,, = X ni1)- E f4cil ver que f, converge
a 0 para todo ponto, mas nao em medida. Por outro lado, a proposicao seguinte nos mostra que
sempre podemos extrair uma subsequéncia que converge ¢.t.p. de uma sequéncia que converge

em medida.

Proposicao 1.4.8. Seja (f,) uma sequéncia de fungoes mensurdveis definidas em X. Se
fn — f em medida, entdo existe uma subsequéncia (f,;) de (f.) tal que fn,(xv) — f(x) q.t.p
em X.

Demonstragao. Considere (f,,) tal que f, — f em medida.
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1
Dado € = o8 k € N, existe ny tal que

pl{e € X2 |fule) — F@)] 2 5)), Yn2m<e

Definimos X, = {z € X : |f,(z) — f(z)| > 5}. Para N € N fixado, scja Ay = U Xk.

k>N
Entao:

PAN) <D u(Xe) <) 25 = oNT

k>N k>N
Se x € X\ Ay, entao:

vedy= () Xi= (e e X Ifule) - f@)] < o}

k>N k>N

ou seja, |fn, (z) — f(x)| < 55, para todo k > N. Portanto, para algum N € N, temos:
fn,(x) = f(x) sobre A%.

Observando que pu(A;) >1e A} D Ay D ... D Ay, tem-se:

0 < pu(A) = p([) Ay) = lim p(Ay) < lim

N—o0 2N71
N>1

Como f,(xz) = f(x)sobre X\ Ay, para cada N, entdo f,, (x) — f(x) sobre X\ Ae pu(A) = 0.

=0.

Assim,
foo(@) = f(z)  qtp. X.

]

Apresentamos agora o famoso Teorema da Convergéncia de Vitali. Tal teorema nos sera

util no final do Capitulo 3.

Teorema 1.4.9 (Convergéncia de Vitali). Seja (f,) uma sequéncia de fungoes mensurdveis
em X tal que (f,) C LP(X,pn), para 1 < p < co. Entdo, (f,) converge em LP(X,u) para f e
f e LP(X,u) se, e somente se, (f,) satisfaz as sequintes propriedades:

(1) (fn) converge em medida para f;

(ii) Para cada € > 0, existe §(¢) > 0, tal que se A € M com u(A) < (), entao:

/|fn|pd,u<5p, para todo n € N.
A

e existe C € M com p(C) < oo tal que

/ |fulPdp < €P, para todo n € N;
X\C
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Demonstra¢ao. (=) Assumimos que f,, f € LP(X,pu) e ||fn — fllz» — 0. Como (f,,) converge
para f em LP(X, ), temos que (f,) converge para f em medida. Pela desigualdade de Min-

kowski, temos:

(/] )’ ([ 15~ Feapan) < ( (/] dn)’ ([ 18- fran)’. (13)

Dado € > 0, definimos F) = {z € E : |f(z)[" > A > 0}. Note que F) tem medida finita,
pois
wiF) < [ 1iPdu < [ 1fidu<
F E
observe que na terceira desigualdade acima usamos que f € LP(X, u), por hipétese, e assim,

Fazendo \ = %, temos:

lim |f|Pdp = lim / | fIP X, dp.
i n—oo X n

n— oo

Como |f[PXp, — |f|P a.t.p e |fIPXp, < |f|P, onde |f|P € L'(X, p), segue pela Proposicao

1.4.4, pag. 24, que:

n—oo

fim [ \fPd = Yo [ 1Py d= [ P
1 n—oo [ o ¥

Agora, como f € LP, existe §g > 0 tal que para cada A e B € M tais que u(A) < g e

u(B) < oo, temos:

/ v < ( "o [ (

Além disso, existe ng € N tal que se n > ng, entao:
E\P
1= fller < (3)

Por (1.3), se n > ng e u(A) < dp, temos:

1

</X\B|fN|pd,u>p§ </X\B|f|pd'u>p+(/X\B|fn_f|pdﬂ>p <Z+Z=g
</A‘fn!1”du % /’f|ﬁdu /’fn f\pdu) <4+Z:§

/ | fulPdp < P e /\fn]”du<gp.
X\B A
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Sejam By, By, ..., B,,, conjuntos mensurdveis de medidas finitas e 1, ds, ..., o, tais que:

/ |filPdp < e? sel <1 <mny
X\B;

/’fi’pdﬂ<5p se 1 <i<mngepu(A) <.
A

Tomando C' = BU By U By U ...U B,,, e 6 = min{dy, 41, I, ..., I, }, entao:

/ |folPdp < ” Vn>1ep(C) < oo
x\C

/‘fn’pdﬂ<€p se u(A) <o Vn > 1.
A

(<) Agora assumimos que (f,,) converge em medida para f. Pela Proposigao 1.4.8, existe uma
subsequéncia (f,,) de (f,), tal que f,, (z) — f(z) q.t.p. Pela condicao (ii), existe C' e pelo

Lema de Fatou para a subsequéncia (f,, ), temos:

/ |f|Pdu = / lim inf | f,,, [Pdp < liminf/ | fr [Pdp < €P,

onde u(C) < 00, e além disso, ainda pela condigao (ii), temos que:

/ |f|Pdu = / liminf |f,, [Pdp < liminf/ | frp [Pdp < P,
A A k—oo k—oo [ 4

para todo A € M tal que u(A) < 9.

Seja B, ={x € E:|fu(x) — f(x)] > M(EC)} (N C. Como f,, converge em medida para f, entao

existe ng € N tal que p(F,) < ¢, para todo n > ng. Note que E, C C C X, assim:

/X fo— fPPdp = /X s /C M s / 1= TP

< / fulPdis + / FPdu + / = P+ / flPdp+ / Py
xX\C xX\C C\En " n

< 5e.

Portanto, ||f, — fllze = 0 e f € LP(X, p).
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Capitulo 2

Existéncia de Solucao para dados em

W—l,p’(Q)

Este capitulo é baseado em Ciarlet [7] e Leray-Lions [13]. Apresentaremos neste capitulo
resultados, hoje em dia classicos, que sao essenciais para a investigacao de diversas Equagoes

Diferenciais Parciais Quasilineares e, em particular, o problema

—Ayu =f em Q
v =0 sobre 9.

(2.1)

Estabeleceremos os rudimentos das ditas “ Técnicas de Monotonia”na Se¢ao 2.1, para entao
investigarmos o problema (2.1) e seus andlogos na Segao 2.2.

Apesar de classicos, os resultados aqui apresentados nao sao vistos em geral nos cursos
introdutoérios sobre Equagoes Diferenciais Parciais e, por isto, decidimos por destaca-los do
capitulo de preliminares.

Ressaltamos, por fim, que as Secoes 2.1 e 2.2 sao, em sua maior parte, releituras dos trabalhos
de Ciarlet [7] e Leray-Lions [13]. Naturalmente, adaptamos os originais para o contexto desta

dissertacao.

2.1 Operadores Mondétonos

Entre os operadores nao lineares, destacamos a classe dos operadores monétonos que sao
de extrema importancia, pois constituem-se uma ferramenta muito eficaz para estabelecermos

a existéncia de solucoes para certos problemas de contorno nao-lineares.
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Sejam X um espago de Banach e X’ o seu dual. Vamos denotar por || || a norma em X,
|||« @ norma em X’ e por (-,-) a dualidade entre o espa¢o de Banach X e seu dual X', ou
seja,

(f,u) = f(u), paratodoue X, fe X'

Definigao 2.1.1. Um operador A, de um espago de Banach X em um espago de Banach 'Y,
¢ dito limitado se leva conjuntos limitados de X em conjuntos limitados de Y. Em outras

palavras, existe M > 0 tal que:
||Aul|ly < M, para todo u € X.
Definicao 2.1.2. Um operador A : X — X' € dito mondtono se:
(A(u) — A(v),u —v) >0,  para todo u,v € X.

Vamos agora introduzir uma nocao de continuidade que aparecerd nas hipoteses dos préximos

resultados, sendo essencial para o teorema que garante a sobrejetividade de operadores mondtonos.

Definigao 2.1.3. Um operador A : X — X' € dito hemicontinuo se, para quaisquer u,v,w €

X, ezistir tg = to(u,v,w) > 0 tal que a funcao:
f : (—to,to) — R
t — (Au+ tv),w)

é continua em t = 0.

O lema a seguir é uma versao do conhecido Truque de Minty. Com ele, podemos com-
pensar através de monotonia a conhecida dificuldade entre se conciliar convergéncias fracas e

operadores nao lineares.

Lema 2.1.4. Sejam X um espag¢o de Banach e A : X — X' um operador mondtono hemi-

continuo. Se (u,) C X for tal que:

up = u em X, A(u,) = b em X' e limsup (A(uy,),u,) < (b,u)

n—o0

entao

A(u) = b.
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Demonstragao. Seja (u,) como no enunciado. Observe que, como A é mondtono, dado w € X,

temos:

(A(up) — A(w),u, —w) >0, VneN.

Agora, por hipdtese:
limsup (A(uy), u,) < (b, u)

n—oo

limsup (A(uy,),w) = (b,w).

n—oo

Entao, por (2.2)

(b— A(w),v —w) > limsup (A(u,) — A(w), u, —w) > 0.

n—o0

Agora, sejam v € X, t > 0 e defina:
w=u+tv.

Segue de (2.3) que

t(b— A(u+tv),—v) = (b — A(w),u —w) >0, Vt>0.

Isto é,

(b—A(u+tv),v) <0, Vt>D0.

Pela hemicontinuidade do operador A, segue que:

(b—A(u),v) = lim (b — A(u +tv),v), YveX.

t—0t

Em particular,

(b—A(u),v) <0, WvelX.

Agora, tomando —v em (2.4), segue que:
(b—A(u),v) =0, YvelX,

portanto:

A(u) = b.
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O préximo lema é uma versao do resultado principal desta secao para espagos vetoriais

normados de dimensao finita.

Lema 2.1.5. Seja X um espaco vetorial normado de dimensao finita e A : X — X um

operador limitado e continuo. Suponha que A seja coercivo no sentido de que:

(A(v), v)

= Q.
lloll—»o0  [|v]|

Entdo temos que A € sobrejetivo.

Demonstracdao. Primeiramente, observe que todo espago de dimensao finita é isometricamente
isomorfo a RY. De fato, considere que dimX = N e seja {1, ..., 7y} uma base ortonormal para
X. Definimos entao:
T: X — RV
N
x — T(x)= Zaiei,
i=1

N
onde r = E a;z; e {ey,...,en} representa a base canonica de RY. Observe que T' é uma bijecio
i=1
linear.
Entao considerando ||y||gy = ||7||x, onde y = Tz, obtemos que X e R sdo isometricamente
isomorfos. Vale lembrar que todas as normas em RY sao equivalentes.
Tendo em vista esse fato, sejam w € X e B, = {v € X : ||v|| < k} com fronteira Sy = {v €

X :||lv|| = k}. Tomando o mesmo k tal que ||w|| < k, entdo pela hipétese do operador A ser

coercivo, temos que para qualquer k, podemos escolher R suficientemente grande tal que:
(A(v),v) > Rk Vv e Sg.

Agora, consideremos
H: By x [O,l]—)X
H(v,0) =0A(v) + (1 —0)

k
RY

k
de modo que H(v,0) = % e H(v,1) = A(v).
Note que H é continuo. Além disso, para v € Sg, temos:

(6A@) + (1 - )X 0)

> kR.
R =

Assim

HH@,@)H >k Vue Sk
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Em particular, w ¢ H(Sg x [0,1]) e entdao d(H(-,0), Bgr,w), onde d(-) denota o grau de

Brouwer, estd bem definido para 6 € [0, 1]. Porém, pelo Teorema 1.3.2, pdg. 23, temos:

1= d(Id% Bp,w) = d(H(-,0), Bp,w) = d(H(-,1), Bp,w) = d(A, Bg, w).

Portando, como d(A, Bg,w) # 0, pelo Teorema 1.3.1, pag. 22, existe v € Bg(0) tal que
A(v) = w. O

O préximo teorema € o resultado principal desta secao. As hipdteses sobre o operador A

foram encontradas em [13], pag. 98, Teorema 1.

Teorema 2.1.6. Sejam X um espaco de Banach separdvel e reflexivo e A : X — X' um

operador limitado e hemicontinuo. Suponha que A € coercivo no sentido de que:

i AW@LY)
loll—»o0  [|v]|

Se A € mondtono, entdo A € sobrejetivo.

Demonstracao. Para demonstrar o teorema, com o Lema 2.1.5 estabelecido, usaremos o famoso
método de Galerkin para construirmos solucoes aproximadas em subespacos de X que tenham
dimensao finita e depois usaremos o processo limite. Para maior conveniéncia do leitor, dividi-
mos a demonstracao em passos.

Passo 1: solugoes aproximadas

Como X ¢é separdvel, existe uma familia enumerével linearmente independente {w;}°, de

[e.9]
vetores w; € X tal que U X,, é denso em X, onde X,, = span(w)!",.

n=1

Afirmagao 2.1.1. Se f € X', existe u,, € X,, tal que:
(A(un),w) = (fiw), Vwe X,

De fato, se 01,0y, ...,0, € X' com (6;,w;) = &}, definimos P, por:
P = Z(v’,wj)ﬁj.

J=1

Denotando B, (v) = P,(A(v)) temos que a Afirmacao 2.1.1 é equivalente a:
B.(u,) =P,f em X,
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Tomamos X/, o espago gerado por 01,6, ...,0,, entdo B, aplica X, em X!. Como (B, (v),v) =
(A(v),v), a condigdo de coercividade ¢ satisfeita e a afirmacdo segue aplicando o resultado
quando estamos no caso de dimensao finita.

Passo 2: processo limite

Pela Afirmacao 2.1.1, temos:

|(ACun), un)| = [(f, wn)| < (1l unll (2:5)

Pela hipétese do operador A ser coercivo, segue que a sequéncia u,, € uniformemente limitada,
ou seja, existe C' > 0 tal que:

[Jun|| < C.

De fato, se u,, nao fosse limitada, entao teriamos:

lim — |(A(un)vun)’ — o0,
l|un|| o0 |||

o que é um absurdo com (2.5).

Agora, como também por hipétese A é um operador limitado, segue que ||A(u,)|. < C.
Sendo X reflexivo, temos também que X' é reflexivo. Assim, existe uma subsequéncia (u,,) de
(uy) tal que:

U, — u em X
Aluy,) — g em X'
Afirmagao 2.1.2. g = f e A(u,,) — f em X'.

Pela Afirmacao 2.1.1, para k > 1, temos:

Portanto:

(ngk) = lim (A(um)awk) = (fa wk)'

m—o0

Assim, para todo k > 1, temos:
(g, w)=(fiw), we U Xom.
m=1

Por construgao Upe_; X, = U2, X,, é denso em X, e assim, segue que g = f. Por conseguinte,
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Agora note que estabelecida a Afirmacao 2.1.2, segue direto que:

lim (A(tp), um) = n}Ll—I}loo(f’ Um) = (f, u).

m—r00

Assim
Uy, — w em X

A(uy,) — fem X'
(A(um)7 um) — <f7 u)7
segue do Lema 2.1.4 que

A(u) = f.

]

Observamos que na versao original deste resultado de Leray e Lions [13], a hipétese do
operador A ser hemicontinuo é substituida por uma outra mais forte. Mais precisamente,

em [13], pede-se que A seja fracamente estrela continuo em subespacos de dimensao finita.

2.2 Existéncia de Solucao para o p-Laplaciano

Nesta secao, 2 C RY serd um aberto, limitado e conexo. Seja u € W, ?(Q), onde 1 < p < oo.

O operador p-Laplaciano

~Apu = —div (|Vul|"*Vu)
age em WP(Q) tomando valores em W17 (Q) da seguinte maneira:
(—A,u,v) = / |VulP~2Vu- Vo,  para u,v € Wy P(Q).
0

Observagio 2.2.1. Observe que se u € Wy (Q), entdo —Ayu € W= (Q). De fato, seja
u € WyP(Q) e note que (—Apu,v) ¢ linear em v. Além disso, para toda v € WyP(Q) temos,

por Cauchy-Schwarz, que:
|(—=Apu,v)| = ‘/ VulP~*Vu- Vv‘ §/\Vu|p1\Vv\.
Q Q

e, usando a desigualdade de Holder:

. < p—1 < p\P p ;: p—1 1p.
(o)l < [ 19 vol < ([ 19ap)7 ([ 190P)” = llulf ol

=
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Lema 2.2.2. O operador p-Laplaciano —A, é limitado.

Demonstragio. Seja u € W,P(Q) tal que ||u||W01p < M, onde M > 0. Temos:

| = Apully—rr = SuP||v||<1|( Apu, )|

i
— / Vul?)? / v’

< Jfullyt, < M,

IN

Portanto, —A, é limitado.
Para o que segue, queremos mostrar que o operador p-Laplaciano é mondtono, ou seja,
(—Apu+ Apv,u—v) >0,  Yu,ve WyP(Q).
Para tanto, sera necessario introduzir o seguinte lema.
Lema 2.2.3. Sejam x,y € RY e p > 2. Entdo:
(272 = JylP=2) (2 = [y?) + (2772 + y[P7*) e — y[* = 2(|2 722 — [y["~%y)- (z — y).
Demonstracao. A demonstracao deste lema sai por um calculo direto.

(lz[> = [y1*) (2P~ = [y[P2) + |z — y[*(Jo[P~2 + [y[P~2)
= (z —y) [(x+y) (=[P = [yP7?) + 2(x —y)- |/ + [y["~?)
=2(x —y)- (|22 — [y[*?y).

Proposigao 2.2.4. O operador p-Laplaciano é mondtono.

Demonstragcao. Devemos mostrar que:
(—Ayu+ Ay, u—v) = /(|Vu|p2Vu — [Vo[P2Vv)- (Vu — V) >0
Q

De fato, sejam x,y € RY. Vamos dividir em dois casos, quando p >2e 1 < p < 2.
Caso 1: p>2

Como p > 2, temos a seguinte desigualdade:
v =y = |z =y Ple =y < 27w — yP(j2 7+ [y 7).
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Combinando a desigualdade acima com o Lema 2.2.3, e notando que x + |z|P~2 e z + |x|? sdo

monotonas nao-decrescentes, temos:
v =yl < 2772(|2[P P — y|PPy) (z — y).
Assim, para o caso p > 2 temos:

(—Ayu+ Ay, u—v) = /(|Vu|p_2Vu — |Vo|P2V0)- (Vu — Vo)
0

/ IVu— Vol >0 Yu,v e WyP(Q).
Q

>
Z 5pa
Caso 2: 1 <p<?2

Para 1 < p < 2, temos a desigualdade:
(p =Dz =y + |2 + [y)P~ < (2722 = [y y)(x — ).

De fato, comecamos notando que:

(a2 = ) (e =) = (=) [ Syt =)0+ o = )i

Agora, calculando a derivada no integrando acima, temos:

1
(ol = Py (o =) = o= [ ly+te = P2
0

*w‘QWA|y+ux—wv4«y+ax—y»«x—yfﬁ.

Por Cauchy-Schwarz, segue que:

(y+tz—y) (x =) <|y+tlz—y)Ple -y
Como 1 < p < 2, segue que (p—2) < 0 e a desigualdade acima se reverte quando multiplicamos

por (p — 2) em ambos os lados. Portanto:

(le~22 — lyPy)- (x — y) :M—yPA|y+wx—wV2ﬁ
+@—2{A|y+ux—wv4«y+ax—y»wx—yfﬁ.

1
z<p—nu—yF/|y+ﬂx—ww*ﬂ.
0

> (p= Dl = yP(L+ [yl + |2)77.
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Logo:
(lz[P72z = |yly)- (x —y) = (p — D]z — y[* (L + |y| + |=])P 2.

Assim, para o caso 1 < p < 2, temos:

(—Ayu+Ap,u—v) = /(\Vu|p_2Vu — |Vo[P~2Vv): (Vu — Vo)
Q

> (p — 1)/ |Vu — V(14 [Vu| 4+ [Vu|)P2 >0 Vu,v € WP (Q).
Q
Com isso, concluimos que o operador —A, é mondtono para 1 < p < oo. O

Com estes resultados em maos, podemos provar o seguinte resultado, essencial no decorrer

do texto.

Teorema 2.2.5. Sejam Q C RY um aberto, limitado, conexo e 1 < p < 0.

(a) O operador —A, é hemicontinuo e coercivo.

(b) Para cada f € W= (Q), o problema:

—Apu = f em Q
u = 0 sobre 012,

tem uma solugdo tinica u € W, 7(Q).

Demonstracao. (a) Para provarmos que o operador —A,, é hemicontinuo, basta observarmos
que a aplicagao:

t— (=Ap(u+tv), )

é continua em t = 0, para toda ¢ € Wol’p(Q). De fato, seja (t,) uma sequéncia tal que ¢, — 0.

Entao:

U,  =u+tv — wem W,P(Q)
Vu, =Vu+t,Vv — Vuem LP(Q).

Assim, pelo Teorema 1.4.5, pag. 24, passando a uma subsequéncia se necessario, temos:
Vu, — Vu q.t.pem
e existe g € LP(Q) tal que:

Vu,| <ge LP(Q).

38



Tome ¢ € W,7(Q). Afirmamos que:

/\Vun]p2Vun-Vg0—>/\Vu|p2Vu- V.
0 0

De fato, basta ver que:

\Vu, [P *Vu, - Vo — |[VulP?Vu- Vo

[V P2V, V| < [Vu, [P Ve < g7 [Vl € L().

Entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue a afirmagao. Portanto,
temos que o operador p-Laplaciano —A,, ¢ hemicontinuo.

Agora, para provarmos que —A,u é coercivo, note que:

(—Apu,u)  foIVulP !
B /A
||U’||W01’P ||u||W(}7P 0

e quando ||u||W01,p — 00 temos que:

—Aju,u
o) — 00.

Tullyar

Assim o operador —A,, é coercivo.

(b) Pela Proposicao 2.2.4 o operador —A, é monétono, logo, pelo item (a), satisfaz todas as

hipéteses do Teorema 2.1.6, e assim temos a existéncia da u.

Agora, para a unicidade, suponha que:

—Apu; = f em
u; = 0 sobre 0f),

para ¢ = 1,2. Suponha também, sem perda de generalidade, que ao menos uma u; nao seja
identicamente nula.

Entao, em particular:
—Apus +Apuy =0 em
u; —uy =0 sobre 9f).

Assim, para toda ¢ € Wol’p(Q), segue que:

/(\Vuﬂp_QVul — |Vug[P~2Vuy)- Vo = 0.
Q
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Tome ¢ = u; — uy. Logo
/(|Vu1\p2Vu1 — ’V'LLQ’piQVUQ)' (Vu1 — VUQ) =0.
Q

Analisamos dois casos:
Caso 1: p>2

Como p > 2, segue que
/ |Vu, — Vu|P < 2p_2/(|Vu1|p_2Vu1 — |Vua[P2Vuy)- (Vuy — Vug) = 0.
Q Q

Assim, V(u; —ug) = 0 q.t.p em €.

Como 1y — uy € WyP(Q), segue pela desigualdade de Poincaré que:
Hu1 — U2||Lp S KHVUI — VUQHLP = 0.

Isto é,

uy =uy q.t.p. em €.

Caso 2: 1<p<?2

Como 1 < p < 2, temos:

[V, — Cu2|2 1 / ) -2
< VuilP"*Vu, — |[Vuo|P 2V (Y, —VV =0.
/Q (1+|Vuy + |[Vus|)2? — p—1 Q(| i uL = [V uz)- (Vi ug) =0

Logo, V(u; — uz) = 0 q.t.p em Q. Portanto, de maneira andloga ao caso anterior, temos:

Uy = uy q.t.p em .

O resultado abaixo generaliza o Teorema 2.2.5.
Teorema 2.2.6. Seja f € W (Q). Entdo existe uma tnica u € WyP(Q) tal que:

—Apu+h(z,u) = f  em Q
U = 0 sobre 01,

(P1)

onde h é Carathéodory e existe ki > 0 tal que |h(z,t)| < ki para todo x € Q et € R.
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Demonstragio. Considere o seguinte problema: Dada u,,_; € Wy (Q), encontrar u,, € W, (1)

tal que:

—Apuy, + h(z,up—q) = f em Q
Up, = 0 sobe 0.

(P2)

Observe que h(z,u,_1) € W1 (Q), para todo n € N, pois h € L>®(Q). Além disso, veja que
pelo Teorema 2.2.5 o problema (P2) estd bem posto.

Tomando u,, como fungao teste em (P2), obtemos que:

Ll = o) = [ nenu,

< [ llw=1 [[n] w4 Kl ][22

S ||f||W*17p’||Un||Wg7P + klk,‘gHunHWg,p,

onde k5 é a constante da desigualdade de Poincaré.

Agora, tomando ¢ = max{1, k1ks}, temos que dado € > 0:

laallss < € (1 hw-sor +1) laallyon

_ c(fllw-w +1)
= 1

1
|[tnl| 1w €P
ep 0

< [ty 17 Tl 2

ep p p

A 1ltima desigualdade segue por Young. Entao:

9
(1= ) lualtrs < ey,

1 +1 P
onde K., = [ Wlors )} |

epP

Porém, fazendo € = g’ segue que:
lunllf 1) <2K.p,  VneN.
0

Assim, como pelo Teorema 1.2.9, pag. 22, VVO1 P(€)) estd imerso compactamente em L?(92),
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para todo 1 < g < 75, existe u € Wl’p (Q2) tal que, a menos de subsequéncias, temos:

U, =~ u  em Wy(Q)
u, = u  em LI(Q) (2.6)

Up —> U q.t.p. em €.

Agora, observamos que dado v € W, *(Q) tal que ||v| |W01,p < 1, aplicando a desigualdade de
Holder, temos:
(—Apun,v) = / |Vu,[P*Vu, - Vv < / |V, [P~ Vol
0 Q
< ||Vl 21 V0 20
-1
< lluali,
<2K? VneN,
Sendo assim,

|| — ApunHW*lap’ < 2K§’,Ip

e pela reflexibilidade de W‘l’p/(Q), existe b € W~ tal que, a menos de subsequéncias,

—Aju, = b em WH(Q). (2.7)
Precisamos mostrar que b = —A,u. Observe que:
(—Apun, up) = / fun — h(z, wn—1)uy. (2.8)
Q
Por (2.6), segue que:
lim fun / fu. (2.9)
n—oo

Afirmagao 2.2.1.
lim h(x,un_l)un:/h(x,u)u.
Q

n—o0 0

De fato, como h é Carathéodory, temos:

lim A(z,u,—1)u, = h(z,u)u  q.t.p em Q.

n—oo

Além disso, pela reciproca do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, pag. 22, existe

g € LP(92) tal que, a menos de subsequéncias,

lun] < g q.t.pem Q.
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Logo, por hipdtese, segue que:
|h (2, Up—1)un| < Cg € LP(Q).
Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que:

lim h(x,un_l)un:/h(x,u)u.
Q

n—oo 0

Assim, a Afirmacao 2.2.1 esta provada.

Agora, veja que por (2.8) e (2.9), segue que:

lim (—Apup, uy,) = / fu — h(z,u)u.
Q

n—oo

Entretanto, por outro lado, notemos que:
—Aup = f— (2, u,_)  em WHP(Q). (2.10)
Porém, observamos que:
h(x, 1) — h(z,u) em LP (). (2.11)

De fato, basta observar que h(x, u,_1) — h(z,u) q.t.p. em Qe que |h(z,u,_1)| < C € L¥(Q)
q.t.p. em €2, por hipdtese.

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lesbesgue para L¥ | pag. 24, segue que:
M, Up_q) — h(z,u) em LF'(Q),

como queriamos.

Em particular, como:

LP(Q) — W' (Q),

temos que:

Wz, Up_1) — h(z,u) em WLP(Q).
Assim, por (2.7), (2.10) e (2.11), segue que:
b= f—h(x,u). (2.12)
Agora, usando o “Truque de Minty”, combinando (2.10) e (2.12), obtemos que:

lim (—Apuy, u,) = (b, u). (2.13)

n—o0
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Porém, pelo Lema 2.1.4, (2.6), (2.7) e (2.8), temos que:
b=—Au. (2.14)
Portanto, por (2.7), (2.10), (2.11) e (2.14):
—Aju+h(z,u) =f em W (Q)

e o resultado segue. O]

44



Capitulo 3

Existéncia de Solucao para dados em

M(Q)

Neste capitulo, estudaremos os principais topicos proposto no presente trabalho. Estes
resultados sao versoes adaptadas do trabalho de Boccardo & Gallouet em [2].

Na Secao 3.1, estudaremos a existéncia de solu¢ao do problema (P) com dados em espagos de
medida. Na Secao 3.2, estudaremos a existéncia de solugdo do problema (P) com termo forgante
linear, mas com uma certa regularidade. Em seguida, na Secao 3.3, estaremos interessados em
estudar a existéncia de solucao do problema p-Laplaciano com termo for¢cante nao linear de
ordem zero.

Em todo este capitulo, Q2 C RY é um aberto, limitado e conexo.

3.1 Existéncia de Solucao para o p-Laplaciano

Consideremos, para uma f arbitraria em M (£2), a equagao:

-Apu = f em

(P)
v = 0 em OS2

Por simplicidade, nesta segao dada f € M (), denotaremos:

ot = [ e

Antes de prosseguir, precisaremos introduzir um novo conceito de solucao fraca.
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Defini¢ao 3.1.1. Uma fungdo u € dita solugdo fraca de (P) se satisfaz:

ueWyh(Q), [VulP~2Vu e LL (Q) e

loc

/|Vu|p_2Vu- Ve :/fgo, para toda ¢ € C°(£2).
Q Q

Pelo Teorema 2.2.5, pag. 38, quando f € W~ (Q), sabemos que (P) tem uma tnica

solucao fraca u tal que:

u € WyP(Q)
/ |VulP2Vu- Vv = / fu, para toda v € Wy (Q). (3.1)
v Q

Em geral, quando f € M() ou L'(), ndo temos que |Vul[P~! € LP'(Q). Isto poderia
comprometer o termo:

/ |VulP~2Vu- Vo
Q

quando v € W, P(Q), isto é, Vo € LP(Q). Isto torna necessaria a inclusdo da hipStese
|Vul|P~2Vu € L () na definicdo acima e a alteracio do espaco das funcoes teste de W, ()
para C'°(Q).

Nossa estratégia serd a de investigar uma versao preliminar de (P), ligeiramente mais regu-

lar, onde:

few Q)N LY ().
Observe que, neste caso, o melhor que poderiamos esperar seria que:
uwe Wy ().
De fato, supondo que f = div(g), com g € L'(Q), terfamos:
—div(|VulP2Vu) = div(g)
o que primeiramente, nos forneceria que:
[Vu[P™ =g € LY(Q),

de modo que u € Wy 1(Q).
Na realidade, obteremos estimativas em W,“(2) onde 1 < ¢ < <5 (p — 1). Vale observar

que 35 (p—1) > (p— 1).
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Além disso, se p € (2—1/N, N], entdao 1 < (N/(N —1))(p—1). De fato, como 2 —1/N < p,

temos que:

(N—14+N)/N) <p.

A desigualdade acima nos da que N + N —pN < 1, e portanto, 1 < (N/(N —1))(p—1). Com

isso, nossa estimativa abrangerd uma classe maior de regularidade sobre w.

Lema 3.1.2. Para todo 1 < g < (N/(N —1))(p—1) e B > 0, existe C > 0, dependendo de
q,p,Q e B, tal que se f € WP (Q) N LY (Q) eu € a solucio de (3.1), entdo ullype < C,
sempre que ||f||p) < B.

Demonstragio. Tome f € W1 (Q) N L) tal que || f]|11q) < B.

Por simplicidade de notagao, usaremos o simbolo ¢; para denotar uma constante arbitraria,
¢ = ¢i(p,q, B,Q2) > 0.

Consideremos entao, n € N e ¢ dada por:

—n se s<—n

Pelo Teorema 2.2.5, pag 38, existe u € W, (Q) tal que:

/ |VulP2Vu- Vi = / fo YoeW,?Q). (3.3)
0 0

Observe que 1h(u) € W, P(Q), pois ¥ é localmente Lipschitz (para mais detalhes, veja Gilbarg
& Trudinger em [14], Teorema 7.8, pag.153).

Neste caso, tomando ¢ = 1(u) em (3.3), temos que:

/ Y (u)|VulP~2Vu- Vu = / foo(u). (3.4)
Q Q

Consideremos entao o conjunto:
D, ={z € Q:|u(x)| <n}. (3.5)

Como v (u) = 1 em D, segue de (3.4) que:
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/Dn |Vu!P:/Dn fib(u) :/anu§n||f||L1 — nB. (3.6)

Por outro lado, consideremos outra funcao teste para obter estimativas melhores. De fato,

consideremos:
1 se s>n+1

s—m se n<s<n+1
Y(s) = 0 se —n<s<n (3.7)

s+n se —n—1<s<-n

-1 se s<—n-—1.

Seja também o conjunto:
B,={zxe€Q:n<|u(zx)| <n+1}. (3.8)

Afirmacgao 3.1.1. Para cadan € N

| v <t 39)
Bn,
Para provar (3.9), basta observar que:
"(w) =1
v q.t.p. em B,.
[(u)| = |u(z) —n

Além disso, como n < |u(x)| < n + 1, entao:
lu(z) —n| < 1.

Logo, como ¥(u) € WyP(R) (ver novamente em [14], Teorema 7.8, p4g.153) tomando-se ¢ =

Y(u) em (3.3), segue que:

| v = [ row), (3.10)
By

n

/Bn |fl(u) = /Bn |fllu—mn| < /n £, (3.11)

combinando-se (3.10) e (3.11), obtemos que:

Assim, como:

| v <iifllo < B

n

o que prova a Afirmacao 3.1.1.
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Agora, vamos combinar (3.6) e (3.9) para obtermos estimativas em todo €.

De fato, primeiramente observamos que, pela desigualdade de Holder para 1 < g < p, temos:
a/p P—q
[ v < ([ 19ap)" mea(B,)e 07 < Brrmede)s, (3.12)
B, B,

onde med(B,) e med(£2) denotam a medida de Lebesgue dos conjuntos B,, e ), respectivamente.

Além disso, observamos que como 1 < g < p < N, entao ¢* < p* e por Imersao de Sobolev,
Wy (Q) — LT (Q) (3.13)
de modo que u € L9 (Q) e, em particular,

/ [ul? < oo.
Q

Temos ainda, pela definicao de B, :

[ -
B7L

¢ > / n? = n? med(B,)
B’VL

e assim
1 .
Além disso, por (3.12) e (3.14), para ¢, = BY/?:
A\ (P—a)/p 1
q q
/ Vul? < /B )" (3.15)
Assim, dado ng € N, tomando o somatdrio:
= = A (p—a)/p 1
q q
S [ warsa S (f ) G (319
n=ngo n n=ngo n

Entao, aplicando a desigualdade de Holder para séries, com os expoentes p%q e 75’, obtemos que:

- - N\ (Pa)/p & 1 a/p
q q
3 /B Valr < e (3 /B W)Y () (3.17)
n n=ng n

n=ng n=ng

Note que U B,, = (2, entao pela subaditividade da medida de Lebesgue:
n=0

oo
Z/ lu|” < oo.
By

n=ng
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Além disso, por (3.17) e por (3.6), temos que:

o0

* 1 a/p
/ |Vu|q < nq/pCQ + 1 HUH%q*p q)/p( Z W) 5 (318)

n=ng
onde ¢y = ¢;(med(2))P=9/P,

De fato, observe que 2 = D,,, U (U By, onde D, = {x € Q: |u(x)| <no} e By, ={z €

n= no)

Q:ng < Ju(x)] <ng+1}. Assim,

/yvung/ ywyuZ/ [V ul?.
Q D

no n=ng

Na primeira integral do lado direito, pela desigualdade de Holder com expoentes p/q, (p

q)/q e por (3.6) segue que:

/
/ |Vu|? < (/ ]Vu]p>q P(med(Dno))(p—q)/p < ng/pcl(med(Q))(p_q)/p _ ng/pCQ‘
Dn, Dh,

Na dltima, usamos que Y7 - [ ful” < [, Ju]?", e assim:

()

n=ng

"<l

Logo, a estimativa (3.18) estd provada. Seja ¢ = max{cy, ¢z}, entao:

q q/p q (p a)/p S ;y/p)
/ |Vul? < C<1 +ng" + [[ull7, < Z na*((p—a)/a)

n=ng

=21+ e)ntl” + ellull 0 (

1 q/p
(D)) ) (3.19)
1

q/p
nd*((p—a)/a9) ) )

<A1+ ) (" + Il 1,27

00
n=ng
(%)
n=ng

Pelo Teorema 1.2.8, pag. 22, obtemos que:

q a/p ¢ (p=a)/p S 1 a/r
- < ea(mg” + all 52" (Y —mmm) ) (3.20)
n=ng
onde ¢3 = K¢(1 + =7 —L), sendo K a constante do Teorema da Imersdo de Sololev.

Lembrando que 2 —1/N < p < N. Devemos analisar dois casos.
Caso 1: p=N

Neste caso, temos:



‘ Ng(N —q)
qa\\p—4)/q9) = =N 2>2.
(0= )/a) = Th—"
Como ¢* > 2 entio (35— )" Ih fici
omo ¢*((p—q)/q) > 2, entao < Z m) converge e se escolhermos um ng suficien-
n=no
- 1 .
temente grande temos que n})gnoo Z o 0. Assim, escolhendo um ngy em (3.20) tal
n=ng
> 1 a/p 1
que < Z nq*((pfq)/q)> < 24/pcq temos que
n=ng
[lull o < s,
cand/ 1/q
onde ¢4 = < 32(18/53(;/17)
Entao, por (3.18),
||VU||Lq S Cs,

o que prova o lema para o caso p igual a V.

Caso 2: p< N

Se p é estritamente menor que N, entao ¢*((p — q)/p) = (GN/(N —q))/((p — q)/p) < q €

¢ ((r—q)/a) = @N/(N—-q)/((p—a)/a) = N(p—q)/(N —q) > 1. De fato, como por hipdtese
g < (NJ(IN=-1)p—-1 = (N—-1)¢g< Np-1 =0< Np—N—-¢qg(N—-1) = N <

Np+(-N+1)=N-q<N(p—-q) =1<N(p—q)/(N —q). Assim, a série Z m
converge e escolhendo ng =1 em (3.20), temos: o
[lull o < co
e assim, segue que:
[IVull[Le < ¢z,
0 que prova o lema para o caso p < V. O

Observagao 3.1.3. E importante notar que no caso p = N, q € estritamente menor que
(N/(N —1))(p—1), o que nos permite aplicar o Teorema da Imersao de Sobolev (¢ < N). No

caso p < N, a limita¢ao de q garante a convergéncia da série do lado direito de (3.18).
Com o Lema 3.1.2, provamos o teorema a seguir.

Teorema 3.1.4. Eziste uma solu¢ao fraca u para o problema (P) com a regularidade u €

Wy 9(Q) para todo 1 < g < (N/(N —1))(p — 1).
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Demonstra¢ao. Consideremos f € M(S2).
Combinando o Corolédrio 1.1.30, pag. 17, e pelo Teorema 1.1.35, pag. 19, existe (f,) C
LY (Q) ¢ LY(Q) N W~17(Q) tal que f, — f no sentido das distribuigdes.

Além disso, pelo Teorema 1.1.26, pag. 15,

fallr < B = [|fllm-
Consideramos entao o seguinte problema aproximado:

-Apy = f, em(
v =0 sobre 0f2

(3.21)

Pelo Teorema 2.2.5, pag. 38, existe uma tnica u, € W, (Q) solucio de (3.21). Além disso,

aplicando-se o Lema 3.1.2, obtemos que
||U’n||W(}‘q < C = O(p7 q, Qa N)

e1§q<%(p—1).
Usando a reflexibilidade de Wy (Q) e pelo Teorema 1.2.9, pag. 22, existe u € Wy %(€) tal

que, a menos de subsequeéncias,

U, = u  em Wy(Q)
u, —u  em L(Q) (3.22)
Up — U q.t.p em

Falta mostrar que:

—Aju, — —Apu em W(Q).

No caso em que g > p, basta repetir o mesmo argumento do Teorema 2.2.6, pag. 40.
Para evitarmos este inconveniente e, ao mesmo tempo, exibir uma abordagem alternativa,
iremos seguir Boccardo & Gallouet, [2], padg. 156, neste ponto.

Para tanto, sera necessario a seguinte afirmacao.

Afirmacao 3.1.2. : (u,) € relativamente compacta em Wy'(Q) para todo 1 < q < (N/(N —
D)(p—1)

Faremos a prova deste resultado no final demonstracao.
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Supondo que a Afirmacao 3.1.2 seja verdadeira, em particular temos que, a menos de sub-
sequencias:

Vu, — Vu em L%(Q), para todo ¢ € |1,

N—1@_10' (3.23)

De fato, existe g € L9(2) tal que, a menos de subsequéncias,
Vu, — g em LI(Q).
Em particular, pela observacao logo apds ao Teorema 1.1.35, pag. 20, segue que:
Vu, — ¢ 1o sentido das distribuigoes. (3.24)
Agora, por (3.22), temos que:
Vu, = Vu em LY(Q).
Assim, novamente pelo comentario logo apds ao Teorema 1.1.35, pag. 20, segue que:
Vu, — Vu  no sentido das distribuicoes. (3.25)

Combinando (3.24) e (3.25) juntamente com a unicidade da convergéncia em distribuigao, segue
que:

g = Vu,

e assim, vale (3.23).
Agora, por (3.23) e pelo Teorema 1.4.5, pag. 24, temos a menos de subsequéncias (denotada

ainda por (Vu,)) que:

Vu,(x) — Vu(x) q.t.p. em Q (3.26)

|Vu,(z)| < g(x) paratodon, q.t.p. em Q,
onde g € LI(Q2), para todo g € [1,(N/(N —1))(p —1)).
Por (3.26), |Vu,|P>Vu, — |VulP2Vu q.tp em Q e ||[Vu,|P>Vu,| < |[Vu,|P~! < ¢g¢~ L
Como ¢P~' € L"(Q), para todo r € [1,+Y5), entdao |Vu,[P~*Vu, € L7(Q), para todo r €

1, %) Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos:

N
|Vu,|P2Vu, — |VulP?Vu em L7(), para todo r € [1, m) (3.27)
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Com a convergéncia obtida em (3.27), segue que:

lim |V, P2V, Vo = / |VulP2Vu- Vi, Vo e 0Z(9Q).
Q Q

n—oo
Além disso,
|VulP~2Vu € L"() — L, .(Q).
Como f, — f vagamente em M ((2), entao pela Definicao 1.1.16, pdg. 12, temos:
i [ foo= [ fe.
Ainda falta provar a Afirmacao 3.1.2. Para tanto, dado € > 0 consideramos ¢ : R — R,

onde:

P(s) = s se —e<s<eg (3.28)

Usando (3.1) com f = f, e fi, u=u, € up ¢ v =1v(u, — up), obtemos:

/ " (Up = Un)  (|VUup|P2Vy — [V P2V, ) (Vu, — Vi,)
Q

(3.29)
= /(fn - fm)¢(un - um)
Q
Como || f||r1(ey < B, por (3.29) para p > 2, temos que:
1 P
5p |Vu, — Vu,|P < 2B, (3.30)
Dn,m,e
e para 2 — 1/N < p < 2, temos que:
p—1 2
S T T Ve Tl < 2 330

onde Dy, e = {2 € Q; lup(x) — up(z)] < e}
Para ver (3.30) e (3.31), basta aplicar a monotonicidade do operador p-Laplaciano. Para

p > 2, temos:
1
(| VP2V, — [Vt P2V ) (Y, — V) > W]Vun — Vuy,|?,

e para (2 — 1/N,2) temos:

p—2 p—2 . > ( v 2‘
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Com as desigualdades acima e recordando que em D,, ,,, - temos ¢ (u,, — u,,) = 1, segue que

1
/(|Vun|p_2Vun — |V P2V ty)- (Vi — Vi) > / — |V, — Vu,|?,
Q a?2f
sep>2 e
—1)
p—2 o p—2 . . > (p . 2
/Q(|Vun| Vit — [Vt P2V )- (Vi — Vi) > /Q TR Ve — Vel

se 2—1/N < p < 2. Mas:

/(|vun|p_2vun - |vum|p_2vum)' (Vu, —Vuy,) = / (fro = fon) (U — Urn)
Q

Logo:
/ (Va2 — [Vt P2Vt (Vity — V) < / = Fonl (t — )|
Q mn,MmM,E

s/yﬂh—ME

Dn,m,s

s/ (Ufol + 1l

Dnm,e

=<([ [ 1)
< 2eB. N N

e assim seguem de (3.30) e (3.31).
Para p > 2 por (3.30) e pela desigualdade de Holder, temos:

I
1/p

/ |V, — Vi,| < sl/pcl</ (22_p)p /p> ,
Dn,m,a Dn,m,a

onde ¢; = (2B)YP. J4 para o caso 2 — 1/N < p < 2 por (3.31) e novamente usando a

desigualdade de Holder, temos:

1 1/2
Vu, — Vu,| < el/2¢ (/ P ) ;
/;n,m,s | ’ N ’ D (1 + |V/an‘ + ‘VUmDZ—p

n,m,e
onde ¢y = (2B)'/2.

Notando que ambas as integrais do lado direito das desigualdades acima sao finitas, deno-
tamos por c3 e ¢4, respectivamente, seus valores. Agora, tomando c; = max {cyc3, cacq}, junto

. 1
com a estimativa de u, em W;(Q), obtemos:
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/ Vi, — V| < ese/?) (3.32)
Dn,m,s

onde s depende de p. A estimativa (3.32) é usada para provar que (Vu,) é uma sequéncia de

Cauchy em L'(€2). Sabemos que:

[ == [ =+ [ )
Q Dpome Q\Dn,m,e

Usando a desigualdade de Holder na segunda parcela da soma do lado direito da igualdade

. . /
acima com o0s expoentes conjugados ¢q e q , temos:

1/q 1/4
[ w—el < ([ W) ()
Q\Dn,’m,€ Q\l)n,m,s Q\Dn,m,s

= csmed{z € Q : |u, (1) — up(x)] > e},
para algum ¢ € (1, (N/(N —1))(p — 1)).

Assim, por (3.32) e pela desigualdade acima, temos:

/ IV (U, — )| < 56" + comed{z € Q: |up(z) — up ()| > e}/ (3.33)
0

Como u,, converge fortemente para u em L'(§), temos que u,, é uma sequéncia de Cauchy
em L'(Q), assim u,, 6 uma sequéncia de Cauchy em medida, ou seja, dado € > 0 existe ng(¢) € N
dependendo de ¢ tal que para todo n, m > ng(¢) implica med{x € Q : |u,(z) —un(x)| > e} < e.

Logo, (3.33) implica que:

/ IV (tn — )| < cse'/* 2, para n,m > ng(e),
Q

assim provamos que (Vu,) é uma sequéncia de Cauchy em L!(Q). Portanto:

Vu, — Vu em L'(Q).

Agora vamos mostrar que (Vu,) é uma sequéncia de Cauchy em L"(2), para todo 1 < r <
q € [1,(N/(N —1))(p—1)). De fato, como (u,) € Wy? para todo q € [1,(N/(N —1))(p — 1)),
entao (Vu,) € L) para todo ¢ € [1,(N/(N —1))(p — 1)). Assim, fazendo r = 1 —t + tq
para t € [0,1] e aplicando a desigualdade de Holder com os expoentes conjugados 1/t e 1/1 —1,

obtemos:
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/Q [Vt = V| < [Vt — Vet [5 [ Vet = Vit [0y,

e portanto (Vu,) é uma sequéncia de Cauchy em L"(2), pois ||V, — V|| 1r) < ||Vt |2 @)+
||Vt || 17 (0) € limitado e (Vu,) é sequéncia de Cauchy em L'(2).
Logo, (u,) é uma sequéncia de Cauchy em L9(12), para todo ¢ € [1, s~ (p— 1)), e portanto,

a Afirmacao 3.1.2 é verdadeira. O]

Como consequéncia do Teorema 3.1.4, observamos que:

N
|VulP~2Vu € L"(2) para cada r € [1, m) (3.34)

De fato, basta observar que r(p — 1) € [1, = (p — 1))

Além disso,
/||Vu|p_2Vu|r < / V| P~V < oo
Q Q
pois u € Wg(p_l)(Q). Ainda, como:
[1varveve= [ o woecz@, (3.3
Q

consideramos v € Wi (Q) e (v,) C C(Q) tal que v,, — v em W ().
No caso em que 77 > N, WOI’T/(Q) — L>(Q). Logo,

v, — v em L¥(Q)

e entao
lim ( / U — v df) < lim (v, — ]|z f]|asey = 0. (3.36)
n—oo Q n—o0
Além disso, como:
|VulP~2Vu € L"(),
temos que:
lim / |VulP~*Vu- Vv, = / IVulP~2Vu- V. (3.37)

Combinando-se (3.34) - (3.37), obtemos que:
/ |VulP~2Vu- Vv = / fu YoeWi (Q)eVr >N
Q Q

|VulP=?Vu € L(Q) Vrell, &),

? N—-1

Sendo assim, no Teorema 3.1.4, provamos a existéncia de uma solu¢ao mais regular do que

dado na Defini¢ao 3.1.1.
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3.2 Continuidade para Regularidades Intermediarias

Na se¢ao anterior, obtivemos um resultado de existéncia e regularidade de solugoes para o

problema
—Ayu = f em
u = 0 em O

(P)

para f € M(), o que inclui naturalmente o caso f € L'(Q).

Paralelamente, no Teorema 2.2.5, pag. 36, obtivemos um resultado analogo para o caso em
que f € W17,

A questao que surge é o que aconteceria com as solugoes de (P) para f em um espago
intermediario.

Na realidade, estamos interessados em entender o comportamento das solucoes deste pro-
blema quando f € W4 N L™, para m > 1.

Veja que assim, usando uma estratégia analoga ao do Teorema 3.1.4, recuperariamos o caso
em que f € L™,

Assim, sendo o caso de interesse se restringe a quando:
1<m<(p*).
De fato, se m > (p*)’, entao por Imersao de Sobolev,
L™(Q) — LPV(Q) — W (Q),
de modo que
W (Q) N LQ) = W (),

e assim, bastaria usar o Teorema 2.1.6 (cf. Leray-Lions [13]).
Portanto, nesta secio, investigaremos o problema (P) para f € W—"*' N L™ onde 1 < m <
(")

Vale ainda notarmos que:
NP

*\/ __
(") ~ Np—N+p

Logo, nossa analise fara sentido quando p satisfazer a seguinte restricao adicional:

1
2— — < p<N.
N p
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De fato, se p = n, entao (p*) = 1. A préxima figura resume de maneira simples o argumento

acima

M () ’ LY(Q) : Lm(Q)mW—lvp’(Q): W=7 (Q)

Por simplicidade de notagao, tomaremos
m=(p*). (3.38)
Neste contexto, vale o seguinte resultado de regularidade para os casos intermediarios.

Lema 3.2.1. Sejamp € (2—+,N) el <m <m. Entdo, se f € L™(Q)NW 1P (Q) para cada
B >0 tal que ||f||zm < B, existe C' = C(p,q,Q, B) > 0 tal que

lullyso < C.
onde 1 < g <m*(p—1), para toda u solugao fraca de (P).

Demonstracao. A prova deste lema é analoga a do Lema 3.1.2. Para conveniéncia do leitor,
apresentamos aqui os detalhes.

Sendo assim, consideramos n € NU {0} e os seguintes conjuntos:
B,={xen<|ulz) <n+1}
E,={x € Q;n < |u(x)|}.

Além disso, tomaremos mais uma vez ¢ : R — R dada por:

1 se s>n+1
s—n se n<s<n+1
P(s)= ¢ 0 se —n<s<n (3.39)
s+n se —nm—1<s<-—n

—1 se s< —n-—1.

Consideramos f € L™(Q) N W~ (Q), e entdo, pelo Teorema 2.2.5, pag. 38, existe u €
WyP(Q) tal que:
[vurvuve= [ g voewr@,
Q Q
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Tomando em (3.39) ¢ = 9 (u), o que é possivel pois ¥(u) € W, ?(€), obtemos que:

[ vars [ o,
n En
De fato, sejam:
D, ={x € Q;|u(z)] =n} e A, = {zx € Q|u(x)| >n+1}.
Claramente, temos A, U B, = D,, U I,,, além do mais,

A, N B, = 6.

Assim,

/ @)V = / & ()| Vaf?
B,UA,, D,UE,

Entretanto, como med(A,, N B,,) = 0, segue que

L ey = [ wermars [

= ¢/(u)‘vu‘p7
By

pois ¢'(u) = 0 em A,.

De modo andlogo, como med(D,, N E,) =0 e ¢ (u) =0 em D, temos:

[ v = [ v,
DyUE, En,
Combinando (3.41) e (3.42), obtemos que:

/ v = / IV

< [ fyu),
Ey

afinal ¢'(u) = 1 em B, provando entao (3.40).

Prosseguindo, pela Desigualdade de Holder, obtemos que:
/ fio(u) < || fllm (g, (med(Ey)) = < B(med(Ey))w".
En
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Logo, por (3.40) e (3.43), obtemos que:

/ IVul? < B(med(E,))= (3.44)
Agora, observe que:
q<p. (3.45)
De fato, ¢ < m*(p — 1) e m < m. Logo, m* < (m)*.
Porém,
_ N(p)' Np p
* AVAL R — — ) 4
)= () = o = ey = e (3.6

Portanto, ¢ < £ L-(p — 1), o que mostra a validade de (3.45). Assim, como ¢ € [1,p), pela
desigualdade de Holder, segue que:

/B vl < ( /B n |vu|p)q/  (med(B,)) P/, (347

Agora, como ¢ < peu € Wol’p(Q), temos pelo Teorema 1.2.8, pag. 22, que Wol’q(Q) —
L7 (), e assim, segue que u € LT () por (3.47). Além disso, pela escolha de B, temos:

*

a (3.48)

1
med(B,) < nq*/ lu

Usando o mesmo argumento acima para o conjunto E,,, segue que:

]. * 1 *
med(E,) < —- / < = / ] (3.49)
nt Jg, nt Ja
Combinando-se (3.44), (3.47), (3.48) e (3.49), obtemos que:

/ Vu|? < BYP (med(E,))"™ (med(B,))—9/»

q/p 1 / N\ (p—a)/p
nt Jp

) (r—q)/p

nq

—o——||u Hq (Q/Pm 1 (
*(a/pm’) nd*(p—a/p) :
m N\ (P—a)/p 1
—allullZ 55 ([ )

n(@*/p)(a/m’+p—q)
[ v < eliipis ([
By, Bn
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onde ¢; = BY?.

Tomando-se o somatério em (3.50), obtemos que:

S [ 1w el S (o

Aplicando-se Holder para séries, segue que:

> (r—a)/p / 1 a/p
7 < q (Q/pm q*> < ) ) .52
Z / Vul? < erflul, Zn_l /B u Zn_l (@ /P a/m +p=0) (3:52)

Porém, para G; = {z € Q : |u(z)| < 1}, escolhendo-se ¥ como a mesma de (3.2), temos que:

q*> (p—a)/p 1
n(a*/p)(a/m +p—q)’

(3.51)

/ IVl < ||fll < B.
Gt

Assim,

|Vu|? < BV, (3.53)
G1

Além disso, de maneira analoga (3.47), temos:

/
Vult < ([ V)" (med(G1) 0 < ¢y (med(@) TP = e (354)
G1 G1

Como 2 C U, B, UG, segue da subaditividade da medida de Lebesgue que:

Vaul? < |Vul? + / |Vul?
\/§;| | Gl ; Bn

(p /P f 1 q/p
(Z n(q*/p)(q/m'+pq)> ’

o0
Sl < [l
n=1"+ Bn Q

o

m 1 a/p
/ IVu|? < ¢ + ClHUHq *(g/pm’ +(p— q)/p)(z : / ) _ (3.55)
n=1

< e+ exul S 9) Z/

Observando que:

temos:

nla*/p)(a/m +p—q)

Pelo Teorema 1.2.8, pag. 22, e tomando c¢3 = max{cy, co}, segue que:

«(q/pm - 1 qa/p
]2, <03K<1—|—Hqu (a/pm' + (-~ Wp)(ZW) ) (3.56)
1

n—

onde K é a constante de Sobolev.
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Agora, observe que:

q (pzﬂ + ]%) <q (3.57)
¢ *
%(p - %) > 1. (3.58)

De fato, para provar (3.57) observe que por hipdtese 1 <p < Nem <m = Np/(Np—N+p).
Assim, se p < N, temos p*> < Np — N + p. Com isso, segue que:

Np2

— < N.
Np—N+p

Mas assim, obtemos pm < N. Multiplicando por —¢? e somando ¢N por ambos lados, segue

que:
q2
gN — — < q(N —q)
pm
Note que:
2
q pm—gq
N=T2 <N —q) =aN (1) <a(N - ),
pm pm
logo:
N 1 —1
oN (11 r=1y
N —q\p m p

Portanto, segue (3.57).
Agora, para provar (3.58), como por hipdtese ¢ < (p — 1)m* = (p — 1)(mN/N —m), temos
Nmp > Nm — qm + gN. E assim,

Nmp S Nm —qm + gN
Nm — qm Nm —qm

Com isso, observe que

Nmp qN
— > 1.
Nm—qgm Nm—qgm
Multiplicando por ¢ ambos os lados, segue que:
Nm N
q 14 q > q.

Nm —qm ~ Nm— qm
Assim, segue (3.58).
Neste caso, obtemos por (3.56) que:

[lullf0 < ca(t +{lull 75,
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onde

> 1 a/p
Cy :maX{CgK, C3K(Zn((1*/q )> }

— )(p—q/m
o= Ll =0 =a)/p) oy
q

Assim, usando a desigualdade de Young:

[lul |- < ea(l + [ul[} € + ().

1
Tomando e = 20, temos que:

Cq
[[ullf - < es, (3.59)
onde ¢5 = 2¢4(1 + c(ﬁ))
Assim, o resultado segue. O

Teorema 3.2.2. Para p € (2—1/N,N), considere f € L™(QQ), onde m € (1,m). Entao o

problema (P) possui uma solucao tal que, para cada q € [1,(p — 1)m*), u € Wol’q(Q).
Demonstracao. Basta usar o Lema 3.2.1 e repetir o argumento do Teorema 3.1.4. O

Observe que o resultado do teorema acima, nos fornece a regularidade para a solugao com
dependéncia continua na ordem de integrabilidade do termo forcante f. De fato, o Teorema
2.1.6 nos garante que u € Wy*(Q) caso f € L) (Q) = L™(Q).

De maneira complementar, pelo Teorema 3.1.4, tais que se f € L'(§) entao:

weWyi(Q) para ¢<

—1).
v_{®-b
Porém, com o teorema acima em maos, concluimos que se f € L™(), entao:

weW,4(Q) onde 1<qg<m*(p—1).

Veja que se m = 1, entao:

Além disso, se m = (p*)" entao:
m*(p—1) =p.
Neste sentido, temos continuidade da regularidade nos dois casos extremos previstos no

Teorema 3.2.2.
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3.3 Efeitos das Perturbacoes Semilineares

Nesta secao estamos interessados em estudar a existéncia de solucoes fracas para o seguinte

problema:

/ —Apu+g(-,u) = f, em Q,
(P")
u=0, em Of)

onde f € M(Q) ou f € L}(Q) e a fungao g satisfaz as seguintes hipdteses:
g(x,s) é mensurdvel em x € 2, Vs € R e continua em s € R, q.t.p em x € ; (3.60)

g(x,s)s > 0Vs € R,qt.p em x € (3.61)

existem by, by, 6 com by € L} (Q), by € L2 (),
§ < N(p—1)/(N —p), tal que |g(z,s)| < bi(x) + by(z)]s]° (3.62)
q.t.p. em z, para todo nimero real s.

Observamos que com a hipétese (3.62), a fungao g(z,s) estd em L}

loc

(Q), para cada s € R.

A seguir, definimos o conceito de solugao fraca para o problema (P’).
Defini¢ao 3.3.1. Dizemos que uma func¢do u € solugao fraca de (P') se satisfaz:

we Wy (Q), |[VulP~2Vu e L (Q), g(-,u) € L] (Q) e

(3.63)
/Q|Vu|p_2Vu-V<,0+/Qg($,u)gp :/Qﬂp, para toda ¢ € C5°(Q).

O método utilizado nesta secao para encontrarmos existéncia de solugoes fracas para o
problema (P’) é muito semelhante ao usado na Secao 3.1.

Com as hipéteses (3.60)-(3.62) sobre a g do problema (P’), temos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.2. Seja g satisfazendo (3.60), (3.61) e (3.62), e f € M(QY). Entao existe uma
solugdo fraca u de (P') (ou seja, uma u que satisfaz (3.63)).

Demonstragdo. Seja f € M(€2) com || f||a@) = B. Novamente, combinando o Corolario 1.1.30,

pag. 17, e pelo Teorema 1.1.35, pag. 19, existe (f,) C LP (Q) € LY(Q) N W17 (Q) tal que

fn —> [ no sentido das distribuicoes.
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Nossa estratégia para provar o Teorema 3.3.2 sera dividida em 3 passos. O primeiro passo
é dedicado a obtencao de solugoes fracas para um problema aproximado. Ja o segundo passo,
obteremos estimativas sobre a solu¢gao do problema aproximado para por fim, no terceiro passo
usarmos o processo do limite.
Passo 1: Problema Aproximado

Seja g satisfazendo (3.60) e (3.61). Para cada n € N, definimos:

g(xz,s)  selg(z,s)|<n, z€Q, seR
gn(x,8) =4 n se g(x,8) >n, x €, seR (3.64)
—n se g(x,8) < —n, r €Q, seR.

Tomando-se f, € W‘l’p'(Q), para cada n € N, consideramos o seguinte problema:

—Apu+ gn(-,u) = fr, em £,
! (3.65)
u=0, em 0f)
Note que para cada n € N, g, satisfaz as hipéteses (3.60) e (3.61). De fato, separamos nos
trés casos:

o |g(z,s)] <n

Neste caso, temos que g,(x,s) = g(z, s), e assim, o resultado segue de imediato.

e g(x,s) >n

Temos que g,(z,s) = n. Note que a hipétese (3.60) é satisfeita também de imediato.
Para ver (3.61), observe que como g(z, s) > n, entao necessariamente s > 0 pela hipGtese

sobre g, e assim, g,(z,s)s =ns > 0.

o g(z,s) < —n

Como neste caso g, (z, s) = —n, as hipdteses (3.60) e (3.61) sao satisfeitas. Para ver (3.61),

observe que como g(x,s) < —n, entao necessariamente s < 0, logo g,(z,s)s = —ns > 0.
Com isso, ainda notamos que

|gn(z, 8)| < n, para cadan € N,
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e entao pelo Teorema 2.2.6, pag. 40, temos que para cada n € N, existe solucao fraca para

(3.65), ou seja, existe u,, € Wy (Q) tal que:

/|Vun\p2Vun~V<p+/gn($,un)90 Z/fn% para toda ¢ € Wy”(Q). (3.66)
Q Q Q

Passo 2: Estimativas do Problema Aproximado
Nosso objetivo é obter estimativas para a solugao (u,). Para tanto, precisamos estabelecer

as afirmacoes seguintes:

Afirmacao 3.3.1.

/ |9n (2, up)| < / | ful, para todo inteiro n e
{lun|>t} {Jun|>t}
todo t € R*, onde {|u,| >t} ={x € Q: |u,(x)| > t}.

Prova da Afirmagao 3.3.1:
Seja 1; uma sequéncia de fungoes suaves a valores reais. Note que ¥;(u,) € I/VO1 P(Q)
(veja [14], Teorema 7.8, pag. 153), e assim, tomando-se ¥;(u,) como funcao teste em (3.66),

temos

/Q G (2 1) (1) < /Q Futti(n). (3.67)

Agora, tomamos a sequéncia 1; da seguinte forma:

1 se s>t

(2) se0<s<t
Yi(s) = ! .

—(=7) se —t<s5<0

\ —1 se s < —t.
Note que:
1 se s>t

lm ¥;(s) = 90 se —t<s<t

—1 se s < —t.

Com isso, temos:
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1 se uy(z) >t

i 4 (un () = {0 se —t <w,(z) <t
-1 sewu,(r) < —t.
Entao:
Gn (T, uy,) se up,(x) >t
Zlg?o Gn(T,up)i(un(x)) =< 0 se —t <uy(x) <t

—gn(T,uy) s up(x) < —t.

|gn(xvun)| se |un(x)| >1

0 se |uy(z)] < t.

Pelo Lema de Fatou, temos:

1—00

/liminfgn(x,un)iﬁi(un) Sliminf/gn(x,un)m(un)
Q 71— 00 Q

< liminf/an%'(Un)

1—00

s/Q|fn|-

/ \gn (2, up)| < / | fuls para todo t € R™.
{lun‘>t} {‘un|>t}

Portanto, a Afirmagao 3.3.1 esta estabelecida.

Logo:

A préxima afirmagao, nos dard um resultado de compacidade para a sequéncia (u,,).

Afirmacao 3.3.2.

A sequéncia (u,) ¢ relativamente compacta em Wy'(Q) para todo
Prova da Afirmacao 3.3.2:
Tomando-se t — 0 e aplicando-se novamente o Lema de Fatou, segue que:
gn (- un)llr < [ fnllze (3.68)

Tomando-se h,, = f, — gn(-,u,), obtemos que:
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/an—gnc,un) s/Q|fn—gn<-,un>!

< / [l 4 19a(- )

< [+ [ 1)

< 2B.
Portanto

|Bn]|zr < 2B, h, € LYQ) N WHP(Q). (3.69)

Note que u, é a soluc¢do de (3.1) tomando-se f = h,,.

Agora, por (3.69) e repetindo o mesmo argumento que no Lema 3.1.2, segue que (u,) é
limitada em W, %(Q), para todo 1 < ¢ < (N/(N —1))(p — 1). Com isso, podemos também
repetir o mesmo argumento da demonstracao do Teorema 3.1.4 e, assim, obter a Afirmacao
3.3.2.

Passo 3: Processo Limite
Estabelecidos os passos 1 e 2, podemos concluir a prova do Teorema 3.3.2.

Como vimos, temos que para cada n € N, existe u,, € VVOl P(Q) satisfazendo:

/]Vun\pQVun~V<p+/g(x,un)go —/fnga, para toda ¢ € C§°(2). (3.70)
0 0 0

Por (3.3.2), segue que a sequéncia (u,) é relativamente compacta em Wy(Q) para 1 < ¢ <

(N/(N —1))(p —1). Entio, existe u € Wy(Q), tal que menos de subsequéncias, temos que:

Up —> U em W, 9(Q), 1§q<N]i1(p—1)
Up — U q.t.p. em €2 (3.71)
[V, [P2Vu, — [VuP™>Vu  em L"(Q), 1 <r < £
Observando que a ultima hipé6tese de (3.71) é obtida pelo mesmo argumento que usamos para
obter (3.27).
Além disso, como W, (Q) < L7 (), para 1 < ¢ < N, segue que:
N(p—1)

n — L"(Q), 1<r< .
u u em L"(Q), 1<r N

(3.72)
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Agora, note que ¢* < N(p — 1)/N — p. De fato, por hipétese ¢ < N(p —1)/N — 1, e assim
gN — g < pN — N. Subtraindo pq e somando ¢ em ambos os lados da desigualdade, segue que:

qN —pqg <pN —pg— N +q.
Rearranjando a desigualdade acima, obtemos:
(p— 1N —q)

< .
q N —p

Multiplicando por N ambos os lado da desigualdade acima, temos:

Logo:
N(p-1)
N—-p

Agora, por (3.71) como u,(z) — u(z) q.t.p em €, e além disso, g sendo continua no seu

qg <

segundo argumento, segue que:

Gn( un) = g(-,u)  q.t.p. em Q.

Ainda, note que:

[9a (- tn) = g(- )| < lgn () + 19 ()| < 2b1(x) + ba(@) (fun]* + |ul”),

€ como

[n” < (Jun = ] + ul)® < 27 (Jun — ul® + [ul’),

temos

19y un) = g w)] < 26y () + ba(2) (27w — wl” + 277 ful” + Jul’).

Assim, pela hipétese (3.62) com |u,, — ul® e |u|® sendo limitados, temos pelo Teorema da Con-

vergéncia Dominada de Lebesgue que:

Gnl ) = g(,u)  em Ly, (Q). (3.73)

Pelos resultados em (3.71) e (3.73) junto com o fato de (f,,) convergir para f no sentido

das distribuigdes, podemos entao passar o limite em (3.70) e obter (3.63). Para concluirmos o
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Teorema 3.3.2, ainda demos mostrar que g(-,u) € L*(Q2). Porém, pelo Lema de Fatou e pela

estimativa obtida em (3.68), temos:

/|g('au)|:/limiﬂf!gn(-,un <11m1nf/|g )|
Q Q "o n—o00

§1iminf/|fn|
Q

n—oo

< [[fllar
Portanto, ||g(-,u)||r < B = ||f||m(q), e assim, a demonstracao do Teorema 3.3.2 estd completa,
isto é, temos:
u € Wol’q(Q)? para todo 1 < ¢ < %(p_m
[VuP=>Vu € L"(Q) para todo 1 < r < £
3.74
g(-,u) € LY(Q) (3.74)
/ Vul"Vu- Ve + / gz, u)p = / fe,
Q 0 0
para toda ¢ € (J,.- v W ().
[

Se colocarmos uma hipétese mais forte sobre a funcao f podemos enfraquecer a hipdtese

(3.62). De fato, se f € L'(Q), entao trocando a hipétese (3.62) pela hipétese:
sup{lg(z, s, |s| <t} € L,.(Q), Vt € RY, (3.75)
temos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.3. Seja f € LY(Q) e g satisfazendo (3.60), (5.61) e (3.75). Entao existe uma

solugdo fraca u para o problema (P').

Demonstragdo. Seja f € L*(Q), e além disso, g satisfazendo as hipéteses (3.60), (3.61) e (3.75).

Observamos que com os mesmos argumentos usados no Teorema 3.3.2 podemos obter (3.71).
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Como nesse caso g nao satisfaz a hipdtese (3.62), o processo de passar o limite no segundo
termo do lado esquerdo da igualdade em (3.66) é um pouco mais delicado. Neste ponto, o
trabalho de Boccardo & Gallouet cita o trabalho de Gallouet & Morel, em [11], para podermos
passar o limite em (3.66). Esse método consiste em mostrar que a sequéncia (g,) é equi-

integravel e depois usar o Teorema de Vitali, para concluirmos que
Gn(yun) — g(-,u) em Ly, ().

Por hipétese, vamos considerar que B = ||f||z: e assumir que f, converge para f em L'().
Como em (3.71), temos que:

Uy — U, q.t.p.

e sendo g continua no seu segundo argumento pela hip6tese (3.60), segue que:

(s un) = g(-,u)  q.t.p. (3.76)

Para que u satisfaca (3.63), é suficiente provarmos que g, (-, u,) converge para g(-,u) em

Ll

loc

() e g(-,u) € L' (). De fato, estabelecidas tais afirmagoes junto com (3.71) e pelo fato de

fn convergir em L' para f, podemos passar o limite em (3.66) e obter (3.63).

Afirmacgao 3.3.3. g, (-, u,) converge para g(-,u) em L. (Q) e g(-,u) € L*().

loc

Pelo Teorema de Vitali, para mostrarmos tal afirmacao, basta provarmos que:

gn(+,uy) é equi-integravel em K para todo K C 2, K compacto. (3.77)

Sejam K C €2, com K compacto, e > 0e B C K, onde B é mensuravel.

Note que como (u,) é limitado em L'(€2) (por (3.69) e pelo Lema 3.1.2), temos:
med({|u,| > t}) — 0, uniformemente quando ¢ — oo, para todo n € N. (3.78)

Além disso, como f, é equi-integravel em €2, em particular em K, entao existe ; > 0, tal que

para todo £ C K com med(F) < 41, temos
/ |fulde < e, paratodon € N.
E

Para §; > 0, existird um ¢y tal que med({|u,| > to}) < 01 (por (3.78)), entao:
/ |fnuldx < e, paratodon € N.
({lun|>to}
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Por (3.3.1), obtemos:

/ |gn(z,up)|dz < e, paratodon € N.
({lun|>to}

Note que B = (BN {|u,| > to}) U (BN {|u,| <to}). Sendo assim, temos:
[lmtwaits = [ jgadrt [ gl
B Br{|un|>to} BA{|un|<to}

<e —|—/ sup{|gn (z, un)|, |un| < to}dx.
Bﬂ{‘un|<t0}

Pela hipdtese (3.75), sup{|gn (T, u,)|, |un| < to} € L .(2), para todo n € N, entao temos que

existe 9o > 0, tal que

/ Sup{|gn (@, un )|, |un| < to}dz < e,
Bﬂ{|un|<t0}

sempre que med(B N {|u,| <tp}) < d2. Dessa forma, tomamos B C K tal que med(B) < dy, €

assim,
B

Logo, gn(+,u,) é equi-integravel em K para todo K C 2, K compacto. Portanto a Afirmacao

3.3.1, esta provada.
Afirmagao 3.3.4. g(-,u) € L'(Q).

Pela hipdtese de f,, convergir em L'(2) para f junto com (3.76), aplicamos o Lema de Fatou

ool = [ tmint g, u)| < timint [ o)
Q Q " n—o0

gliminf/ | il
Q

n—oo

= [

Com esses resultados, temos que u satisfaz (3.74). [

e, assim, temos:

Portanto, a Afirmacao 3.3.2 esta provada.
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Observamos que com a hipéteses sobre a ¢ no Teorema 3.3.3, podemos nao ter existéncia de

solugao fraca quando f € M(Q2). No trabalho de Brezis, em [3], foi mostrado que o problema:

—Au+u® =46, em Q,
u =0, sobre 02

nao tem solucao fraca quando N =3 e 0 € (.

74



Referéncias Bibliograficas

[10]

BARTLE, R. G.. The Elements of Integration, John Wiley & Sons, Inc., 1966

BOCCARDO, Lucio.; GALLOUET, Thierry.. Nonlinear elliptic and parabolic equations
involving measure data, J. Funct. Anal. 87, 1989, no. 1, 149-169

BREZIS, H.. Some variational problems of the Thomas-Fermi type, Variational inequalities
and complementarity problems (Proc. Internat. School, Erice, 1978), pp. 53773, Wiley,
Chichester, 1980.

BREZIS, H.. Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations, Sprin-
ger, 2010.

BROWDER, F.E.. Variational boundary value problems for quasi-linear elliptic equations
of arbitrary order, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 50, 1963, 31-37.

BROWDER, F.E.. Nonlinear elliptic boundary value problems, Bull. Amer. Math. Soc. 69,
1963, 862-874.

CIARLET, P.G.. Linear and Nonlinear Functional Analysis with Applications, Society for
Insdustrial and Applied Mathematics, 2013.

EVANS, Lawrence C.. Partial Differential Equations, American Mathematical Society, Vol.
19., 1997.

FOLLAND, G.B.. Real Analysis: Modern Techniques and Their Applications, 2nd ed. A
Whiley-Interscience Publication, 1999.

FONSECA, Irene.; GANGBO, Wilfrid.. Degree Theory in Analysis and Aplications, Oxford

Sciencee Publications, 1995.

75



[11]

[12]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

GALLOUET, T.; MOREL, J.M.. On some semilinear problems in L' Boll. Un. Mat. Ital.
A (6) 4, 1985, no. 1, 123-131.

GALLOUET, T.. E’quations elliptiques semilinéaires avec, pour la non linéarité, une con-
dition de signe et une dépendance sous quadratique par rapport au gradient, Ann. Fac. Sci.

Toulouse Math. (5) 9, 1988, no. 2, 161-169.

LERAY, Jeans.; LIONS, J.L ..Quelques résulatats de Visik sur les problémes elliptiques
nonlinéaires par les méthodes de Minty-Browder, Bull. Soc. Math. France 93, 1965, 97-
107.

GILBARG, David.; TRUDINGER, Neil, S.. Elliptic Partial Differential Equations of Se-
cond Order, Springer, 1998.

MINTY, George J.. Monotone (nonlinear) operators in Hilbert space, Duke Math. J. 29,
1962, 341-346.

MINTY, George J.. On the maximal domain of a “monotone” function, Michigan Math.
J. 8, 1961, 135-137.

MINTY, George J.. On a “monotonicity” method for the solution of non-linear equations

in Banach spaces, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 50, 1963, 103871041.

MEDEIROS, L.A.; MIRANDA, M.M.. FEspacos de Sobolev: Iniciagao aos Problemas
Eliticos nao Homogéneos, UFRJ, 2000

VISIK, M. I.. Boundary-value problems for quasilinear strongly elliptic systems of equations

having divergence form, Dokl. Akad. Nauk SSSR 138, 1961, 518-521.

VISIK, M. I.. Quasi-linear strongly elliptic systems of differential equations of divergence
form, Trudy Moskov. Mat. Obsc. 12, 1963, 125-184.



