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Resumo

Dois tipos de modelagens propicias para a realizacdo da anélise modal de redes elétricas
sdao apresentados neste trabalho: sistemas descritores (SD) e matriz Y(s). Os modelos

individuais dos componentes mais importantes da rede elétrica sd@o apresentados.

Um novo método, denominado SMDPA (Sequential MIMO Dominant Pole Algorithm),
¢ também desenvolvido para o cdlculo sequencial de polos dominantes e matrizes de
residuos associadas de funcdes de transferéncia (FTs) multivaridveis (Multiple Inputs
Multiple Outputs — MIMO) de sistemas infinitos (que possuem infinitos polos),
possibilitando sua andlise modal. Sistemas infinitos sdo fécil e precisamente modelados
por matriz Y(s), mas a formulacdo por SD permite apenas uma representacao
aproximada (finita) destes sistemas. As dificuldades computacionais em se aproximar
sistemas infinitos por finitos sio evidenciadas neste trabalho. E mostrado que elas
praticamente impossibilitam a aplicacdo a sistemas infinitos de métodos de andlise
modal desenvolvidos para sistemas finitos, reforcando a necessidade de métodos como

o SMDPA, especialmente desenvolvidos para sistemas infinitos.

O conceito de sistemas lineares da série de energia espectral de uma FT, em uma faixa
de frequéncias de interesse, € empregado para a criagdo de um novo critério de parada
para o largamente utilizado método SADPA (Subspace Accelerated Dominant Pole
Algorithm), gerando uma nova versdo, aqui denominada de enhanced SADPA, mais
adequada a constru¢ao de modelos de ordem reduzida de sistemas finitos. Finalmente, é
apresentado o inédito HMBT (Hybrid Modal-Balanced Truncation Method) para a
reducdo da ordem de modelos, especialmente aplicdvel a modelagem linear de sistemas
(estaveis ou instdveis) para estudos de estabilidade eletromecanica por SD. Este método
consiste no uso combinado do enhanced SADPA e do SRBT (Square Root Balanced
Truncation Method), superando as desvantagens do uso individual destes métodos e se
beneficiando da sinergia do seu uso combinado. O HMBT tem também a vantagem de

ser mais simples de usar do que os métodos de reducdo do tipo baixo posto.

Palavras-chave — Modelagem de redes, matriz Y(s), sistema descritor, andlise modal,
polos dominantes, residuos de fungdes de transferéncia, reducdo da ordem de modelos,
sistemas infinitos, método de Newton, método de integracdo numérica Legendre-Gauss,

série de energia espectral, métodos de truncamento modal e balanceado.
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Abstract

Two modeling approaches suitable for the modal analysis of electrical networks are
presented in this work: descriptor systems (DS) and Y(s) matrix. The individual models

of the most important electrical network components are presented.

A new method, named SMDPA (Sequential MIMO Dominant Pole Algorithm), is also
developed for the sequential computation of dominant poles and associated residue
matrices of multivariable (Multiple Inputs Multiple Outputs — MIMO) transfer functions
(TFs) of infinite systems (having an infinite number of poles), which allows its modal
analysis. Infinite systems can be easily and accurately represented in the Y(s) matrix
formulation but the DS formulation only allows an approximated (finite) representation
of these systems. The computational difficulties in approximating infinite systems by
finite systems are highlighted in this work. It is shown that these difficulties make
practically unfeasible the application to infinite systems of modal analysis methods
developed for finite systems, reinforcing the need for developing methods such as

SMDPA that are especially designed for infinite systems.

The linear system concept of the spectral energy series of a TF, considering a frequency
window of interest, is used to develop a new stopping criterion for the widely known
Subspace Accelerated Dominant Pole Algorithm - SADPA, yielding a new version of
this method, named in this thesis as enhance SADPA, which is more suitable for
building reduced order models of finite systems. Finally, the new Hybrid Modal-
Balanced Truncation Method - HMBT for model order reduction, specially applied to
the linear DS modeling of stable or unstable systems for electromechanical stability
studies, is proposed. This method consists of the combined use of the enhanced SADPA
and the Square Root Balanced Truncation Method - SRBT methods, overcoming the
disadvantages associated with the individual use of these model order reduction
methods and benefitting from the synergy of their combined use. This method also has

the advantage of being simpler to use than the sparse low rank methods.

Keywords — Network modeling, Y(s) matrix, descriptor systems, modal analysis,
dominant poles, transfer function residues, model order reduction, infinity systems,
Newton algorithm, Legendre-Gauss integral solver scheme, spectral energy series,

modal and balanced truncation reduced order methods.
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Convencoes Adotadas para as Variaveis

Tipo de varidvel Tipo de escrita Exemplo
Escalar Italico xouX
Vetor Mintscula em negrito X
Matriz Maidscula em negrito X

Obs.: Algumas das varidveis sdo representadas por letras gregas, procurando-se adotar
denomina¢des usualmente utilizadas na literatura (e. g. representa-se um polo pela letra
grega A). Quando a varidvel é um vetor ou matriz, utiliza-se o negrito, caso contrério,
utiliza-se o simbolo normal (sem negrito). Nao se utiliza as letras gregas em italico, por

questao estética.
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Simbolo,
Sigla ou
Abreviatura

T sobrescrito

* sobrescrito

1(»)

sinh
cosh
coth
csch

Iy

Lista de Simbolos, Siglas e Abreviaturas

Exemplo

o(1)

sinh(x)
cosh(x)
coth(x)
csch(x)

Io(x)

Significado

Matriz transposta de A.

Matriz transposta conjugada de A ou conjugado do
escalar x.

Parte real de x.

Parte imaginaria de x.

Parte real de x.
Parte imagindria de x.

Somatério de elementos x;, variando i de O a n.

Integral fechada da fun¢do complexa f(s) ao longo
de um contorno fechado C, feita no plano complexo
em sentido anti-horério.

Funcao degrau unitério.
Fung¢do impulso unitério.
Seno hiperbdlico de x.
Cosseno hiperbdlico de x.
Cotangente hiperbdlica de x.
Cossecante hiperbdlica de x.

Funcao de Bessel modificada de primeira espécie e
ordem O.
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I

L

Ko

K

K

Ponto sobre
variavel

I1(x)

I (x)

Ko(x)

Ki(x)

K>(x)

Funcao de Bessel modificada de primeira espécie e
ordem 1.

Funcao de Bessel modificada de primeira espécie e
ordem 2.

Funcdes de Bessel modificada de segunda espécie e
ordem O.

Funcdes de Bessel modificada de segunda espécie e
ordem 1.

Funcdes de Bessel modificada de segunda espécie e
ordem 2.

Derivada de x em relacdo ao tempo.

Matriz ou vetor nulo.

2m

. J
Nimero complexo e 3 .

Matriz do sistema na formulagdo por equagdes de
estado ou por sistemas descritores.

Vetor associado a variavel de entrada.
Matriz associada as variaveis de entrada.
Vetor associado a variavel de saida.
Matriz associada as variaveis de saida.
Capacitancia.

Termo direto.

Matriz de termos diretos.

Matriz explicita de termos diretos.

Matriz implicita de termos diretos.
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™

= = o3 o§ o=

asl

€

]

E(H)

H(s)

H (s)

H(s)
i(1)

Iy

jo

x(k+ 1)

Termo da série de energia espectral. No exemplo, e;
denota o i-ésimo termo da série.

Aproximacdo do termo da série de energia
espectral.

Energia espectral. No exemplo E(H) denota a
energia contida na fun¢do de transferéncia (FT) H
considerando um determinado intervalo de
frequéncias.

Primeira aproximacao da série de energia espectral.
Segunda aproximacgdo da série de energia espectral.

FT SISO.

Parte estavel da FT.
Parte instavel da FT.
FT MIMO.

Parte estritamente propria da FT MIMO.

FT MIMO de desvio entre o0 modelo completo e o
reduzido.

Modelo reduzido de ordem N da FT H.
Corrente.

Matriz identidade. No exemplo o subescrito denota
a ordem da matriz.

Complexo unitdrio, igual a raiz quadrada positiva
de —1, ou seja, j=++/—1. Também utilizado para
designar genericamente um nd de um circuito ou
barra de uma rede elétrica.

. . ~ 1
Ntmero da iteragio. No exemplo x**" representa o
valor da estimativa de x na iteragdo k+1. Também
utilizado para designar genericamente um n6 de um
circuito ou barra de uma rede elétrica.
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Py

Matriz de coeficientes que multiplica a varidvel s na
composicio da FT MIMO.

Comprimento de uma linha LT. Também utilizado
para designar genericamente um nd de um circuito
ou barra de uma rede elétrica.

Indutincia. No exemplo L;; denota a indutancia
conectada entre os nds k e j de um circuito elétrico.

Relacdo de transformacdo complexa, que considera
o tap do transformador fora da posicdo nominal e
defasagem angular entre enrolamentos. No
exemplo, m; denota a relagdo de transformacao
associada ao enrolamento 1. Também utilizado para
designar o nuimero de subintervalos adotado no
método de integracdo numérica Legendre-Gauss.

Grau do polindbmio de Legendre utilizado no
método de quadratura Legendre-Gauss.

Matriz do tipo 2-Toeplitz, utilizada na construcao
do modelo por série de circuitos © de uma LT na
formulac@o Y(s). Também utilizado para designar a
matriz diagonal cujos elementos sdo os taps dos
enrolamentos de um transformador.

Distancia de penetracdo complexa.

Vértices de um quadrado no plano complexo
envolvendo um polo. Este quadrado é utilizado
como contorno de integracdo para o calculo da
matriz-residuo associada ao polo envolvido.

Matriz graminiana de controlabilidade.
Matriz graminiana de observabilidade.

Relacdo de transformacdo real, que considera o tap
do transformador fora da posi¢do nominal.

Resisténcia. Também foi utilizado para designar um
residuo de uma FT associado a um polo do sistema.
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|

S|

=

H(s)

x(1)

V(1)

V(1)

Wi

x(7)

y(s)

y(®)

Residuo modificado associado a um polo do

sistema. Para polos reais 7 =0.5R, para complexos
7 =R ,onde R é definido a seguir.

Residuo modificado associado a um polo do
sistema, correspondente ao residuo da varidvel de
saida para uma entrada diferente do impulso
unitdrio.

Matriz-residuo associada a um polo do sistema.
Operador s da transformada de Laplace.
Tempo.

Matriz que multiplica as derivadas no tempo do
vetor de varidveis do sistema na formulagdo por
sistemas descritores.

Variavel de entrada da FT.
Vetor de variaveis de entrada da FT.

Tensao.

Tensdo complexa do tipo V,(t)e’ (©+0) "onde Va(h) é
uma fun¢do de amplitude real ou complexa.

Fasor dindmico de tensdo, definido por
V(t)zVA(t)eje.

Autovetor a direita.

Autovetor a esquerda.

Pesos utilizados no método de quadratura
Legendre-Gauss.

Vetor de variaveis do sistema.

Varidvel de saida da FT. Também utilizado para
designar uma admitancia.

Vetor de variaveis de saida da FT.
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Ye

Ybus

Yint

Yr

e

V()

Y

Y(s)

Yhus(s )

Yint(s )

Ya(s)

Yr(s)

i

Z{

Zc(s)

At

Admitancia caracteristica ou de surto da LT.

Simbolo utilizado para representar os diversos tipos
de admitancia transversal por wunidade de
comprimento de uma LT. No exemplo, Y; denota a
admitancia transversal por unidade de comprimento
de sequéncia positiva.

Matriz do sistema na formulacao por matriz funcao
de s.

Matriz admitancia nodal funcao de s.

Matriz funcdo de s que relaciona os vetores de
correntes e tensOes nodais internas de um
transformador.

Matriz admitiancia nodal funcdo de s de LTs

modeladas por série de circuitos © na formulacao
Y(s).

Matriz admitancia nodal funcdo de s de
transformadores de dois e trés enrolamentos.

Impedancia. No exemplo zy denota a impedancia
interna de uma fonte de tensdo.

Simbolo utilizado para representar os diversos tipos
de impedancia longitudinal por unidade de
comprimento de uma LT. No exemplo, Z{” denota
a impedancia interna por unidade de comprimento
de sequéncia positiva dos condutores.

Impedancia caracteristica ou de surto da LT.

Matriz de impedancias de curto-circuito de um
transformador.

Valor do deslocamento para a direita no plano
complexo do eixo imagindrio.

Pequeno incremento de uma varidvel.

Permitividade elétrica do material. Também
utilizado para designar erros absolutos ou relativos.
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€

Mo

Gl’IIElX

ACSR

ADI

ATP

BIPS

CEPEL

CpU

DAEs

€o

¥(s)

Mo

G [H(j00)]

W

Cabos ACSR

Parametros
ADI

Programa
ATP

BIPS
CEPEL
CpU

DAEs

Permitividade elétrica do ar.

Constante de propagacdo da LT.

Polo do sistema.

Permeabilidade magnética de um material ou solo.
Também utilizado para designar um autovalor da
matriz ﬁ(s)_l.

Permeabilidade magnética do ar.

Condutividade de um material ou solo. Também
utilizado para designar um valor singular de uma
matriz.

Valor singular mdximo de uma matriz. No

exemplo, ©, .. [H( jm)] denota o valor singular

maximo da FT MIMO de desvio.

Pontos (abscissas) utilizados no método de
quadratura Legendre-Gauss. Também utilizado para
designar constantes arbitrarias (reais ou complexas)
na defini¢do de um estado.

Frequéncia.

Aluminum Cable Steel Reinforced - Cabos de
aluminio com alma de aco.

Alternating Direction Implicit.

Alternative Transients Program - Programa de
simulacdo de transitérios eletromagnéticos no
dominio do tempo.

Brazilian Interconnected Power System.
Centro de Pesquisas de Energia Elétrica.
Central Processing Unit.

Differential and Algebraic Equations.
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DARPO

EE

ESP

FACTS

FT

HarmZs

HMBT

LC

LT

LTI

MATLAB

MIMO

MLA

MOR

ONS

Método
DARPO

Modelagem
por EE

ESP

Equipamento
FACTS

FT

Programa
HarmZs

Método
HMBT

Circuito ou
ramo LC

LT

Sistema LTI

Programa
desenvolvido
em
MATLAB

Sistema
MIMO

MLA
MOR

ONS

Descent Algorithm for Residues and Poles
Optimization - Método de reducdo da ordem de
modelos que minimiza a norma H, limitada em
frequéncia do desvio do MOR em relagdo ao
modelo completo.

Equagdes de Estado - Modelagem por equagdes de
estado.

Estabilizador de Sistemas de Poténcia.

Flexible Alternating Current Transmission System -
Equipamento controlado utilizando eletronica de
poténcia.

Fung¢do de Transferéncia.

Programa para estudos de comportamento
harmonico e analise modal de redes elétricas.

Hybrid Modal-Balanced Truncation Method -
Método hibrido de truncamento modal e
balanceado para a redu¢do da ordem de modelos.

Circuito composto por indutancia e capacitancia.

Linha de Transmissao.

Linear Time Invariant - Sistema linear invariante
no tempo.

MATrix LABoratory - Programa desenvolvido em
ambiente e linguagem de programacao cientifica.

Multiple Input Multiple Output - Sistema com
multiplas entradas e multiplas saidas.

Modelo Linear Aproximado.
Modelo de Ordem Reduzida.

Operador Nacional do Sistema.
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PacDyn

PSCAD

QZ

RL

RLC

RSS

SADPA

SAMDP

SD

SDPA

SIN

SISO

SLRCF

Programa
PacDyn

Programa
PSCAD

Método QZ

Circuito ou
ramo RL

Circuito ou
ramo RLC

RSS

Método
SADPA

Método
SAMDP

Modelagem
por SD

Método
SDPA

SIN

Sistema SISO

Método
SLRCF

Programa de anélise de estabilidade eletromecanica
por andlise linear.

Power System Computer Aided Design - Programa
de simulacdo de transitorios eletromagnéticos no
dominio do tempo.

Método para o cdlculo simultdneo de todos os
autovalores e autovetores de um par matricial.

Circuito composto por resisténcia e indutancia.

Circuito composto por resisténcia, indutancia e
capacitancia.

Ressonancia Subsincrona.

Subspace Accelerated Dominant Pole Algorithm -

Método para o cédlculo sequencial de polos
dominantes e residuos associados para fungdes de
transferéncia single input single output de sistemas
finitos.

Subspace Accelerated Multivariable Dominant
Pole Algorithm - Método para o célculo sequencial
de polos dominantes e matrizes-residuo associadas
para funcdes de transferéncia multiple input
multiple output de sistemas finitos.

Sistemas Descritores - Modelagem por sistemas
descritores.

Sequential Dominant Pole Algorithm - Método para
o célculo sequencial de polos dominantes e
residuos associados para fungdes de transferéncia
single input single output de sistemas infinitos.

Sistema Interligado Nacional.

Single Input Single Output - Sistema com uma
entrada e uma saida.

Sparse Low Rank Choleski Factor - Método de
baixo posto para a determinacdo de modelos de
ordem reduzida de sistemas finitos.
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SMDPA Método Sequential MIMO Dominant Pole Algorithm -
SMDPA Método para o cédlculo sequencial de polos
dominantes e matrizes-residuo associadas para
fungdes de transferéncia multiple input multiple
output de sistemas infinitos.

SRBT Método Square Root Balanced Truncation Method -
SRBT Método de reducdo da ordem de modelos de
sistemas finitos.
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Capitulo 1: Introducio

1.1 INTRODUCAO

Uma ferramenta muito utilizada na andlise de sistemas de poténcia € a simulacdo no
tempo, tanto para fenomenos lentos (e. g. transitérios eletromecanicos) [1]-[3] como

para rapidos (e. g. transitorios eletromagnéticos) [4], [5].

Uma das desvantagens da simulacdo no tempo € a grande dificuldade de obtencdo de
informacdes estruturais do sistema. A obtencdo destas informagdes, utilizando apenas
este tipo de ferramenta, € feita a partir da investigacdo das formas de onda das diversas
varidveis e da comparacdo de diversos casos, variando-se parametros do sistema ou o0s
distdrbios aplicados. Este tipo de andlise depende muito da experi€éncia do engenheiro
para a escolha certa dos casos a serem simulados e observacdo dos pontos relevantes.
Além disso, a simulacdo no tempo requer um tempo computacional elevado, no caso de
utilizacdo de uma modelagem mais sofisticada e abrangendo uma regido razoavel do

sistema.

A andlise linear retine métodos de resposta no tempo, resposta em frequéncia e andlise
modal (célculo de polos, zeros, residuos, sensibilidades de polos e zeros em relacdo a
parametros do sistema, etc.) de sistemas lineares ou linearizados. Utilizando a andlise
modal, pode-se obter uma série de informacdes estruturais do sistema, muito Uteis para
o estudo do seu comportamento, para a definicdo de medidas corretivas e para a sua
otimizacdo. A andlise modal pode ser aplicada a diversos fendmenos que ocorrem em
um sistema de poténcia. Dependendo do fendmeno analisado pode-se obter, por

exemplo, as seguintes informacdes:

Transitorios eletromecdnicos [6]-[9]: Identificacdo dos modos de oscilagdo criticos;
determinagdo dos locais mais propicios para a instalagdo de sinais estabilizadores ou
equipamentos FACTS; determinagao de ajustes de controles e verificagao do efeito dos

mesmos no amortecimento dos modos de oscilacdo criticos.

Ressondncias subsincronas [10], [11]: Determinacdo de modos torsionais e
subsincronos criticos e dos parametros que mais os influenciam; identificacdo de acodes
mitigadoras envolvendo mudangas de parametros do sistema; localizacdo apropriada

para a instalacdo de sensores e atuadores baseados em indices modais de



observabilidade e controlabilidade; determinacao das componentes modais que mais

participam de potenciais problemas de ressonancia subsincrona.

Transitorios eletromagnéticos [12], [13]: Calculo rdpido da resposta transitéria para
determinados tipos de manobras; determina¢do da influéncia de um determinado modo
de oscilac@o na resposta transitéria e dos parametros do sistema que mais o influenciam;
identificacdo de parametros do sistema cuja alteragcdo seja efetiva para o amortecimento

dos modos dominantes na sua resposta transitoria.

Estudos de comportamento harmoénico [14]-[23]: Determinagcdo dos polos e zeros
associados, respectivamente, as ressonancias paralelas e séries da rede -elétrica;
identificacdo de equipamentos que mais influenciam no posicionamento destes polos e
zeros no plano complexo; melhoria do desempenho harmoénico pelo deslocamento de
polos e zeros para posi¢des mais apropriadas do plano complexo por meio de alteragdes
em valores de determinados equipamentos; otimizacao no projeto de filtros harmdnicos

passivos.

Além destas aplicacdoes, a andlise modal pode ser efetivamente empregada na
constru¢do de equivalentes de ordem reduzida (modelos de ordem reduzida — MOR)
para utilizacdo em estudos de transitérios eletromagnéticos e de comportamento
harmonico [24]-[28]. Estes MORs sao utilizados para reduzir o esfor¢co despendido na
obtencdo e preparacdo dos dados do sistema, assim como a carga computacional (tempo
de processamento e utilizacdo de memdria) necessdria a realizacao destes estudos. De
fato, dependendo do tipo de fendmeno, seu estudo s6 € praticamente vidvel devido a

utilizacdo de MORs [29].

Deve-se observar que os modelos do sistema dependem do fendmeno a ser estudado ou,
em outras palavras, da faixa de frequéncias em que eles ocorrem, conforme explicado

resumidamente a seguir.

Em estudos de oscilagdo eletromecanica, os transitérios da rede de transmissdo sdao
desprezados, uma vez que a faixa de frequéncias de interesse € de até 3 Hz. Os
transitérios dos enrolamentos do estator também podem ser desprezados, mas as demais
dindmicas das mdquinas sincronas devem ser modeladas em detalhe, incluindo os seus
sistemas de controle. Nestes estudos, a rede de transmissdo é usualmente modelada

como matriz admitincia com elementos constantes a frequéncia fundamental.



Por outro lado, em estudos de transitérios eletromagnéticos ou de comportamento
harmonico, a énfase deve ser dada na representacdo da dindmica da rede de transmissao,
por tratar de fendmenos envolvendo oscilagdes de frequéncias muito mais elevadas, em
que a dinamica da rede possui participacdo importante. Neste caso, as madaquinas
sincronas podem ser modeladas como fontes de tensdo atrds de impedancias. Particular
atencdo deve ser dada a modelagem das linhas de transmissdo (LTs), considerando a

natureza distribuida e varidvel com a frequéncia de seus parametros.

A modelagem de sistemas de poténcia para estudos de ressondncia subsincrona deve
considerar a dindmica das méquinas, incluindo seus controladores e os enrolamentos do
estator, bem como a dinamica da rede. Nestes estudos, em que as oscilagdes de maior
interesse ocorrem em uma faixa de frequéncias de dezenas de Hz, as LTs podem ser

modeladas por apenas um circuito RLC do tipo 7.

A modelagem do sistema tradicionalmente utilizada na analise modal de estabilidade
eletromecanica € por sistemas descritores (SD) [9], [30]. Deve-se observar que este tipo
de modelagem pode ser efetivamente utilizado para a constru¢do de equivalentes

lineares dindmicos para estudos de transitorios eletromecanicos [31].

Por outro lado, para a andlise modal de redes elétricas, a modelagem por equacdes de
estado [15], [32] foi inicialmente utilizada, seguida por SD [16], [19], [23], [33], [34] e
por matriz Y(s) [23], [34]-[36], cujos elementos sdo fungdes ndo lineares da frequéncia

complexa s.

Pode-se afirmar que a modelagem de redes elétricas por SD é uma generalizacdo da
modelagem por equagdes de estados, também conhecida por modelagem espaco-estado
(EE). Esta maior generalidade resulta em um modelo matricial da rede elétrica mais

simples e esparso e que permite implementacao computacional mais eficiente.

A modelagem de elementos com parametros distribuidos e/ou dependentes da
frequéncia, como € o caso de LTs, constitui uma dificuldade nas formula¢des EE e SD,
uma vez que € necessario descrever qualquer elemento do sistema por um conjunto de
equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem, podendo ser acrescido de equacdes
algébricas (no caso de SD). Por outro lado, este tipo de elemento é facil e
adequadamente descrito na formulacio por matriz Y(s) utilizando funcdes
transcendentais de s que possuem um numero infinito de polos. Por este motivo,

modelos de redes elétricas que contém LTs de parametros distribuidos se enquadram na



categoria de sistemas (ou modelos) infinitos (sistemas que sdo modelados, na realidade,
por equacoes diferenciais parciais e que no dominio da frequéncia complexa s possuem
um ndmero infinito de polos). Uma aproximacdo linear (finita) destes modelos de redes
elétricas, rigorosamente representados na formulacdo Y(s), pode ser obtida utilizando,
por exemplo, SD, onde cada LT € representada por uma série de circuitos do tipo T,

cada um possuindo trés estados [28], [37].

A principal desvantagem da modelagem por matriz Y(s) € a escassez de algoritmos

eficientes e robustos para a analise modal de redes elétricas.

Como citado anteriormente, a modelagem por SD possui vantagens significativas em
relacdo a EE. Por outro lado, as modelagens por SD e matriz Y(s) apresentam aspectos
de complementaridade pratica e tedrica [22], [23], [37]. Por estes motivos, estes dois
tipos de modelagem foram implementados com sucesso no programa HarmZs do
CEPEL [38], para estudos de comportamento harmoénico e andlise modal de redes

elétricas de grande porte.

Do exposto fica evidenciada a importancia destas duas modelagens de redes que
permitem que a andlise modal seja realizada com eficiéncia e flexibilidade. Em resumo,
esta importancia se verifica pelas suas implementacdes em um programa comercial
amplamente utilizado por empresas do setor elétrico brasileiro, pelas suas aplicagdes na
solu¢do ndo convencional de problemas de harmodnicos em sistemas de poténcia, em
estudos de transitorios eletromagnéticos e na constru¢do de equivalentes dindmicos de
redes elétricas. Apesar disto, ndo existem publicacdes descrevendo a modelagem de

importantes componentes de redes elétricas, principalmente na modelagem por SD.

1.2 MOTIVACOES DA TESE

Na introducdo desta tese, foi mostrada a importincia da anélise modal no estudo de
diversos fendmenos que podem ocorrer em um sistema elétrico de poténcia. Esta

importancia gerou as seguintes motivagdes para o desenvolvimento deste trabalho:

¢ Além da inexisténcia de publicacdes descrevendo a modelagem de importantes
componentes de redes elétricas, principalmente na modelagem por SD, ndo
existem publicacdes que retinam, de forma diddtica e organizada, as descri¢cdes
matematicas de todos os modelos de componentes de redes em ambas as

formulacdes, SD e matriz Y(s).



Inexisténcia de algoritmos robustos e eficientes para a andlise modal de sistemas

infinitos (formulagdo Y(s));

Inexisténcia de um método hibrido, especialmente aplicdvel a modelagem linear
de sistemas para estudos de estabilidade eletromecanica por SD, que combine
eficientemente métodos de truncamentos modal e balanceado, superando as
dificuldades associadas com o uso individual de cada um e se beneficiando do

uso combinado dos mesmos.

1.3 OBJETIVOS

De acordo com as motivacdes descritas na secao anterior, os principais objetivos desta

tese sdo os seguintes:

Apresentar de forma diditica e organizada os principais modelos de
componentes de redes elétricas nas formulagdes por SD e Matriz Y(s), que

permitem que a andlise modal seja realizada;

Desenvolvimento de método para o cdlculo de polos dominantes e matrizes-

residuo associadas de FTs MIMO de sistemas infinitos;

Desenvolvimento de método de truncamento hibrido para redu¢do de modelos,
especialmente aplicdvel a modelagem linear de sistemas para estudos de

estabilidade eletromecanica por SD.

1.4 CONTRIBUICOES

As principais contribui¢des, ou seja, as contribuigdes inéditas sdo:

Desenvolvimento de modelos de LTs por série de circuitos T, para ambas as

formulagdes (SD e matriz Y(s));

Desenvolvimento de modelos de transformadores de dois e trés enrolamentos
considerando taps fora da posicdo nominal e defasagem angular entre

enrolamentos na formulagdo por SD;

Desenvolvimento do método SMDPA (Sequential MIMO Dominant Pole
Algorithm), para o célculo de polos dominantes e matrizes de residuos associadas
de FTs MIMO de sistemas infinitos, que possibilita a anédlise modal deste tipo de

sistema;



e Demonstracdo das dificuldades computacionais em se aproximar sistemas
infinitos por finitos. Estas dificuldades praticamente impossibilitam a aplicacdo a
sistemas infinitos de métodos de andlise modal, ja consagrados, desenvolvidos
para sistemas finitos e reforca a necessidade de métodos como o SMDPA,

especialmente desenvolvidos para sistemas infinitos;

¢ Desenvolvimento de nova prova matemdtica da série de energia espectral contida
em uma FT, considerando uma determinada faixa de frequéncias, que é de mais

facil compriensdo por engenheiros;

e Utilizacdo da série de energia para a criacdo de um novo critério de parada para o
largamente utilizado método SADPA (Subspace Accelerated Dominant Pole
Algorithm), gerando uma nova versdo deste método, denominada nesta tese de
enhanced SADPA, mais adequada ao objetivo de construcdo de MORs de

sistemas finitos;

e Desenvolvimento do método HMBT (Hybrid Modal-Balanced Truncation
Method) para a reducdo da ordem de modelos, especialmente aplicidvel a
modelagem linear de sistemas (estdveis ou instdaveis) para estudos de estabilidade
eletromecanica por SD, que se beneficia da sinergia do uso combinado do
enhanced SADPA e do método SRBT (Square Root Balanced Truncation
Method), possuindo vantagens em relacdo aos métodos de reducao do tipo baixo

posto (low rank methods).

1.5 ORGANIZACAO DO TEXTO

Esta tese possui cinco capitulos, incluindo este de introducio. Os demais capitulos sao

resumidamente descritos a seguir.

O capitulo 2 trata da modelagem de redes elétricas por SD e matriz Y(s). Sdo
apresentados modelos de circuitos RLC série, paralelo, fontes de corrente, fontes de
tensdo, LTs (de parAmetros concentrados para ambas as formulacdes e distribuidos para
a formulagdo Y(s)) e transformadores de dois e trés enrolamentos, considerando taps

fora da posi¢do nominal e defasagens angulares entre enrolamentos.

A validagao da modelagem das redes por SD ¢é realizada comparando suas respostas no
tempo com aquelas obtidas com o programa PSCAD, uma referéncia no setor e de

ampla utilizacdo mundial. A validacdo da modelagem por matriz Y(s) € realizada



comparando suas respostas em frequéncia com as obtidas com a modelagem por SD. A
validacdo da modelagem por matriz Y(s) ndo foi feita utilizando o PSCAD porque este
programa possui recursos limitados para a selecdo de FTs e para o tragado de respostas

em frequéncia.

No capitulo 3 é descrito o desenvolvimento do método SMDPA [37], para célculo de
polos dominantes de FT's multivaridveis e matrizes de residuos associadas, permitindo a
obten¢cdo de MORs de sistemas infinitos. A eficiéncia e a robustez do método proposto
sdo verificadas pela sua aplicacdo a dois sistemas teste infinitos. Neste capitulo sdo
também apresentadas duas andlises comparativas. A primeira compara a precisao de um
MOR diretamente obtido de um sistema teste infinito utilizando o SMDPA com as de 4
modelos lineares aproximados (MLAs) do mesmo sistema infinito. A segunda compara
o desempenho computacional do SMDPA com os de dois outros métodos desenvolvidos

para modelos de rede na formulagdo por SD.

O método HMBT [39] para a redu¢do da ordem de modelos, especialmente aplicavel a
modelagem linear de sistemas para estudos de estabilidade eletromecanica por SD, é
apresentado no capitulo 4. Analogamente ao procedimento realizado no capitulo 3, a
eficiéncia e robustez deste método sdo comprovadas pela sua aplicacdo a dois sistemas

teste instaveis, o primeiro de 841 e o segundo de 3256 estados.

Finalmente, o capitulo 5 apresenta as conclusdes e propostas de trabalhos futuros.

1.6 PUBLICACOES ORIGINADAS OU RELACIONADAS A TESE

As principais publicacdes originadas deste trabalho de tese, que basicamente constituem

os capitulos 3 e 4, sdo:

S. L. Varricchio, F. D. Freitas, N. Martins, and F. C. Véliz, "Computation of Dominant
Poles and Residue Matrices for Multivariable Transfer Functions of Infinite Power
System Models", IEEE Transactions on Power Systems, vol. 30, no. 3, May 2015, pp.
1131 - 1142.

S. L. Varricchio, F. D. Freitas, and N. Martins, "Hybrid Modal-Balanced Truncation
Method Based on Power System Transfer Function Energy Concepts", IET Generation,

Transmission & Distribution, Vol. 9, no. 11, August 2015, pp. 1186 - 1194.

No entanto, outras ideias que direta ou indiretamente contribuiram de forma

significativa para a construcdo dos conhecimentos e habilidades necessarios para o



desenvolvimento desta tese, também foram publicadas. Estas publicacdes estdo listadas

a seguir:

S. L. Varricchio, F. D. Freitas and N. Martins, “Spectral Energy Indices for Model
Order Reduction”, Proceedings of the 2013 IEEE Power & Energy Society General

Meeting, Vancouver, British Columbia, 2013.

F. D. Freitas and S. L. Varricchio, “A Power System Dynamical Model in the Matrix
Polynomial Description Form”, Proceedings of the 2013 IEEE Power & Energy Society

General Meeting, Vancouver, British Columbia, 2013.

S. L. Varricchio, F. D. Freitas e N. Martins, “Aspectos Visuais e Numéricos dos
Desvios em Modelos de Ordem Reduzida Obtidos por Meio de um Método de Célculo
de Modos Dominantes Multivaridvel”, XV ERIAC - Encontro Regional Ibero-
Americano do CIGRE, Foz do Iguagu, PR, Brasil, 2013.

F. D. Freitas e S. L. Varricchio, “Modelagem de Sistemas por Polindmio Matricial
Objetivando Estudo de Aspectos Dinamicos de Sistemas de Poténcia”, XV ERIAC -
Encontro Regional Ibero-Americano do CIGRE, Foz do Iguacu, PR, Brasil, 2013.



Capitulo 2: Modelagem da Rede Elétrica

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo sdo abordados dois tipos de modelagem de redes elétricas que permitem
a realizacdo da andlise modal (cdlculo de polos, zeros, residuos, sensibilidades de polos
e zeros em relacdo a pardmetros do sistema, etc.): sistemas descritores (SD) e matriz

Y(5).

Estes dois tipos de modelagem foram implementados com sucesso no programa
computacional HarmZs, desenvolvido pelo CEPEL e de uso disseminado pelo setor
elétrico brasileiro, para estudos de comportamento harmonico e analise modal de redes

elétricas de grande porte.

A seguir é apresentada uma breve revisdo bibliografica sobre estes dois tipos de
modelagem de redes, de forma a justificar a necessidade e a importancia deste capitulo.
E importante observar que esta revisio nio se limita apenas & modelagem propriamente
dita, mas também aos métodos e algoritmos existentes para a realizacdo da andlise

modal de redes elétricas.

As referéncias [16]-[19], [28], [33], [40]-[47] estdo relacionadas direta ou indiretamente
com a modelagem de redes por SD, enquanto as referéncias [12], [13], [20], [21], [24]-
[27], [35], [36], [48], [49] estdo relacionadas com a modelagem por matriz Y(s). Por
outro lado, estas modelagens sdo tratadas conjuntamente nas referéncias [22], [23], [34],

[50].

Nas referéncias [16]-[19] é mostrado como redes elétricas constituidas pela
interconexdo de circuitos RLCs série sio modeladas na formulacdo descritora. No
entanto, nestas referéncias, a énfase ndo estd na modelagem da rede elétrica, mas na
aplicacdo da andlise modal a solu¢do nio convencional de problemas de harmdnicos em

sistemas de poténcia.

Em [28] um sistema de transmissdo de médio porte com diversas LTs € modelado na
formulacdo descritora. As LTs deste sistema sdo modeladas por 10, 20, 40 e 80 circuitos
do tipo T, gerando diversos modelos do sistema. A €nfase neste trabalho é a comparagao
do desempenho de métodos para a construcio de MORs. Nenhum detalhe da

modelagem da rede € fornecido.



Na referéncia [33] a énfase € a prépria modelagem de componentes de redes elétricas na
formulacao descritora, onde sdo apresentados modelos de circuitos RLC série, de
transformadores de dois enrolamentos sem consideragdo de faps e de defasagem angular
entre enrolamentos e de linhas de transmissdo (LTs) por pardmetros distribuidos e
dependentes da frequéncia utilizando aproximagdes de Padé. E importante observar que
este modelo de LT apresentou boa precisdo apenas numa pequena faixa de frequéncias:
de zero a poucos kHz. Além disto, as tentativas de aumentar sua precisdo, aumentando-
se a ordem da aproximacdo de Padé, foram frustradas pelo aparecimento de problemas

numéricos aparentemente incontorndveis.

Para sistemas de pequeno e médio porte, a andlise modal de redes elétricas modeladas
na formulagdo descritora pode ser feita utilizando-se o método QZ [40], onde todos os
polos do sistema, residuos e zeros de FTs sdo determinados de uma s6 vez. Para
sistemas de grande porte, o método QZ € invidvel devido aos requisitos de tempo de
CPU e de memodria computacional. Nas referéncias [41] e [42] sdo apresentados
algoritmos para o calculo parcial de polos dominantes de FTs escalares (Single-Input
Single-Output — SISO) e de seus residuos associados. Nestes algoritmos, os polos e seus
residuos associados sdo calculados um por vez. Em [43] é proposto um algoritmo onde
mais de um polo dominante e residuo associado de FTs SISO sao calculados por vez.
Nas referéncias [44] e [45] os polos dominantes e residuos associados de FT's matriciais
(Multi-Input Multi-Output — MIMO) sdo calculados um por vez. Os zeros de FTs SISO
podem ser calculados um por vez utilizando os algoritmos descritos em [46] e [47]. Em
[47] também € mostrado como zeros de FTs MIMO podem ser eficientemente

calculados um por vez.

Com relacdo a modelagem por matriz Y(s), nas referéncias [12] e [13] a anélise modal é
aplicada no calculo de transitérios eletromagnéticos de redes elétricas contendo linhas
longas. Por outro lado, nas referéncias [20] e [21] a andlise modal € aplicada na solugdo

nao convencional de problemas de harmonicos em sistemas de poténcia.

Em [24] e [25] € apresentada uma metodologia para a constru¢do de equivalentes
dindmicos de redes elétricas multi-conectadas com possiveis aplicacdes em estudos de
transitérios eletromagnéticos e de comportamento harmonico. Em [26] a metodologia
apresentada para a construcdo de equivalentes dindmicos de redes € apropriada para
estudos de comportamento harmonico. Em [27] a €nfase é dada na obtencdo e sintese

por circuitos RLC de equivalentes dinamicos de redes elétricas multi-conectadas, para
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utilizacdo em estudos de transitérios eletromagnéticos e de comportamento harmonico.
Deve-se observar que todas estas metodologias [24]-[27] sdo baseadas na andlise modal

de redes elétricas.

Na referéncia [35] € apresentado um modelo detalhado de LT considerando parametros
distribuidos e dependentes da frequéncia. Em [36] € apresentado um modelo para
transformadores de dois e trés enrolamentos, considerando faps fora da posi¢ao nominal

e defasagens angulares entre enrolamentos.

Nas referéncias [48] e [49] sdo apresentados algoritmos especialmente desenvolvidos
para a andlise modal de redes elétricas modeladas na formulacdo Y(s). Estes algoritmos
permitem o cdlculo de polos, residuos associados e zeros de FTs SISO. Deve-se
observar que o algoritmo mais importante € o descrito em [49], para o cdlculo
sequencial de polos dominantes e residuos associados de FTs SISO. Neste algoritmo é
empregado um esquema de deflacdo dos polos ja computados para evitar mdaltiplas
convergéncias para um mesmo polo. Este esquema requer o célculo bastante preciso dos
residuos associados aos polos ja computados. Infelizmente, a equacao utilizada para o
célculo destes residuos pode apresentar, dependendo do sistema e da FT escolhida,
severos erros numéricos, inviabilizando a utilizagd@o pratica e generalizada do algoritmo.
O fato deste algoritmo ser restrito a FT's SISO, associado ao comportamento numérico
erratico da equacdo utilizada para o cdlculo dos residuos associados, motivaram o

desenvolvimento do método descrito no capitulo 3 e publicado em [37].

Em [22] € sugerido o uso integrado das metodologias de modelagem de rede, SD e
matriz Y(s), para a andlise modal de redes elétricas objetivando a solug¢do ndo

convencional de problemas de harmdnicos em sistemas de poténcia.

Na referéncia [23] é mostrado como redes elétricas constituidas pela interconexdo de
circuitos RLCs série e paralelo sdo modeladas nas formulagdes descritora e matriz Y(s).
E também feita uma comparacio entre as metodologias destacando as vantagens e
desvantagens de cada uma. Finalmente, é proposta uma solucdo, utilizando andlise

modal, para um problema de harmodnicos em um sistema de pequeno porte.

A equivaléncia entre as modelagens de redes (SD e matriz Y(s)), implementadas no
programa HarmZs e no moédulo para estudos de ressonancia subsincrona (médulo RSS)
do programa PacDyn, é abordada nas referéncias [34] e [50]. E mostrado que sob

determinadas simplificacdes na modelagem do sistema utilizada no médulo RSS (i.e.
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ndo consideracdo de reguladores de tensdo e velocidade, maquinas representadas por
fontes ideais de tensdo atras de reatdncias, etc.) os resultados obtidos com estes
programas (respostas em frequéncia, resposta no tempo, calculo de polos e residuos)
apresentam praticamente os mesmos valores. Em [34] esta equivaléncia € mostrada para
uma rede de pequeno porte, ndo apenas entre os programas HarmZs e PacDyn, mas
também considerando o programa para calculo de transitérios eletromagnéticos
PSCAD. Também € mostrado como redes formadas pela interconexio de circuitos
RLCs série e paralelo e fontes de tensdo sdo modeladas nas formulagdes descritora e
matriz Y(s) em ambos os programas. Em [50], além da equivaléncia entre as
modelagens de redes utilizadas nos programas HarmZs, PacDyn e PSCAD, mostrada
para um sistema benchmark de pequeno porte, a equivaléncia entre HarmZs e PacDyn é

mostrada também para o Sistema Interligado Nacional (SIN).

Recentemente o interesse pela modelagem de redes por SD tem ultrapassado a drea da

engenharia elétrica. No site na internet denominado MOR Wiki (http://morwiki.mpi-

magdeburg.mpg.de/morwiki/index.php/Main Page), construido nos moldes da

Wikipédia com o objetivo de fornecer uma plataforma para a troca de informacoes e
exemplos para pesquisadores das dreas matemadticas de redugcdo de ordem de modelos e
de solu¢do de sistemas de equacdes diferenciais e algébricas, existe um /ink denominado
Power system examples. Nas paginas associadas a este /ink diversas matrizes e vetores
provenientes da modelagem descritora da dinamica de mdquinas elétricas e de seus
controladores estdo disponiveis para download. Com relagdo a modelagem descritora da
dinamica de redes elétricas, apenas as matrizes e vetores construidos em [28] estdo

disponiveis, sendo utilizados nos trabalhos [51]-[54], desenvolvidos por matematicos.

Do exposto fica clara a importancia destas modelagens de redes, devida as suas
implementagdes no programa HarmZs, amplamente utilizado por empresas do setor
elétrico brasileiro, pelas suas aplicagdes na solu¢do ndo convencional de problemas de
harmonicos em sistemas de poténcia, em estudos de transitrios eletromagnéticos € na
constru¢do de equivalentes dindmicos de redes elétricas. Além disto, como ja citado
anteriormente, a modelagem descritora tem ultrapassado a drea da engenharia elétrica,
sendo utilizada, também, em dreas da matemadtica. Apesar desta importancia, nao
existem publicacdes descrevendo a modelagem de importantes componentes de redes

elétricas, principalmente na modelagem por SD, conforme sumarizado na Tabela 2.1.
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Esta auséncia de publicagdes e a reunido de forma didatica e organizada em um sé
documento de todos os modelos de componentes de redes em ambas as formulagdes,

sdo as principais motivacdes para a confec¢do deste capitulo.

Serdo também apresentados exemplos de modelagem de redes contendo diversos
componentes. Além disto, a verificacdo da modelagem da rede por SD serd realizada
comparando suas respostas no tempo com as obtidas com o programa PSCAD. A
verificacdo da modelagem por matriz Y(s) serd realizada comparando suas respostas em
frequéncia com as obtidas com a modelagem por SD. Como citado anteriormente, a
validacdo da modelagem por matriz Y(s) ndo foi feita utilizando o PSCAD porque este
programa possui recursos limitados para a selecdo de FTs e para o tracado de respostas

em frequéncia.

Tabela 2.1: Resumo das referéncias bibliograficas que tratam da modelagem

de componentes de redes elétricas

Referéncia Bibliografica

Modelo do Componente Observacao

Sistemas

Descritores Y(s)

A exatidao do modelo
[33] [35] na formulagdo
descritora € limitada.

LT com parametros distribuidos e
dependentes da frequéncia.

LT modelada por série de

.. ) N3ao existe. | Nao existe. -
circuitos tipo T.

Transformador de dois e trés
enrolamentos considerando taps
fora da posi¢do nominal e Nao existe. [36] -
defasagens angulares entre
enrolamentos.

Circuito RLC série e/ou paralelo
para a representacdo de cargas e

equipamentos shunt (bancos de [16]-[191, [23] e [34] -
. : (23] e [34]

capacitores, de indutores e de

filtros harmonicos).

Fontes de tensao. [34] [34] -
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2.2 SISTEMAS DESCRITORES

A dindmica de um sistema é funcdo das caracteristicas dos seus elementos. Na
modelagem cldssica, denominada espaco-estado (ou espago de estados ou equacdes de
estado), equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem em termos de corrente e
tensdo sdo utilizadas para representar os elementos indutivos e capacitivos. Desta forma,
as correntes indutivas e as tensOes capacitivas representam as varidveis de estado do
sistema. Em geral, o par de equacdes matriciais que modelam um sistema linear na

formulacao espago-estado possui o seguinte aspecto:
x(r)=A x(r)+Bulr) 2.1)
y(1)=C"x(r)+ D u(r) (2.2)

sendo x o vetor de varidveis de estado, x a derivada temporal de X, u um vetor de
varidveis de entrada (também denominadas varidveis de controle) e y um vetor de
variaveis de saida. As matrizes A, B, C e D sdo constantes, sendo A denominada de
matriz de estados do sistema. O sobrescrito © denota transposi¢do de matriz ou vetor.

A obtencdo de um modelo dinamico da rede elétrica na formulacdo espaco-estado,
contudo, ndao € simples. Por defini¢do, os estados formam um conjunto minimo de
varidveis capazes de representar a dinamica de um sistema [55]. Assim sendo, deve-se

determinar um conjunto de correntes nos elementos indutivos e tensdes nos elementos

capacitivos que seja linearmente independente.

As dificuldades encontradas para se modelar a rede elétrica pelo método cldssico
espaco-estado podem ser superadas utilizando-se SD [16]-[19], [28], [33], [40]-[47],
[22], [23], [34], [50]. Neste método, em geral, os elementos do sistema sdo descritos nao
apenas por equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem, mas também por
equagdes algébricas. Além de serem utilizadas para complementar as descricoes
matematicas dos elementos, as equagdes algébricas servem para definir as conexdes
entre eles (topologia da rede) por meio da lei de correntes de Kirchhoff, escrita para
cada um dos nés da rede. Pode-se afirmar que a modelagem de redes elétricas por SD é
uma generalizacdo da modelagem por equacdes de estado. Esta maior generalidade
possibilita a obtencdo de modelos mais eficientes e facilita a implementacao
computacional. Em geral, o par de equagdes matriciais que modelam um sistema linear

na formulagdo por SD possui o0 seguinte aspecto:
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Tx(t)=Ax(r)+Bu(r) (2.3)

y(r)=C"x(¢)+ D u(r) (2.4)

Como se pode notar, a diferenca entre a formulacdo espaco-estado e a formulacdo
utilizando SD € a matriz T que multiplica a derivada temporal do vetor x. No caso da

matriz T ser a matriz identidade, o SD degenera na formulacio espago-estado.

2.2.1 Funcao de Transferéncia e sua Resposta em Frequéncia

Aplicando a transformada de Laplace a (2.3) e a (2.4), obtém-se:
sTx(s)=Ax(s)+Buls) (2.5)
y(s)=C"x(s)+ D u(s) (2.6)

Resolvendo (2.5) para x(s) e substituindo em (2.6), obtém-se:

¥(s)=[C7(sT- A)'B +D] u(s) @.7)

Analogamente ao caso escalar, a expressdo que relaciona o vetor de saidas y(s) com o

vetor de entradas u(s) é definida como matriz de FTs H(s):
H(s)=C"(sT-A)'B+D (2.8)

O sistema representado por (2.3) e (2.4) possui multiplas entradas e multiplas saidas
(sistema MIMO). Considerando apenas uma das varidveis de entrada (#) e uma das

variaveis de saida (y), tem-se um sistema SISO, dado por:
Tx(r)=Ax(r)+b ulr) (2.9)
y(t)=c"x(r)+d ulr) (2.10)

onde os vetores b e ¢ sdo colunas das matrizes B e C, respectivamente, e d um elemento

da matriz D. Neste caso, a matriz de FTs H(s) reduz-se a FT escalar H(s) dada por:
H(s)=c"(sT-A)'b+d (2.11)

A resposta em frequéncia da FT H € dada simplesmente pela substitui¢do de s por jm, ou

seja:

H(jo)=c"(joT-A)'b+d (2.12)
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2.2.2 Resposta no Tempo

Além da resposta no tempo obtida pela aplicacio da andlise modal, no caso da
modelagem da rede elétrica por SD € possivel obté-la também facilmente pela
integracdo numérica de (2.3), utilizando, por exemplo, o método de integracdo
trapezoidal, como mostrado a seguir.

Integrando (2.3) em relacdo ao tempo ¢, obtém-se:

t+At t+At t+At
T Jth=A det+B J.udt

t t t

t+At t+At
T [ x(r+Ar)-x(t) |[=A Ith+B Iu dt (2.13)

Aplicando a regra do trapézio a (2.13), obtém-se:
T x(r+Ar)-x(r) |= A [ x(t) + x(¢ + Ar) ]%+B[ u(t)+ulr +Ar) ]%
éT [ x(r+Ar)—x(r) |= A [ x(e)+x(r + Ar) |+ B[ u(r) +u(r + Ar) | .-

%Tx(t+At)—%Tx(t)=Ax(t)+Ax(t+At)+B[u(t)+u(t+At)]

(éT - AJ x(t+At)= (%T + Aj x(t)+ B[ u(t)+u(t + Ar) | (2.14)

O sistema linear dado por (2.14) pode ser resolvido a cada instante de tempo para o

vetor de estados expandido Xx.

A seguir sdo apresentadas as modelagens dos elementos basicos da rede elétrica por

sistemas descritores.

2.2.3 Circuitos RLC

Circuitos RLC série e paralelo sdo elementos basicos para a modelagem de diversos
componentes da rede, como cargas, bancos de capacitores, de indutores e de filtros

harmonicos passivos.
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2.2.3.1 RLC Série

Na Figura 2.1 estd mostrado um circuito (ramo) RLC série conectado entre as barras k e

j.
Vi i, Vi
J >
k FAAW}—'j
R L C
4—
Ve

Figura 2.1: Circuito RLC série

O comportamento elétrico deste elemento pode ser descrito por um conjunto de duas

equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem:

€=, (2.15)

(2.16)

onde v e v; sdo as tensdes nos nods k e j, respectivamente, . é corrente no ramo € v¢ € a
tensdo no capacitor. Quando ndo existe capacitor no circuito, (2.15) e (2.16) devem ser
substituidas por:

diy;

" (2.17)

2.2.3.2 RLC Paralelo

Na Figura 2.2 estda mostrado um circuito RLC paralelo conectado entre as barras k e j.

y V.
k .
i. J

X i
kl J L 4|
' A Jj
| L

Figura 2.2: Circuito RLC paralelo
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O comportamento elétrico deste elemento pode ser descrito por um conjunto de duas

equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem e uma equacao algébrica:

—= =y 2.18
G (2.18)

dv : 1 .
V=V, —ve =0 (2.20)

onde v, e v; s0 as tensdes nos nods k e j, respectivamente, i; € a corrente no ramo, ve € a

tensdo no capacitor e iy € a corrente indutiva. Quando nao existe indutor no circuito,

(2.18) e (2.19) devem ser substituidas por:

dv 1 )
C7tC=—EVC+lkj (2.21)

2.2.4 Lei de Correntes de Kirchhoff

Além das equagdes que descrevem o comportamento dos elementos da rede elétrica, a
formulacdo por SD exige que a lei de correntes de Kirchhoff seja escrita para cada um
dos seus nds fisicos. Suponha que uma barra genérica do sistema, j, esteja conectada a

um conjunto de barras Q ;. A lei de correntes de Kirchhoff estabelece que o somatério

de correntes que saem das barras pertencentes a Q ; e entram na barra j € nulo, ou seja:

2 iy =0 (2.22)

keQ,;

2.2.5 Exemplo de Modelagem de Rede Representada por Circuitos RLCs e

Fontes de Corrente

Na Figura 2.3 estd mostrado um sistema elétrico de trés barras modelado por circuitos
RLCs série e paralelo. Em cada uma das barras existe uma fonte de corrente. Este
circuito tem sido utilizado em diversos trabalhos para exemplificar, de forma tutorial, a
aplicacdo da andlise modal na solucdo de problemas de harmoOnicos em sistemas de

poténcia como, por exemplo, em [15]-[19].
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"121 liw

barra 2 barra 3
. lzo lléo
lzT
ICQ §R2 L, llljz V3 IC3 §R3 Ls lilﬁ

Figura 2.3: Sistema de trés barras
As equacdes de cada ramo deste sistema exemplo sao dadas a seguir.

Ramo LC paralelo conectado a barra 1:

L o Ve, (2.23)
d"cl . .
G 7 =—i; +iy (2.24)
M=V, = 0 (2.25)
Ramo RLC paralelo conectado a barra 2:

din, _ (2.26)

o O '

dv, 1
C P=—i, ——V +i 2.27

27 L R, c, T ho (2.27)
Vv, =ve, =0 (2.28)

Ramo RLC paralelo conectado a barra 3:
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L—2=ve, (2.29)
dv
C—=—i, —ivc +iy (2.30)
dt R, 7 -
v3=ve, =0 (2.31)

Ramo RL série conectado entre as barras 1 e 2:

di;,

L., —=
12 dt

Ramo RL série conectado entre as barras 1 e 3:

dij5

L
Bar

Aplicando a lei de correntes de Kirchhoff para cada né (barra) da rede elétrica, obtém-

Se:
0=—i\g—i;y — i3+ (2.34)
0=—iyy+ijy +i, (2.35)
0=—iy, +i5+1; (2.36)

O vetor x serd composto pelas varidveis de cada ramo (elemento) e das tensdes de cada

Il(), CoOmo S€ segue:
X= [’Ll Ve, ho i, Ve, o iy Ve, Bbo b2 b3 | ViV V3] (2.37)

Deve-se observar que os capacitores C;, C; e C3 sdo elementos em derivacdo, ou seja,
estdo ligados a terra. Neste caso, as varidveis v¢ de cada capacitor sdo iguais as tensoes
v de cada n6 e poderiam ter sido eliminadas, reduzindo-se as dimensdes do sistema de
equagdes. No entanto, para que a matriz T seja uma matriz diagonal isto ndo foi feito.
Sendo a matriz T diagonal, ela pode ser armazenada na forma de vetor esparso, trazendo

vantagens computacionais.

As varidveis de entrada u e de saida y foram consideradas, respectivamente, como as

correntes das fontes e as tensdes das barras, sendo dadas por:
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(2.38)
(2.39)

[i1 I i3]T
[Vl V V3]T

u

y
As matrizes T, A, B, C e D sao dadas a seguir. Para melhor visualizacdo da esparsidade

(2.40)
(2.41)

[ T B [ [J— iﬂ o
I I [ [ o I I I
. ——t——t——b—A————d——b =4 ———— et~ — = — 4 —— o ——}——
% | | [ [ [ I | |
= _ | I I [ — A I I
=} | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
= [ S I (U A A PRSI NN U NSO A S ST TTTrTT T T I T T T T T T T T T
©» I I I I I I I I i I i I I f— 1 [ [ R | |
o I I I I I I I I I I I I L L T I L1 L L L
m ——t A4 - - 4 —— 4+ —— | | | | | | | | | [ | |
b5) I I I I I I I I I I I | I I [ [ I [ [t I
£ I I I I I I I I I I I I I I [ [ [ TR | —
5 T T T T T T T T T T T T I I [ [ I [ Ly I I
= I I I I I I I I I | o I I I I o [ [ I I I
5} | | I I I I I I I LW | | ——t-——t-—fF-—d4-———t——F—f————t— A=~ —ft——f—-
< I I I I I I I I I I I I " " " " " " " " " 2" " "
it B et ity et s St dnten nbenind bt it Bl fenienks st = —
2 T T N N N A [ [ N [ R Al
= I I I I I I I I LT I I I I [ [ I [ I I I
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T T O A S TR B 1!
T T N N A S TR B [
A S Ry ST RN R S (R S (ST S S
B=| | P (2.42)
b —d——ft——d——t——F—d4——f————t——F—
T T N N A S B B |
L | | | | | | | | | | | |
N T T R (R R B B o T
T R ER B B [
R R i Ry S (RN S S SU SR N S S
O I R T T R R P (2.43)
=t —d——f ==t ——p—f——ft————t+——f—
T R ER B B |
L | | | | | | | | | | | |
o
[
e — 4 —
D= b (2.44)
S S

Observa-se que o sistema descritor, para esta ordenacdo, possui a seguinte forma:
T |0 % _ A A X 0,
L}f OZ}M_[—M o, |Lv] L) (24
X
y=l0] |1] {ﬂ +0,u (2.46)

sendo Xx; o vetor das variaveis dos elementos e v o vetor de tensdes dos nds, I a matriz

identidade e 0, e 0, matrizes nulas. A matriz T; € diagonal. Tem-se, portanto, que:

<= {ﬁ} (2.47)

\%

o]0

=l o, (2.48)
A= A, A,

=ran (2.49)
B= o 2.50
=T (2.50)
C=B (2.51)
D=0, (2.52)
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Seja n, o nimero de varidveis dos elementos e n, o nimero de ndés (barras) da rede

elétrica. As varias dimensOes das matrizes e vetores estao listadas na Tabela 2.2.

Tabela 2.2: Dimensoes das matrizes € vetores

Matriz/Vetor Dimensao
A, T n, Xn,
Ay, 04 n,xXn,
Matrizes
L0, n,xn,
AT (nv+nn)><(nv+nn)
B, C (nv +nn)><nn
X| n,
Vetores v, u,y n,
X n,+n,

A formulagdo por sistemas descritores produz matrizes com estruturas esparsas que
permitem a solu¢do computacionalmente mais eficiente que as da formulagdo por
equacdes de estado, embora para este sistema pequeno isto ndo seja aparente. Mesmo
considerando as maiores dimensdes das matrizes, sistemas de grande porte sdo mais

eficientemente resolvidos por sistemas descritores do que por equagdes de estado.

2.2.6 Fontes de Corrente entre Barras

Suponha que no sistema de trés barras mostrado na Figura 2.3 exista, como varidvel de
entrada, apenas a fonte de corrente i, =i. Neste caso, a matriz B e o vetor u que
modelam o efeito das fontes, se transformam no vetor b e no escalar u, respectivamente,

dados por:
b=[0 0 0 0000 0|0 1 0] (2.53)

u=i (2.54)

Considere, agora, uma fonte de corrente i conectada entre os nés 2 e 3, conforme
mostrado esquematicamente na Figura 2.4. Como pode ser observado, o efeito desta
fonte € o de injetar positivamente a corrente i no né 2 e negativamente no né 3. Conclui-

se, portanto, que o circuito mostrado na Figura 2.4 é equivalente ao mostrado na Figura
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2.5. De acordo com esta equivaléncia, o efeito da fonte conectada entre os nds 2 e 3

pode ser modelado pelo escalar u dado por (2.54) e pelo novo vetor b dado por:

b=[0 0 00000001 -1]" (2.55)

—O———e

Sistema de trés

; CD barras

Figura 2.4: Fonte de corrente conectada entre dois nés

o——o

Sistema de trés
barras

Figura 2.5: Circuito equivalente com fontes de corrente ligadas a barra de referéncia

2.2.7 Fontes de Tensao

Considere uma fonte de tensdo v, com impedancia interna z; dada por
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=R, +joL,; (2.56)

sendo m a frequéncia fundamental do sistema. Esta fonte, conectada entre as barras k e j,

estd mostrada na Figura 2.6.

Vi iy Vi

Ry Ly
Figura 2.6: Fonte de tensdo conectada entre as barras k e j

O comportamento elétrico desta fonte € descrito por:

_ di,

di
L~
1

d_:_Rf if—vk+v +vy, (2.57)

Considere o sistema de trés barras com a adi¢do de uma fonte de tensdo v, conectada

entre os nds 2 e 3, conforme mostrado na Figura 2.7.

e o

L

151 .
barra 1 Ilm

ilZl l i13
barra 2 i v barra 3
. é o Bt BT QAP .
IZT R, L ﬁ I B
i f 7 L
VZT l ZLQ V3T:|: C3 R3 L3 l iL3

Figura 2.7: Sistema de trés barras com fonte de tensao

Com excecdo do ramo da fonte de tensdo, as equacdes dos demais ramos sao
exatamente as mesmas do sistema original apresentado na Figura 2.3. De acordo com

(2.57), para o ramo da fonte, tem-se a seguinte equagao:
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di, _
Lfgz—Rf ip—Vvy+vy+vy (2.58)
Portanto, em relacdo ao sistema original, a consideracdo da fonte de tensdo adiciona
uma nova variavel de estado e uma nova varidvel de entrada, ou seja, a corrente ire a
tensdo interna vy, respectivamente. Note também que a corrente da fonte modificard as
equacdes (2.35) e (2.36), resultantes da aplicacd@o da lei de Kirchhoff aos nds (barras) 2
e 3 da rede elétrica. Para o novo sistema mostrado na Figura 2.7, estas equacoes se

modificam para:
0=—iyy +ip, +i,+i, (2.59)
0=—i3g +ij3 iy +i3 (2.60)

Desta forma, o sistema mostrado na Figura 2.7 serd descrito pelo conjunto formado
pelas equagdes numeradas de (2.23) a (2.33), acrescido de (2.58) (12* equacdo do
conjunto), que sdo provenientes das descricdes matemadticas dos elementos, e das
equagoes (2.34), (2.59) e (2.60) (trés ultimas equagdes do conjunto), provenientes da

aplicacdo da lei de correntes de Kirchhoff aos nés da rede elétrica.

As linhas e/ou colunas adicionadas aos vetores X € u e as matrizes T, A, B, C e D do
sistema original mostrado na Figura 2.3, para a consideracdo da fonte de tensdo
conectada entre os nés 2 e 3, conforme mostrado na Figura 2.7, estdo destacados em

amarelo nas equacdes a seguir.
R P T
o it haihzilp [ ViiVai Vs (2.61)

X=[ Ve tholny (Ves (ho il Ve

u:[vf§i1§i2§i3]T (2.62)
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(2.64)
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c 1
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————————————

D= [t (2.67)

2.2.8 Verificacao da Modelagem Descritora de Redes Contendo Circuitos RLCs e

Fontes de Tensao e Corrente

A verificacdo da modelagem descritora de redes elétricas formadas por circuitos RLCs
série, paralelo e fontes de tensdao e/ou corrente pode ser feita utilizando o circuito
mostrado na Figura 2.3. A frequéncia nominal do sistema é 50 Hz e as bases de tensdo e
poténcia sdo 20kV e 10 MVA, respectivamente. Seus parametros elétricos estdo

apresentados na Tabela 2.3.

Tabela 2.3: Parametros do sistema de trés barras

Indutancia (mH) Resisténcia () Capacitancia (UF)
L, 8.0 R 80.0 C 23.9

L, 424.0 R; 133.0 &) 8.0

Ls 531.0 Ri» 0.46 Cs 11.9
Li» 9.7 Ri3 0.55

L3 11.9

Considere, por exemplo, a aplicacio de um degrau unitdrio de corrente (em pu) na
barra 2 (as demais fontes de corrente que aparecem na figura estdo anuladas). Na Figura
2.8 estdo mostradas as curvas da tensdo resultante na barra 1, obtidas com a modelagem
proposta implementada em um programa desenvolvido em MATLAB e com o
programa comercial PSCAD. Como se pode observar, estas curvas sdo visualmente
coincidentes. Se ao invés de um degrau de corrente for aplicado um degrau de tensdo na
barra 2, as curvas de tensdo na barra 1 assumem o aspecto mostrado na Figura 2.9 e,

mais uma vez, verifica-se que os dois programas produzem resultados idénticos.
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Figura 2.8: Tensdo na barra 1 devida a um degrau de corrente na barra 2
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Figura 2.9: Tensdo na barra 1 devida a um degrau de tensdo na barra 2

2.2.9 Linhas de Transmissao

Nesta formulagdo, as linhas de transmissdao (LTs) da rede elétrica sdo modeladas por
uma série de circuitos 7. Na Figura 2.10 estd mostrada uma destas séries conectando os
nés k e j. Entre os nds fisicos k e j (barras do sistema), existem os nds internos ou
virtuais (necessdrios para a constru¢do dos modelos dos equipamentos) numerados de 1

a n, sendo o nd genérico denotado por m.
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ik, 1 i 2 1 ,m im,m+l Ip-1 n ii’l,j

Figura 2.10: Série de circuitos 7
Fazendo D i =0 para o n6 1, obtém-se:

C dv, . .
— =i, +i 2.68
> dr 12 Tl ( )

Fazendo » v=0 para a malha genérica definida pelos nés m, m+ 1 e de referéncia,

obtém-se:

di
L m,m+1 — —R i

d m,m+1 +vm _vm+] b mzlv n_l (2.69)
t s

Fazendo )i =0 para o n6 genérico m obtém-se:

cn_; m=2,n—1 (2.70)

" ‘m-1l,m m, m+1 °
dt

Fazendo Y i =0 para o n6 n, obtém-se:

Cd
= i 2.71)
24 "o

Das condicdes de contorno, tem-se que:
v = =0 (2.72)

v,=v; =0 (2.73)

2.2.10 Exemplo de Modelagem de Rede com Linha de Transmissao

A energizagdo de uma LT pode ser modelada por uma série de circuitos T conectada a
uma fonte de tensdo, conforme mostrado na Figura 2.11. Para facilidade de montagem
das matrizes e vetores resultantes da modelagem através da formulagdo descritora,
utilizaram-se apenas trés circuitos . Deve-se observar que para estudos envolvendo
linhas longas € necessdria a utilizacdo de um nimero consideravelmente maior de

circuitos Tt.
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Figura 2.11: Energizacdo de uma LT

Aplicando as equacdes numeradas de (2.68) a (2.73) ao circuito mostrado na Figura

2.11, obtém-se:

C dv, S
ST T Th T
2 dt ’ ’
dt
dv, .
C—==i,—0;
dt
di
dt
dvy .
C—==i3— I3,
dt
di
dt ’
Cdv, .
N T haTl
2 dt /
v, —v, =0
vy—v; =0

(2.74)

(2.75)

(2.76)

2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

No caso do circuito da Figura 2.11, a fonte de tensdo € ideal, ou seja, Ry=Ly=0. Logo

(2.57) reduz-se a:

A aplicacdo da lei de correntes de Kirchhoff ao né 1 resulta:

(2.83)

(2.84)
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A aplicacdo da lei de correntes de Kirchhoff ao né j resulta:

(2.85)

14,1-:0

O vetor x serd composto pelas varidveis dos circuitos T, da corrente da fonte e das

tensdes de cada n6 fisico, como se segue:

(2.86)

. . . . . . T
[1 hp Vo by V3 B3g Va4 g U Iy |Vk Vj]

X =

A varidvel de entrada € a tensdo da fonte conectada a barra k e as variaveis de saida

foram selecionadas como sendo as tensdes em cada n6 fisico. Logo:

(2.87)

I/l:Vf

(2.88)

T

[Vk Vj]

y:

As matrizes T, A, B, C e D sdo dadas a seguir.

(2.89)

S S VS S T

Cor

Co

T T T T T

[ T T
el _1__1

I B A

[ T T
e g

- T
[ I S SRS B

T By St

[ T T

[ T T
————f e ——+

T T

[ T T
——— et — e — = ——

[ R T

oo 19y
e e

T

I T e B
e R

T T R

A
= =

eyl

Noo
e e et

[ T T
Oley 1
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T IR b R B L]
S Ty 1 S O ) P A
Ci-Ri-1)

e —t———p———t———p———f———p—————— - = ——————
ST o S S S A
R T L o o T N S NN O B

I R R A T I
el 1L L __d__l___ ___

I b P11 —-Ri-11 | | I

A=l (290)
| | | | | | | 1 |
R Sy S ) N A
IR
——————t———F———t———F———t-———fF——————f——fF—————=

| | | | | ] | | =1

I I I I I I I I I I
=TT T TS

I I I I I I I I I -1

I I I I I I I I I I

T T T T T T T T T T

| | | | | | =11 1 |
N NN EON IS IS SN IR SU RIS PR IS S

I I I I I I I o I

i I I I I I I I I I I
B=[ | | b I (2.91)
R T R E T T B 1! T
R T R T E B R I
(::{—4——+——F—4——#—4——+——F—4——%—4—{‘ (2.92)
o '
[ T T T E T R I

D= {——} (2.93)

2.2.11 Verificacdo da Modelagem Descritora de Redes Contendo Linhas de

Transmissdao Modeladas por Séries de Circuitos 7

A verificacdo da modelagem descritora de redes elétricas contendo LTs pode ser feita

utilizando o circuito mostrado na Figura 2.11, utilizando trés circuitos 7.

O perfil geométrico da torre, a tensdo, os dados elétricos dos subcondutores, a
resistividade, a permitividade elétrica e a permeabilidade magnética do solo,
considerados para o célculo dos parametros elétricos por unidade de comprimento da

LT utilizada para os testes, estdo apresentados no Apéndice A.

Os valores destes pardmetros (sequéncia positiva) calculados para 60 Hz, utilizando a
metodologia descrita no item 2.3.8.5, e o comprimento da LT estdo apresentados na

Tabela 2.4.
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Tabela 2.4: Parametros da LT

Resisténcia Indutancia Capacitancia | Comprimento
(Q/km) (mH/km) (nF/km) (km)
0.0227578 0.883978 13.0175 300

Na Figura 2.12 estdo mostradas as curvas da tensdo resultante na Barraj (receptor),
devidas a energizagdo da LT, obtidas com o programa em MATLAB e com o programa

PSCAD. Como se pode observar, estas curvas sdo visualmente coincidentes.

S . Y
AN AAVIYIAYE
sV IR WY
ol \ \

- 0 IIO ZI(?rempO (ms)3I0 4I0 50

Figura 2.12: Energizacido de uma L'T modelada por trés circuitos

2.2.12 Modelagem de Sequéncia Positiva de Transformadores

Para um melhor entendimento do modelo proposto e das possibilidades de sua
aplicacdo, é necessdrio, primeiro, o estabelecimento de algumas defini¢des e conceitos,
o que serd feito nas duas proximas secoes.

2.2.12.1 Representacdo Complexa da Entrada

E bem conhecido que a funcdo real cosseno, dada por

f(t)=F, codwt +86) (2.94)
pode ser representada pela projecdo real da funcdo complexa
F(t)=F &/ (2.95)

onde
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F=F,e? (2.96)
Matematicamente, tem-se:

FO)=R[F ()] = R[E e (2.97)

A principal vantagem deste tipo de representacdo € a rapida determinacao da solucdo de
regime permanente de um circuito a uma entrada cossenoidal dada por (2.94). Devido as
propriedades analiticas de (2.95), em particular sua derivada temporal, as equagdes
diferenciais que descrevem o circuito podem ser transformadas em equagdes algébricas
no dominio da frequéncia. Assim, a solucio de regime permanente Y(¢) a entrada (2.95)

pode ser facilmente encontrada. Finalmente, a solu¢cdo y(r) a entrada (2.94) é obtida

simplesmente pela projecdo no eixo real de Y(¢), ou seja, y(t) = %[Y(t)].

Considerando uma fun¢do genérica real f, ao invés de simplesmente funcdes

cossenoidais, (2.97) pode ser generalizada por:
FO)=RFO]=R[E() e |= R[F, (1) ee i | (2.98)

onde F4() € uma funcdo de amplitude real ou complexa. Na literatura técnica [56]-[58]

F(r) é denominado fasor dinAmico.

Seja f um degrau unitdrio l(t) que pode ser representado por F A(t)zl(t) e 0=0=0.

Alternativamente, esta funcdo pode ser representada por F A(t):2><1(t), 0=60° e

(wr+0)

® =0, ou por F, (t)=e’ para quaisquer valores 0 e ®. De fato, a funcdo degrau

pode ser representada por qualquer combinacdo de Fu(f), 6 e ® tal que

R[F,(r)] cos(oor +6)— 3[F, (¢)] sin(er +6) =1(r).

A generalizagdo dada por (2.98) permite a definicdo de uma entrada de tensao trifasica

balanceada nao restrita a fun¢des cossenoidais, dada por

v )] [V, (0) 1
v, (t) =RV, (1) |=R | a® |V () ™ (2.99)
v0)] V() a
onde a=e/"?" ¢
V(t)=v,(r)e” (2.100)
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Da mesma forma que F(t), Va(f) pode ser uma func¢ao real ou complexa.

2.2.12.2 Fundamentos do Modelo de Sequéncia Positiva

Na Figura 2.13 estd mostrado um transformador trifasico Y-A ideal, alimentado por uma

entrada de tensdo trifdsica balanceada representada pelo vetor coluna

v, (r) v, (t) V,.(r)]".Este vetor é similar ao argumento do operador R em (2.99).
la 1b le g p

I 20( t ) Et)

D(?) ;261?) =
Figura 2.13: Transformador trifasico Y-A ideal
A tensdo secunddria fase-fase V2ab(t) estd relacionada com a tensdo fase-neutro
primdria V), (l) por
Vi (£) = V3, (£) =V, (1) = V3, (1) (2.101)

onde r € a relacdo de transformacao real, que considera o tap do transformador fora da
posicdo nominal. Uma vez que as tensdes primdrias sdo balanceadas, as secunddrias

também serdo. Assim, para a sequéncia positiva, tem-se:
V(1) =a’ V,,(¢) (2.102)

Substituindo (2.102) em (2.101), obtém-se:

V,,(1)= #Vm ()= %e‘”me () (2.103)

Fazendo o mesmo processo para as outras fases, obtém-se:
[Vo ) Vi, (1) Vo ()" =m [V, () v, () v, (e)]" (2.104)

onde
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m=r/3)e (2.105)
Note que o fabricante fornece os dados de m (mddulo e angulo) e ndo de r, que necessita

o fator de correcdo de /3 devido a conexio YA.

A Equacdo (2.104) sugere o modelo de sequéncia positiva mostrado na Figura 2.14 para
o transformador trifasico ideal considerando taps fora da posi¢do nominal e defasagem
angular entre enrolamentos. Nesta figura, Vi(r) € igual a Vy,(f), Vip(t) ou V(7).

Consequentemente V,(f) serd igual a Vo, (1), Vau(t) ou Vo (f), respectivamente.

L) | I(7)

L

Figura 2.14: Modelo de sequéncia positiva

|

Z(s) | Va(®)

Da Figura 2.14, tem-se
Vy(t)=mW(e) (2.106)
Uma vez que as poténcias no primdrio e secunddrio sdo iguais, pode-se escrever
V@)1, (t)=Vv,()1,(t) (2.107)
onde o sobrescrito * denota complexo conjugado.

Substituindo (2.106) em (2.107), obtém-se:
1,(t)=m" 1,(r) (2.108)

Tomando a razdo entre as transformadas de Laplace de (2.106) e (2.108), obtém-se:

1,(s) | I.(s) (2.109)

A razio Vz(s)/ Iz(s) ¢ igual a impedancia Z,(s) e a razdo Vl(s)/ I, (S) ¢ a impedancia
equivalente do primario Z;(s) (ou a impedancia Z,(s) referida para o primdrio do

transformador). Assim,
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Z,(5)=2,(s)/|m (2.110)

Note que o modelo de sequéncia negativa é andlogo. A unica diferenca é a defasagem
angular, que € igual ao negativo da defasagem do modelo de sequéncia positiva. Deve-
se obsevar que embora no desenvolvimento do modelo de sequéncia positiva do
transformador, mostrado na Figura 2.14, tenha sido utilizada a ligagdo YA, o que
corresponde a uma defasagem de —30° entre os enrolamentos, este modelo é valido para

qualquer angulo de defasagem [59], [60].

Diagramas de sequéncia zero para vdrias conexdes de enrolamentos de transformadores
podem ser encontrados em diversos livros texto, como, por exemplo, [61].

2.2.12.3 Consideragdes a Respeito da Resposta no Tempo

E importante enfatizar que o modelo de sequéncia positiva mostrado na Figura 2.14 ¢

apropriado para entradas de tensdo do tipo
Vi()=V(1)e™ =v,(t)e ™ =V, (t)e/ @+ 2.111)

onde V4(f) € uma funcdo de amplitude real ou complexa. Assim, caso se deseje a
resposta v,(f) a entrada real v(¢) € necessdrio, primeiramente, escrever vi(f) como a
projecdo real de V() dada genericamente por (2.111). As respostas as entradas de

tensao na forma de cosseno, degrau e impulso serdo analisadas a seguir.

Resposta ao Cosseno

Seja
v,(t) = cos(r + o) (2.112)
Fazendo V,(t)=1 e 6 =o em (2.111), obtém-se:
v (6)= RV, ()] = Rfe )] (2.113)

Note que V() corresponde a tensdo da fase a, Vi,(7), da entrada complexa trifasica

balanceada dada por:

Vi@)] 1
Vv, (1) |=] a® | /@) (2.114)
V()] [a
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Consequentemente, V,(f) corresponde a resposta da fase a do sistema a esta entrada. Por
outro lado, vi(f) corresponde a tensdo da fase a, vi,(f), da entrada real trifdsica

balanceada dada por:

Vi (1) Vi (t) cos(or +at)
v ) | = | v, () | =] coslor + o+ 240°) 2.115)
v (t) Vi.(¢) cosor +0+120°)

Consequentemente, v, (t)= EK[VQ (t)] corresponde a resposta da fase a do sistema a esta

entrada.

Resposta ao Degrau

Neste caso, tem-se:
v (t)=1() 2.116)
Fazendo V,(t)=1(f) e 6= =0 em (2.111), obtém-se:
v (6) = [, ()] = R[1()] (2.117)

Note que Vi(¥) corresponde a tensdo da fase a, Vi,(f), da entrada complexa trifdsica

balanceada dada por:

Vi) [1
V(1) |=|a® |1(r) (2.118)
Vit)] | a

Consequentemente, V,(f) corresponde a resposta da fase a do sistema a esta entrada. Por
outro lado, vi(f) corresponde a tensdo da fase a, v,(f), da entrada real trifdsica

balanceada dada por:

Vla(t) ‘/la(t) 1
v ()| =RV, () | |=|-0.5]1() 2.119)
vlc(t) Vlc(t) -0.5

Consequentemente, Vv, (Z)z %[Vz (t)] corresponde a resposta da fase a do sistema a esta

entrada.

Resposta ao Impulso

Finalmente, neste caso, tem-se:
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v(r)=8(t) (2.120)
Fazendo VA(t) =0(t) e =w=0em (2.111), obtém-se:

v (1) =RV, ()] = RI3()] (2.121)

Note que V() corresponde a tensdo da fase a, Vi,(f), da entrada complexa trifasica

balanceada dada por:

Vi@®)] [1
Vi) | =|a® | 8(¢) (2.122)
V)| |a

Consequentemente, V,(f) corresponde a resposta da fase a do sistema a esta entrada. Por
outro lado, vi(f) corresponde a tensdo da fase a, vi,(f), da entrada real trifasica

balanceada dada por:

v, () Vi (t) 1
v, (1) | =R} Vi, (1) | [=]-0.5[8(r) (2.123)
v (1) V)] | |-05

Consequentemente, VZ(I)Z m[Vz(t)] corresponde a resposta da fase a do sistema a esta

entrada.

Considerando um passo de integracdo apropriado A¢, um impulso unitdrio no dominio
do tempo pode ser aproximado pela funcdo triangular mostrada na Figura 2.15, onde

k<<1 (e.g. 107%.

k At

»
L

kAt 2 k At

Figura 2.15: Aproximag¢ao da fun¢do impulso unitario por uma fungdo triangular
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E importante observar que (2.119) e (2.123) sdo entradas de tensao trifdsica balanceada
na forma de degrau e de impulso, generalizando, desta forma, a defini¢do que existia

somente para entradas cossenoidais, dadas por (2.115).

2.2.12.4 Transformador de Dois Enrolamentos

Na Figura 2.16 estd representado o diagrama elétrico de sequéncia positiva de um
transformador de 2 enrolamentos com suas grandezas em pu conectando os nds k e j de
uma rede elétrica. Os simbolos m; e my denotam relagdes de transformacdo que
modelam os faps do transformador. Ry e Ly denotam a resisténcia e a indutincia de
dispersdo total dos enrolamentos. Os demais simbolos referem-se as grandezas de

tensao e corrente definidas conforme convencao na figura.

Deve-se observar que o angulo de defasagem, devido a diferentes tipos de ligacdo entre
os enrolamentos primdrio e secunddrio, pode ser considerado definindo-se as relacoes
de transformacao m; e m, como nimeros complexos, com os seus mddulos definidos
pelas posi¢des relativas dos taps em relacdo as posi¢cdes nominais e angulos definidos

pela defasagem existente entre os enrolamentos e um enrolamento ficticio ligado em Y.

Assim, para o primdrio ligado em Y e o secunddrio em A, tem-se m, :|m1| e

n72:|n72|e_j300.

Ik 1 12 Ij2

k my: 1 1 Rr Ly 2 1:my j

Figura 2.16: Modelo de um transformador de 2 enrolamentos com taps

fora da posi¢do nominal e grandezas em pu

A queda de tens@o v, , entre os nos 1 e 2 € dada por:

Ry i+, 212
1% = 4
1,2 T U2 T dr

Tem-se que:
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Vi =V =V, (2.125)
No entanto,

v =(1/m)v, (2.126)

v, = (1/m,) v, (2.127)

Substituindo (2.126) e (2.127) em (2.125), obtém-se:

Ve VY
Vp=——— (2.128)
mm
Substituindo (2.128) em (2.124), obtém-se:
dl v V.
Ly —2 =Ry i+~ - (2.129)
dt m, m,

2.2.12.5 Exemplo de Modelagem de Rede com Transformador de Dois Enrolamentos

Na Figura 2.17 estd mostrada uma rede contendo um transformador de dois

enrolamentos, uma fonte de tensao e dois circuitos RLCs.

iy i1 i12 lja R L.
J 7

—> — — -
Ry Ly k my: 1 1 Rr Ly 2 1:m, J o)
G o

V/T Tvk ij ¢ —

Figura 2.17: Rede contendo transformador de dois enrolamentos

As equacdes diferenciais e algébricas de cada elemento do circuito sdo desenvolvidas a

seguir.
e Ramo RL série conectado entre as barras j e de referéncia

De acordo com (2.17), tem-se:
L._a:_R.,-g,{g)J,v, (2.130)

e (Capacitor conectado entre as barras j e de referéncia

De acordo com (2.20) e (2.21), tem-se:
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i ,-§2> (2.131)

vi=ve, =0 (2.132)

e Transformador conectado entre as barras 1 e 2

A consideracdo do transformador € feita pela equacdo (2.129), repetida a seguir.
Ly —2 =Ry i, +—*——L (2.133)

e Fonte de tensdo conectada entre as barras 1 e de referéncia
De acordo com (2.57), tem-se:

dif .
Lfgz—Rflf—vk+vf (2.134)

A seguir serdo obtidas as equacdes provenientes da aplicacdo da lei de Kirchhoff para

correntes aos nds do sistema:

e N6k
i =i, =0 (2.135)
No entanto, tem-se que:
I :Lilz (2.136)
S :

Substituindo (2.136) em (2.135), obtém-se:

. 1 .
if —m—l*ll,z =0 (2.137)
e No§j
—i,—i%-i%=0 (2.138)
No entanto, tem-se que:
. 1.
Lio=="%ho (2.139)
m,

Substituindo (2.139) em (2.138), obtém-se:
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(2.140)

O vetor x serd composto pelas varidveis de cada elemento e das tensdes de cada no,

CoOmo s€ segue:

(2.141)

(2.142)

(2.143)

(2.144)

(2.145)

As matrizes T, A, B, C e D sdo mostradas a seguir.

(2.1406)

(2.147)
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A partir das matrizes determinadas neste item, para redes elétricas com transformadores
com relacdes de transformacdo representadas por nimeros complexos, pode-se concluir

que as equacoes (2.45) e (2.46) sdo generalizadas para:

T |0 | x A A |x 0,
. —|= - — |+ — [u (2.148)
X
y=|o" | 1]{7‘}0” (2.149)
onde o sobrescrito representa o conjugado transposto.
2.2.12.6 Verificacdo da Modelagem Descritora de Redes Contendo Transformadores

de Dois Enrolamentos

A verificacdo da modelagem descritora de redes elétricas contendo transformadores de
dois enrolamentos pode ser feita utilizando o circuito mostrado na Figura 2.17, onde o
primdrio e secundério estdo conectados as barras k e j, respectivamente. Os dados do
transformador estdo apresentados na Tabela 2.5 e os dados dos demais componentes do

sistema na Tabela 2.6.

Tabela 2.5: Parametros do transformador

. _ | Tensao Impedancia de cc (pu)
Enrolamento | Ligagao kV) Tap (pu) (Spase = 500 MVA)
Primario Y 500 1
N =R +jo j0.10
Secunddrio A 230 1.05¢730 T br

Tabela 2.6: Parametros dos demais componentes do sistema

Indutancia (H) Resisténcia () Capacitancia (UF)
Ly 0.265 Ry 10 G 1.4
L; 1 R; 550

Note que a fonte de tensdo vy, atrds da impedéancia z,=R;+ j®L, pode ser

interpretada como um equivalente de Thévenin.

Na Figura 2.18 (a) estdo apresentadas as respostas de tensdo na barra j (secundério),

devidas a uma entrada de tensdo vy na forma de cosseno unitdrio, obtidas com o
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programa em MATLAB e com o programa PSCAD. No caso do programa PSCAD, a
resposta de tensdo tragada € a da fase a e a fonte de tensao trifdsica balanceada aplicada

¢ dada por (2.115).

As respostas de tensdo na barra j, devidas a uma entrada de tensdo vy na forma de degrau
unitdrio, obtidas com o programa em MATLAB e com o programa PSCAD, estdo
mostradas na Figura 2.18 (b). No caso do programa PSCAD, a resposta de tensdo

tracada € a da fase a e a fonte de tensdo trifasica balanceada aplicada € dada por (2.119).

Na Figura 2.18 (c) estdo apresentadas as respostas de tensdo na barra j, devidas a uma
entrada de tensdo v; na forma de impulso unitdrio, obtidas com o programa em
MATLAB e com o programa PSCAD. No caso do programa PSCAD, a resposta de
tensdo tracada é a da fase a, obtida derivando-se em relagdo ao tempo a resposta ao
degrau mostrada na Figura 2.18 (b), utilizando um bloco derivativo numérico disponivel
no programa. No caso do programa em MATLAB, a funcdo impulso foi aproximada

pela funcdo triangular mostrada na Figura 2.15.
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Figura 2.18: Respostas de tensdo na barra j devidas a entradas de tensdo

com formas de onda de cosseno, degrau e impulso

As tensdes de regime permanente (500 ms a 530 ms) nas barras k (primdrio) e j

(secundario), devidas a uma entrada de tensao na forma de cosseno unitario, calculadas
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pelo programa em MATLAB (correspondentes a fase a do PSCAD), estdo mostradas na
Figura 2.19. A defasagem entre a tensdo do secunddrio e a do primdrio é claramente
notada e de aproximadamente —30°. Se a indutdncia de dispersdo fosse zero
(transformador ideal) entdo esta defasagem seria de exatamente —30°. A amplitude da
tensdo na barra j € normalmente reduzida em relac@o a da barra k por causa da queda de

tensdo sobre a indutancia de dispersdo. No entanto, a amplitude da barra j € maior

devido ao tap do enrolamento secunddrio estar na posi¢ao de 1.05 pu.

1.2
03 7<\ m —Primdrio | |

A\ [/ A\

bTensﬁC(D) (pu)o

T
=
e
T~

500 510 520 530
Tempo (ms)

Figura 2.19: Tensdes de regime permanente devidas a uma entrada

de tensdo na forma de cosseno unitario

2.2.12.7 Transformador de Trés Enrolamentos

Na Figura 2.20 estd representado o diagrama elétrico de sequéncia positiva de um
transformador de 3 enrolamentos com suas grandezas em pu conectando os nés k, j e [
de uma rede elétrica. Os simbolos m,, m, e m; denotam relacdes de transformacgdo
que modelam os faps do transformador, podendo assumir valores complexos, conforme

mencionado no item 2.2.12.4. Ry, Ly, Ry, Ly, Ry, e Ly, denotam as resisténcias e

as indutincias de dispersdo dos enrolamentos conectados as barras k, j e I,
respectivamente. Os demais simbolos referem-se as grandezas de tensdo e corrente

definidas conforme convencdo na figura.
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Figura 2.20: Modelo de um transformador de 3 enrolamentos com taps

fora da posi¢do nominal e grandezas em pu

A queda de tens@o v, , entre os nos 1 e 4 € dada por:

R i +1L, diy 4
V4= i
1.4 7, W4 T
diy 4 .
L, ——=—=Ry i ,+V 4 (2.150)
bodt b ’
Tem-se que:
Vg =Vi—V, (2.151)
No entanto,
Vi = (1/m1) Vi (2.152)
Substituindo (2.152) em (2.151), obtém-se:
vy =y 2.153
1.4 m 4 (2.153)
Substituindo (2.153) em (2.150), obtém-se:
di Y
L, —2=—R, i, +*—v, (2.154)
bodt T oomy
Analogamente, tem-se:
L, dira R, i), 4+ 2.155
——=—R, i ——v )
> 7, b4 m, 4 ( )
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diz 4 , %
Ly~ ~=—R, 13’4+El_v“ (2.156)

Aplicando a lei de Kirchhoff para as correntes ao n6 4, obtém-se:

hgatihytiz4=0 (2.157)

2.2.12.8 Exemplo de Modelagem de Rede com Transformador de Trés Enrolamentos

Na Figura 2.21 estd mostrada uma rede contendo um transformador de trés

enrolamentos e circuitos RLCs.

i1

Vi

Figura 2.21: Rede contendo transformador de trés enrolamentos

As equacdes diferenciais e algébricas de cada elemento do circuito sdo desenvolvidas a

seguir.
e Ramo RL série conectado entre as barras j e de referéncia

De acordo com (2.17), tem-se:

di'l)
L, SR i) 4, (2.158)

e (Capacitor conectado entre as barras j e de referéncia

De acordo com (2.20) e (2.21), tem-se:
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L =) (2.159)

ViV, =0 (2.160)
e Ramo RL série conectado entre as barras 3 e de referéncia

De acordo com (2.17), tem-se:

p
LY~ R4, 2.161)
dt ’

e Transformador conectado entre as barras k, j e [

A consideracdo do transformador € feita por meio das equacoes (2.154), (2.155), (2.156)
e (2.157), repetidas a seguir.

di . %
L fz—RT] i+, (2.162)

t m
LTdi“ Ry, iy 4+ 2.163

—=—R; i), +———V :

2 g 7, 12,4 m, 4 ( )
—==—Ry iy, +——v 2.164
LT} dt T; "3.4 s 4 ( )
hatiati,=0 (2.165)

e Fonte de tensdo conectada entre as barras 1 e de referéncia
De acordo com (2.57), tem-se:

dif .
Lfgz—Rflf—vk+vf (2.166)

A seguir serdo obtidas as equacdes provenientes da aplicacdo da lei de Kirchhoff para

correntes aos nods fisicos (barras) do sistema:
e NOKk

No entanto, tem-se que:
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. 1.
i =—%ha
my

Substituindo (2.168) em (2.167), obtém-se:

Ly g =0
m
e No§j
- l% - ’523 —i;,=0
No entanto, tem-se que:
1 .
lin P
m,
Substituindo (2.171) em (2.170), obtém-se:
_i% - ’523 - 1* iy =0
m,
e N6/
ho=i3=0
No entanto, tem-se que:
. 1 .
3 ="%1l4
ms
Substituindo (2.174) em (2.173), obtém-se:
. 1.
—ho——<h4=0
my

(2.168)

(2.169)

(2.170)

(2.171)

(2.172)

(2.173)

(2.174)

(2.175)

O vetor x serd composto pelas varidveis de cada elemento e das tensdes de cada no,

CoOmo s€ segue:

x=l0 v, i

A entrada u e a saida y, neste caso, sdo dadas por:

U=vy

0 o ha laa Iyg Vg Ly | ViV Vl]

(2.176)

(2.177)
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(2.178)

(2.179)
(2.180)

(2.181)
53

[ |
Ve ViV

y:

As matrizes T, A, B, C e D sao dadas a seguir. Para melhor visualizacdo da esparsidade
dessas matrizes, deixou-se em branco as posicdes das matrizes relativas a elementos

nulos.
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(2.182)

2.2.12.9 Verificacdo da Modelagem Descritora de Redes Contendo Transformadores

de Trés Enrolamentos

A verificacdo da modelagem descritora de redes elétricas contendo transformadores de
trés enrolamentos pode ser feita utilizando o circuito mostrado na Figura 2.21, onde o
primdrio, secunddrio e tercidrio estdo conectados as barras k, j e [, respectivamente. Os
valores dos parametros elétricos atribuidos aos componentes deste sistema foram
retirados da referéncia [36], sendo que os dados do transformador estdo apresentados na

Tabela 2.7 e os dados dos demais componentes do sistema na Tabela 2.8.

Tabela 2.7: Parametros do transformador

Enrolamento Ligacdo | Tensdo (kV) | Tap (pu) In(lglifficég g el\/([:{:/g))u)
Primdrio Y 500 1 27, j0.15
Secundario Y 230 1.05 i, j 0.20
Terciario A 13.8 e~ 130° 27, j0.40

Tabela 2.8: Parametros dos demais componentes do sistema

Indutancia (H) Resisténcia (€2) Capacitancia (UF)
Ly 0.265 Ry 10 G 1.4
L; 1 R; 550
L 0.0101 R 0.0544

As impedancias

ZT] :RTI +](qu~1

ir, = RTz + jO)LTz

iy, =Ry, + jO Ly,

(2.183)

(2.184)

(2.185)
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conectadas entre os nés internos 1 e 4, 2 e 4 e 3 e 4, relacionam-se com as impedancias

de curto-circuito do transformador por:

I

o =5 (e, 2, —3n,) (2.186)
1

2, = e, +n, ) 2187
1

o, = ke, +n, ~7n,) (2.188)

Na Figura 2.22 (a) e (b), estdo apresentadas as respostas de tensdo nas barras j e [
(secunddrio e tercidrio, respectivamente), devidas a uma entrada de tensdo vy na forma
de cosseno unitério, obtidas com o programa em MATLAB e com o programa PSCAD.
No caso do programa PSCAD, as respostas de tensao tracadas sdo as da fase a e a fonte

de tensdo trifdsica balanceada aplicada € dada por (2.115).

As respostas de tensdo nas barras j e [, devidas a uma entrada de tensdo vy na forma de
degrau unitario, obtidas com o programa em MATLAB e com o programa PSCAD,
estdo mostradas na Figura 2.22 (c¢) e (d). No caso do programa PSCAD, as respostas de

tensdo tracadas sdo as da fase a e a fonte de tensdo trifdsica balanceada aplicada é dada

por (2.119).

Na Figura 2.22 (e) e (f), estdo apresentadas as respostas de tensdo nas barras j e [,
devidas a uma entrada de tensdo vy na forma de impulso unitdrio, obtidas com o
programa em MATLAB e com o programa PSCAD. No caso do programa PSCAD, as
respostas de tensdo tracadas sdo as da fase a, obtidas derivando-se em relagdo ao tempo
as respostas ao degrau mostradas na Figura 2.22 (¢) e (d), utilizando um bloco
derivativo numérico disponivel no programa. No caso do programa em MATLAB, a

funcdo impulso foi aproximada pela funcdo triangular mostrada na Figura 2.15.
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Figura 2.22: Respostas de tensdo nas barras j e [ devidas a entradas de tensdo

com formas de onda de cosseno, degrau e impulso

A andlise das tensdes de regime permanente nos terminais do transformador de trés
enrolamentos € bastante similar a realizada para o transformador de dois enrolamentos
no item 0. Mesmo assim, julga-se interessante fazé-la, conforme a seguir. As tensoes de
regime permanente (500 ms a 530 ms) nas barras k, j e [ (primdrio, secundario e
terciario, respectivamente), devidas a uma entrada de tensdo na forma de cosseno
unitdrio, calculadas pelo programa em MATLAB (correspondentes a fase a do

PSCAD), estdo mostradas na Figura 2.23. A defasagem entre a tensdo do tercidrio e as
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tensoes dos outros dois enrolamentos € claramente notada e de aproximadamente —30°.
Se as indutancias de dispersdo fossem zero (transformar ideal) entdo esta defasagem
seria de exatamente —30°. As amplitudes das tensdes nas barras j e / sio normalmente
reduzidas em relagdo a da barra k por causa das quedas de tensdes sobre as indutancias
de dispersdo. No entanto, a amplitude da barra j € maior devido ao tap do enrolamento

secunddrio estar na posi¢ao de 1.05 pu.

08 LN | scomitio -
\ 77\ o
NV/EERN
N A/
wl N\ L/ \\_//
A oA

o
~

Tensao (pu)
)
)

=)
~

-1.2

Figura 2.23: Tensoes de regime permanente devidas a uma entrada

de tensdo na forma de cosseno unitario

2.3 MATRIZ Y(s)

As relagdes dinamicas entre as diversas entradas e saidas de uma rede elétrica podem
ser modeladas diretamente no dominio da frequéncia complexa s, por meio da seguinte
formulacdo matricial [12], [13], [20], [21], [24]-[27], [35], [36], [48], [49], [22], [23],
[34], [50]:

Y(s) x(s) =B u(s) (2.189)
y(s) =C x(s)+ D u(s) (2.190)

onde x é o vetor de varidveis usualmente composto pelas tensdes das barras e correntes
das fontes de tensdo da rede, u um vetor de varidveis de entrada e y um vetor de
variaveis de saida. As matrizes B, C e D sdo constantes. Por outro lado, Y(s) é uma

matriz cujos elementos sdo, em geral, funcdes ndo lineares de s.
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Para uma rede elétrica composta por elementos passivos e por fontes de corrente, sua
matriz Y(s) é construida de forma andloga a utilizada para construir a matriz de
admitincias nodais na frequéncia fundamental, comumente utilizada em ferramentas
computacionais de andlise de sistemas elétricos de poténcia (fluxo de poténcia, curto

circuito, estabilidade eletromecanica, etc.). Assim sendo, o elemento diagonal y; da

matriz Y(s) € calculado pela soma de todas as admitancias elementares conectadas ao né

i. Adicionalmente, o elemento fora da diagonal y, ¢ igual ao negativo da soma das

admitincias elementares conectadas entre os nds i e j. Para redes que também
contenham fontes de tensdo, equacdes extras baseadas nas leis de Kirchhoff devem ser

escritas para os nés da rede conectados a estas fontes.

A andlise modal da rede elétrica (cédlculo de polos, zeros, sensibilidades, etc.) pode ser
realizada utilizando algoritmos baseados no método de Newton [48], [49] e [37], o que
exige a obtencdo da matriz derivada de Y(s) em relacdo a s. Esta matriz derivada pode
ser obtida analiticamente seguindo as mesmas regras de montagem da matriz Y(s).
Neste caso, estas regras devem ser aplicadas as derivadas em relacio a s das
admitancias elementares do sistema.

2.3.1 Funcao de Transferéncia e sua Resposta em Frequéncia

Resolvendo (2.189) para x(s) e substituindo em (2.190), obtém-se:

¥(s)=[C"Y(s" B +D ] uls) (2.191)

Analogamente ao caso escalar, a expressao que relaciona o vetor de saidas y(s) com o

vetor de entradas u(s) € definida como matriz de FTs H(s):
H(s)=C"Y(s)'B+D (2.192)

O sistema representado por (2.189) e (2.190) é um sistema MIMO, possuindo muiltiplas
entradas e multiplas saidas. Considerando apenas uma das varidveis de entrada (u) e

uma das varidveis de saida (y), tem-se um sistema SISO, dado por:
Y(s) x(s) =b u(s) (2.193)
y(s) =" x(s) + D u(s) (2.194)

onde os vetores b e ¢ sdo colunas das matrizes B e C, respectivamente, e d um elemento

da matriz D. Neste caso, a matriz de FTs H(s) reduz-se a FT escalar H(s) dada por:
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H(s)=c"Y(s)"'b +d (2.195)
A resposta em frequéncia da fun¢do de transferéncia H € dada simplesmente pela

substituicdo de s por jo, ou seja:

H(jo)=c"Y(jw)'b+d (2.196)

2.3.2 Resposta no Tempo

Além da resposta no tempo obtida pela aplicacio da andlise modal, no caso da
modelagem da rede elétrica por matriz Y(s) € possivel obté-la também utilizando
técnicas avancadas para o cdlculo numérico da transformada inversa de Laplace de
(2.189) ou de (2.191) [62]. No entanto, julga-se que a implementagdo computacional de
alguma destas técnicas seja desnecessdria para os objetivos deste item, pois a
verificacdo dos modelos dos componentes de redes elétricas pode ser feita pela

comparacao entre respostas em frequéncia ou pela resposta no tempo modal.

A seguir sdo apresentadas as modelagens dos elementos bdsicos da rede elétrica por

matriz Y(s).

2.3.3 Circuitos RLC

Como ja mencionado anteriormente, circuitos RLC série e paralelo sdo elementos
béasicos para a modelagem de diversos componentes da rede, como cargas, bancos de

capacitores, de indutores e de filtros harmonicos passivos.

2.3.3.1 RLC Série

Na Figura 2.24 estd mostrado um circuito RLC série conectado entre as barras k e j.

]

Figura 2.24: Circuito RLC série

A impedancia deste elemento € dada por:

1
=R+sL+— (2.197)
h)

Lyerie

e sua admitancia por:
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1 1

ysérie = =
Lserie R+SL+L (2198)
sC
Derivando (2.198) em relagdo a s, obtém-se:
- L+ 21
dysérie _ s C
ds 2 (2.199)
(R +sL+ )
s

2.3.3.2 RLC Paralelo

Na Figura 2.25 estd mostrado um circuito RLC paralelo conectado entre as barras k € j.

Y

|
J1
C

Figura 2.25: Circuito RLC paralelo

A admitancia deste elemento € dada por:

—l+i+sC (2.200)
yparalelo R L :
Derivando (2.200) em relagdo a s, obtém-se:
dypamlelo 1
——=C—-—— 2.201
ds s?L ( )
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2.3.4 Exemplo de Modelagem de Rede Representada por Circuitos RLCs e

Fontes de Corrente

Considere como varidveis de entrada u e de saida y do sistema elétrico de trés barras,
mostrado na Figura 2.3, as correntes das fontes e as tensdes das barras, respectivamente,

dadas por:
u=[i, i, i)" (2.202)
y=b v, w»l (2.203)

A modelagem por matriz Y(s) (equacdes (2.189) e (2.190)) deste sistema possui o

seguinte formato:

| _1 | T .
RAUIREREAEN | BN B e | e
Yar | Yoo | vy |=| 1] ) (2.204)
R s At Il Bt ==t || ==
Vi | RIRIAL L 1_ L 13
vl [t Vv [ G
- —de—t— || == -t | ==
vy = 11 vy |H] Iy (2.205)
= ==t || == ==t || ==
V3 oL IR

Neste caso, onde as entradas sdo correntes injetadas em cada barra do sistema e as
saidas sdo as tensOes resultantes em cada uma delas, as matrizes B e C sdo iguais a
matriz identidade de dimensdo igual ao nuimero de barras do sistema.

Consequentemente, as equagdes (2.204) e (2.205) se reduzem ao formato mais familiar

Yv=i:

Yo | Wil=|h (2.206)

De acordo com as equacdes (2.198) e (2.200) e com as regras de formacdo da matriz

Y(s), seus elementos sdo dados por:

1 1 1
Y :(_"‘SClj"'[ j"‘( J (2.207)
sLy Riy + 5Ly Ri3 + 5Ly
Yo=Y -1 (2.208)
Y Ty .
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Y3=¥n =" 2.209
BT Ry +sL, ( )
= L+L+SC + ; (2210)
= R, sL ’ Riy +sLy .
1 1 1
Yoy =| — Gy |+ —— @2.211)
Ry sl Ris +s L

A derivada da matriz Y(s) possui o seguinte formato:

d)’n/ds : d)’12/ds idY13/dS

dY s) | ————F- 44—
%= dyy, [ds | dyy/ds | (2.212)

______ 4

d)’31/ds | | a’y33/ds

De acordo com as equacdes (2.199) e (2.201) e com as regras de formacdo da matriz

dY(s)/ds, seus elementos sao dados por:

%: _ 1 - L, —L;
ds (Cl szlﬂj—i{(Rlz+Slﬂz)2}+{(R13+SLl3)2} 2213

dy, _ dy,, _ Ly,
ds ds  (R,+sLy,)

(2.214)

dy;; _dyy _ L
dS ds (R13 + Sl’l3 )2 (2215)
d 1Y [ - |
D, ———|+ be (2.216)
ds 5™ L, _(R12+SL12) i
d 1Y [ - |
e o Y L (2.217)
ds 'Ly ) [ (Ry+sLys) |

2.3.5 Fontes de Corrente entre Barras

A modelagem de fontes de correntes por matriz Y(s) € andloga a modelagem por SD.
Como no item 2.2.6, suponha que no sistema de trés barras mostrado na Figura 2.3
exista, como varidvel de entrada, apenas a fonte de corrente i, =i. Neste caso, a matriz
B e o vetor u que modelam o efeito das fontes, se transformam no vetor b e no escalar

u, respectivamente, dados por:

62



b=[ 1 o] (2.218)
u=i (2.219)

No caso de uma fonte de corrente i conectada entre os nds 2 e 3, conforme mostrado

esquematicamente na Figura 2.4, o vetor b € dado por:

b= 1 -1]" (2.220)

2.3.6 Fontes de Tensao

Considere o sistema de trés barras com fonte de tensdo mostrado na Figura 2.7.

Aplicando a lei de correntes de Kirchhoff para cada n6 (barra) deste sistema, obtém-se:

N6 1
Yuvit Y vy +yi3vs =i (2.221)
N6 2:
Voa Vit Y Vo =i +ip o
Vo Vit Y Vo =iy =i, (2.222)
N6 3:

Ya ity v =iy —ip
YVt Yy vatis =03 (2.223)
Aplicando a lei de tensdes de Kirchhoff a fonte de tensdo, obtém-se
Vo mV3 =V —Zplp

v2—v3+zfif=vf (2.224)

onde zr € dado por (2.56) substituindo j® por s. As equacOes numeradas de (2.221) a

(2.224) podem ser escritas na forma matricial, como:
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| | .
Vi )ﬁz_{ Y13 Vi Ul

' =1||v I
_yzl_%_y_ﬂ_ﬁ:___ B | e P et (2.225)
Y31 Y | L) | &

Note que em (2.225) a matriz B € igual a matriz identidade. Considerando as varidveis

de saida como as tensOes nas barras, tem-se:

V) I
v 1y 00 s
—— A=t === |V, ——d— - I,
vy l=t o = | (2.226)
- —A——t——— || V3 i e e I &]
12 IS S e A e
l \%
f f

Neste exemplo, a derivada da matriz Y(s) é dada por:

dyy/ds | dyiy/ds | dys/ds |

dy Jds | dy,, /ds |
d¥(s) _|Du/ds idynfds) | 2227
ds dys, /ds | | dyys/ds

No caso de redes elétricas com diversas fontes de tensdo, (2.225) pode ser generalizada

como
I

______ b ||| =| - (2.228)
|

onde Ypys(s) € igual a matriz Y(s) desconsiderando as fontes de tensdo do sistema. A
matriz F € composta por ny linhas (ny denota o nimero de fontes de tensdo) e n colunas
(n denota o nimero de barras do sistema). As linhas da matriz F sdo compostas por
elementos nulos exceto nas posi¢des correspondentes as barras entre as quais as fontes
de tensdo estdo conectadas. Nestas posi¢des, os elementos possuem valores iguais a 1
(correspondente a barra onde a corrente da fonte entra) e -1 (correspondente a barra
onde a corrente da fonte sai). Caso uma destas barras seja a de referéncia, apenas o valor
1 deveré ser colocado na posi¢ao correspondente a outra barra. A matriz Zs é diagonal,
de dimensdo igual a n; e seus elementos sdo iguais as impedancias internas das fontes.
Os vetores v e ir possuem dimensdo igual a ny e sdo compostos pelas tensdes internas e
correntes das fontes, respectivamente. Os vetores v e i possuem dimensdo igual a ne sao

compostos pelas tensdes e inje¢des de correntes nodais.
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A partir de (2.228), a derivada da matriz Y(s) pode ser facilmente generalizada como

N ﬂi___ (2.229)

onde dYpus(s)/ds € a derivada da matriz Ypus(s). A matriz L¢ € diagonal, de dimensao
igual a ny e seus elementos sdo iguais as indutincias internas das fontes de tensdo. A

matriz 0 é formada por elementos nulos e possui dimensdes iguais as de F.

E interessante notar como a equacdo (2.225) seria modificada caso ndo existisse fonte
de corrente em uma das barras como, por exemplo, na barra 2. Neste caso, o vetor de

varidveis de entrada u seria dado por
u=li i v] (2.230)

e a Equacdo (2.225) seria modificada para

Yir 1 Y2 : Y13 i 1y )

fon e i | el I B e S

211 Y22 i 2 Lo ==

i e e Il Bl ) IR R A (2.231

Vi1 | RN I G NS v_3 :
i 1 i =Lz | RN

Deve-se notar que, neste exemplo, a matriz B ndo € igual a matriz identidade.

2.3.7 Verificacao da Modelagem por Matriz Y(s) de Redes Contendo Circuitos

RLCs e Fontes de Tensao e Corrente

Da mesma forma que no item 2.2.8, a verificacdo da modelagem por matriz Y(s) de
redes elétricas formadas por circuitos RLCs série, paralelo e fontes de tensdo e/ou
corrente pode ser feita utilizando o circuito mostrado na Figura 2.3, cujos pardmetros

elétricos estdo apresentados na Tabela 2.3.

Esta verificacdo foi realizada comparando-se as respostas em frequéncia da impedancia
de transferéncia e da relagdo de tensdo entre as barras 1 e 2, com o sistema modelado
por SD e por matriz Y(s). Como pode ser observado na Figura 2.26 e na Figura 2.27, as

curvas de resposta em frequéncia sdo visualmente coincidentes.
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Figura 2.26: Resposta em frequéncia da impedancia de transferéncia

entre as barras 1 e 2: (a) — Mddulo; (b) — Angulo
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Figura 2.27: Resposta em frequéncia da FT definida pela relag@o entre

as tensOes das barras 1 e 2: (a) — Mddulo; (b) — Amgulo

2.3.8 Linhas de Transmissao

A metodologia Y(s) permite que as linhas de transmissdo da rede elétrica sejam
modeladas considerando-se parametros concentrados ou distribuidos. Na abordagem por
parametros concentrados, cada linha é modelada por uma série de circuitos 7. Na
abordagem por parametros distribuidos, cada linha € modelada por um circuito 7
equivalente cujos parametros sdo corrigidos hiperbolicamente com a frequéncia.
Adicionalmente, no modelo por parametros distribuidos, é possivel se considerar

também o efeito skin e o retorno de corrente pelo solo. Os dois modelos estdo descritos

a seguir.

2.3.8.1 Parametros Concentrados - Circuitos T

Na Figura 2.28 estd mostrada uma LT modelada por uma série de circuitos T

conectando as barras k e j.
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Figura 2.28: LT modelada por circuitos 7

Sejam C;, L; e R; a capacitancia, a indutincia e a resisténcia por unidade de

comprimento da LT, respectivamente.

Os parametros de cada um dos 7 circuitos 7 da série sdo dados por:

C, 1
c=—"L- (2.232)
n
L
L="" (2.233)
n
R, [
R=-"L- (2.234)
n

onde / denota o comprimento total da linha.

Os elementos da matriz de admitancias nodais, representativa da LT modelada pela

série de circuitos T, sao mais facilmente escritos a partir das seguintes relacdes

auxiliares:
Ve =sC (2.235)
Z, =R+sL (2.236)
1
Yp=— (2.237)
2L

Os elementos da diagonal principal sao dados por:

= Y
Y= Yor)(nr)) = Yp = 7C+ YL (2.238)
Yom =YVp =Yc +2y,=2y,, m=2,n (2.239)

Os elementos fora da diagonal principal sao dados por:
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Y =— se |i—=Il =1
yﬂ:{ v s |i=] il (2.240)

0 se |i—l| > 17

Considere o circuito de seis nés (ou cinco ©s) mostrado na Figura 2.29.

Figura 2.29: LT modelada por cinco circuitos 7
Para este circuito, a matriz Y(s) tem o seguinte aspecto:
Yo Yu 0 0 O

0
Yn Yp Ym 0 0 0
0
0

O Yu ¥p Yu O
Y= (2.241)
0 0 Yu Yp m
0 0 0 yu Y, Yu
i o 0 0 0 y, vy, |
De acordo com (2.241), a matriz Y(s) pode ser escrita na forma:
v, Ymel 0
Y=|y,e M V€4 (2.242)
0 Vi€ Yo |
onde:
e=[1 0 0 0] (2.243)
e,=[0 0 0 1] (2.244)
Yoo Ym 0 0
Ym Yo Ym O
M= P (2.245)
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A matriz M € um caso particular de matriz do tipo 2-Toeplitz, que possui importantes

propriedades [63]. Algumas destas propriedades serdo utilizadas neste desenvolvimento

matematico.
Tem-se que:
Yv=i

A Equacdo (2.246) pode ser escrita como:

_ T _ ..

yp Ym €1 0 V1 =V L=
Ym € M Ym €4 Vint = 0

T — _ . I

L 0 Ym €4 yp __Vf)_vj_ _l()_lj

(2.246)

(2.247)

onde 0 € um vetor nulo com 4 posi¢des que correspondem as injecdes nulas de corrente

nos nés internos numerados de 2 a 5 e viyt € 0 vetor de tensdes destes nds, ou seja:

Vint = [Vz V3 V4 Vs]T

De (2.247), tem-se que:

Tp Vi Vi € Vigg +0vg =i,

Y€ Vi +M vy +y, €,v5=0

0V, + Y, €4 Vig + Yy Ve =g

De (2.250), tem-se que:
M Vi = (3,001 + 3,84 v6) -

Vint ==Y, M (e, v, + ¢, v)

Substituindo (2.252) em (2.249), obtém-se:

— 2 T ag-1 .
yl,vl—ymelM (e1v1+e4v6)+0v6—zl .

— 2 T ap-1 2 T ag-1 .
YoVi—Yn€e M ey, —y, e, M ey vg =14 .

_ 2 T ap-l 2 T ag-l _
(yp_ymelM el)Vl_ymelM €4V6 =4

Substituindo (2.252) em (2.251), obtém-se:

(2.248)

(2.249)

(2.250)

(2.251)

(2.252)

(2.253)
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2 T -1 — .
2 T -1 — 2 T -1 . .
—YmesM e vty ve—y, e, M e, vg =i
2 T -1 = 2 T -1 .
_yme4M elvl+(yp_yme4M e4)v6=l6 (2.254)

Escrevendo as equagdes (2.253) e (2.254) na forma matricial, obtém-se:

= 2 T ap-! 2 T n-L .
-y, Me -y.€ Me v i
{)’p Ym €1 1 | Ym €1 4 ][ 1}:[.1} (2.255)

VY] - VY
—Yn€ Me ‘yp—ym%M €41V L

De acordo com (2.255) a matriz Y reduzida da LT modelada por uma série de cinco

circuitos 7 € dada por:

15, - ymel Me | -yl el Mle,
Yn - 2 T na-l — 2 T na-l (2.256)
~Vn€s Mg ‘ Yp = Ym€; M e,
De [63], tem-se que:
el M'e, =el Me, (2.257)
el M e, =e, M e, (2.258)

Substituindo (2.257) e (2.258) em (2.256), obtém-se:

— 2 -1 2 -1
Y = yp_ymelTM e1| _ymelTM €y .
T 2 TM71 - 2 TMfl
~Ym € €y ‘yp_ym € €

Y.=3 1 0 2 e/ M'e, | e/ M'e,
P01 "lel M_1e4|e1T Me,

De [63], tem-se que
PM'P=M" (2.260)

onde P é uma matriz de permuta¢do dada por:
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0 0 0 1
P= 0010 2.261
10100 (2-261)
1 0 0O
A matriz P € simétrica e ortogonal, ou seja:
P=P =p (2.262)
De (2.260), tem-se:
PM 'Pe, =Me, (2.263)
No entanto
Pe, =¢, (2.264)
Substituindo (2.264) em (2.263), obtém-se:
PM'e, =Me, (2.265)

Substituindo (2.265) em (2.259), obtém-se:
1 0 1 0 0 1
Y =y -y |lef M'e +lef PM e
. yp{o J ym{(l 1){0 J e PMe) || 2266)

De (2.264), tem-se
e, P" =e (2.267)
Substituindo (2.262) em (2.267), obtém-se:
e;P=e -
el =¢/ P (2.268)
Usando (2.262) novamente, obtém-se:
e P=¢e] (2.269)

Substituindo (2.269) em (2.266), obtém-se:
1 0 1 0 0 1
Y =5y —yZ | lel M'e +(ef M e 2.27
==Y {0 J Vi {( 1 1){0 J ( 4 1) L o (2.270)

Seja
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Mx, =¢, = x, =M e, (2.271)

Substituindo (2.271) em (2.270), obtém-se:

vy ol eas)] ] e

A Equacdo (2.272) pode ser generalizada para uma LT contendo n circuitos 7, bastando
trocar e4 por e(,—1). Observe que o indice destes vetores (e4 € €(,—1)) € igual ao nlimero de

circuitos T menos um. Desta forma, generalizando (2.272), obtém-se:

1o 10 0 1
Yn=y,,{0 J—yi{(ef Xb)|:0 J+(e@_nxb)[1 OH (2.273)

Derivando (2.273) em relagdo a s, obtém-se:

dY dyp 1 0 dy T 1 0 T 0O 1
e _ p oy Dm n
ds ds {0 1} Y™ s (¢ x) 01 (el %) 10

2.274
2 T de 1 0 T dxbj 0 1 ( )
—Ym||®1 T €n-1)—
ds )|0 1 ds J)|1 O
De acordo com (2.271), tem-se que:
dx, dM™
—_— = el R
ds ds
By __pt Mpgte, -
ds ds
4 dM
By _ M (2.275)
ds ds

Substituindo (2.275) em (2.274), obtém-se:

dy dy,|1 0 dy, |( 1 1 0] (4 0 1
. _ Py 9y Dm n
ds ds [0 J Y 4 (¢f x,) 0 1 (ef- ) 10

22
a1 O g et IO 220
Ym | &1 ds P )lo 1 T\Se™ T

De (2.271), tem-se:
x; =/ M™" (2.277)

De [63], tem-se que:
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M=M"=>M"'=M" (2.278)
Substituindo (2.278) em (2.277), obtém-se:
x| =¢, M (2.279)
Generalizando (2.269), tem-se:
e P= e(Tn_l) (2.280)

Substituindo (2.279) e (2.280) em (2.276), obtém-se:

dY dyp 1 0 dy T 1 O T 0 1
Y _ Ty 2y Dm n
ds ds {o 1} Y™ s (¢ x) 01 (el %) 10

2.281
+ y? (XT@X o + eTPM_I@X 01 ( )
Iml P o 1| ds 1o
De (2.260), tem-se:
PM'=M"pP"! (2.282)
Substituindo (2.262) em (2.282), obtém-se:
PM'=M"P (2.283)
Substituindo (2.283) em (2.281), obtém-se:
dyY. dip 10 dy T 1 0 - 0 1
n - P -2y —Mmlle X +le X
ds ds [0 1| s (¢ x,) 0 1 (¢ ")1 0 -
+ y? (XT@XJ o +[eTM_IP@X 01 = )
Iml s )0 1]\ ds ®)|1 o
Substituindo (2.279) em (2.284), obtém-se:
dy, dy,|1 0 dy, | ( r 1 0| (, 0 1
—2 = == -2y, —"|le x +\e X
ds ds {0 1} Im” s (¢ ) 0 1 (¢ b)1 0 s
+y2 (XT@XJ b0 +(XTP@X 01 = )
I \Fo 7™ o 1| s )1 o
De (2.283), tem-se:
MP'=P'M (2.286)

Substituindo (2.262) em (2.286) e derivando em relacao a s, obtém-se:
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MP = P@ (2.287)
ds ds

Substituindo (2.287) em (2.285), obtém-se uma expressao alternativa para dY, / ds :

dy, dy,|1 0 dy, | ( r 1 0] (, 0 1
Tt - _r _2 _Zm +
ds ds {0 1} s (el %, 0 1 (e(”‘”x")l 0

2.288
+y2 XT@X bo + XT@PX 01 ( )
I P ™ o 1] (™ as )1 o
Seja
=| §
Xp =[X, X, X, X, (2.289)
entao
=x.=| I
Px,=x.=|5, %, - X X (2.290)

Desta forma, a multiplicagdo matricial PX, =X_ ndo precisa ser feita explicitamente.

Seu célculo pode ser feito simplesmente invertendo-se a ordem das posi¢des das

componentes do vetor Xbp.

Substituindo (2.290) em (2.288), obtém-se:

dy, dy,|1 0 dy, | ( 1 10 . 0 1
T - £ _2 _Zm
ds ds {0 J Y™ s (€] ) 01 +lefx) 10
(2.291)

”;{(Xg%,j{; RSk éﬂ

e x, =x,(1) (2.292)

Tem-se que:

e(Tn_l)xb =x,(n—-1) (2.293)

Substituindo (2.292) e (2.293) em (2.273) e em (2.291), obtém-se as expressoes finais
para Y, e dY,/ds:

R P I e O o0

74



0

Y, _ @F O}—Zy dy—m(xb(l){l

o] )

2| [xr ™M) ! 0+(XT@
Im (B ™ o 17U g

(2.295)

De acordo com (2.295), para o célculo de dY, / ds, € necessdrio a determinac¢ao das

derivadas de ip , ym € M em relacdo a s, conforme mostrado a seguir.

De acordo com (2.238), tem-se:

dy, :ldYC +dYL
ds 2 ds ds

Considerando (2.239) e (2.240), tem-se:

dy, =2dy,, :d)’c +2dyL

ds ds ds

yy __dy,

ds ds

Derivando (2.235) em relagdo a s, obtém-se:

De _ ¢
ds

De acordo com (2.236) e (2.237), tem-se:

dy, _dy, dz,
ds dz; ds
d L

o Loy
ds 43

(2.296)

(2.297)

(2.298)

(2.299)

(2.300)

2.3.8.2 Exemplo de Modelagem de Rede com Linha de Transmissdo Modelada por

Série de Circuitos 7

Da mesma forma que no item 2.2.10, uma LT modelada por uma série de circuitos T,

conectada a uma fonte de tensdo, serd utilizada como exemplo de rede. Neste caso,

manteve-se a representagdo da LT por cinco circuitos 7 utilizada no desenvolvimento

das equagdes apresentadas no item 2.3.8.1, conforme mostrado na Figura 2.30.
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Vi R L R L R L R L R L V2

1 2
vt C/zT cT CT cT CT C/zT
Figura 2.30: Energizacdo de uma LT representada por cinco circuitos T
De acordo com (2.228), pode-se escrever
Y, (L) | Y, (1,2) | -1]| v,
______ IS PR —— -
Y, (21) 'Y, (2,2) v|=| | (2.301)
1 | i | |1
onde Yn(i, j)= Yn( j,i) sdo os elementos da matriz Y, dada por (2.294) paran = 5.
Considerando as variavies de saida como as tensoes nas barras, tem-se:
1%
nlo| L o |+ 2.302
-=|=|-a-=1-]|V -—|v )
Va 1 —2 ! ( )
Ly
De acordo com (2.301), a derivada da matriz Y(s) € dada por:
- dY,(L1)/ds | dY,(1,2)/ds
_________ P TR L S
d(s) =| aY_(2.1)/ds | dY,(2.2)/ds (2.303)
s :

onde dY, (i, j)/ds=dY,(j,i)/ds sio os elementos da matriz dY, /ds dada por (2.295)

paran =>5.

2.3.8.3 Verificacdo da Modelagem por Matriz Y(s) de Redes Contendo Linhas de

Transmissdo Modeladas por Séries de Circuitos 7

A verificacdo da modelagem Y(s) de redes elétricas contendo LTs pode ser feita
utilizando um circuito similar ao mostrado na Figura 2.30, mas utilizando-se 100
circuitos T, de forma a se ter um comportamento préximo ao da modelagem por
parametros distribuidos. Os parametros elétricos da linha estdo apresentados na Tabela

24.

Esta verificacdo foi realizada comparando-se as respostas em frequéncia da relacdo de

tensdo entre as barras 2 e 1, com o sistema modelado por SD e por matriz Y(s). Como
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pode ser observado na Figura 2.31 e na Figura 2.32, as respostas em frequéncias sdao

visualmente coincidentes.

100
—Sistema Descritor
—Matriz Y(s)
80
= 60
£
=)

&

E* 40

B

0 T T T {

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Frequéncia(Hz)

Figura 2.31: Mdédulo da resposta em frequéncia da relagdo entre as tensdes

das barras 2 e 1 - LT representada por 100 circuitos 7.

—Sistema Descritor
—Matriz Y(s)

200

100

Fase(v,/v,) (graus)
(en)

L .

-200

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Frequéncia (Hz)

Figura 2.32: Angulo da resposta em frequéncia da relacio entre as tensdes

das barras 2 e 1 - LT representada por 100 circuitos 7.
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2.3.8.4 Parametros Distribuidos

Na Figura 2.33 estd mostrada a representacao elétrica de um pequeno segmento de uma
LT trifasica. Nesta figura vi(x,s) e ix(x,s) (k= a, b, c) denotam as tensdes e correntes nas
fases a, b, ¢ na coordenada x, que varia de 0 ao comprimento / da LT, e na frequéncia s.
Os simbolos Avi e Aix (k= a, b, ¢) denotam variagdes nas tensdes e correntes nas fases
devidas a uma variagdo, Ax, na coordenada x. As impedancias e admitincias proprias
por unidade de comprimento da fase k (k = a, b, ¢) sdo denotadas por Zu(s) e Yi(s) e as

de transferéncia entre as fases k e j por Zg(s) e Yi(s) (k.j=a,b,c, k#)),

respectivamente.
. Av, .
D s v Ans) | CEEES)
p Zaa($) x
/ \
Zap(S)' A \ T ;
ib(x,S) b( )\\ —Vb> \\ Zac(s) Ala ib(X+AX,S)
— Vb(x,S) NN Vb(X+A.X,S) —
AL Zop(S) [
/ I
Z c Ky | A . / T .
) | O A Aiy i(xHAx, )
Y ve(x,s) M ,Z—()l » Ve(x+Ax,s) e
cc S
(e | Yab(s) ch(s) TAZ
T T | 7T T ¢
[Yal®)] [Yor(9)] [Yeel®)]
s
X Ax -

Figura 2.33: Modelagem elétrica de um pequeno segmento de uma LT trifasica

Conforme mostrado na Figura 2.33, as tensdes e correntes do segmento de LT sdo
fun¢des da coordenada x e da frequéncia s. Por outro lado, os parametros elétricos por
unidade de comprimento (impedancias e admitancias) sdo fungdes apenas da frequéncia
s. Para facilidade de escrita, estas dependéncias de x e s serdo omitidas em algumas
partes do desenvolvimento matematico deste item. No entanto, as mesmas poderdo ser
explicitadas quando se julgar que isto beneficia o entendimento de alguma passagem do

desenvolvimento.

De acordo com os sentidos das setas de tensdo e corrente mostradas na Figura 2.33,

tem-se para a fase a:
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Av, =2, Axi, +Z,, Axi, +Z,, Axi,) ..

Av,=—(Z,,i, +Z,i,+7Z,.i)Ax ..

a aa “a ac ¢

Av . . .
- A): :Zaala +Zablb +Zaclc

No entanto, de acordo com a Figura 2.33, tem-se que:
Av, = va(x+Ax,s)—va (x,s)
Substituindo (2.305) em (2.304), obtém-se:

3 va(x+Ax,s)—va(x,s)
Ax

= Z4(5)i, (x.8)+ Z,, ()i, (x.5)+ Z,, (5, (x.5)

Tomando o limite de (2.306) quando Ax — 0, obtém-se:

ov ) . .
- a; = Zaa lq +Zab Iy +Zac I

Ai, ==Y, Axv,+Y, Axv, +Y, Axv,) ..

Ai, ==Y, v, +Y, v, +Y, v, )Ax ..

aa " a a ac ¢

Ai,

=Y, v, tY,,v,+Y, v

aa " a a ac "¢

No entanto, de acordo com a Figura 2.33, tem-se que:
Ai, = ia(x+ Ax,s)— i, (x,s)

Substituindo (2.309) em (2.308), obtém-se:

A Ay (), (1 5) 2, 5550+ Ko )

Tomando o limite de (2.310) quando Ax — 0, obtém-se:

Ji,

ax aa " a a

=Y, v, tY,,v,+Y, v

ac ¢

Por analogia, tem-se para as demais fases:

_ 9y

=Zpgly ¥ Zpy by + 2y, 1,
0x

(2.304)

(2.305)

(2.306)

(2.307)

(2.308)

(2.309)

(2.310)

(2.311)

(2.312)
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v

-—<=Z i, v Z,i,+Z,1, (2.313)
ox
di,
ox
0i.

-—<=Y v, +Y, v, +Y v, (2.315)
ox

sendo Zy;=Zy e Y= Yi (k,j=a, b, c).

Estas equagdes podem ser escritas na forma matricial como:

CWaelns) g o () (2.316)
ox

B alabf)(x’ ) ¥ (5) e (5) (2.317)
X

T . . . . T ~
sendo v . = [va vy vc] €1, = [za I zc] os vetores de tensdes e correntes nas

fases da LT. Os simbolos Z,,. € Y. denotam as matrizes de impedéncias longitudinais

e de admitancias transversais por unidade de comprimento da LT, dadas por:

Z,o(s)=]Z,,(s) Z,,(s) Z,.(s) (2.318)

Ya Ya
Y (s) Y,.(s) (2.319)
YC YC

A modelagem de redes proposta neste trabalho refere-se a sistemas de transmissdo, onde
se pode assumir a hipdtese deste tipo de sistema ser constituido predominantemente por
elementos balanceados (equilibrados). Portanto, as LTs s3o consideradas idealmente

transpostas, possuindo matrizes Zg. € Y da seguinte forma:

Z,.s)=2,0) z/(s) z,(s) (2.320)
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we(8)=| Y, (s) Yi(s) %,(s) (2.321)

Neste ponto € feita a transformacgao linear de coordenadas de fases em coordenadas de

sequéncia, com o objetivo de transformar o sistema de equagdes matriciais dado por

(2.316) e (2.317) em sistemas escalares equivalentes. As tensdes v,,. =[v, v, v.]" e

correntes i, =[i, i, i.] de fase se relacionam com as de sequéncia
Voo =l v wml eign =l i i]" por
Vabe = To12 Vorz (2.322)
ie = Tor2lo1 (2.323)

sendo a matriz de transformagdo de coordenadas de fases em componentes simétricas

dada por:
11 1
Ty, =|1 a* a (2.324)
1 a a°

No caso de elementos balanceados, a matriz Ty, decompde as tensdes e correntes de
fase em um modo homopolar (sequéncia zero) e dois ndo homopolares (sequéncia
positiva e negativa). O modo homopolar possui como caracteristica que as grandezas
(tensdes e correntes) sdo iguais nas trés fases, enquanto que o modo nao homopolar

possui como caracteristica que a soma das tensdes e correntes nas trés fases € nula.

Substituindo (2.322) e (2.323) em (2.316) e (2.317), obtém-se:

ov )
- 8012 =Zo i (2.325)
x
oi
8012 =Yo12 Vo (2.326)
X
sendo:
Z 4227, | !
T e
LZo, =T Loy Toa=| :_?5_—_2_@_: _______ (2.327)
| \Z,-Z,
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| |
. bt
Yoi, =Tor Yape Torn = LYS -Y, L (2.328)
| |
| |

E importante observar de (2.327) e (2.328) que os modos nio homopolares possuem

impedancias e admitancias iguais.

O sistema de equagdes dado por (2.325) e (2.326), por ser composto por matrizes
diagonais (Zo;2 € Yoi2), pode ser resolvido separadamente, ou seja, pode-se resolver n
sistemas escalares (equivalentes monofdsicos), sendo n igual ao nimero de fases da LT
(neste caso igual a 3). Desta forma, a solucdo para cada modo de propagacdo € obtida

resolvendo-se o sistema de equagdes escalares dado por:

9 _ i .
o i (2.329)

I (2.330)
ox

Derivando as equagdes (2.329) e (2.330) em relagdo a x, obtém-se:

9%y di
-—=7Z— 2.331
ox> 0x ( )
_ 8_2’ =Y v (2.332)
ox> ox '
Substituindo (2.330) em (2.331) e (2.329) em (2.332), obtém-se:
9%y
—=ZYv 2.333
2 ( )
0% .
FYel =ZYi (2.334)

As equacdes (2.333) e (2.334) podem ser tratadas como equagdes diferenciais lineares
ordinarias homogéneas de segunda ordem, uma vez que s existem derivadas parciais
em relacdo a uma das varidveis (x). A Equacdo (2.333) (ou (2.334)) pode ser reescrita

como

2
gx_g_zw:o (2.335)

cujo polindmio caracteristico € dado por
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m*—=ZY=0 (2.336)
e cujas raizes sdo:
my, m, =+y(s)=%Z(s) Y (s) (2.337)
onde v, apesar de depender de s, ¢ denominado de constante de propagacdo da LT.
Desta forma, a solug@o geral para (2.335) é dada por:
v(x,s)= 4, (s)eY(S)x +A, (s)e_Y(s)x (2.338)

Substituindo (2.338) em (2.329), obtém-se:

—ai(A1 eyx+Aze_Yx)=Zi .'.—(A1 ve' — A, Ye_yx)zZi
x

—AYe T A ye Y =Zi o A+ A e =20

i= LA e +4,e)

X
z

i(x,s)= | v (2.339)

()=2) 26 2() (2.340)

v(s) \/Z(S)Y(S) Y(s)

As constantes em relagdo a x A; e A, podem ser determinadas usando as condicoes de

contorno no emissor, x = 0:
v(0,5)=v(s) (2.341)
i(0,5)=1(s) (2.342)

Fazendo x =0 em (2.338) e (2.339) e utilizando (2.341) e (2.342), obtém-se:

w=A+A4A (2.343)
LW = Z— (2.344)

Resolvendo (2.343) e (2.344), obtém-se:
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Vi—Zch

A= (2.345)
A, = LZZ’I (2.346)

Substituindo (2.345) e (2.346) em (2.338) e (2.339), obtém-se:

Ys)x o =v(s)x Ys)x _ =v(s)x
v(x,s) = ($j v (s)— Z, {Lj I (s) (2.347)

1 Y(s)x _ —yls)x y(s)x | —vls)x
i(x,s)=— (s)[e ¢ )+ i) 2.348)
Ze

Tem-se, no entanto que [64]:

Yx _ ,=Vx

sinh(yx) = % (2.349)
vx —yx

cosh(yx)= % (2.350)

Substituindo (2.349) e (2.350) em (2.347) e (2.348), obtém-se:

v(x, s) = cosh[y(s)x] v (s)— 2, sinh[y(s)x] A (s) (2.351)
ix,s)= —%(S)sinh[v(s)x] v, (s)+cosh[y(s) ] i (s) (2.352)

De particular interesse para este trabalho é a determinacdo da tensdo e corrente no
receptor, v, € ip, em fungdo da tensdo e corrente no emissor, v; € i;. Isto pode ser obtido

fazendo x =/ em (2.351) e (2.352). Note, no entanto, que i, € uma corrente nodal, ou

seja, que possui o sentido de entrar no equipamento, enquanto que i(l,s) € uma corrente

com o sentido de sair do equipamento, ou seja I, =—i(l,s). Logo, as condicdes de

contorno no receptor, x = /, sdo dadas por:
(i, s) =V, (s) (2.353)
i(1,5)=—i,(s) (2.354)

Fazendo x =/ em (2.351) e (2.352) e utilizando (2.353) e (2.354), obtém-se:

84



v (s)=coshly(s)i]v(s)- z. sinhl(s)e] i (5) (2.355)
i (0)= NS 5)-coshly(s ) o) 2356

De (2.355), obtém-se:

P = cosh(yl) b Vv, 5357
! z, sinh(y!) : z, sinh(y!) (2.357)
Tem-se as seguintes identidades hiperbdlicas [64]:
cosh('yl)
th(y!)=
coth(y!) Sinn (1) (2.358)
esch(yl) =— (2.359)
sinh(y/) )

A admitancia caracteristica € definida como:

_ 1 _[re
yc(s)—zc(s) 1/Z(S) (2.360)

Substituindo as equag¢des numeradas de (2.358) a (2.360) em (2.357), obtém-se:

=Yy, coth(yl) V=Y, (:sch(\(l)v2 (2.361)
Substituindo (2.361) em (2.356), obtém-se:
=Y, sinh(y?) v, —cosh(yl)[yc coth(yl) v, — Y, csch(yl)vz]
=1y, sinh(y!) V=Y, cosh(y!) coth(y! )v1 +y. cosh(y/) csch(y! )v2
=Y, [sinh(y?)—cosh(y!)coth(y!)] v, + v, cosh(yI) csch(yl)v, (2.362)

Substituindo as identidades hiperbdlicas dadas em (2.358) e (2.359) em (2.362), obtém-

Se.
) . coshz(yl)
_ h(yl) -0, h(yl) ——v, .~
= nl)- O o)
2(n7) i 2
— cosh (Y_l) sinh”(y!) v+, coth(yl)v, (2.363)
sinh(y!)

Tem-se, também, que [64]:
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cosh?(y)—sinh*(yl)=1 (2.364)
Substituindo (2.364) em (2.363) e utilizando (2.359), obtém-se:
i, ==y, esch(yl) v, +y, coth(yl)v, (2.365)
As equacdes (2.361) e (2.365) podem ser escritas matricialmente como:
iy ] [ yecoth(yl) —y.csch(yl)][v,
L= (2.366)
i,| [=ycesch(yl)  y coth(yl) || v,
De acordo com (2.366), os elementos proprios e de transferéncia da matriz Y(s) da LT

sdo dados por:

¥, =y, coth(y!) (2.367)

Y ==Y csch(yl) (2.368)

Desta forma, considerando a LT conectada entre os nds k e j, y, € a admitancia que
deverd ser somada aos elementos diagonais (k,k) e (j,j) da matriz Y(s) do sistema. Por
outro lado, y,, é a admitancia que devera ser somada aos elementos fora da diagonal (k,j)

e (G .k).

Pela regra da cadeia, tem-se que:

dy, 9y, dy, N dy, dy

ds 9y, ds 0y ds (2.369)
d ay, d ay, d
Ym — Y yc+ ym_’y (2370)
ds dy. ds 9y ds
Derivando (2.367) em relagdo a y., obtém-se:
ady,
—=coth(y!/
9 (v1) (2.371)
De (2.367), tem-se que:
_ Vs
coth(yl)=== (2.372)

Ye

Substituindo (2.372) em (2.371), obtém-se:
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e Ve
Derivando (2.368) em relacdo a y,, obtém-se:

% =—csch(y!)
dy

c

De (2.368), tem-se que:

csch(yl)= _m
Ve

Substituindo (2.375) em (2.374), obtém-se:

W _ Vm
C)

Derivando (2.367) em relagdo a y [64], obtém-se:

9%,

=-y.l csch?(y1)
oy

Substituindo (2.375) em (2.377), obtém-se:

2
D
oy =2 |
oy Ve

Voo dn
day Ve

Derivando (2.368) em relagdo a y [64], obtém-se:

ay m

=y, I csch(y ) coth(y?)
oy

Substituindo (2.372) e (2.375) em (2.379), obtém-se:
Dy [_hjh
Y Ye ) Ve

W _ _y Y Vs
Y Ve

Derivando (2.337) em relagdo a s, obtém-se:

(2.373)

(2.374)

(2.375)

(2.376)

(2.377)

(2.378)

(2.379)

(2.380)
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d’Y 1 -1/2 dz dY
Ao zv Ly + 2
ds 2[ ] {ds ds} (2.381)

Substituindo (2.337) em (2.381), obtém-se:

7Z—+Y—
ds ds

dy 1[ dy dZ} (2.382)
ds 2y '

Derivando (2.360) em relacdo a s, obtém-se:

-1/2
@:l Y dlz_ydl AR
ds 2| Z ds ds

dy, _ 1{2}”2 1[611/ de} _

Y

Z

ds 2

12
ay 1) 1 {d_Y_Zd_Z} (2.383)
ds 2|ZY

Substituindo (2.337) e (2.360) em (2.383), obtém-se:

(2.384)

"oy ds Ye ds

d_L[dr_ 2]
ds 2y

2.3.8.5 Determinagdo dos Parametros Elétricos de Linhas de Transmissao

Neste item, é descrita a metodologia adotada para o cdlculo dos parametros de

sequéncia (homopolar e ndo homopolar) por unidade de comprimento da LT [61].

As admiténcias transversais homopolar e ndo homopolar da LT podem ser determinadas

por:
Y, =sC, (2.385)
Y, =sG (2.386)

sendo Cy e C; as capacitancias transversais homopolar e nao homopolar por unidade de
comprimento da LT. Estas capacitincias de sequéncia podem ser obtidas a partir do
célculo da matriz de coeficientes de potenciais P,,,s dos condutores da LT (incluindo os
cabos para-raios se existirem). Esta matriz depende apenas da geometria da linha, ndo

sendo funcdo de s. Seus elementos sdo dados por:
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1 (2y,
P, In —yJ (2.387)

:27t£0 7,
by = Ln ﬂ} (2.388)
2me, | Dy
onde
Hy =y, +y, ) +d? (2.389)
Dy =\ly,~y,}+d; (2.390)
dy=|x—x) (2.391)

Nestas equagdes €p denota a permitividade elétrica do ar, r, o raio externo dos
condutores e (x;, y;) € (xj, y;) as coordenadas dos condutores i e j, respectivamente. De
forma a exemplificar estas grandezas, na Figura 2.34 estdo mostradas a secdo reta dos
condutores e as coordenadas dos condutores 2 e 7 com relagdo ao solo (eixo horizontal)

e a um eixo vertical e referéncia.

A matriz P,,,s possui dimensao igual n. + n,, onde n. € o nimero de condutores e n, o
nimero de cabos para-raios. Fazendo a reducdo matricial de P, [61], obtém-se a
matriz de coeficientes de potenciais por fase Py, da LT. A matriz de capacitancias de

fases Cpe € dada por:

Cuse =Prase (2.392)
Esta matriz possui a forma:
Ci Gy Cy
C fase = Ch, Cyp Cy (2.393)
Ci Gy Gy

Considerando a LT perfeitamente transposta, a matriz de capacitancias de fases assume

a forma:
CS Cm Cl’l’l
C.,.=|C, C, C, (2.394)
Cm Cm CS
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onde os elementos Cs e C,, sdo obtidos a partir das médias aritméticas dos elementos da

diagonal e fora da diagonal de Cp., respectivamente, ou seja:

_G+Cy + Gy

C, (2.395)
3
c, = Cip+Ci3+Cy (2.396)
3
Finalmente, os valores de Cy e C; sdo obtidos por:
C,=C,+2C, (2.397)
G =C,-C, (2.398)
y A
6 5
() Condutor ,
= @
X, /
3( 2 X2 9 8
\./ P X7
1 A7
Y e
V7
(0,0) X
777 77 77 777 S
Figura 2.34: Perfil de uma L'T com feixes circulares de condutores
As derivadas de Yy e Y; em relacdo a s sdo dadas por:

dy,
=0 - G, (2.399)

ds

dy,
=1 G, (2.400)

ds

As impedancias longitudinais de sequéncia por unidade de comprimento sdo dadas pela

soma de trés termos [35], apresentados a seguir:
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Zy=2+2Z + 27§ (2.401)
Z2,=72+7"+27® (2.402)

Os termos Z\ e Zl(e) correspondem as impedancias externas, considerando condutores
ideais e solo sem perdas. Os termos Zé’) e Zl(’) correspondem as impedancias internas

u S 0 ari i
dos condutores e Z* e Zl(g) contém as corregdes necessdrias para considerar a

influéncia das perdas no solo.

A 1mpedancia externa é dada pelo produto de s pela indutdncia externa, que nao

depende de s:
Z =sLy (2.403)
79 =51 (2.404)

onde LY e () representam as indutdncias externas homopolar e ndo homopolar por

unidade de comprimento. Estas indutancias de sequéncia podem ser obtidas a partir da
matriz de indutincias externas, que por sua vez pode ser obtida a partir da matriz de

coeficientes de potenciais de fase, por meio da seguinte relacdo:

L), = 1€ P, (2.405)

onde L € a permeabilidade magnética do ar.
Esta matriz possui a forma:
L)y o
L, =19 1) 1y (2.406)

nd 1y Ly

De forma andloga a matriz de capacitancias de fase, quando a LT € considerada

perfeitamente transposta, a matriz de indutancias externas de fase assume a forma:

1 1
), =L ¢ LY (2.407)
9
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(e)

onde os elementos L7’ e LEf,) sdo obtidos a partir das médias aritméticas dos elementos

da diagonal e fora da diagonal de L(J‘;gse , respectivamente, ou seja:

et

)= 2 7% (2.408)
3
(e) 4 rle) o 7le)
L(e) — L12 +L13 +L23 (2409)
" 3
Finalmente, os valores de LE)E) e 19 sdo obtidos por:
¥ =194+21 (2.410)
L) =191 2.411)
As derivadas de Z(()e) e Zl(e) em relacdo a s sdo dadas por:
(e)
Zy__ po (2.412)
ds
(e)
a2y _ po (2.413)
ds

A impedancia interna de um condutor da linha pode ser modelada de duas formas:

utilizando as func¢des de Bessel [65] ou pela distincia de penetracdo complexa [66].

Ambas as formulacdes consideram que as secdes retas de cada condutor sdo
representadas por coroas circulares de raio externo r,, correspondendo ao raio da parte
de aluminio, e de raio interno r; , correspondendo ao raio do nucleo de aco, de cabos de
aluminio com alma de aco (ACSR), usualmente utilizados como condutores em LTs,

conforme mostrado na Figura 2.34.

De forma a tornar a formulagdo matemdtica mais simples, assume-se que a corrente no
aco é desprezivel, visto que é muito pequena quando comparada com a corrente no
aluminio. Neste trabalho, considerou-se a impedancia interna Z; de cada condutor da LT

modelada por funcdes de Bessel, sendo dada por [65]:

Z; =k(s) gg; (2.414)

onde:
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k(s):\/E ! (2.415)
G 2Tr,

N(s)=1o(p1) Ki(po)+ 1, (po) Ko (py) (2.416)
D(s)=1,(p,) K,(po)~1,(po) Ki(p;) (2.417)
Po =T A/SUC (2.418)
Py =1,+SULO (2.419)

Nestas equacdes, Iy e I; sdo as fungdes de Bessel modificadas de primeira espécie e K e
K, as funcdes de Bessel modificadas de segunda espécie. Os indices O e 1 representam
as ordens dessas fungdes. O parametro ¢ € a condutividade elétrica e U € a

permeabilidade magnética do condutor.

Considera-se que as impedancias internas homopolar e ndo homopolar sejam dadas
aproximadamente pela divisao da impedancia de cada condutor, dada em (2.414), pelo
nimero de condutores de cada fase (nimero de condutores do feixe de cada fase), n,, ou

seja [35]:

i n_Z
7V =270 = - (2.420)

N

As derivadas de Z(()i) e Zl(i) em relacdo a s sdo dadas por:

dzy’ _dz" _ 1 dz;

dzg _dzy7 _ (2.421)
ds ds ng ds
dN(s) dD(s)
dz; _ dk(s) N(s) Ds) ds ~NG) ds (2.422)
= +k(s) 5 :
ds ds D(s) D(s)
sendo:
dk(s) _k(s)
Y (2.423)
dN dl d, dK d,
dES) = ;lgpl) % Kl(po)+lo(p1) dlp(p()) %
1 0
dl, (po) dp, dKo(p1) dp, (2.424)
d—_KO(p1)+Il(p0) -
Py ds dp, ds
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aD dl d dK d
(s) _ 1(pl)ﬂK1(pO)+Il(pl) 1(po) dpy
ds dp, ds dp, ds (2.425)
d11(po)dﬁ _ dK1(Pl)ﬂ '
— K,(p,)-1, (po)
dp, ds dp, ds
dpy _ Py
ARy (2.426)
dpy _ Py
ALY (2.427)
As derivadas das funcdes de Bessel modificadas sdo dadas por [64]:
dl, ()
=1 2.428
oo /() (2.428)
dl,(p) _ 1o(p)+ 1, (p)
dp > (2.429)
dK ,(p)
-K
b 1(p) (2.430)
dK K + K
1(P) __ Ko(p)+ K5 (p) 2.431)

dp 2

sendo que os indices 0, 1 e 2 representam a ordem das fun¢des modificadas de Bessel de

primeira espécie (/) ou segunda espécie (K).

Utilizando o raio médio geométrico R dos feixes de condutores da LT, estes feixes
podem ser substituidos por trés condutores equivalentes. As impedancias proprias destes
condutores e as de transferéncia entre eles, considerando a indutancia externa e o efeito

do solo, s@o dadas por [67]:

2(y,+p)
zles) = 700 4 7(0) _ ¢ Ho g [—l_
ii ii ii S r n R (2.432)
(e.g) _ ~(e) (g) _ K I:Ii'(p)
z7(8) =79 4 78 _s—ziln{—lf:j (2.433)
onde:
1

pP= m (2.434)
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l_)ij = (yz - yj )2 +67Uz (2.435)
2 | 2 72
Hy(p)=h;(p) +d; (2.436)
sendo:
hi(p)=¥,+5,+2p (2.437)

d. = \x. - )—C.‘ (2.438)

Nestas equacgdes, p € a distancia de penetracdo complexa do solo, & sua condutividade e

()_ci, y,.) as coordenadas do centro do feixe i. De forma a exemplificar estas grandezas, na

Figura 2.34 estdo mostradas as coordenadas do centro do feixe 1.

As impedancias externas Zl-(f) € Zlg.e) sdo dadas por:

5
Z(e) — MO lIl _1
i S—27t __R } (2.439)
5
7 = g oy i 2.44
i =0 2T DJ (2.440)
onde:
H, =, +3, ) +d; (2.441)

Subtraindo (2.439) de (2.432) e (2.440) de (2.433), consegue-se isolar a contribui¢cao do

solo, ou seja:

Zi(ig)=5h1n —Z(yi_+p) _s B, Z—_y’
2T R 2t | R

u ZTC )

2060 M_oh{ME

R 2y

zigg)zs%m{ TP } (2.442)
H. H.
leg):shln i(p) s 2o 1| 20
2n i 2n | Dy
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—i (2.443)

Considerando a LT perfeitamente transposta, os elementos préprio e de transferéncia

VAR Z,(ng ) sdo obtidos pela média aritmética dos elementos Zl-(,-g ) e Zigg ), resultando

N

em:
Mo Ny (Tt p
z®) =520 | 228 2.444
s M; ( 3 J (2.444)
2 3 4
H;(p)
zl) =g Mo In| —L
I b s (2.445)
i=l j=i+l y
Finalmente, os valores de Z(()g ) e Zl(g ) sdo obtidos por:
z) =7©) 4y 27(8) (2.446)
z{8) = zl6) _7z() (2.447)

Substituindo (2.444) e (2.445) em (2.446) e (2.447), obtém-se:

7zl —s“o Zl (yl“’j 2221 { ] (2.448)
i=l j=i+l

7o) Zl [yﬂer 221 { } (2.449)
i=l j=it+l

As derivadas de Z{*' e Zl(g ) em relagdo a s sdo mais facilmente obtidas definindo-se as

fungdes auxiliares:

Alp)= ln(wj (2.450)
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Bu(p)zln{ﬁi(p)}

H..

y

Substituindo (2.450) e (2.451) em (2.448) e (2.449), obtém-se:

249 - g;lzsA 123 }

i=l j=i+l

2ot [im@)—ijs@(p)}

Derivando (2.452) e (2.453) em relacdo a s, obtém-se:

dfl_(ff)_g—;{i%[s Ai(p)]+ 222: i%[SBy(P)]}

i=I i=l =i+l
(g)
L S LA EY L]

A derivada de [s A ( p)] em relacdo a s é dada por:

_ ,d4i(p)d
E[sA()]—Ai(p) e d’;

De acordo com (2.450), a derivada de Al( p) em relacdo a p é dada por:

dAi(p):di[ln(yi+p)_1n(yi)]
P

dp

dAi(P)_ 1
dp yi+p

De acordo com (2.434), a derivada de p em relagdo a s € dada por:

dp__p
ds 2s

Substituindo (2.450), (2.457) e (2.458) em (2.456), obtém-se:

d v +
X[SAf(p)]zln(yyip]_z(iipw)

(2.451)

(2.452)

(2.453)

(2.454)

(2.455)

(2.456)

(2.457)

(2.458)

(2.459)
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A derivada de [s B;; ( p)] em relacdo a s € dada por:

d dB;(p) dp
~ |sB. =B. A <
LBy (p)]= B, (p)+s T

De acordo com (2.451), a derivada de B; ( p) em relacdo a p é dada por:

dBij(p) :i{

dp dp:mbixpﬂ_h«ﬁbﬁ.z

A

dej (p) hAlj,' (p) dhlj,' (p)

De acordo com (2.437), a derivada de hAU (p) em relagdo a p é dada por:

dflij (p)
dp

=2

Substituindo (2.463) em (2.462), obtém-se:

Substituindo (2.464) em (2.461), obtém-se:

dB;(p)  2h,(p)

i
dp ﬁzj (p)2
Substituindo (2.451), (2.465) e (2.458) em (2.460), obtém-se:

Pﬂwq_p%@)

d
g[Ssz(P) =In

ij

Substituindo (2.459) e (2.466) em (2.454) e (2.455), obtém-se:

(2.460)

(2.461)

(2.462)

(2.463)

(2.464)

(2.465)

(2.4606)
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3 _
dZ(gg) _ M Z In yitp | p
ds 6T |4 y; 2(3. +p)

] (2.467)

az\¥) . ol Yitp | P
ds 6m | & v, ) 205 +p)
. X . (2.468)
B iilln{flij(p)]_ phij(p)]
7 3 2
i=l j=it+l H; H; (p)

2.3.8.6 Exemplo de Modelagem de Rede com Linha de Transmissdo Modelada por

Parametros Distribuidos

O sistema simples mostrado na Figura 2.35, composto por uma fonte de tensao
conectada a uma LT, ja apresentado nos itens 2.2.10 e 2.3.8.2, serd novamente utilizado

como exemplo de modelagem de rede. Neste caso a LT serd modelada por pardmetros

distribuidos.

Vi V2

I Linha de Transmissao |
VfT %

Figura 2.35: Sistema com uma fonte de tensdo e uma LT

representada por parametros distribuidos

De acordo com (2.228), pode-se escrever

v, |= vy (2.469)

onde y; e y,, sdo dados por (2.367) e (2.368), respectivamente:

Considerando as variavies de saida como as tensdes nas barras, tem-se:
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S e

De acordo com (2.469), a derivada da matriz Y(s) é dada por:

dy./ds | dy, /ds
dY(s) _212/___1__y1"_/___
NG) _\ o5, Jas b, Jds

onde dy, / ds e dy, / ds sdo dados por (2.369) e (2.370), respectivamente.

(2.471)

2.3.8.7 Verificacdo da Modelagem por Matriz Y(s) de Redes Contendo Linhas de

Transmissdo Modeladas por Parametros Distribuidos

A verificagdo da modelagem Y(s) de redes elétricas contendo LTs com parametros
distribuidos e varidveis com a frequéncia pode ser feita utilizando o circuito mostrado
na Figura 2.35. Como citado no item 2.2.11, o perfil geométrico da torre, a tensdo, os
dados elétricos dos subcondutores, a resistividade, a permitividade elétrica e a
permeabilidade magnética do solo, considerados para o cdlculo dos parametros elétricos
por unidade de comprimento da LT utilizada para os testes, estdo apresentados no
Apéndice A. Os valores de capacitancia e de indutancia externa de sequéncia positiva da

LT estdo apresentados na Tabela 2.9.

Tabela 2.9: Capacitancia e Indutancia Externa da LT

Indutancia Capacitancia
(mH/km) (MF/km)
Seq. + 0.861395 13.0175

Esta verificacdo foi realizada comparando-se as respostas em frequéncia (médulo e
angulo) da relacdo de tensdo entre as barras 2 e 1 do sistema considerado. Na Figura
2.36 e na Figura 2.37 estdo mostradas as curvas de mddulo e dngulo, respectivamente,
obtidas com a modelagem de sequéncia positiva proposta, implementada em um
programa desenvolvido em MATLAB, com a modelagem trifdsica equilibrada do
programa ATP. A comparacdo entre os resultados obtidos com o programa
desenvolvido em MATLAB com os obtidos com o programa PSCAD ndo apresentou

uma concordancia tdo boa quanto a comparac¢do com os resultados obtidos com o ATP.
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Julga-se que isto ocorreu porque, no programa PSCAD, a transposi¢do ideal é feita
transpondo-se os condutores individualmente [68] e ndo os feixes de condutores, como

¢ feito na pratica e no programa ATP.

70

—MATLAB
—ATP

60

50

40

lv,/v,l (pu/pu)

l\
. JLJLJLJL

1000 1250 1500 1750 2000
Frequenc1a (Hz)

Figura 2.36: Méodulo da relacdo entre as tensdes das barras 2 e 1 com a LT

modelada por pardmetros distribuidos e varidveis com a frequéncia

—MATLAB
—ATP

200

100

Fase(v,/v,) (graus)
(e

L L

_200 T T T T T T T
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000

Frequéncia(Hz)

Figura 2.37: Angulo da relacdo entre as tensdes das barras 2 e 1 com a LT

modelada por pardmetros distribuidos e varidveis com a frequéncia

Como se pode observar, existem pequenas diferencas entre os valores dos trés primeiros
picos do médulo da FT wvy/v,. Estas diferencas podem ser devidas ao fato de no

programa ATP as fun¢des de Bessel, que modelam o efeito pelicular nos condutores,
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serem aproximadas por polindmios [69]. O comportamento das curvas do médulo da
resposta em frequéncia da FT pode ser melhor observado na Figura 2.38, onde uma

escala horizontal mais apropriada (reduzida) foi utilizada.

70

—MATLAB

60
/\ — ATP

A W
S S
—
/

v,/vl (pu/pu)
S
\
| —

S
I~
L

RN

0 T T T
200 225 250 275 300
Frequéncia(Hz)

—_
o

Figura 2.38: Mdédulo da relagdo entre as tensoes das barras 2 e 1

em escala horizontal reduzida

Uma comparagdo interessante que pode ser feita € entre os resultados obtidos com as
modelagens de LTs por parametros distribuidos, desconsiderando a variacdo de seus

parametros com a frequéncia, e por séries de circuitos T.

Na Figura 2.39 e na Figura 2.40 estdo mostradas as curvas de moédulo e angulo,
respectivamente, da resposta em frequéncia da relacao de tensdo entre as barras 2 e 1 do
sistema mostrado na Figura 2.35, considerando a LT modelada por parimetros
distribuidos e por série de circuitos T. Neste caso, os parametros elétricos utilizados da

LT (considerados constantes com a frequéncia) sao os de 60 Hz, descritos na Tabela

24.
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80
—Par. Dist.
—100 pis
60
=
£
é 40
z
B
20
0 T

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Frequéncia(Hz)

Figura 2.39: Médulo da relacdo entre as tensdes das barras 2 e 1 com a LT

modelada por pardmetros distribuidos e por série de circuitos 7T

—Par. Dist.
—100 pis

200

100

Fase(v,/v,) (graus)
()

L L

-200

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Frequéncia(Hz)

Figura 2.40: Angulo da relagio entre as tensdes das barras 2 ¢ 1 com a LT

modelada por parametros distribuidos e por série de circuitos 7

Na Figura 2.41 e na Figura 2.42 estdo mostradas as curvas de moédulo e angulo,
respectivamente, da resposta em frequéncia da FT v,/v;, considerando os paradmetros da
LT constantes e varidveis com a frequéncia. No moédulo da resposta em frequéncia de

vo/vi, nota-se claramente o efeito amortecedor causado pela variagdo dos parametros

com a frequéncia.

103



80

—Par. Const.

—Par. Var.

60

v,/v,l (pu/pu)
5

[\
(@)

»

0 T T T T T T
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000

Frequéncia(Hz)

Figura 2.41: Influéncia da variacdo dos parametros da LT com a frequéncia

no moédulo da relagdo entre as tensdes das barras 2 e 1

—Par. Const.
—Par. Var.

200

100

Fase(v,/v,) (graus)
()

L u

_200 T T T T T T T
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000

Frequéncia(Hz)

Figura 2.42: Influéncia da variagdo dos parametros da LT com a frequéncia

no angulo da relagdo entre as tensdes das barras 2 e 1

2.3.9 Transformador de Dois Enrolamentos

Na Figura 2.43 estd representado o diagrama elétrico de sequéncia positiva de um
transformador de 2 enrolamentos com suas grandezas em pu [36] conectando os nds k e
j de uma rede elétrica. Os simbolos m; e m, denotam relacdes de transformacdo que
modelam os taps do transformador, podendo assumir valores complexos, conforme

mencionado no item 2.2.12.4. O simbolo z7 denota a impedancia de curto circuito dos
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enrolamentos do transformador. Os demais simbolos referem-se as grandezas de tensao

e corrente definidas conforme convencao na figura.

Figura 2.43: Circuito para a determinacdo da matriz de admitincias

do transformador de 2 enrolamentos

As tensdes e correntes internas do transformador, mostradas na Figura 2.43, se

relacionam por:

onde:
1
Yr=—"
ir
No entanto, tem-se que:
Lk K] Vk L
Vil =V Y h =—"4
Vi
. 1% .
h= (_kj Uk
Vi
Da Figura 2.43, tem-se que:
y
Vi
Substituindo (2.475) em (2.474), obtém-se:
i = MT I

De (2.475), tem-se:

(2.472)

(2.473)

(2.474)

(2.475)

(2.476)
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i = ;lvk (2.477)
Analogamente, pode-se escrever:
ih=m,i, (2.478)
1
V, = m_2vj (2.479)

Substituindo as equagdes numeradas de (2.476) a (2.479) em (2.472), obtém-se:
myi | 1 =1][(/m)v, )
my i I (t/my)v, |~

0| mom;, m;omy || Vk
[i}_yT _1 1 . (2.480)

A Equacio (2.480) pode ser escrita como:

: 1Y -1
l 0 1 -1 0 v
AR Vr ™ : (2.481)
Logo, de acordo com (2.481), tem-se
-1 * -1
o m| |71 1o m '

onde o subscrito 1 € utilizado para distinguir a matriz de admitancias do transformador

da matriz Y do sistema.

Definindo
m 0
M= (2.483)
0 m,
1 -1
Yoo =dr| (2.484)

pode-se escrever:
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Y, =M")y, M (2.485)

int
Note que de acordo com (2.472) e (2.484), Y;,, é a matriz que relaciona os vetores de

correntes e tensOes internas do transformador, 1I;, = [ll 12] € Vin =[v1 vz],

respectivamente. Note também que a matriz Y, em geral, ndo € simétrica.

Derivando (2.485) e (2.484) em relagdo a s, obtém-se, respectivamente:

AYy () Ao e
T (v) Sty (2.486)
ds ds
innt dyT 1 -1
it - 2T 2487
ds ds [—1 1 ( )

Aplicando a regra da cadeia a (2.473), obtém-se:

dyr =d)’T dzy
ds dz; ds

dyr __ 1 dep _ odzg

s Z% I Yr s (2.488)
Substituindo (2.488) em (2.487), obtém-se:
dYin 2dz | 1 -1
=—yr— 2.489
ds T ds |-1 1 (2459)

Uma outra expressiao para dY;,, / ds que pode ser generalizada para transformadores de

trés enrolamentos e, que neste caso, € bastante util, pode ser obtida atribuindo-se metade
da impedancia de curto-circuito ao enrolamento primdrio e metade ao secundario,

conforme mostrado na Figura 2.44.

ir k  mp:l

EE ST 3

Figura 2.44: Circuito com metade da impedincia de curto-circuito

atribuida ao enrolamento primério e metade ao secundario

Tem-se, portanto, que:
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<
2, =7, :7T (2.490)

Seja a matriz de impedancias de curto-circuito do transformador definida por:

7z Ol O [ O 2.491
O I O R [ 5D
Logo:
Lo L |10 2.492
ds ds |0 1 (2492)

Assim, de acordo com (2.484) e (2.492), tem-se:

dZ 1 —1|dz |1 0O 1 -1
—i —__¢c i = —_ 1 O
int " gyt =T [—1 1} ds {o 1}” [—1 1}

dZ, cdm [1 =11 -1
~ Yo € Yy =—y7 —-
int dS int yT dS {_1 1 -1 1

Y %Y __yzﬂz{l _1}

mtgs M ds |-1 1
dZ ydz |1 =1
- Yin < Yin ==2y;—+ 2.493
s t Yr ds {_1 1 ( )
No entanto, de acordo com (2.490), tem-se:
d
“n _1dzy (2.494)
ds 2 ds
Substituindo (2.494) em (2.493), obtém-se:
dZ. ,do | 1 -1
- Yin < Yin =—yr— = 2.495
Cds ™ o ds {—1 1 ( )
Comparando (2.495) com (2.489), conclui-se:
dyY; dZ
it = _Yint < Yint (2496)
ds ds

Para o caso do transformador de dois enrolamentos, a expressdo (2.496) ndo traz

vantagens em relacdo a expressdo (2.489). No entanto, esta expressao também € vélida
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para transformadores de trés enrolamentos e, neste caso, ela representa uma forma

muito mais simples, elegante e concisa quando comparada com as expressoes

individuais dos elementos da matriz d¥,,,/ds .

Substituindo (2.496) em (2.486), obtém-se:

Ny _ )y, ey, M (2.497)

int int
ds ds

2.3.9.1 Exemplo de Modelagem de Rede com Transformador de Dois Enrolamentos

Para este exemplo, serd utilizado o circuito mostrado na Figura 2.45. Este circuito ja foi
utilizado no item 2.2.12.5, mas foi redesenhado com uma numeragao de barras mais

apropriada e mostrando apenas as variaveis de interesse para a formulagdo Y(s).

ir R, L,

—> 2

Rf Lf 1 my: 1 Rr Lr 1:my 2
G,
va@g Tvl %Hg %Hg Tvz I¢ —

Figura 2.45: Diagrama de rede contendo transformador de dois enrolamentos

apropriado para exemplificar a formulacao Y(s)

De acordo com (2.228), pode-se escrever

1%
Va2 l=| |y (2.498)
i 1
onde
Z; =R, +sL, (2.499)
v =Yp(L1) (2.500)
v = Yp(1,2) (2.501)
o1 =Yy(2) (2.502)
Y =Yg (2,2)+;+SC2 (2.503)
R, +sL, ’

sendo Yy (i, j) os elementos da matriz definida em (2.485), com Y,,, dada por:
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AN b 2.504
™R 4+sL | -1 1 (2.204)
Considerando as variaveis de saida como as tensoes nas barras, tem-se:
N

LSRR (2.505)
v, |2 ! '
l

f

De acordo com (2.498), a derivada da matriz Y(s) € dada por

______ 4

d)’n/ds : dyIZ/ds “__

—=|dy,/ds | dy,,/ds (2.506)
l | L,
onde

ds ds '
dy,, _dYy (1’2) (2.508)

ds ds '
dyy — dYy (2.1) (2.509)

ds ds '

dyy _ dYy (2,2) L,
= — +C

dS dS (R2 +SL2)2 2 (2510)

sendo dYT(i, j)/ds os elementos da matriz definida em (2.497), com Y;,, dada por

(2.504) e dZ./ds dada por:

2.511
ds 2 ( )

ity _L[1 0
0 1

2.3.9.2  Verificacdo da Modelagem Y(s) de Redes Contendo Transformadores de Dois

Enrolamentos

A verificacdo da modelagem Y(s) de redes elétricas contendo transformadores de dois
enrolamentos pode ser feita utilizando o circuito mostrado na Figura 2.17 (ou,
equivalentemente, na Figura 2.45). Os valores dos parametros elétricos deste circuito

estdo apresentados na Tabela 2.5 e Tabela 2.6.
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Esta verificacdo foi realizada comparando-se moédulo e angulo das respostas em
frequéncia da FT tendo como entrada a tensdo da fonte vy e como saida a tensdo da barra
Jj do circuito mostrado na Figura 2.17 (correspondente a barra 2 do circuito mostrado na
Figura 2.45), modelado por SD e por matriz Y(s). Como pode ser observado na Figura

2.46 e na Figura 2.47, as respostas em frequéncia sao visualmente coincidentes.

42
35 — Sistema Descritor
—Matriz Y(s)
= 28
£
2,
= 21
=
~
=14 / \
0 T T T T T - :

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Frequéncia (Hz)

Figura 2.46: Mddulo da resposta em frequéncia da FT definida pela relagdao

entre as tensdes da barra j e da fonte vy do circuito da Figura 2.17

200

N

—_
-
S

— Sistema Descritor
—Matriz Y(s)

Fase(v;/ v,) (graus)
[«)

-

—
o
S

-200

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Frequéncia(Hz)

Figura 2.47: Angulo da resposta em frequéncia da FT definida pela relagdo

entre as tensdes da barra j e da fonte v do circuito da Figura 2.17
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2.3.10 Transformador de Trés Enrolamentos

Na Figura 2.48 estd representado o diagrama elétrico de sequéncia positiva de um
transformador de 3 enrolamentos com suas grandezas em pu [36] conectando os nos k, j
e [ de uma rede elétrica. Os simbolos m;, m, e m3 denotam relacdes de transformacgdo

que modelam os taps do transformador, podendo assumir valores complexos, conforme

mencionado no item 2.2.12.4. Os simbolos zr , z7, e Z7, denotam as impedancias de

curto-circuito do transformador. Os demais simbolos referem-se as grandezas de tensao

e corrente definidas conforme convencao na figura.

my . 1 . . 1 L my
. V) b v Z A Z vV 1) V. .
i,k (_, 1 T 4 T, 24_? i
> o | — o | — o <
k & 1 4 2 3 J
I:M3

Iy .
ity V3 Vi i
3 j
3 [

Figura 2.48: Circuito para a determinacdo da matriz de admitancias

do transformador de 3 enrolamentos

As tensdes e correntes internas do transformador, mostradas na Figura 2.48, se

relacionam por:
i,= Y1, Vg = Y1, Vas 4 =1,2,3 (2.512)

sendo:

1
yr,=—>9q=123 (2.513)
ZTq

Para o n6 4, a lei de Kirchhoff para correntes fornece:

3
Ziq =0 (2.514)

q=l1

Substituindo (2.512) em (2.514), obtém-se:
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v =2 (2.515)

De forma a facilitar o entendimento dos cdlculos a seguir, € interessante particularizar

(2.512) para g¢=1. A generalizagio para os outros valores de g ser4 feita por analogia.
Substituindo (2.515) em (2.512), particularizada para ¢ =1, obtém-se:

Ypyvit Yo, Va2t Y, Vs

Yr, + Yr, T Y,

h=Yn,V1— )

.V, (yT2 + 1, )Vl =V, Yr, V2 = V1, Y1, V3

l 2.516
: Yr, + Y, + ( )

Analogamente,

. —Yr, Y, it r ()’T"‘)’T)Vz_yr yr, V3
12= 1 2 2 1 3 2 3 (2.517)
I, ¥ 1,

—_ Vv, — Vs + + 1%
TR B P v Ui, + 3, )03 (2.518)
yTl + yTz + yT3

Escrevendo as equagdes (2.516), (2.517) e (2.518) na forma matricial, obtém-se:

[ yr, ()’T2 + yT3) I R |
i Yr, ¥ V1, T V1, yT1(+ r, T y)T3 Yr,  ¥r, T, "
b |=|- Yr, Yr, Yr, \Vr, T, I vy (2.519)
i Yr,  ¥r, T, Yr,  yr, T, yTl(+ r, * y)T3 Vs
I V0, Yr, Ur, + 1,
| Y Tt Yot yn, ¥y, Yot yn T |

Tém-se as seguintes relacdes de transformacao:

I I -1

Vl ml_: _: Vk
— | |
Vo | = R v (2.520)
___:____:___
V3 | RUS] Y
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L= m, | i (2.521)

As equacdes (2.519), (2.520) e (2.521) podem ser escritas mais compactamente como:

Tine = Yint Vint (2.522)
Vit =M 'V (2.523)
i, =Mi (2.524)
onde:
Vi =y v vl (2.525)
i =l 6 il (2.526)
Y, ()’T2 + yT3) I, I ]
Yr, + Y1, T 1, Yr, + Y, T Vr, Yr, + Y1, T,
Y, =| - Yr, Yr, Yr, (yrl + ), I (2.527)
m .
Yr, ¥ Yr, ¥ Yr, Y5, T Vr, T, Yr, * Y, T Vr,
Yr, Yr, I Yr, Or, + )’Tz)
| Y, Tyt Yo ¥y, vy, Y Tt |

i=li, i, il (2.528)

v=lm v, vl (2.529)
o1

M= | my | (2.530)
T m

Substituindo (2.523) e (2.524) em (2.522), obtém-se:

Mi=Y_ My ..

int

i=(M1) 'y, My (2.531)

int

Logo, de acordo com (2.531), tem-se
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Y, =(M")y,, M (2.532)

int
onde o subscrito t € utilizado para distinguir a matriz de admitancias do transformador
da matriz Y do sistema. Note que Y;,, € a matriz que relaciona os vetores de correntes e
tensdes internas do transformador, i, = [i1 I i3] € Vine = [vl Vv, v3],
respectivamente. Note também que a matriz Y, em geral, ndo é simétrica.

Pode-se mostrar que a expressao

B

M- )* dZ
ds

Yine — & Yipe M (2.533)
ds

deduzida no item 2.3.9 para o transformador de dois enrolamentos, também € vélida

para o de trés. Neste caso, a matriz Z € sua derivada em relacdo a s sdo definidas por:

R S
Zee=| \zp | (2.534)
e f e ——
: | 21,
| s ]
= | dz, /ds ] (2.535)
: : dZT3 /ds

2.3.10.1 Exemplo de Modelagem de Rede com Transformador de Trés Enrolamentos

Para este exemplo, serd utilizado o circuito mostrado na Figura 2.49. Este circuito j4 foi
utilizado no item 2.2.12.8, mas foi redesenhado com uma numera¢do de barras mais

apropriada e mostrando apenas as varidveis de interesse para a formulagdo Y(s).
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Vi

Figura 2.49: Diagrama de rede contendo transformador de trés enrolamentos

apropriado para exemplificar a formulacao Y(s)

De acordo com (2.228), pode-se escrever

T D EPEN - __
| |
;

_yzl_%y_zzﬂ:_y_zé____ 2oy, (2.536)
Y31 Y32 1 V33 sl
1 ! | 25 if 1

onde

Zy =R, +sL; (2.537)

i1 =Yy(L1) (2.538)

v =Y(12) (2.539)

i3 =Yy (L3) (2.540)

v, = Y(2,]) (2.541)

vy = Y5 (2,2)+ 1 sC, (2.542)

R, +sL, '
vy =Y (2.3) (2.543)
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v =Y;(31) (2.544)
v =Y,(32) (2.545)

1
Y. (33)+——
vy =Y, (3.3) Rl (2.546)

sendo YT(i, j) os elementos da matriz definida em (2.532), com as admitincias de

curto-circuito yr, (g =1,2,3) que formam a matriz Y;,, dadas por (2.513), onde:

t =Ry +sLy . q=12.3 (2.547)

Considerando as variaveis de saida como as tensoes nas barras, tem-se:

\%
vV |
- —de = ||V, -
vl=l 11t Vy (2.548)
—-- i e e e R ) --
V3 R S e
Ly

De acordo com (2.536), a derivada da matriz Y(s) é dada por

dyy/ds | dyy/ds | dy,/ds |
dAY _| dy/ds | dyn[ds | dyn[ds | 2.549)
ds | dyy/ds | dyy,[ds | dyy/ds .

| |
| | L

f
onde
d;; _ dY;El»l) (2.550)
d;: _ dYZz §1»2) (2.551)
d;; _ dY:iilﬁ) (2.552)
d;? _ dYZz EZJ) (2.553)
dj;z _ dYTd (s2’2)_ = +L; e (2.554)
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dy23 _ dYT (2’3)

o L (2.555)
dy,  dY,(31
Zjl S ZLE ) (2.556)
dy, dY,(32
Z 2 Td( ) (2.557)
S A
dysy; _ dYT(3’3)_ L,
ds ds (R3 +sL, )2 (2:558)

sendo dYT(i, J)/ ds os elementos da matriz definida em (2.533) com dZ../ds dada por:

(2.559)

[«]
(g}

I
——tr——r—-
&
—_——t————

2.3.10.2 Verificacdo da Modelagem Y(s) de Redes Contendo Transformadores de Trés

Enrolamentos

A verificacdo da modelagem Y(s) de redes elétricas contendo transformadores de trés
enrolamentos pode ser feita utilizando o circuito mostrado na Figura 2.21 (ou,
equivalentemente, na Figura 2.49). Os valores dos parametros elétricos deste circuito

estdo apresentados na Tabela 2.7 e Tabela 2.8.

Esta verificacdo foi realizada comparando-se moédulo e angulo das respostas em
frequéncia das FTs tendo como entrada a tensdo da fonte vy e como saidas as tensoes das
barras j e [ do circuito mostrado na Figura 2.21 (correspondente as barras 2 e 3 do
circuito mostrado na Figura 2.49), modelado por SD e por matriz Y(s). Como pode ser
observado na Figura 2.50 e na Figura 2.51, as respostas em frequéncias sdo visualmente

coincidentes.
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Figura 2.50: Resposta em frequéncia da FT definida pela relacdo entre as tensdes da

v,/ v, | (pu/pu)
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barra j e da fonte vy do circuito da Figura 2.21: (a) — Médulo; (b) — Angulo
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Figura 2.51: Resposta em frequéncia da FT definida pela relacdo entre as tensdes da

barra [ e da fonte vy do circuito da Figura 2.21: (a) — Mdédulo; (b) — Angulo
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Capitulo 3: Calculo de Polos Dominantes e de Matrizes de Residuos

de FTs MIMO de Sistemas Infinitos

3.1 INTRODUCAO

A natureza distribuida dos parametros das LTs pode ser modelada com exatiddo no
dominio da frequéncia complexa s por fun¢des transcendentais com um ndmero infinito
de polos. Portanto, modelos de redes elétricas contendo LTs de parametros distribuidos
sao denominados de sistemas (ou modelos) infinitos (que possuem um nimero infinito
de polos). Quando as ndo linearidades da rede elétrica sdo desprezadas, tais modelos
podem ser representados no dominio s por uma matriz Y(s) [48], [70], cujos elementos
sao funcdes ndo lineares de s. Um modelo linear (finito) aproximado destas redes
elétricas pode ser obtido utilizando, por exemplo, SD, onde cada LT é representada por
varios circuitos T conectados em série [28], cada um possuindo uma representacdo com
3 estados. Quando a dinamica de alta frequéncia do sistema € de interesse, o nimero de
circuitos ©T no modelo por SD, necessario para reproduzir o comportamento do sistema
infinito, torna-se muito elevado. Desta forma, a utilizacdo da formulacdo SD para o
modelo linear aproximado, além de apresentar precisdo limitada, resulta

computacionalmente ineficiente quando comparada com a formulagao Y(s).

O célculo preciso de polos e das matrizes de residuos associadas (ou matrizes-residuo
associadas) de FTs multivaridveis (FTs MIMO) é fundamental para a andlise modal,
sensibilidade modal, redu¢cdo da ordem de modelos e diversas outras aplicagdes. Um
algoritmo eficiente para o célculo de polos dominantes e matrizes-residuo associadas de
FTs MIMO de alta ordem € descrito em [45], mas é somente aplicdvel a sistemas finitos
modelados por SD. Com relagdo a sistemas infinitos, a referéncia [49] apresenta um
método de Newton para o cédlculo sequencial dos polos dominantes de FTs SISO e dos
residuos associados a estes polos. O algoritmo em [49] calcula o residuo utilizando uma
férmula desenvolvida a partir de sua defini¢do por limite. Neste trabalho € mostrado que
os resultados numéricos obtidos com esta formula estdo sujeitos a erros de
arredondamento graves, fato este também comentado em [71]. Consequentemente, o
uso desta férmula frequentemente torna indtil o procedimento de deflacdo
implementado no algoritmo em [49], inviabilizando também o célculo sequencial dos

polos da FT.
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A primeira contribui¢do deste capitulo é o célculo preciso de residuos utilizando um
esquema de integracdo numérica baseado no método de Legendre-Gauss. O célculo
preciso do par polo-residuo permite sua deflacdo efetiva da FT, conferindo robustez
numérica ao método de Newton de [49] e permitindo a computacdo sequencial confidvel

do conjunto de polos dominantes de FT's SISO de sistemas infinitos.

A segunda contribui¢do deste capitulo € a generalizacdo para FTs MIMO de sistemas
infinitos do método de Newton descrito em [49] para FTs SISO. Em [37] este método
generalizado foi chamado de Sequential MIMO Dominant Pole Algorithm — SMDPA.
Novamente, a computacdo sequencial confidvel e precisa do conjunto de polos
dominantes sé € possivel devido ao célculo preciso das matrizes-residuo associadas,
utilizando o esquema de integracdo numérica baseado no método de Legendre-Gauss,
citado anteriormente. Somente apds o cdlculo preciso de um polo e da matriz-residuo
associada é que este polo pode ser efetivamente deflacionado da FT MIMO. Na
realidade, o algoritmo de Newton proposto € repetidamente aplicado a FT MIMO ja
deflacionada dos polos previamente calculados. A precisdo do cdlculo dos polos e
matrizes-residuo elimina as graves limitacdes do algoritmo em [49] e permite a

convergéncia sequencial para o conjunto de polos dominantes desejados.

Os algoritmos propostos (Newton e Legendre-Gauss) foram aplicados com sucesso na
computacdo de MORs de alta fidelidade (considerando faixas de frequéncias
especificadas) de FTs MIMO de dois sistemas teste, um deles contendo 34 barras e o
outro sendo o comumente utilizado sistema IEEE de 118 barras. Os dados destes
sistemas, contendo 25 e 177 LTs de parametros distribuidos, estdo disponiveis em [28] e
no site https://www.ee.washington.edu/research/pstca/, respectivamente. Deve-se
observar que neste site os dados sdo para estudos de fluxo de poténcia. A conversao
destes dados para os dos modelos apresentados no capitulo 2 segue procedimento

similar ao apresentado em [28] e detalhado em [72].

A terceira contribuicdo deste capitulo é a comparacdo do desempenho de um MOR
diretamente obtido de um sistema teste infinito com 4 modelos lineares aproximados
(MLAs) do mesmo sistema infinito. Um destes MLAs foi, entdo, selecionado para ter
sua ordem reduzida por meio da aplicacdio de dois outros métodos (Subspace
Accelerated Multivariable Dominant Pole Algorithm - SAMDP [45] e Sparse Low-Rank
Choleski Factor - SLRCF [73]) desenvolvidos para modelos de rede na formulacio por

SD. A aplicagdo destes métodos ao MLA selecionado produziu dois outros MORs,
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permitindo uma comparacdo do desempenho de tempo de CPU com o método SMDPA

proposto.

O método SMDPA proposto possui importantes caracteristicas de eficiéncia e robustez,
tais como convergéncia local quadritica e deflacdo precisa de polos, evitando a
convergéncia repetida para polos dominantes da FT previamente calculados.
Adicionalmente, possui a capacidade de produzir MORs MIMO de sistemas infinitos de
maior fidelidade, maior uso pratico e obtidos em menores tempos de CPU do que
aqueles obtidos por métodos restritos a sistemas finitos, tais como SAMDP [45] e

SLRCEF [73], aplicados a MLAs de grandes dimensdes.
Note que alguns conceitos e defini¢des estabelecidos no item 2.3 s@o repetidos neste
capitulo, de modo a facilitar sua leitura e entendimento.
3.2 FUNCAO DE TRANSFERENCIA MULTIVARIAVEL, SEUS POLOS

DOMINANTES E MODELOS DE ORDEM REDUZIDA

O comportamento dinamico de um sistema linear infinito e multivaridvel no dominio s

pode ser descrito por:
Y(s)x(s) =B u(s) 3.1)
y(s)=C"x(s)+D, u(s) (3.2)

onde Y(s) € C™", B € R™™, C € R™P, x(s) € C", u(s) € C™, y(s) EC? e D, €
RP*™. O subscrito da matriz D, simboliza explicito. Resolvendo (3.1) para x(s) e

substituindo em (3.2), obtém-se:

v(s)=[c7Y(s)'B +D, ] u(s) (3.3)

A expressao relacionando o vetor de saidas y(s) com o vetor de entradas u(s) € definida

como matriz de func¢des de transferéncia H(s) € CP*™:
H(s)=C"Y(s)'B+D, (3.4)

Deve-se observar que na maioria dos modelos envolvendo sistemas de poténcia, todos
os polos s3o simples. Embora seja possivel a ocorréncia de polos repetidos nestes
modelos, tal como no caso de usinas com representacdo individualizada de geradores
[74], isto € raro. Julga-se, portanto, que a consideracdo destes polos ndo justificaria o

aumento significativo da complexidade que seria adicionada ao desenvolvimento de
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metodologia mais geral. De fato, todas as referéncias citadas neste trabalho,
relacionadas ao cdlculo de polos de modelos envolvendo sistemas de poténcia, tratam
apenas de polos simples. Desta forma, a partir deste ponto, s6 serdao considerados polos
simples. Sendo, portanto, todos os polos de H(s) distintos, (3.4) pode ser expandida

como:

H(s)=Z:Sl_{;V +sK+D, +D, (3.5)
i=1 i

onde A; é um polo da FT multivaridvel H(s) e R; é sua matriz-residuo associada. O
subscrito da matriz D; significa implicito de modo a distingui-la da matriz explicita D, e

porque esta matriz encontra-se "escondida" dentro do termo CTY(s)'B.

(13444

Rigorosamente falando, o subscrito “i” deveria também ser adotado na notagdo da
implicita matriz K, mas julgou-se desnecessario, visto que ndo existe matriz K explicita

na definicdo de H(s) dada em (3.4).
A matriz direta total D pode ser definida como
D=D,+D, (3.6)

Os valores de todos os elementos das matrizes K e D, podem ser computados pelas

equagdes
K = fim “H() (3.7)
s> s
D, = limH(s)-sK-D, (3.8)
§—>00
atribuindo-se um valor suficientemente alto (i.e. 10" ou 1020) para s.
Seja ﬁ(s) a parte estritamente propria de H(s)
ﬁ(s)zH(s)—sK—D:i R, (3.9)
=M

Considerando um polo A, =X} + jA; com matriz-residuo associada R, tem-se
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N R R.
H(i)\ )=——k E S S

i=1
i#k

Um polo A, cujo valor de ||R k ||2 / |M{| ¢ elevado se comparado aos dos demais polos, é

dito dominante. De (3.10) pode ser visto que os polos dominantes irdo causar picos na

resposta em frequéncia dos valores singulares maximos de H( j(D) (curva de o,,, de

ﬁ( jm) ou curva de o, [ﬁ( jo))]) nos valores de frequéncia préximos as partes
imagindrias dos polos.
Uma FT MIMO H(s) pode ser aproximada pelo MOR H(s), composto por um conjunto

Q de N polos dominantes e matrizes-residuo associadas, acrescido dos termos

associados as matrizes K e D:

R.
HN(S):Z o TSK+D (3.11)

s—\, (3.12)

A medida adotada para o desvio (erro absoluto) do MOR MIMO, €y0r, é a curva de

G,... de H, calculado em cada frequéncia jo de um intervalo de frequéncia

especificado:

€10k (J©)= 6 oy [H(j)] (3.13)

33 ALGORITMO PARA O CALCULO SEQUENCIAL DE POLOS
DOMINANTES DE FTS MIMO

Os polos dominantes de FTs SISO e MIMO de sistemas infinitos, dentro de uma
determinada faixa de frequéncias, podem ser computados sequencialmente (um por vez)
por algoritmos do tipo Newton. No entanto, o conjunto apropriado de polos dominantes
somente pode ser eficiente e sequencialmente computado se o efeito dos N polos de

H(s) anteriormente calculados for sendo eliminado durante a soluc¢do. Esta eliminagdo
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ou cancelamento do efeito dos polos ja calculados é um procedimento matemético
conhecido como deflacdo [45], sendo essencial para prevenir que o algoritmo convirja
repetidas vezes para os polos mais dominantes ja calculados, cujas regides de atracdo de
convergéncia [75] sdo maiores. Como a presenca das matrizes D e K deteriora a

convergéncia do algoritmo, seus efeitos também devem ser eliminados [49]. O método
de Newton deve, portanto, ser aplicado a FT MIMO de desvio ﬁ(s) dada em (3.12),

cujos polos sdo iguais aos polos ainda nao computados de H(s).

Os polos A € C de uma FT MIMO ﬁ(s) podem ser definidos por:
limo,,,, [H o0
lim G [H(5)] — (3.14)
Para FTs quadradas (m = p), existe uma definicdo equivalente, dada por:

}i_lgumm[l_{(s)‘l] =0 (3.15)

onde W, € o autovalor de menor médulo de ﬁ(s)_1 .

Para qualquer s, seja (L(s), v(s), w(s)) um auto terno (eigentriplet) de ﬁ(s)_1 ,l.e.

H(s) " v(s)=pls)v(s) (3.16)
W(s)*ﬁ(s)_1 =u(s)w(s)* (3.17)
w(s) v(s)=1 (3.18)

~ . -1 .
onde v e w sdo os autovetores a direita e a esquerda de H = associados a p. O

sobrescrito * denota transposicao conjugada de matriz ou vetor.

A derivada em relacdo a s de p(s) é dada por [76]

« dH(s)"
onde
o —
dH(s)" _ H(s) O g (3.20)
ds ds
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A Equacao (3.20), que € vdlida para qualquer matriz quadrada, é entdo substituida em

(3.19):

B o () ) By o) Ba1)

que, utilizando (3.16) e (3.17), pode ser simplificada para

B wls) M () (3.22)

Aplicando o método de Newton a solucdo de

£s)=Hin(s)=0 (3.23)
resulta em

gl t) = ) g AglH) (3.24)
onde k denota o nimero da iteragao e

1

w (s(")j W (s(k))*dﬁ(s(k))v _ (s(k)) (3.25)
min min ds min

As(k) =

Em (3.25) v, € Wi, S30 os autovetores a direita e a esquerda, respectivamente,
associados a [, A derivada de H(s) pode ser analiticamente determinada derivando

(3.12) em relagdo a s, ou seja:

dH(s) _ dH(s) dH(s)

3.26
ds ds ds ( )
com
- s 7\. (3.27)
xf; Q
A derivada de H(s), definida em (3.4), € dada por
-1
dH(s) _ or dY(s) g (3.28)

ds ds

Analogamente a (3.20), pode-se escrever
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-1
dY(s) —Y(s)” d‘;(s) Y(s)™ (3.29)

) () DY) x, () (3.30)
d ds
onde
Y(5)Xg(s)=B (3.31)
Y(s)" Xc(s)=C (3.32)

3.4 COMPORTAMENTO NUMERICO DA FORMULA DO RESIDUO
DESENVOLVIDA A PARTIR DE SUA DEFINICAO POR LIMITE

Nesta secdo € analisada a estabilidade numérica bastante precdria da férmula
apresentada em [48], [49] e [77] para o cdlculo computacional de residuos. E mostrado
que sua utilizacdo pode levar a erros numéricos graves, que dependem do sistema e da
FT estudados e sdo de dificil previsdo. Este fato motivou o desenvolvimento de um
método numericamente robusto para a computacdo de residuos, apresentado no item
3.5.

3.4.1 Férmula do Residuo

O residuo associado a um polo A pode ser definido por um limite dado por
R=1imH(s)(s—2A) (3.33)
s

onde H € uma FT SISO definida similarmente a sua contraparte MIMO H:
H(s)=c"Y(s)'b+d, (3.34)

Se H é considerada um elemento de H, entdo os vetores b e ¢ sdo colunas das matrizes

B e C, respectivamente, e d, um elemento de D,.

A partir da defini¢c@o apresentada em (3.33), pode-se obter a férmula utilizada em [48] e

[49] para célculo do residuo de FTs SISO de sistemas infinitos:
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(3.35)

onde v e w sdo os autovetores a direita e a esquerda de Y associados com A,

) ) . T T
respectivamente, normalizados tais que ¢ v=—-b " w=1.

3.4.2 Modelo de Linha de Transmissao com Parametros Distribuidos

O sistema infinito utilizado para verificar o desempenho numérico de (3.35) consiste
apenas em uma LT monofasica (sequéncia positiva) de 300 km e 500 kV, cujos
terminais estdo identificados como barra 1 e 2, conforme mostrado na Figura 3.1. Os
valores de seus parametros por unidade de comprimento Z; (impedancia longitudinal) e

Y; (admitancia transversal) também estdo apresentados nesta figura.

V1 V2
i | Linha de Transmissio | i
> | (300 km, 500 kV) |
barra 1 barra 2

Parametros da LT
Z;=1(0.0228 Q + 5 0.884 mH) / km
Y;=50.0130 uF / km

Figura 3.1: Sistema infinito simples — LT com parametros distribuidos

Supondo que existem correntes injetadas i; e i, em ambos os terminais da LT, tensdes
nodais vy e v, irdo também existir nestes terminais. Desta forma, a matriz 2 x 2 de

admitincias nodais Y pode, entdo, ser definida [71].

A FT escolhida para verificar o desempenho numérico de (3.35) € a impedancia de

transferéncia entre as duas barras, z;,, dada por:

1

-JYy'p=—
“=e v, sinh(y1)

(3.36)

onde b’ =[O 1] e ¢ =[1 0]. Os simbolos [, ¥ e y. denotam o comprimento, a

constante de propagacdo e a admitincia caracteristica da LT, respectivamente [71].

3.4.3 Expressoes Analiticas para os Polos da LT e Residuos de z12

Os polos A, do sistema e os residuos associados R, de zij» podem ser analiticamente

determinados como:
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2
}Ln — Rl iJ (n TC)2 _ Rl
2L, LC > \2L
_ 1
"y, )sinh [y, )i+ y (8, ) ¥ (1, )l cosh[v(R, )]

sendo

€ ds 2{s R, +sL,

yls)= el L1 L jym

LI jws)

1
ds 2\s R +sL

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

onde os simbolos R;, L; e C; denotam a resisténcia, a indutancia e a capacitancia por

unidade de comprimento da LT, respectivamente.

3.4.4 Imprecisao no Calculo dos Residuos Utilizando (3.35)

~

Seja A o valor exato do polo e A o valor obtido por um dos algoritmos de Newton

descritos em [48] ou em [49] e usado em (3.35) para a computacdo do residuo

associado. Para os propésitos deste teste de desempenho numérico, a diferenga entre A e

A pode se escrita como
As=A10"
entao

%=(1-10")a

onde m € R™. Note que o erro relativo na computacdo de A dado por (3.42) é:

A a0
Y
Substituindo (3.42) em (3.35), resulta em:
R= -1
(im0 AU=1) ()

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

A verificagdo dos erros produzidos pela utilizacdo de (3.35) (ou equivalentemente de

129



(3.44)) envolve a variacdo do expoente m e o cdlculo do erro percentual entre (3.35) e a
solugdo analitica (valor exato) dada por (3.38). O valor exato para A, considerando os

parametros da LT desta sec@o e n = 1, € analiticamente obtido de (3.37):
A =-12.872 + j 3086.197 (3.45)
O valor exato do residuo associado ao polo A, é analiticamente obtido de (3.38):
Ry =(-102.37117 +j 0.42699) pu (3.46)

onde as bases de poténcia e de tensdo utilizadas foram 100 MVA e 500kV,

respectivamente.

O erro percentual da parte real do residuo Ry (€gqg )), produzido pela utilizacdo de
(3.44), esta mostrado na Figura 3.2 como uma fun¢o da precisdo do polo A;. Este erro é

definido por:

€ | l(analmco - 9{{ Rl("”mérim) }' %100 %
Re(R,)
! ‘ 9{{ Rl(analltlco) } ‘

(3.47)

O erro percentual da parte imagindria do residuo Ry (€, )) € definido de maneira

similar, mas trocando o operador real R pelo imagindrio 3 . O comportamento de

€(r,) cOmO uma fungdo da precisdo do polo A; € muito similar ao de €y ) ndo sendo,

portanto, necessario mostra-lo.

1.0E+04 ||

1.0E+02

< 1.0E+00

IS

- /
S 1.0E-02 /
&

w

1.0E-08 T T T T T
-16 -14 -12  -10 -8 -6 -4 -2
m

Figura 3.2: Erro percentual da parte real do residuo R; como uma fungdo

da precisdo do polo A, (sistema composto por uma LT)
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Note que m =—10, que € a abscissa da linha vertical verde na Figura 3.2, é um valor
comumente adotado como expoente para o erro relativo (i.e., 10™) em aplicacdes de
algebra linear numérica. Como pode ser observado nesta figura, os erros na computagao
do residuo associado sdo inaceitdveis para valores razodveis de m. A mesma verificacao
foi repetida para diversos outros polos deste exemplo de LT de parametros distribuidos
e os erros numéricos observados nos valores de seus residuos associados foram também

inaceitaveis.

Um método robusto para a computacdo precisa do residuo associado a um polo de um

sistema infinito € apresentado na proxima secao.

3.5 COMPUTACAO PRECISA DE RESIDUOS

O método proposto para a computacdo precisa da matriz-residuo R associada ao polo A
¢ baseado no cdlculo numérico da integral de contorno (ou de linha) definida pelo
teorema dos residuos [78]

L fH(s) ds (3.48)

R=—
Zﬂ:j C

onde C é uma curva (contorno) no plano s envolvendo o polo A, mostrado na Figura

3.3 (a).

O primeiro passo para a solucdo da integral de linha dada por (3.48) é escolher o
contorno C. Neste trabalho, um contorno quadrado envolvendo o polo A foi escolhido,

como mostrado na Figura 3.3 (b).

. A . A
JO JO

v
v

(a) (D)

Figura 3.3: (a) Polo A; (b) Polo envolto por um contorno quadrado
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Os ndmeros complexos u,, (k=1,...,4), mostrados na Figura 3.3 (b), podem ser

definidos por
u, = eV (3.49)

onde d € igual a metade do comprimento da diagonal do quadrado e # € um nimero

complexo de modulo unitério, dado por:

u="1/\ (3.50)

Os pontos P, (k=1,...,4), mostrados na Figura 3.3 (b), podem ser expressos em
funcdo dos nimeros u,, (k=1, ..., 4), como

B =A+uy (3.51)

Substituindo (3.49) em (3.51), resulta em:

P =h+e/F 2y (3.52)
Tendo definido o contorno C como um quadrado de vértices P;, (k=1, ..., 4), como
mostrado na Figura 3.3 (), a integral em (3.48) pode ser escrita como

4 ftk+1)

fch(s) ds= Z '[ H(s) ds (3.53)

k=1 P,
onde Ps = P,.

Dividindo o intervalo [Py, P,,] em m, subintervalos, tem-se:

A1) m, B AR
IH(S) ds = Z IH(S) ds (3.54)
R = R{i-1) an
onde
AR =[Riy-B] fm, (3.55)

Substituindo (3.54) em (3.53), resulta em:

j;H(s) ds = IH(s) ds (3.56)
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Os valores da frequéncia complexa s em cada subintervalo € dado pela seguinte equagao

paramétrica da reta:
s=(1-1)[B +(-1) AR+ (R +1AR)T (3.57)
onde T € R.
Diferenciando (3.57) em relagdo a T, obtém-se:
ds=AP, dt (3.58)

De acordo com (3.57), para s=P,+ (I-1) AP, >1t=0¢e para s=P,+[AP,—>1T=1.
Substituindo (3.57) e (3.58) em (3.56), resulta em:

4 ny 1
§ H(s) ds= ZAPk ZjG(w,l,Pk ) du (3.59)
¢ k=1 =l o
onde
G(t.l,R)=H((1-7)[ +(1-1) AR ]+(P, +1 AP )7T) (3.60)

A integral do lado direito em (3.59) pode ser eficiente e precisamente calculada
utilizando o método de quadratura Legendre-Gauss [79]. Uma integral sobre [a, b] deve
ser transformada em uma integral sobre [—1, 1] antes da aplicacdo deste método. Esta

mudanca de intervalo de integracdo pode ser feita definindo-se a varidvel:
1=0.5(b-a)E+0.5(b+a) (3.61)

No caso da integral do lado direito em (3.59), tem-se a=0 e b=1. Assim (3.61) é

reduzida para:

1=0.5(1+E) (3.62)
Diferenciando (3.62) em relagdo a &, obtém-se:

dt=0.5dg (3.63)

Substituindo (3.62) e (3.63) em (3.59), resulta em:
AP < |
= Tk
iH(s)ds DY FIINIL (3.64)
1

onde
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JELP)=G(0.51+E),LP,) (3.65)

Aplicando o método de quadratura Legendre-Gauss a integral do lado direito em (3.64),

obtém-se:
L M
[Iern)a=) v i6.Ln) (3.66)
-1 i=1

onde M é o nimero de pontos (abscissas) &; e pesos w; utilizados no somatério. Neste
trabalho, escolheu-se M =24. Os correspondentes valores de &; e w; estdo disponiveis

em diversos livros texto, incluindo [79].

Substituindo (3.66) em (3.64), resulta em:

£H(s)ds - ZA—?ZZW JE,.LP,) (3.67)

Substituindo (3.67) em (3.48), obtém-se:
AP,

R= —+ JELLP) 3.68

MJ ;Z (3 (3.68)

De acordo com (3.68), a matriz de residuos R associada ao polo A € igual a soma de

quatro termos Ry, (k=1, ..., 4), dados por:

R, _ETZZW JE:.L.R) (3.69)

=1 =1

Assim, o termo R, representa a contribuicdo do lado P, — P, do contorno quadrado para
a matriz-residuo total, o termo R, a contribuicdo do lado P, — P; e assim por diante.
Neste trabalho, o niimero de subintervalos m; (k=1, ..., 4) em cada lado do quadrado é

dado por:
m, =27, ¢q=0,1,2,... (3.70)

O erro relativo no cdlculo de cada um dos quatro termos da matriz-residuo € dado por:

e.o =R - R /R,

(3.71)

onde o subscrito LG refere-se ao método de integracao numérica Legendre-Gauss.
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Considera-se que o processo iterativo converge quando €;:() <€;G(max) 0N €/ (may)

€ o maximo erro relativo especificado. Note que o erro relativo total na computagdo da

matriz de residuos é:

4
€16 = ZSLG(k) <4 €1G(max) (3.72)

Os pseudocddigos para o algoritmo proposto SMDPA e para o esquema de integracdo
Legendre-Gauss estdo apresentados no Apéndice B. Consideracdes sobre a

complexidade computacional do método estdao apresentadas no Apéndice C.
3.5.1 Verificacdo da Precisdo e Robustez no Calculo de Residuos Utilizando o
Método de Integracio Numérica Legendre-Gauss

Para uma maior facilidade de leitura, a expressdo do erro percentual da parte real do

residuo R, ERe(r,)> dada por (3.47), esta repetida a seguir:

|m{Rl(analt’tico }_ EK{Rl(numériw) }'
o(R) = 100 % 3.73
gR (Rl) ‘ g{{Rl(anall’tim) } ‘X ’ ( )

O comportamento deste erro, produzido pela utilizagdo do método proposto no cédlculo

de R, estd mostrado na Figura 3.4 como uma fungio da precisdo do polo A;.

(numérico) °

Como pode ser observado, independentemente do valor do expoente m que define a

- . -12
precisdo do polo, os valores de €ryp) encontram-se praticamente entre 10~ % e

107" %, comprovando a alta precisdo e robustez do método proposto. O comportamento

do erro da parte imagindria do residuo Ry, €,k ). como uma fun¢éo da precisdo do polo

A1, € muito similar ao de €Re(R,) nao sendo, portanto, necessario mostra-lo.
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Figura 3.4: Erro percentual da parte real do residuo R; como uma funcao

da precisao do polo A4, utilizando o método Legendre-Gauss

Nestes calculos utilizou-se um erro relativo maximo €;4(,,) =107 e um valor de

max )
metade da diagonal d =100 para todos os quadrados (contornos de integracdo)
centrados nos diversos valores aproximados A do polo A,. Este valor de metade da
diagonal foi utilizado para garantir que todos os quadrados envolvessem, além do valor
aproximado X, o valor exato A do polo A,. Esta é a tnica condi¢io para que o método

proposto forneca resultados precisos para o calculo do residuo associado R;. Na Figura

3.5 estd mostrado o quadrado centrado no valor aproximado mais distante
7»=(1—10_2)7u (asterisco em preto) do valor exato A (asterisco em vermelho) do polo
A,. Como este quadrado, além do valor aproximado, envolve também o valor exato,
todos os demais quadrados, centrados nos valores aproximados localizados sobre a reta
que une A= (1—10_2)7» e A (mostrados como asteriscos em cyan na Figura 3.5), também

envolverdo o valor exato A.

Obviamente, na pratica, os valores aproximado e exato do polo estdo muito proximos,
de forma que € possivel se utilizar valores muito menores para a metade da diagonal do

quadrado de integracdo, como, por exemplo, d =1.
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Imag (rad/s)

290 40 -105 -70  -35 0 35 70 105 140

Real (1/s)

Figura 3.5: Quadrado com d = 100 centrado no valor aproximado X:(I—IO_Z)X

envolvendo também o valor exato A do polo A;.

3.6 SISTEMAS TESTE

O primeiro sistema teste € a rede de transmissdo mostrada na Figura 3.6, possuindo 34
barras, 25 LTs de parametros distribuidos, 12 ramos em derivacdo (shunt) representando
bancos de capacitores ou indutores, 16 transformadores, 16 cargas e 10 geradores. O
conjunto completo de dados deste sistema encontra-se descrito em [28]. A FT MIMO
selecionada tem como entradas as injecOes simultaneas de correntes elétricas nas barras
21 (entrada 1) e 23 (entrada 2) (ambas destacadas em vermelho) e como saidas as
tensOes nestas mesmas barras, sendo a da barra 21 a saida 1 e a da barra 23 a saida 2. A
faixa de frequéncias de interesse para este caso varia de 0 a 4000 Hz, que contém 95%

da energia total desta FT MIMO, conforme mostrado em [80].
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Figura 3.6: Sistema de 34 barras com 25 LTs de parametros distribuidos

O segundo sistema teste é o bastante conhecido IEEE 118 barras, mostrado na Figura
3.7, e a faixa de frequéncias de interesse agora varia de 0 a 10 kHz. Este sistema possui
118 barras, 177 LTs de parametros distribuidos, 14 ramos em derivacdo (shunt)
representando bancos de capacitores ou indutores, 9 transformadores, 91 cargas e 54
geradores. Os dados  deste  sistema  estdo  disponiveis no  site
https://www.ee.washington.edu/research/pstca/. Os elementos do vetor de entradas da
FT selecionada sdo as correntes injetadas nas barras 30 (entrada 1) e 38 (entrada 2)
(ambas destacadas em vermelho). Os elementos do vetor de saidas sdo as tensOes nestas

mesmas barras.

Os transformadores, ramos, cargas, geradores e LTs de parametros distribuidos dos

sistemas testes foram representados utilizando os modelos descritos no capitulo 2.
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Figura 3.7: Sistema IEEE 118 barras com 177 LTs de parametros distribuidos
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3.7 APLICACAO DO ALGORITMO PROPOSTO SMDPA AOS SISTEMAS
TESTE

O algoritmo proposto foi aplicado no cdlculo dos polos dominantes e de suas matrizes-
residuo das FT's MIMO dos sistemas infinitos descritos no item 3.6. O objetivo do teste
foi verificar se o algoritmo seria confidvel e eficiente na constru¢cdo de MORSs racionais
de alta fidelidade, dentro das faixas de frequéncias de interesse, a partir destes

resultados modais (polos e matrizes-residuo associadas).

O procedimento utilizado no SMDPA para o calculo sequencial de polos € realizado em
duas etapas (estdgios). Na primeira, o conjunto dos polos mais dominantes ¢é
computado. Na segunda, computam-se os polos menos dominantes, mas, ainda assim,
importantes. O conjunto (vetor) de estimativas iniciais utilizado na primeira etapa é
composto de nimeros puramente imagindrios, cujos valores coincidem com as

frequéncias dos picos da curva de valores singulares maximos de H(jo). O

procedimento de determinag@o do conjunto de estimativas iniciais da primeira etapa estd

exemplificado no grafico mostrado na Figura 3.8, onde a curva de Gmax[ﬁ( j2nf )]
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tracada refere-se ao sistema de 34 barras. Para uma melhor visualizagdo, utilizou-se o
intervalo de frequéncias de 1000 Hz a 1500 Hz e uma escala vertical logaritmica. De

7z

acordo com a Figura 3.8, o vetor de estimativas iniciais é dado por
sO=2mjlfi £l

Nos casos eventuais em que ocorrem 20 iteragdes, verifica-se que o processo iterativo
de Newton € claramente divergente ou ndo convergente. Uma vez que um polo tenha
convergido, sua matriz-residuo é computada. Em seguida, este polo convergido é
deflacionado. Apds concluir o procedimento de deflacdo ou depois de atingir 0 maximo
nimero de iteragdes, a versao atual do programa computacional automaticamente inicia
o célculo de outro polo pelo método de Newton utilizando a préxima estimativa inicial

disponivel.

10.0

G [A(j27F)] (pu)

000/ B A A S fi 1500

Frequéncia (Hz)

Figura 3.8: Procedimento de determina¢do do conjunto de

estimativas iniciais da primeira etapa

Para a computacio eficiente do conjunto de polos menos dominantes, na segunda etapa,
o algoritmo de Newton exige uma estratégia mais refinada para selecionar as
estimativas iniciais. Esta necessidade decorre do fato destes polos possuirem regides de
atracdo muito menores do que as dos polos da primeira etapa [75] para o algoritmo de
Newton. Assim, nesta segunda etapa, uma estimativa tem sua parte imagindria feita

igual a frequéncia em rad/s (®,,) correspondente a um méiximo (pico) de
€ox (j®)=0,. [AH(jo)] (Equagio (3.13)). Adicionalmente, a parte real desta

estimativa € feita igual a parte real 9T(S) da frequéncia complexa s onde ocorre o
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méximo da curva SMOR(SK(SH j(Dmax) (deve-se notar que, nesta curva, Wm.x € mantido

constante enquanto EK(S) varia). O procedimento de determinacdo de uma estimativa
inicial da segunda etapa estd exemplificado no grafico mostrado na Figura 3.9, onde a
curva de € MOR( Jj2nf ) (curva azul) mostrada refere-se ao sistema de 34 barras. Esta
curva foi tracada no intervalo de frequéncias de 0 a 4100 Hz. Para uma melhor
visualizagdo, utilizou-se uma escala vertical logaritmica. Nesta figura, escolheu-se o
méaximo da curva de SMOR( j2nf ) que ocorreu na frequéncia representada por fmax
(poderia ter sido escolhido qualquer outro pico). Depois da determinacao de fi.x, traga-
se a curva definida por EMOR(%(S)+ j2TgfmaX). Esta curva, referente ao sistema de 34
barras, estd tragcada em vermelho na Figura 3.9. Neste caso, utilizou-se o intervalo de
9T(s) de =50 (1/s) a 0. Conforme indicado nesta figura, 0 maximo desta curva ocorreu
para R(s)=R(s)

Portanto, a estimava inicial serd dada por s = R(s) + j2mnf

max *

max *

max

€mor (pu)

4500

1500 .
Frequéncid

(Hz)

Figura 3.9: Procedimento de determinacdo de uma
estimativa inicial da segunda etapa
Esta estimativa €, entdo, utilizada no SMDPA para a computacdo do polo e de sua
matriz-residuo associada. A seguir, o polo convergido é deflacionado da FT ﬁ(s) (FT

de desvio) e o procedimento computacional anteriormente descrito para a determinagdo
da estimativa inicial, cdlculo do polo e matriz-residuo associada é repetido, conforme
mostrado na Figura 3.10, onde as novas curvas estdo superpostas as anteriores. Nesta

figura € possivel se notar claramente que o pico anteriormente escolhido da curva em
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azul ndo existe na curva em magenta, devido a deflacdo do polo. Observa-se, portanto,
que ao contrario da primeira etapa, as estimativas iniciais sdo determinadas de forma

intercalada com os calculos dos polos e matrizes-residuo associadas.

A - A .. . _10 .
Valores de tolerancia de convergéncia iguais a 10° "~ para os erros relativos dos polos e
das matrizes-residuo associadas e d = 1 para a metade do comprimento da diagonal do

quadrado na Figura 3.3 (b), foram utilizados em todos os cdlculos computacionais.

Ly

4500

encia (H2)

Frequ

Figura 3.10: Determinagao de mais uma estimativa inicial da segunda etapa

3.7.1 Sistema Teste de 34 barras

Um conjunto de estimativas iniciais puramente imagindrias foi obtido na primeira etapa
de célculo. Na Figura 3.11 estd mostrado o espectro de polos computado pelo SMDPA
para este conjunto de 37 estimativas. Note que devido a efetividade da técnica de
deflacdo adotada neste trabalho, todas as 37 estimativas iniciais convergiram para polos
distintos. O nimero de iteragdes requerido para a convergéncia de cada polo, que
também se encontra indicado na figura, foi igual ou inferior a 7 para 35 destes polos.
Note também que quando um polo de um par complexo conjugado é computado, o par

completo € apropriadamente deflacionado em todas as subsequentes computagdes.

No segundo estdgio, outros 41 polos e matrizes de residuos foram computados. Assim,
um MOR de 151* ordem (MOR-151) foi obtido (73 pares de polos complexos
conjugados e 5 reais). As curvas de 0,,,, dos modelos infinito H(jw) e reduzido H,s;(j®)

estdo mostradas na Figura 3.12, sendo visualmente coincidentes dentro do intervalo de

frequéncias de 0 a 4 kHz. As respostas em frequéncia (magnitude e fase) dos elementos
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dos modelos matriciais infinito H(j®) e reduzido H,5;(j®) também mostraram excelente

concordancia, como se poderia esperar, uma vez que este fato € uma condi¢do

necessdria para a boa concordancia entre as curvas de G,,,, €, por este motivo, ndo estao

mostradas neste trabalho.

30
o
S -
S 25 ¢ 5 Iteracoes n
X 0 ® 6 [teracoes n 2
% s 7 Iteracdes .‘ ¢ ® @
EIis @ 11 Iteragdes +° .
210 ® 12 Iteragdes LMV S
\g “ ’00 m¢
PS5 s o et
E | = .
= 0 1 1 ] 1 ] 1 1 ]
90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 O

Real (1/s)

Figura 3.11: Espectro de polos convergidos para o conjunto

de 37 estimativas da primeira etapa

4.0
— Infinito

30 —MOR-151 7
=)
&
5 2.0
&
©

0.0

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Frequéncia(Hz)

Figura 3.12: Curvas de Gpax para o modelo infinito e MOR-151

O desvio como uma fung¢do da frequéncia definido em (3.13) do MOR-151 estd

mostrado na Figura 3.15 (em uma faixa de frequéncias ampliada) e na Figura 3.16 (na

faixa de frequéncias de interesse), onde é comparado com o desvio de um MOR de 167*

ordem (MOR-167).
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3.7.2 Sistema Teste de 118 Barras

A maioria dos polos do MOR-151 do sistema teste de 34 barras (37 pares de polos
dominantes complexos conjugados computados no primeiro estigio e 36 pares mais 5
polos dominantes reais no segundo estdgio) tinham suas partes imagindrias contidas no
intervalo de frequéncias de 0 e 4 kHz. Somente 11 pares de polos complexos

conjugados (14 %) tinham suas partes imagindarias fora deste intervalo de interesse.

Em contraste, o conjunto de polos dominantes do MOR-216 (108 pares de polos
complexos conjugados) do sistema teste de 118 barras tiveram suas partes imaginarias
distribuidas sobre o intervalo de 0 a 20 kHz, apesar do foco do estudo ser limitado ao
intervalo de interesse, compreendendo as frequéncias entre 0 e 10 kHz. Na realidade,
aproximadamente metade dos polos dominantes (51 pares complexos conjugados)
tiveram suas partes imagindrias entre 10 e 20 kHz. No primeiro estdgio, somente duas
estimativas das 104 resultaram em um processo ndo convergente. Todas as outras 102
estimativas convergiram para polos distintos, sendo que 87 % delas precisaram de
apenas 4 ou 5 iteracdes para a convergéncia. E importante mencionar que a FT MIMO
do sistema teste de 118 barras teve somente 6 outros pares de polos dominantes
computados no segundo estdgio, onde foi utilizada a estratégia mais elaborada de

inicializag¢do descrita no item 3.7.

As curvas de G,,,, dos modelos infinito H(jw) e reduzido H,,4(j®) estdo comparadas na
Figura 3.13, sendo visualmente coincidentes sobre o intervalo de 0 a 10 kHz. O desvio

como uma funcdo da frequéncia, definido por (3.13), do MOR-216 estd mostrado na

Figura 3.14.

144



— Infinito
12.0 —MOR-216
¢ 6.0 | l
3.0 | L]
0.0 ULUWLUWLDMLLMJKLUJU UUUMJJ

0 2000 4000 6000 8000 10000
Frequéncia(Hz)

Figura 3.13: Curvas de Gy« para o modelo infinito e para o MOR-216

(sistema teste de 118 barras)
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Figura 3.14: Desvio do MOR-216 sobre a faixa de frequéncias de

interesse (sistema teste de 118 barras)

3.8 SISTEMAS INFINITOS X FINITOS

Um modelo linear (finito) aproximado (MLA) de um sistema infinito pode ser obtido

utilizando, por exemplo, SD, onde cada LT é representada por uma série de circuitos 7

[28].

A formulacao por SD consiste de equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem e

de equacodes algébricas (DAEs — Differential and Algebraic Equations):
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Tx(r)=Ax(r)+Bulr) (3.74)
y()=C"x(t)+ D, u(r) (3.75)

onde A, T € R*™._ B € R™*™ C € R™*P, x(1) € R™, u(r) € R™, y(r) ERP e

D, € RP*™, Nesta aproximacao linear finita, a FT é definida como:
H,(s)=C"(sT-A)'B+D, (3.76)

onde H;(s) € CP*™. Note que (3.76) é andloga a (3.4) e que (sT—A) é o modelo

descritor linear aproximado do modelo infinito do sistema Y(s).

Similarmente a FT de desvio do MOR MIMO definida em (3.12), a diferenca entre H(s)

e H;(s) € definida como a FT de desvio da aproximagdo linear MIMO:
H,(s)=H(s)-H,(s) (3.77)

A grandeza €, (j®) definida em (3.13) determina o desvio do MOR como uma fun¢io
da frequéncia, sobre o intervalo de frequéncias de interesse de 0 a ;. Nesta secdo €
considerada uma medida de erro que € completamente descrita por um unico valor
numeérico. Esta medida [81] é a razdo entre a area sob a curva de desvio do MOR e a

area sob a curva de O, do modelo infinito:

@
€y0r = wof %100 % (3.78)

[ 6 [Hj0)ldo>

O erro percentual correspondente do MLA €, 4 é, obviamente, definido similarmente a
Eyor-

As LTs de parametros distribuidos do sistema teste de 34 barras, mostrado na Figura
3.6, foram modeladas aproximadamente por diferentes quantidades de circuitos . Na
Tabela 3.1 estdo descritos alguns dados sobre os 4 MLAs do sistema infinito, que foram
gerados pela discretizacao das LTs utilizando de 300 a 600 circuitos 7 em série por LT.
Nesta tabela ny, np € n;, denotam o nimero de circuitos 7 por LT, o nimero de equagdes
diferenciais do SD e a dimensao das matrizes A e T. A razdo n;/ n, onde n=44 € a

dimensdo da matriz Y(s) do sistema infinito (igual ao ndmero de barras somado ao
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nimero de geradores do sistema), € também incluida. O nimero de equacdes algébricas

(n, — np) € o mesmo para os quatro MLAs e igual a 119.

Os desempenhos em termos de erros dos quatro MLAs sdo comparados com o do
MOR-151, obtido pelo método SMDPA proposto (cf. item 3.7.1), na Tabela 3.2. Um
MLA com um valor de n; entre 400 e 500 possui um desempenho de erro equivalente

ao do MOR-151. Da Tabela 3.1 tem-se que a dimensdo das matrizes deste MLA situa-se

entre 20182 e 25182.

Tabela 3.1: Informagdes sobre os sistemas finitos (sistema teste de 34 barras)

Nr np nr, nyln

300 15063 15182 345.05
400 20063 20182 458.68
500 25063 25182 572.32
600 30063 30182 685.95

Tabela 3.2: Comparagdo de desempenho dos modelos (MLAs x MOR-151)

N €y114(%) Ey10r(%)

300 | 4.59%x10™
400 | 2.58x 107"
500 | 1.65x 10
600 | 1.15x 107"

1.94x 107!

A utilizagdo MLAs com alta fidelidade, com erros préoximos ao do MOR-151
(diretamente obtido do sistema infinito), ndo €, portanto, pritica para sistemas de grande
porte e amplos intervalos de frequéncia, devido a natureza de crescente mal
condicionamento do processo de encadeamento de circuitos T, combinada com as
dificuldades computacionais usuais associadas a matrizes de grandes dimensdes, tais
como utilizacdo de grandes quantidades de memoria e elevados tempos de CPU. Em
contraste, a precisdo do MOR-151 proposto pode ser sensivelmente melhorada, de
forma fécil e eficiente, pela simples adi¢do de alguns poucos polos e matrizes-residuo

associadas.
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A curva de desvio SMOR( jco) do MOR-151 estd tragada na Figura 3.15 em um intervalo
de frequéncias mais amplo do que o de interesse. Os 0ito maiores picos que aparecem
no intervalo de 4 a 8 kHz deste grafico sdo devidos a existéncia de oito polos
dominantes (i.e., 8 pares de polos complexos conjugados). Computando estes polos e
adicionando-os a0 MOR-151 resulta em um MOR de 167* ordem (MOR-167) que
apresenta uma melhora significativa de precisdo sobre toda a faixa de frequéncias de
interesse. As curvas de desvio dos dois MORs, na faixa de frequéncias de interesse,

estdo mostradas na Figura 3.16. O €, do MOR-167 ¢ igual a 9.32 x 1072, que é

menor do que o €,;;4 do MLA com 600 circuitos 7t por LT (cf. Tabela 3.2).

1.0E+00

Faixa de Frequéncias L
de Interesse

JE
s Lty NV
Pl

1.0E-04

1.0E-01

V.

€yor (PU)

0 2000 4000 6000 8000
Frequéncia(Hz)

Figura 3.15: Desvio do MOR-151 sobre uma faixa de frequéncias mais ampla
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Figura 3.16: Desvios dos MORs de ordens 151 e 167 sobre

a faixa de frequéncias de interesse

E impossivel comparar rigorosamente a eficiéncia do método computacional proposto
contra outros métodos, uma vez que nao existem outros métodos que calculam os polos
verdadeiros de um sistema infinito. A alternativa foi, portanto, comparar o SMDPA
operando no sistema infinito com os métodos SAMDP [45] e SLRCF [73] operando no
MLA de ordem 20063 (MLA-20063) da Tabela 3.1 (sistema teste de 34 barras com as
LTs modeladas por 400 circuitos 7). Todos os trés métodos foram executados para
computar o conjunto de 37 polos mais dominantes e suas matrizes-residuo associadas. O
espectro resultante dos polos computados pelos trés métodos (SMDPA, SAMDP e
SLRCEF) estd apresentado na Figura 3.17.
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Figura 3.17: Espectro dos 37 polos mais dominantes obtidos pelo SMDPA,
SAMDP e SLRCF (modelo infinito e MLA de ordem 20063 do

sistema teste de 34 barras)

Note que dos 37 polos do sistema infinito computados pelo SMDPA, 29 foram
aproximados pelos polos obtidos pelo SAMDP para o sistema finito de ordem 20063.
Quatro dos  polos computados pelo SAMDP  (-274.034 +; 2845.59,
—161.280 +j 3083.83, —157.088 +j 3803.53 ¢ —97.285 + 1688.12) e um computado
pelo SLRCF (—125.57 + 1703.14) nao puderam ser mostrados na Figura 3.17, uma vez
que a escala horizontal adotada para este grafico foi otimizada para a observacgao visual
das coincidéncias existentes entre os polos dos sistemas infinito e finito. Deve-se notar
que os polos computados pelo SMDPA e pelo SAMDP sdo polos verdadeiros do
modelo infinito e do MLA de ordem 20063, respectivamente, enquanto 0s polos
computados pelo SLRCF sdo apenas valores que produzem um bom ajuste entre as
respostas dos modelos completo e reduzido. O ambiente de programacgdo utilizado
nestas comparacdes foi o Matlab R2010a, instalado em um computador constituido por
um processador AMD Phenom 3.20 GHz, memoéria RAM de 4 GB e sistema
operacional de 32 bits. Os tempos de CPU requeridos por estes métodos para computar
os conjuntos de 37 polos e suas matrizes-residuo associadas estdo apresentados na
Tabela 3.3. Nesta tabela pode-se observar que o SMDPA proposto foi aproximadamente
quatro e doze vezes mais rdpido do que os métodos SAMDP e SLRCF,
respectivamente, apesar do fato dos dois dltimos serem beneficiados por possuirem

cddigos computacionais mais otimizados.
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Tabela 3.3: Desempenho de tempo de CPU (modelos infinito e

de ordem 20063 para o sistema teste de 34 barras)

Método

SMDPA

SAMDP

SLRCF

Tempo de CPU (s)

6.845

30.48

81.26
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Capitulo 4: Método Hibrido de Truncamento Modal e Balanceado

41 INTRODUCAO

O método Subspace Accelerated Dominant Pole Algorithm — SADPA [42] pode
computar eficientemente os polos dominantes e residuos associados de FTs SISO de
sistemas lineares invariantes no tempo (sistemas LTI — Linear Time Invariant) de
grande porte. Este método de solucdo de autovalores pode ser diretamente aplicado a
modelos na formulagdo por SD. No entanto, o SADPA nao possui um critério de parada
eficiente quando utilizado em aplicagcdes de redugcdo da ordem de modelos, requerendo
que o usudrio selecione heuristicamente o nimero de polos e residuos associados a
serem computados. Esta heuristica envolve diversas execucdes do programa para ajustar
o numero de polos e residuos associados ao erro desejado para o MOR. Além disto, este
erro € definido como o percentual da energia contida no desvio do MOR em relacdo a
energia contida no modelo completo [80], dentro da faixa de frequéncias de interesse,
sendo necessdria, para o seu cdlculo, a solugdo numérica de integrais de elevado custo
computacional. Uma desvantagem dos métodos modais dominantes [37], [42], [45],
[49] (métodos que computam os polos verdadeiros do sistema), como o SADPA,
quando comparados, por exemplo, com métodos de truncamento balanceado [73], [82]-
[90] é que, exceto para circuitos RLC de grande porte [86] e sistemas formados por
estruturas flexiveis [91], um grande numero de polos € necessario para construir um

MOR com alta fidelidade (erro pequeno).

Por outro lado, métodos de truncamento balanceado (e.g. Square Root Balanced
Truncation Method — SRBT [82]) sdo teoricamente atrativos e produzem MORs de alta
fidelidade com um nimero relativamente pequeno de polos e residuos associados. No
entanto, os altos custos computacionais (tempo de CPU e memdria) para a solucdo de
duas equagdes de Lyapunov e uma decomposi¢do por valores singulares da matriz do
sistema, tornam o uso direto destes métodos proibitivo para sistemas de grandes

dimensoes [83], [84].

De modo a combinar eficientemente os métodos SADPA e SRBT, um novo critério de
parada é proposto para 0 SADPA. Este critério € baseado na energia contida em uma FT
dentro de uma faixa de frequéncias de interesse, cujo valor € simultaneamente
aproximado por duas séries de energia, que sdo analiticamente desenvolvidas em termos

de polos e residuos. Na medida em que o nimero de polos dominantes computados pelo
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SADPA aumenta, os termos equivalentes destas duas séries tendem a um mesmo valor.
Quando todos os termos de uma série tornam-se, dentro de uma tolerancia especificada,
iguais aos correspondentes termos da outra, o SADPA para e 0o MOR modal é obtido. O
nimero de polos dominantes deste MOR modal é usualmente muito menor do que o
nimero total de polos existente em sistemas de grande porte. Assim, a realizagdo de
estados do conjunto de polos dominantes e residuos associados possui dimensdo
reduzida, permitindo a aplicacdo eficiente do método SRBT. Portanto, o método
hibrido, que consiste no uso combinado dos métodos SADPA com o critério de parada
proposto (enhanced SADPA) e SRBT, é também proposto neste capitulo. Em [39] este
método foi chamado de Hybrid Modal-Balanced Truncation Method — HMBT. A ordem
do MOR hibrido, por sua vez, € usualmente muito menor do que a do MOR modal.
Além disto, o método hibrido proposto pode ser aplicado a modelos de sistemas
instaveis e ndo requer a computacdo de fatores ADI (Alternating Direction Implicit),
evitando esta desvantagem presente em métodos de reducao do tipo baixo posto (low

rank methods) [73], [89], [90].

Note que alguns conceitos e defini¢des estabelecidos no item (2.2) sdo repetidos neste

capitulo, de modo a facilitar sua leitura e entendimento.

4.2 SISTEMAS DESCRITORES, FUNCOES DE TRANSFERENCIA, POLOS
DOMINANTES E MODELOS DE ORDEM REDUZIDA

Um sistema LTI SISO modelado por DAEs, possui a seguinte formulagdo descritora:
Tx(t)=A x(t)+b u(t) 4.1)
y(t)=c"x(t)+d ult) (4.2)

onde x(f) € R™ € o vetor de estados generalizados, u(r), y(f), d € R sdo a entrada, a

saida e o termo direto, respectivamente, A, T € R"9*™, b, ¢ € R"9.

Aplicando a transformada de Laplace a (4.1) e (4.2), obtém-se das duas equacgdes

resultantes:

y(s)=[eT (T A) b+ | u(s) 43)

A expressao dentro dos colchetes, relacionando a entrada com a saida no dominio s, é

definida como a FT H(s) € C:
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H(s)=c"(sT-A) "' b+d (4.4)

A FT pode ser expandida em fra¢des parciais para polos simples como:

R.
H(s)= Zs—lx. +d 4.5)

i=1 !

onde A; € C é um polo do sistema, R; € C é seu residuo associado e n o nimero de polos

finitos.

O residuo pode ser computado por:
R =c'v,w,b (4.6)

onde v; e w; sdo os autovetores a direita e a esquerda, respectivamente, associados a A;.

Note que em (4.6), v; e w; estdo normalizados de forma que w;.k Tv,=1.

. ’ A7 , . A7
Considere um polo A, =X + jA  com residuo associado R,. Fazendo s=jA  em

(4.5), obtém-se:

N7 Rm . Ri
H(]?\.m)=—7\’, +Zm+d (47)

m i=1 m 1

i£m

De acordo com (4.7), um polo A, associado a um elevado valor de ‘Rm / 7»;,,‘ dominara

localmente a magnitude da resposta de H, causando-lhe um pico de alta amplitude no

valor de frequéncia igual (ou préximo) a s = jA, .

A FT H(s) pode ser aproximada, sobre uma faixa de frequéncias especifica, por H (s),

que retém no somatério descrito em (4.5) apenas o conjunto € de N <<n polos

dominantes:

N
R;
H(s)EHN(s): Z 7\.+d 4.8)

4.3 RESPOSTA DO SISTEMA A UMA ENTRADA GENERICA

Como visto na secdo 4.2, uma entrada u(s) e uma saida y(s) de um sistema LTI estdao

relacionadas no dominio s por:
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y(s)=H(s)uls) (4.9)
onde H(s) ¢ uma FT do sistema.

Primeiramente, considere u(s) = 1 em (4.9), que no dominio do tempo corresponde a um
impulso unitdrio em ¢ = 0. Neste caso, a saida y(s) € igual a FT H(s), sendo denominada

de resposta natural do sistema para a FT considerada.

O residuo R; da FT (resposta ao impulso), associado ao polo A;, € o termo direto d sdo

definidos por:

R, :sli_gli H(s)(s-2,) (4.10)
d = lim H(s) (4.11)

Considere, agora, uma entrada genérica u(s) com seu proprio conjunto de m polos, que

também pode ser escrita na forma de fragdes parciais:

u(s)=z Re | gu (4.12)
k=1

u

onde A, e d" denotam um polo genérico e o termo direto da entrada, respectivamente.

O residuo associado a A} é denotado por R, . Similarmente a (4.10) e (4.11), o residuo

e o termo direto podem ser calculados por:

R;; = }13};{ M(S)(S—N;{) (4.13)
d" = limu(s) (4.14)
s—>00

Substituindo (4.5) e (4.12) em (4.9), obtém-se:

m u

e

i=1 ! k=l k

O conjunto de polos da resposta y(s), como pode ser observado em (4.15), corresponde

a unido dos conjuntos de polos da FT H(s) e da entrada u(s).

Escrevendo y(s) na forma de fragdes parciais, tem-se:
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n - m

R, RY -
- i d
y(s) ;s—xi+;s—x1+ (4.16)
onde
R = lim y(s)(s=2;)= lim H(s)u(s)(s—2,) 4.17)
R!'= lim y(s)(s =2 )= lim H (s)u(s) (s -2 ) (4.18)
d = lim y(s): lim H(s)u(s) (4.19)

Substituindo (4.10) em (4.17), (4.13) em (4.18) e (4.11) e (4.14) em (4.19), obtém-se
[12]:

R, =R u();) (4.20)
R =R'H() 4.21)
d=dd" (4.22)

Equacgdes (4.16), (4.20), (4.21) e (4.22) permitem a computacdo da resposta do sistema
a uma entrada genérica a partir do conhecimento dos polos, residuos e termos diretos de

H(s) e u(s).

44 DESENVOLVIMENTO EM SERIE DA ENERGIA ESPECTRAL DE UMA
FUNCAO DE TRANSFERENCIA

Seja a entrada u(s) dada por:

—~ R —~ —R
=H(-s)= k +d= k t+d
u(s)=H(-s) - ZHM (4.23)
k=1 k=l
que, de acordo com (4.9), resulta na saida:
y(s)=H(s) H(-s) (4.24)

Comparando (4.23) com (4.12), t€ém-se as seguintes identidades:

A =, (4.26)
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d" =d (4.27)

Fazendo u(X;)= H(~X,;) em (4.20), substituindo (4.25) e (4.26) em (4.21) e (4.27) em
(4.22), obtém-se:

R =R H(-)\,) (4.28)
R!=-R,H(-L\,) (4.29)
d=d* (4.30)

R'=-R, (4.31)

Substituindo (4.26), (4.30) e (4.31) em (4.16) e considerando que m = n, obtém-se:
n ﬁ n _ Ek 5
s)= —+ ) ———+d” ..
ys) ;s—ki kZ;S'””k

~( R R;
y(s)=2(s_’x _Tlhl)-i_dz (4.32)

i=1 !

Seja ng o nimero de polos e residuos associados reais € n¢ 0 ndmero de polos e residuos

associados complexos. Desta forma, (4.32) pode ser reescrita como:

&SRR )RR )
— i _ i _ d
¥(s) Z(s—x. s+7»J+kZ (s—%k s+7\,k]+ (433)

i=1 ! =np+l

onde A, R, ER,(i=1,...,np)e A, R, €C, (k=ng+1, ..., ng+nc).
Considerando que todos os polos complexos do sistema ocorrem em pares complexos
conjugados, em (4.33) cada polo A; estd associado a um complexo conjugado k*k e

cada polo —A; estd associado a um complexo conjugado —7\,*,(. Logo, (4.33) pode ser

reescrita como:
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Como o conjugado de uma grandeza real € igual a propria grandeza, (4.34) pode ser

reescrita como:

(05K 05R° 05R 05R
— 1 + 1 _ 1 _ 1
¥(s) ;(s—k,- s=X, s+ s+7»*,)

(4.35)

nR+(nC/2) = —x% - —x%
R, + Rk* _ R, _ Rk* +4d?

k=ng+1

Julgou-se analiticamente vantajoso expressar a saida y(s) por apenas um somatorio. Para

isto, basta utilizar a grandeza 7, definida por:

<

_{O.SE , para i=1,...,n, (4.36)

" |R, para i=ng+1,...,ny +(n./2)

Substituindo (4.36) em (4.35), obtém-se:

nR+(nC/2) _ ok _ %

T . T I3 )

= E Lt ——t 1 _14d 4.37
y(s) (s—k s—A, S+, j ( )

i=1
Fazendo s = jm em (4.24), obtém-se:
wjo)=H(jo) H(- jo) (4.38)
No entanto, tem-se que:
H(- jo)=H(jo) (4.39)
substituindo (4.39) em (4.38), obtém-se:

y(jo)= H(jo) H(jo) =|H (jo)’ (4.40)

De acordo com (4.37) e (4.40), pode-se escrever:

5 ”R+(”C/2) 7 F* 7 7*
H(jo) = T S B B T R 4.41
H o) ; [j(o—ki jo-X,  jo+), j(o+7CJ (41)

Pode-se demonstrar facilmente que:

7 7 7
L =R —L— 4.42
Jo—=A; jo+A, (Jm_ki] ( :
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*

o
jo-%, jo+

(4.43)

ol
R

Il

N

%
VR
~.
7 =
g
N——

Substituindo (4.42) e (4.43) em (4.41), obtém-se:

”R+(”c/2) _ —*
CN2 I hi 2
H(jo) =2 Z {mﬁjw—xij”{j@-xgﬂ +d (4.44)

i=l1

Expandindo o polo A; e o residuo 7; em suas componentes retangulares
A =N+ A (4.45)

=r T (4.46)

<3|

e escrevendo (4.44) como uma func¢do destas componentes, obtém-se:

ng+(nc/2)
e — (0-=2])  (w+}))
ol =2 ), { {(7»’.)2+(03—M)2 (x;)2+(m+x;)2}

]

i=1 t

(4.47)

-’ N7’ 1 + 1 " 2
- M{(xf)u(m—mz (x§)2+(w+7w”)z}} d

1 1

A expressdo (4.47) é a densidade espectral de energia da FT. A energia total nesta FT

sobre o intervalo de frequéncias de mg a @, € definida por:
Of
1 .
E(H)= - jIH (jo)’ do (4.48)
00

Substituindo (4.47) em (4.48) e realizando a integracdo analitica (ver Apéndice D),

obtém-se:
ng +("C/2)
E(H)= e +d* (o) -a,) (4.49)

onde

¢ =T g +F I (4.50)
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-\ -\
g; = 2|atan 0)0—,%’ —atan mf—,l
A; A;

» 4.51
o, +7\: (Df +7V,' ( )
+ atan| ———+ |—atan| ———
A A

b = nflo, <3P+ (2] —nfl@, ~277 + ()] )

+ tnfloy +27% + 2] ~nflw, +27P + 7] |

De (4.36) e (4.46), obtém-se:

~, 10.5 (E), para i=1,...,ng 153

r=< .
“TIR(R), para i=ng+1,.... ng +(ng/2) (433)
Y 0.5 (E), para i=1,...,ng 454
“T13(R), para i=ng+1,...,np +(n./2) (454)

Lembrando que EI € R para i=1, ..., ng (ver definicdo apos (4.33)), (4.53) e (4.54)

podem ser simplificadas para:

., O.SEI-, para i=1,..., ng 455
=<
"R(R,), para i=ng+1,..., ny+(n./2) (4.59)
. 0, para i=1,...,n,
U—{S(E_), para i =ng +1,..., ngy +(n./2) (4.56)
Substituindo (4.28) em (4.55) e (4.56), obtém-se:
0.5R H(-A,), para i=1,...,n
K=t o 2. p _ N (4.57)
R{R H(-N\,)}, para i=ng +1,..., ng +(n./2)
. 0, para i=1,...,n4 458
i S{R H(-A,)}, para i=ng+1,...,ng+(n./2) (4.58)

Duas aproximacdes serdo consideradas para a série de energia dada por (4.49). A
primeira aproximacao € obtida apenas pela retencdo do conjunto de polos dominantes de
H(s):

Ng+(N¢/2)

E(H)sE(H)=—[ D +d2(cof—wo)] (4.59)

i=1
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onde Ny denota o nimero de polos dominantes e residuos associados reais e N¢ denota o

nimero de polos dominantes e residuos associados complexos.

A segunda aproximacdo € obtida como explicado a seguir. Uma vez que Hy € uma
aproximacdo para H, contendo somente seu conjunto de polos dominantes, entdo
—7 - ~

I er sdo:

aproximagoes Obvias para r;

., [05R H(-A,), parai=1,..., N,
LEF= . (4.60)
~y ~» |0, parai=1,...,Ng 161
r=r=
T |S3{R Hy(=7,)}, para i=Ngp+1,..., Ny +(N./2) (“4.6)
Assim, o termo genérico e; pode ser aproximado por:
=& =T g +F h (4.62)

Substituindo (4.62) em (4.59), obtém-se a segunda aproximacao para E(H):

Ng+(N¢/2)
E(H)EEZ(H)——[ Za +d2(0)f—0)0)] (4.63)

1

Note que a aproximagdo El (H) depende dos termos r’ e r”, que sdo fungdes de H(—\;)

(ver (4.57) e (4.58)). Por outro lado, a aproximacao Ez (H) depende dos termos 7 e

1

7.7, computados usando a FT truncada Hy(s) (ver (4.60) e (4.61)) que é dependente

1

somente dos polos dominantes e residuos associados. Quando H (s)— H(s) entdo

~

E,(H)—> E(H)— E(H).

O erro percentual entre os termos genéricos e¢; e € é definido por:

E. =—=-

e —
;== 8 00% 4.64
E(H) (4.64)

O erro RMS global, que é uma fun¢do do nimero de polos dominantes N, ou, mais
especificamente, do nimero de polos dominantes reais Ng € do nimero de polos

dominantes complexos N¢, pode ser escrito como:
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(4.65)
ERMS(NR’NC):

Um critério de parada pode ser definido baseado no erro RMS global. Dada uma
tolerancia emax para o erro computado por (4.65), o niimero de polos dominantes reais
Nk e o nimero de polos dominantes complexos Nc do MOR modal sdo considerados

adequados para fins praticos quando:
€ms (N> Ne ) < E o (4.66)

Deve-se observar que o quadrado da norma H, da FT H € definido como [81]:

2 _i I . 2
I, = 57 [ (o) o @.67)
onde:
H(jo)’ = H(jo) H(- jo) (4.68)

Por outro lado, a Equagdo (4.48) € definida em [92], [93] e [94] como o quadrado da
norma H, da FT H para um intervalo limitado de frequéncias de mo a @y, denotada por

H 2 . Nestas referéncias, a partir de (4.48) e (4.68), os autores chegam a uma

wowy]
expressao equivalente a série dada por (4.49), mas em termos de fungdes e argumentos
complexos, valida também para FTs MIMO. No Apéndice E estd mostrado que a partir

N

de (4.48) e (4.68), chega-se exatamente a (4.49). No entanto, o desenvolvimento &

puramente matematico, sem a utiliza¢do do conceito fisico da resposta da FT H (s) a

uma entrada u(s)=H(—S), que se julga ser mais palpdvel ou significativo para

engenheiros.

A referéncia [92] € mais dedicada ao desenvolvimento matemético da série, enquanto
que em [93] a €énfase € dada na formulacdo matemdtica para a construcao de MORs cuja

norma H, [wows] do desvio em relacdo ao modelo completo seja minima. Por outro

lado, a referéncia [94] engloba as anteriores, sendo consideravelmente mais detalhada e
extensa por se tratar de uma tese de doutorado. Particularmente interessante nesta tese €
a determinacdo do modelo reduzido de um avido a jato executivo e sua utilizacdo no

projeto de um controlador para o amortecimento de vibracdes estruturais. Nestas

162



referéncias € necessario que todo o conjunto de autovalores e autovetores a direita e a

esquerda seja computado para que a norma H 2,[wo,wy] do desvio entre os modelos

completo e reduzido possa ser minimizada, o que restringe a aplicacdo deste método a

sistemas de médio porte.

Em [94] o autor afirma que para que o método pudesse ser aplicado a sistemas de

grande porte, seria necessdrio se aproximar a norma H 2 do modelo completo

wo,wf]
considerando apenas um conjunto reduzido de polos e de residuos associados, utilizando
algoritmos para o célculo parcial de polos, como o apresentado em [45]. No entanto,
para que isto fosse vidvel, seria necessdrio se quantificar o erro desta aproximacao sem
se conhecer os polos e residuos descartados, algo que os autores destes trabalhos ndo
sabem como fazer ou mesmo se € possivel, mas que é resolvido utilizando as
aproximacdes da série de energia dadas por (4.59) e (4.63), como proposto neste
capitulo. A seguir um pequeno trecho do texto em [94] onde o autor explicita estas

afirmacdes:

"From a practical point of view, the poles and residues that must be retained could be
determined with an algorithm similar to the Dominant Poles Algorithm [Rommes and
Martins, 2006]'. The main question raised by this approach is to know whether the
error induced by this approximation can be quantified without the discarded poles and

residues."

4.5 REALIZACAO DE MODELOS RACIONAIS NO ESPACO DE ESTADOS
Nas subsecOes seguintes, serdo apresentadas algumas formas de realizagdo de modelos
racionais no espaco de estados.

4.5.1 Realizacao Diagonal (Complexa)

Uma vez que o conjunto de N polos dominantes e residuos associados do MOR modal
tenha sido determinado, a realiza¢do no espaco de estados deste conjunto pode ser feito

conforme a seguir.

Substituindo (4.8) em (4.9), obtém-se a aproximagao:

! Equivale a referéncia [45] desta tese.
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y(s)= Z sfix. u(s)+d uls) (4.69)

i=1
A eQ

O estado x;(s) associado ao polo A; pode ser definido por

ils)= 5 gl @.70)

1

onde & é uma constante arbitraria (real ou complexa).

De acordo com (4.69) e (4.70), pode-se escrever:

ys)= Zii xi(s)+du(s) 4.71)

AieQ

A Equacio (4.70) pode ser reescrita como:

sx;(s)=2; x, (S)+§ us) 4.72)

Tomando a transformada inversa de Laplace de (4.72) e (4.71), obtém-se:

(1) =2, x,.(t)% u(t),i=1,..,N 473)

1

y(r) EZ@. x,(1)+d ult) (4.74)

As Equagdes (4.73) podem ser escritas na forma matricial como:
Xy ()= Ay xy () +by ul) 4.75)

onde X, (f) € CN é o vetor de estados, A, € C¥*N ¢ uma matriz diagonal com os polos

dominantes e b, ¢é dado por:

T
= & R, R_N} (4.76)

"N‘[al % &

A saida y(#), dada por (4.74), pode ser reescrita como:
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y(t)=ck x (t)+d ulr) 4.77)

onde ¢, € dado por:

ey=[& & - &I (4.78)
Por exemplo, fazendo §; =1, (i =1, ..., N) em (4.76) e (4.78), obtém-se:
by=[R R, - Ry]" (4.79)
cy= 1 - 1]" (4.80)
Por outro lado, fazendo E,l- =R, (i=1,...,N)em (4.76) e (4.78), obtém-se:
by=[ 1 - 1]" (4.81)
cy=[R R, - Ry]" (4.82)

4.5.2 Realizacao Bloco-Diagonal (Real)

A saida y(s) dada por (4.69) pode ser reescrita como:

Ng Ng+N¢

R. R
y(s)z L+ k u(s)+du(s) (4.83)
;S—Ki k:%;ls_}\'k
AeQ A eQ

onde A;, R,ER, (i=1,...,Ng) e M, Rk € C, (k=Ng+ 1, ..., N¢e + N¢). Como ja citado
na se¢do 4.4, o simbolo N denota o numero de polos dominantes e residuos reais e N¢

denota o numero de polos dominantes e residuos complexos.

A realizagdo de estados correspondentes ao primeiro somatério do lado direito de
(4.83), formado pelos polos e residuos reais, € diagonal, seguindo o desenvolvimento ja
apresentado na subsecdo 4.5.1. A realizacdo bloco-diagonal (real) correspondente ao
segundo somatério do lado direito de (4.83), formado pelos polos e residuos complexos,

¢ apresentada a seguir.

As parcelas do segundo somatorio estdo ordenadas de tal forma que:

k

R
) R N LN +3 e et N =1 (4.84)
s_k(k+l) 5=
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Desta forma, os estados correspondentes as parcelas de polos e residuos complexos

conjugados podem ser definidos por:

__ 1 R
x(s)= e u((s) (4.85)
1 Ryn 1 R
Xer)(s) = u(s) = —— ——uls) (4.86)
) S _k(k+1) é(k+1) s—h; E.~(k+1)
Tomando a transformada inversa de Laplace de (4.85) e (4.86), obtém-se:
) R,
i (1) =2y x, () + g—u(t) (4.87)
k
. R,
X(k+1)(f )= A x(k+1)(f )+ u(t) (4.88)
&(k+1)

As equacoes (4.87) e (4.88) podem ser escritas matricialmente como:

a0 [ 0] 50 ][R
{;“(_k;l_)(_t)} ) { 0 KJ L(kﬂ)(t J {RZ / e95(k+1)} 0 5

De acordo com (4.74), a contribuicd@o destes estados para a saida total é dada por:
Ve o) =8 | éw)]{—(————-} (4.90)

Escolhendo &, =R, e E,(k ) =R,f, a realizacdo de estados bloco diagonal serd igual a

adotada em [95]. Desta forma, (4.89) e (4.90) sao particularizadas para:

Xk(f) A1 O xk(t) 1
B0 Eaad | RN 4o
Yk,(k+1)(f):[Rk : RZ]{;;&Q'} (4.92)

Sejam os novos estados X, (t) e 3c'(k +1)(t) definidos por [96]:

~

% (1) = x. () + () (0) (4.93)

i(k+1)(l) =J [xk (r)- x(k+l)(t)] (4.94)

As equacdes (4.93) e (4.94) podem ser escritas matricialmente como:

166



onde

define uma transformacdo de similaridades.

De (4.95), tem-se:

L | ~
19_%@_ _ Pi_c_i_g_} -1 {_ﬁz@-}@ H B
x(k+1)(f) 0 1A x(k+1)(t) 1
Substituindo (4.97) em (4.92), obtém-se:
yk,(k+1)(t): [Rk : RZ] T {:“-(-t-)

E facilmente demonstrivel que:

(4.95)

(4.96)

(4.97)

(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)
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[Rk iR,’j] T =[Rr, | R]] (4.104)

onde
M =N+ (4.105)
R =R +jR (4.106)

Substituindo (4.102) e (4.103) em (4.100), obtém-se:

jék(t) [M :7"2}{ % (t) } {2}
PO ol Bt o [ P A +| - (ult 4.107
l:x(k+l)(t)j| M x(k+1)(t) 0 ) ( )
Substituindo (4.104) em (4.101), obtém-se:
oo )
Ve ()8 = [RE | Rk]{ri-'f---} (4.108)

A matriz de estados, nesta realizacdo bloco-diagonal, possui o aspecto mostrado em
(4.109), onde a primeira particdo diagonal corresponde as contribuicdes dos polos e

residuos reais e a segunda aos polos e residuos complexos.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
i (4.109
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Os vetores by e ¢y possuem os aspectos mostrados em (4.110) e (4.111), onde a
primeira particdo corresponde as contribui¢cdes dos polos e residuos reais e a segunda

aos polos e residuos complexos.

by=[l - 1|2 0 - - 2 0]" (4.110)

”

’ ” ’ T
cN:[Rl o Ry, |R(NR+1) Riyevy = 0 Riypeng-) R(NR+NC—1)] (4.111)
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4.6 METODO SQUARE ROOT BALANCED TRUNCATION

O método SRBT, que requer esforco computacional intensivo, consiste de trés passos
principais [73], [82]-[88]. O primeiro € para computar as matrizes graminianas densas
de controlabilidade e observabilidade P e Q, respectivamente, resolvendo-se as

equagdes de Lyapunov

AyP+PAL =-b, b}, (4.112)

AL Q+QA, =—cych (4.113)
onde Ay, by e ¢y s@o definidos por (4.109), (4.110) e (4.111), respectivamente.

O segundo passo € para realizar as fatoracoes de P e Q, tais que P=UU ¢ Q=LL",

onde U e L sdo os fatores de Choleski. Estes fatores sdo entdo multiplicados e seu

produto decomposto conforme a seguir [82]:

. 0]y’
UL=wxY =[w, W[ ! ! 4.114
(W, 2]{0 EZHY; (4.114)

onde as matrizes W; e Y; sdo formadas pelas primeiras colunas de W e Y,

respectivamente. A matriz Z=diag((51, Oy, wens GN), o,> 0,> ...> Oy,

contém os valores singulares de UTL, que sdo também conhecidos como valores
singulares de Hankel do sistema dado pelas equacdes (4.75) e (4.77), com Ay, by e ¢y

dados por (4.109), (4.110) e (4.111), respectivamente.

O terceiro passo € para construir o modelo reduzido de ordem k << N, dado por
A, =T, AyTs, b, =T/ by, ¢} =c\ Ty, d;, =d (4.115)
onde as matrizes T, e T s@o dadas por
T, =LY, Z,?, T, =UW, X; (4.116)

Note que as matrizes Y, W; e X; sdo escolhidas tais que os k << N maiores valores

singulares de Hankel sejam preservados no MOR
¥, =diag(o,, ©,, ..., ©;) (4.117)

O valor de k pode ser determinado encontrando-se a posi¢do do dltimo valor singular

que satisfaz a relacao
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G, 210X, , i=273,... (4.118)

onde fol € um valor de tolerancia especificado, sendo este valor dependente do sistema e

da precisdo almejada para 0 MOR (valores tipicos estdo na faixa de 107 a 1077 ).

4.6.1 Aplicacio a Sistemas Instaveis

A aplicacdo direta do método SRBT a um modelo de sistema instdvel nao € possivel. No
entanto, esta restricdo pode ser contornada adotando uma das abordagens descritas a

seguir.

4.6.1.1 Decomposi¢do Aditiva

Nesta abordagem, o fato do SADPA computar os polos dominantes de uma FT
independentemente deles serem estdveis ou instaveis, seguindo um critério de
dominancia usualmente definido pela razdo entre a magnitude do residuo sobre a parte
real do polo, é explorado. Assim, o espectro dominante computado pelo SADPA pode
ser dividido nas partes estdvel e instivel. Esta abordagem é empregada em [97] e
chamada de decomposicdo aditiva, mas a separacdo das partes é realizada por operacao
envolvendo a funcdo sinal. Como uma consequéncia, é necessdrio se computar ambos
os conjuntos completos de polos estdveis e instdveis. Este ndo é o caso quando o
conjunto de polos dominantes € calculado pelo método enhanced SADPA proposto,
uma vez que estes polos sdo calculados sequencialmente até que o erro RMS global
entre os termos das séries de energia, dado por (4.65), esteja dentro de uma tolerancia
especificada. Portanto, a introdu¢do destes aspectos inovadores constitui-se em uma das
contribuicdes desta tese. A ideia bdsica da decomposicdo aditiva estd mostrada

esquematicamente na Figura 4.1.
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MOR Hibrido

Parte Estdvel | —> | SRBT | —>

Estavel
MOR Modal —
Instavel @
Parte Instavel
MOR Hibrido
Instavel

Figura 4.1: Diagrama esquematico da decomposicdo aditiva

Desta forma, de acordo com a Figura 4.1, na decomposicdo aditiva da FT H N(s)

definida em (4.8), os N polos dominantes computados pelo enhanced SADPA sdo
divididos em dois conjuntos: um deles contendo Ng polos estdveis e seus respectivos
residuos e o outro contendo N; polos instdveis e seus residuos associados. Como

resultado, pode-se escrever [97]:
Hy(s)=Hy, (s)+Hy (s) (4.119)
onde H (s)e H ;{,I (s) sdo as partes estdvel e instavel de H (s) , respectivamente.

A decomposi¢do dada por (4.119) permite o truncamento balanceado efetivo até mesmo

de sistemas com uma grande quantidade de polos instdveis, uma vez que a matriz

instavel A;(,I associada a H ,J{,I (s) pode ser tratada como uma matriz estdvel —A;I .

Portanto, o método SRBT pode ser aplicado a (4.119) para computacdo de MORs de
sistemas instdveis. No entanto, a metodologia seguida nesta tese é a de preservacao dos

polos instaveis.

4.6.1.2 Deslocamento do Eixo Imagindrio (Transformacao Espectral)

Uma outra abordagem para a redugdo de sistemas que contém polos instaveis € a que
considera uma transformacao espectral na forma de um deslocamento da parte real dos
polos [73]. Desta forma, neste novo sistema de coordenadas definido pelo deslocamento
para a direita do eixo imagindrio, o MOR modal instavel € estabilizado. Deve-se

observar que para que haja esta estabilizacdo, o valor deste deslocamento deve ser maior
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do que a parte real do polo mais a direita do eixo imaginario do sistema de coordenadas
original. Como neste novo sistema de coordenadas o0 MOR modal € estavel, pode-se
aplicar o método SRBT para produzir o MOR hibrido estavel. Retornando com o MOR
hibrido estdvel ao sistema de coordenadas original, obtém-se o MOR hibrido instavel

desejado. Este procedimento estd mostrado esquematicamente na Figura 4.2.

MOR Modal = s=p+a = MOR Modal

Instavel o> Ay Estével

SRBT

MOR Hibrido & p=s-al ¢ MOR Hibrido j

Instavel Estavel

Figura 4.2: Diagrama esquematico da transformacdo espectral
A descricdo matemdtica do procedimento mostrado na Figura 4.2 € feita a seguir.

Seja um sistema instdvel descrito na formulagdo espaco de estados:
Xy (1)= Ay xy(t)+by ult) (4.120)
y(t)=ck xy (1) +d ulr) (4.121)
Aplicando a transformada de Laplace a (4.120) e (4.121), obtém:
sxy(s)=Ay xy(s)+by uls) (4.122)
y(s)=cy xy(s)+d uls) (4.123)

Seja p um novo plano complexo (novo sistema de coordenadas) definido pelo

deslocamento para a direita do eixo imagindrio:
s=pta (4.124)
onde o € R*.

Substituindo (4.124) em (4.122) e (4.123), obtém-se:
(p+0c)XN(p+Oc)=AN XN(p+OL)+bN u(p+oc)

pXN(p+OL):(AN—OLIN)XN(p+Oc)+bN u(p+0() (4.125)
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yip+ra)=c xy(p+a)+du(p+a) (4.126)

Em (4.125) Iy denota a matriz identidade de ordem N.

Neste novo sistema de coordenadas, o vetor de estados, a entrada e a saida sao definidos

por:
%y (p)=xy(p+a) (4.127)

i(p)=u(p+o) (4.128)

3(p)=x(p+o) (4.129)

Substituindo (4.127) e (4.128) em (4.125) e (4.127), (4.128) e (4.129) em (4.126),

obtém-se:
pry(p)=(Ay —aly)%y(p)+by i(p) (4.130)

5(p)=c} xy(p)+d i(p) (4.131)

Aplicando a transformada inversa de Laplace a (4.130) e (4.131), obtém-se o novo

sistema no dominio do tempo:
Ry (1)=(Ay —aXy) %y (t)+by ilr) (4.132)
$(t)=ck %y (t)+d alr) (4.133)

Seja A um polo do sistema definido por (4.120) e (4.121). Este polo pode ser escrito em

coordenadas retangulares como:
A=N+jAN (4.134)
Este polo € igual a um autovalor da matriz Ay e, portanto, satisfaz a equacao:
Aywv=N+jL)v (4.135)

sendo v o autovetor a direita de Ay associado a A. Subtraindo o v de ambos os lados de

(4.135), obtém-se:
(Ay—aly)v=(N-a+jL\)v (4.136)
De acordo com (4.136), (M'—0i+ /L") é um autovalor da matriz (A, -ol,) e,

portanto, um polo do sistema definido por (4.132) e (4.133). Seja Agy 0 autovalor de Ay
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com a maior parte real positiva (autovalor mais a direita), escrito em coordenadas

cartesianas como:
Mpat = Nes + J Keag (4.137)
De acordo com (4.136) e (4.137), o autovalor de (A v—ol N) com a maior parte real é

dado por (X;QM—OC+ jX;M). Portanto, para que o sistema definido por (4.132) e

(4.133) seja estavel basta se escolher o tal que:
Ny —00<0 .-,
o> Ny (4.138)

Supondo que o seja escolhido de forma a atender (4.138), o sistema definido por
(4.132) e (4.133) € estavel. Aplicando o método SRBT a este sistema, obtém-se 0 MOR

do sistema estavel:

%, ()= A, o %, (1)+Db, alr) (4.139)
$(t)=c; %, (r)+d alr) (4.140)
onde
Ao =T (Ay—al,)T, (4.141)
b, =T, by (4.142)
c; =cy Ty (4.143)

Aplicando a transformada de Laplace a (4.139) e (4.140), obtém-se:

pR(p)=A, o % (p)+Db, i(p) (4.144)

5(p)=c; %, (p)+di(p) (4.145)

De acordo com (4.124), para voltar ao sistema de coordenadas original (plano s), basta

fazer a substituicao
p=s-Q (4.146)

em (4.144) e (4.145), ou seja:
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sk (s—a)=(A, o +al, )& (s—a)+b, d(s—ot) (4.147)
J(s—a)=cl %, (s—a)+di(s—a) (4.148)

Em (4.147) I denota a matriz identidade de ordem .

Este retorno ao sistema original € comprovado substituindo (4.146) em (4.128) e

(4.129), obtendo-se:
(s —o) =uls —a+ o) =uls) (4.149)

(s —or)= y(s—o+0)=y(s) (4.150)

Desta forma, o vetor de estados reduzido no sistema de coordenadas original é definido

por:
X, (s)=%, (s — ) (4.151)

Substituindo (4.149) e (4.151) em (4.147) e (4.149), (4.150) e (4.151) em (4.148),

obtém-se:
SXk(s)=(Ak,a+OCIk)Xk(S)+bk u(s) (4.152)
y(s)=cf x, (s)+d uls) (4.153)

As equacdes (4.152) e (4.153) representam o MOR do sistema instdvel no dominio s.
Aplicando a transformada inversa de Laplace a (4.152) e (4.153) obtém-se o MOR do

sistema instavel no dominio do tempo, ou seja:

%, (1) = Ay x (1) + by ult) (4.154)
y(1)=¢; x, (1) +d ult) (4.155)

onde:
Ap=Ap g toly (4.156)

Uma expressao alternativa para a matriz reduzida Ay pode ser obtida conforme a seguir.

De (4.141), tem-se:
Ao =T (Ay-al)T, .-
Ao =T Ay T —aT] :
ko =1, Ay T —oT; Iy T, o
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Ao =T Ay Ty -0 T, T, (4.157)
De acordo com [73] tem-se que:
T, T, =1, (4.158)
Substituindo (4.158) em (4.157), obtém-se:
Ao =T Ay Ty —al, ..
Ag+al, =T Ay T, (4.159)
Substituindo (4.156) em (4.159), obtém-se:
A, =T A, T, (4.160)

Diferentemente da abordagem por decomposi¢do aditiva, na redug¢do do sistema por
transformacgdo espectral, o polo instivel € calculado de forma aproximada. Assim,
havendo necessidade de preservar a parte instadvel no MOR, a primeira abordagem ¢ a

recomendada.

4.7 SISTEMAS TESTE

O desempenho do método hibrido proposto foi avaliado para dois sistemas teste
instaveis, obtidos de modelos do sistema interconectado brasileiro (Brazilian
Interconnected Power System — BIPS) apropriados para andlises de estabilidade
eletromecanica. O primeiro sistema teste (BIPS98) é relativo a condi¢do de carga
pesada do ano de 1998, possuindo 2380 barras CA, 2536 cargas ndo lineares, 3450
ramos CA, 8 conversores HVDC, 124 geradores sincronos e 6 equipamentos FACTS.
Este sistema possui 841 estados e 7461 varidveis algébricas (8302 estados
generalizados), possuindo também um par de polos complexos conjugados instaveis:
A =0.02987 £ j 4.879. O segundo sistema teste (BIPSO7) é relativo a condigdo de carga
pesada do ano de 2007, possuindo 3647 barras CA, 3639 cargas ndo lineares, 5175
ramos CA, 8 conversores HVDC, 205 geradores sincronos e 8 equipamentos FACTS.
Este sistema possui 3256 estados e 18539 varidveis algébricas (21795 estados
generalizados), possuindo também um par de polos complexos conjugados instaveis:
A=0.1262 £ 5.017. As FTs SISO selecionadas para ambos os sistemas teste possuem
a mesma entrada: a tensdo de referéncia da excitatriz, V., do gerador equivalente de

Itaipu 60 Hz (representando 9 unidades paralelas da usina). O desvio de velocidade e a
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magnitude de tensdo terminal deste gerador equivalente foram escolhidos como as
saidas das FTs dos sistemas teste de 841 e 3256 estados, respectivamente. Estes dois
modelos de sistema, obtidos de arquivos de dados utilizados pelo Operador Nacional do
Sistema (ONS), foram instabilizados propositalmente para se avaliar o desempenho do
método para sistemas instdveis. Este procedimento foi realizado desligando-se os

estabilizadores de sistemas de poténcia (ESPs) da parte de 60 Hz da usina de Itaipu.

4.8 RESULTADOS NUMERICOS

Para cada sistema teste, as aproximacdes das séries de energia foram computadas pelo
enhanced SADPA e os polos dominantes e residuos associados resultantes foram
utilizados para gerar o MOR modal. Entdao, o método SRBT foi aplicado ao MOR

modal para produzir o MOR hibrido, conforme proposto neste capitulo.

4.8.1 Sistema Teste de 841 Estados

O critério de parada baseado na convergéncia entre os termos das duas aproximagdes da
série de energia, considerando uma tolerancia gnax = 5 X 107 %, encerrou corretamente
a execucdo do enhanced SADPA resultando em um MOR modal de 187 estados, Hg7,
(27 polos reais e 80 pares de polos complexos conjugados). O valor de tolerancia
escolhido foi suficiente para ter-se uma boa concordincia entre as respostas em
frequéncia do modelo completo, H, e do MOR modal Hig; na faixa de frequéncias de

0.01 a 100 rad/s.

Os erros percentuais entre os Ny +(N, / 2)=27+80=107 termos das duas

aproximacoes da série de energia estdo apresentados no grafico da Figura 4.3. O erro

RMS global associado €gys € igual a 3.5 x 107 %.
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Figura 4.3: Erros percentuais entre os termos das duas aproximagdes da série de

energia para 0 MOR modal H;g; do sistema de 841 estados

As magnitudes das respostas em frequéncia do modelo completo H e do MOR modal

H,s7 estdo comparadas na Figura 4.4.

— Modelo completo |[H(jo)|
————— MOR modal |IH . 87(jo))l

-80r

Magnitude (dB)
2

-100r 1

-120 C C C e
107 10" 10" 10" 10°

o (rad/s)

Figura 4.4: Magnitudes das respostas em frequéncia do modelo completo H

e do MOR modal H,g7 do sistema de 841 estados

Depois da computacdo dos polos dominantes pelo enhanced SADPA, o par de polos
complexos conjugados A = 0.02987 + j 4.879 foi separado do conjunto de polos estaveis

de acordo com o esquema proposto em (4.119). As magnitudes das respostas em
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frequéncia do modelo completo H e de suas partes estidvel H e instdvel H' estdo

mostradas na Figura 4.5.

— IH(o)l
—|H (o)l |-
— H " (jo)l

-60

Magnitude (dB)

-80

1100 g

10 10 10 10 10
 (rad/s)

Figura 4.5: Magnitudes das respostas em frequéncia do modelo completo H e de

suas partes estdvel H e instdvel H™ do sistema de 841 estados

Realizando a decomposi¢do aditiva do MOR modal H187(s), obtém-se suas partes
estavel H s (s), composta pelo conjunto de 185 polos estdveis e residuos associados, e

instdvel H, (s), composta pelo par de polos complexos conjugados instdvel
A =0.02987 £ 4.879 e residuos associados. A seguir, o método SRBT foi aplicado a

realizacdo de estados de H1_85(S), produzindo um MOR hibrido parcial de 34 estados

H, (s), utilizando tol = 10™*. O MOR hibrido total para o sistema completo foi, entdo,

obtido simplesmente adicionando Hs, (s) a parte instdvel H; (s), obtendo-se um MOR

hibrido de 36 estados H36(s).

As magnitudes das respostas em frequéncia do modelo completo H e do MOR hibrido

de 36 estados, H3s, estdo comparadas na Figura 4.6.
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Figura 4.6: Magnitudes das respostas em frequéncia do modelo completo H

e do MOR hibrido Hsg do sistema de 841 estados

As magnitudes dos desvios absolutos das respostas em frequéncia dos MORs modal

H,37 e hibrido Hzs em relagao a do modelo completo H estao apresentadas na Figura 4.7.
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Figura 4.7: Magnitudes dos desvios das respostas em frequéncia dos MORs
modal H;g; e hibrido H3s em relagao a do modelo completo H

do sistema de 841 estados

Os espectros de polos dos MORs modal H,g7 e hibrido Hse estdo comparados na Figura

4.8.
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Figura 4.8: Espectros de polos dos MORs modal Hig7(s) e hibrido H3e(s)

A outra abordagem para a obtengdo do MOR hibrido envolve a constru¢do de um novo
sistema de coordenadas (novo plano complexo) por meio de um deslocamento para a
direita do eixo imagindrio (transformacgao espectral). Este deslocamento € definido por
uma constante o € R*, escolhida apropriadamente para que, neste novo plano, o MOR
modal, originalmente instdvel, seja estabilizado. Desta forma, o método SRBT pode ser
aplicado para a determinacdo do MOR hibrido estavel. Finalmente, o MOR hibrido
instadvel € obtido retornando-se ao sistema de coordenadas original (transformacgdo
espectral inversa). Note que levar o MOR modal ao novo sistema de coordenadas
envolve apenas subtrair o dos elementos diagonais de sua matriz de estados. Por sua
vez, retornar com 0 MOR hibrido ao sistema de coordenadas original envolve apenas

somar O aos elementos diagonais de sua matriz de estados, conforme descrito no

subitem 4.6.1.2.

Para este caso, um deslocamento o = 0.1 e uma tolerancia tol = 107 foram utilizados,
obtendo-se um MOR hibrido de ordem 43. Note que esta tolerancia é menor do que a
utilizada anteriormente na abordagem por decomposi¢do aditiva (fol = 107%). Apenas
para distingdo no texto dos MORs hibridos, obtidos utilizando as abordagens da
decomposicdo aditiva e do deslocamento «, este dltimo serd denominado de MOR

o—hibrido.

As magnitudes das respostas em frequéncia do modelo completo H e do MOR

o—hibrido de 43 estados, Hs3, estio comparadas na Figura 4.9. As magnitudes dos
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desvios absolutos das respostas em frequéncia dos MORs modal H;s; e o—hibrido Hs3

em relacdo a do modelo completo H estio apresentadas na Figura 4.10.

— Modelo completo |H(jo)I
S20f | e MOR o-hibrido |H 43(joa)l ]

Magnitude (dB)

100t
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Figura 4.9: Magnitudes das respostas em frequéncia do modelo completo H

e do MOR o—hibrido Hysz do sistema de 841 estados
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Figura 4.10: Magnitudes dos desvios das respostas em frequéncia dos MORs
modal H;s; e a—hibrido Hs3 em relagdo a do modelo completo H

do sistema de 841 estados

Os espectros de polos dos MORs modal H;g; € o—hibrido Hy3 estdo comparados na

Figura 4.11.
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Figura 4.11: Espectros de polos dos MORs modal H;g7(s) e a—hibrido Ha3(s)

Comparando os resultados obtidos com os MORs hibridos de 36 e 43 estados do
sistema de 841 estados, conclui-se que ambas as abordagens, decomposicao aditiva e
deslocamento do eixo imagindrio, sdo adequadas para a obtengdo de MORs utilizando o
método SRBT. No entanto, para este caso, a decomposi¢do aditiva apresentou um
melhor desempenho nas baixas frequéncias, conforme pode ser verificado comparando

a Figura 4.7 com a Figura 4.10, € um modelo reduzido de menor ordem.

4.8.2 Sistema Teste de 3256 Estados

Os experimentos numéricos descritos na subsecdo anterior também foram realizados
para o modelo do sistema de maior porte BIPSO7. Neste caso, as duas aproximagdes da
série de energia, computadas durante a execucdo do enhanced SADPA, convergiram
para um MOR modal de 155 estados, H;ss, com 73 pares de polos complexos
conjugados € 9 polos reais. Uma tolerdncia €max = 5%107% % foi utilizada para a
convergéncia entre os termos das duas aproximacgdes da série de energia. Similarmente
ao caso do modelo do sistema de 841 estados estudado na subse¢do anterior, este valor
de tolerancia permitiu uma boa concordancia entre as respostas do modelo completo de

3256 estados, H, e do MOR modal H;ss na faixa de frequéncias de 0.01 a 100 rad/s.

Os erros percentuais entre os 82 termos das duas aproximacdes da série de energia estao
apresentados no grafico da Figura 4.12. O erro RMS global associado €gys € igual a

2.8% 107 %.
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Figura 4.12: Erros percentuais entre os termos das duas aproximacodes da série de

energia para 0 MOR modal H;ss5 do sistema de 3256 estados

As magnitudes das respostas em frequéncia do modelo completo H e do MOR modal

Hss estdo comparadas na Figura 4.13.
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Figura 4.13: Magnitudes das respostas em frequéncia do modelo completo H

e do MOR modal H,s5 do sistema de 3256 estados

Depois da computacdo dos polos dominantes pelo enhanced SADPA, o par de polos
complexos conjugados A =0.1262 £ 5.017 foi separado do conjunto de polos estaveis

de acordo com o esquema proposto em (4.119). As magnitudes das respostas em

184



frequéncia do modelo completo H e de suas partes estidvel H e instdvel H' estdo

mostradas na Figura 4.14.
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Figura 4.14: Magnitudes das respostas em frequéncia do modelo completo H e de

suas partes estdvel H e instdvel H'" do sistema de 3256 estados

Realizando a decomposi¢do aditiva do MOR modal H155(s), obtém-se suas partes
estavel H1_53(s), composta pelo conjunto de 153 polos estdveis e residuos associados, e

instivel H, (s), composta pelo par de polos complexos conjugados instdvel
A=0.1262 £ 5.017 e residuos associados. A seguir, o0 método SRBT foi aplicado a

realizacdo de estados de H1_53(s), produzindo um MOR hibrido parcial de 24 estados
H,(s), utilizando tol = 107°. O MOR hibrido total para o sistema completo foi, ento,
obtido simplesmente adicionando H,, (s) a parte instavel H, (s), obtendo-se um MOR

hibrido de 26 estados H (s) .

As magnitudes das respostas em frequéncia do modelo completo H e do MOR hibrido
de 26 estados, H», estdo comparadas na Figura 4.15. As magnitudes dos desvios
absolutos das respostas em frequéncia dos MORs modal Hss e hibrido Hys em relagio a

do modelo completo H estdo apresentadas na Figura 4.16.
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Figura 4.15: Magnitudes das respostas em frequéncia do modelo completo H

e do MOR hibrido Hy¢ do sistema de 3256 estados
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Figura 4.16: Magnitudes dos desvios das respostas em frequéncia dos MORs
modal Hiss e hibrido Hys em relagdo a do modelo completo H

do sistema de 3256 estados

Os espectros de polos dos MORs modal Hiss e hibrido Hye estdo comparados na Figura
4.17.
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Figura 4.17: Espectros de polos dos MORs modal H;ss(s) e hibrido He(s)

Para a estabilizacdo do MOR modal, é necessario um deslocamento o (transformacgao
espectral) ligeiramente maior do que a parte real do seu polo instivel. Portanto, um
valor o0 = 0.2 foi adotado. Aplicando o método SRBT ao MOR modal estabilizado,
obteve-se 0 MOR hibrido estavel. Neste experimento necessitou-se de uma tolerancia
tol = 107°. Realizando a transformagdo espectral inversa no MOR hibrido estdvel,

obtém-se 0 MOR hibrido instdvel desejado (MOR o—hibrido), que é de ordem 24.

As magnitudes das respostas em frequéncia do modelo completo H e do MOR

o—hibrido de 24 estados, Ha4, estdo comparadas na Figura 4.18.
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Figura 4.18: Magnitudes das respostas em frequéncia do modelo completo H

e do MOR o—hibrido H,4 do sistema de 3256 estados

As magnitudes dos desvios absolutos das respostas em frequéncia dos MORs modal

H,ss e o—hibrido H»4 em relagdo a do modelo completo H estdo apresentadas na Figura

4.19.
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Figura 4.19: Magnitudes dos desvios das respostas em frequéncia dos MORs
modal Hss e a—hibrido H»4 em relacdo a do modelo completo H

do sistema de 3256 estados
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Capitulo 5: Conclusoes e Trabalhos Futuros

51 CONCLUSOES

No capitulo 1 a importancia e a aplicacdo da andlise linear, particularmente da andlise
modal, foram descritas para diversos fenOmenos que ocorrem em um sistema elétrico de
poténcia. No que diz respeito a redes elétricas, a andlise modal pode ser utilizada em
estudos de transitérios eletromagnéticos, de comportamento harmodnico e para a
constru¢do de modelos de ordem reduzida. No entanto, para que a andlise modal seja
realizada, € necessdrio que a rede elétrica seja apropriadamente modelada. No capitulo 2
dois tipos de modelagem, que permitem a realizac¢do da andlise modal de redes elétricas,
sdo descritos: SD e matriz Y(s). Sdo apresentados modelos de circuitos RLC série,
paralelo, fontes de corrente, fontes de tensdo, LTs (de parametros concentrados para
ambas as formulacdes e distribuidos para a formulacdo Y(s)) e transformadores de dois
e trés enrolamentos, considerando taps fora da posi¢do nominal e defasagens angulares

entre enrolamentos.

No capitulo 3 foi descrito o primeiro algoritmo de Newton para a computacdo confidvel
de polos dominantes de FTs escalares e matriciais (SMDPA) de sistemas infinitos. Seu
desempenho numérico confidvel € assegurado por um procedimento de deflacdo
eficiente [49] que evita repetidas convergéncias para os polos dominantes previamente
determinados. A implementacdo computacional numericamente eficiente e robusta deste
procedimento de deflacio somente pode ser realizada com o célculo preciso das
matrizes-residuo associadas aos polos convergidos. Como proposto neste trabalho, as
matrizes-residuo devem ser calculadas por métodos robustos de solucdo numérica de
integrais, tal como o de quadratura Legendre-Gauss. O método proposto foi aplicado
com sucesso a FTs MIMO de dois sistemas teste, o de 34 € o de 118 barras do IEEE,

possuindo 25 e 177 LTs de parametros distribuidos, respectivamente.

O SMDPA multivaridvel corrige o método SDPA (Sequential Dominant Pole
Algorithm) [49] para FTs escalares de sistemas infinitos. A computacdo precisa de
residuos pelo esquema de integracdo numérica Legendre-Gauss confere confiabilidade

ao SDPA original [49], tornando-o0 apropriado para aplica¢des préticas de engenharia.

O tempo de CPU gasto pelo SMDPA para computar um conjunto de polos dominantes
(37 pares de polos complexos conjugados) e matrizes-residuo associadas de uma FT

MIMO do sistema teste infinito de 34 barras, foi utilizado como uma medida de seu
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desempenho. Este tempo foi aproximadamente quatro e doze vezes menor do que os
correspondentes tempos gastos pelos largamente utilizados métodos Subspace
Accelerated MIMO Dominant Pole Algorithm (SAMDP) [45] e Sparse Low Rank
Choleski Factor Method (SLRCF) [73], respectivamente, quando aplicados a um MLA
de ordem 20063 com fidelidade equivalente ao MOR-151.

Os resultados descritos para sistemas infinitos foram focados, principalmente, em
MORs MIMO de alta fidelidade que podem ser produzidos para redes elétricas de
transmissdo pelo proposto SMDPA. Tal habilidade para reduzir a ordem de modelos em
um método que utiliza técnicas esparsas para a solucdo de autovalores e que opera
diretamente em sistemas infinitos € de grande valor prético para estudos de engenharia.
Existem algoritmos eficientes € numericamente robustos para a determinagdo de valores
aproximados de polos dominantes e de matrizes-residuo associadas a partir do ajuste de
respostas em frequéncia de FTs [98], [99], obtidas por simulacdo de modelos ou por
medi¢des de campo. Nao obstante, o algoritmo SMDPA possui diferencas fundamentais
em relacdo a estes métodos de ajuste de respostas em frequéncia, pois ele calcula os
valores verdadeiros dos polos e das matrizes-residuo associadas diretamente do sistema
infinito ao invés de valores aproximados. Este fato abre a possibilidade de usos
adicionais para o algoritmo SMDPA, tais como sensibilidade modal e andlise dos

lugares das raizes de sistemas infinitos.

Grandes conjuntos de polos dominantes e de matrizes-residuo associadas foram
computados para os dois sistemas teste. As curvas de Gmax dos MORs MIMO resultantes
foram visualmente coincidentes com as correspondentes dos modelos infinitos sobre as
faixas de frequéncias de interesse. O método SMDPA proposto pode ser aplicado a
outras areas da engenharia, fisica e matemdtica, uma vez que seu desenvolvimento
matematico ndo explora qualquer caracteristica que € especifica de redes elétricas ou de
sistemas de poténcia. Espera-se que o método SMDPA contribua para avancos da

pesquisa e da aplicacdo da anédlise de autovalores de sistemas infinitos.

No capitulo 4 foi apresentado o desenvolvimento em série da energia espectral contida
em uma FT. Comparando-se duas aproximagdes desta série de energia, um critério de
parada é proposto e implementado com sucesso no cédigo computacional do SADPA

[42], produzindo um novo método denominado enhanced SADPA.
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O método hibrido HMBT (Hybrid Modal-Balanced Truncation Method), consistindo da
aplicacdo sequencial dos métodos enhanced SADPA e SRBT, também € proposto neste
capitulo. O HMBT supera as dificuldades associadas com o uso individual destes
métodos e se beneficia da sinergia do uso combinado dos mesmos. O desempenho do
HMBT proposto foi avaliado pela sua aplicacio a dois modelos de sistemas teste
instdveis do sistema interconectado brasileiro para andlises de estabilidade
eletromecinica a pequenos sinais [73], possuindo 841 e 3256 estados. Os MORs
hibridos resultantes possuem ordens significativamente menores do que os respectivos
MORSs modais. Suas altas fidelidades foram verificadas comparando-se os desvios entre
suas respostas em frequéncia e as dos modelos completos do sistema. Deve-se observar
que a aplicagdo direta do método SRBT a um modelo de sistema instavel ndo é possivel.
Para superar esta restri¢cdo, duas abordagens foram propostas: a decomposi¢do aditiva e
o deslocamento do eixo imagindrio (transformacdo espectral). Ambas mostraram

excelente desempenho e as diferencas entre elas foram praticamente insignificantes.

A redugdo da ordem e o grau de fidelidade obtidos por esta abordagem hibrida sio
equivalentes aos obtidos em [73], onde o método Sparse Low Rank Choleski Factor
(SLRCF) foi utilizado. O método HMBT proposto pode encontrar boa aceitacdo na
engenharia e em outras dreas técnicas, uma vez que nao requer a computacdo de fatores
ADI, uma desvantagem presente em métodos de reducdo do tipo baixo posto (low rank

methods) [73], [89], [90].

Julga-se que a série de energia espectral, desenvolvida neste capitulo, pode ter outras

aplicacdes nas dreas de controle, andlise modal e reducao da ordem de modelos.

5.2 TRABALHOS FUTUROS
A seguir sdo apresentadas algumas propostas de trabalhos futuros.

e Desenvolvimento de modelo racional de LTs considerando os efeitos de
propagacdo e de variagdo dos parametros elétricos com a frequéncia. Este
modelo pode ser obtido utilizando o método SMDPA proposto, calculando-se os
polos e as matrizes-residuo associadas da matriz Y da LT dada em (2.358). A
realizacdo de estados deste modelo racional poderia ser entdo implementada na
formulacdo descritora. Ter-se-ia, portanto, um modelo mais preciso de LTs para

esta formulagdo.
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Aperfeicoamento do método de sintese de equivalentes dinadmicos de redes
elétricas multi-conectadas apresentado em [27], utilizando-se o conceito de

sistemas inversos apresentado em [47].

Determinacdo automadtica das estimativas iniciais para o método SMDPA

utilizando uma abordagem baseada no método da bissecao.

Estudo comparativo entre os métodos SMDPA e vector fitting [98], de forma a
estabelecer as vantagens e desvantagens relativas de cada um bem como

aspectos de complementaridade.

Generalizacdo da serie de energia espectral para FTs MIMO. Isto possibilitaria o
desenvolvimento de um critério de parada para o método SAMDP, andlogo ao

desenvolvido para o método SADPA, gerando o enhanced SAMDP.

Como citado no item 4.4, na referéncia [88] € descrito um método de reducdo da

ordem de modelos cuja norma limitada em frequéncia H 2 ] do desvio em

Wo,Wf
relacdo ao modelo completo seja minima (note que isto € equivalente a
minimizar a energia espectral do desvio no intervalo de frequéncias de @y a ).
Neste método denominado DARPO (Descent Algorithm for Residues and Poles
Optimization) € necessario que todo o conjunto de autovalores e autovetores a

direita e a esquerda seja computado para que a norma H 2 ] do desvio entre

Wo,wf
os modelos completo e reduzido possa ser minimizada, o que restringe a
aplicacdo deste método a sistemas de médio porte. Em [94] o autor afirma que
para que o método pudesse ser aplicado a sistemas de grande porte, seria

necessdrio se aproximar a norma H 2 ] do modelo completo considerando

Wo,Wf
apenas um conjunto reduzido de polos e de residuos associados, utilizando
algoritmos para o célculo parcial de polos. No entanto, para que isto fosse
vidvel, seria necessario se quantificar o erro desta aproximag¢do sem se conhecer
os polos e residuos descartados, algo que os autores destes trabalhos ndo sabem
como fazer ou mesmo se € possivel. Note que isto é exatamente o que se propde
para o método enhanced SAMDP. Portanto, a utilizacdo conjunta dos métodos

DARPO e enhanced SAMDP é uma escolha ¢bvia de trabalho futuro.
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Apéndice A: Exemplo de Linha de Transmissao

A LT utilizada para exemplificar a modelagem de redes contendo este componente, € de
500 kV, 300 km de comprimento, com feixes de 3 condutores por fase. Seu perfil
geométrico estd mostrado na Figura A.1. Para uma melhor visualizacdo da distribui¢ao

dos feixes de condutores, esta figura ndo estd em escala.

A

T

1 Q ’ @.457%1

<& »l »
< L) »

&m &m

20 m

Figura A.1: Perfil da LT utilizada como exemplo

As alturas dos centros dos feixes de condutores (alturas das fases) da LT, apresentadas
na Figura A.1, correspondem as alturas médias ao longo dos vaos da LT (usualmente
iguais aproximadamente as alturas a meio do vao somadas a 1/3 da flecha), sendo estes

os valores utilizados no cédlculo dos parametros elétricos da LT.

Os subcondutores sdo do tipo Rail (nome comercial), possuindo didmetro externo de
29.59 mm, diametro da alma de aco de 7.39 mm e resisténcia a corrente continua para a

temperatura de 50°C de 0.067 Q/km.

Considerou-se o solo possuindo resistividade de 1000 Qxm, permitividade elétrica e
permeabilidade magnética igual a do vdcuo, cujos valores sdo 8.854185 x 102 F/m e

47 x 107 H/m, respectivamente.
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Apéndice B: Pseudocodigos dos Algoritmos

Algoritmo 1: Sequential MIMO Dominant Pole Algorithm

ENTRADA: Conjunto completo de dados para Y(s), B, C, D,, estimativas iniciais
(0)

para os polos s, (i=1,...,7), & e knax (nlimero maximo de iteracdes).

SAIDA: Polos dominantes e suas matrizes-residuo associadas.
1) Atribua um elevado valor a s
2) Compute Y(s) e sua derivada
3) Compute H(s) usando (3.4)
4) Resolva (3.31) e (3.32) para Xg(s) e Xc(s), respectivamente
5) Compute dH(s)/ds utilizando (3.30)
6) Compute K e D usando (3.7) e a seguir (3.8) e (3.6)
7) FacaNc=0

8) parai=1 até r faca

9) Facak=0, s=s*, ¥ =Inf
10) enquanto (¢*) > g, e k<k,, ) faca
11) Compute Hp(s) e sua derivada wusando (3.11) e (3.27),

respectivamente, com N = N¢ polos e matrizes-residuo associadas e

seus complexos conjugados.

12) Compute Y(s) e sua derivada

13) Compute H(s) usando (3.4)

14) Compute ﬁ(s) usando (3.12) e sua invelrsaﬁ(s)_1

15) Compute 0 auto terno (Umin(s), Vmin(s), Wmin(s)) de ﬁ(s)_1 usando o
algoritmo QR

16) Resolva (3.31) e (3.32) para Xg(s) e Xc(s), respectivamente

17) Compute dH(s)/ds using (3.30)

18) Compute dﬁ(s)/ ds usando (3.26)
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19) Compute a corre¢ao As}k ) para o polo usando (3.25)

(k+1)

20) Compute a nova estimativa s =s;

21) Compute o erro relativo £**!) = |A5i(k ) /slkr)
22) Facak=k+1

23) fim enquanto

24) se (k <k, ) entdo

25) Faca Ne=N¢+ 1

26) Armazene o valor convergido si(k )

associada {Alg. 2}
27) fim se

28) fim para

para o polo usando (3.24)

do polo e calcule a matriz-residuo

Algoritmo 2: Célculo da Matriz-Residuo

ENTRADA: Valor convergido do polo A, metade do comprimento da diagonal d,

€g, pontos &; e pesos w; (i=1, ..., M) para a aplicacdo do método de Legendre-

Gauss, B, C, D, e m,;,, (nimero maximo de subintervalos).

SAIDA: Matriz-residuo R associada a A.

1) Compute o nimero complexo u usando (3.50)

2) Compute os vértices P,, (k=1,...,4) do quadrado usando (3.52) e faca

Ps=P,
3) Compute T; usando (3.62) para E= &i ,(@=1,....M)
4) parak=1 até 4 faca

5)  Facag=1,¢e% =Inf,m=1

6) enquanto (sgf_l) >ep e ny <m, ) faca
7 Faca Prrom = P
8) Compute AP, usando (3.55)
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9) para [ =1 to m; faca
10) Faca Pro = Bromt+ AR
11) Compute os valores da frequéncia complexa s sobre a linha reta

conectando os pontos Prgom € Pro cOmo S§; = (1—’5,- )PFROM+ P T;

12) Compute a matriz Y(s)
13) Compute H(s) usando (3.4)
14) Compute a integral de H(s) sobre o subintervalo definido pelos

pontos extremos Prrom € Pro usando a regra de quadratura

M
Legendre-Gauss: I, = Z w, H(s,)

i=1

15) Faca Prrom = Pro
16) fim para /
k
17) Compute o termo k da matriz-residuo: Rgf’) = Lﬂz I,
2y 2 =
18) se g > 1 entao
19) Compute Sgcq) :HRS?) —Rg{q_l)HZ/HRgf)HZ
20) fim se
21) Facami=2",g=¢q+1
22)  fim enquanto
23) se(my, <m,,) entdo
24) Armazene o termo convergido da matriz de residuos R,(("_l)
25) senao
26) Aumente o valor d da metade da diagonal e reinicie o algoritmo.

Alternativamente, o nimero de pontos M do método de Legendre-Gauss

pode ser variado.
27) fim se

28) fim para k

29) Compute a soma dos quatro termos Rgf_l) e armazene a matriz-residuo.

207



Apéndice C: Consideracoes Sobre a Complexidade Computacional do
SMDPA

O método SMDPA proposto envolve execucdes consecutivas de dois algoritmos
iterativos descritos no Apéndice B. A execucdo do algoritmo de Newton para cdlculo
sequencial dos polos (Alg. 1), que utiliza um procedimento de deflacdo, ¢
imediatamente seguida pela execu¢do do Alg. 2, que utiliza o esquema de integracdo
Legendre-Gauss para o célculo da matriz-residuo associada ao polo computado pelo
Alg. 1. Ao final das execugOes destes dois algoritmos, o polo e sua matriz-residuo
associada sdo utilizados no procedimento de deflacdo implementado no Alg. 1, de forma

a evitar sucessivas convergéncias para os polos anteriormente computados.

Para o sistema teste de 34 barras, o Alg. 1 gastou somente 7.0 % do tempo total de CPU
para computar um conjunto de 37 polos mais dominantes, sendo que a convergéncia da
maioria destes polos ocorreu dentro de 7 iteracdes (c.f. Figura 3.11). Para o sistema teste
de 118 barras do IEEE, o Alg. 1 gastou somente 3.7 % do tempo total de CPU para
computar o conjunto de 102 polos mais dominantes. A maioria do tempo total de CPU,
para ambos os sistemas testes, estd, portanto, relacionada a execugdo do Alg. 2, para a

computacdo precisa das matrizes-residuo das FTs MIMO.

Considerando o Alg. 2, a operacdo mais dispendiosa em termos de tempo de CPU € a
montagem da matriz Y(s), seguida da computacdo de seus fatores e depois da solugcdo
dos dois sistemas lineares triangulares equivalentes. A montagem da matriz Y(s) para
sistemas infinitos requer um montante de tempo significativo, principalmente devido a
necessidade de computar fungdes hiperbdlicas para varios valores de argumentos
complexos. Este tempo de CPU, T(N), estd mostrado na Tabela B.1 para diversas redes
elétricas (i) cujas dimensdes sdo denotadas por N. Os percentuais de tempo de CPU
requeridos para a fatoracdo LU (Fat) da matriz Y(s) e para a solu¢do dos dois sistemas
lineares equivalentes (Solve) em relacdo a T(N) e o percentual de elementos ndao nulos
em Y(s) (nn) estdo também apresentados nesta tabela. O simbolo a, apresentado na
ultima coluna desta tabela, estd relacionado com a complexidade computacional da

montagem de Y(s), conforme explicado a seguir.

Assumindo que o tempo de CPU T(N) seja uma funcdo poténcia da dimensdao N do

problema
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T(N)=kN* (C.1)

a complexidade computacional [100] de uma tarefa particular ou método de qualquer
dimensdo pode ser determinada uma vez que o expoente a seja conhecido. Aplicando

(C.1) asredes i e i+ 1 de dimensdes N(i) e N(i + 1), respectivamente, obtém-se:

T(N(G+1)) N(i+1)

T (N (i) N (i)

A computacdo de a deve ser feita para diversos exemplos de redes com diferentes

a = log log

(C.2)

dimensoes, até que seu valor seja aproximadamente constante. O valor de N(i + 1) deve
ser significantemente maior do que o valor de N(i), de forma a garantir que mesmo para
grandes variagdes na varidvel N o expoente a permanecerd constante. Em [100] é
sugerido que, pelo menos, deve-se ter N(i+1)=2 N(i). As redes na Tabela B.1
correspondem a dreas reais do sistema elétrico de poténcia brasileiro (a ultima é o
modelo completo do sistema) que aproximadamente atendem as recomendacdes em
[100], com N(i+1)>2N(i) em todos os experimentos. A partir dos resultados
mostrados na Tabela B.1, conclui-se que o expoente a é aproximadamente igual a 1.

Assim, a complexidade computacional da montagem da matriz Y(s) € O(N).

Tabela B.1: Experimentos numéricos para a andlise de complexidade

i N T(N) (us) | Fat (%) | Solve (%) | nn (%) a

1 69 197.12 14.63 2.27 4.81 —

2 164 410.58 20.73 3.14 2.07 0.84753
3 356 804.44 22.49 3.66 0.95 0.86777
4 726 1709.91 22.53 3.61 0.46 1.0581

5 1877 | 4470.25 29.88 4.19 0.18 1.0117

6 3859 | 9423.74 36.16 4.51 0.09 1.0348

7 7669 | 1842537 | 63.40 5.09 0.04 0.97629
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Apéndice D: Integracio Analitica da Densidade Espectral de Energia

de uma Funcao de Transferéncia

Substituindo (4.47) em (4.48), obtém-se:

ng+ne/2 0

2 ., (0—17)dw _m'f (0+17)dw
£ l’ I 0 F +(0-n) I 0 F + 0+ h)

i=l1

- (D.1)

OJf (.Of (0]

118N

do

Y .[ do +J‘ do L4
TP I WP o) || )

Sejam x; e y; definidos por:
X, =®0—A; > dx, =do (D.2)
Y, =0+A —>dy, =dwo (D.3)
Substituindo (D.2) e (D.3) em (D.1), resulta:
ng+ne 2 (0,-27) (@ +27)

2 ” x; dx; y; dy,
EH) = = Z - .[ PG I v 7
T Lo B o A

((‘)f —M’) (‘Df +7~7)

of
2
T o I o
, (7%‘) + X (7“1‘) +y; T b
0

(0p—-27) oy +1])

Sy

(D4)

A partir de tabelas de integrais em manuais disponiveis na literatura técnica, tem-se:

(0,-27)
- dx. 1 R ) ) ,
. J_‘M(kx)z—-fo = E{ln[(mf AP+ )2]— ln[(O)o —NY+ () )2] } (D.5)
(o, +47)
2= il + 1P+ 0Pl mllo, 27+ 7]} )
2 f
(o +}J)(7\';) + )’iz 2 ‘
(0, -27) ) ”
f J. _dy 1 atan(mf__}‘ij _ atan( @, — xiJ )
(0o-2]) O+t A A I
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J. L:i atan M — atan M (D 8)
I RGY Y ¥ ¥ |
@y +A]

O

Idco =0, — (D.9)

o)

As equacdes numeradas de (D.4) a (D.9) e de (4.50) a (4.52) podem ser facilmente

manipuladas para se obter (4.49).
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Apéndice E: Desenvolvimento em Série da Energia Contida em uma

FT a partir da Definicao de seu Mo6dulo

Uma FT pode ser definida como:

A

H(s)=H(s)+d

onde H (s) é a parte estritamente prépria de H (s), dada por:

O moédulo de H ( jO)) pode ser escrito como:

|H (jo) = H(jo)H (- jo)

De acordo com (E.1) e (E.3), pode-se escrever:
IH (jo)’ = A(jo)A (- jo)+ A(jo)d + A (- jo)d +d?
Tem-se, no entanto, que:

A(jo) =A(jo)A- jo)

Substituindo (E.5) em (E.4), obtém-se:
H(jof =|Ao) +A(jo)d + A(- jo)d +d°

De acordo com (E.2) e (E.5), pode-se escrever:

A (J'cn)‘2 = [; joﬁ y ]{Z—_ jolj"_ M}

k=1

)( ZZ (jo— k ](D A)

i=l k=l

A funcgdo

) R.R, _ —RR,
R T S WY (5w

pode ser expandida em fra¢des parciais como:

(E.1)

(E.2)

(E.3)

(E-4)

(E.5)

(E.6)

(E.7)

(E.8)
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onde

Comparando (E.10) e (E.11), conclui-se que:

9ik = Pix
Substituindo (E.12) em (E.9), obtém-se:

Pk + Pik
A ey A ey

Igualando (E.13) e (E.S8), obtém-se:

R, R, __Pik + Pik
(s=2)s=2) (s=2,)  (=s-2,)

Fazendo s = jo em (E.14), obtém-se:

R R, __ Dix + Dik
(o) jo-%) (jo-1) (-jo-1,)
Substituindo (E.15) em (E.7), obtém-se:

Aljof _zz{ Ly jgka)}

i=l k=l

i=1 k=1

Considerando que p; ; = p, ;, pode-se demonstrar facilmente que:

ol =33 o) D Cjoeh)

(E.9)

(E.10)

(E.11)

(E.12)

(E.13)

(E.14)

(E.15)

(E.16)
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n

C Pi k : Di k
. 11, S A S (E.17)
2 et (~ joo— 1) Z (- jo—2;)

i=l1

Substituindo (E.17) em (E.16), obtém-se:

ZZ p,k * y ﬁ (E.18)

i=l k=1 i=1 k=1

Substituindo (E.10) em (E.18), obtém-se:

R 2 n ]?. n __1? n ]?~ n —-I?
Ajo) =) —t—| » —k |4 i £ | (E19)
‘ ;(]03_7%)[,(:1 A+ 1 (- jo—2;) et N+ Ny

De acordo com (E.2), tem-se:

Alr)=y R =k (E20)

T( : 2_ . RiH(_}\’i) Y Riﬁ(_ki)
H(Jm)( _Zm+ o (E.21)

i=1 i=

Substituindo (E.21) em (E.6), obtém-se:

N2 C Riﬁ(—ki) . Ri[:I(_A’i)
ol = 2 Gon) * 2 o)

i=1

S Rd ~- Rd 5
+ Z ——+ — +d” ..

|H(jw)|2:z (jo- 7»+d] Z — jo- x+d] @ (522

i=1

De acordo com (E.1), tem-se que:

H(-A)=H(-}\,)+d (E.23)

Substituindo (E.23) em (E.22), obtém-se:

w2 NORHREN) SNORHEN) D L
|H (joo) —; Go-2,) +iz:1:(—jco—x,.)+d -

Y2 \ RiH(_)\‘i) RiH(_;\‘i) 2 .
|H (jo) —;{ o) +(—j0)—7ui):| +d* -
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. N2 . RiH(_}\‘i) RiH(_A‘i) 2
|H (joo) _EZ{UQ_%)-Uw+M)}+d (E.24)

i=1

Substituindo (4.28) em (E.24), obtém-se:

IH(jw)|2=Zn:[( R____R )}erz (E.25)

| (jo-2;) (jo+)

Realizando desenvolvimento matematico a partir de (E.25), completamente andlogo ao
realizado a partir de (4.32), chega-se a expressdo da série de energia apresentada no

capitulo 4.
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