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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar as transi¢des de fase metal-isolante geradas pela
interagdo spin-Orbita de Rashba e potencial quimico modulados por um campo elétrico
externo aplicado a um fio quéntico. Utilizamos de métodos numéricos de diagonali-
zagdo de matrizes para obter as autoenergias e autoestados que descrevem o sistema.
Analisando o espectro de energias, observamos o aparecimento de gaps estruturais
nas fronteiras das zonas de Brillouin reduzidas do sistema. Através do controle do pre-
enchimento da rede, é possivel promover transi¢des de fase metal-isolante percorrendo
as bandas de energia e, com isso, produzir uma chave de corrente baseada no grau de
liberdade de spin dos elétrons. A anélise dos autoestados mostrou a presenca de ondas
de densidade de carga e a inversdo de spin, consistentes com a fenomenologia inferida
a partir do estudo das autoenergias. A investigagdo do efeito do niimero de onda da
modulacdo externa sobre o espectro de energias revelou a formagdo de padrdes fractais
conhecidos como borboletas de Hofstadter. Realizamos um estudo de caso com dados
experimentais para um fio formado em um pogo quéntico de InAs a fim de verificar a

viabilidade pratica do dispositivo proposto.

Palavras-chaves: Transicdo de fase. Fios Quanticos. Spin-6rbita. Rashba. Borboleta de
Hofstadter.



Abstract

The goal of the present work is to study the metal-insulator phase transistion in a
quantum wire driven by a Rashba spin-orbit interaction and a chemical potential, when
both are modulated by an external eletric array. We use numerical methods to diago-
nalize the Hamiltonian matrix in order to obtain the eigenenergies and eigenvalues of
our system. From analyzing the energy spectrum we observe that multiple structural
gaps arise at the boarders of the system’s reduced Brillouin zones. Through an external
control of the band filling, the system can be carried along the energy bands, undergo-
ing a metal-insulator phase transitions across the gaps. Since this transition relies on
the presence of the Rashba spin-orbit interaction, it can be viewed as a current switch
based on the electron spin degree of freedom. The analysis of the eigenstates reveals
charge density waves and spin flip, in agreement with the phenomenology inferred
from the spectrum. An investigation of the effect of the external modulation wave
number on the eigenenergies spectrum uncovers fractal patterns known as Hofstadter
butterflies. We present a case study with experimental data for a wire structured in a

InAs quantum well in order to verify the practical viability of the proposed device.

Keywords: Phase transition. Quantum wire. spin-orbit. Rashba. Hofstadter butterfly.
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Introducao

A partir da invencdo do transistor em 1947 pelos fisicos John Bardeen, Warden
Brattain e William Shockley [1], houve praticamente uma reinvencdo da eletrdnica,
possibilitando a constru¢do de componentes cada vez menores e mais eficientes. A

invencgdo do transistor marca o nascimento da microeletronica.

O transistor é um dispositivo semicontudor usado para amplificar e mudar
sinais eletrdnicos e corrente elétrica, sendo o componente basico dos equipamentos ele-
tronicos modernos. As multiplas fung¢des do transistor sdo, essencialmente, controladas

pela carga elétrica dos elétrons que participam dos processos no dispositivo.

O préximo avango cientifico nessa area seria o controle do transporte ndo
somente da carga do elétron, mas também da sua outra propriedade intrinseca - o spin
- abrindo possibilidades para o desenvolvimento de um transistor de spin. O transistor
de spin acarretaria incriveis impactos tecnolégicos e econdmicos, proporcionando
melhorias no armazenamento e processamento de informagdes digitais, gravacdo e

leituras magnéticas e, possivelmente, também em computacdo quantica [2].

O marco inicial dessa tecnologia emergente batizada de spintronica é o trabalho
tedrico dos fisicos Supriyo Datta e Biswajit Das [3]. Neste trabalho os autores pro-
poem um modelo onde elétrons com spin polarizados sdo injetados a partir de um
emissor ferromagnético dentro de um fio quantico e recebidos em um coletor também
ferromagnético. O fio quantico esta inserido no poco quantico de uma heteroestrutura

semicondutora e estéd sujeito a uma voltagem externa.

A interacdo spin-6rbita de Rashba [4,5], intrinseca a essa estrutura semicondu-
tora causa a troca de spin dos elétrons de acordo com a voltagem externa. Assim, ao
entrar em contato com o coletor ferromagnético, os elétrons serdo aceitos ou rejeitados

de acordo com a sua orientagdo de spin.

Entretanto, as técnicas atuais para injetar elétrons com spin polarizados sdo
ineficientes [6]. Essa entre outras dificuldades impediram a construgdo do transistor
proposto por Datta e Das. Por isso, diferentes modelos para transistores de spin que
ndo necessitam da injecdo de elétrons com spin polarizados tem sido propostos e
estudados [7-11].

Em um trabalho recente proposto por Malard et. al. [12] mostrou-se que o
acoplamento spin-6rbita de Rashba modulado periodicamente em um fio quéntico gera
uma transicdo de fase metal-isolante quando o comprimento de onda da modulacéo se

torna comensuravel com o comprimento de onda de Fermi no fio. Nesse modelo, seria
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possivel controlar essa transi¢do de fase através da modulagdo externa, produzindo,
assim, uma chave de corrente baseada no spin do elétron - um transistor de spin - sem
a necessidade de polarizacdo dos spins.

Na presente dissertagdo, temos como objetivo estender o estudo analitico e
os resultados obtidos em [12] através de uma combinacdo de métodos analiticos
e computacionais de fisica da matéria condensada e de ciéncia de mateiriais para
entender os efeitos da interacdo Rashba e de um potencial quimico modulados sobre a
dindmica de carga e de spin em um fio quéntico.

Através destes métodos verificamos os achados analiticos apresentados por
Malard et. al. [12] mas também obtivemos novos resultados que levaram ao aprofunda-
mento do entendimento dos efeitos da interagdo spin-6rbita de Rashba e do potencial
quimico modulados assim como o entendimento da transicdo de fase. Analisamos
também os autoestados a fim de compreender melhor a estrutura dos estados metélicos
e isolantes.

A presente dissertacdo estd organizada da seguinte forma: No Capitulo 1
apresentamos o formalismo geral de 2° quantizagdo e interacdo spin-Obita necessarios
para o entendimento do estudo realizado. No capitulo 2 apresentamos o modelo
proposto e os métodos utilizados para a obtencdo dos resultados. No capitulo 3
analisamos e discutimos os resultados obtidos. Finalmente apresentamos as nossas
conclusdes e projecdes de pesquisas futuras.
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1 Teoria geral de 2* quantizacao

Neste capitulo iremos desenvolver a teoria de 2° quantizagdo para um sistema
de particulas interagentes em uma rede cristalina. Posteriormente, iremos aplicar o
formalismo geral desenvolvido neste capitulo no contexto do sistema de interesse
neste trabalho. Neste capitulo iremos seguir as referéncias [13,14,16]

O primeiro formalismo da mecénica quantica desenvolvido para descrever par-
ticulas isoladas tem como base a identificacdo das observaveis fisicas com operadores

matematicos [13], como por exemplo:

X — XX
p — —ihV (1.1)

. 0
E—>Zhg

Ja o formalismo de 2 quantizacdo é utilizado para descrever e analisar sistemas
quanticos de muitos corpos. Foi introduzido originalmente por Dirac para dar a base
de mecanica quantica para particulas idénticas. Neste formalismo, o objetivo é escrever

as fung¢des de onda da particula em termos de operadores criagdo e destruicao [14].

1.1 Particulas livres

O hamiltoniano Hy para N, particulas livres ¢ dado por:

Np p 2 Np —h2 )
—_ n —
Ho=) 5 =L 5, Vn (1.2

n=1 n=1
onde p,, ¢ o momento da n-ésima particula, m a massa e onde utilizamos a relagao de

primeira quantiza¢do dada pela eq. (1.1).

As autofungdes do hamiltoniano

n_,

2
P
Hn = o = 2m v

2m
da n-ésima particula livre sdo:

Pro(tn) = €™ (1.3)
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onde 1, é a posigdo da n-ésima particula do sistema, k seu niimero de onda e ¢ seu

spin.

As autofungdes gozam da propriedade da ortonormalidade, isto é:

/d3r”¢lt,tf(rn)¢k’,o’(rn) = Ok O (1.4)
Através da atuacdo do operador H, nas autofung¢des da particula livre obtemos

as autoenergias do sistema:

P2 ik
o () = 5

2

i .
Huo (1) = —5 Ve
7
Hydr o (tn) = %elk' " (1.5)
Substituindo a eq. (1.3) na eq. (1.5):
2k2
Hn(l’k,a(rn) = %‘Pk,o(rn) (1.6)
Por outro lado,
Hudr o (tn) = expr o (1n) (1.7)

onde ¢, sdo as auto-energias do sistema. Comparando as egs. (1.6) e (1.7) podemos
concluir que:

S

o (1.8)

€k

Agora podemos escrever a funcdo de onda ¢ de uma particula livre como uma

combinacao linear das autofungdes normalizadas por coeficientes ¢y ,(t):

(1 t) cha )Pro(tn) (1.9)

com:

chol(t) = cklge_igkt/h (1.10)
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onde a dependéncia temporal da funcdo de onda i proveniente da resolucdo da
equagdo de Schrodinger dependente do tempo estd contida em ¢y ,(f).

O complexo conjungado ¢’ da funcdo de onda é dada por:

(e t) chg )Pr o () (1.11)

com:

Clt,a(t) = czlaeigkt/h (1.12)

A funcgdo de onda deve ser normalizada, isto é:

/d3rn1/)+(rn;t)1[](rn;t) =1 (1.13)

Segundo o teorema de Bloch, a fun¢do de onda Y para o sistema de N, particulas

livres é dada pelo produto das fun¢des de onda i de uma particula:

Np

‘Y(rl,rz,...,er;t) = H P(rn;t) (1.14)

n=1

Vamos computar a atuagdo do hamiltoniano Hy dado pela eq. (1.2) sobre a
funcdo de onda da eq. (1.14):

Np Np
Ho¥ (rp, 12, . tn,0 ) = [ ] [Z Hn/] (rn;t) = [ [ Hotp(xns t) (1.15)
n=1

n=1

Substituindo as egs. (1.9) e (1.7) na eq. (1.15):

HOT(rlerI"'IerI H chlf Hi’l‘Pk(T rl’l)
n=1k,o

Ho¥ (11,12, -, er/ Hzekcka )P0 (tn) (1.16)
n=1k,o

Agora, queremos obter o valor esperado do operador Hy no estado ¥ de todas

as N, particulas livres:

< Hy >y= <‘P‘ Hy "F> =

— / d3r1d3r2...d3er‘I’+(r1, 12, . IN,; tYHo¥ (rq, 12, ..., IN,; t)
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Substituindo ¥ através da eq. (1.14) onde ' é dado pela eq. (1.11) e Hy¥ dado
na eq. (1.16):

Np
< Hy >y= /d37’1d37’2...d37’]\[p H cht,a(t)f/’lf,a(fn) X

n=1k,o

Ny
< T X e (D)

n=1k',o'

Rearranjando:

Np
<Hy>v=1]] / Pra Y (O (tn)ercr o (B dpor (1)
n=1

kk o0

Np
< Hp >y= Z Sk’cit,a(t)ck’,a’(t) H/dfirnqblt,a(rn)‘l’k’,a’(rn)
n=1

/ /
kk 0,0

Usando a eq. (1.4):

< Hp >y= Z ek/c,t,g(t)ck/,a/(t)ék/k/églg/

kk o0

< Ho >v=Y _exci ,(t)cko(t)
k,o

Usando as egs. (1.10) e (1.12) obtemos:

< Ho >v=Y _&xc} sCp 0 (1.17)

k,o
onde ¢ é dado pela eq. (1.8).

Dizemos que a eq. (1.17) é a forma "2 quantizada" do hamiltoniano de par-
ticulas livres dado na eq. (1.2). Na teoria de 2° quantizagdo, mostra-se também que
Cko € c,t’ » deixam de ser os coeficientes numéricos da eq. (1.9) e se transformam em
operadores destruicdo e criagdo, respectivamente, isto é, ci (c,t,g) destréi (cria) uma
particula de energia ¢ e spin ¢. O hamiltoniano < Hy >y dado pela eq. (1.17) é

bilinear nos operadores criagao e destruicao.

Os operadores tém diversas propriedades e aplica¢des. Por exemplo, o operador

nuamero:

kg = c,t,gckﬂ (1.18)
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"conta" o nuimero de excitacdes com energia ¢; e spin ¢ em um dado estado quantico.
Podemos interpretar a eq. (1.17) assim: a energia total Hp do sistema é igual ao ntimero
c,tackg de excitagdes com energia ¢; vezes o valor ¢, somado sobre todos os possiveis
k’s.

< H >p= Zﬁksk (1.19)

1.2 Particulas em um potencial cristalino

Consideremos agora que cada uma das particulas antes livres esta sentindo um

potencial de rede gerado por ions localizados do tipo:

N
U, =) _ U(r, —R;) (1.20)
i=1

onde r, é a posicdo da n-ésima particula do sistema, R; é a posi¢do do fon no i-ésimo
sitio da rede e N o nimero de fons contidos na rede.
A Fig. (1) ilustra a n-ésima particula (um elétron, por exemplo) vagando "sobre"

uma rede de ions positivos (os &tomos do cristal com elétrons a menos - no nosso caso

de interesse) localizados nos sitios indexados por i.

n.§

0]

Figura 1 — Um elétron “vagando” sobre uma rede unidimensional de fons positivos
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Somando para todas as N, particulas temos a energia total U de interagao entre

as particulas e a rede:

Np Ny N
U=) U, =) ) Ul —R) (1.21)
n=1 n=1i=1

Queremos calcular o valor esperado de U na fun¢do de onda ¥ do sistema das

Np particulas livres:

(Uyy = (YIU[Y)

Uy = /d31’1d37’2...d31’]\]p‘f+(1‘1,1‘2,...,I‘Np,' t)UT(rl,l‘z,...,l‘Np;t)

Substituindo as egs. (1.14) e (1.21):

(U)y = i/d3r1d3r2...d3erlp+(er;t)...lp+(r2; DYt (e ) [(U(r; — R+

+U(r2 — R;) + ... + U(rn, — Ry ) ip(x; ). (xn,; 1)

Como

/ P11 e 9T (g £) ' (103 )97 (113 U (17 — R (13 ) X

XP(r;t)...p( er, /d3rn1p 1 ) U(r — Ry)Y(re;t) vV n=12,.,N,

em virtude da normaliza¢do da eq. (1.13), temos:

N
<U>y=N, Y} / Bryt(r, HU(r — R;)y(x, 1) (1.22)
i=1
Fazendo a transformada de Fourier para U(r — R;):
—R;) = Y Uyela R (1.23)
q

E substituindo as eqgs.(1.9), (1.11), (1.23) e (1.3) na eq. (1.22) obtemos:

N
— —i 3,,i(—ki+ky+q)r
=N, E E cklg1 YUge 'IRicy . (¢ /d rel(latkatq
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Utilizando a seguinte propriedade de ortogonalidade da exponencial imagina-

ria:

PBro oo
/ Welk r— 5k’() (124)

Podemos escrever:

(U)y = kz ufgcltl,al(t)ckz,ffz(t)ékl,kzﬂi
q,Ks,05

onde:

N
! _ 3 —iq-R;
Uy = (2m)°Nply ) e~ '™
i=1
Realizando a soma em k; e mudando a nomenclatura de k; para k e como o

potencial U ndo afeta o spin, (51 = 02 = 0), reescrevemos:

(Uyy = Y Upcf, o o (ko (t) (1.25)
q.ko

E possivel mostrar que a dependéncia temporal da eq. (1.25) pode ser removida

(conforme argumentaremos adiante), de forma que:

(Uyy = Y UnCi i 0 oCho (1.26)
q.k0o
A eq. (1.26) é a forma "2 quantizada" do potencial de interacdo com a rede.
Note que (U)y é bilinear nos operadores criacdo e destruigdo.

Podemos representar a interagdo descrita pela eq. (1.26) através da Fig. (2). A
interagdo com o fon no sitio i destr6i um elétron com momento k e spin ¢ e cria um
elétron com momento k + q e mesmo spin ¢. Dizemos que o elétron foi espalhado
pela rede, sendo Uj a intensidade deste espalhamento. Por conservagéao do momento
linear, o sitio i sofre um recuo de -q. Como a massa do fon é muito maior do que a do
elétron, o momento -q do recuo do fon é insignificante. E isso que permite remover a

dependéncia temporal da eq. (1.25).
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Figura 2 — Espalhamento de um elétron em virtude de sua interacdo com a rede
cristalina.

1.3 Interacgao particula-particula

Consideremos agora que temos uma interagdo entre as particulas no sistema do

tipo:

V==2) V(tgn—rtn) (1.27)

onde, como antes, N, representa 0 namero de particulas presentes no sistema, 1, e 1y,
sdo as posi¢des da n-ésima e m-ésima particulas, respectivamente, e V um potencial de

interacdo entre as particulas (potencial coulombiano entre elétrons, por exemplo).

A Fig. (3) ilustra um sistema de particulas (elétrons), onde a n-ésima e a m-ésima

particula interagem entre si, para todo n # m.



Capitulo 1. Teoria geral de 2° quantizagdo 20

o)

Figura 3 — Sistema de elétrons interagentes entre si.

Queremos agora calcular o valor esperado de V na fun¢do de onda ¥ do sistema

das N, particulas livres:

(Vv = (Y[ V]Y)

— 3 3 3 T . .
<V>1F = /d rld 1’2...d erT (rl,rz,...,er, t)V‘F(I‘l,IQ,...,I'Np,t)

Substituindo as egs. (1.14) e (1.27):

1
(Vv = / 1Py dry (e )" (0 )97 (1151 X
X[V(ty —1) +.. + V(rn —1n,) + V(g —11) + .t
+V(rp — er) 4+t V(er_l —r)+ ..+ V(er_l — er)] X

(e ) (e t)..p(rn,;t) (1.28)
Note que ha (N, — 1)? potenciais de interagdo dentro do colchete da eq. (1.28).

Como

/ a1y P, T () £ (03 9T (015 )V (1 — 1) X
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X (ry; ) (e t).p(xy, i ¢ /d3r Arutp’ ()T (1,5 1) x
XV (tn — 1) P(n; £) P (tm; t)

em virtude da eq. (1.13), temos:

(V)y = (N, — 1)2/d3r1d31‘21[)+(r2; t)l[)+(r1;t)V(r1 —12)(r1; 1) P(x2; t) (1.29)

Realizando a transformada de Fourier inversa para V(r; — 1p):

V() — 1) ZVe‘q r-1) (1.30)

E substituindo as egs.(1.9), (1.11), (1.30) e (1.3) na eq. (1.29) obtemos:

(V)y = (N, —1) /d3rld3r2 Z ck2 o (e —iky: r2ck1 Ul(t)e’ikl'rlx

4q, ks,

iq-(rp—r ik r iky-r
XquCI(1 2)Ck3103(t)€ 3 1ck4,04(t)e 412

(V) = (NP o 1)2 /d31’1d3r2 Z Vq Ckz (72( )C’tlﬂl(t)x
q.ks,0s

i(—ky+q+ks) 11 ,i(—ko—q+ky) T
Xck3,03(t)ck4,a4(t)€( 1+q+ks) 11,i(—ko—q+ky) 1

Utilizando a eq. (1.24):

(Vi = (Np = 1) Y Vet o (D)E, 0 (D) €y, (B) iy (1) X
q/kSIOS

X (zn)sékl,k3+b] (27T)35k2,k4—q

Realizando as somas em kj e k; e absorvendo (271)6(N, — 1)?/2 em V; temos:

<V>‘P = kZ: VC] Ck3—|—q 01 (t)clt4—q,(72(t)ck3,0’3(t)ck4,0'4(t)
5]; S/US

Mudando a nomenclatura de k3 para k e k4 para k' e como a interagdo V; nao

interfere no spin, (07 = 03 = 0 e 0 = 04 = ¢’), reescrevemos:

(Viw= Y. Vocligo()cir g o (t)cko(B)cp o (1) (1.31)
gk o0
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Considerando que a interac¢do entre os elétrons é eldstica, a dependéncia tempo-

ral da eq. (1.31) pode ser removida e obtemos:

t +
(V)v = Z Va Ck+q,0Ck'—q,0" Ck,o CK' 0! (1.32)
q.kk o0
A eq. (1.32) é a forma "2* quantizada" do potencial de interagdo entre particulas.
Note que (V)v é biquadratica nos operadores criacdo e destruigdo.

Podemos representar a interagdo descrita pela eq. (1.32) através da Fig. (4). A
interagdo ou espalhamento de intensidade V, entre elétrons com momentos k e K
destr6i ambos e cria um novo par de elétrons com momentos k + q e k' — q. Note
que este espalhamento nao altera os spins dos elétrons interagentes e que o processo

conserva o momento linear.

Figura 4 — Espalhamento entre dois elétrons interagentes entre si.
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1.4 Hamiltoniano total

Agora podemos escrever o valor esperado do Hamiltoniano total de um sistema

de particulas interagentes em uma rede cristalina:

(Hy =<Hy>y+<U>y+<V>y

onde os termos do lado direito sdo dados pelas eqgs. (1.17), (1.26) e (1.32), que represen-
tam os termos cinético, interacdo com a rede e interacgdo elétron-elétron, respectiva-

mente. Logo:

(Hyy =) exct oo+ Y Upchi o Chot

ko q.k,o
Yo Vool .cf (1.33)
qCk+q,0 k/fq,o'/ck,UCk’,a" .
q.kk o0

1.5 Hamiltoniano total no espaco das posicoes

Queremos agora escrever o hamiltoniano (1.33) no espaco das posi¢cdes. Adiante
iremos aplicar o resultado desta andlise para nosso sistema de interesse, um fio

quantico 1D.

A transformagdo entre o espago dos momentos k (espago reciproco) e o espago
das posi¢des n (espago direto) é realizada aplicando as transformadas de Fourier sobre

os operadores destruigdo e criagdo:

1 al ikna
Chg = E Cn o€ 1.34
k,o \/m = n,o ( )

1 N

o = (1.35)

t —ikna
Cp o€
o /N ). o
Na n=1
onde N é o numero de sitios da rede e a o parametro de rede.

Realizando a transformada primeiramente para o hamiltoniano de particula

livre (1.17), para ¢

1 N

Z Sneikna
\% Na n=1

Ep =

obtemos:
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N
o "
} : C /,Ue ikn'a__ * ) : Cn//gezkn a

n'=1 a ,m—q

% ik
pikna__—

DH

RPN

Ho = \/_ Z Sncn/ Cntt g X _Zelkn n'+n"a

n, 1’1/ n//

Onde, por simplicidade de notacdo, fizemos (Hp)y — Hy. Aplicando

1 .
No Y et =5, (1.36)
k
temos:
1 Y s
HO = \/m Z gncn’,gcn”,aénfnurn”,o
nn' n' o
1 N
HO = \/m 2 E'n/fn//C;l;/,UCn///O- (137)
n o

A eq. (1.37) da a energia cinética Hy do sistema em termos da destrui¢do de
um elétron no sitio n” e a criagdo do mesmo elétron no sitio #’, ou seja, através de um
"pulo” do elétron entre estes sitios onde ¢,/_,» é a energia do pulo. Em uma primeira
aproximacdo, consideremos apenas pulos entre sitios vizinhos e tomamos n’ — n e

" — n+1naeq. (1.37). Assim:

N
Ho=—tY ¢} yeni1,0 + Hec. (1.38)
n,oc

onde —t = \/Lms_l e H.c. é o termo hermitiano conjugado que deve ser adicionado

para manter a hermiticidade do hamiltoniano "perdida" na aproximacdo de primeiros

vizinhos.

Agora realizando as transformadas (1.34) e (1.35) para o termo de interacgdo
com a rede (1.26); com

obtemos:
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1 ik(—n'+n"
U= \/ Z n/o_Cn// XN—ZEan n)aszel( n n)a

nn' 0o q k
onde por simplicidade de notacéo fizemos (U)y — U.

Aplicando a eq. (1.36):

N
U=V Na 2 u;qCzllgcn”,aén”fn’,Oénfn’,O

nn' n o

N
U=+vNa ) Uyl cwebu_wo

nn',o

N
U=VNa) U ,cne
n,o

Em um sistema homogéneo a energia de sitio U}, ndo depende da posi¢do n do
sitio. Logo, podemos fazer vV Na U, = —pu e:

N
U=—puY ch cne (1.39)
n,o

A eq. (1.39) nos d4 a energia de interacdo de um elétron com a rede em termos
da destruicdo e posterior criagdo deste elétron no sitio n com spin ¢ a um custo
energético de —y, ou seja, a equacdo da a energia de sitio somada para todos os sitios

e spins. O fator u é chamado de potencial quimico.

Agora vamos fazer as transformadas de Fourier (1.34) e (1.35) para o termo de

interagdo particula-particula (1.32), onde:

igna

Aplicando as transformagdes e fazendo (V)y — V obtemos:

N 1 N , N
V = Z Z Vel % Z —i(k+q)nya %
qkk o0V Na n=1 1=1
1 N + —i(k'—q)naa 1 N ikn3a k' nya
X ) Chy o€ X Y. Cuyot Z cnwe

V Nﬂ np=1 ! V Nﬂ n3:1 7’14 1

N
/N t
V = Nﬂ Z Vncn]’acnzlo_/Cn3/gcn4,0-/ X

n's,o,0’
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W ig(n—nl+n2)a w ik(ng—ny)a  —— ik’ (ng—np)a
Na ;e Na ;e Na ;e

Aplicando a eq. (2.35):

N
N t ot
V = Nﬂ Z Vncn],UCle,O'/Cn:‘}/O'CHAL/UI X

n's,o,0’

X 011y —119,00m3 — 117,000 — 11, +112,0

Chamando ny =nenp, =n’

N
V=Y Viwch ol snotwe (1.40)

nn' 0,0’

onde V,_,» — vVNaV,_,.

A eq. (1.40) nos d4 a energia de interagdo entre um elétron no sitio n com spin
o e um elétron no sitio n’ com spin ¢/, sendo V,,_, a intensidade desta interagdo. A
energia total de interagdo elétron-elétron é obtida somando-se sobre todos os pares 1 e
n’ de sitios com n # n'.

Finalmente, somando todas as intera¢des presentes nas eqs. (1.38), (1.39) e (1.40)
obtemos o hamiltoniano total H no espago das posigdes:

N N N
t t ot
H=—t) cpniiot+He —u) chono+ Y, VawChoCp ol (141)
n,o

n,o nn' 0,0’

O hamiltoniano acima também é encontrado a partir de um formalismo dife-
rente do que utilizamos - chamado tight binding — que é um método para calcular a
estrutura eletronica de bandas de um cristal a partir da superposi¢do das fun¢des de

onda dos orbitais dos 4tomos localizados em cada sitio, chamadas fun¢des de Wannier.
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1.6 Teoria geral da interacdo spin-drbita

A interagdo spin-Orbita (SO) é um efeito de acoplamento do momento angu-
lar intrinseco do elétron, chamado spin, com o0 seu momento angular orbital. Esta
interagdo é responséavel por uma variedade de fendmenos fisicos, desde a estrutura
tina do espectro atdomico ao efeito spin-Hall quantico e fases topoldgicas da matéria.
Estritamente, este acoplamento é um efeito relativistico, mas ele pode ser obtido de
uma forma mais simples através de uma abordagem semi-cldssica. Se utilizarmos
como exemplo o dtomo de hidrogénio, tomando o referencial no elétron, podemos

imaginar o préton circulando ao seu redor, como mostrado na Fig. 5.

A carga positiva do préton em movimento gera um campo magnético B na
posicdo do elétron, como mostrado na Fig. 5. O momento de dipolo magnético de spin
M, por minimizagdo de energia, se alinha na direcdo do campo magnético B do préton.
A energia desta interacdo é dada por [13]:

HSO = —H;- B (1.42)

Queremos determinar o campo magnético do préton B e o momento de dipolo

magnético de spin do elétron u_, em termos dos respectivos momentos angulares.

B A

Figura 5 — Atomo de Hidrogénio, a partir do referencial do elétron. Onde 1, é o vetor
que representa o raio da Orbita do préton e B é o campo magnético do
préton, na posicdo do elétron.
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1.6.1 Abordagem semi-classica

No referencial do elétron, podemos considerar classicamente que o préton esta
realizando uma 6rbita circular e continua em torno do elétron. O médulo do campo
magnético gerado pelo préton em movimento pode ser calculado através da lei de
Biot-Savart [15]:

Hoe
= ——F 1.43
2r,T (1.43)
onde y é a constante de permeabilidade do véacuo, rp 0 raio da ¢érbia do préton e e/T

a corrente associada a esta Orbita, onde e é a carga do préton e T o periodo da érbita.

O momento angular do préton no referencial do elétron é dado por [13]:

Ly =1, xp,
. : . 2
onde p, ¢ o momento linear do préton. Usando que pp = mpv, = Tr Tm” , com 11y a
massa do préton, vem que:
27tm 1>
P’p

Como, pela regra da méo direita, B e L, estdo na mesma dire¢do, podemos

escrever utilizando as equacdes (1.43) e (1.44):

1 e
= ———L 1.45
477 mpczr?r’, P (1.45)

onde c = 1/,/€gHy é a velocidade da luz no vécuo.

Podemos reescrever a eq. (1.45) em termos do momento angular L, do elétron

no referencial do préton e da massa m, do elétron. Sabendo que
Le — re X pe (1.46)
onde r, é a posicao do elétron em relacdo ao préton e p, € o momento linear do elétron.

O moédulo de L, é:

Lg — repg Sll’l 900 — ngg’Ue
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onde v, é a velocidade do elétron. Logo:

Le = 7,0, (1.47)

e

De forma andloga, escrevemos para o préton no referencial do elétron:

Ly _ (1.48)

Sabemos que 7, = 1, e que v, = v, podemos igualar (1.48) e (1.47):

L L
Ze P (1.49)
me My

e reescrever o campo magnético gerado pelo préton no referencial do elétron dado na

eq. (1.45) em termos da massa e do momento angular do elétron:

1 e

B————— L,
471€() MEC213

(1.50)

onde o sinal negativo se deve ao fato de que trocando de referencial 0 momento

angular inverte o sentido.
Agora vamos determinar o momento de dipolo magnético u, de spin do elétron.

Considere inicialmente o problema de uma carga g girando ao longo de uma
circunferéncia de raio r, com periodo T. O momento de dipolo magnético associado a
esta circulagdo de carga é dado pela corrente (q/T) vezes a drea inscrita pela mesma
(7tr?) [13]:

_ g’

- (1.51)

Por outro lado, o momento angular da carga g é dado, como vimos na equagdo

(1.44) para um préton, por:

2 2
L= ”;” (1.52)

Como pela regra da méo direita # e L tém a mesma dire¢do, podemos escrever,
utilizando as equagdes (1.51) e (1.52):

p=1r (1.53)
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Ou seja, 0 momento de dipolo magnético de uma carga g em uma 6rbita circular
é proporcional ao momento angular da carga. A constante de proporcionalidade g/2m

é chamada de razdo giromagnética.
Guiados pela equacdo (1.53), somos levados a escrever a relagdo

e
2m,

Hs (1.54)

entre o momento de dipolo magnético de spin ys; e 0 momento angular de spin S do
elétron, onde —e é a carga do elétron.

Porém, os experimentos mostram que o momento de dipolo magnético de spin

do elétron é duas vezes o valor calculado classicamente [13]:

fs = —8 (1.55)

sendo que o fator extra de 2 foi explicado por Dirac em sua teoria relativistica do
elétron [13].

Obtemos o hamiltoniano da interacdo spin-6rbita em termos do momento
angular de spins e do momento angular orbital L do elétron substituindo as equag¢oes
(1.50) e (1.55) na equacdo (1.42):

Hep= — (& ! s (1.56)
50— 4rey ) m2c2rd '

onde, por simplicidade de notagdo, trocamos m, por m, r, por r e L, por L, sabendo que
estas grandezas referem-se ao elétron. Experimentalmente, observa-se que a magnitude
da energia associada a interagdo spin-6rbita em atomos isolados é menor do que o
previsto pela eq. (1.56) por um fator de 2. Este novo fator de 2 é explicado pela chamada
precessdo de Thomas [16]. Finalmente, escrevemos para o hamiltoniano de intera¢do

spin-Orbita:

2 1
Hso = — ( ) m2c2r3s -L (1.57)
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1.6.2 Abordagem de 2 quantizacao

Apesar do formalismo que leva a eq. (1.57) nos fornecer intui¢des fisicas sobre
a origem da interagdo spin-6rbita e uma forma de estimar a energia desta interagao,
precisaremos agora escrever a eq. (1.57) na linguagem de 2* quantiza¢do para adiciona-
la ao hamiltoniano (1.41). Para isso, vamos voltar a eq. (1.42) e escrever o campo

magnético, tomando o referencial do préton, como [16]:

B=_Y xE
C

onde ¢ é a velocidade da luz, v é a velocidade de rotagdo do elétron em torno do
préton e E é o campo elétrico gerado pelo préton sobre o elétron. Com u, dado por
(1.55), podemos reescrever (1.42):

v
HSO:__ (EXE>
substituindo v = £, temos
Hso = ——5-(p xE)-S
he
Hso _2m7-c (k X E) 0

onde usamos que p = hke S = %0’ e o sdo as matrizes de Pauli. Sabendo que

E = —VV, onde V é o potencial eletrostatico temos:
Heo — 1€ (kx VV) o (1.58)
S0~ 2m2c '

A interacdo spin-Orbita na forma da eq. (1.58) estd pronta para receber o
procedimento de 2 quantizacdo. Aqui, omitiremos este procedimento por estar fora

do escopo deste texto e apresentaremos apenas o resultado final [17]:

HSO =cC Z C:l,ao-Ucn—l—l,(T’ (159)

n,o,o’

onde o parametro c depende do potencial eletrostético V.
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2 Modelo teorico de um transistor de spin

2.1 Descricao do modelo

Como ja comentado na introdugdo, a fabricagdo de um transistor de spin se
baseia no controle do transporte eletronico através dos graus de liberdade de spin. O
uso do spin no contexto da eletronica foi originado pela descoberta da magnetorresis-
téncia gigante. Quando uma corrente elétrica flui de um material magnetizado, como
um emissor ferromagnético, a carga que carrega esse fluxo se mantém, em condi¢des
ideais, polarizada com os spins dos elétrons orientados predominantemente em uma
direcédo [18,19].

O trabalho mais relevante proposto utilizando este conhecimento foi o dispo-
sitivo Datta-Das, no qual os autores propdem um modelo onde elétrons com spin
polarizados sdo injetados a partir de um emissor ferromagnético dentro de um fio
quantico e recebidos em um coletor também ferromagnético. O fio quantico esta in-
serido no pogo quantico de uma heteroestrutura semicondutora e esté sujeito a uma

voltagem externa [3].

A Fig. 6 mostra a o dispositivo Datta-Das para um transistor de spin.

.-'-- T
i b .II;I
Y /

gate V -
ferromagnetic emitter \ femomagnetic callector
Inalas

InGass

Figura 6 — Transistor de spin Datta-Das.

A interacdo spin-Orbita de Rashba intrinseca a essa estrutura semicondutora
causa a inversdo de spin dos elétrons de acordo com a voltagem externa, pois é
sensivel ao campo elétrico aplicado [4,5]. Assim, ao entrar em contato com o coletor
ferromagnético, os elétrons serdo aceitos ou rejeitados de acordo com a sua orientagdo

de spin, como mostra a Fig. 7.

Entretanto, as técnicas atuais para injetar elétrons com spin polarizados sdo
ineficientes e, na pratica, os spins sdo despolarizados ja na interface entre o emissor

ferromagnético e a estrutura semicondutora. Essa, entre outras dificuldades, impediram
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Figura 7 — Acima: Quando a voltagem externa é nula, elétrons com orientacdo de
spin aceita pelo coletor ferromagnético sdo absorvidos pelo coletor. Abaixo:
Elétrons apoés inversdo de spin induzidos pela voltagem externa, rejeitados
pelo coletor ferromagnético.

a realizacdo do transistor proposto por Datta e Das. Para superar essas dificuldades
experimentais Malard et. al. [12] propuseram um dispositivo que dispensa a injecao de
elétrons com spin polarizados na geracdo de uma transicdo de fase metal-isolante a
partir do controle do spin dos elétrons.

Assim como na proposta de Datta e Das, o transistor de spin proposto por
Malard et. al. [12] é formado em um pogo quantico na interface de uma heteroestrutura
semicondutora, como mostrado na Fig. (8). Um capacitor de voltagem uniforme (ndo
mostrado na figura) é aplicado lateralmente ao pogo quantico para confinar os elétrons
em canais de transporte unidimensionais, chamados fios quanticos. Para uma voltagem
de confinamento suficientemente forte, pode-se desconsiderar a interacdo entre fios
quanticos vizinhos e tomar cada fio como um canal de condugdo unidimensional ideal.
A Fig. (8) mostra apenas um destes fios independentes. A inovagdo da proposta de
Malard et. al. em relacdo ao dispositivo de Datta e Das é que o fio agora estd submetido
a um campo elétrico modulado espacialmente através da deposi¢do de nanocapacitores
igualmente distribuidos periodicamente, separados com uma distancia 4 igual ao seu
comprimento d na dire¢do do fio, conforme ilustrado na Fig. (8). Curiosamente, a
modulacdo no campo elétrico produz uma chave de corrente através de uma transicdo
de fase metal-isolante sem necessidade de polarizagdo dos spins.

Neste trabalho, revisitamos a proposta de Malard et. al. utilizando de uma abor-

dagem computacional. Como veremos adiante, reproduzimos os resultados analiticos
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obtidos pelos autores, mas também ampliamos o entendimento do sistema através de

resultados que ndo poderiam ser encontrados analiticamente.

N. .
anOCapaCI tOre S

F1o Quantico

Figura 8 — Capacitores aplicados periodicamente sobre um fio quéantico formado em
um pogo quantico semicondutor.

O hamiltoniano que descreve um sistema de elétrons em 1D é dado pela eq.
(1.41):

N N N
t t t ot
H=—t) choturro+He —pY chotno+ Y, ViowChoCp pCnoCp o (2.1)
n,o n,oc nn' 0,0’
ondenen’ =1,2,.., N indexam os sitios na rede, ¢ e ¢’ =7, | indexa a orientacdo do
spin ao longo de z, u é o potencial quimico uniforme, t é a amplitude de hopping e

V,,_ € a intensidade da repulsado entre elétrons em n e n’.

No presente trabalho iremos desconsiderar as interagdes elétron-elétron descri-
tas pelo dltimo termo na equagdo acima pois, como mostrado por Malard et. al. [12], es-
tas interag¢des, por si s6, ndo provocam uma transi¢cdo de fase metal-isolante no sistema
considerado. Em particular, Malard et. al. mostraram que a transigdo metal-isolante
gerada pelos potenciais modulados nado s6 é robusta sob intera¢des elétron-elétron

como, na verdade, estas intera¢des potencializam o efeito dos potenciais modulados.

Além da repulsdo coulombiana, os elétrons no fio quantico do dispositivo da
Fig. (8) estdo submetidos a dois tipos de interagdo spin-orbita: a de Dresselhaus e a de
Rashba. A interagdo de Dresselhaus vem da falta da simetria de inversao intrinseca
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ao proprio material semicondutor [20]. J4 a interagdo de Rashba é originada pela
assimetria de inversdo na diregdo z (ver Fig. 8) causada pelo campo elétrico que
aparece na interface dos dois semicondutores [4], [5]. Estas intera¢des podem ser

descritas pelas equagdes [12]:

Hp = B(kxox — kyoy), (2.2)

Hg = a(kyoy — kyox), (2.3)

onde a é a intensidade da interagdo de Rashba, B a intensidade da interacdo de

Dresselhaus, k() € 0 momento dos elétrons na diregdo x(y) e 0,(,) é a matriz de Pauli

Y)
para a diregdo x(y).

Como o momento dos elétrons se encontra apenas na dire¢do do fio, apenas
os termos proporcionais a ky contribuam para as intera¢des spin-6rbita. Fazendo a 2°

quantizagdo para as eqgs. (2.2) e (2.3) obtemos

HDR = —1 Z C:Z,g[’)/DUgU/ + ,YR(TgO-/]CTH-l,O'/ + H.c. (24)

n,o,0’
onde yp e yr representam a intensidade das intera¢des spin-6rbita Dresselhaus e
Rashba, respectivamente.

O efeito do campo elétrico modulado é produzir uma modulagado equivalente
na interacdo de Rashba (pois esta interagdo é sensivel a campo externo) junto com
uma modulagdo no potencial quimico local. Uma boa aproximagao é representar a

modulagdo por um harmonico simples e desta forma escrever:

H,,i = —i Z 'yR(n)cZ,UagU,anﬂ/ +H.c. — ZV(”)C;,U'C”,U' (2.5)

n,o,o’ n,o
onde yg(n) = ygcos(Qna), u(n) = p cos(Qna), vx(i') é a amplitude da interagdo
Rashba modulada (potencial quimico modulado) e Q = 71/d é o ntimero de onda da
modulacdo externa. As amplitudes ’y}z e 31’ variam linearmente com a amplitude do

campo elétrico aplicado [12].
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H4 duas possibilidades para os potenciais modulados que aparecem na eq. (2.5):
Ou o potencial de Rashba modulado e o potencial quimico modulado estdo em fase
(’y;Q e y/ tém o mesmo sinal) ou fora de fase ('Y;a e y/ tém sinais opostos). O sinal de 'y;q,
bem como o seu valor, é uma caracteristica intrinseca do material. A Fig. 9 ilustra as

duas possibilidades descritas.

+ + —I_ —|_ —+ Nanocapacitores
| —— ———) —— I

Potencial quimico \/\/\/\/

Rashba em fase \/\/\/\/
Rashba fora
de fase

— Fio Quéntico

Figura 9 — Interacdo spin-o6rbita de Rashba modulada em fase e fora de fase com o

potencial quimico modulado.

Na Fig. 9, tomamos os capacitores como positivamente carregados. Isso faz com
que os minimos do potencial quimico se localizem abaixo dos capacitores. Quando em
fase, a interacdo spin-6rbita de Rashba modulada atua em conjunto com o potencial
quimico modulado. Quando fora de fase, a interagdo de Rashba compete com o

potencial quimico e isso gera um efeito interessante que serd abordado na segao 3.1.4.
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2.2 Tratamento analitico

2.2.1 Mudanca de base no espaco de spin

Nessa secdo iremos reescrever o hamiltoniano apresentado na se¢do anterior a
fim de deixa-lo em uma forma que trataremos computacionalmente. Para tal vamos
realizar uma mudanga nas egs. (2.1), (2.4) e (2.5) (tomando V,,_,» = 0) com o objetivo

de diagonaliza-las no espago de spin.

Hamiltoniano das Interacoes spin-érbita de Dresselhaus e de Rashba

O hamiltoniano Hpgr dado pela eq. (2.4) pode ser diagonalizado no espaco de

spin através da seguinte mudanga de base [12]:

if

Cnt = \eﬁ(dn—l— +idy—);

ey = g iy + )

onde 6 serd fixado pela condi¢do de diagonalizagdo e os indices + e — representam a

(2.6)

orienta¢do dos spins ao longo da direcdo de quantiza¢do na nova base. Para facilitar a

troca de base, é conveniente separar Hpgr da seguinte forma

Hpr = Hp + Hg (2.7)
onde
Hp = —iyp Z CL,UO§U,CH+1,U/ + H.c. (2.8)
n,o,o’
e
Hr = —iyr 2 lelao'go,/cn+1/0—/ + H.c. (2.9)
n,o,o’

Podemos representar as somas sobre ¢ e ¢’ na eq. (2.8) em forma matricial:

. 01
Hp = —Z’)’D; (C;T C;h) <1 0) <Cn+1T> + H.c.

Cn+1l

Realizando esta operacgdo, obtemos:

Hp = —iyp Y [chiCnyny + ChyCnsnt] + Hee.
n
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Fazendo a mudanca de base dada pela eq. (2.6), temos:

7129
d;+ — id;‘;f)(idn_f_u_ +dy-)+

= —WDZ[

ei29

+7(—id$+ +dy ) (dngay + idn+1—)] + H.c.

Ap6s uma pequena algebra, obtemos:

Hp = it Y[i(e 2 — e2)d}  dyy1, — i(e ™ — e2)d}_dyyy_+

n

(e )t dy o+ (e 4 )l dyr ]+ H
Hp = —ivp Z[sin29d2+dn+1+ —sin20d! d,.1_+
n

+c0s20d}  d, 1 +cos20d)_d, 1]+ H.ec. (2.10)

Reescrevendo a eq. (2.9) matricialmente:

Hg = —ivR ct.oof , " +H.c.
; ( nt ni) i 0 Cnt1l

E fazendo esta operagdo obtemos:

Hg = YR Y (—ChyCnr1y + Chcur1r) + Hee (2.11)
n
Fazendo a mudanga de base dada pelas egs. (2.6), temos:

e . .
Hr = 7R 1| =5 (@l — id} ) (i +dpgr )+

ei29 ' '
+7(—ld:‘l+ + d;,) (dn_|_1_|_ + ldn+1_)] + H.c.

Rearranjando os termos:

= % Z e i 129)d2+dn+1+ + i(e_izg + eize)d;r,_dnﬂ,—
n
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—(e =) d  dya— — (7 —e®)d}_dyiai] + He.

Hg = —iyR Z[cos 29d;§+dn+1+ — c0s20d! _d, . q_—
n
—sin260d; . d, 1 —sin260d}_d, 1]+ H.c.

Agora podemos substituir as egs. (2.10) e (2.2.1) na eq. (2.7) para obter o
Hamiltoniano das intera¢des spin-6rbita de Dresselhaus e de Rashba:

Hpr = —iyp y_[sin20d}  dy14 — sin20d}_d,iq_+
n
+c0s20d} dy 1 +cos20dl_d, g, ]
—iR ) _[cos 20d} . d, 1 —cos20d}_d, 1 —
n

—sin20d} . d, 1 —sin260d}_d, 1]+ H.c.

Rearranjando:

HDR = Z[(_Z'YD sin 26 — l’)/R CcOSs 29)d;+dn+1++

n

+(iyp sin 20 + iyg cos20)d}_d, 1+
+(—iyp cos26 + iyg sin 29)d;+dn+1,+

+(—iyp cos260 + iygsin20)d’ d, 1.]+ H.c. (2.12)
Podemos anular os termos ndo diagonais nos indices de spin tomando 6 tal
que:
—i7yp cos20 + iygrsin20 = 0

E com isso obtemos que:

20 = arctan (E) (2.13)
TR
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Com isso podemos escrever:

sin 20 = ( 1D ) ; (2.14)
Yeff

0820 = ( IR ) (2.15)
Vef f

com:

Yerf =\ 7H+ 1% (2.16)

Substituindo essas rela¢des na eq. (2.12), temos:

—in2 2 iv% + i
Hpr =Y b TR & dyis + DD TIVR ) gt g, | + He
n Yeff Teff
Hpr = _i’)’eff ZTd;l’-l,Tdn+1,T + H.c. (2.17)
n,t

onde T = =£. Note que este hamiltoniano agora é diagonal no espago de spin como

desejado.

Agora vamos aplicar a troca de base dada pela eq. (2.6) para o hamiltoniano de

elétrons livres Hy. Para facilitar a troca de base é conveniente separar Hy da seguinte

forma:
Hy = Hg + Hj (2.18)
onde
Hy=—tY ¢} seni1,0+ He (2.19)
o
Hy = —p %Cz,gcn,a (2.20)

Realizando a soma em ¢ na eq. (2.19), temos:

Hp = —t ) [cfcnyar + chcnrry] + Hee
n

Fazendo a mudanca de base dada pelas egs. (2.6), temos:



Capitulo 2. Modelo tedrico de um transistor de spin 41

=—t2[ (dhy —id} ) (dyars + idyir-)+

1 .
5 (—idhy +d ) (idyn s + dm,)} +He. 2.21)

1 .
Hé = _tZ[E(d2+d”+l+ —+ d;_dn+1f + Zd;rz—t,-dnJrlf_
n

. 1
—id}_dyi14) + E(d;rz+dn+1+ S

—id} dys1 +id]_dpi1s) | + He.

Hy=—tY [d} dys1s +di_dyq]+ He.

n

Hy=—tY d} dyi1.+ He. (2.22)
n,T

onde T = +, — é o indice de spin na nova base.

Realizando a soma em ¢ da eq. (2.20):

Hf = —p E[C:ITCWT + C:rwcm]
n
Fazendo a mudanca de base dada pelas egs. (2.6), temos:
1 . .
HY = =[5 (dhy — id} ) (s + idu )+
n
1 + .
E(_ldn—k + d ) (idny + dnf)]

Comparando com a eq. (2.21) podemos adaptar a eq. (2.22) para H), e escrever:

— —u Y dl d,- (2.23)
n,T

Substituindo as egs. (2.22) e (2.23) na eq. (2.18):

Ho=—tY d} dys1c+He —p)_ df duqe (2.24)
n,T n,t

Note que este hamiltoniano permanece diagonal no espaco de spin.
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Hamiltoniano de interacdo spin-érbita de Rashba modulada

Vamos agora aplicar a mudanca de base (2.6) ao hamiltoniano modulado H,,,4

dado pela eq. (2.5).

Para facilitar a troca de base, é conveniente separar H,,,; da seguinte forma:

Hiyoa = HY + H!

onde

HY = —i Y yr(n)c} ,07 cpi10 + He.

n,o,o’

HF = — ZP‘(”)C;,acn,cf
n,o

Reescrevendo a eq. (2.26) matricialmente

. 0 —i\ [c
HY = —i}) vr(n) (CZT CL,) (i O) ( ”HT) + H.ec.
n

Cn4+1)
e fazendo esta operagdo obtemos:
HY = Z'YR(”)(_C;ETCM—U + C;¢Cn+1T) + H.c.
n
Fazendo a mudanca de base dada pela eq. (2.6), temos:

o—i20 ' '
HY = Z[—’YR(”) > (d:rl+ - le—)(ldnHJr + dn+1—)+
n

e ,
+7R(”)7(—1d2+ +dy ) (dni1y +idyyr-)] + Hee

Ap6s uma pequena élgebra:

1

(2.25)

(2.26)

(2.27)

HY =2 Z[_i“YR(”) (e—i29 + eizg)d2+dn+1+ +iyr(n) (e_izg + eizg)denH_—

2

n

—yr(n)(e™ — )}y — yr(n) (e —?)d}_dy1.]+ He.

HY = =i} [yr(n) cos20d} , dyy14 — yr(n) cos20d)_dyyq——

n
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—yr(n)sin20d} d, 1 — yr(n)sin20d}_d, 1.]+ H.c.

HY = —i}_ yr(n) cos20td} dyi1.+
n,T

+i Y yr(n)sin20d} dy1, -+ Hec. (2.28)
n, T

Comparando as eqgs.(2.27) e (2.20), podemos adaptar a eq. (2.23) e escrever H*
diretamente como:

HF ==Y u(n)d} dnx (2.29)

n,T

Substituindo as egs. (2.28) e (2.29) na eq. (2.25), temos:

Hmod = —i Z'YR (Tl) cos 29Td;,rdn+1,r+
n

+i Z TR (n) sin 29d;,7dn+1,—7_
n

1
—5 2 p(n)dy dnz + He. (2.30)
n,t
onde usamos que (H")" = H" para escrever o hermitiano conjugado H.c. no final da
equagao.

O hamiltoniano da eq. (2.30) é quase diagonal no espago de spin exceto pelo
termo multiplicado por sin26. O termo ndo-diagonal traz uma consequéncia muito
importante: a inversdo de spin. O efeito deste termo ficard mais claro adiante na andlise
dos autoestados.

Recombinando as eqs. (2.24), (2.17) e (2.30) podemos escrever o hamiltoniano

total na nova base de spins da seguinte forma:

H=—t Y dh dyire — 5 Y dh e — ieps Y vl oo
n,T 2 n,t n,T

—iy_yr(n) cos20td} dyi1.+iY_ yr(n)sin20d} dy1_~—
n n

1
—5 2 p(n)d; i+ Hee. (2.31)
n,T
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2.2.2 Solucao exata do hamiltoniano de elétrons nao interagentes e sem
modulacao

Desconsiderando as interagdes elétron-elétron e assumindo que ndo ha um

campo elétrico modulado presente, podemos resolver exatamente a teoria

Hyp+ Hpr = Z[(_t - iT’Y@ff)d;,Tdn-l-l,T - %d;,rdn,f + H-C']

n,t

passando do espaco direto para o espago reciproco.

Para solucionar esta equagédo, é conveniente separa-la da seguinte forma Hy +
Hpr = H, + Hpu, onde:

Hy = Y [(—t — ityeff)d} cdps,c + Hee. (2.32)
n,T
e
H, = —%d;ﬁd,@f +Hec. (2.33)
Vamos aplicar a seguinte transformada de Fourier sobre os operadores d;, +:
1 ikna
dyr = N Y di e (2.34)
k
Com isso, obtemos:
Hr)/ = Z(—t - ZT")/ ff) X LZCII e*ikna X —1 de/ eik/”“eik/“ + H.c
- e T -C.
n,t \/N k & \/N K
1 1 (1!
H, = Z(_t — iT')’eff) X N Zdlt,rdk’,l'elk a,i(k' —k)na + He.
nT kK
Podemos agora aplicar a relagdo vélida para a delta de Kronecker:
1 i(K'—k)na
N Y e = Ok —k,0 (2.35)
n
e obter:

Hy =) (—t = iTeg) ) df i "0 + H.c.
T k,k/

Realizando a soma em k' e explicitando o Hermitiano conjugado:
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H’Y = Z( ZT")/eff)dk Tdk Telka (—t + iT'Yeff)d-lk-,Tdk,Teiika
kT

H, =2Y (tcos(ka) — Ty,f¢sin(ka))df .dy
kT

Agora fazendo a transformada de Fourier (2.34) para (2.33):

Z Z d’r kadk/ eik’na

,T

" T kK

Separando os termos que dependem de n:
:—y Z ddek/ X—Ze k,
kKT

Aplicando a eq. (2.35) e realizando a soma em k':

Hy = —p)_ df die (2.36)
kT

Finalmente obtemos:

Ho+ Hpg =2 (tcos(ka) — T,f¢sin(ka))d} di. — de .
kT

Podemos reescrever a equagdo acima da seguinte forma

Ho+ Hpr = ZET(k)dz,rdk,rr
k,T

onde

E{(k) = —2fcos[(k+ tq0)a] — u (2.37)

com f =, /t2 + ’Ygff e qoa = arctan(7y.fs/t).

A eq. (2.37) d4 as autoenergias do hamiltoniano Hp 4+ Hpg em fungdo do numero
de onda k e para cada orientacdo de spin 7.

Na auséncia das interagdes spin-Orbita de Rashba e de Dresselhaus, ou seja,
tomando 7,¢s = 0 na eq. (2.37), obtemos:

E(k) = —2tcos(ka) — u (2.38)
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A equagdo acima fornece as autoenergias do hamiltoniano Hp que sdo degene-
radas na varidvel de spin. Percebemos entdo que o efeito das interagdes spin-6rbita
uniformes é de levantar a degenerescéncia de spin, deslocando a banda de energia
de spin up (T = +) para a esquerda e a banda de energia de spin down (T = —) para
a direita em relacdo a banda degenerada para elétrons livres. A Fig. 10 ilustra esse
processo. Na figura, Er é a energia de Fermi correspondente ao tltimo nivel energético
ocupado quando o sistema é preenchido a uma densidade N./2N, onde N, é o niimero

de elétrons no fio, e kr = 7N, /(2Na) é o ntimero de onda de Fermi.

>
I

E" E E

-

=W

K-t K Keta | -4 % Gta

Figura 10 — A curva vermelha E representa a banda de energia degenerada em spin
para elétrons livres. As curvas rosas E~ e E™ sdo as bandas de energia na
presenca das interagdes spin-6rbita de Rashba e Dresselhaus uniformes
para as duas orientac¢des de spin.

2.3 Tratamento computacional

Com o progresso das capacidades computacionais a partir da segunda metade
do século passado, os métodos numéricos ganharam destaque no tratamento de pro-
blemas fisicos pois sdo capazes de solucionar com certa precisdo o que analiticamente
seria invidvel. Neste trabalho, utilizamos a linguagem de programacado C que, apesar
de criada em 1972 por Dennis Ritchie [21], ainda é uma das mais utilizadas para
diagonalizacdo de matrizes. Para otimizar a performance de nosso cédigo, utilizamos

rotinas de célculos numéricos fornecidos pela Intel Math Kernel Library (MKL) [22].

O primeiro passo para resolugdo numérica que iremos desenvolver é escrever o

hamiltoniano da eq. (2.31) na forma matricial:
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H++ H+-

H-+ H--

onde
[ cp sot
Sorms
H++ = SOf*t cr sof*
[ cP so;-
507~
H——= SO;~ CP SO;~

soi+

SO; -

so¢+

Ccp

505~

Ccp



Capitulo 2. Modelo tedrico de um transistor de spin 48

[ cp soi-
sof~ .o 0

H+—-=H—+= SOf~ CP SO¢~

O .. SO¢T
SOf~ cp

com

CP = —p—p(n)
SO;_+ =80; = —t— i’)’eff —iyr(n) cos 26
SO;FJr = S04~ = —t+iver+ ivr(n) cos 26

SO¢™ = +iyr(n) sin(20)

SO}~ = —iyg(n) sin(20)

Abaixo apresentamos os passos seguidos na implementacdo de nosso cédigo
para diagonalizacdo da matriz H.

* Definigdo dos pacotes iniciais necessarios para realizar os célculos. E aqui que
definimos a utilizacdo do MKL;
¢ Construgdo e alocagdo de memoria para a matriz hamiltoniana;

¢ Defini¢do das varidveis utilizadas durante o programa, incluindo varidveis para

calculos assim como os termos da matriz hamiltoniana;
¢ Construcdo da matriz hamiltoniana;

* Diagonalizacdo da matriz através das rotinas de célculos previamente definidas;
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¢ Coleta dos autovalores e autovetores, resultados da diagonalizacdo e armazena-
mento dos dados obtidos para serem interpretados.

A partir deste ponto, utilizamos o programa Gnuplot para tracar os graficos a

partir dos dados obtidos e assim poder analisa-los.
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3 Resultados

Através dos métodos computacionais descritos anteriormente diagonalizamos a
matriz hamiltoniana que descreve o sistema estudado, obtendo os correspondentes
autovalores (autoenergias) e autovetores (autoestados). A andlise das autoenergias
nos permite construir a estrutura de bandas do sistema, entender o processo de
abertura de gaps e como o mesmo é afetado pela intensidade e pela periodicidade
da modulacdao externa. A estrutura dos autoestados reflete, através da formacao
de ondas de densidade de carga (charge density waves), as transi¢des metal-isolante
observadas no espectro de autoenergias. Realizamos um estudo de caso utilizando
dados experimentais publicados na literatura a fim de testar a viabilidade de realizacédo

do dispositivo proposto.

3.1 Analise das autoenergias - Estrutura de bandas

3.1.1 Hamiltoniano de elétrons livres

Como um primeiro teste sobre a validade do cédigo numérico, analisamos o
sistema 1D de elétrons livres cuja solucdo exata é conhecida: um espectro de energias
cossenoidal e sem gaps dado pela eq. (2.38). O hamiltoniano de entrada para o
programa é dado pela eq. (2.31) tomando todos os parametros iguais a zero exceto o

hopping t e o potencial quimico p.

Diagonalizando numericamente este hamiltoniano, obtemos suas autoenergias
e correspondentes autoestados. O primeiro grafico da Fig. 11 mostra as autoenergias
distribuidas em ordem crescente.

De acordo com o esperado para um sistema 1D de elétrons livres, obtemos
na Fig. 11 uma banda de energia continua e com perfil cossenoidal. Porém, diferente
de um gréfico de lei de dispersdo usual que mostra energia versus niamero de onda
k, aqui o eixo das abscissas indexa os autoestados quénticos correspondentes a cada
autoenergia. Cada autoestado na Fig. 11 é descrito por um valor de k e de spin, de
modo que este gréafico corresponde a lei de dispersdo usual com a metade negativa do
eixo k dobrada sobre a metade positiva.

O segundo grafico da Fig. 11 mostra um zoom centrado no milésimo estado do
grafico acima. Vemos a esperada quadrupla degenerescéncia na energia que corres-
ponde a simetria do hamiltoniano de elétrons livres em relagdo a inversdo na direcdo

do movimento (k — —k) e na orientagdo do spin (s — —s).



Capitulo 3. Resultados 51

=1 yp=yp=0 y'r=}'=0 g=0 N=1000

1 T T T T T T T T

w
o
@ |
a
[
1]
D -
5
<1

'3.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Estados Quanticos
Z00m
W=1 vp=yr=0 y'r=}'=0 q=0 N=1000
‘0.92 T T T T T T T
-094 ¥k F
* ¥ K E
-0.96 | EE I ]
EREEE -
3 -0.98 1
e ¥ ¥ K ¥
= 1+t K EH i
[<1]
% KK ¥
<L 102 R
¥ ¥ K E
104 L E A - ]
K K ¥
-1.06 S 1
'1.08 1 1 1 1 1 1 I

980 985 990 995 1000 1005 1010 1015 1020
Estados Quanticos

Figura 11 — Acima: Estrutura de bandas de um sistema 1D de elétrons livres, ou seja,
sem modulagdo externa, acoplamento spin-6rbita e interagdo entre elétrons.
Abaixo: Zoom em torno no milésimo estado evidenciando a quadrupla

degenerescéncia das autoenergias.
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3.1.2 Hamiltoniano de spin-6rbita uniforme

Agora consideraremos a eq. (2.31) tomando (1) = u(n) = 0 a fim de analisar
o efeito das interagdes spin-6rbita uniformes. A solucdo exata deste hamiltoniano

também é conhecida e é dada pela eq. (2.37). A Fig. 12 mostra nossa solu¢do numérica

para este caso.
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Figura 12 — Acima: Estrutura de bandas na presenga das intera¢des spin-6rbita de
Rashba e Dresselhaus uniformes. Abaixo: Zoom em torno no milésimo

estado mostrando a quebra da quadrupla em dupla degenerescéncia.

Estados Quanticos
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Em concordancia com o resultado exato da eq. (2.37), podemos ver um perfil
de banda cossenoidal e uma banda continua de energia, ou seja, sem gaps. E, como
mostrado na Fig. 12, agora temos estados duplamente degenerados na energia, ao invés
da quédrupla degenerescéncia para elétrons livres (Se¢do 3.1.1). Para compreender
melhor a quebra da degenerescéncia, voltemos as egs. (2.38) e (2.37) que descrevem o
espectro para elétrons livres e sob interagdes spin-6rbita uniformes, respectivamente.
A origem da quebra da degenerescéncia estd no argumento do cosseno na eq. (2.37)
que, devido as interag¢des spin-Orbita, se torna dependente do spin. A Fig 13 ilustra

este processo da quebra da degenerescéncia da energia de quadrupla em dupla.

E .
T - - - cos(tkaFqea) - - - - l
E+=F+ :‘ \‘
E —— -~ —cos(tka)- - - - _
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Figura 13 — Quebra da degenerescéncia devido as intera¢des spin-6rbita uniformes.

3.1.3 Hamiltoniano modulado - transicao de fase metal-isolante

Agora vamos investigar numericamente o hamiltoniano completo dado pela
eq. (2.31). Malard et. al. [12] mostraram que, na presenca da interacdo spin-orbita de
Rashba e do potencial quimico modulados, acontece uma transicdo de fase metal-
isolante manifestada pela abertura de um gap na estrutura de bandas quando o
numero de onda da modulacdo externa e o niumero de onda de Fermi no fio satisfazem
Q = 2kg, onde kr = N,/ (2Na) e N, /2N é a densidade de elétrons no fio.

Investigaremos a abertura de gaps na estrutura de bandas para os seguintes
valores do namero de onda da modulagdo externa g4 = 0.1,0.2,...,0.9 onde g = (a/27)Q.
Nao consideramos g = 1 pois este caso equivale a auséncia de modulagdo como pode
ser visto tomando Q = 27/a em cos(Qna) que modula os parametros da eq. (2.31).
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Dos valores considerados, apenas os valores de g < 0.5 representam sistemas fisicos.
Observando que o comprimento de onda da modulagdo externa A = 271/Q e que
A = 2d, temos que d/a = 1/(2q). Tomando g = 0.5, obtemos d = a, ou seja, o
tamanho dos capacitores estd em escala atdomica. Para g > 0.5, os capacitores seriam
subatomicos. Apesar de ndo representarem sistemas fisicos, os valores de g4 > 0.5
apresentam uma interessante simetria matematica com os valores fisicos ¢ < 0.5 e por

isso apresentaremos os pares simétricos adiante.
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Figura 14 — Estrutura de bandas na presenga das interag¢des spin-6rbita de Rashba e
potencial quimico modulados para v, =y’ =1.5e g =0.1,0.9.
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Figura 15 — Estrutura de bandas na presenca das intera¢des spin-6rbita de Rashba e

potencial quimico modulados para v, =y’ =1e g =0.2,0.8.
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Figura 16 — Estrutura de bandas na presenca das interagdes spin-6rbita de Rashba e
potencial quimico modulados para v, =y’ =1.5e 4 =0.3,0.7.
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Figura 17 — Estrutura de bandas na presenca das intera¢des spin-6rbita de Rashba e

potencial quimico modulados para v, =y’ =1e g =0.4,0.6.
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Figura 18 — Estrutura de bandas na presenca das intera¢des spin-6rbita de Rashba e

potencial quimico modulados para vy =y’ =05e g = 0.5.
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Nas Figs. 14 - 17, observamos a abertura de multiplos gaps distribuidos uni-
formemente ao longo do espectro de energias. Vemos que a quantidade e o niimero
de gaps depende do ntimero de onda g da modulacdo externa e que valores de g
simétricos em relacdo a 0.5 geram espectros iguais. A Fig. 18 mostra o espectro para
g = 0.5 que representa o limite fisico para o nimero de onda da modulacdo externa.
Neste caso, observamos apenas um gap no meio da banda. Finalmente, notamos que
na presenca da modulagdo externa, hda um aumento na largura da banda de energia
em relagdo ao sistema uniforme como pode ser visto comparando-se os intervalos de
energia das Figs. 12 e 14-18. Este aumento é esperado pois as interagdes moduladas

introduzem mais uma fonte de energia no sistema.

No trabalho analitico de Malard et. al. [12], o gap isolante era interpretado como
sendo gerado dindmicamente no nivel de Fermi quando a condi¢do de preenchimento
Q = 2kr era satisfeita. Em particular, sendo baseado na linearizagdo do espectro em
torno do nivel de Fermi, o formalismo analitico é capaz de detectar a presenca apenas
deste gap. As simulagdes revelam, ao contrdrio, uma colegdo de gaps estruturais
em oposi¢cdo a um unico gap aberto dinamicamente quando o preenchimento da
rede atinge determinado valor. Os gaps sdo estruturais pois o preenchimento da
rede ndo é um parametro de entrada do c6digo numérico com qual diagonalizamos
o hamiltoniano que descreve o sistema. Estes gaps estruturais surgem nas bordas
de zonas de Brillouin reduzidas definidas pela periodicidade da rede externa de

capacitores, como explicaremos abaixo.

Devido ao campo periédico aplicado externamente, as zonas de Brillouin do
sistema serdo modificadas em relacdo as do cristal puro. As fronteiras das novas
zonas de Brillouin serdo determinadas pela periodicidade de cos(Qna) que modula
o potencial externo. Lembrando que Q = (271/a)q e tomando g = p/r uma fragdo
reduzida em termos de inteiros p e r, vemos que a periodicidade do cosseno é igual a

r.

Em um cristal puro, as fronteiras das zonas de Brillouin ocorrem em £k =
+k,, = £mm/a, onde m = 1,2, .... As bordas das zonas de Brillouin reduzidas pela

modulagdo externa de periodo r estardo em:

mr
+k =4k, =+—
zb ra

O tamanho finito Na do fio implica que o espago reciproco é discreto e £k =
+k, = £(27t/Na)n, com n = 1,2, ..., N. Substituindo esta rela¢do na equagdo acima

obtemos
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onde 71,, sdao os numeros inteiros associados as fronteiras das zonas de Brillouin

reduzidas.

A cada ntumero de onda k, ou seja, a cada inteiro n, correspondem quatro
elétrons: [k 1), [k 1), |[=k 1), |~k |). Sendo assim, o ntiimero total de elétrons Nz

até as fronteiras das zonas de Brillouin reduzidas é dado por:

N
NZb = 4n,y, = 2m— (3.1)

Como podemos ver, as posi¢des dos gaps nos graficos das Figs. 14 a 18 satisfa-
zem a relag¢do dada na eq. (3.1). Nas Figs. 14 e 16, temos o valor do niimero de onda da
modulagdo externa g = 0.1 =1/10 e g = 0.3 = 3/10, respectivamente; logo para estes
casos r = 10. Substituindo este valor na eq. (3.1) com N = 1000 vemos que os gaps se
abrem a cada 200 estados quanticos. Porém, note que os perfis das bandas dos casos
g = 0.3 e g = 0.1 sdo diferentes assim como os tamanhos dos gaps. Isto é esperado ja

que valores diferentes da modulacdo externa g representam sistemas diferentes.

Nas Figs. 14 e 16, tomamos v, = ' = 1.5 que é o menor valor para estes
parametros com o qual todos os gaps sdo visiveis, embora alguns sejam ainda bem
pequenos. Se aumentarmos os valores de v e y’ além de 1.5, os gaps ficam mais
evidentes, porém as bandas de energia comecam a ficar planas (flat bands). De fato, ja
para vk = ' = 1.5, 0 caso g = 0.1,0.9 j& apresenta bandas planas no comego e no final
do espectro, como pode ser visto na Fig. 14. Estas bandas planas sdo niveis energéticos
altamente degenerados que, por isso, possuem algumas propriedades nado usuais que

serdo investigadas em pesquisas futuras.

Agora, nas Figs. 15 e 17, temos g = 02 = 1/5eq = 04 = 2/5; logo r = 5.
Substituindo este valor com N = 1000 na eq. (3.1), vemos que os gaps se abrem a cada
400 estados quanticos. Assim como no caso anterior, note que o perfil das bandas dos
casos 4 = 0.2 e g = 0.4 sdo diferentes, bem como os tamanhos dos gaps. Note que
agora tomamos y; = u' = 1, e que este valor é suficiente para identificar todos os
gaps. Comparando com o caso anterior, isso quer dizer que, quanto menos bandas de
energia (consequentemente menos gaps), menores os valores de 7 e y’ necessdrios

para visualizar todos os gaps.

Finalmente, substituindo na eq. (3.1) r = 2 e N = 1000, temos o caso ¢ = 0.5 =
1/2 da Fig. 18 com um tnico gap se abrindo no milésimo estado quantico, isto é, no
meio da banda. Neste caso, tomamos 7, = u’ = 0.5 e este valor j4 é suficiente para

visualizar o gap.

F interessante compararmos a condicio de abertura de gap do trabalho analitico
[12] com as condi¢des numéricas dadas pela eq. (3.1) para o sistema estar em uma das
fronteiras de um gap. A condic¢do analitica Q = 2k pode ser reescrita, utilizando das
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relacOes anteriores, da seguinte forma:

2 _ 27 Ne
a q a 2N
N

Comparando as egs. (3.1) e (3.2) podemos ver que quando m = p as condi¢oes
analitica e computacional coincidem, ou seja, referem-se ao mesmo gap. Isto nos
mostra que o trabalho numérico recupera o resultado obtido analiticamente e ainda
revela a existéncia de outros gaps. Aqui, é importante ressaltar mais uma vez a
diferenca de interpretacdo para os gaps do trabalho analitico [12] em relagdo aos
resultados numéricos. Como ja dissemos anteriormente, no trabalho analitico, o préprio
aparecimento do gap estava condicionado a um determinado preenchimento da rede
tal que Q = 2kr. Nesta condi¢do, uma transicdo de fase metal-isolante era obtida.
Aqui, podemos compreender os gaps e as transi¢des de fase a partir da interpretacdo
usual em teoria de bandas. Em situa¢des onde o preenchimento da banda é parcial, o
sistema se encontra em uma fase metdlica. J4 para situa¢des onde o preenchimento
da banda ¢ total, quando atinge a fronteira de um gap, o sistema passa a ser isolante.
Podemos entdo compreender a dinamica de transi¢do de fase metal-isolante a partir
do controle do preenchimento da banda passando pelos gaps. Estas transigdes de fase
metal-isolante controladas externamente equivalem a uma chave de corrente baseada

no grau de liberdade de spin, isto é, um transistor de spin.

Na préxima sec¢do, iremos analisar e discutir a dependéncia do tamanho do gap

com a intensidade dos parametros modulados, ou seja, do campo externo.

3.1.4 Dependéncia do gap dos parametros modulados

Assim como discutido no trabalho analitico [12], podemos estudar a influéncia
dos parametros modulados nos gaps a medida que aumentamos a intensidade do
campo elétrico externo. A fim de comparar com o resultado analitico, analisaremos o
gap numérico que coincide com aquele dado pela condigdo analitica, ou seja, tomando
m = p na eq. (3.1). Na Fig. 19, mostramos o gap em fung¢do da intensidade 7% da
interagdo Rashba modulada (que, como ja dissemos, varia linearmente com o campo
elétrico) para diferentes valores de 4. Cada valor de g corresponde a um prenchimento
da rede, com g = N,/ (2N) tomando m = p na eq. (3.1) e lembrando que g4 = p/r. No
gréfico, a amplitude y’ do potencial quimico modulado acompanha a variagéo de k.
Isto reflete o fato de que ambos os parametros variam linearmente com a intensidade

do campo elétrico externo. O lado direito do grafico corresponde a interagdo spin-6rbita
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de Rashba e potencial quimico modulados em fase e o lado esquerdo fora de fase

conforme explicado na segdo 2.1 e ilustrado na Fig. 9.

No gréfico, observamos que em ambos os lados "em fase"e "fora de fase"o gap
é uma fungdo linear crescente de ¢ com inclinagdo dependente do preenchimento
da rede g. Este resultado é consistente com a expectativa de que quanto mais intensa
a interacdo de Rashba modulada, maiores os gaps [12,23]. A Fig. 19 mostra também
que, quando os potenciais modulados estdo fora de fase, a taxa de aumento do gap é
menor. Isso nos mostra que o efeito localizante é maior quando os pardmetros atuam
em conjunto, o que estd de acordo com a fenomenologia esperada e com os resultados

analiticos [12].
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Figura 19 — Gap em funcdo da intensidade da interacdo de Rashba modulada +%.

Na Fig. 20, mostramos o gap em funcdo da intensidade da interagdo de Rashba
modulada 7%, mas agora mantendo a amplitude u’ do potencial quimico fixa em 1.
Da mesma forma que na Fig. 19, o lado direito do gréfico corresponde aos potenciais

modulados em fase e o lado esquerdo, fora de fase.
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Figura 20 — Gap em fungdo da intensidade da interacdo de Rashba modulada 7% com
=1

No lado direito do gréfico, observamos que conforme a intensidade da interagdo
de Rashba aumenta, o gap também aumenta. Este resultado é consistente com o
obtido na Fig. 19. Ja no lado esquerdo do gréfico, onde os potenciais estdo fora de
tfase, observamos um comportamento inusitado: o gap inicialmente decresce com a
intensidade da interacdo de Rashba modulada até atingir um valor minimo a partir do
qual o comportamento crescente "normal" é recuperado. Este comportamento estd de
acordo com o obtido por Malard et. al. [12] que o chamaram de crossover. Também em
concordancia com Malard et. al., a Fig. 20 mostra que o crossover é mais pronunciado
para valores menores de ¢, ou seja, para sistemas mais diluidos. Para g4 = 0.1, por

exemplo, o crossover encolhe o gap significativamente préximo a v/, = —0.5.
R

Apesar de contra-intuitivo em um primeiro momento, o regime de crossover
(que contém uma faixa onde o gap diminui com o aumento da intensidade do potencial
localizante) pode ser entendido da seguinte forma: Quando v, = 0 e ' =1, todos
os eletrons se encontram aglomerados nos pogos de potencial quimico, pois esta
configuracdo de carga minimiza a energia do sistema. Este estado localizado de
elétrons é sustentado por um gap de aproximadamente 0.2 (em unidade de hopping t),
como mostra a Fig. 20. A Fig. 21 ilustra este estado de cargas localizadas nas regides

de minimo de potencial quimico.
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Figura 21 — Elétrons aglomerados nos pogos de potencial quimico modulado na ausén-
cia de interacao de Rashba modulada.

Quando a interagdo de Rashba modulada é ligada, alguns elétrons migram
para os pocos de Rashba de modo a minimizar a energia de repulsdo coulombiana e
a interacdo de troca (principio de exclusdo de Pauli), como mostrado na Fig 22. Isso
enfraquece o efeito de localizagdo do potencial quimico e, consequentemente, o gap

diminui, como pode ser visto na Fig. 20.
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potencial quimico modulado
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interacao de Rashba modulada

Figura 22 — Ligando a interagdo de Rashba fora de fase com o potencial quimico.
Alguns elétrons se movem para os pogos de Rashba.

Conforme continuamos a aumentar a intensidade da interacdo de Rashba
modulada, cada vez mais elétrons migram para os pogos de Rashba até que, para um
valor suficientemente grande de %, correspondente ao minimo da curva de gap na
Fig. 20, todos os elétrons estardo aglomerados nos pogos de Rashba. Esta configuragao
de carga é ilustrada na Fig. 23. Deste ponto em diante, o gap passa a aumentar a
medida que os pogos de Rashba vao ficando cada vez mais profundos, como mostrado
na Fig. 20. O valor de 7 necessério para uma completa migracao entre os pogos de
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potencial quimico e os pocos de Rashba (pontos de minimo de gap) é menor para
sistemas mais densos, conforme podemos ver comparando as curvas da Fig. 20. Para o
preenchimento g = 0.5 cujo gap é simétrico em torno de v = 0, os pogos de potencial
quimico sdo esvaziados imediatamente para qualquer valor ndo nulo de 7%. Este
sistema possui um capacitor a cada dois sitios e, com isso, é vantajoso para o elétron
migrar imediatamente para o pogo de Rashba (embora raso) localizado no sitio vizinho
a um baixo custo energético (apenas um hopping). Ja em sistemas mais diluidos, o custo
energético para migrar entre pocos mais distantes é maior (varios hopping) e, por isso,
este pulo s6 acontece para pogos de Rashba mais profundos.

( == = = D

potencial quimico modulado

interacdo de Rashba modulada

Figura 23 — Pogos de Rashba mais profundos do que os de potencial quimico. Todos

os elétrons aglomerados nos pogos de Rashba.

Na préxima se¢do vamos investigar o espectro de energia em funcdo do niimero
de onda g4 que nos fornece um resultado bastante interessante: um padrdo fractal
conhecido como borboleta de Hofstadter.

3.1.5 Borboletas de Hofstadter

Nesta secdo iremos analisar a estrutura das autoenergias para diferentes ntime-
ros de onda da modulacédo externa 4. O objetivo € visualizar todos os perfis de banda e
onde os gaps estdo localizados. Na Fig. 24, o eixo vertical mostra as autoenergias do

sistema para diferentes valores de g, mostrados no eixo horizontal.
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Figura 24 — Autoenergias do sistema para diferentes valores do niimero de onda g da
modulacdo externa. As regides brancas sdo gaps de energia. Acima:’y;{ =
4 = 0.5 Abaixo: 'y’R = =1

Em primeiro lugar, comparando os gréficos superior (7 = p' = 0.5) e inferior
(’)/;2 = 3’ = 1) da Fig. 24, vemos, como esperado, a ampliacio dos gaps com o aumento

da intensidade dos potenciais modulados em fase.

Mais relevante, entretando, é que o gréfico da Fig. 24 nos mostra um padrao

fractal que se assimila a famosa borboleta de Hofstadter, Fig. 25. Prevista teoricamente
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em 1976, esta borboleta é um dos primeiros fractais quanticos descobertos em fisica.
O que torna nosso resultado curioso é que a borboleta de Hofstadter “original” se
refere a estrutura de bandas de elétrons em uma rede cristalina 2D expostos a um
campo magnético [24], ou seja, um cendrio bastante diferente do tratado aqui. A Fig.
25 retirada do artigo original mostra, no eixo horizontal, os niveis de energia do
sistema e, no eixo vertical, o fluxo magnético em cada célula do potencial periédico

bidimensional.

FIG. 1. Spectrum inside
a unit cell, € is the hori-
zontal variable, ranging
between +4 and — 4, and
p={a} is the vertical vari-
able, ranging from 0 to 1,

Figura 25 — Borboleta de Hofstadter. Figura retirada do artigo original [24].

Para cada valor de campo, o espectro de Hofstadter emerge da combinagao
dos espectros de energia que seriam obtidos se os elétrons estivessem sujeitos apenas
ao potencial cristalino ou ao campo magnético. Sabemos, de teoria de bandas, que o
espectro de energias de elétrons se movendo no potencial cristalino da rede é formado
por niveis discretos de energia aglomerados em bandas separadas por gaps [25].
Sabemos também que elétrons se movendo em duas dimensdes sob a acdo de um
campo magnético possuem espectro discretizado em termos dos niveis de Landau [25].
O padréo de “auto-similaridade recursiva” anunciado por Hofstadter (o termo “fractal”
s6 apareceu alguns anos depois) aparece quando os dois campos “quantizantes” — o
cristalino e o magnético - sdo combinados e depende da comensurabilidade entre os

comprimentos tipicos associados a estes campos [24].

Apesar dos intensos esfor¢os experimentais empregados ao longo das décadas
desde a previsao tedrica de Hofstadter, dados observacionais conclusivos acerca da
existéncia da borboleta foram sistematicamente frustrados pela dificuldade prética de
conciliar as escalas de comprimento do potencial cristalino e do campo magnético.
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Para valores tipicos do parametro de rede em cristais — da ordem de grandeza de
angstrons — o campo magnético necessario seria impraticavelmente alto. Para tornar o
campo magnético acessivel na pratica, as propostas experimentais procuram realizar
redes sintéticas com parametros de rede maiores do que em materiais naturais. Nas
primeiras propostas, esta questdo foi atacada através de técnicas de litografia [26,
27] e, posteriormente, usando redes 6ticas [28]. Ironicamente, estas redes sintéticas
apresentam a dificuldade oposta da encontrada em materiais naturais: parametros de
rede na ordem de centenas de nandmetros, correspondendo a campos magnéticos tdo

baixos que seu efeito é varrido pela desordem no sistema.

Evidéncias experimentais mais conclusivas do padrdo de Hofstadter s6 come-
¢aram a aparecer muito recentemente, trazendo o assunto de volta aos temas de alto
destaque na pesquisa de fronteira em matéria condensada. Em iniciativas indepen-
dentes, dois grupos de pesquisa reportaram, em 2013, assinaturas de padrdes fractais
do tipo Hofstadter no espectro de energias de um arranjo de camadas de grafeno e
nitreto de boro, submetido a um campo magnético [29,30]. Neste sistema de camadas
sobrepostas, a super-rede resultante forma uma estrutura periédica conhecida como
“padrdo de Moiré” [31], com parametro de rede ajustavel pelo angulo de rotacdo de
uma camada sobre a outra [29]. Com esta técnica, é possivel obter espacamentos de
dezenas de nandmetros e, assim, valores de campo magnético intermedidrios entre os
dois cendrios problematicos discutidos anteriormente. Os experimentos detectaram
comportamentos caracteristicos de efeito Hall quantico que podem ser associados aos

gaps fractais recursivos da borboleta de Hofstadter.

E importante observar que a proposta original de Hofstadter e, consequen-
temente, os subsequentes esforcos experimentais de realizar a borboleta — desde as
primeiras técnicas de litografia até os trabalhos recentes envolvendo grafeno — se
baseiam na presenca de um campo magnético externo. No presente trabalho, o padrao
de Hofstadter é produzido sem a presenca de um campo magnético. Aqui, a rede
cristalina é associada a uma super-rede também elétrica de comprimento de onda
ajustavel. Em particular, através da substitui¢do do campo magnético uniforme por
um campo elétrico modulado, o tamanho do pardametro de rede do material deixa
de ser um fator limitante a realizacdo experimental do sistema. Em outras palavras,
substituimos o problema de sintetizar um cristal bidimensional com um parametro de
rede especifico e submeté-lo a um campo magnético pela tarefa tecnicamente mais sim-
ples de associar ao cristal unidimensional “natural” uma cadeia elétrica externa com
espagamento arbitrario. Interessantemente, esta substituicdo leva ao mesmo padrao
fractal previsto por Hofstadter. Note que enquanto a borboleta de Hofstadter original
é formada em um plano energia versus fluxo do campo magnético por quanta de fluxo
magnético (Fig. 25), no nosso caso, o mesmo padrdo fractal emerge no plano energia
versus nimero de onda do campo elétrico externo (Fig. 24).



Capitulo 3. Resultados 67

Na borboleta de Hofstadter original, a distribuigdo dos gaps no plano energia
versus fluxo de campo magnético (e, consequentemente, a formacdo do padréao fractal)
é determinada pela razdo de comensurabilidade entre as escalas de comprimento dos
campos cristalino e magnético. Quando estes comprimentos estdo na razdo de dois
inteiros, um gap se abre no eixo de energia. No nosso caso, temos uma relagdo de
comensurabilidade andloga que pode ser obtida da eq. (3.1) para os preenchimentos
nos quais os gaps se abrem: N./2N = m/r = (m/p)q com q = p/r uma fragdo
reduzida em dois inteiros p e r e m = 1,2,.... Lembrando que q = (a/27)Q e que
Q = n/d, temos d/a = mN/(pN,), m = 1,2, ... Ou seja, quando a razdo entre o
espacamento d da super-rede e o espagamento a da rede é igual a um multiplo m da
razdo entre os inteiros N (com N o ntimero de sitios) e pN, (com N, o ntimero de
elétrons), gaps se abrem no espectro energia. A forma como estes gaps de distribuem

no plano energia versus g resulta na borboleta mostrada na Fig. 24.

Além de seu interesse puramente tedrico, espectros de energia com estrutura
fractal — particularmente a borboleta de Hofstadter — tém sido associados a presencga
no sistema de estados topoldgicos de borda cujas propriedades exéticas possuem

potencial de importantes aplicagdes tecnoldgicas [32].

Como um projeto de pesquisa futuro, pretendemos explorar mais profunda-
mente a fisica e as implicagdes tedricas e tecnolédgicas da borboleta de Hofstadter
obtida para o sistema investigado neste trabalho.

3.2 Analise dos autoestados - Ondas de densidade de carga
Para compreender melhor a transicdo de fase metal-isolante, podemos analisar a
estrutura dos autoestados de cada sistema especifico em diferentes posi¢des da banda.

Utilizando os autoestados fornecidos pela diagonalizacdo numérica, podemos
computar a probabilidade P;j(na, t;c) de encontrar um elétron em determinada posigao

da rede, com determinada orientagdo de spin em um instante de tempo:

Pi(na,t;0) = [¥j(na,t;0) B (3.3)

onde ¥;, com j =1,2,..,2N, é 0 j-ésimo autoestado do sistema em funcdo da posi¢ao
na na rede, do tempo t e do spin o.

Primeiro, observemos o caso mais simples: um sistema sem modulacdo externa.
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Figura 26 — Probabilidade de encontrar um elétron em funcdo da posi¢do na rede para
cada orientacdo de spin em um sistema sem modulagdo externa. Primeiro

autoestado.

Podemos ver que a distribuicdo de probabilidade é uniforme para este autoes-
tado, ou seja, para a mesma orienta¢do de spin, todos os sitios da rede sdo igualmente
provéveis para o elétron, dai o valor 0.001 da probabilidade distibuida igualmente
dentre 1000 sitios. Este resultado corresponde a um sistema metélico de espectro de
energia sem gaps, em concorddncia com o obtido na Fig. 12. Como, para o caso ndo
modulado, o hamiltoniano é diagonal na variavel de spin, notamos também que nado
existe inversdo de spin. Aqui, é suficiente analisar apenas um auto-estado (tomamos o
primeiro) a fim de revelar o carater metalico dos estados, ja que o espectro de energia

ndo contém gaps.

Agora, vamos analisar o primeiro autoestado para a estrutura de banda do

sistema submetido a modulacao externa.
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Figura 27 — Probabilidade de encontrar um elétron em funcdo da posi¢do na rede para

cada orientacdo de spin em um sistema com modulagado externa. Primeiro

autoestado: metalico.

A Fig. 27, tomada para q = 0.5, mostra que a distribuigdo de probabilidade nao é
mais uniforme e que hé inversdo de spin. A distribui¢do de probabilidade é modulada
espacialmente refletindo a modulagdo externa; temos uma onda de densidade de carga
(CDW). Olhando mais de perto, podemos visualizar esta modulagdo na densidade
de carga: A Fig. 28 mostra um zoom para os 100 primeiros sitios que evidencia este
fendmeno. Podemos discernir um padrdo de batimento na onda de densidade de carga.
Mas, apesar da "textura" na probabilidade, esta ndo é nula para nenhum sitio, ou seja,
o autoestado é metalico, coerente com o esperado para o primeiro autoestado na Fig.
18. A inversdo de spin é esperada e vem das matrizes H + — e H — + na Secdo 2.3 que,
por sua vez, se originam do termo proporcional a sin 26 na eq. (2.31). Pelas egs. (2.14)
e (2.31), vemos que a origem da inversdo de spin estd na interagdo de Dresselhaus

uniforme em conjunc¢do com a interacdo de Rashba modulada.



Capitulo 3. Resultados 70

Zoom
P=0.1 yp=Yg=0.1 Y'g=U'=1 q=0.5 N=1000
0.0014 T T T

Autoestado 1 —+—

0.0013 -

00012

0.0011

0001

0.0009

Probabilidade

0.0008

0.0007

0.0006

0.0005

0.0004 L L

Figura 28 — Zoom para os 100 primeiros sitios do sistema com modulagao externa.
Onda de densidade de carga. Primeiro autoestado: metalico.

Vamos agora analisar um autoestado isolante, ou seja, na beirada de um gap.
No caso g = 0.5, este estado corresponde ao milésimo autoestado, localizado no meio

do espectro, conforme se vé na Fig. 18.
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Figura 29 — Probabilidade de encontrar um elétron em funcdo da posi¢do na rede para
cada orientagdo de spin em um sistema com modulagdo externa. Milésimo

autoestado: isolante.
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Figura 30 — Zoom para os primeiros 100 sitios do sistema com modulagdo externa.

Onda de densidade de carga. Milésimo autoestado: isolante.

As Figs. 29 e 30 mostram que, na beirada do gap, a probabilidade de ocupagdo
dos sitios se anula pulando um sitio, mais uma vez refletindo a periodicidade da
rede quando g = 0.5. Este resultado corresponde a uma onda de densidade de carga
localizada (ou isolante) j& que os elétrons ndo podem ser conduzidos através dos
sitios proibidos. Vemos também que a inversdo de spin vista anteriormente no estado

metalico é mantida no estado isolante.

3.3 Estudo de Caso

Com o objetivo de investigar a viabilidade pratica de nosso modelo para um
transistor de spin, realizamos um estudo de caso utilizando dados experimentais para
um fio quantico formado em um pogo quantico de Arseneto de Indio (InAs): a = 5
A [33], yr = 8 meV [34], yp = 5 meV [35], ¢/ = 4 meV [12] e 7, = —8 meV [34],
com o sinal — indicando que o potencial quimico e a interagdo de Rashba modulados
estdo fora de fase neste material. O valor anterior de 7} corresponde a capacitores
externos a uma voltagem de 0.3 V. Em nosso c6digo numérico, todas as energias estdo
em unidades de hopping t. Tomando o valor tipico de 50 meV para a largura de banda
AE e sabendo que 4t ~ AE, temos: t ~ 12.5 meV. Com isso, os parametros de entrada
do codigo sdo: ygr = 0.64, yp = 040, y/ =032 e 7y = —0.64.

A verificacdo experimental e potencial aplicacdo dos fendmenos previstos de-
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pende de que estes ocorram em uma escala de comprimento menor do que o com-
primento de localizagdo devido a desordem ja que, além deste tamanho, a desordem
destréi a coeréncia dos estados quénticos. Logo, o comprimento do fio ndo pode
ser maior do que o comprimento de localiza¢do no sistema. Consideraremos um fio
quantico com mil sitios, N = 1000, de modo que o tamanho do fio quantico Na = 0.5
pm estd dentro do comprimento de localizagdo tipico em estruturas semicondutoras

estimado em varios micrometros [36].

Tomando g = 0.1, o preenchimento da banda N, /2N = m/r até o primeiro gap
(m = 1) serd de 1/10, que é um valor tipico para semicondutores [12]. Finalmente,
tomamos u = 0 pois este valor apenas desloca o espectro de energias verticalmente,
nao afetando o tamanho dos gaps.

Executando o c6digo numérico para os os valores anteriores, obtivemos o gap =
0.33 ou, multiplicando pelo hopping t ~ 12.5 meV, gap = 4,1 meV. Este resultado esta
de acordo com o encontrado por Malard et. al. [12] onde, na auséncia de interagdo
elétron-elétron, o gap varia entre 0.3 meV e 3.0 meV. Para que o dispositivo efetivamente
funcione, o gap precisa superar a energia térmica kgT, do contrario esta energia ird
promover parte dos elétrons através do gap, destruindo o estado isolante. Para que
4,1meV > kpT, devemos ter T < 48 K. Embora esta temperatura seja muito baixa para
uma imediata aplica¢do tecnolégica do modelo proposto, ela é facilmente alcancével
em laboratérios de transporte quantico de modo que o teste experimental deste modelo

tedrico é, em principio, vidvel.

Além disso, o gap pode ser ampliado de algumas formas: Primeiro, pode-se
utilizar um material onde a interacdo de Rashba esteja em fase com o potencial quimico.
A titulo de demonstracdo, usando os mesmos parametros anteriores mas com Yy
positivo, obtivemos gap = 11 meV, correspondendo a temperaturas de funcionamento
de até 128 K. Uma outra forma de aumentar o gap é aumentando a voltagem dos
capacitores externos. Importando dados experimentais de [34], 7k = —60 meV para
uma voltagem externa de 0.8 V. Utilizando os mesmos valores anteriores para os
demais parametros, encontramos gap = 20 meV, possibiltando funcionamento até

temperaturas de 232 K, ainda mais altas do que no caso anterior.

Este estudo de caso demonstra que as escalas de comprimento e temperatura
para o funcionamento do dispositivo proposto estdo ao alcance das capacidades
experimentais atuais. Considerando a sua simplicidade e robustez, este modelo pode
ser usado como um protétipo em estudos de interessantes fendmenos associados a

transi¢des de fase quanticas em sistemas eletronicos em uma dimensao.
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Conclusao

Neste trabalho, analisamos os efeitos da interagdo spin-6rbita de Rashba e do
potencial quimico modulados por um campo elétrico externo peridédico aplicado a um

tio quantico isolado em um pogo quantico semicondutor.

Revisitamos o estudo analitico realizado por Malard et. al. [12] para este sistema,
mas aqui utilizamos métodos numéricos para resolver o hamiltoniano que descreve o

modelo proposto e obter as autoenergias e autoestados do sistema.

Os cdalculos numéricos recuperaram os principais achados do trabalho analitico
e ainda produziram novos resultados, levando a uma reinterpretagdo da fisica do

sistema.

Uma diferenca importante entre os trabalhos analitico e 0 numérico é a seguinte:
enquanto o primeiro previa um gap isolante aberto dindimicamente no nivel de Fermi
quando o preenchimento da rede atingia determinado valor, no segundo trabalho,
vimos que multiplos gaps estruturais se abrem no espectro de energia em intervalos

regulares definidos pelas fronteiras das zonas de Brillouin reduzidas do sistema.

No caso de potenciais modulados em fase, os gaps se tornam mais pronunciados
conforme intensificamos o campo elétrico externo. Para o caso de potenciais fora de

fase, um comportamento de crossover é observado.

A andlise dos autoestados nos proporcionou uma melhor compreensao das
fases metdlicas e isolantes do sistema, bem como do fenémeno de inversdo de spin

causada pela interacdo spin-6rbita de Dresselhaus.

O estudo de caso mostrou que os gaps sdo robustos e que o dispositivo pro-
posto pode ser desenvolvido em escalas de comprimento e temperatura vidveis para

laboratoérios atuais.

Obtivemos no plano das autoenergias versus namero de onda da modulagao
externa o padrdo fractal da borboleta de Hofstadter. Diferentemente do cendrio teérico
da borboleta de Hofstadter original e das varias tentativas experimentais de visualiz&-
la, aqui o padrdo é obtido sem um campo magnético externo. Em seu lugar, utilizamos
um campo elétrico modulado periodicamente e esta substituicdo pode representar
uma grande vantagem experimental na deteccdo da borboleta. Em um trabalho futuro,
pretendemos aprofundar a investigacdo dos padrdes de Hofstadter em nosso sistema,

bem como de suas possiveis aplicagdes.

Identificamos também que, para um campo elétrico externo suficientemente

intenso, o espectro de energias desenvolve uma estrutura de bandas planas. Na
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sequéncia deste trabalho, pretendemos investigar este fendmeno e explorar suas

implicagdes em termos fundamentais e de aplica¢des tecnolégicas.
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