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Resumo

Nesta dissertacao foram desenvolvidos modelos dinamicos para dados de contagem
quando estes apresentam quebras estruturais. Os métodos aqui desenvolvidos sao ba-
seados nos modelos de regressao dinamica proposto por McCormick et al. (2012),
e nos filtros de particulas propostos por Chopin (2007), Fearnhead e Liu (2007) e
Caron et al.(2012). Inicialmente apresentam-se os principais aspectos metodolédgicos
a respeito dos modelos dinamicos, tais como os modelos dinamicos lineares e os mo-
delos dinamicos lineares generalizados. Posteriormente, sao abordados os principais
métodos existentes na literatura sobre filtros de particulas.

A partir desses estudos, propomos, também, extensoes inéditas para o modelo de
regressao dinamica e para o filtro de particulas de Chopin (2007) para a estimagao
de parametros estaticos, além dos estados do sistema. Tais algoritmos sao denomi-
nados como Algoritmo de McCormick com parametros estdticos (McPE) e Filtro de
Chopin com Aprendizado de Particulas (FChAP). Nesta dissertagao desenvolvemos
extensoes para dados que apresentam superdispersao e/ou inflagdo de zeros por meio
das distribui¢oes Binomial Negativa, Poisson Inflacionada de zeros e Binomial Nega-
tiva Inflacionada de zeros. Tais modelos foram ilustrados por meio de dados simulados
e, posteriormente, foram feitas aplicagoes a cinco séries temporais reais de dados de
contagem.

Palavras Chave: modelos dinamicos, filtro de particulas, distribuicao Poisson, dis-
tribuicao Binomaial Negativa, distribuicao ZIP, distribuicao ZINB, detec¢ao dinamica

de pontos de mudanca, abordagem Bayesiana, séries temporais.
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Abstract

In this thesis were developed dynamic models for count data when they have
structural breaks, based on dynamic regression models proposed by McCormick et al.
(2012), and particle filters proposed by Chopin (2007), Fearnhead and Liu (2007) and
Caron et al. (2012). Initially we present the main methodological aspects about the
dynamic models such as Dynamic Linear Models and Generalized Linear Dynamic
Models. Subsequently, we present the main existing methods in the literature on
particle filters.

From these studies, we propose new extensions for dynamic regression model and
the particle filter methods proposed by Chopin (2007) for the estimation of static
parameters, in addition to the states. We named these new algorithms by McCormick
algorithm with static parameters (McPE) and Chopin Filter with Particles Learning
(FChAP). Based on McPE and FChAP, it was possible to develop extensions for data
that show overdispersion and / or zero inflation through the Negative Binomial, Zero
Inflated Poisson (ZIP) and Zero Inflated Negative Binomial (ZINB) distributions.

Those models were illustrated using both simulated data and five real counting
time series data.

Keywords: dynamic models, particle filter, Poisson distribution, Negative Bino-
maal distribution, ZIP distribution, ZINB distribution, dynamic changepoint detec-

tion, Bayesian approach, time series.
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Introducao

Podemos observar que o uso dos modelos dinamicos em séries de tempo cresceu muito
ao longo dos anos. Tal crescimento se deve tanto a sua versatilidade quanto a sua
elegancia e generalidade em descrever a correlagao temporal entre as observagoes, além
de permitir a insercao de covariaveis ao processo de modelagem. Conforme afirmam
West e Harrison (1997), os modelos dinamicos constituem uma classe mais geral de
modelagem, os quais tém como casos especiais 0os modelos de regressao estatica e
alguns dos modelos mais difundidos em séries de tempo, como os modelos ARIMA
e GARCH. Os modelos dinamicos permitem que os parametros evoluam de maneira
estocastica e tal evolucao é descrita por uma estrutura Markoviana.

Muitas séries, tais como sequéncias de DNA, preco de estoques, poluicao do ar
(Achcar et. al, 2008), séries de retornos de longa duragao (Chopin, 2007), cresci-
mento bacterioldgico (Whittaker e Fruhwirth-Schatter, 1994) apresentam heteroge-
neidade temporal. Nesse contexto, uma abordagem usual consiste em segmentar uma
sequéncia de observagoes yi, ¥z, - - . , yr em m-+1 segmentos, escolhendo uma sequéncia
de quantidades que indicam em que posicao no tempo ocorreram mudancas estrutu-
rais na série 0 < 7 < 7 < ... < T, < T, tal que as observacoes sejam homogéneas
dentro dos segmentos, no sentido de apresentarem a mesma estrutura de modelo, e
heterogéneos entre os segmentos.

A Figura 1 ilustra um exemplo de uma série temporal sem mudanga estrutural.
Ja a Figura 2 ilustra um exemplo de uma série temporal com um ponto de mudancga
estrutural.

O numero de publicagoes relacionadas aos métodos de ponto de mudancas, desde
o trabalho seminal de Hinkley (1970), é extremamente grande. Achcar et al. (2008)

usaram uma abordagem via processo de Poisson nao homogéneo para modelar pon-
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Figura 1: Série temporal sem mudanca estrutural.
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Figura 2: Série temporal com um ponto de mudanca estrutural.
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tos de mudancas em dados sobre poluicao de ar na cidade do México. Whittaker e
Fruhwirth-Schatter (1994) utilizaram modelos de multiprocessamento (West e Harri-
son 1997) para construir um modelo dinamico de pontos de mudancgas para detectar
o inicio do crescimento de infecgoes bacteriologicas. Recentemente, foram propos-
tos modelos nos quais é utilizado filtro de particulas para detectar a quantidade de
pontos de mudancas e onde eles estao localizados baseados no modelo de particao
produto proposto por Barry e Hartigan (1992). Chopin (2007), desenvolveu um fil-
tro de particulas para detectar mudancas em séries de longa duracao, Fearnhead e
Liu (2007) utilizaram filtro de particulas para modelar dados de DNA e Caron et
al. (2012) generalizaram o filtro proposto por Fearnhead e Liu (2007) para estimar
parametros estaticos, além dos estados.

Existem outros métodos que apenas se adaptam a mudancas estruturais na série,
mas nao permitem a detecgao, ou seja, contam quantas sao e localizam onde tais
mudancas ocorreram. Esse é o caso dos modelos de regressao dinamica desenvolvidos
por Raftery et al. (2010) e McCormick et al. (2012). Nesses modelos, incorpora-se um
fator de desconto na variancia da distribuicao dos estados, que aumenta a incerteza
em periodos de grande volatilidade. Tal parametro flexibiliza o modelo de uma tal
maneira que mudancas bruscas na estrutura da série sao corretamente captadas pelo
modelo.

Nesta dissertacao foram desenvolvidos modelos dinamicos para dados de conta-
gem quando estes apresentam quebras estruturais, baseados nos modelos de regressao
dindmica proposto por McCormick et al. (2012), e nos filtros de particulas propostos
por Chopin (2007), Fearnhead e Liu (2007) e Caron et al.(2012).

A partir desses estudos propomos novos algortimos representando extensoes inéditas
para o modelo de regressao dinamica e para o filtro de particulas de Chopin (2007),
para a estimagao de parametros estaticos, além dos estados. Denominamos tais algo-
ritmos por como Algoritmo de McCormick com parametros estdticos (McPE) e Filtro
de Chopin com Aprendizado de Particulas (FChAP). Sendo assim, foi possivel desen-
volver extensoes para dados que apresentam superdispersao e/ou inflagao de zeros por
meio das distribui¢oes Binomial negativa, Poisson inflacionada de zeros e Binomial
negativa inflacionada de zeros.

Tais modelos foram ilustrados por meio de dados simulados e, posteriormente,
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foram feitas aplicacoes a cinco séries temporais reais de dados de contagem. A dis-
sertacao esta organizada da seguinte forma:

No Capitulo 1 descreveu-se os principais aspectos tedricos relacionados aos mode-
los dinamicos lineares normais univariado e multivariado. Tal capitulo é de suma im-
portancia para o entendimento das principais caracteristicas dos modelos dinamicos,
como o processo de estimacgao sequencial. Nesse capitulo apresentam-se, também, as
diferentes especificagoes dos modelos dinamicos, como os modelos dinamicos lineares
polinomiais, sazonais e de regressao.

No Capitulo 2, apresenta-se o pacote dlm associado ao software R. Nesse capitulo
mostra-se como utilizar as fungoes implementadas no pacote dlm para a simulacao
e estimacao das diferentes especificacoes dos modelos dinamicos, além de ilustrar
trechos de programas para fins didadicos.

No Capitulo 3 discutiu-se o modelo dinamico linear generalizado (West et al.,
1985), para distribuigdes na familia exponencial de Nelder e Wedderburn (1972).
Nesse capitulo descreve-se como se da o processo de estimacao, exemplificando-o
pelo modelo dinamico binario. Descreve-se, também, o modelo dinamico Poisson,
ilustrando o processo de estimacao. Tal modelo constitui-se em um pré-requisito
essencial para o entendimento dos modelos que serao desenvolvidos nesta dissertacao.

No Capitulo 4 descrevem-se as principais ideias relacionadas aos filtros de particulas.
Primeiramente descreve-se o Filtro Bootstrap, FB, desenvolvido por Gordon et al.
(1993). Posteriormente, descreve-se o Filtro de Particulas Auxiliar, FPA, desenvol-
vido por Pitt e Shephard (1999). Tais filtros constituem os filtros de particulas basicos
(Lopes e Tsay, 2011).

Em casos em que existem parametros estaticos a serem estimados pelos mode-
los dinamicos lineares, faz-se necessario o uso de um algoritmo que estime, além dos
estados, os parametros estaticos. Existem trés filtros de particulas amplamente di-
vulgados na literatura para a estimacgao dos estados e dos parametros estaticos. O
primeiro deles é o filtro de Liu e West (Liu e West, 2001), o segundo é o filtro de
Storvik (Storvik, 2002) e o terceiro filtro é o Particle learning (Carvalho et al., 2010).
Tais filtros sao descritos no Capitulo 5.

No capitulo 6, descreve-se, de uma forma detalhada, o modelo de regressao pro-

posto por McCormick et al. (2012), propomos o modelo de regressao dinamica Pois-
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son baseado no algoritmo de McCormick et al. (2012). Posteriormente, ilustramos o
modelo de regressao dinamica Poisson por meio de dados simulados.

No Capitulo 7 sao descritos os filtros de Chopin (2007) e Caron et al. (2012).
Aplicamos os filtros para a distribuicao Poisson, e posteriormente os ilustramos por
meio de dados simulados.

No Capitulo 8 descrevem-se duas extensoes inéditas que desenvolvemos durante
os trabalhos desta dissertagao, para o modelo de regressao dinamica proposto por
McCormick et al. (2012), e para o filtro de particulas de Chopin (2007) para a
estimacao conjunta dos estados e dos parametros estaticos. Tais extensoes foram
denominadas como Algoritmo de McCormick com parametros estdticos (McPE) e
Filtro de Chopin com Aprendizado de Particulas (FChAP).

No Capitulo 9 aplicou-se os novos algoritmos McPE e FChAP para o caso em que
os dados apresentam superdispersao, onde utilizou-se a distribuicao Binomial Nega-
tiva. Posteriormente, aplicaram-se os novos algoritmos para o caso em que os dados
apresentam superdispersao e/ou inflagao de zeros, para as distribui¢oes Binomial Ne-
gativa Inflacionada de Zeros e Poisson Inflacionada de Zeros. Os algoritmos foram
ilustrados por meio de dados simulados para cada modelo.

No Capitulo 10 os modelos propostos nos Capitulos 6, 7, 8 e 9 foram aplicados a
cinco séries temporais reais de dados de contagem. Por fim, no Capitulo 11, fazemos
as consideracoes finais da dissertacao e apontamos possiveis trabalhos futuros.

A Tabela 1 traz um guia ao leitor sobre quais algoritmos foram criados, descrigao

e simulacoes e aplicacoes aos dados para cada modelo estudado nesta dissertacao.

16



Tabela 1: Guia de estudo.

Modelo de Série | Algoritmos Descrigcao do mo- | Aplicagcao a da-

temporal estu- | utilizados na | delo, simulagoes | dos reais

dado estimacgao e codigos

Poisson McCormick et al. | Secao 6.2 Secao 10.1.1

(2012)

Poisson com ponto | Chopin (2007) e | Segbes 7.1.3 e 7.2.5 | Segdes 10.2.1,

de mudanca Caron et al. (2012) 10.2.2, 1023 e
10.2.4

BN McPE Secao 9.1 e | Secao 10.1.1

apendice F.1

BN com ponto de | FChAP e McPE Segoes 9.1.1 € 9.1.2 | Secoes 10.2.1,

mudanga 10.2.2, 10.2.3 e
10.2.4

ZIP

McPE

Secao  9.2.1.1 e
apéndice F.2

Secao 10.1.1

ZIP com ponto de | McPE e FChAP Secao 9.2.1.2 Secoes 10.2.3 e
mudanga 10.2.4
ZINB McPE Secao  9.2.2.1 e | Secao 10.1.1

apéndice F.3

ZINB com ponto de
mudanca

McPE e FChAP

Secao 9.2.2.2

Secoes 10.2.3 e

10.2.4
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Capitulo 1

Modelos Dinamicos Lineares

Os modelos dinamicos lineares representam um caso particular do que foi batizado
na literatura estatistica como modelos dinamicos. Ainda que o tema central desta
dissertagao nao envolva a suposicao de normalidade ou linearidade, entendemos que
diversas caracteristicas de interesse podem ser mais bem visualizadas a partir do
estudo do caso normal, para o qual os resultados sao sempre mais simples. Nesse
sentido, optou-se por explorar, neste capitulo, os principais aspectos dos modelos
dinamicos lineares a fim de descrever os fundamentos bésicos dessa classe de modelos.

Este capitulo se divide da seguinte forma: na Secao 1.1 sao descritos os aspectos
tedricos a respeito do modelo dinamico linear normal univariado, como estimacao e
previsoes. Na Secao 1.2 o modelo univariado é extendido para o caso multivariado.
A Secao 1.3 é responséavel por mostrar as diferentes espeficagoes do modelo dinamico
linear normal. Através dessas especificacoes pode-se modelar séries temporais com
tendéncias polinomiais, séries que apresentam sazonalidade ou também ajustar um
modelo de regressao dinamica ou estatica.

Para as Secoes de 1.1 a 1.3 os aspectos tedricos supdoem que as variancias sao
conhecidas. Entrentanto, na pratica essa suposicao é irreal e tais parametros devem
ser estimados. Sendo assim, na Secao 1.4 o modelo dinamico linear normal é estendido

no sentido de permitir a estimacao de parametros desconhecidos.
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1.1 Modelo Dinamico Linear Normal Univariado -

MDLNU

Segundo West e Harrison (1997), o modelo dinamico linear (MDL) normal univa-
riado! é a forma mais simples de um MDL, mas, apesar de sua simplicidade, traz
os principais conceitos sobre modelagem dinamica. As idéias tratadas aqui sao usa-
das em praticamente todos os modelos dinamicos propostos na literatura. O Modelo
Dinamico Linear Normal Univariado (MDLNU) é descrito pelas seguintes componen-

tes:

e Equacao das observacgoes:

yt :9t+vt7 Ut NN((:)?‘/t)’ (]‘]‘)

e Equacao do sistema (ou evolugao):

Qt = Qt—l + Wy, Wt ~ N(O, Wt), (12)

e Informacgao inicial:

(QO‘DO) ~ N(m07 CO>7

A série temporal observada, 1;, modelada em funcao do processo latente ou nao
oservado, 0;, é tal que os componentes aleatorios v; e w; sao assumidos serem inde-
pendentes entre si e de (6y|Dy). Os componentes w; controlam a evolugdo da série
através da variancia W;, de forma que valores pequenos dessa variancia implicam em
uma evolu¢do mais suave da série. Nos modelos dinamicos, a razao W;/V; possui
uma interpretacao interessante acerca da trajetéria da série. Quando esta razao é
relativamente pequena (V; > W,), isso implica que a maior parte do movimento da
série se da pelas observacoes. Em contrapartida, para valores relativamente grandes
(W; > V), o movimento da série se dd, em parte pelas observacoes, mas também

devido as variagoes dos parametros de evolugao 6;.

IMuitos autores tratam o modelo linear dindmico normal univariado por modelo de primeira
ordem
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A equagao (1.1) descreve um modelo linear polinomial de primeira ordem em que

as observagoes y; variam em torno de um nivel localmente constante 6.

1.1.1 Processo de estimacao do sistema e previsao

Para a descricao das principais idéias envolvidas no processo de estimacao de um MDL
univariado, considere as variancias V; e W, conhecidas. O processo de estimacao é
composto por trés componentes: (1) evolucao da série, (2) previsao de uma nova
observacao e (3) atualizacdo dos parametros do sistema.

A evolugao do sistema se dé pela equagao do sistema (1.2). Nessa fase é utilizada
a distribuicao preditiva de 6;,_; para determinar a priori no tempo t. A previsao a

um passo a frente segue da distribui¢ao marginal de (y;|D;_1) dada por

Pl Dir) o / p(9el6s, Do )p(04 D1)db; o / P(5010)p(6: Ds1) 6.

Combinando a distribuicao a prior: no tempo ¢ com a equagao de verossimilhanga no
tempo t, via teorema de Bayes, ¢ feita a atualizacao dos parametros?

Mais precisamente, busca-se obter as distribui¢oes condicionais do sistema (64| D;)
para s < t (suavizagdo), s =t (filtragem) e s > t (previsao do sistema), respectiva-
mente. Tais processos serao detalhados nas péximas segoes.

1.1.1.1 Processo de Filtragem

O processo de filtragem se da da seguinte maneira:

e Distribuicao a posteriori no tempo t — 1:

Para uma média m;_; e uma variancia C;_;, ambos obtidos recursivamente,

(Qt_1|Dt_1) ~ N (mt_l, Ot—l) . (13)

e Distribuicao a prior: no tempo t:

2Distribuicdo a posteriori de 6.
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Evolucao Atualizacao
(Op1|Dyy) ——> (6;|D;_,) = (6| Dy) - -

ﬂpreviséu

Dt 1)

(Y

Figura 1.1: Analise sequencial do processo de estimacao do modelo dinamico linear

(0| Di—1) ~ N (ar, Ry) (1.4)

onde a; = my_1 e R, = Cy1 + W,

e Distribuicao preditiva um passo a frente:
(K'Dt71> ~ N (fta Qt) ) (15)

Ondeft:a,tth:Rt—‘—‘/;.

e Distribuicao a posteriori no tempo t:

(6t|Dt) ~ N (mt, Ct) s (16)
onde m; = a; + Aier, Cp = Ry — A?Qt, A =Ri/Qree, =Y, — fi

Para demonstrar os resultados acima, pode-se recorrer ao teorema de Bayes ou as
propriedades da distribuicao normal. Ambos os casos sao demonstrados por West e
Harrison (1997).

A Figura 1.1 ilustra a andlise sequencial do processo de estimacao associado ao
modelo dinamico linear normal univariado.

E interessante notar que e;, definido na equagao (1.6) do processo de filtragem,
pode ser interpretado como o erro de previsao, e A; como um peso adaptativo dada

a observacao mais recente y;. Além disso, m; pode ser reescrito como:

Rt%<mt1 yt)
my = my_1 + Ajep = + =) = Ay + (1 — A)my_q,
t t—1 tEt Qt R, v, tYt ( t) t—1
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A, também pode ser interpretado como o quadrado da correlagao entre y; e 6;, ou
como o quadrado do coeficiente de regressao linear entre 6; e y;. De fato, temos que

a covariancia de y; e 6; é dada por

Cov(ys, 0¢|Di—1) = E(yb¢|Di—1) — E(ye|Di—1)E(0:|Di—1) = E[(0r—1 + wy + v¢) (-1 + wy) | Dy—1]
= B0 14w +v|Dya] E[0i_1 +we|Dy_1]

= Ct—l + Wt = Rt.

As variancias de y; e 6, sao dadas por, respectivamente,

V(| Di—1) = V(E(ye| Di-1,6:)) + E(V (y| Dy—1,0;)) = Cooa + Wi + Ve = @y,

V(0| Dy—1) = V(01 + wi|Dyy) = Cooy + Wy = Ry
Com isso, o coeficiente de correlacao de Pearson para y; e 6; é dado por

P8, = COV(yh 9t|Dt71) _ Rt
" V'V Wi Dio1)\/V (0, Dy 1) VRG]

isso implica que pzt,gt = R:/Q: = A

1.1.1.2 Suavizagao

Em anadlises de séries temporais, existe o interesse em reconstruir retrospectivamente
o comportamento de um sistema revisando inferéncias relativas a tempos passados
valendo-se de toda a informacao disponivel Dp. Tal interesse pode ser ttil para
elucidar o entendimento sobre o que ocorreu de fato na série.

Para um MDL definido no inicio da Secao 1.1, as distribuicoes retrospectivas
(distribuigoes de suavizagao) sao todas gaussianas e, consequentemente, as médias
e variancias podem ser facilmente calculadas recursivamente. Ou seja, se (6y41|Dr) ~

N (841, S141), entao (0;|Dr) ~ N(sy, S¢), onde

si = my+ GG R (sim — @) (1.7)
Sy = Ci—CGyy R (Rist — Sen )R GGy, (1.8)
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com valores iniciais s = mp e Sp = Cp. A demonstragao pode ser encontrada em

Petris et al. (2012) pagina 61.

1.1.1.3 Previsao

As previsoes considerando h passos a frente sao baseadas em

Eern|D) = E(0un + vepn|Dy)

= E(9t+h+wt+h|Dt) = ...=

= E <9t + wa) . (1.9)

A incerteza relativa a previsao h passos a frente, é dada por

V(Yern|Di) = V(Opn + vegn|Dy)

= V(et+h + wt_;,_h’Dt) =...=

h h
=V (9t + Zwt—l—j) =Ci + Z(VVH-j + Vigs)- (1.10)
=1 =1

Fazendo fi(h) = E(yirn|Di) € Qu(h) = V(yien|Dy), a distribuigao preditiva h

passos a frente é dada por

(Wrsn|Dr) ~ N(fi(h), Qe(h)).

1.2 Modelo Dinamico Linear Normal Multivariado-

MDLNM

No MDLNM, o parametro 6; é substituido por um vetor de parametros desconhecidos,

0;. O MDLNM ¢é caracterizado pelas seguintes componentes:

e Equacao das observacgoes:

yt:F{Qt—l—vt, 'UtNN(O,V;/), (111)
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e Equacao do Sistema:

Qt = G/tet,l -+ Wy, Wi ~ N(O,Wt), (112)

e Informacgao inicial:

(60| Do) ~ (mo, Co). (1.13)

Em que, F; e 6, sao vetores de dimensao p, com F; conhecido e G; é uma matriz
p X p que define a evolucao de 6;. Novamente, assume-se que v; e w; sao independentes

entre si e de (6| Dy).

1.2.1 Processo de estimacao

Assume-se que as matrizes F;, G;, W, e V; sao conhecidas. O processo de estimacao

se d4 de maneira andloga ao caso univariado:

e Distribuicao a posterior: no tempo t — 1:
Para um vetor de médias m;_; e uma matriz de covariancias C;_;, ambos co-
nhecidos,

(04| De—1) ~ Ny (my—1, Cy—1) - (1.14)

e Distribuicao a prior:t no tempo t:

(0| Dy—1) ~ Ny, (ar, Ry), (1.15)

onde ay = Gtmt_l (§] Rt = GtC't_lG; + Wt.

e Distribuicao preditiva um passo a frente:

(Ye|Di—1) ~ N (fi, Q) s (1.16)

Onde ft = Ft/a,t (§] Qt = Ft/RtFt + ‘/;

e Distribuicao a posterior:i no tempo t:

(0¢|Dy) ~ Ny (my, Cy) (1.17)
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onde my; = a; + Avey, Cp = Ry — AQi A}, Ay = RtFtQ;l ee, =Y, — fi.

1.3 Especificacao do modelo

1.3.1 Modelos Dinamicos lineares polinomiais

Os modelos dinamicos lineares polinomiais sao um caso particular dos MDL, e sao
amplamente utilizados para descrever o nivel e a tendéncia de uma série temporal,
sendo que ambas as componentes (nivel e tendéncia) captam variagoes locais da série
temporal (Petris et al. 2010).

Um modelo polinomial de ordem n é um MDL com matrizes F; e G; constantes,

ou seja, Fy = F e Gy = GG, e funcao de previsao da forma
fi(m) = E(Yiem|Dy) = aso + asam + ...+ azam™ ', m >0, (1.18)

em que G, a1, - - -, a1 sa0 fungdes lineares de my = E(6;|D;) e sdo independentes
de m. Na pratica, as matrizes F' e G nao sao unicamente especificadas, sendo a forma
canonica a mais utilizada.

O MDL canonico ¢é descrito e termos da matriz Bloco de Jordan, definida por

A1 00 0
0 X 10 0
L) = 00 A1 0
0000 ...1
00 00 ... A

Dentre os MDL polinomiais, trés submodelos se destacam:

e Modelo de nivel local - Modelo de ordem 1: O modelo de nivel local nada

mais é do que o MDL univariado definido pelas equagdes (1.1) e (1.2). Para
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esse caso, a distribuicao preditiva m passos a frente é dada por
Yipm|De ~ N(my, Qi(m)), m =1,

onde Qy(m) = C; + Z;nzl Wivi + Viem = Ci +mW +V € a incerteza sobre as
observagoes futuras. Pode-se observar que & medida que m cresce (previsoes
mais longiquas), a incerteza sobre tais valores também cresce. Sendo assim, os
intervalos de credibilidade tendem a ficar muito largos. Para este modelo, a

fungao de previsao é dada por f,(m) = my, que é localmente constante.

Modelo de crescimento linear - Modelo de ordem 2: No modelo de cres-
cimento linear o vetor de estados é dado por 8, = (1, 5;)’, onde i, é usualmente
interpretado como o nivel local (intercepto) e [3; como a taxa de crescimento
local (coeficiente angular). O sinal de f; indica a dire¢do do crescimento da

série. Para esse caso, a funcao de previsao é dada por
fu(m) = fir + mp. (1.19)

Para maiores detalhes sobre o modelo de segunda ordem, o leitor interessado

deve consultar West e Harrison (1997), Capitulo 7.

Modelo polinomial de ordem n: Os modelos de nivel local e de crescimento
linear sao casos especiais do modelo polinomial de ordem n. Tal modelo possui

um espaco de estados n-dimensional e é descrito pelas matrizes

= (1,0,...,0);
= diag(Wl, WQ, sy Wn) (120)
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Matematicamente, o modelo pode ser escrito como

Yi = 01+
Op;j = On1j+O1jp+w; j=1,...,n—1
et,n — 0t—17n ‘I’ wtm.
Portanto, para j = 2,...,n, o j-ésimo componente do vetor de estados, em

qualquer tempo ¢, representa o incremento da (j —1)-ésima componente durante
o préoximo intervalo de tempo, enquanto que a primeira componente representa
a resposta média, ou o nivel da série (Petris et. al. 2010). A fungao de previsao

fi(m) é dada pela equagao (1.18).

1.3.2 Modelos Dinamicos lineares sazonais via Série de Fou-
rier

Na pratica, nos deparamos com diversos casos em que os fenomenos observados pos-
suem comportamentos ciclicos e peridodicos bem definidos. Sendo assim, se faz ne-
cessario construir um modelo matematico que possa reproduzir e prever esse compor-
tamento ciclico. No contexto dos MDL, existem duas maneiras tipicas de descrever
sazonalidade, através de efeitos sazonais de forma livre ou através de representacoes
por série de Fourier (West e Harrison 1997). Neste trabalho, no entanto, iremos focar
na abordagem por série de Fourier.

Seja ¢(t) uma fungao real qualquer definida nos inteiros nado-negativos, t = 0, 1, . . ..
Dizemos que g(t) é ciclica se, para algum p > 1, e para todo ¢t,n > 0 implica em
g(t + np) = g(t). Assim, qualquer fungao periédica discreta assume valores somente
no conjunto ¢ = (¢, ...,1,), onde ¢, = g(i).

A idéia utilizada para a construcao desses modelos é escrever o vetor ¥ como
combinacao linear de funcoes trigonométricas necessariamentes periéridas. Sendo

assim, usando identidades trigonométricas, pode-se provar que quaisquer p nimeros

reais 91, ..., %, podem ser representados por
h
Y =ap+ Z[arcos(arj) + bysen(arj)], (1.21)
r=1
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2

onde a = e h é o maior inteiro nao superior a

V1S

As quantidades a, e b, sao
conhecidas como coeficientes de Fourier.
Usualmente, a média da série ¢ modelada separadamente, resultando em ag = 0.

Neste caso, pode-se escrever a equagao (1.21) como

Ui =Y 5(j), (1.22)

em que

Sy(.) = aycos(ar.) + bysen(ar.) = A,.cos(ar. +7,),

A, = (a2 +b)Y? e v, = arctan(—b,/a,).

O termo S,.(.) é chamado de r-ésimo harmonico. As quantidades A,, ar e 7, repre-
sentam a amplitude, a frequéncia e a fase de S,.(.) respectivamente.

Na visao dos MDL, faz-se necessario descrever cada S, (t + 1) em funcao de S, (¢).
Petris et al. (2009) mostram que os valores de r-ésimo harmonico S, (t) e seu respec-
tivo conjugado S¥(t), determinam, conjuntamente, os valores de S,.(t +1) e Sf(t + 1),
ou seja, cria-se um parametro artificial adicional, S (), ao sistema, com a finalidade
de viabilizar a descricao da evolucao de cada harmonico na estrutura dos modelos
dinamicos.

Quando p é par, Sp/a(t + 1) = —S,/2(t), de maneira que o tltimo harmonico sim-
plesmente muda de sinal a cada passagem do tempo (Rodrigues, 2011). Sendo assim,
a inclusao de seu conjugado no vetor de parametros do sistema traz redundancia ao
modelo. Dessa forma, a paridade de p é importante na especificagao das matrizes F
e G.

Sejam

(1) = A cos(w) sen(w) |

—sen(w) cos(w)
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E2 JQ(l,W) 0 0

E2 0 J2(17 2&)) N 0
8'impar = : 7®impar = : : : )
B 0 0 Tl h)
E2 JQ(l,CL)) 0 Ce 0 0
E2 0 Jg(l, 2w) ce 0 0
Srpar = 7®par =
1 0 0 0 —1

Um MDL na forma de Fourier é, entao, definido como sendo qualquer MDL na
forma {Fimpars Bimpar, -, -} se p for impar, e {§par, Bpars -, .} se p for par.

Posteriormente, no capitulo dedicado ao pacote estatistico dlm do software R,
iremos ilustrar bem como simular e ajustar o modelo dinamico linear sazonal.

Para facilitar o entendimento dos modelos dinamicos lineares sazonais tratou-se o
caso em que os harmonicos evoluem deterministicamente no tempo. Em contrapar-
tida, o analista pode especificar uma matriz W diferente de zero para incorporar a
natureza dinamica da sazonalidade. Neste caso, é natural pensar em W como uma
matriz bloco diagonal. Vale ressaltar que a adi¢ao de erros nao nulos w; faz com
que os fatores sazonais nao sejam mais, de fato, periddicos. De qualquer maneira, a
funcao de previsao m-passos a frente, independentemente da formulacao estatica ou

dindmica, é periddica, a depender, unicamente, de m e de E(6;|D;) = m;.

1.3.3 Modelos Dinamicos lineares de regressao

Os modelos aprsentados até o momento utilizam o vetor de parametros 6; para des-
crever a evolucao temporal de uma variavel de interesse Y;. No entanto, em certos
casos, podem existir covariaveis, digamos X;, que ajudem a descrever essa evolucao.

Tais covariaveis sao incorporadas nos MDLs através da matriz F;. Sendo assim, o
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MDL também pode ser visto como uma extensao dos modelos de regressao estaticos,
uma vez que, os parametros sao dinamicos.

Com base nisso, considere modelar a série Y; utilizando uma colecao de covariaveis
independentes Xi,...,X,. O i-ésimo valor da covariavel X; no tempo t é assumido
conhecido, e é denotado por X;; (i = 1,...,n et = 1,...). Usualmente um termo
constante ¢ incluido no modelo, fazendo a primeira coluna da matriz de covariaveis
igual a 1.

Para t = 1,..., seja F; o vetor de regressao dado por F] = (X4 ..., Xn). O
modelo linear dindmico de regressao é definido pela quadrupla {F}, I,V;, W;}, para
alguma variancia observacional V; e matrizes de variancias da equacao de evolucao W;.
Considere a estrutura do modelo dinamico linear normal multivariado com G; = I.

Dessa forma, tem-se:

e Equacao das observacoes:

Y, = Ftlet +v, v~ N(0,V});

e Equacao do sistema:

0y =01 +wy, w~ N0, W),

onde 6; = (0, ...,0,). Logo, a equagao das observagoes pode ser escrita como
Yy =+ v,

onde a média da resposta é dada por

Mt = Ftlet = inteit-

=1

Para ver que essa especificacao é uma generalizacao do modelo regressao estatico,

se W, = 0 para todo t, entao nao existe um erro estocastico nos estados. Sendo assim,
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0, = 0, ou seja, os estados sao constantes no tempo. Com isso, o modelo se reduz a
}/;:Ftlet_'_vt? UtNN<07‘/;5)7

que nada mais é do que o modelo de regressao estatico. Logo, como observado, o
MDL permite que seja adicionada uma dinamica evolutiva no tempo para o vetor
dos parametros. Tal propriedade pode ser vista como uma grande vantagem, pois
com essa estrutura pode-se modelar dados estatisticos via amostragem aleatéria, ou
realizar regressao no tempo uma vez que o modelo capta essa dependéncia temporal.

Muitos modelos autoregressivos de séries temporais como os modelos ARMA e
ARIMA podem ser especificados como um MDL ao definir-se, de maneira adequada,
as matrizes F; e G;. Maiores informagoes a respeito dos modelos autoregressivos,
bem como outros tipos de modelos de regressao, podem ser encontrados em West e

Harrison (1997), Capitulo 9.

1.4 Modelos dinamicos com parametros desconhe-
cidos

Nas secoes anteriores desenvolveu-se a teoria dos MDL’s supondo-se que a quadrupla
{F;, Gy, Vi, W } é completamente conhecida. Isso foi feito com o objetivo de simplificar
o estudo das principais propriedades dos modelos dinamicos lineares. Na pratica, é
raro o conhecimento completo dessa quadrupla. Muitas vezes, as matrizes F; e Gy,
que estao relacionadas com a especificacao do modelo, sao totalmente conhecidas,
entretanto, as matrizes de covariancias V; e W;, nao o sao.

Nesta secao assume-se que as matrizes do modelo dependem de um vetor de
parametros desconhecidos . Usualmente, esses parametros sao estaticos no tempo,
mas existem casos em que essa matriz pode ser dinamica 1, e assim, métodos recur-
sivos de estimagao devem ser usados para sua estimacao.

Nessa secao serao ilustrados a abordagem cléssica e bayesiana para a estimagao

do vetor de parametros estaticos .
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1.4.1 Abordagem classica - Estimacao por Maxima Verossi-
milhanca

Suponha que temos n vetores aleatérios, Y7, ...,Y,, os quais suas respectivas distri-
buicoes dependem do parametro estatico 1. A densidade conjunta das observagoes,
dado um valor particular de 1, é denotada por p(yi,...,ys|¢V). Considerando que,

dado 1, as observagoes sao independentes, a funcao de verossimilhanca é dada por

n

L) = p(ys, - ynl¥) = [ [ p(wr| Dicr, ). (1.23)

t=1

Seja (Yi|[t)) ~ N(fi,Q:), entdao a fungao de log-verossimilhanca é dada por
TS PRI o P To IO (1.24)
5 2 t 5 - t t) &y t t) .
onde f; e )y dependem, implicitamente, de 1. O estimador de maxima verossimi-

lhanga de 1, é o valor do parametro que maximiza (1.23) ou (1.24), ou seja,

~

Y = argmax,[(¢).

Sob certas condigoes de regularidade (Cox e Hinkley, 1974), a matriz de informagao

de Fisher observada, ou a inversa da matriz Hessiana de (1.24), calculada no ponto

~

1, fornece a matriz de covariancias para o estimador de maxima verossimilhanca de

0.

1.4.2 Abordagem Bayesiana - Procedimentos online e offline

de estimacao

Formalmente, o modelo de espaco de estados consiste de uma série temporal {6,}:2,

e uma outra série temporal {Y;}?°;, satisfazendo as seguintes suposicoes (Petris et.

al 2010):
(A.1) {6;} é uma cadeia de Markov.

(A.2) Condicionalmente a 6;, os Y/s sdo independentes e dependem de 6;, e também,
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para um caso mais geral, de um vetor de parametros estaticos 1.

Na abordagem Bayesiana o vetor de parametro v é tratado como um vetor aleatério,
o conhecimento a priori sobre 1 é expresso por p(¢). Portanto, para todon > 1, e

satisfazendo as condigoes (A.1)-(A.2), assume-se que
(007‘917"'70n7Y17"‘7Y ¢)Np‘90|1/1 Hp yt|9t7 0t|6t 17 ) (125)
=1

Denotando-se os dados por Dy = (y,...,¥:), as inferéncias sobre os estados 6
no tempo s e sobre os parametros ¥ sao feitas tomando como base a distribuicao a

posteriori conjunta, isto é,

p(857¢|Dt) :p(QS’Dt—l’w)p(lﬂDt—l)' (126)

Pode-se estar interessado em descrever P(6,,1|D;) quando, s = t, para problemas
de filtragem, quando s > t, para problemas de previsdo, ou quando s < t para
suavizagao, conforme descrito na Secao 1.1. A distribuicao marginal de 6,, dado
Dy, pode ser obtida de (1.26), integrando P(6,,1|D;) em relagao a 1. Portanto, a

densidade filtrada é dada por

p(0.|Drr) = / P, Der, )p(| Dy ). (1.27)

Em alguns modelos simples e usando prioris conjugadas, a distribuicao a posteriori
dos estados é obtida de forma fechada, aplicando-se recursivamente o teorema de
Bayes. Em geral, calculos analiticos sao intrataveis, sendo assim, os métodos MCMC
(estimagao offline) e os métodos Monte Carlo Sequénciais (estimagao online)® apro-
ximam, de forma eficiente, as distribuigoes a posteriori de interesse.

Nos proximos capitulos serao abordados ambos os métodos de estimacao. Sendo
que, para o caso online, nos restringiremos as especificagoes das matrizes Wy e V;. O
método geral de estimacgao recursiva, baseada em filtros de particulas serd abordado

posteriormente com maiores detalhes.

3Por exemplo, métodos baseados em filtros de particulas.
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1.4.2.1 Especificagao de W, por fatores de desconto

A estrutura e a magnitude das matrizes de covariancia W; possuem um papel cru-
cial na determinacao de como as observacoes passadas influenciarao a estimagao dos
estados e previsao. Por simplicidade, considere W; uma matriz diagonal. Valores
grandes dos elementos da diagonal de W; implicam em uma grande incerteza acerca
da evolucao dos estados, de modo que uma grande quantidade de informacao da
amostra é perdida na evolucao de #,_; para 6;,. As tltimas observacoes de D,_; dao
informagoes sobre 6;, que, no entanto, tornam-se de pouca relevancia na previsao 6;.

Nas recursoes do filtro de Kalman, a incerteza sobre 0;_; dado D;_; é resumida
pela matriz de covariancia condicional V(6;_1|D;—1) = C;—1. A evolucao de ;4
para 6, através da equacao de estado 6, = G10;_1 + wy, implica em um aumento da
incerteza, uma vez que V(0;|D;_1) = Ry = G,Cy_1Gy + W;. Assim, se W, = 0, tem-
se que Ry = Var(Gi0;_1|Dy—1) = P, ou seja, P, representa a incerteza associada a
projecao do sistema, livre de variagoes estocasticas, no tempo ¢t. Neste sentido, W,
expressa a perda de informacao na evolucao de 6;_; para 6;. Devido ao componente
de erro estocastico do estado na equacao de evolugao, a perda depende da magnitude
de W; em relacao a P,. Portanto, pode-se pensar em expressar W; como proporcao

de P;:
1—96
)

Wt — Ptu (128)

onde § € (0,1]. Segue que R; = (1/9)FP,. O parametro ¢ é chamado de fator de
desconto e pode ser interpretado como a proporcao da informacao que se mantém
entre os periodos ¢t — 1 e ¢t. Esse método foi proposto por Harrison e Scott (1965)
com o objetivo de definir uma estrutura, para cada W;, que depende unicamente de
quantidades conhecidas e do fator de desconto §, uma vez que, na abordagem online,
a estimacao de W, é analiticamente intratavel.

Se 0 = 1, entao W, = 0, e assim, nao ha perda de informacao na evolucao de
0,1 para 6,. Na pratica, o valor do fator de desconto é usuamente fixo entre 0.9 e
0.99, ou ¢ escolhido pelo diagndstico para a selecao de modelos, por exemplo, olhando
para o desempenho do modelo preditivo para diferentes valores de § (Petris 2010).
Valores abaixo de 0.8 tendem a introduzir muita incerteza, produzindo intervalos de

predicao muito largos. Em contrapartida, valores muito elevados tornam o sistema
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com mudangas muito suaves (da-Silva et al., 2011).

1.4.2.2 Modelos Dinamicos Lineares com V; desconhecido

Tipicamente, os modelos dinamicos lineares com variancia observacional desconhe-
cida, V;, sao aplicaveis quando as matrizes de covariancias V; sao consideradas estéticas,
ou seja, V; = V. Tal suposicao traz maior facilidade analitica e computacional para o
estudo. Seja ¢ = V! o parametro de precisao das observacoes. Como de costume na
pratica Bayesiana, atribui-se priori Gama, ou Normal Inversa para ¢, no caso univa-
riado. Para o caso em que deseja-se modelar V' diretamente, usualmente é atribuido
a distribuicao gamma inversa como priori. Para o caso univariado, essa distribuicao é
descrita por p(¢|Dy). Para o caso multivariado, a distribuigdo empregada como priori
para ¢ é a correspondente da distribuicao gama no caso multivariado, denominada
distribuicao de Wishart.
O modelo dinamico linear, para o caso univariado, com V' constante e desconhe-

cido, pode ser representado pelas seguintes componentes (West e Harrison 1997, pég.

53):

e Fquacao das observacoes:
Y, = pe +v. vy~ N(0,V),
e Fquacao do sistema:

pr = pe—1 +wy  wy ~ N0, VW),

e Informacado inicial:

M0|D0, Vo~ N(m0> VCS)

ng do
Dy ~ o %
¢| Dy Gamma(2,2),

para algum mg, Cg, W[, ny e dy conhecido.

De posse da estrutura do modelo apresentada acima, temos os seguintes resultados

distribucionais para t > 1 (West e Harrison 1997, pag. 54):
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(a) Condicional em V:
Defina By = C7 .y + W/, fe=mu, QF = B +1, e =Y, — fr e A = R} /Q}.

Entao

(He-1|De-1, V)~ N(my-1, VCy),
(ut| D1, V) ~ N(my_1,VR}),
(Ve[ De1, V)~ N(fi, V@),

(| Dy, V)~ N(my, VCY),

com my = my_1 + Arey e CF = Ry — A2Q7 = A;.

(b) Para a precisio ¢ =V ~1:

(¢|Dy—1) ~ Gamma

(¢p|Dy) ~ Gamma

AN N
3

DT

L

‘i&

|

A

~__

onde ny =ny1 +1led =di1+ €} /QF.

(c) Incondicional a 'V :
Defina St,1 = dtfl/ntfl, Ct,1 = St,lCt*_l, Rt = StflR;gk_l, Qt = Stle;tk—la
Ct = StC: e St = dt/nt. Entao

(ke-1]Dy-1)
(ke Di1)
(Y| Dior) ~ Ty (fi, Q1)
(e D)~ T, (mu, Cy),

Ty (my—1,Cyq),
T

t—
~ ng_1 (mtfl, Rt)a
t

(d) Definigao operacional das eqs. de evolugao: Defina Qy = Ry+ 5,1 e Ay = R /Q.
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Entao

my = my_1 + Aey,

Cy = (St/St—l)[Rt - A?Qt] = A5y,

ng = mg1+1,
dy = di_y+ St—ﬁ?/@h
St = dt/nt.

As demonstragoes sao encontradas em West e Harrison (1997), pags. 54 e 55. Todos
os passos da derivacao Bayesiana do modelo Normal-Gamma sao encontrados em

West e Harrison (1997), Secao 17.3.

1.4.2.3 Um modelo com fator de desconto para V; variavel no tempo

A condicao de variancia constante V; = V pode nao ser realista. Sendo assim, a
aplicacao de fatores de desconto, descrita para espeficacao da matriz W;, também
pode ser aplicada ao parametro de precisao ¢ ou para a matriz V;. Nessa secao, essa
abordagem serda dada resumidamente.

Considere o MDL desenvolvido na secao anterior. Suponha que, no tempo t — 1,

a distribuicao do parametro de precisao seja dada por

(pr-1|Dy—1) ~ Gamma(n,1/2,di—1/2). (1.29)

Atualizando para o tempo t, é desejavel reter a forma da distribuicao gamma
para p(¢:|D;_1), uma vez que é conjugada com a verossimilhanga para a evolugao do
sistema baseado na proxima observacao Y;. Esta restricao levou ao desenvolvimento
de um método denominado wvariance descounting para modelar um decaimento da
informagao sobre a precisao, e, portanto a variancia entre pontos no tempo, mantendo
a forma gamma para as distribuigoes a priori e posteriori. Com base na posteriori no

tempo ¢ — 1, equagao (1.29), suponha que ¢, é obtido a partir de ¢,_; por um modelo
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de passeio aleatorio, resultando na distribuicao a priori do tempo t

(¢| Dy—1) ~ Gamma <5nt—1 5dt—1> 7

2 72
onde 0 < 6 < 1. Note que o valor esperado nao muda E(¢;|Dy_1) = E(¢r—1|Di—1) =
ni—1/d;—1, enquanto que a variancia é maior V(¢¢|Di—1) = (1/0)V (¢—1|Ds—1). Mai-
ores detalhes podem ser encontrados em West e Harrison (1997) Secdo 10.8. As
formulas de recursao do filtro de Kalman com fatores de desconto na variancia sao
encontrados em West e Harrison (1997), pag. 362.

No préximo capitulo serd descrito o pacote dlm do software R. Tal pacote contém
funcoes que permitem a simulagao, o ajuste e previsoes utilizando os modelos dinamicos

lineares normais, conforme descrito em Petris et al. (2010).
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Capitulo 2

O pacote dim

Os modelos dinamicos lineares sao representados no pacote dim como listas de nomes
como uma classe de atributos, o que torna-os objetos da classe 'dim’ (R development,
2011). Objetos de classe dlm podem representar MDL’s constantes ou variantes no
tempo. Um MDL constante é completamente especificado, uma vez que as matrizes
de F,V,L,W,Cy, e o vetor my sao dados. No R, estes componentes sao armazenados
em um objeto dlm como elementos de F'F,V,GG, W, Cy, e my, respectivamente. O
pacote também oferece varias funcgoes que criam determinadas classes de MDL’s,
exigindo a especificagdo de poucas caracteristicas (inputs) pelo usudrio.

O MDL geral univariado ou multivariado pode ser especificado usando a funcao
dlm. Esta funcao cria um objeto dim a partir de seus componentes, realizando al-
gumas verificagoes nos inputs, tais como testar as dimensoes das matrizes para a
consistencia. O input pode ser dado como uma lista de argumentos ou apenas com
um argumento. O pacote dlm permite fazer simulagoes, filtragens e suavizagoes.

Para ilustrar o uso do pacote, apresentam-se 3 exemplos com os co6digos respec-
tivos descritos no texto. No primeiro exemplo, simula-se um modelo dinamico linear
polinomial, no segundo simula-se um modelo dinamico linear sazonal e por tltimo,
simula-se um modelo dinamico linear de regressao. Maiores informacoes sobre mo-
delos dinamicos utilizando o software R, além de outras fungoes implementadas no

pacote dlm, podem ser consultadas em Petris et. al. (2010).
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13

2.1 Exemplo 1 - MDL Polinomial

Nesta secao apresenta-se a simulacao de um modelo dinamico linear polinomial de

segunda ordem. Aqui fixamos os parametros do modelo como:
e my = (300,0)
o Cy = diag(1,2)
e V =1000
e W =(10,1)

Para definir o modelo utilizou-se a funcao dimModPoly. Para simular desse modelo
utilizou-se a fungao dimForecast (Petris et. al. 2010). De posse dos dados simulados,
utilizou-se a funcao dimFilter para estimar o nivel y;, parat = 1,...,100. Através da
funcao dimF'ilter, é possivel fazer previsoes um passo a frente para a série simulada
Y;. Observando os valores fixados para os parametros, vale ressaltar que escolheu-se
uma priori vaga (6p|Dg) ~ No(mg,Cy). Por fim, utilizamos a funcao dimSmooth
para suavizar os valores do nivel.

A programacao utilizada é apresentada abaixo. A Figura 2.1 mostra a série
histérica y; em cinza, a média y; em vermelho, as estimativas em linhas pretas e
os intervalos de credibilidade de 95% em linhas tracejadas para os modelos simula-

dos.

MDL Polinomial

#Modelo dind@mico polinomial

#Bloco 1: Geragdo dos dados

require (dlm)

set.seed=123456

N <- 100

mO=rnorm(2,c(300,0))

mod <- dlmModPoly(order=2, dW=c(10,1), dV=1000, mO=mO, CO=diag(1,2))

aux <- dlmForecast(mod, nAhead=N, sampleNew=1)
y <- as.ts(aux$newObs [[1]1])

mu.real <- as.ts(aux$newStates[[1]])

#Bloco 2: Filtragem
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mod$m0 <- rep(0,2)

mod$CO <- 10000

filtro <- dlmFilter (y,mod)

C <- dlmSvd2var (filtro$U.C, filtro$D.C)

cl <- sapply(2:(N+1), function(x) sqrt(C[[x11[1,11))

z <- qnorm (0.975)
mu.filtro <- dropFirst(filtro$ml[,1])
lim.inf.C <- mu.filtro-z*cl

lim.sup.C <- mu.filtro+zx*cl

plot(y,type="0", lwd=3, col="gray", main=
lines(mu.real[,1], col="red", 1lwd=3)
lines(mu.filtro, col="black", lwd=3)
lines(lim.inf.C, col="black", 1lwd=2, 1lty=3)
lines(lim.sup.C, col="black", 1lwd=2, 1lty=3)

#Bloco 3: Previsdo um passo a frente

raiz.Q <- dropFirst(residuals(filtro)$sd)
y.previsto <- dropFirst(filtro$f)[,1]
lim.inf.Q <- y.previsto-z*raiz.Q

lim.sup.Q <- y.previsto+z*raiz.Q

plot(y,type="o0", lwd=3, col="gray", main="",

lines(mu.real[,1], col="red", 1lwd=3)

lines (y.previsto, col="black", lwd=3)
lines(lim.inf.Q, col="black", 1lwd=2, 1lty=3)
lines(lim.sup.Q, col="black", 1lwd=2, 1lty=3)

#bloco 4: Suavizagdo

suave <- dlmSmooth(filtro)

S <- dlmSvd2var (suave$U.S, suave$D.S)

=nn
3

ylab=“ "y

ylab=“ "y

sl <- sapply(2:(N+1), function(x) sqrt(S[[x]][1,11))

mu.suave <- dropFirst(suave$s[,1])
lim.inf.S <- mu.suave-z*sl

lim.sup.S <- mu.suave+z*sl

plot(y,type="o0", lwd=3, col="gray", main="",

lines(mu.real[,1], col="red", 1lwd=3)
lines (mu.suave, col="black", 1lwd=3)
lines(lim.inf.S, col="black", 1lwd=2, 1lty=3)
lines(lim.sup.S, col="black", lwd=2, 1lty=3)

ylab="")
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Figura 2.1: Série histérica y; em cinza, média real p; em vermelho, estimativas em
linhas pretas e intervalo de credibilidade de 95% em linhas tracejadas. De cima para
baixo temos: Valores filtrados, valores previstos um passo a frente e valores suavizados
para p; respectivamente.
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2.2 Exemplo 2 - MDL Sazonal

Para exemplificar os principais aspectos metodolégicos discutidos na Secao 1.3.2 do
Capitulo 1 sobre os modelos dinamicos lineares sazonais na forma de Fourier, ilustra-
remos como utilizar o pacote dlm para simular e ajustar dados sazonais. Para tanto,

considere o MDL definido pelas seguintes matrizes

Jé(l,zﬂ/5) OQXQ
0252 J2(1>47T/5)

F=(1,0,1,0),G = W =107 x I,V =20

Esta especificagao retrata um modelo com 5 periodos sazonais. Geramos uma série
de tamanho 50, conforme descrito no Bloco 1 da programacao abaixo. Utilizando
uma priori vaga para o sistema, estimamos as médias 1, . . ., 5o utilizando os dados
simulados. A programagcao completa é apresentada abaixo. A Figura 2.2 mostra a
série histérica g, em cinza, a média p; em vermelho, as estimativas em linhas pretas e
os intervalos de credibilidade de 95% em linhas tracejadas para os modelos simulados.
Note que os valores estimados pelo procedimento inferencial foram bem préximos dos

valores reais.

MDL Sazonal

#Modelos dindmicos lineares sazonais

par (mfrow=c(3,1))
set.seed=123456

#Bloco 1: Geragdo dos dados

N <- 50

p <- 5

mod <- dlmModTrig(s=p, dW=rep(le-4, p-1), dV=20, mO=rnorm(p-1), CO=diag(l,p-1))
aux <- dlmForecast(mod, nAhead=N, sampleNew=1)

y <- aux$newObs [[1]]

mu.real <- aux$newStates [[1]]

#Bloco 2: Filtragem

mod$m0 <- rep(0,p-1)

mod$CO0 <- diag(le+7,p-1)

filtro <- dlmFilter (y,mod)

C <- dlmSvd2var (filtro$U.C, filtro$D.C)

cl <- sapply(2:(N+1), function(x) sqrt(mod$FF% =% C[[x11% *% t(mod$FF)))
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z <- qnorm (0.975)
mu.filtro <- dropFirst(filtro$m[,1])
lim.inf.C <- mu.filtro-z*cl

lim.sup.C <- mu.filtro+zx*cl

plot(y,type="b", 1lwd=3, col="gray", main=
lines(mu.reall[,1], col="red", 1lwd=3)

lines(mu.filtro, col="black", 1lwd=3)

—nn
3

lines(lim.inf.C, col="black", 1lwd=2, 1lty=3)

lines(lim.sup.C, col="black", 1lwd=2, 1lty=3)

#Bloco 3: Previsdo um passo a frente

raiz.Q <- dropFirst(residuals(filtro)$sd)
y.previsto <- dropFirst(filtro$f)[,1]
lim.inf.Q <- y.previsto-z*raiz.Q

lim.sup.Q <- y.previsto+z*raiz.Q

plot(y,type="b", 1lwd=3, col="gray", main="",

lines(mu.reall[,1], col="red", 1lwd=3)

lines(y.previsto, col="black", 1lwd=3)

lines(lim.inf.Q, col="black", 1lwd=2, 1lty=3)

lines(lim.sup.Q, col="black", 1lwd=2, 1lty=3)

#Bloco 4: Suavizag@o

mod$m0 <- rep(0,p-1)

mod$CO0 <- diag(le+7,p-1)

aux <- dlmSmooth(y,mod)

mu.suave <- dropFirst (aux$s)

S <- dlmSvd2var (aux$U.S, aux$D.S)

z <- qnorm (0.975)

tmp <- sapply(2:(N+1), function(x) sqrt(mod$FF% =*% S[[x11% *% t(mod$FF)))

mu.suave <- mu.suave\’% *\% t(mod$FF)
lim.inf.S <- mu.suave-z*tmp

lim.sup.S <- mu.suave+z*tmp

plot(y,type="b", lwd=3, col="gray", main=
lines(mu.real[,1], col="red", 1lwd=3)

lines (mu.suave, col="black", 1lwd=3)

lines(lim.inf.S, col="black", 1lwd=2, 1lty=3)

lines(lim.sup.S, col="black", 1lwd=2, 1lty=3)

ylab=“ "y

ylab=“ LI

ylab=“ "y
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Index.

(a) Filtragem

Index.

(b) Previsao um passo a frente

Index
(c) Suavizacao

Figura 2.2: Série histérica y; em cinza, média real u; em vermelho, estimativas em
linhas pretas e intervalo de credibilidade de 95% em linhas tracejadas. De cima para
baixo temos: Valores filtrados, valores previstos um passo a frente e valores suavizados
para p; respectivamente.
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2.3 Exemplo 3 - MDL de Regressao

Nesta secao simula-se um modelo dinamico linear de regressao. Para tanto, simula-se
uma regressao linear estatica simples com fj e (3 iguais a 1 e —2 respectivamente. Os
valores da covariavel sao gerados segundo uma distribuicao normal padrao, ou seja

xy ~ N(0,1). Logo, a matriz de planejamento do modelo é dada por
F=[1 x|

Fixando 02 = 4, o erro foi gerado como ¢ ~ N(0,0%). Com isso, y; foi gerado

utilizando-se

Y = Bo + frve + €,

ou ainda,
y=Fp+e

Feito isso, com o intuito de verificar se 0 MDL pode ser usado para ajustar modelos
de regressao estaticos, os parametros foram estimados de maneira convencional, uti-
lizando o método de minimos quadrados ordindrios (fungao Im). Apds a estimagao,
esses valores foram usados para comparacao com os valores estimados pelo MDL.

A funcao dimFilter foi utilizada para estimar o mesmo modelo com base no filtro
de Kalman. O cddigo utilizado para elaborar esse exemplo é apresentado abaixo.
Note que os valores estimados para os parametros sao exatamente os mesmos para as
diferentes funcgoes, com diferenca entre as matrizes de variancias estimadas. Assim,
fica claro que o MDL pode ser usado tanto para estimacao de modelos de regressao

estaticos quanto dinamicos.
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MDL de Regressao

#Modelo dindmico de Regressdo

#Bloco 1: Geragdo dos dados

N <- 100

X <- rnorm(N)

F <- cbind(rep(1,N),X)
beta.real <- c(1,-2)

epsilon <- rmnorm(N,0,2)

y <- F% *% beta.real+epsilon

#Bloco 2: Estimagdo wvia MQO

reg.lm <- 1lm(y~X)
coef (reg.1lm)

vcov(reg.1lm)

#Bloco 3: Estimagdo wvtia MDL

mod <- dlmModReg (X=X)

filtro <- dlmFilter (y,mod)

filtro$m([N+1,]

dlmSvd2var (filtro$U.C, filtro$D.C) [[N+1]]

#Bloco 4: Resultados

> reg.lm <- 1lm(y~X)

> coef (reg.1lm)

(Intercept) X

1.140798 -2.036467

> vcov(reg.1lm)
(Intercept) X

(Intercept) 0.056649826 0.005989684

X 0.005989684 0.047692976

> mod <- dlmModReg (X=X)

> filtro <- dlmFilter (y,mod)

> filtro$m([N+1,]

[1] 1.140798 -2.036467

> dlmSvd2var (filtro$U.C, filtro$D.C) [[N+1]]
[,1] [,2]

[1,] 0.010134574 0.001071546

[2,] 0.001071546 0.008532206
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Capitulo 3

Modelos Dinamicos Lineares

Generalizados

A classe dos modelos dinamicos lineares generalizados (MDLG) foi introduzido por
West et. al. (1985). Nessa classe a suposigao de normalidade das observagoes é rela-
xada, assumindo-se que a distribuicao das observacoes pertence a familia exponencial
de Nelder e Weddeburn (1972), ou seja, sua fungao de probabilidade pode ser escrita

da seguinte forma

p(Yilne, ¢¢) = exp { s [Yine — b(me)]} c(Yz, é1),

em que as fungoes b(.) e c(.,.) sdo fungdes conhecidas, 1, é o parametro natural ou
candnico e ¢, = V;~! é o parametro de precisio da distribuicdo. Usando propriedades

da funcdo escore! é possivel mostrar que

E<Yt|77t7¢t) = b/(ﬂt) = U,

b" ()
¢

Para descrever um MDLG, considere uma série temporal Y; univariada com ¢; = ¢

V(Yt|77ta ¢t) =

conhecido. O modelo dinamico linear generalizado é caracterizado pelos seguintes

componentes:

IPrimeira derivada da funcéo de log-verossimilhanca.
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Equacao das observacgoes:

Yilne = exp (o [t(ye)me — b(ne) + c(ye, d)]); t=1,2,... (3.1)

Funcao de Ligacao:

g(ne) = g(E(Yim)) = F'.0, = M\ (3.2)

Equacgao do Sistema:

0 = G101 +wy;  wyp ~ (0, Wy); (3.3)

Informacgao inicial:

90|D0 ~ (mo, CQ) (34)

Note que, diferentemente do caso normal, nao héa especificacao funcional da dis-
tribuicao de probabilidade do componente de erro da equacao do sistema, w;, nem
da informacao inicial ,. Para essa modelagem faz-se apenas, a especificacao de seus
momentos. Aqui é assumido que, dado 7, as observagoes Y; sao independentes entre
si e dos erros de evolugao wy.

Note, também, que da equagao (3.2), existe uma relacdo deterministica entre pi,
N € A¢, ou seja, conhecido o valor de uma dessas componentes pode-se determinar os
valores das outras.

Este capitulo se divide da seguinte forma: A Secao 3.1 ilustra o passo a passo do
processo de estimagao para os modelo lineares generalizados. Na Segao 3.2 tal processo
de estimacao é exemplificado para o modelo dinamico bindario, o qual assume que a
variavel resposta segue uma distribuicao Binomial. Por fim, na secao 3.3, descreve-se
o modelo dinamico Poisson e seu processo de estimacao, o qual foi objeto de estudo

nessa dissertagao.
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3.1 Processo de estimacao

Assume-se que as matrizes F;, G;, W, e o parametro de precisao ¢; sao conhecidos. O
processo inferencial tem o mesmo caracter sequencial dos DLM. Porém, alguns passos
adicionais sao necessarios na estimacao dos parametros do modelo. O procedimento

inferencial pode ser descrito da seguinte forma:

e Reconhecimento dos momentos a priori:
A distribui¢do a posteriori de 6, ; tem vetor de médias m;_; e matriz de co-
variancias C;_;. Portanto, pela equacdo de evolugao, tem-se (0;_1|D;_1) ~
(a, Ry), onde a; = Gy_1ymy_4 e Ry = G;_1C, 1G,_; + W,. Como N\, = F/0,, a

distribuicao do preditor linear é parcialmente especificada por

(At De—1) ~ (fe, ar), (3.5)

com f; = Fla; e q; = F/R:F}.

e Especificagao da priori:
Segundo West e Harrison (1997), a distribuigao conjugada na escala de 7, possui
forma fechada e é normalmente a melhor opgao. Na pratica porém, a especi-
ficacao da distribuicao a priori tem que ser analisada caso a caso. Por exemplo,
da-Silva et. al. (2011), ao desenvolverem o modelo dinamico Beta, mostram

que ha vantagens em se definir uma priori nao conjugada.

Suponha, sem perda de generalidade, que o analista optou por estipular a dis-
tribuicao a priori, definida pelos hiperparametros r; e s;, diretamente para a
média p;. O préximo passo do ciclo inferencial é, entao, elicitar os valores de 7,
e s; em conformidade com a relagao g(u:) = A; e com a equagao (3.5). Isso é,

resolve-se o seguinte sistema de equacoes

fo = E(g(m|Di—1)) = ha(rs, st)
@ = V(g(nt|Dt—1)):h2(7’t73t)-
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e Atualizacao da distribuicao de 7;:
Uma vez obtida a observacao Y;, a distribuicao a posteriori de p; é obtida via

Teorema de Bayes
p(pe| De, d¢) o< p(yelpee, Di—1, ¢o)p(pe| Di—1) (3.6)

e Atualizacao dos momentos de \;:
Uma vez atualizado os dois primeiros momentos de (1;|D;), faz-se o caminho
inverso para obter os momentos correspondentes, f; e ¢, da posteriori de A;.

Ou seja, resolve-se o sistema de equacoes

E\|Dy) = ff = E(g(n:|Dy))
V(M\lDy) = qf = V(g(ne|Dy)).

e Atualizacao dos momentos de 6;:
Para calcular os momentos (my, C}) usa-se o estimador conhecido como linear

Bayes. Sendo a distribuigao a priori conjunta de ¥, = (6;, \;) parcialmente

o[ G e

a estimagao dos momentos de (6;|\;, D;_1) via linear Bayes é dada por

especificada por

E(Qtlkt, Diy) = ar+ R Fi( M\ — fi) /s (3.8)

V(9t|)\t, Dt—l) = Rt — RtFtF’t/Rt/qt- (39)

Pelo teorema de Bayes, a distribuicao a posteriori de 6, é obtida pela relacao

P(0,|D,) = / PO\, Dy 1) POu| Dy)d (3.10)
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Evolucao

coo (01| De) > (0 Dy—1) (0e| D) ...

ﬂ W

Atualizacao
(At|Di—1) = (\¢|Dy)

Figura 3.1: Anadlise sequencial do processo de estimacao do modelo dinamico linear
generalizado

Via regra de Bayes, P(6;|D;) nao tem forma fechada conhecida, mas seus momen-

tos sao estimados por

my = E(0t|Dt)
= FE[E(6:|\, Di_1)| Dy

= a+ RE(f — f)/a. (3.11)

Ct - V(@t]Dt)
= V[E(Qtl)\t, D)) + E[V<9t|)\t7Dt—1)|Dt]
= Rt - RtEFt,Rt(l — q:/qt)/qt (312)

A Figura 3.1 mostra, de maneira ilustrativa, a andlise sequencial do processo

inferencial associado ao modelo dinamico linear generalizado.

3.2 Exemplo: Modelo Dinamico Binario

Nessa subsec¢ao ilustramos um exemplo para o caso Binomial com a finalidade de

tornar claro o exposto acima. Seja Y; ~ Bin(ny, m;)

P(Yi|m) = exp (ytlog (#) + nglog(1 — wt)) (”t> (3.13)

— Tt Yt
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Pode-se reescrever P(Y;|m;) na forma da familia exponencial de Nelder e Wedderburn

n
P(Yin) = exp (ym — nglog (14 €™)) (yt)
t

= h(yexp (¢; (e — b(m)) + c(ye, d1)) (3.14)

com b(n,) = ndog (1 + ™), = ny (557 ) e m = log (nfut)-

Com isso, a funcao de ligacao é dada por

g(ne) = me =log (1 - ) = F6; (3.15)

A tnica incerteza em relacao a distribuicao de Y; dado a informagao passada
D,;_1, é devido a incerteza com respeito a 1;. A priori conjugada para 7; também é

da familia exponencial. Portanto, possui densidade da forma

P(n|Dy—1) = c(re, s )exp(reg — s:b(my))- (3.16)

Os parametros 1, e s; da priori conjugada devem satisfazer as seguintes condigoes:

fi = EmDi1) = E (log (pu(1 — ) "' Di1))
= E(log(p)|Di—1) — E(log(1 — )| Dy—1)

= w(st) - ¢(7’t>7 (3-17)
e @ = V(|Di—1) = V(log(p)|Di—1) + V(log(l — )| Dy-1)
= P'(s¢) + ' (r0), (3.18)

onde ¢(z) = 1;((;)) ¢ a funcao digama.

Para valores grandes de r; e s;, 1 = log(z), enquanto que ¢/(z) &~ 27! (vide West

e Harrison 1997). Desta forma, tem-se

ft%log<i—z>est%é+l.

Tt

Desta forma, os parametros da priori conjugada Beta(r, s;) tém a seguinte forma:
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s~ [1+exp(fi)l/q e rs =~ [14+exp(—fi)]/q-

Reparametrizando o modelo P(Y;|m;) em funcao da média p:

P(Yilue) o pf (1 — pg)™ ™

o< exp (ylogp)t + (ne — yi)log(l — ), (3.19)
a priori, conjugada pode ser reescrita, também, em funcao de y
P Dyv) oc =1 — )" (3.20)
Logo (u¢|Dy—1) ~ Beta(sy, ). Portanto, a posteriori P(u|Dy) é dada por
P(pa| Dy) oc ™57 (1 = prg)etrem vt (3.21)
Logo, (u¢|Dy) ~ Beta(y; + s¢,ng + 1 — y;). A previsao 1 passo a frente é dada por
POID) = [ PO D) Pl | Dics

(m) L(se +7¢) D(ye + 50 (ne + 10 — 1)
v ) T(se)L(ry) C(ng + s¢ + 1)

. (3.22)

Desta forma, (Y;|D;_1) segue a distribui¢ao Beta-Binomial. Podemos resumir o

exemplo acima da seguinte maneira:
e Priori para p;: py|Dy—1 ~ Beta(sg, )

e previsao a 1 passo a frente:

: (3.23)

P(Y;|Dy_y) = (m) D(s + 1) T(ye + s0)T(ng + 1 — i)

v ) T(s)(ry) C(ng+ s¢+ 1)

e Posteriori para p;: (u¢|Dy—1) ~ Beta(y; + s¢,ne + 10 — Yp)-
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3.3 Modelo Dinamico Poisson

Nesta secao serda detalhado o modelo dinamico Poisson, uma vez que tal modelo é
objeto de estudo neste trabalho de dissertacao. Considere Y7, ..., Y; contagens de um
determinado evento, com Y; ~ Poisson();). Vale ressaltar que, dado ), as contagens
Y; sao independentes, ou seja, as contagens sao condicionalmente independentes. O

modelo dinamico Poisson é caracterizado pelas seguintes componentes
e Equacao das observacgoes:

)\yte—)\t
P(yt’)‘t): : T

Y-

Distribuicao a priori:

()\t’thl) ~ Gamma(at,ﬁt);

Funcgao de ligagao: Logaritmica

N = 10g<)‘t) = Ftlgt;

Equacao do sistema:

0; = Gi0i—1 +wy;  wy ~ (0, W,);

Informacgao inicial:

00| Do ~ (mq, Cy).

Note que distribuicao a priori para \; é conjugada com a distribuicao a posteriori,
ou seja, a distribuicao a posteriori de \; é da familia Gamma, conforme sera visto
na proxima segao. A escolha da priori conjugada implica em uma grande facilidade
computacional e, usualmente, é a melhor escolha (West e Harrison 1997). A funcao
de ligacao log é uma funcao de ligacao canonica que na teoria dos MLG também
traz vantagens computacionais, principalmente no processo de estimagao (Nelder e

McCullagh 1989).
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Uma caracteristica do modelo de Poisson é que E(Y;|\;) = Var(Y;|\) = A, 0 que
pode ser visto como uma limitagao, pois dados de contagem podem apresentar varia-
bilidade maior do que a média. Sendo assim, o modelo Poisson nao é capaz capturar
esse excesso de variabilidade também conhecida como superdispersao ou sobredis-
persao. Portanto toda variagao observada que excede aquela predita pelo modelo é
denominada superdispersao ou sobredispersao. Segundo Hinde e Demétrio (1998) a
superdispersao pode ser causada de varias maneiras, tais como: variabilidade do ex-
perimento, correlacao entre respostas individuais, amostragem por cluster, agregacao
em dados de nivel ou omissao de variaveis nao observadas.

Para contornar o problema da superdispersao, outros modelos foram introduzi-
dos na literatura, como o modelo dinamico binomial negativo e o modelo dinamico
Poisson-Lognormal. No primeiro destes, é introduzido um termo aleatoério ¢; multipli-
cando o parametro A, ou seja, Y; ~ Poisson(\0;). Sendo assim, o modelo dinamico

binomial negativo é caracterizado pelas seguintes componentes:

e Equacao das observacoes:

(Yi|At, 61) ~ Poisson(A\;d;)

e Distribuicao a priori:

()\t’Dt—l) ~ Gamma(@t,ﬂt);

o ~ Gammale,e); (3.24)

e Funcao de ligagao: Logaritmica

N = 10%(/\t) = Ft/et;

e Equacao do sistema:

0, = GQGH +wy; wy ~ (0, Wy);
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e Informacgao inicial:

90|D0 ~ (TTLQ, Co)

Utilizando estas expressoes, pode-se mostrar que (Y;|d;, €) ~ BN(e, ﬁ) Portanto

tem-se que

E(K‘)\t,ﬁ) = )\t

A
Var(Yh,e) = A+ = (3.25)
€

Note que Var(Yy|d, €) > E(Y;|dy, €), portanto o modelo dinamico binomial nega-
tivo é capaz de capturar a superdispersao através de um termo aditivo positivo na
média.

No segundo modelo, acrescenta-se um termo aleatério na funcao de ligacao log,
ou seja, log(A\) = F/0, + v, com v, ~ N(& V), mantendo-se a equagio do sistema
(Schmidt e Pereira, 2011). Sendo assim, o modelo dindmico Poisson-Lognormal é

caracterizado pelas seguintes componentes:

Equacao das observacgoes:

(Yi|A}) ~ Poisson(A})

Distribuicao a priori:

(A |Di—1) ~ Gamma(ay, Br);

Funcao de ligagao: Logaritmica

m = log(\)) = F.0; +vi; v ~ (&, V3);

Equacao do sistema:

0, = GQGH +wy; wy ~ (0, Wy);
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e Informacgao inicial:

90|D0 ~ (TTLQ, Co)

Note que

)\;5I< = exp(Qt + Ut) = eXp(Qt)eXp(vt) = )\t(st
(6:[V) ~ LN(& V),

onde LN representa a distribuicao Lognormal. Utilizando as expressoes acima,

pode-se mostrar que

E(Y;f’)\t?ga W) = )\teXp <£ + g)

Var(Yi| A, &, Vi) = Mexp <§ + g) + Mexp(2€ + V) (exp(V) — 1).

Note que Var(Yy| i, &, Vi) > E(Y;|\, &, V;), portanto o modelo dinamico Poisson-
Lognormal, assim como o modelo dinamico binomial negativo, é capaz de capturar a
superdispersao através de um termo aditivo positivo na média.

Por fim, observe-se que nao foi assumida uma forma funcional para a distribuigao
de w; e 0y, e somente os momentos foram especificados. Usualmente assume-se uma
distribui¢ao normal para os termos aleatdrios do modelo, ou seja, wy; ~ N(0,W;) e
(60| Do) ~ N(myg,Cy). Maiores informagoes a respeito do modelo dinamico Poisson,

assim como suas extensoes, podem ser consultadas em Schimdt e Pereira (2011).

3.3.1 Processo de estimacao

Baseado na descrigao do modelo feita na se¢ao anterior, nas ideias descritas na Secao
3.1, e, novamente, assumindo conhecidas as matrizes F;, G;, W;, o procedimento

inferencial do modelo de Poisson pode ser descrito através dos seguintes passos:

1. Reconhecimento dos parametros a priori de 6; e n;:
Como visto anteriormente, a distribuicao a posterior: de 6, possui vetor de

médias m,;_; e matriz de covariancias C;_1, isso implica que (6;|D;_1) ~ (as, Ry),
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onde a; = Gymy_y e Ry = GC,_1 G+ W;. Como n, = F}0, entao sua distribui¢ao

a priori é especificada pelos seguintes momentos

(| Di1) ~ (fir ),

com fy = Fja; e ¢ = F/ R, F;.

. Obtencao dos parametros da priori de \;:
Utilizando os resultados da familia exponencial em sua forma canonica, pode-se

demostrar que

E(m|Di—1) = E(log(\)|Di—1) = () + log(B),
V(ne|Di—1) = V(log(Ae)|Di—1) = ¢/(at),

onde ¥(z) = log(I'(2)) e 9'(z) sao as fungoes digamma e trigamma, respec-
tivamente. Utilizando-se uma expansao de Taylor de primeira ordem pode-se
mostrar que 1 ~ log(z) e ¢'(z) ~ 1/z respectivamente. Utilizando tais apro-

ximacoes tém-se que

fi =~ log(ay) —log(p;) = log (%) ,
1

@ ~ —.
ay

Resolvendo para oy e f3;, tém-se que

o = 1/Qt7

P~ exp[—(fi +log(a:))]-

Se outra funcao de ligacao for escolhida, é possivel encontrar a; e B; via expansao

de Taylor para a funcao f(\;) = g~ (\y).

. Atualizacao dos parametros de \;:

Através do Teorema de Bayes pode-se derivar a distribuicao a posteriori de A;,
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sua distribuicao ¢ dada por

P()\t|Dt> X P(n|)\t)P()\t|thl>
o Arem M\ lemhh

o AXFB =B DA (3.26)

Portanto (M| Dy) ~ Gamma(ay + i, B¢ + 1), onde Dy = {D;_1,Y;}.

. Atualizacao dos parametros de 7;:
Nessa etapa, obtem-se os parametros f;" e ¢; em funcao da média e variancia

da distribuicao a posteriori de \;, satisfazendo as seguintes igualdades:

E(n|Dy) = E(g(\)|Ds) = [,
V(| D) = V(g(\e)|Dy) = gqi.

Através da funcao de ligacao, tem-se
Ae =g~ () = exp(ny),
usando a expansao de Taylor de primeira ordem ao redor de f;, temos
Ao~ exp(fy) + (me — [ )exp(f7)-
Dai segue que

E(M\|Dy) = E (exp(me)|Dy) = exp(f;) = A, (3.27)

V(M|Dy) =V (exp(ne)|Dy) =~ (exp(f7))2q; = V. (3.28)

Resolvendo as equagoes (3.27) e (3.28) em f; e ¢}, obtém-se

fr=log(\) e qf = —
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5. Atualizacao dos parametros de 6;:
Para completar o ciclo de atualizacao, basta calcular os momentos m; e C}

utilizando as equagoes (3.11) e (3.12), sendo assim, os momentos sdo dados por

my = ar+ ReF(fF — fir)/ae,
C: = Ri— RtFtFt/Rt(l - qt*/Qt)/Qt-

A atualizacao dos parametros do sistema, descritos acima, torna viavel o processo
de previsao via distribuicao preditiva. A distribuicao preditiva um passo a frente é

dada por

P(yt|Dt—1) / P(ytl)\taDt—l)P()\t|Dt—1)d)\t
0

0 /\yt — At ot
_ / t € Bt )\?tefﬁt)\td)\t
0 Yi! F(Oét)
?t Oo +ar—1 — 1)
Tt )\yt t=leg (Be+1) td\
['(ay)y:! /0 ' '

— 0 L(y; + o)
T T(aw! (B + e (3.29)

Pode-se reescrever a distribuigao (3.29) da seguinte forma

. t_]- A Ot 1 Yt
P<yt|Dt1>—(“ o )(1 2 Bt) (1—1+ @) L (330

ou seja, a distribuicao preditiva um passo a frente é uma Binomial negativa com

r=ayep=p/(1+8).

Note que tal integral pode ser calculada de forma analitica, mas isso nem sempre

é possivel. Nesses casos, deve-se usar métodos de integracao numérica, aproximagcoes
ou usar fungoes especiais para representar essas integrais. Utilizando as propriedades
de esperanca e variancia condicional, pode-se calcular, de maneira direta, a média e

variancia da distribuicao preditiva um passo a frente:
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EY:|D; ) = E(E(Ytlkt,Du))z%,

V(Y| Di—1) = V(E(Yi M\, Di 1))+ E(V (YN, Diq)) = a1+ By)

st

Tais momentos sao uteis para comparacoes do desempenho preditivo de modelos
candidatos. Além disso, eles permitem, também, o monitoramento da adequabilidade
do modelo ao longo do tempo (da-Silva et al., 2014).

Para ilustrar o que foi exposto acima, simulamos 100 observacoes a partir do
modelo dinamico Poisson utilizando mg = 2, Cy = 2 e W = 0.001. Para a etapa de
filtragem foi escolhido uma priori vaga. A série simulada e a filtragem estao ilustrados
na Figura 3.2.

No préximo capitulo, descreve-se com detalhes a teoria dos filtros de particulas
bem como os filtros Bootstrap proposto por Gordon et al. (1993), e o Filtro de
particulas auxiliar, proposto por Pitt e Shephard (1999).
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Figura 3.2: De cima para baixo temos: Série historica y;. Série histérica y, em preto,
valor predito em vermelho, intervalo de credibilidade em linhas azuis.
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Capitulo 4

Filtros de Particulas Basicos

Neste capitulo descreveremos alguns métodos alternativos de estimagao online para a
estimacao do vetor de estados e alguns parametros estaticos nos modelos dinamicos.
E importante notar que, a suposi¢ao de normalidade, e/ou linearidade para a equagao
das observacoes e para a equagao do sistema é um tanto restritiva, e muitas vezes
inadequada.

Para modelos mais complexos, em que a equagao das observagoes (e sistema) nao
¢ normal, ou a suposicao de linearidade nao é valida, estimagoes 6timas para o mo-
delo de espaco de estados nao admitem solugoes analiticas, sendo necesséario o uso de
métodos niimericos e aproximagoes para a resolucao de integrais. Nesse caso, métodos
sofisticados e eficientes para a reamostragem de distribuigoes de probabilidades com-
plexas precisam ser utilizados.

Desde o trabalho seminal de Gordon et. al. (1993), os métodos de estimacgao
via filtros de particulas tornaram-se uma classe popular de algoritmos para resolver,
numericamente, os problemas de estimacao apresentados pelos modelos de espaco de
estados, de uma forma geral, e em especial, dos modelos dinamicos. Os filtros de
particulas tém a vantagem de permitir a estimacao online, isto é, recursivamente,
quando uma nova observacao se torna disponivel. Os filtros de particulas sao utili-
zados com muita frequéncia nas areas de econometria, navegagao, robdtica, dentre
outras.

Segundo Lopes e Tsay (2011), existem duas vertentes distintas na literatura de

filtros de particula. A primeira é definida pelo chamado Filtro Bootstrap (FB), intro-
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duzido por Gordon et. al. (1993), o qual é baseado na amostragem por importancia
com reamostragem (Amostragem/Reamostragem)! introduzida por Smith and Gel-
fand (1992). A segunda vertente é definida pelo chamado Filtro de Particula Auziliar
(FPA), introduzido por Pitt e Shephard (1999), o qual é baseado na reamostragem
com amostragem por importancia (Reamostragem/Amostragem). Tais métodos serao
detalhados nas proximas secoes.

Para familiarizar o leitor com as notacoes utilizadas ao longo desse capitulo, consi-
dere 0 modelo dinamico geral, no qual as suposigoes de normalidade e/ou linearidade
sao relaxadas. Nesse cendrio, as equacoes das observacoes e do sistema sao escritas

da seguinte forma

e Equacao das Observagoes:

(el 0r) ~ p(yel6r).

e Equacao do Sistema

(00 —1) ~ p(Oi|6r—1), t=1,2,....

Denote a densidade de probabilidade inicial para os estados por p(6y). Neste capitulo,
o0s parametros estaticos, como as variancias/covariancias observacionais e do sistema,
V e W, no modelo normal, sao assumidos conhecidos. O caso em que os parametros
estaticos sao assumidos desconhecidos sera tratado no préximo capitulo.

As recursoes de Kalman sao substituidas, respectivamente, por

p<6t’Dt71> = /p(0t|9tl)p(9t1|Dt1>d9t17 (4~1)
oDy = PUEIREC), 42)
(D) = / P(e10)p(6:| D1 )b, (4.3)

Na pratica, a integragdo com respeito a 6; em (4.1) e a implementacao do teorema

de Bayes em (4.2) s@o ambas intratdveis e/ou computacionalmente custosas.

'Em inglés SIR - Sampling Importance Resampling
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De acordo com Lopes e Tsay (2011), os filtros de particula combinam a natureza
da estimacao sequencial dos filtros de Kalman com a flexibilidade de modelagem dos
métodos MCMC para aproximar e amostrar as distribuicoes (4.1) a (4.3).

De fato, o processo de filtragem pode ser empreendido por repetidas aplicagoes de
um procedimento em dois estdgios (Pitt e Shephard, 1999). No primeiro estégio, a
densidade a posteriori atual deve ser propagada no futuro via densidade de transicao,
definida pela densidade (4.1). No segundo estagio, o sistema deve ser atualizado, via
teorema de Bayes, conforme (4.3). Tal densidade é denominada densidade filtrada.

Em resumo, o processo de filtragem ¢é obtido de acordo com o esquema:

Processo de Filtragem:

O processo de filtragem ¢é feito em dois estagios:

Estagio I: A densidade atual p(6;|D;) precisa ser propagada no futuro (predi¢ao
via densidade de transi¢ao p(6;41]0;)) a fim de produzir-se a densidade preditiva
(priori no tempo t + 1):

p(01|Dy) = /p(0t+179t|Dt>d9t (4.4)

= /p(9t+1|9t>P(9t|Dt)d9t-

Estagio II: Obter a densidade filtrada, p(0y+1|Dy11), via teorema de Bayes, isto é,

p(fl/t+1 |et+1>p(‘9t+1 |Dt)
p(ym ‘Dt)

p(9t+1’Dt+1> = ) (4-5)

em que

p(ytJrl‘Dt)/p<yt+1’9t+1)p(9t+1‘Dt)detJrla (4-6)

¢ a densidade preditiva a um passo a frente. As equagoes (4.5) e (4.6) indicam
que os dados podem ser processados sequencialmente, a medida que novas ob-
servacoes sao disponibilizadas, de modo a atualizar o conhecimento acerca dos

estados latentes.

O grande entrave na implementacao dos estagios I e II é lidar com o calculo
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das integrais envolvidas, uma vez que o suporte (espago paramétrico dos estados)
é continuo. Caso o suporte fosse de um conjunto finito de pontos conhecidos, tal
problema seria trivial. Iniimeras tentativas tém sido propostas na literatura, de modo
a aproximar as densidades filtradas, entre estes: Gerlach, Carter e Kohn (1996), West
(1992), West e Harrison (1997, caps. 13 e 15), Gordon et al. (1993), Pitt e Shephard
(1999), entre outras.

De maneira formal, os filtros de particulas constituem a classe de filtros, via si-

mulagdo, que aproximam recursivamente a varidvel aleatéria filtrada (6;|D,), através

de particulas 0}, ... 0M as quais estdao associadas uma distribuicao de probabilidade
to »y YVt C
discreta com probabilidades respectivas 7}, ..., mM.

Dessa forma, uma variavel aleatéria continua pode ser aproximada por uma variavel
aleatéria discreta com suporte aleatério. Estes pontos discretos (particulas) sao en-

tendidas como sendo amostras selecionadas a partir de p(6;|D;), isto é,
{000 =1,...,M} =~ p(6y| Dy).

Na literatura (até 1999) as probabilidades 7] eram assumidas serem todas iguais
a 1/M, com M muito grande, de tal forma que as particulas tivessem densidade
p(0| D) quando M — oo.

Nos filtros de particulas trata-se o suporte discreto, gerado pelas particulas, como
a verdadeira densidade filtrada p(6;|D;). Isto permite produzir uma aproximagao para

a densidade preditiva, p(6;41|D;), simplesmente ao usar um suporte discreto para as

particulas. Denote por 7/ = p(6; = 67|D,), e, de acordo com (4.5), tem-se

M
P01 |De) =D p(Or4100)7, (4.7)
=1

que representa a densidade preditiva empirica (uma mistura de distribuigoes), que é
uma aproximagao de (4.5).

Posteriormente, a densidade preditiva empirica é combinada com a densidade
associada a equagao das observacoes, via teorema de Bayes, para produzir, a menos

de uma constante de proporcionalidade, a densidade filtrada empirica,
M

POr1]Dis1) < p(Yey1|6s41) Zp(0t+1l9f)ﬁ, (4.8)

j=1

que é uma aproximacao a verdadeira densidade filtrada dada em (4.5).
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Genericamente, utilizando-se os filtros amostra-se a partir da densidade filtrada
atualizada em (4.8), para produzir novas particulas 6}, , ..., 0 compesos 7}, ..., T,
e, entdo, uma aproximagao para p(0i42|D;2). Tal procedimento é, entao, iterado
através do tempo.

No caso do filtro de particulas funcionar adequadamente, entao é possivel estimar,
entre outras distribuigoes, a densidade preditiva a um passo a frente, p(yi1|Dy), de

modo a possibilitar o calculo da verossimilhanca conjunta

T-1
L= Hp yt+1|Dt
t=0

que ¢ util na elaboragao de medidas de diagndstico.

Uma forma de amostrar a partir da densidade filtrada empirica, (4.8), é via teo-
rema de Bayes, em que a priori (densidade preditiva) p(6y1|D;) = Zj]\io p(60,10)7)
¢ combinada com a verossimilhaga, p(vy41|0i41), para produzir a posteriori. Dessa
forma, amostra-se a partir de p(6y411|D;) ao estabelecer uma distribui¢ao discreta
para 6,, tal que p(@f) = 7rg, J =1,...,M e, entao, seleciona-se 9{+1 a partir de
p(041167), que é reponderado com pesos p(yer1|fis1), de modo a produzir particulas
com densidade p(6;11]|Diy1).

Um método ttil para amostrar a partir de p(6;11|Ds41) é 0o método SIR (Rubin,
1988), que é detalhado nos apéndices.

Em resumo, o objetivo dos filtros de particulas é selecionar um conjunto de M
particulas independentes e identicamente distribuidas (i.7.d) {6}, que aproximam
p(0;|D;), comegando com a geracao de um conjunto de M particulas 4.5.d {67 }M
que aproximam p(6;_1|D;_1) (Lopes e Tsay, 2011).

Os filtros de particulas Bootstrap (FB) e de particulas auxiliar (FPA) serao deta-
lhados nas préximas segoes. Serao ilustrados, também, alguns exemplos utilizando o

software R.
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4.1 Filtro Bootstrap

O Filtro Bootstrap (FB) foi proposto por Gordon et. al. (1993), e é baseado na
aplicagao sequencial do método SIR? de Rubin (1988).

Suponha que tem-se um conjunto de amostras aleatérias {6;—1(i) : ¢ =1,..., N}
retiradas de uma populagao com funcao densidade de probabilidade p(6;—1|D;—1). O
FB é um algoritmo que propaga e depois atualiza essas particulas para obter um
conjunto de valores {0;(i) : i = 1,..., N}, os quais sao aproximadamente distribuidos
de acordo com p(6;|D;).

O FB ocorre nos dois estdgios a seguir, que sao decorrentes da expressao

p(ety 9t—1|yt> Dt—l) X p(yt|9t) p(9t|9t—1)p(9t—l|Dt—l)a
N s N

2. Reamostragem 1.Propagacao

referente a distribuicao a posteriori conjunta de 6, e 6,_1, escrita em termos propor-

cionais.

1. Propagacao: Cada particula Qt(i_)l é propagada para o futuro, através da equagao
do sistema, para obter-se particulas da priori no tempo ¢ (densidade preditiva).
Ao amostrar /(i) a partir de p(6;/6;_1). Dessa forma, com 65 (i) ~ p(6;|6,—1 =

0;_1(1)), obtém-se, na verdade, uma observacao gerada a partir de p(6;|D;_1).

2. Atualizagao: Dada a observacao obtida no tempo ¢, y;, calcula-se a verossi-
milhanga de cada particula, avaliada em 6; (i), que foi gerada a partir da priori

p(0¢|Dy—1), e obtém-se o peso normalizado, w;, para cada particula, isto é,

_ plydfi(@)
S p(wel6; (5))

%

Entao defina uma distribuigao discreta {6;(i) : ¢ = 1,..., N}, com massa de
probabilidade w; associada ao elemento i. Agora, reamostre cada particula com
probabilidade igual a w;, para gerar amostras {6;(i) : ¢ = 1,..., N}, tal que para
qualquer j, p(6,(j) = 0;(i)) = w;. Estas novas amostras seguem, aproximadamente,

a distribuigao p(6;|Dy).

2Sampling Importance Resampling
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As etapas de propagacgao e atualizacao, descritas acima, formam uma simples
iteragdo do algoritmo recursivo. Para iniciar o algoritmo, N amostras 0} (i) sao re-
tiradas de uma priori conhecida p(6y|Dy). Essas particulas vao diretamente para o
estagio de atualizagao do filtro. Espera-se que a amostra atualizada seja aproxima-
damente distribuida de acordo com p(6;|D;) (Gordon et al. 1993).

Em suma, com o algoritmo FB primeiro propaga-se as particulas obtidas da poste-
riori no tempo t—1, afim de gerar-se particulas da priori no tempo t. Posteriormente,
essas mesmas particulas propagadas sao reamostradas com peso proporcional a suas
verossimilhancas.

As justificativas de cada etapa do filtro foram dadas por Gordon et. al. (1993):

e Propagacao: A fase de propagagao (ou realocagao) do algoritmo é intuitiva.
Se 0;_1(i) ¢ uma amostra obtida de p(6;—;|D;_1) entao, pela equagao do sistema,
07 (i) ~ p(0;(7)|0;—1(7)). Logo as particulas 65 (i) sao distribuidas independente-

mente como p(fy|D;_1).

e Atualizagao: A justificativa para a etapa de atualizagao se baseia no resultado
dado por Smith e Gelfand (1992). Eles mostraram que o teorema de Bayes pode
ser implementado como um bootstrap ponderado. Suponha que as amostras
{67(7) :i=1,..., N} sao calculadas a partir de uma funcao densidade continua
G(z), e que essas amostras sao obtidas de uma f.d.p proporcional a L(z)G(z),
onde L(z) é uma funcdo conhecida. O teorema de Bayes diz que uma amostra
retirada de uma distribuicao discreta sob {6y (i) : i = 1,..., N}, com massa de
probabilidade L(0;(7))/ > L(6;(j)) em 6;(i), converge, em distribuigao, para a
densidade desejada, quando N tende para o infinito. Se fazemos G(z) como
p(0¢| Dy—1) (priori) e L(x) como p(y.|6;) (a verossimilhanga), entdo o teorema

de Bayes justifica o procedimento de atualizacao das particulas.

O algoritmo FB, pode ser descrito através das seguintes etapas (Lopes e Tsay,

2011), e é ilustrado na Figura 4.1:
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Filtro Bootstrap
1. Propague {0/ _,}N | para {6/}, via p(6:]6;_1).

2. Reamostre {0}~ ; a partir de {0} | com pesos proporcionais & verossimilhanca, isto é,

w o< p(ye|0}).

{zf,...,25)} ~ plaly") © o ceoco don
B o~ plwe|zl) s oow o 60 ® ® oMo °
| ]
W§+1 x P(yt+1|ji+1) foe 0 0w
o
N o 00
et oz}~ plenly™) s i i3
§:§+2 ~ p(xt+2|xi+1) 6 @woOoO 00 000 ® oo
|
w§+2 X p(yt+2|§7;+2) L. oo oo

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 06

Figura 4.1: Representacao esquematica do filtro bootstrap sobre dois periodos de
tempo. Os quadrados sao y;11 e y;12. De cima para baixo, primeiro, segundo, quarto
e quinto conjunto de pontos representando as particulas, enquanto o terceiro e sexto
conjunto de pontos representa os pesos das particulas (Lopes e Tsay, 2011).

4.1.1 Limitagoes dos filtros de particulas baseados no SIR

Pitt e Shephard (1999) citaram duas limita¢oes bésicas relacionadas aos filtros de
particulas baseados em amostragem por importancia (SIR). A primeira limitacdo
ocorre quando existe um outlier. Na presenca de valores extremos, a distribuicao
dos pesos utilizada no processo de amostragem de importancia contém componentes
com pesos muito desiguais, sendo necessario o uso de um niumero, N, extremamente
grande de particulas para que estas estejam proximas das amostras geradas a partir

da densidade de filtragem empirica.
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Logo, a primeira questao que surge é como amostrar eficientemente a partir de
(4.2). Esse problema foi tratado no artigo de Pitt e Sherphard (1999) por meio de
variaveis auxiliares, que serao detalhadas na secao 4.2.

A segunda limitacao ocorre em filtros de particulas para os quais os pesos 7/ sao
iguais. Quando N — o0, entao os pesos amostrais podem ser usados para aproximar,
de maneira satisfatoria, o centro da densidade (4.1). Entretanto, as caudas de (4.3)
nao sao aproximadas de maneira satisfatoria. Portanto a segunda questao é como
melhorar o comportamento da densidade preditiva empirica nas caudas. Tal problema

foi analisado por Pitt e Sherphard (1998).

4.2 Filtro de Particulas Auxiliar

O Filtro de Particulas Auziliar (FPA) foi proposto por Pitt e Shephard (1999) e,
diferentemente do FB, este filtro reamostra particulas, a partir da distribuicao a
posteriori no tempo t — 1, com peso incorporando o valor da observagao no tempo t,
y;. Posteriormente, propaga-se a particula reamostrada.

Sendo assim, os filtros de particulas em geral amostram a partir da densidade
(4.2) para produzir novas particulas {6’ §V21 com pesos {/ ;,V:l_ Tal procedimento é
iterado um numero grande de vezes através do tempo.

Entretanto, os autores argumentam que essa estrutura de mistura da equagao
(4.1) traz uma dificuldade computacional em se implementar o SIR ou MCMC. Pitt e
Shephard (1999) advogam que muito desses problemas sao reduzidos quando realiza-
se a filtragem em uma dimensao superior, isto é, levando em conta a distribuicao
conjunta de variaveis que influenciam o processo.

Os autores propoem amostrar a partir da densidade conjunta p(6;, k|D,), onde
k é um indice da mistura em (4.1). Pitt e Shephard (1999), definiram a seguinte
densidade,

(0, k|Dy) o p(ytlet)p(ﬁtw;f_l)ﬂk, k=1,...,N. (4.9)

Ao retirar-se amostras da densidade conjunta (4.9) e descartar-se o indice, entao

produz-se uma amostra partir da densidade (4.2).
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No método SIR baseado no APF, a densidade (4.9) é aproximada por
90, k| Dy) o< plyel ) )p(0:10,_)7*, k =1,...,N,

onde u¥ é a média, mediana, moda ou algum outro valor associado com a densidade

de (0:]0% ,). A densidade a posteriori do indice k é dada por

g(k|Dy) oc 7 /p(yt\uf)p(@I@f_l)th = 7 p(ye| ). (4.10)

Portanto, pode-se amostrar pares (6;, k| D), a partir de g(6;, k| D), ao simular o indice
k com probabilidade A\; o g(k|Dy), e, entao, amostrar ; a partir da densidade do
sistema dada pela mistura p(6,|05 ;).

Pitt e Shephard (1999) denominam A, por peso do primeiro estigio. A vantagem
do procedimento exposto, segundo os autores, é que simulamos a partir de particulas
associadas com verossimilhancas preditivas altas.

Apés amostrar da densidade conjunta g(6;, k|D;) N vezes, é realizado uma repon-

deragao, atribuindo a (67, k7), retirada no primeiro estdgio, os respectivos pesos

p(yt|9j) Wy
jo= ey € T = o
p(ytlut ) Zi:1 w;

Espera-se que esses pesos sejam menos variaveis que os pesos do método SIR original.

O algoritmo pode ser descrito da seguinte forma (Lopes e Tsay, 2011):

Filtro de Particulas Auxiliar:

1. Reamostre {6 ,}, a partir de {#?_,}N | com pesos proporcionais a
wi o< p(yelg(0;1))-
2. Propague {0 3N | para {01} via p(6;]6;_1).

3. Reamostre {#/}Y | a partir de {6}, com pesos proporcionais a

i

(yt|g(91)
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4.3 Exemplos

Afim de ilustrar uma aplicacao dos filtros acima, foram considerados dois exemplos.

4.3.1 Modelo Dinamico Linear Gaussiano

O primeiro exemplo estd relacionado ao modelo dindmico linear gaussinao (Vide
Capitulo 2). Foram simulados 3 modelos de tamanho 50 com my = 0 e Cy = 100,
72 = 0.5 variando-se o2 para os valores 0.25, 0.5, 1. As séries geradas estao ilustradas

na Figura 4.2.

Time Time Time

Figura 4.2: Da esquerda para a direita. A primeira série foi gerada usando W = 0.001.
A segunda série foi gerada usando W = 0.01. E, por fim, a terceira série foi gerada
usando W = 0.1.

Os resultados do algoritmo FB estao ilustrados na Figura 4.3, ja os resultados do
filtro APF estao ilustrados na Figura 4.4.

A Figura 4.5 mostra a distribuicao do erro quadratico médio entre os valores
simulados e os valores estimados pelo algoritmo FB.

A Figura 4.6 mostra a distribuicao do erro quadratico médio entre os valores
simulados e os valores estimados pelo algoritmo FPA.

Para essas simulacoes nota-se que a distribuicao do erro quadréatico médio para
ambos os filtros sao parecidos. Entretanto o filtro FB apresenta menos variabilidade

se comparado com o filtro FPA.
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Figura 4.3: Resultados do algoritmo FB. A linha preta representa os dados reais,
a linha continua vermelha representa o valor estimado (Mediana das particulas) e
as linhas tracejadas representam o intervalo de credibilidade de 95% (quantis 2,5%
e 97,5%). Da esquerda para a direita temos W = 0.001, W = 0.01 e W = 0.1

respectivamente.
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Figura 4.4: Resultados do algoritmo APF. A linha preta representa os dados reais, a
linha continua azul representa o valor estimado (Mediana das particulas) e as linhas
tracejadas representam o intervalo de credibilidade de 95% (quantis 2,5% e 97,5%).
Da esquerda para a direita temos W = 0.001, W = 0.01 e W = 0.1 respectivamente.
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Figura 4.5: Distribuicao do erro quadratico médio para o valor da mediana, percentil
2.5% e percentil 97.5% para o algoritmo FB. Da esquerda para a direita temos W =
0.001, W =0.01 e W = 0.1 respectivamente.

4.3.2 Modelo Dinamico Poisson
O segundo modelo simulado foi um modelo dinamico Poisson de primeira ordem, dado

por:

e Equacao das observacgoes:

)\ytef)\t
P(yt’)\t): ! I

Y-

e Funcao de ligacao: Logaritmica

ne = log(\) = 0y;

e Equacao do sistema:

0y =61 +wy; wy ~ N0, W);
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Figura 4.6: Distribuicao do erro quadratico médio para o valor da mediana, percentil
2.5% e percentil 97.5% para o algoritmo FPA. Da esquerda para a direita temos
W =0.001, W =0.01 e W = 0.1 respectivamente.

e Informacao inicial:

00| Do ~ N(mo, Cp).

Foram simuladas 3 amostras de tamanho 200 com my = 0, Cy = 100, e W variando
tal que W = 0.03,0.05,0.1. As séries geradas estao ilustradas na Figura 4.7.

Os resultados do algoritmo FB e FPA estao ilustrados na Figura 4.8. Ja os
resultados do filtro FPA estao ilustrados na Figura 4.9.

A Figura 4.10 mostra a distribuicao do erro quadratico médio entre os valores
simulados e os valores estimados pelos algoritmos FB e FPA respectivamente.

Observando a Figura 4.10, nota-se que, para esse exemplo, o filtro FPA teve uma
melhor desempenho quando comparado com o filtro FB, pois possui menores erros

médios quadraticos.
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Figura 4.7: Séries simuladas segundo um modelo dindmico Poisson.
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Figura 4.8: Resultados do algoritmo FB. A linha preta representa os dados reais, a
linha continua vermelha representa o valor estimado (Mediana das particulas) e as
linhas tracejadas representam o intervalo de credibilidade de 95%.
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Figura 4.9: Resultados do algoritmo FPA. A linha preta representa os dados reais, a
linha continua azul representa o valor estimado (Mediana das particulas) e as linhas
tracejadas representam o intervalo de credibilidade de 95%.
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Figura 4.10: Distribuicao do erro quadratico médio entre os valores reais e os valores
estimados pelos filtros FB e FPA respectivamente. Da esquerda para a direita temos
W =0.03, W =0.05 e W = 0.1 respectivamente.
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Capitulo 5

Filtros de Particulas com
parametros estaticos - Parameter

Learning

No Capitulo 4 introduziu-se o conceito de filtro de particulas, onde assumiu-se que
os parametros estaticos sao conhecidos. Porém, na pratica, essa suposi¢ao é muito
restritiva e irreal. Portanto, necessitamos estender a teoria desenvolvida no Capitulo
4 a fim de incorporar aos filtros de particulas a estimacao online dos parametros

estaticos do modelo.
Considere o modelo dinamico geral. Trataremos explicitamente da estimacgao do

vetor de parametros estaticos desconhecidos ¥ do modelo de espago de estados

e Equacao das Observacoes:
(Y20, ©)  ~ p(yel6:, ¥);

e Equacao do Sistema:

(Qt‘et—laqj) ~ p(et“gt—laqj)a

parat=1,...,T, com densidade inicial p(6y| Do, V) e priori p(¥).
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Tipicamente, existem trés maneiras de tratar o problema de aprendizado de W:
batch sampling', amostragens online e um hibrido entre as duas técnicas.

Aqui trataremos apenas dos métodos online para a estimacao do vetor ¥. O leitor
interessado pode consultar, por exemplo, Chopin (2002) e Del Moral et. al. (2006),
para maiores informacoes e detalhes tedricos a respeito dos métodos offline, do tipo
MCMC, para a estimacao do vetor W. Outras referéncias importantes podem ser
encontradas no trabalho de Lopes e Tsay (2011).

Neste capitulo serao introduzidos, brevemente, trés filtros amplamente difundidos
na literatura para amostrar, sequencialmente, ¢, e ¥ conjuntamente. O primeiro
método é o filtro proposto por Liu e West (2001), o segundo método é o filtro proposto
por Storvik (2002), e, por dltimo, o filtro proposto por Carvalho et al. (2010) e Lopes
et al. (2010), denominado de Parameter Learning filter.

5.1 Filtro de Liu e West

Liu e West (2001), combinaram duas ideias para desenvolver um filtro que permite
estimar os estados e o vetor de parametros desconhecidos e estaticos, ¥, sequencial-
mente. Nessa abordagem, os autores combinaram métodos que utilizam mistura de
normais multivariadas para aproximar a distribuigdo a posteriori de ¥, p(¥|D;_),
com o até entao, inovador, Filtro de Particulas Auxiliar proposto por Pitt e Shephard
(1999). Eles incorporaram, também, uma evolucao artificial para ¥, que é o vetor de
parametros estaticos, sem a perda da informacao associada.

Considere um conjunto de particulas {9;_1, VA }f\il que aproximam a distribuicao
a posteriori conjunta p(6;_1, V|D;_1) tal que p(¥|D;_1) pode ser aproximado, via

método de suavizagao por kernel, por

N
p(U|Dpy) = Y wi N (Blmi_y, Vi), (5.1)

i=1

lamostragem offline - Métodos MCMC
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onde a média m!_, é dada por

myy = a¥iy+(1-a)¥,

N i
\I[ — Zizl ‘Ijt—l
t—1 N )

0 = VIR,
36\ 2

2 - 1— i

= 1-(5)

onde § é um fator de desconto, definido no intervalo (0, 1], que controla o nivel de
suavizagao do estimador do tipo kernel. O parametro a é conhecido como parametro
de afinagao, ou de ajuste, ou ainda de sintonia (tunning parameter). A variancia V;_;
¢ dada por

S (U, W)U, - Y

Vier = N

(5.2)

O subscrito t em W, serve, apenas, para indicar que as amostras vieram de p(V|D;).
Uma vez que, em geral, como no APF, p(y;|6;—1, ¥) é complicada e/ou p(6;|60;—1, V¢, Dy)
nao ¢ de facil amostragem, entdo Liu e West (2001) reamostram as particulas anti-
gas com pesos proporcionais a p(ys|ps—1,my), onde py = E(6;]0,_1,¥), e m; descrito
acima. Dessa forma, ¥, é propagado a partir da densidade de propagacao p(W;|¥;_4),
enquanto #; é propagado, condicionalmente a ¥,, a partir da densidade de evolugao
P(0]0,—1, ¥y).

As particulas propagadas (6;, U;) possuem pesos associados proporcionais a

p(ytmt, ‘I’t)

Wy X .
p(yt‘ﬂtamt)

O algoritmo de Liu e West pode ser resumido da seguinte forma (Liu e West 2001):
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Algoritmo de Liu e West (2001)

1. Para cada ¢ = 1,..., N, identifique a estimativa pontual a priori dada por (uiﬂ,mi),
onde
pipr = E(0i41]03, 1)),
mi = aV,+(1—a)¥,.
2. Amostre uma varidvel inteira auxiliar, a partir do conjunto {1,..., N}, com probabilidade

proporcional a
P i i
Jt+1 = wtp(yt+l|/"t+17mt)a

e denote por k o indice amostrado.

3. Amostre um novo vetor de pardmetros Wf "1, a partir do k-ésimo componente da mistura

de normais, ou seja
‘I’fﬂ ~ N(.|mf+1, \Ilichl)'
4. Calcule o valor do vetor de estados 6 L1, & partir da equagao do sistema
p(-|$f, ‘I’f-u)-

5. Calcule o valor do peso correspondente:

W o P(yt+1\9f+17 ‘I’fﬂ)
1 .
o P(Yer1 |:u1]£€+17 ‘I’f+1)

6. Repita os passos (2)-(5), vérias vezes, para produzir a aproximacao final da distribuicao

a posteriori (0F, 1, U¥ ), com pesos wf, ;.

A escolha adequada do parametro a? é de fundamental importancia para uma
melhor aproximagao da mistura de normais a distribuigao p(¥|D;). Na pratica, uma
escolha comum para tal parametro é algo em torno de 0.98 ou mais (Lopes e Tsay,

2011).

2Na literatura esse parametro é chamado de tuning parameter.

86



5.2 Filtro de Storvik

No algoritmo proposto por Storvik (2002) para a estimagao da distribui¢ao a poste-
riori do vetor de parametro estaticos ¥, considera-se a distribuicao condicional de ¥
dado as informagoes e o vetor de estados, i.e, p(V|6;, D;), escrita em funcdo de um
conjunto de baixa dimensionalidade, s;, de estatisticas condicionalmentes suficientes.
Dessa forma, escreve-se P(V|0;, D;) em termos de P(VU|s;), em que as estatisticas s;
podem ser calculadas recursivamente em funcao da tripla (s;, 0y, v;). Sendo assim, o
algoritmo de Storvik é visto como uma extensao do filtro bootstrap com alguns passos
adicionais de atualizagao sequencial das estatisticas suficientes e amostragens de ¥

(Lopes e Tsay 2010). O algoritmo é resumido da seguinte forma:

Algoritmo de Storvik (2002):

—_

. ~ N
. Propagar {02_1}1,\11 para {9@_1} via q(0:]0:—1, %, Dy);
= =1

1=

) ~ AN
2. Reamostrar {(Qt,st,l)z}j\il a partir de {(Gt,st,l)l} com pesos
= i=1

~ p(yt‘éév ‘I’)P(9~§|9§71» \Il)
q(o%w%flv \Ijv Dt)

; (5.3)

3. Calcular as estatisticas suficientes s; = S(s¢—1, ¢, yr);

4. Amostrar ¥ a partir de p(6|s;).

Segundo Lopes e Tsay (2011), os exercicios de simulagoes feitos em Storvik (2002)
sao baseados na regra de propagacao as cegas (blind), i.e, sem contar com a informagao
proveniente dos dados, ou seja, q(6;10;_1, ¥, D;) = p(6;|0,_1, V). No entanto, na etapa
da reamostragem, a propagacao ¢é feita com pesos w; o p(y:|0;, V), incluindo, assim,
informacao sobre os dados. Como todo filtro de particula com propagacao as cegas,
tal como o filtro bootstrap, este filtro sofre degeneragao das particulas que, por sua
vez, compromete diretamente a estimativa sequencial dos parametros (Lopes e Tsay,

2011).
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5.3 Particle Learning

Carvalho et al. (2010) descreveram métodos para filtragem sequencial, particle lear-
ning (PL)? e suavizagao para o modelo de espago de estados geral. Eles estenderam a
mistura de filtro de Kalman proposto por Chen e Liu (2000) permitindo a estimagcao
de parametros estaticos. Foram realizados varias simulagoes afim de verificar se o
algoritmo PL supera o algoritmo de Liu e West (2001) e o filtro de Storvik (2002).
Segundo os autores, a vantagem do algoritmo PL frente aos concorrentes é mais evi-
dente para séries longas de tempo.

O método PL possui duas caracteristica principais: primeiro, as estatisticas sufici-
entes s; sao usadas para representar a distribuicao a posterior: de ¥, e as estatisticas
suficientes para os estados latentes, s?, sdo utilizadas sempre que a estrutura do mo-
delo permite. Isso implica na reducao da variancia dos pesos amostrais, aumentando
a eficiéncia do algoritmo.

Em segundo lugar, ao contrario de outras abordagens que primeiro propagam e
em seguida reamostram as particulas, o algoritmo PL reamostra e depois propaga.

Isso evita a deterioracao da particula associada aos métodos do tipo SIR.
O algoritmo PL pode ser resumido no seguintes passos (Carvalho et al., 2010;
Lopes e Tsay, 2011):

Algoritmo de Carvalho et al. (2010)
1. Reamostre (¥,5? |, 5,_1) a partir de (¥, s7_,,s;_1) com pesos w; o p(y|s?_,, V).
2. Amostre 0; a partir de p(6;|57_,, U, Dy).

3. Atualize as estatisticas suficientes do parametro, s;, da seguinte maneira: s =

S(gtfhehyt)'
4. Amostre ¥ a partir de p(¥|s).

5. Atualize as estatisticas suficientes dos estados latentes: sf = K(3¢_,, ¥, ;).

3Uma traducdo razoavel para Particle Learning seria ” Aprendizado de Particula”. Aqui serd
utilizado o nome em inglés.
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5.4 Suavizacao

Godsill, Doucet e West (2004) propuseram uma abordagem para realizar suaviza¢ao
em modelos de espaco de estados gerais para os quais os parametros estaticos ¥ sao
conhecidos. Afim de obter representacoes amostrais de p(6o.r| D7), é usada a seguinte

fatoracao

71
p(0or|Dr) = p(0r|Dr) [ | (64l0¢+1).7. Dr) (5.4)
1=0
onde

p(et!Dt)p(9t+1|9t)
0:l0¢ 1y D) = p(0il0r41, Di) =
p(0c|0+1):r, Dr) P(Ol6r41, Dr) p(0i41| D)

o< p(0:| De)p(Or+116:). (5.5)

Entao, é possivel obter uma aproximagao da particula modificada

N
p(et‘eﬂrla DT) ~ Z WEﬁlleaegm) <9t)7
m=1

com

'p(01:116,™)
Zi]\il wgl)p(etﬂ |9§l))

m _
W41 =

Sendo assim, tem-se o seguinte algoritmo para suavizacao

Algoritmo de Godsill, Doucet e West (2004):

1. No tempo T escolha Op = G%m) com probabilidade w(Tm).

2. Parat=(T-1),(T -2),...,0.

(a) Calcule wilt}rl x wt (0t+1|9( )) param=1,..., M;

(b) Escolha 6, = 9( ™) com probabilidade wt(‘t}rl

3. Tome Oo.1 = (@, ..., 07) como uma realizagido aproximada da distribuicao p(6o.7|Dy).

Os passos 1 e 2 podem ser repetidos varias vezes para obter realizagoes de p(o.r| D7)
aproximadamente independentes entre si. Godsill, Doucet e West (2004) mostraram

a convergeéncia, em erro quadratico médio, das trajetorias suavizadas, testaram esse
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método em uma aplicacao relacionada a processamento de sinais e fala, que foi re-
presentado por modelos autoregressivos parametrizados em termos de coeficientes de

correlagao parciais variaveis no tempo.
Carvalho et al. (2010) estenderam o algoritmo acima considerando os parametros

U desconhecidos. O algoritmo é descrito a seguir:

Algoritmo de Carvalho et al. (2010)

1. No tempo T, escolha aleatoriamente (éT, 37) a partir da densidade p(6r, s¢| D), tais como

as obtidas pelo algotitmo PL descrito na secéo anterior. Entao, amostre ¥ ~ p(¥|37) .

2. Parat = (T — 1) : 0, escolha 6, = Gﬁm) a partir das particulas ponderadas filtradas

{(64, wejp11)™;m =1: M} com pesos, wilrl)rl o w™ p(B,41|08™ ).

3. Tome Og.r = (0y, . ..,07) como uma realizacio aproximada da distribuicao p(0o.7|Dy).

Note que os calculos realizados nos passos 2 e 3 acima também podem ser empre-
endidos se o processo de filtragem nao for feito por meio de algoritmos que utilizam

estatisticas suficientes, que é o caso do algoritmo de Liu e West (2001).

5.5 Exemplo

Aqui reproduziremos um exemplo apresentado por Lopes e Tsay (2011), no qual foi
comparado o desempenho dos 3 filtros de particulas apresentados neste capitulo*. Os
dados utilizados para a construcao desse exemplo foram simulados de um modelo de

nivel local descrito pelas equacoes abaixo, parat=1,...,T.

e Equacao da observacgao:
yt:9t+vt, UtNN(O,O'2>;
e Equacao do sistema (ou evolugao):

Oy =+ B0 +wy, wy~ N(Oa72)§

4A programacao utilizada foi disponibilizada pelo professor Hedibert Freitas Lopes enquanto
professor da Universidade de Chicago.
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onde

2
90|D0 ~ N(mo, Co), 0'2 ~ IG (@, n()O'O) (57)

[\]
5 N

2
(0475)‘7'2 ~ N2(b0,7'230)7 e 7~ IG (%7 TO> .

O vetor de parametros estaticos a ser estimado pelos filtros é dado por ¥ =
(o, B,7%,0%). A distribuicao a priori de U é p(¥) = p(a?)p(72)p(c, B]72).

A série simulada possui comprimento 7" = 200 e foi simulada usando ¥ = (0,0.9,0.5, 1)
e 6p = 0. Os hiperparametros da distribuicao a prior: sao mg = 0, Cy = 10,
bo = (0,0.9), By = I, ng = vo = 10, 78 = 0.5 e 02 = 1. A escolha desses valo-
res para os hiperparametros reflete uma certa prior: nao informativa. O desempenho
dos filtros é avaliado através da execucao de cada algoritmo R = 100 vezes, baseado
em N = 1000 particulas. Um PL baseado em N = 100.000 particulas foi executado
e usado como Benchmark para a comparagao.

Seja q(v,a,t) o percentil 100a de p(v|D;), onde 7y é um elemento de . Como
medida de qualidade do ajuste dos filtros, Lopes e Tsay (2011) usaram a seguinte

versao do erro quadratico médio

BQM(.a. f.1) = 3 M0 000 OF,

t,r

para o filtro f (LW, STORVIK ou PL) e replicagdo r = 1,..., R. Por fim, uma
adaptacao completa é implementada para os trés filtros. Em outras palavras, o filtro
LW difere do PL apenas por meio da estimacao sequencial de W, o filtro de Storvik
difere do PL apenas na medida em que o filtro Storvik primeiro propaga e depois
reamostra as particulas, enquanto o filtro PL primeiro reamostra e depois propaga a
particula.

Os resultados estao resumidos nas Figuras 5.1 e 5.2. Podemos observar que os
filtros Storvik e PL sao significamente melhores que o filtro LW, enquanto que o filtro
PL é moderadamente melhor que o filtro Storvik, particulamente na estimagao do

par (o2, 72).
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Figura 5.1: Comparacao entre os filtros LW, STORVIK e PL. Percentis de p(¥|D;)
(2,5%, 50% e 97,5%) baseados em 100 replicagdes de cada filtro com 1000 particulas
(Linhas cinzas). As linhas pretas sdo baseados em um filtro PL com 100.000
particulas. As estimaticas do filtro LW estd ilustrada na coluna a esquerda, o fil-
tro do Storvik na coluna central e o filtro PL na coluna a direita De cima para baixo
temos os componentes ¥ = (a, 3, 79, 02) (Lopes e Tsay, 2011).



Nos préximos capitulos serao descritos detalhadamente os métodos que foram uti-
lizados para a criacao dos algoritmos utilizados nesta dissertagao, os quais incorporam
quebras estruturais nas séries temporais. Primeiramente, no Capitulo 6, sera descrito
o modelo de regressao dinamica proposto por McCormick et al. (2012). Em seguida,
no Capitulo 7, serao descritos os filtros de particulas proposto por Chopin (2007) e
por Caron et al. (2012).
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Figura 5.2: Comparacao entre os filtros LW, STORVIK e PL. Raiz do erro médio
quadratico de 100 replicagoes para cada filtro. Todos os filtros sao baseados em 1000
particulas, os EMQs sao calculados sobre o filtro PL com 100.000 particulas, (Lopes
e Tsay, 2011).
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Capitulo 6

Modelos de Regressao Dinamica

com Pontos de Mudanca

Muitas séries, tais como sequéncias de DNA, precos de estoques, poluicao do ar
(Achcar et. al, 2008), séries de longa duracdo (Chopin 2007), crescimento bacte-
riolégico (Whittaker e Fruhwirth-Schatter 1994), entre outros, apresentam hetero-
geneidade temporal. Nesse contexto, uma abordagem usual consiste em segmentar
uma sequéncia de observagoes 1, ¥o, . . ., yr escolhendo uma sequéncia de quantida-
des que indicam em que posi¢ao, no tempo, ocorreram mudancas estruturais na série
0< 7 <T<...<T, <T, tal que as observagoes sejam homogéneos dentro dos
segmentos, no sentido de apresentarem a mesma estrutura de modelo, e heterogéneos
entre os segmentos.

O numero de publicagoes relacionadas com métodos de ponto de mudancas, desde
o trabalho seminal de Hinkley (1970), é extremamente elevado. Achcar et al. (2008)
utilizaram um processo de Poisson nao homogéneo para modelar pontos de mudancas
em dados sobre poluicao de ar na cidade do México. Whittaker e Fruhwirth-Schatter
(1994) utilizaram modelos de multiprocessamento (West e Harrison 1997) para cons-
truir um modelo dinamico de pontos de mudangas para detectar o inicio do cresci-
mento de infecgoes bacterioldgicas.

Existem métodos que apenas captam mudancas estruturais na série e nao contam
quantas ou localizam onde tais mudancas ocorreram. Esse é o caso dos modelos de

regressao dinamico desenvolvidos por Raftery et al. (2010) e McCormick et al. (2012).
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Nesses modelos incorpora-se um fator de desconto na variancia da distribuicao dos
estados, que aumenta a incerteza em periodos de grande volatilidade. Tal parametro
flexibiliza 0 modelo de uma tal maneira que mudancas bruscas na estrutura da série
sao corretamente captadas pelo modelo.

Neste capitulo abordaremos os modelos de regressao dinamica propostos por Raf-
tery et al. (2010) e McCormick et al. (2012). Posteriormente aplicaremos a metodo-

logia descrita ao caso em que os dados seguem a distribuicao de Poisson.

6.1 Modelo de regressao dinamica para problemas
de classificacao

Nesta secao pretende-se descrever, de maneira generalizada e unificada, os modelos de
regressao dinamica propostos por Raftery et al. (2010) e McCormick et. al. (2012).
Utilizando um modelo de espago de estados, Raftery et al. (2010) e McCormick
et al. (2012) propuseram um procedimento 1til para ajustar séries temporais em
que o processo gerador dos dados sofre mudangas ao longo do tempo. Trabalhando
com séries temporais para dados bindarios, os autores desenvolveram um processo
de estimacao on-line que permite incorporar a incerteza com respeito ao modelo,
considerando-se um conjunto de K modelos, e as mudancas dos parametros, ao longo
do tempo, de cada um dos modelos.

Apesar de tal metodologia nao tratar especificamente dos pontos de mudanga, ela
¢ muito util como uma primeira abordagem ao problema de deteccao de pontos de
mudanca. Além disso, as estimativas obtidas com tal metodologia podem servir como
valores iniciais para a estimacao dos pontos de mudanca de uma série temporal via
filtro de particulas.

O modelo proposto por McCormick et al. (2012) tem a grande vantagem de ser
muito simples, sem ser simplista, de permitir estimativas on-line para a imediata
atualizacao dos parametros com a chegada de uma nova observagao e de permitir a
acomodacao de mudangas estruturais na série temporal ao considerar um mecanismo
auto-ajustavel através de um fator de desconto dinamico.

McCormick et al. (2012) trabalharam com o caso especifico de séries temporais
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binarias. No entanto, as idéias do artigo podem ser extendidas para uma série tem-
poral seguindo uma distribuicao genérica.

O método de estimagao sequencial proposto por McCormick et al. (2012) é em-
preendido em dois passos: atualizacao e predicao. Para tanto, considere uma variavel
resposta, y;, € um conjunto de preditores x; = (214, Ta4,...,Zaz), tais que, no tempo

t,

Yi ~ P(yt|l~bt) com i = g(f) = XtT@ta

sendo #; um vetor d-dimensional de coeficientes da regressao e g(6;) é uma fungao
desses coeficientes!. Em um dado tempo ¢, o procedimento proposto por McCormick
et al. (2012) usa a moda a posteriori de 0 a partir do tempo ¢t — 1, utilizando-a para
construir a priort no tempo t, conforme visto ao longo de toda a dissertagao. Isto é
feito, primeiramente, usando-se a informagcao obtida no tempo ¢ — 1, para construir
a estimativa dos parametros do tempo ¢, através da distribuicao preditiva de 6. Essa
etapa é denominada de predicdo. A equagao de predicao é, entao, combinada com o

dado observado no tempo t, 3, na atualizacao dos parametros estimados.
Etapa da Predicao

Seja a equagdo do sistema descrrita por 6; = 6,1 + w;, onde os w;s sdo vetores
aleatérios independentes N (0,W;) (Raftery et al., 2010). Para toda a caracteristica
observada no passado, D; 1, e utilizando-se valores iniciais razoaveis, a estimacao

recursiva se inicia supondo que (McCormick et al. 2012)

(et—1|Dt—1) ~ N(ét—la it)

Entao, a predigao é aproximada por

(9t|Dt*1) ~ N(étfla Rt)7 (61)
onde X
Y1
R 6.2
¢ A\ (6.2)

'Podemos enxergar essa funcdo como uma funcéo de ligacdo, em analogia aos modelos lineares
generalizados.
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O fator de desconto, A, é especificado através equagao (6.2), com 0 < N\, < 1.
Conforme visto no Capitulo 2, sobre modelos dinamicos lineares, o modelo pode ser
especificado, sem o desconto, utilizando-se a matriz de covariancias W;. Sendo assim,
tem-se R, = 3,1 + W,. Essa abordagem, entretanto, requer a especificagao de toda a
matriz de covariancias W, e isso pode implicar em um grande esfor¢o computacional,
além de aumentar a complexidade do modelo. Tais implicacoes tornam a metodologia

propsota por McCormick et al. (2012) muito atraente.
Atualizagao

Uma vez realizada a etapa de predigao, combina-se a equagao de predigao (6.1) com
a observacao no tempo t, para atualizar as estimativas dos parametros. A distribuicao

a posterior:, das estimativas atualizadas, 6;, pode ser escrita da seguinte forma

p(6:|Dy) o< p(ye|0)p(0¢| Dy—1). (6.3)

Portanto, a equagao (6.3) é o produto da equagao de predigao e da verossimilhanca
no tempo t. A expressao do lado direito de (6.3) tipicamente nao possui forma fechada,
podendo ser aproximada utilizando-se métodos MCMC. Entretanto, para viabilizar os
célculos com baixo esfor¢o computacional, McCormick et al. (2012) aproximam o lado
direto de (6.3) por uma distribui¢ao Normal, tendo, antes, tomado uma aproximagao

Normal para a distribuigao (6;|D;_1). Dessa forma, toma-se

p(0:|Dy) o p<yt|‘9t)N<ét—17 R;). (6.4)

Considere

1(0;) = log [p(ye|0r)p(0r| De—1)]
1 X
~ logp(wl6:) — 5 [GtTRfl — 29?711%;1@] , (6.5)

e defina, via Newton-Raphson

~ ~ ~ -1 ~
b, =0, — [DQZ(Qt_l)] DI(b,_y), (6.6)

em que DI(f) é a primeira derivada de 1(0) e D?/(0) é a segunda derivada de [(6).

Para atualizar a variancia dos estados, utilizamos ¥, = [—DZZ (ét—l)]-
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Para a estimagao do parametro de desconto \;, McCormick et al. (2012) propu-

seram um procedimento utilizando a verossimilhanca preditiva,

J (Y| Di—1) 2/9p(yt|9taDt—l)P(9t|Dt—1)d9t‘ (6.7)

Tal integral tipicamente nao possui forma fechada. Entretando, ela pode ser
aproximada, de maneira satisfatéria, utilizando-se a aproximagao de Laplace (Tierney

e Kadane, 1986), apresentada nos apéndices. Utilizando essa aproximagao tem-se

fye| Dy—y) =~ (277)61/2

[ng(ét)} - ‘ p(ye| Di_v, 0,)p(0:| Dy_1). (6.8)

Para atualizar o parametro )\;, para cada tempo %, escolhe-se o valor de \; que

maximiza a equagao (6.8), ou seja

A¢ = arg max,, f(y:| Dy—1). (6.9)

Uma vez que Ay € (0, 1], necessita-se de uma maximizagao restrita para \;, segundo
McCormick (2012), uma alternativa a essa abordagem seria estimar \; de uma maneira
inteiramente Bayesiana (Se¢ao 12.3 de West e Harrison, 1997) e maximizar a posteriori

completa. Entretanto, essa abordagem requer um grande esforco computacional.

O procedimento descrito acima pode ser resumido no seguinte algoritmo:

Algoritmo de McCormick et al. (2012):

1. Inicie o algoritmo. Por exemplo, pode-se iniciar o algoritmo fixando-se: éo = g(y1 +

0.00001), 91 = g~ H(x160), Ay = 0.99, By = 100, Ry = X1/A1, Di(6o) e D21(6y);
2. Calcule g; = gil(mtét—lﬁ
3. Calcule Ry = 31 /M—1;
4. Atualize DI(0s_1) e D21(0;_1);
5. Atualize o vetor de pardmetros §; de acordo com as equacdes (6.5) e (6.6);
6. Atualize a matriz de covariancias, 3 = {—DZZ(ét—l)} 71%

7. De posse dos valores obtidos nos passos anteriores, maximize a equagéo (6.8), utilizando

métodos de maximizagao restrita, para obter o valor de \¢;

8. Atualize, novamente, R; = flt,l/)\t.
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6.1.1 Dynamic Model Averaging

Para o caso de multimodelos (Model Averaging) que permitem a incorporacao de
mecanismos teis para que sejam levados em conta a incerteza a respeito do modelo
adotado, considere K modelos candidatos (M, ..., Mk). A principal caracteristica
desse método é que as probabilidades de cada modelo também sao dinamicas, permi-
tindo, assim, maior flexibilidade ao longo do tempo e também que eventuais sobrea-
justamentos de cada observacao sejam evitados (McCormick et. al., 2012).

Seja L; o indicador do modelo, tal que se L; = k, o processo é governado pelo

modelo My, no tempo t. Para o caso de multimodelos tem-se

(ye|Ly = k) ~ p(yt|9(‘9§>>»

onde

gt () = a6k,

Segundo Raftery et. al. (2010), atualiza-se 6F condicionalmente a L; = k. Como
no caso de um unico modelo, o processo de estimagao ocorre em dois passos: predicao
e atualizacao. Para o caso de multimodelos, entretanto, o espaco de estados em cada
tempo consiste agora do par (L;,0;), onde 6; = (0},...,0F). Agora a estimacao

recursiva ocorre no par (L, 0;)

K

> p(0i|Le = 1, Di_y)p(Ly = 1|Dy_y). (6.10)

1=1

Note que (6.10) é uma mistura de distribuigdes, sendo assim, os passos da predigao
e da atualizagao ocorrem, separadamente, para o modelo, L;, e para os parametros
dentro do dado modelo. De acordo com McCormick et. al. (2012), o processo de
estimacao é dado por
Processo de estimacao:

e Passo 1: Predicao para o modelo ;.

A equacao de predicao do modelo é dada por
K
p(Ly = k|Diq) = Zp(Lt—l = |Dy—1)p(Ly = k|L; = 1).

=1
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Para evitar especificar uma matriz de transicdo K x K para os termos p(L; =
k|L; = 1), McCormick et. al. (2012) atualiza a matriz utilizando um fator de

desconto ay, em que 0 < ay < 1,

p(Li—y = k|Dy—q)™

p(Lt = k|Dt—1) = )
S (Lot = 1| Dyy)

(6.11)

O fator aumenta a incerteza, tornando a distribuicao de L; mais platictirtica.
Com essa proposta, apenas um parametro precisa ser especificado, ao invés da

matriz K x K, simplificando, consideravelmente, a especificacao do modelo.

Passo 2: Atualizacao do modelo. A equacao de atualizacao do modelo é dada

por

(L, = k|Dy_1) wi (6.12)
il = t-1) = x> .
Eliil w;

onde

wi =p(Li—1 = l’thl)fl(yt’thl)- (6.13)

O ajuste de «a; é feito usando a verossimilhanca preditiva entre todos os modelos

candidatos, f(y:|D;_1), tal que

K
fyt‘Dt—l - Z fl(yt‘Dt—l)p<Lt = l|Dt—1)7
=1

onde p(L; = 1|D;—;) é dado por (6.11). Seleciona-se oy tal que

K
argmax,, Z | Dy_1)p(Ly = 1| Dy_1). (6.14)
I=1

Para predizer y; utiliza-se

K
oM =Y p(Le = 1D,
=1

onde 7! é a resposta predita para o modelo [ no tempo t.
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6.2 Regressao dinamica Poisson Bayesiana

Nesta secao descreveremos o modelo de regressao dinamica Poisson bayesiana como
um caso particular do modelo de regressao dinamica desenvolvido na Se¢ao 6.1 do
Capitulo 6. Para tanto, considere uma contagem como variavel resposta, y;, e um

conjunto de preditores x; = (14, Zay, - . ., Tat), tals que, no tempo ¢,
y; ~ Poisson(&;) onde log(&;) = x1 6,

onde ¢, é um vetor d-dimensional de coeficientes da regressao.

Conforme a Secao 6.1 do Capitulo 6, primeiramente desenvolvemos a equacao de
predigao e, como feito em Raftery et al. (2010), assumimos que a equagao de evolucao
é dada por 6, = 0, 1 +w;, onde os w;s sao vetores aleatérios independentes N (0, W).
Para toda a caracteristica observada no passado, D;_1, e valores iniciais, a estimacao

recursiva se inicia supondo
(6t71|Dt71) ~ N(ét—la zA:t)

Entao a equacgao de predicao é dada por

(0| Dy-1) ~ N(fp—1, Ry), (6.15)
onde )
Y1
= : 1
By A\ (6.16)

De acordo com a Secao 6.1 do Capitulo 6, a estimacao de 6; é feita utilizando o

método de Newton-Raphson. Sendo assim, a atualizacao de 6, é dada por
A o/ -1 .
b, = 6,1 — [D l(et_l)] DI(b,_,), (6.17)

onde 1(0) = log(p(y:|0)p(8|D;_1)), DI(f) é a primeira derivada de [(0) e D?1(0) é a
segunda derivada de [(6).
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Para o modelo Poisson, e considerando-se a aproximagao Gaussiana de (6;|D;_1),

tem-se

1 A
1(0;) =~ —exp(z] 0;) + el 6, — 3 (0;[1%;1 - 29,5TR;19,§) . (6.18)

De (6.18) tem-se que a primeira derivada de [(f), avaliada em 0,1, é6 dada por
Dl(ét—l) = (Y — Je)%s-
em que §; = exp(xX70,_1). A segunda derivada de {(6,), avaliada em 6,_;, é dada por
D(0,_1) = —xx"§, — R, .

As demonstracoes das identidades acima sao apresentadas nos apéndices. Para
atualizar a variancia dos estados, utilizamos 3, = — [D2l (ét_l)} B
Para a estimagao do parametro de desconto \;, McCormick et al. (2012) propu-

seram um procedimento usando a verossimilhanca preditiva

JWe|Dy1) = /9 P(ye|0¢, Di—1)p (04| Dy—1)d6;. (6.19)

Através da aproximagao de Laplace, a integral (6.19) pode ser aproximada por

Fye|Dir) = (2m) %7

[D%(ét)} - ‘ p(ye| Dy, 0,)p(6,| Dy_r). (6.20)

Para atualizar o parametro )\;, para cada tempo t, escolhe-se o valor de A\; que

maximiza a equacao (6.20), ou seja
A = arg max,, f (1| Di—1). (6.21)

Uma vez que \; € (0, 1], é necessario uma maximizagao restrita, no intervalo (0, 1],

da verossimilhanca preditiva.
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Para a modelo Poisson, o algoritmo, descrito na secao anterior, pode ser resumido

da seguinte forma:

Regressao dinamica Poisson:

1. Inicie o algoritmo. Como exemplo, pode-se inicid-lo como: by = log(y; + 0.00001), 91 =

exp(z16p), A1 = 0.99, %1 = 100, Ry = %1 /A1, DI(6y) e D21(fy);
2. Calcule ¢y = exp(xtét_ﬁ;
3. Calcule R; = f]tq/)\tq;
4. Atualize DI(6;_1) e D21(B;_1);
5. Atualize o vetor de parametros 6, de acordo com a equagao (6.17);
6. Atualize a matriz de covariancias, 3; = — |:D2l(ét71)i| _1;

7. De posse dos valores obtidos nos passos anteriores, maximize a fungao (6.20), utilizando

métodos de maximizagao restrita, para obter o valor de Ay;

8. Atualize, novamente, R; = f]t,l/)\t.

6.2.1 Analise de dados simulados

Para ilustrar a flexibilidade em acomodar mudancas estruturais de uma série temporal
pela abordagem do método proposto por McCormick et al. (2012), simulamos 3 bases
de dados, duas delas com diferentes mudangas estruturais. Também simulamos uma
base de dados segundo um modelo Poisson estatico.

Para as duas primeiras simulagoes foram geradas bases de tamanho T° = 2000,
para a terceira base fixou-se T' = 1000 . As simulac¢oes podem ser resumidas como a

seguir

e Base de dados 1: Mudanca na inclinagao de 6;:

—1+2t/1000 :t < 1000
1—2t/1000  : ¢ > 1000

Qt:

Os dados simulados estao ilustrados na Figura 6.1.
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A programacgao utilizada para gerar a base acima é dada por

Simulacao - Base 1

n=1000

beta <- rep(0,n)

beta2 <- rep(0,n)

for (t in 1:mn){
betal[t] = -1+2*t/n
beta2[t] = 1-2%t/n

}

betal <- beta

par (mfrow=c(2,1))

plot (betal, type="1")

plot (beta2, type="1")

thetal=betal

theta2=beta2

par <- rep(0,2*n)
lambda <- par
y=par
for (t in 1:length(par)){
if (t<=length(par)/2){
par[t] = thetal[t]
} else if (t>=length(par)/2){
par[t] = theta2[t-1000]
}
lambda[t] <- exp(par[t])
y[t] <- rpois(1,lambdalt])
}
par (mfrow=c(2,1))
plot (par, type="1", ylim=c(-1.5,1.5))
abline (v=1000, col="red")
plot(y, type="1")
abline (v=1000, col="red")

A programacao utilizada para ajustar o modelo aos dados acima é dada por

Ajuste - Base 1

exemplol <- poisson.uni(Y=y,X=NULL, lambda0=0.95, c=0.95)

names (exemplol)

par (mfrow=c(2,1))

plot(par, type="1", 1lty=2, lwd=2, ylab="Theta", xlab="Tempo")
lines (exemplol$estimates[-c(1,2),1], col="red")

lines (exemplol$estimates[-c(1,2) ,1]-2*exemplol$sderror[-c(1,2)],
col="blue")
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lines (exemplol$estimates[-c(1,2) ,1]1+2*exemplol$sderror[-c(1,2)],
col="blue")
abline (v=1000, 1lty=2, lwd=2)

A Figura 6.2 mostra as estimativas geradas pelo algoritmo detalhado hé pouco.
Pode-se observar que o algoritmo foi capaz de captar a mudanca estrutural

ocorrida na série.

Base de dados 2: Mudanga abrupta em #;, no tempo ¢t = 1000. Os dados

simulados estao ilustrados na Figura 6.3.

A programacgao utilizada para gerar a base acima é dada por

Simulacao - Base 2

n=1000

beta <- rep(0,n)

beta2 <- rep(0,n)

for (t in 1:n){
betal[t] = 2
beta2[t] = 1

}

betal <- beta

par (mfrow=c(2,1))

plot (betal, type="1")

plot (beta2, type="1")

thetal=betal
theta2=beta2
par <- rep(0,2%n)
lambda <- par
y=par
for (t in 1:length(par)){
if (t<=length(par)/2){
par[t] = thetall[t]
} else if (t>=length(par)/2){
par[t] = theta2[t-1000]
}
lambdal[t] <- exp(par[tl])
y[t]l <- rpois(1l,lambdalt])
}
par (mfrow=c(2,1))
plot(par, type="1", ylim=c(0,2.5))
abline(v=1000, col="red")
plot(y, type="1")
abline (v=1000, col="red")
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A programacao utilizada para ajustar o modelo aos dados acima é dada por

Ajuste - Base 2

exemplo2 <- poisson.uni(Y=y,X=NULL, lambda0=0.95, c=0.95)

names (exemplo2)

par (mfrow=c(2,1))

plot(par, type="1", 1lty=2, lwd=2, ylab="Theta", xlab="Tempo")
lines (exemplo2$estimates [-c(1,2),1], col="red")

lines (exemplo2$estimates[-c(1,2) ,1]-2*%exemplo2$sderror[-c(1,2)],
col="blue")

lines (exemplo2$estimates[-c(1,2) ,1]+2*exemplo2$sderror[-c(1,2)],
col="blue")

abline (v=1000, 1lty=2, lwd=2)

A Figura 6.4 mostra as estimativas geradas pelo algoritmo detalhado hé pouco.
Pode-se ver que o algoritmo também foi capaz de captar a mudanca estrutural

ocorrida na série.

Base de dados 3: Por fim, afim de mostrar que o modelo dinamico Poisson
pode ser visto como uma generalizagao do modelo de regressao estatica Poisson,
simulou-se um modelo regressao estatica Poisson, o qual, parat =1,2,...,1000,

o preditor linear é dado por

lOg()\t> =1+ 0.21}71 + 0.51'1572,

em que Xy, Xy ~ U(0,1) e y; ~ Poisson(exp(1l + 0.2z 1 + 0.5z¢9)).

A programacao utilizada para gerar dados utilizando a formulacao acima é dada

por

Simulacao - Base 3

set.s
x1 <-
x2 <-
betal
betal
beta2
y <=
eta <
for (
y[i]
}

eed (456)
runif (1000)
runif (1000)
<- 1
<- -0.2
<- 0.5
rep (0,1000)
- exp(betalO+betal*xl+beta2*x2)
i in 1:length(x1)){

<- rpois(1l,lambda=etalil)
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A programacgao utilizada para ajustar o modelo aos dados acima é dada por

Ajuste - Base 3

exemplo <- poisson.sm(Y=y, X=cbind(x1l,x2),

names (exemplo)

par (mfrow=c(3,1))

plot (exemplo$estimates[,1],type="1")

lines (exemplo$estimates[,1]-2*exemplo$sderror[,1],

lines (exemplo$estimates [,1]+2*exemplo$sderror[,1],

plot (exemplo$estimates[,2], type="1")

lines (exemplo$estimates[,2] -2*xexemplo$sderror[,2],

lines (exemplo$estimates [,2]+2*exemplo$sderror[,2],

plot (exemplo$estimates[,3], type="1")

lines (exemplo$estimates [,3] -2*exemplo$sderror[,3],

lines (exemplo$estimates [,3]+2*exemplo$sderror[,3],

summary (glm(y~cbind (x1,x2), family=poisson))

exemplo$estimates [length(y),]
exemplo$sderror[length(y),]

intercept=TRUE,

col="blue")

col="blue")

col="blue")
col="blue")

col="blue")
col="blue")

lambdaO=1, c=1)

A estimativa dos parametros no tempo 7" = 1000 é dada na Tabela 6.1, onde
encontram-se, também, as estimativas dos parametros obtido utilizando-se a funcao
glm, a qual ajusta um modelo de Poisson estatico. Pode-se observar que as estimativas
pontuais (e seus respectivos erros padrao) estdo muito préximos entre os modelos e
também préximos dos valores reais, indicando que o modelo de regressao dinamica
de Poisson também pode ser utilizado para analisar dados estaticos. Sendo assim,
esse modelo é uma generalizagao do Modelo Linear Generalizado Poisson, que ajusta
dados estaticos e dinamicos. A evolucao temporal das estimativas dos parametros

pode ser vista na Figura 6.5.

Tabela 6.1: Estimativa dos coeficientes do modelo Poisson estatico

Modelo COEFICIENTE | ESTIMATIVA ERRO
ESTIMADO PONTUAL PADRAO

MLG Poisson dinamico | INTERCEPTO 1.018137 0.04895716
By -0.1897312 0.06073841
5o 0.4672894 0.06186289

MLG Poisson estatico | INTERCEPTO 1.01003 0.04920
B 20.19204 0.06087
Ba 0.47616 0.06219
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No préximo capitulo abordaremos os Filtros de Chopin (2007) e Caron et. al

(2012) e os aplicaremos para a distribuigao de Poisson.
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Figura 6.1: Dados simulados com mudanga na inclinagao de 6;. A linha pontilhada
indica onde houve a mudancga estrutural da série ;.
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Figura 6.2: De cima para baixo tem-se: Série histérica y, em preto, valor predito
em vermelho, intervalo de credibilidade em linhas azuis. Valor real de 6, em preto,
estimativa 6, em vermelho e intervalo de credibilidade em linhas azuis.
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Figura 6.3: Dados simulados com um ponto abrupto em #;. A linha pontilhada indica
onde houve a mudanca estrutural da série y;.
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Figura 6.4: De cima para baixo tem-se: Série histérica y, em preto, valor predito
em vermelho, intervalo de credibilidade em linhas azuis. Valor real de 6, em preto,
estimativa 6, em vermelho e intervalo de credibilidade em linhas azuis.
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Figura 6.5: De cima para baixo tem-se: Evolugao temporal das estimativas do inter-
cepto, x1 e xo. Valor real de #; em linhas pontilhadas vermelhas, estimativa 6, linhas
pretas e intervalo de credibilidade em linhas azuis.
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Capitulo 7

Modelos Dinamicos para a
Deteccao de Pontos de Mudanca

via Filtro de Particulas

Recentemente, foram propostos modelos nos quais sao utilizados filtro de particulas
para detectar a quantidade de pontos de mudancas, e onde eles estao localizados,
baseados no método de Barry e Hartigan (1992). Chopin (2007) desenvolveu um
algortimo de filtro de particulas para detectar mudangas em séries de longa duragao,
Fearnhead e Liu (2007) desenvolveram um filtro de particulas para a detecgao de
pontos de mudanga baseados nas ideias de Chopin (2007) e o utilizaram para modelar
dados de DNA. Caron et al. (2012) generalizaram o filtro proposto por Fearnhead e
Liu (2007) para estimar parametros estéticos do modelo além de detectar os pontos
de mudanca.

Diferentemente da abordagem dada no capitulo anterior, aqui considera-se o pro-
blema de detectar pontos de mudangas (mudangas estruturais) sem o conhecimento
a priori da quantidade, e os locais onde ocorreram as mudancas. Os algoritmos des-
critos neste capitulo sao baseados em filtros de particulas e suavizacao de um modelo
de espaco de estados nao gaussianos.

Primeiramente serd descrito o algoritmo proposto por Chopin (2007). Este algo-

ritmo combina as principais ideias dos filtros de particulas e dos métodos MCMC!.

! Amostragem por rejeicao e algoritmo de Metropolis-Hastings.
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Em segundo lugar serd descrito o algoritmo proposto por Caron et al. (2012).
Tal algoritmo é uma extensao do filtro de particulas proposto por Fearnhead e Liu
(2007), por permitir a estimagao de parametros estaticos dos modelos.

Na terceira secao os algoritmos de Chopin (2007) e Caron et. al (2012) serdo

aplicados ao modelo Poisson por meio de dados simulados.

7.1 Algoritmo de Chopin (2007)

Chopin (2007), propos um algoritmo hibrido que combina as principais ideias dos
filtros de particulas e dos métodos MCMC para a deteccao dinamica dos pontos de
mudancas, sem o conhecimento a priori dessas mudancas.
Considere um modelo de série temporal discreta indexada por um parametro de
mudanca 0, t > 1,
Yo ~ (Y| Di-1, 64), (7.1)

onde D, ; denota a subsequéncia yi,...,7;_1. Assume-se que o parametro de mu-
danca, ;, segue um processo constante definido por partes, tal que

k—1 k

0; = €, sob a condicao de Zéi <t < 251»,

i=1 i=1
ou seja, para as 0; primeiras observagoes, o valor de parametro é e, para as 0o
observacoes seguintes o valor é €5 e assim por diante. A descricao acima define a
equagcao das observacoes do modelo dinamico.

Os 9;’s e 0s €;’s sao desconhecidos, com densidades a priori ms(.) e 7(.) respectiva-
mente. A densidade 7s(.) possui suporte nos inteiros positivos. Por simplicidade, as
densidade sao assumidas, a priori, independentes e identicamente distribuidas, mas
essa suposigao pode ser relaxada (Chopin, 2007).

Chopin (2007), propos uma reformulagao desse modelo genérico para um modelo
de espago de estados geral, ou seja um modelo de um processo observado (y;), para o
qual o comportamento é expresso condicionalmente a um processo de Markov oculto
(). Seja d; o tempo de duragdo, no tempo t, desde a ultima mudanga, ou seja

di=t—0; —...— d,_1, se 0 processo esta no regime k.
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Esquematicamente, o processo descrito por Chopin (2007) pode ser ilustrado de

acordo com a Figura 7.1

£ ! i ' Sm—l

i E et = Em
! ! ! m_1! m N -
1 8, & +1 &1+ 8, Z;:j & +1 Zi:f. Z & +1 T
\ | \ J -

I

&3 Sm-1 L |
Y
dr

Figura 7.1: Representagao esquematica do processo descrito por Chopin (2007).

Seja xy = (04, d;), uma varidvel latente estendida tal que, a equagao do sistema é

condicional a x;_1 = (6;_1,d;_1), descrita por

(04_1,di—1 +1)  com probabilidade 7s5(0 > dy—q + 1|0 > d;_1)
Ty = (eu dt) =

(e",1) com probabilidade (6 = dy—1 + 1|0 > dy—1)
(7.2)

onde €* é amostrado, independentemente, da priori m(.).

Em linhas gerais, na etapa de filtragem, que é uma sequéncia de derivagao da den-
sidade p(x¢|D;_1), é feita uma estimagao dindmica do instante da iltima mudanca e o
valor dos parametros. Em contrapartida, a etapa de suavizacao permite a estimacao
conjunta de todos os pontos de mudanca e dos parametros de cada regime para todo

o conjunto de dado D;.
Chopin (2007), descreveu varias propostas de algoritmos para o problema em
questao. O primeiro filtro de particulas consiste na geracao e atualizacao de particulas

xgj ), 7 =1,..., H, através dos passos iterativos descritos a seguir:

Algoritmo 1

e Passo 1: Simule independentemente para j=1,..., H

e~ plalz?),
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onde p(x¢|z;—1) descreve a densidade condicional da cadeia de Markov oculta {x}.

e Passo 2: Pondere as particulas, para j = 1,..., H, onde os pesos sao dados por

ng) = p(y¢|Di—1, xgj))’

em que p(y¢|De—1, xﬁf )) define a verossimilhanca condicional do processo observado ;.

e Passo 3: Reamostre as particulas, isto é, substitua o conjunto atual de particulas por um

conjunto contendo ngj ) réplicas de x,(fj ), j=1,...,H, onde ngj ) é uma amostra que satisfaz

j ngj) H j
E(”ﬁj)) TS W e Dy ngj) =H
j=1W¢

e Passo 4: Fagat =1t + 1 e vé para o passo 1.

Segundo Chopin (2007), as transigoes Markovianas do modelo em questao nao pos-
suem boa mistura, de modo que outras estratégias foram desenvolvidas para melhorar

o algoritmo inicial.

7.1.1 Algoritmo 2 - Rao-Blackwellizacao do componente dis-

creto

/)

Considere a simulacao de a:ﬁj @

condicional a x;”’; no passo 1 do algoritmo 1. Dada a
estrutura particular de p(z|x¢—1), isto envolve a simulagdo de um componente binério
que designa se houve ou nao ponto de mudanca no tempo t.

Como a probabilidade desse evento pode ser calculada exatamente, esse com-
ponente binario pode ser ”Rao-Blackwellizado”, isto é, as contas podem ser fei-
tas integrando com respeito a este (Marginalizando). Segundo Chopin (2007), a
Rao-Blackwellizacao causa diminui¢ao da variancia assintdtica das estimativas dos
parametros do modelo.

Assuma que xgj_)l = (€,d) e crie duas particulas, cada uma correspondendo a uma

das duas possibilidades, mesmo regime ou regime diferente, com pesos respectivos,

o 29 = (e,d+1), w" = 75(8 > d+1]6 > d)p(ys| Ds_1, 6; = €) - Mesmo regime.
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o xijz) = (e", 1), w,gj’z) = p(y¢|Di—1, 0 = €*) - Regime distinto.
e ¢ é gerado, independentemente, a partir de 7(.).

Desse modo, obtém-se um conjunto com 2H particulas, que podem ser amostradas
com respeito aos pesos wt(j g ngz)’ de modo a obter H particulas.
As probabilidades, w5(d > d + 1|0 > d) e ms(0 = d|6 > d), ndo necessitam estar

disponiveis em forma fechada. No entanto, note que

(0 =dld>d) = 1—75(0>d+1]0 >d) = — =

P(6 > d)
_ P(6=d)  P(@E=d)
P >d) 1-P<d)
ms(d
S L) (73)

Pode-se salvar as somas parciais ZZ; ms(k) e reutilizé-las quando necessério.

Problema: O filtro Rao-Blackwellizado continua a ser altamente ineficiente, de-
vido & falta de boas condicoes de mizing?® do processo latente ;.

Considerando o problema em questao, ocasionado pelos parametros constantes in-
cluidos no processo Markoviano oculto, Gilks e Berzuini (2001) propuseram a cria¢ao
de um 7efeito de rejuvenescimento”artifical com o movimento das particulas feito
através de um processo de MCMC. Tal processo de MCMC precisa ser invariante a
densidade alvo.

O leitor interessado no método de Rao-Blackwellizacao pode consultar Casella e

Robert (1996).

7.1.2 Nova proposta - Movimento fracional

Segundo Chopin (2007), o método de Rao-Blackwellizagao continua altamente inefici-
ente, com degeneracao devida, principalmente, a presenca de parametros constantes

nos estados do modelo dinamico, isto é, nos 6;’s, pois

k—1 k
0; =€, te€e <Z§l,2(2] .
i=1 =1

2Devido a baixa variabilidade a integracao nao consegue varrer todo o espaco paramétrico.
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Chopin (2007), propoe que sejam feitos movimentos (passos de rejuvenescimento,
para aumentar a variancia) somente nos componentes 6, de cada particula xgj) =

(ng ), dy )), através de um kernel MCMC com distribui¢ao invariante dada por

t
POy =eldi =d, D) ocm(e) [ PuplDyr,0h=e). (7.4)
b=(t—d)+1

Isso implica em implementar um passo MCMC com respeito ao modelo corres-
pondente ao periodo atual, desde a ultima mudanca. Isto é conceitualmente mais
simples e computacionalmente mais barato do que considerar o modelo completo
correspondente as observagoes até o tempo t.

Na expressao (7.4) considerou-se, apenas, as observagoes correspondentes aos tem-
pos b = (t — dgj )) + 1 até t, isto é, correspondente ao tempo atual, desde a ultima
mudanca.

Sumarizando:

e A técnica de movimento fracional destina-se a ’oxigenar’ o filtro de particulas de
modo a atenuar o problema da degeneragao do processo. Dessa forma, introduz-
se variabilidade extra através de movimentos (pertubagoes) introduzidas via
MCMC, na parte estatica do processo. O processo degenerativo ocorre, princi-

palmente, devido a parte estatica dos parametros desconhecidos.

e O kernel do MCMC é dado por

t
771‘@ = P(6; = €|ld, = dgj), Dy) x 7 (€) H P(yp|Dp-1,0, = €).  (7.5)

b=(t—d)+1

e Na expressao acima considera-se no kernel proposto apenas a influéncia das

observagoes correspondentes ao tempo t atual, desde a ltima mudanca.

Sendo assim, o filtro de particulas Rao-Blackwellizado com movimento fracionado

pode ser resumido através dos seguintes passos (Chopin, 2007):
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Algoritmo 3:

1. Passo 1: Simule, independentemente, para j = 1,..., H, €¥) ~ 7 .(.), e condicional a
xgj )1 = (991, dgi)l), crie duas particulas, cada uma correspondendo as duas possibilida-

des, de ter havido ou nao mudanga no tempo t:

xij’l) = (92@1, cl,(fj_)1 + 1), quando nao houve mudanga;

G2 _

x; (¢9),1), quando houve mudanca.

2. Passo 2: Repondere as particulas com pesos respectivos

w = w58 > dP) 4100 > d))p(yilor = 07, D),

wi® = w58 = d? (6 > AP (w0 = €9, Dy ).
3. Passo 3: Reamostre as 2H particulas com pesos respectivos wéj’l), wt(j’Z), de forma a
obter H particulas reamostradas.
4. Passo 4: Para cada particula selecionada xgj ) = (Ht(j ), dgj )) substitua Ht(j ) por

oy NTIE)
0,@ -~ kij)(% 7-)7

onde kgj ) 6 um kernel MCMC com distribuicdo invariante nt(j ) como em (7.5).

5. Passo 5: Faca t =t + 1 e retorne ao passo 1.

A atualizacao dos parametros no passo 4 do algoritmo dado acima se da por meio
de um passo utilizado o algoritmo Metropolis-Hastings Gaussiano, ou seja considera-
se a densidade candidata e|0t(j) ~ q(e|«9t(j)) = N(Qij), 33;) e simula-se um passo MCMC

da seguinte forma

¢ com probabilidade min (1 M)
ég]) — ) q(5|9£J))7h(]>(9§J)) P (76)

0 caso contrario.

A matriz de covariancias é dada por
1 & 1 1
S 2 @) (pNT _ | * (4) - (4)
=g Zj_l 6 67) g2 )\ g2 ’
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onde 7 é uma parametro de ajuste. Segundo Chopin (2007), valores de 7 entre 0.5 e
1 garantem uma melhor performance para o filtro. Para maiores detalhes do filtro,
bem como outras informagoes, o leitor interessado pode consultar Chopin (2007).

O procedimento via filtro de particulas para a detecgao de pontos de mudanca pro-
posto por Chopin (2007), nao incorpora a possibilidade de haver parametros estaticos.
Tal como discutido no Capitulo 6, os modelos de espaco de estados que incorporam
parametros estaticos demandam sofisticadas metodologias para a estimacao eficiente.

Nesta dissertagao, propomos uma extensao ao filtro de Chopin (2007) para in-
corporar a estimacao de parametros estaticos. Tal modelo sera visto em detalhes na
Secao 8.2 do Capitulo 8.

Na préoxima secao descreveremos, em detalhes, a técnica proposta por Caron et

al. (2012).

7.2 Algoritmo de Caron et al. (2012)

7.2.1 Modelo Estatistico

De acordo com Fearnhead e Liu (2007), considere uma série temporal observada z;,
t =1,...,T, em que, para cada periodo de tempo de 7 a j, para 7 < j, tem-se
Zig = (Ziy- ., 25)-

Suponha que a série {z;} seja sujeita a heterogeneidade temporal de modo que mu-
dancas abruptas ocorram em determinados pontos no tempo. Uma abordagem bas-
tante utilizada em tais contextos, consiste em segmentar a sequéncia de observagoes
z1,...,2r de acordo com uma sequéncia de localizagoes dos pontos de mudanca
0<7m <7 <...<T, <T, tais que as observacoes sejam homogéneas dentro
de cada segmento e heterogénea entre os segmentos.

Para os m pontos de mudanga (PM) ha m + 1 segmentos contiguos:
Zl:na ZT1+127'27 ZT2+1:T37 ey ZTm+1:T'
Modelo Especifico dos Pontos de Mudanca

De acordo com Fearnhead e Liu (2007), considere um modelo de ponto de mudanga
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em que as posicoes no tempo em que as mudancas ocorrem sao modeladas de acordo
com um processo Markoviano de modo que

Pr(O préximo ponto de mudanga ocorre em to| A tltima mudanga ocorreu em ¢1) =

= P’I“(PM em t2| PM em t1) = h(tg — tl). (77)

Dessa forma, a probabilidade da ocorréncia de um ponto de mudanca depende,
apenas, do "indice de distancia” do ponto de mundaca anterior. Esse modelo é um caso
especial do modelo de partigdo produto para pontos de mudanga (Barry e Hartigan,
1992).

Em (7.7), considere que h(.) descreve alguma distribuigao de probabilidade com
suporte nos inteiros positivos. Adicionalmente, denote por H(.) a funcao de distri-

buigao acumulada (f.d.a) associada a h(.), i.e,

H(l) = h(i). (7.8)
A f.d.a. H(.) serd utilizada na descrigdo do processo de estimagao.

Pressupostos do Modelo

Um pressuposto basico na formulacao do modelo ¢é o da independéncia condicional
entre os pontos de mudanga (Barry e Hartigan, 1992; Fearnhead e Liu, 2007): dada
a posicao de um ponto de mudanca, a data anterior aquele ponto de mudanca €

independente da data posterior ao ponto de mudanca.
Multimodelos

Para cada segmento de observagoes zr,11.,.,, ¢ = 0,1,...,m, assumes-se que exis-

tem M possiveis modelos.
Distribuicao a prior: do modelo

Para cada modelo

r e {1,2,...,M},

que ocorre com probabilidade a priori p(r), esté associado um conjunto ¥, de parametros

desconhecidos, com distribuicao a prior: m,.
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A Figura 7.2 sumariza a hierarquia elaborada para modelar o segmento 2,1 1.r,., .

Modelos possiveis: 1 2 r M
Prioris Associadas: p(1) v(2) p(r) p(M)
Hiperpardmetros: ¥ Y, . ¥, . Wt
Prioridos Hiperparametros: m(¥)  m(E) (%) . T (War)

Figura 7.2: Hierarquia de modelagem do segmento segundo Caron et al. (2012).

Distribui¢ao de probabilidade de um segmento genérico z;;

Tome ¢ < j. Condicionalmente a um dado modelo r € {1,2,..., M}, a distri-

buigao de probabilidade associada ao segmento z;.;, ¢ dada por

P(Zsslr) = P, j|r) = / p(zig, W |r) 0, — / p(ziglrs ) m, (0, (7.9)

A distribuicao marginal associada ao segmento z;,; é dada por

M

P(i,j) =Y P(i,jlr)p(r). (7.10)

r=1

Tal probabilidade pode ser calculada analiticamente para casos bem especificos
como, por exemplo, para prioris conjugadas. No entanto, tipicamente, tal integral é
analiticamente intratavel e métodos numéricos, como quadratura gaussiana, ou apro-
ximagoes, como a de Laplace, devem ser utilizadas. Um exemplo em que essa integral
¢ analiticamente tratavel é quando considera-se o modelo em que y; ~ Poisson()\;) e

At ~ Gamma(a, b). Sendo assim, tem-se que, para r = 1 e ¥; = (a,b), obtem-se

b* ['(s*+a—1)
i * s*+a—1"
[(a) [ s yk!] (n*+b)

P(i, jlr) = (7.11)

onde s* = f;:iyken*:j—i—i-l.
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Deteccao dos pontos de mudanca

Seja o evento,

Cy = Tempo do ponto de mudanga mais recente anterior no tempo t,  (7.12)

que descreve o estado latente no tempo t.
Condicionalmente a C;_; = 1, tem-se que as probabilidades de transicao entre os

estados sao descritas por

p1 se j =1 (Nao houve ponto de mudanga no tempo t)
f(Ci=jlCi1=i)=qpy sej=t—1 (A mudanga mais recente ocorreu em ¢ — 1) (7.13)

0 Nao houve PM algum anterior a ¢.

Fearnhead e Liu (2007) descrevem (7.13) como a seguir

p

1—H(t—i—1) .
1—H(t—i—2) se g =1
f(Cy=jlCiy =1) = H(tfli:é)(tfjgg)iq) se j=t—1 (7.14)
0 caso contrario
\

A prova da expressao (7.14) é apresentada nos apéndices. Tal expressao descreve,

de fato, a equacao do sistema de um modelo dinamico.

7.2.2 Inferéncia Exata

Podemos reescrever esse modelo de ponto de mudanca como um modelo de espaco de

estados seguindo as idéias de Chopin (2007) e Fearnhead e Liu (2007).
Formulacao do problema via Modelos de Espaco de Estados

Como ja mencionado, C; representa o estado latente no tempo t. A equacdo das

observacoes associada ao modelo dinamico para pontos de mudancga é descrita por

P(z14|Cy = j)
P(zlzt—1|0t - j)’

9(%|Cy = j, Dy—q) =
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mas, utilizando-se a propriedade da independéncia condicional, mencionada nos pres-

supostos do modelo,

P(z;¢|Ce=j) _  P(t)

. Pz 1Ci=j) — PUi—1 se j<t—1
9(%|Ci = j, D) = ;( i |; ”) 0; >1 | . (7.15)
Rt—1: =J _ t—1,t .
P(ztilzltjl‘étij) — P(t—1,t—1) se g=t—1

em que P(i,7) é dada pela equagao (7.10).

Em resumo, o modelo de espaco de estados em questao é dado por

e Equacao das observacgoes:

P(jvt) y
S se j<t—1
9(24]Cy = j, Dy y) = ¢ 7OV : (7.16)
P(t—1,t) se j=t—1
e Equacao do Sistema:
(
1-H(t=i-1) se =1
1—H(t—i—2) J
f(Cr=jlC=1i) = H“‘f_‘é{;ﬁﬁ;j‘” se j=t—1 (7.17)
0 caso contrario.

A expressao g(z|Cy = j, D;—1) também descreve o que Caron et al. (2012) designam

como densidade preditiva condicional.
Filtragem - obtencao da distribuicao P(C;|D;)

A distribuicao a posteriori (Filtrada) de (Cy|Dy), i.e, pode ser obtida recursiva-

mente. Seja

P(Ct‘Dt) _ P(Ct7 Dt) _ g(cta Dt)

SIS P(Co=4,D) s €(Ci=1i,Dy)
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em que

§(Cn Dy) = g(2|Cy, Dyo1) P(Cy| D), (7.18)
t—2
P(Cy=i|Dy1) = Y P(Ci=1i,Coy = j|Dsy)
j=0
t—2
= Y P(C,=i|Ciy = j)P(Ciy = j|Dy1) (7.19)

5=0
e Nocasodei <t—1,1i.e, i <t—2 entao o tempo da tltima mudanca, anterior

ao tempo t— 1, nao pode ter ocorrido para tempos inferiores a 7 e, muito menos,

para tempos superiores a ¢. Logo,

. . 0, se 7<1
P(Ct =75,C1 = Z|Dt) =
P(Cy=34,Cio1 = j|Di1), se j=i

Dessa forma, tem-se que (7.18) é descrita por
§(Cr = 7,Dy) = g(2|Cy = j, Dy—1)P(Cy = §|Ciy = §)P(Cii=jip,_, ). (7.20)

e No caso de © =t — 1, entao o tempo da ultima mudanca, anterior ao tempo
t — 1, pode ter ocorrido em qualquer tempo j < ¢t — 2. Logo, a expressao (7.19)

¢ descrita por

. Z:;2 P(Ct = j|Ct,1 = Z-)P(Ct,]_ = Z-|Dt,1), se ] <t-—1
P(Cy=jID) =~
P(Of = j|Ct_1 = i)P(Ct_l = i‘Dt_l), se j =t—1

Dessa forma, a expressao (7.18) é dada por

) 9(2¢|Cy = J, Dy—1) f(Cy = j|Ci—1 = §)p(Cy = j§|Dy—1) se j<t—1

9(2|Cy = §, D) Z:;(Q) f(Cy = j|Ci—1 =) P(Cy = i|Dy—1) se j=t—1

Como as distribuigoes filtradas P(Cy|D;) sao armazenadas para todot =1,...,T,
entao pode-se simular a partir da distribuicao conjunta a posteriori dos parametros

no tempo 7" usando a ideia de Chopin (2007)
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Simulagao dos pontos de mudancga a partir da distribuicao conjunta a posteriori:
1. Simule 71 de p(Cr|Dr). Faga k = 1.

2. Enquanto 1, > 0, amostre 7,41 e faca k + 1.

7.2.3 Estimativa recursiva dos parametros

Usualmente as probabilidades de transigao f(Cy|Cy_1) e a densidade preditiva con-
dicional g(z|C}, D;) dependem de alguns parametros § € R™ que necessitam ser
estimados a partir dos dados. Caron et al. (2012) propuseram a estimagao por
maxima verossimilhanga recursiva de 6. O subscrito 6 serd utilizado para enfatizar a
dependéncia sob os parametros da densidade de filtragem py(Cy|D;), da probabilidade
de transigao fy(Cy|Ci_1) e da densidade preditiva condicional gy(z|C; = j, D;). A log

verossimilhanca dos dados Z;.; é descrita por

:(6) = log(po(z1)) + ) _ log [po(z4| Di—1)]

k=2
onde, de acordo com a expressao (7.18),
t—1
Po(2e|Dy—1) = Zfa(ct =7, Dy).
§=0
Quando t — oo entao limy_ @ = [(0). A estratégia consiste em encontrar

o maximo local de [(f). Sendo assim, utiliza-se um algoritmo de aproximacao es-

tocdstica (Benveniste et al. 1990)

01 = 011+ v Vlogpe,,, (2| Di-1), (7.22)

onde a sequéncia {7} é nao crescente positiva tal que Y ;o v = 00, D077 < 00
e Vlogpy,.,, ,(z|Di—1) é o gradiente da log verossimilhanca preditiva calculada em
0;. O subscrito #;.;_1 indica que esse gradiente é calculado utilizando as recursoes
atualizadas com 6 = 65 no tempo k + 1. Sob condigdes de regularidades (Benveniste

et al 1990) pode-se mostrar que 6; converge para o maximo local de [(). Para
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acelerar a taxa de convergeéncia do algoritmo, pode-se usar o método de Newton ou

quasi-Newton?®. Para calcular o gradiente em (7.22), note que

Ups(u|Dir) _ Xm0 Véo(Cr = j, D)

Vlogpy (2| Di-1) = = : : (7.23)
e po(2t| D—1) Z;ZB §(Cy = j, Dy)
Calculando as derivadas de py(Cy|D;) com respeito a 6, obtém-se
V&(Cy, D >~ V&(Ci, Dy)
Vpo(z|Di—1) = tje( n D) — po(2|Di—1) jti)l (7.24)
Z]‘:o §o(Ct, Dy) ijo &o(Cr, Dy)
O termo V&y(Cy, Dy) é obtido tomando-se as derivadas de (7.21)
Veo(Cy = .Dy) = 90(2|Cocy = 4, Dy_1) fo(Cy = j|Ci—1 = §)po(Cy = j|Dy_y)mw?? se j<t-— %7.25)

90(2|Cs = j, Do1) X'28 fo(Cr = §|Coo1 = i)pa(Co1 = i|De1)my? s j=1t—1

onde

wt(i’j) = Vlogge(z|Cy = j, Dy—1) + Vlogfy(Cy = j|Ci1 = i) +

+ Viogps(Ci1 = i| Dy ). (7.26)

7.2.4 Inferéncia Aproximada

O custo computacional para calcular as recursées de pp(Ci|Dy) € Vlogpy(z:|D:i—1) em
cada tempo t é proporcional a t. Logo, a medida que a base se torna grande, existe
um grande esfor¢co computacional que torna o procedimento exato proibitivo. Sendo
assim, Fearnhead e Liu (2007) e Caron et al. (2012) propuseram um esquema de
aproximacao numérica para aproximar a densidade filtrada.

Em cada tempo ¢ o algoritmo exato armazena o conjunto de probabilidades
po(Cy = j|Dy) para j = 0,1,...,t — 1. Dado que muitas dessas probabilidades sdo
negligenciaveis, é razoavel aproximar a distribuicao de filtragem por um conjunto pe-

queno Ny de pontos do suporte da distribuigao cﬁl), e ,cgNt), chamado de particulas,

com probabilidade associada wﬁl), e ,wﬁNt), chamada de pesos.

3Vide Poyiadjis et al. (2011) para uma aplicacdo dessa abordagem para o caso de modelos de
espago de estados gerais.
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Para limitar o nimero de particulas IV; no tempo ¢, Caron et al. (2012) adotaram
um esquema simples, onde todas as particulas as quais os pesos estao abaixo de
um limiar € sdo descartadas. J& Fearnhead e Liu (2007) utilizaram reamostragem
estratificada 6tima proposta por Carpenter et al. (1999). No tempo ¢ — 1, suponha

que &(Cy_1, D) e p(Cy_1|Dy_1) sdo aproximados como

Ni_q

&(Cio1,Dyo1) = 2@9156@1(th1)

Ni—1

ﬁ9(0t71|Dt71> = Z wt(i_)lacgi_)l<ct,1>,

onde 5C(¢> (Cio1) =1seCyy = c,@l e 0 caso contrario, ou seja, w,@ é uma aproximagao
t—1

de &(Cyq = cgi)l, Dy 1), enquanto wt(i) é uma aproximacao de pg(Cy_1 = c§?1|Dt,1),
com w\” o @ e SNt = 1. Caron et al. (2012) propuseram a seguinte

aproximacao para Vpg(C’t_1|Dt_1):

Ni—1

Vpo(Cra|Diy) Zwt ! f“ﬁgl(ct—l)a (7.27)

onde 3Nt 1@ . =0. Aqui wt 1ﬁt 1 ¢ uma aproximacao de Vpy(Cy_; = ct 1|Dt 1)
Sendo assim, ,Bt_l pode ser visto como uma aproximagao de Vlogpy(Cy_1 = ct_1 |Di—1).
No tempo ¢ seja ég D= c§’)1 e c(Nt | para cada particulat=1,..., N;_;.

Para calcular uma aproximacao de pp(Cy—1|D;—1) substitui-se a aproximagao (7.27)

em (7.21) para se obter pesos nao normalizados para i =1,..., Ny_;
=) _ O:~(i)D C, =¢ )O _ =)y, () 798
Wy 96(2|Cy = &7, Dy—1) fo(Cy = & | -1 =6 )wt 1 (7.28)
e
Ne—1
@M = g(alCr=a" D) Y foCr=t = 1|C = &)l (7.29)
=1

128



Similarmente, substituindo-se (7.27) em (7.25) obtem-se uma aproximagao dgi) de
Vé(Cy = 59, Dy), parai=1,..., N, 1, dada por

&) = go(2lCo =&, D) fo(Cr = & |Cir = & yw?, x
x [v1oggg(zt|ct =& Dy_y) + Viogfs(Cy = &|Cy_y = &0y + 89, (7.30)
(6]
) N1
Mt = ge(m|Cr =", Dyoy) D foCo=t—=1|Cry = & yw?; x
=1

X

[Vlogge(zt\(}'t =t —1,D;_1) + Viogfo(Cy =t — 1|Cs_y = &) + 8D, ] .(7.31)

Usando (7.23), obtem-se
ZNtfl"Fl &(i)

Viogpg(z|Dy_q) = ==L ——L (7.32)
Sl

O algoritmo de Caron et al. (2012) pode ser resumido através dos seguintes passos:

Algoritmo de Caron et al. (2012):

e No tempo t = 1: Escolha gy, ci =1, wi =1, i =0e Ny = 1.

~N¢_1+1 — 1

e No tempo t > 2: parai=1,...,N;_1 seja ¢i = ci_; e faga ¢,
e Parai=1,...,N;_1 + 1 calcule &} usando (7.28)-(7.29) e 6;_1.
e Parai=1,...,N;_1 + 1 calcule &{ usando (7.30)-(7.31) e 6;_.

e Atualize o vetor de parametros utilizando

ZNt 1+1 al
t

et = 91571 “"'Yt%
t

ZzNztl g
(1 )

e Selecao de Particulas: Selecione as particulas tal que seu peso normalizado seja w;

Faga N, igual ao ntimero de particulas selecionadas.

e Parai=1,..., Ny, calcule Bt(i) usando
Ny ~
(@) _ af( ) _ Dim G aV
D) ~N: -~ 00 N: -
wzg ) it w?(j) pI wf( 7

parai=1,...,Ng, onde ¢ : {1,...,N:} = {1,..., N;_1 + 1} é a funcdo injetiva, tal que
wt(i) = wf(i).
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Tipicamente as estimativas dos parametros convergem antes de 1" para grandes
valores de T. Para o caso em que ha uma base de dados pequena, Caron et al.
(2012) sugerem executar o filtro de particulas K > 1 vezes na base de dados, usando

9§j) = H(ijl) e *yij) = (ijl) para j = 2,..., K, para se obter uma convergéncia.

7.3 Modelo Dinamico Poisson com Ponto de Mu-

danca

7.3.1 Modelo Dindmico Poisson com Ponto de Mudanca se-

gundo o filtro de Chopin (2007)

Nesta secao serd descrito o algoritmo de Chopin (2007) para a distribui¢ao de Poisson.
Mas a abordagem adotada nesta dissertagao segue a linha de Fearnhead e Liu (2007),
o qual ao invés de modelar o tempo de duragao de cada segmento entre pontos de
mudanca, como apresentado na secao, ele modela os tempos em que ocorreram as
mudancas. A justificativa de se usar essa abordagem é que assim unificou-se a meto-
dologia para ambos os filtros de particulas descritos nesta dissertagao, o que facilitou
a implementagao de ambos.

Para tanto, os pontos de mudanga C; no modelo seguem um processo de Mar-
kov com probabilidade de transigao igual a equagao definida em (7.14). Para esta
dissertagao h(.) foi escolhida como uma distribui¢do geométrica. Sendo assim, a pro-

babilidade de transi¢ao na equagao (7.14) é simplificada, e é dada por

' _ 1—p se j=1,
P(Ct :]‘Ct,1 :7/) = (733)
pse j=t—1.

De posse dessas premissas e seguindo as ideias dadas em Fearnhead e Liu (2007), o
algoritmo de Chopin para a distribuicao de Poisson, implementado nesta dissertacao,

pode ser resumido nos seguintes passos:
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Filtro de particulas Rao-Blackwellizado segundo Fearnhead e Liu (2007):

e Passol: Para cada particula xﬁj_)l =( Ei_)l, 9,@1), para i =1,2,..., H, amostre
1 N
= (0 d)
xijg) = (e(j),t —-1).

e Passo 2: Repondere as particulas com pesos

wt(ﬂ) = p(yel0s = et@th—l)(l —p)
ng,z) = p(y|6; = €9, Dy_1)p.

, . i1 j,2
e Passo 3: Reamostre as 2H particulas com pesos respectivos wij ), w,gj ), de forma a

obter H particulas reamostradas.

e Passo 4: Para cada particula selecionada xgj) = (H)Ej), cgj)), substitua Qt(j) por
vy N
tgt(J) ~ kgj)(f?t -,-)7
onde k,gj ) 6 um kernel MCMC com distribuigao invariante n,gj ) como em (7.5).

e Passo 5: Facat=1t+ 1 e va ao passo 1.

O algoritmo para suavizacao pode ser resumido nos seguintes passos

e Faca k=T,
e Enquanto k>0

1. Amostre x,(j) a partir de p(zk|Dyg), ou seja, reamostre, com reposigao, a particula
xéj ) com peso proporcional a wlgj );

2. Faca k + ), para j =1,2,..., H.

9

7.3.1.1 Anadlise de dados simulados

Para ilustrar o filtro de particulas de Chopin (2007), aplicado a distribuigao de Pois-

son, foi simulada a seguinte base de dados:
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wt

11

13

15

17

e Simulou-se uma série temporal de tamanho T" = 600, tal que os segmentos sao

dados por

1. Segmento 1: para 0 <t < 200 amostra-se de y; ~ Poisson(\; = 3);
2. Segmento 2: para 201 <t < 400 amostra-se de y; ~ Poisson(\; = 1);

3. Segmento 3: para 401 <t < 600 amostra-se de y; ~ Poisson(\; = 3).
e Portanto, as mudancas ocorrem em 7, = 200 e 75 = 400.

A base de dados foi gerada no software R, a programagao utilizada para a geragao

da base é dada por

Simulacao

#SIMULANDO UM MODELO POISSON COM PONTOS DE MUDANGA
set.seed (456)
T = 600
y <- rep(0,T)
d <- y
#Regimes (Pontos de mudangas ocorrem em 200, 400)
tau = c(0, 200, 400, T)
#Valores dos pardmetros em cada Tegime.
lambdat = c(3, 1, 3)
#simulando a série
for (j in 1:(length(tau)-1)){
for (i in (tauljl+2):(taulj+11)){
y[i]l <- rpois(1l, lambda=lambdat[j])

plot(y, type="1")
abline (v=c (200, 400), col="red", lty=2)

Nesta dissertacao foram criadas duas fungoes chamadas C'hopin Fiilter e ChopinSmooth,

que foram utilizadas para ajustar o filtro de Chopin a dados de contagem e fazer a su-
avizagao, respectivamente. O numero de particulas utilizado para a aplicacao do filtro
foi H = 50000. As linhas de programagao criadas para analisar os dados simulados

sao dadas por

Ajuste

filt_poisson <- ChopinFilter(y=y, p=1e”-6, hiper=(2,1), NParticle=50000,
family=P0ISSON, gama=0.75)

smooth_poisson <- ChopinSmooth(y=y, particles=filtl$Particles,
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10

12

14

16

18

20

22

weight=filt1$Weight)

par (mfrow=c(3,1))
plot(y, type="1")
abline (v=c (200, 400), col="red", lty=2)

#ESTADOS

plot (filt_poisson$thetaf ,lwd=1, 1lty=1, type="1",
ylim=c(min(filt_poisson$lthetaf), max(filt_poisson$uthetaf)),
main="filter")

lines(filt_poisson$lthetaf ,1lty=2)

lines (filt _poisson$uthetaf ,lty=2)

abline (v=c (200, 400), 1lty=2, col="red")

#PROBABILIDADE A POSTERIORI DE MUDANGA

plot (smooth_poisson$prob, type="h", ylab="", lwd=2,
col="black",

xlab="Tempo", main="")

abline (v=c (200, 400), 1lty=2, col="red")

Os resultados sao ilustrados graficamente na Figura 7.3.

Afim de verificar a consisténcia das estimativas, o filtro foi executado 40 vezes
utilizando 1000 particulas, posteriormente construimos os histogramas dos estados
em cada segmento. Os resultados estao ilustrados na Figura 7.4. Cada uma das 40
trajetorias foram plotadas em cinza com as trajetérias medianas plotadas em preto.

Nota-se que os histogramas estao concentrados proximos dos valores reais, marca-
dos pelas linhas tracejadas em azul. Dessa forma, pode-se ver que uma estratégia que
pode ser utilizada para se analisar dados reais via Filtro de Particulas consiste em
executar o filtro mais de uma vez e utilizar a mediana das trajetérias como estimativa

final para os estados, o que garante uma melhor aproximacao para o estado real.
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Figura 7.3: De cima para baixo, grafico da série y;, as estimativas dos estados com
intervalo de confianca de 95% e probabilidade a posteriori de ocorrer um mudanca

no tempo t. As barras tracejadas verticais vermelhas mostram os pontos de mudanca
simulados.
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Figura 7.4: De cima para baixo, trajetérias replicadas para cada execugao do filtro
com 1000 particulas em cinza e trajetéria mediana em preto. Histograma dos estados
em cada segmento, os valores reais sao representados pelas linhas tracejadas azul.
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7.3.2 Modelo Dinamico Poisson com Ponto de Mudanca se-

gundo o filtro de Caron et al. (2012)

Para a aplicacao do filtro proposto por Caron et al. (2012) utilizou-se o modelo

Poisson-gamma, ou seja

Y ~ Poisson(\;),
At ~ Gammal(a, b).

Conforme mostrado na equagao (7.11), a distribuicdo do segmento z;.;, P(i, j|r),
¢é dada por

b* ['(s*+a—1)
; * s*+a—1"
[(a) [ i yk!] (n*+b)

P(i, jlr) =

onde s* = i:i yr e n* = j—i—+ 1. Tal como no filtro de Chopin (2007), a probabili-
dade de transigao foi escolhida tal que h(.) siga uma distribui¢do geométrica. Sendo

assim, a equagao (7.14) se reduz a

‘ ‘ 1—p se j=1,
P(Ct :j‘ct,1 :Z) = (734)
pse j=t—1,

Para a atualizagao do parametro 6, vide equagao (7.22), foi utilizado o método de
Newton-Raphson conforme descrito em Poyiadis et al. (2011). Sendo assim
v = V2logps,, ,(2¢:|D;—1). Afim de criar uma fungao mais geral, utilizou-se as deri-
vadas calculadas numericamente, apesar do modelo Poisson-gamma admitir o calculo
das derivadas analiticamente.

De posse das premissas adotadas acima, a implementacao do filtro para a distri-
buicao de Poisson seguiu os passos do algoritmo geral resumidos na Secao 6.3.2 do

Capitulo 6.
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7.3.2.1 Analise de dados simulados

Para ilustrar o filtro de particulas de Caron et al. (2012), aplicado a distribuigao de

Poisson, foram simuladas duas bases de dados

e Base de dados 1: Simulou-se uma série de tamanho 7" = 400 com 3 pontos de
mudanca nos pontos 7, = 100, 75 = 200 e 73 = 300. O valor de \; varia dentro

de cada segmento da seguinte maneira:

1. Segmento 1: para 1 <t < 100 utilizou-se \; = 4;

2. Segmento 2: para 101 <t < 200 utilizou-se \; = 1;
3. Segmento 3: para 201 <t < 300 utilizou-se A\; = 4;
4. Segmento 4: para 301 <t < 400 utilizou-se \; = 1.

e Base de dados 2: Simulou-se uma série de tamanho T" = 250 com 4 pontos
de mudanga nos pontos 71 = 50, 75 = 100, 73 = 150 e 73 = 200. O valor de X,

varia dentro de cada segmento da seguinte maneira:

—_

. Segmento 1: para 1 <t < 50 utilizou-se \; = 4;
2. Segmento 2: para 51 <t < 100 utilizou-se \; = 1;

3. Segmento 3: para 101 <t < 150 utilizou-se \; = 4

=~

. Segmento 4: para 151 <t < 200 utilizou-se \; = 1;

ot

. Segmento 5: para 201 <t < 250 utilizou-se \; = 4.

As bases de dados foram geradas no software R, a programacao utilizada para

a geracao de cada base é dada por
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— Base de dados 1:

1

3

Simulacao - Base 1

k <- 100
y <- c(rpois(k, 4), rpois(k, 1), rpois(k, 4), rpois(k,1))
n <- length(y)

plot(y, type="1")
abline (v=c (100, 200, 300), col="red", lty=2, xlab="Time")

Base de dados 2:

Simulacao - Base 2

k <- 50
y <- c(rpois(k, 4), rpois(k, 1), rpois(k, 4), rpois(k,1), rpois(k,4))
n <- length(y)

plot(y, type="1")
abline (v=c (50, 100, 150, 200), col="red", 1lty=2, xlab="Time")

Nesta dissertacao foram criadas duas fungoes chamadas caron Flilter e caronSmooth,

em que a primeira delas ajusta o filtro de Caron et al. (2012) a dados de con-

tagem e a segunda faz a suavizacao. As linhas de programagao criadas para

analisar os dados simulados sao dadas por

— Base de dados 1:

10

12

14

Ajuste - Base 1

#Ajustando o filtro de Caron

filter = caronFilter(y=y, p=0.001, theta0=c(2,1), epsilon=0.00001)

smooth = caronSmooth(y=y, particles=filter$Particles, weight=filter$Weight
)

#Ajustando o filtro de Chopin

filtl <- ChopinFilter(y=y, p=le”-6, hiper=(2,1), NParticle=1000,
family=P0ISSON, gama=0.75)

smoothl <- ChopinSmooth(y=y, particles=filti$Particles,
weight=filt1$Weight)

par (mfrow=c(2,2))
plot(y, type="1", xlab="Tempo", main="Dados Poisson")
abline (v=c (50, 100, 150, 200), col="red", 1lty=2, xlab="Time")

#PROBABILIDADE A POSTERIORI DE OCORRER MUDANGA ESTRUTURAL PARA 0 ALGORITMO

138



16

18

20

22

24

26

28

30

32

DE CARON

plot (smooth$prob, type="h", lwd=2, xlab="Tempo", ylab="Posteriori da
mudanga",

main="Algoritmo Caron et. al. (2011)")

abline (v=c (50, 100, 150, 200), col="red", 1lty=2, xlab="Time")

#NUMERO DE PARTICULAS UTILIZADO EM CADA ITERAGAO DO
#ALGORITMO DE CARON ET AL. (2011)

plot (filter$NP,type="1", xlab="Tempo",

ylab="Nimero de particulas",

main="Nimero de particulas")

#PROBABILIDADE A POSTERIORI DE OCORRER MUDANGA ESTRUTURAL PARA O
#ALGORITMO DE CHOPIN

plot (smoothl$prob, type="h", ylab="Posteriori da mudanga", lwd=2,
col="black",

xlab="Tempo", main="Algoritmo Chopin (2006)")

abline (v=c (50, 100, 150, 200), col="red", 1lty=2, xlab="Time")

— Base de dados 2:

10

12

14

16

18

20

22

24

Ajuste - Base 2

#Ajustando o filtro de Caron

filter = caronFilter (y=y, p=0.001, thetaO=c(2,1), epsilon=0.00001)

smooth = caronSmooth(y=y, particles=filter$Particles, weight=filter$Weight
)

#Ajustando o filtro de Chopin

filtl <- ChopinFilter(y=y, p=1e~-6, hiper=(2,1), NParticle=1000,
family=P0OISSON, gama=0.75)

smoothl <- ChopinSmooth(y=y, particles=filti$Particles,
weight=filt1$Weight)

par (mfrow=c(2,2))
plot(y, type="1", xlab="Tempo", main="Dados Poisson")

abline (v=c (100, 200, 300, col="red", 1lty=2)

#PROBABILIDADE A POSTERIORI DE OCORRER MUDANGA ESTRUTURAL PARA
#0 ALGORITMO DE CARON

plot (smooth$prob, type="h", lwd=2, xlab="Tempo",
ylab="Posteriori da mudanga",

main="Algoritmo Caron et. al. (2011)")

abline (v=c (100, 200, 300, col="red", 1lty=2)

#NUMERO DE PARTICULAS UTILIZADO EM CADA ITERAGAO DO ALGORITMO DE

#CARON ET AL. (2011)

plot(filter$NP,type="1", xlab="Tempo", ylab="Nimero de particulas",
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main="Nimero de particulas")
26

#PROBABILIDADE A POSTERIORI DE OCORRER MUDANGA ESTRUTURAL PARA O
28 #ALGORITMO DE CHOPIN

plot (smoothl$prob, type="h", ylab="Posteriori da mudanga", lwd=2,
30 col="black",

xlab="Tempo", main="Algoritmo Chopin (2006)")
32 abline(v=c (100, 200, 300, col="red", lty=2)

Os resultados, bem como a série simulada, estao ilustrados nas figuras 7.5 e 7.6.

O tempo de processamento do filtro de Caron para a primeira base foi de,
aproximadamente, 5 segundos, enquanto que o filtro de Chopin, com H =
1000 particulas, levou aproximadamente 12 segundos. Para a segunda base
o filtro de Caron levou aproximadamente 8 segundos contra 15 do filtro de
Chopin. Dessa forma, observa-se que o filtro de Caron possui um menor tempo

de processamento, por utilizar menos particulas.

No proximo capitulo sera ilustrado as novas extensoes propostas para o al-
goritmo de McCormick et. al (2012) e para o filtro de Chopin (2007). Tais
extensoes permitem que esses algoritmos estimem parametros estaticos, além

dos estados.
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Figura 7.5: De cima para baixo, grafico da série y;. Numero de particulas utilizadas
em cada iteragdo do filtro de Caron et al. (2012). Probabilidade a posteriori de
ocorrer um mudanga no tempo t segundo filtro de Caron et al. (2012).
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Figura 7.6: De cima para baixo, grafico da série y;. Numero de particulas utilizadas
em cada iteragdo do filtro de Caron et al. (2012). Probabilidade a posteriori de
ocorrer um mudanga no tempo t segundo filtro de Caron et al. (2012).
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Capitulo 8

Novos desenvolvimentos

Ao se analisar dados reais de contagem, frequentemente o analista depara-se
com superdispersao e/ou excesso de zeros. Sendo assim, o modelo Poisson
passa a nao ser adequado e outros modelos para dados de contagem devem ser
utilizados. Nesta dissertacao foram desenvolvidos dois algoritmos inéditos para
permitir a estimacao conjunta dos estados e dos parametros estaticos, genera-
lizando os algoritmos propostos por McCormick et al. (2012) e Chopin (2007).
Estes algoritmos permitiram a criagao dos modelos de regressao dinamica e
filtros de particulas para a deteccao de pontos de mudanca para os modelos
Binomial Negativo, Poisson inflacionado de zeros (ZIP) e Binomial Negativo
inflacionado de zeros (ZINB), que serao apresentados nos préximos capitulos e
ilustrados por meio de dados simulados. Tais algoritmos sao denominados como
Algoritmo de McCormick com parametros estdticos (McPE) e Filtro de Chopin
com Aprendizado de Particulas (FChAP).

Este capitulo estd dividido da seguinte forma: Na Secao 8.1 apresentamos o
algoritmo McPE, que representa uma extensao do algoritmo proposto por Mc-
Cormick et al (2012), de modo a permitir a estimagao dos parametros estaticos.
Na Secao 8.2 apresentamos o filtro FChAP, no qual combinamos a metodologia
descrita por Chopin (2007) para a estimagao dos estados de uma série com pon-
tos de mudanca, com aprendizado de particulas, segundo o esquema proposto

por Liu e West (2001), na estimagao de parametros estaticos.
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8.1 Algoritmo McPE (McCormick com parametros

estaticos)

Nesta se¢ao apresentamos uma generalizagao para o modelo de regressao dinamica
proposto por McCormick et al. (2012) que denominamos por McPE (Algoritmo
de McCormick com parametros estaticos), para a estimagao conjunta dos esta-

dos e dos parametros estaticos. Para tanto, considere parat =1,2,...,T.

ye ~ f(lpe, ),

pe = g(0).

Aqui ¥ representa o vetor composto pelos parametros estaticos das equacoes
de observacao. Como no algoritmo descrito na Secao 6.1, o procedimento de
estimagao é feito em duas etapas: (1) predigao e (2) atualizagdo. O processo de

estimagao comeca supondo
Or—1|Di—y ~ N (0, 31).
Entao a equagao de predigao é

et’Dt,1 ~ N(ét, Rt), (81)

onde R, = E;\;l. Para a etapa de atualizacao, combina-se a equagao de predigao

e a observacao adicional no tempo t. A distribuicao a posteriori da estimativa

atualizada é dada por
p(0:| ¥, Dt) o< p(ye| ¥, 0,)p(6:| ¥, Dy—1). (8:2)

Novamente, o lado direito da equagao (8.2) é aproximado por uma distribuigao

Normal. Para a estimacao do estado 6, utiliza-se o método de Newton-Raphson:

A A A -1 A
Gt - 9,5_1 - |:D2l<0t_1):| Dl(@t_l),
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onde I(0) = p(y:|0, V)p(0|D,_1). Para a estimagao dos parametros estéticos ¥

e o fator de desconto \; utiliza-se a verossimilhanga preditiva:

f(yt|‘11,Dt—1) = / p(yt|9taDt—l)p<9tth—l>d0t- (8-3)
o

Em muitos casos, essa integral nao pode ser calculada de forma fechada. Sendo

assim, usa-se a aproximacao de Laplace:
Fe @, Di_y) ~ (27)*2([D*(00)] " [p(ya| ¥, 61, Dy )p(6s Dy—y). (8.4)

Note que %Mf(ythll,Dt_l) = %%f(ythlf,Dt_l) = 0. Logo, A; e ¥ sdo orto-
gonais e podem ser estimados separadamente. Para tanto, utilizou-se a seguinte

estratégia para a estimagao de \; e U:

— Passo 1: Dado )\, e ét, estime W a partir de f(y|¥, D;_1) utilizando

estimacao por maxima verossimilhanca;

— Passo 2: Dado \if, estimado no passo 1, e ét, atualize \; como
A = argmaXAtf(yt\\il, Dy 4).

Considerando o que foi apresentado até o momento, a extensao do algoritmo de
McCormick que permite a inclusao de parametros estaticos pode ser resumida

da seguinte forma:

Algoritmo McPE:

1. Inicie o algoritmo. Como exemplo, pode-se inicid-lo como: 6y = g(y1 +
0.00001), ¥y = Wgprv, 91 = g~ (2160), A1 = 0.99,%; = 100, Ry = %1/A1, DI(6) e
D21(6y);

2. Caleule §; = g~ (240,_1);
3. Calcule R; = 21571/)\1571;
4. Atualize DI(6,_1) e D21(6,_,);

5. Atualize o vetor de pardmetros §; de acordo com a equagao (6.6);
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6. Dado \;_1 e ét, estime U a partir de f(y:|¥, D;—1) utilizando o método de méxima

verossimilhanga;

7. Dado \if, estimado no passo anterior, e 6; atualize A\ como X\, =
argmax)\tf(ythi/, D;_q);

8. Atualiza a matriz de covaridncias, 3, = — [DQZ(ét,l)} _1;

9. Atualize, novamente, R; = i]t_l//\t.

10. Faca t =t + 1 e volte ao passo 1.

Observacgoes de cunho pratico:

1. Para os modelos que apresentam muitos parametros estaticos, podem ocor-
rer frequentes problemas nimericos nas maximizagoes das funcoes. Sendo
assim, pode-se adotar um procedimento ad-hoc: para os parametros estaticos
relacionados com a variabilidade de y;, pode-se atualiza-lo utilizando um
fator de desconto ¢ (por exemplo = 0.9999), ou seja, ¥, = W, /5. Tal
procedimento serd ilustrado para o caso em que os dados seguem uma dis-
tribuicao Binomial negativa inflacionada de zeros, para a qual o parametro
de dispersao, k, é atualizado como k; = k;_1/5. Iremos mostrar que,
mesmo escolhendo valores iniciais para k& distantes do real, as estimativas

dos parametros de regressao obtidas sao muito proximas dos verdadeiros.

2. Uma forma de se escolher parametros iniciais para os parametros estaticos
dos modelos é ajustar um modelo de regressao estatico e escolher as esti-
mativas provenientes dessa modelagem e utilizd-las como parametros ini-
ciais. A justificativa se da pela lei forte dos grandes nimeros, que, mesmo
em dados correlacionados, garante que os estimadores de maxima veros-
similhanca pontuais dos parametros convergem quase certamente para os

parametros reais (populacionais).

3. Para amostras pequenas, pode-se adotar o procedimento sugerido por Ca-
ron et al. (2012), ou seja, executar a regressao K > 1 vezes na base de
dados, usando ng) = 052_1) e \Ilgj) = \Il(Tj_l), para j = 2,..., K, para se

obter convergeéncia.
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4. As derivadas Dl(é) e Dgl(é) podem ser calculadas numericamente, depen-

dendo da complexidade do modelo.

8.2 Algoritmo FChAP (Filtro de Chopin com

aprendizado de particulas)

Nesta secao apresentamos uma generalizagao do filtro de particulas proposto
por Chopin (2007), de modo a permitir a estimacao dos parametros estaticos
U da equagao das observagoes. Denominamos os novo algoritmo por FChAP
(Filtro de Chopin com aprendizado de particulas). Para tanto, combinou-se o
filtro de Liu e West (2001), com o filtro de Chopin (2007), para a estimagcao
conjunta dos estados e dos parametros estdticos. E interessante (e lamentdavel)
observar que Nemeth et al. (2014) se anteciparam em relagao a nés ao publica-
rem um artigo que traz, justamente, esse tipo de desenvolvimento. O algoritmo

de Chopin com aprendizado de particulas pode ser resumido da seguinte forma

Algoritmo FChAP:

— Gere valores iniciais para Héi) a partir de 7 (.).

— Passo 1: Parai=1,2,..., H, amostre

— Passo 2: Faca

z = (=16,

0,2 i g
o2 (ct—1,0{_1);

8
|
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— Passo 3: Calcule

m? = a0+ (1-a)T,
| SF (@ g - §,)T
5P = (-aEEt— et
: H
wt(j’l) = p(ylb: = 95{)1’th1)(1 —p)
wt(j’z) = p(yel0s = W), Dy—1)p,
- SH w®
onde W, = =i=t—t—;
— Passo 4: Reamostre as 2H particulas com pesos respectivos wt(jJ)’ wt(m)’ de forma

a obter H particulas reamostradas;

— Passo 5: Para cada particula selecionada argj ) = (Ht(j ),cgj )), substitua ng ) por
vy )
9%]) ~ k‘ij)(etj ;‘))

onde k;t(j ) 6 um kernel MCMC com distribuicdo invariante nt(j ) como em (7.5);

— Passo 6: Se [w?’l)/(wgi’l) + w,ﬁi’”)} > u, onde U ~ U(0,1), entdo amostre @EO ~
N(mgi), EA],(&Z)) Caso contrério faca \il,(f) = \Ilgi);

— Passo 7: Facat=1t+ 1 e va ao passo 1.

Para os modelos desenvolvidos nos préximos capitulos, a probabilidade da
funcao de transicio foi fixada em p = 1 x 107%. No préximo capitulo, apli-
caremos os algoritmos desenvolvidos aqui aos modelos Binomial Negativo, ZIP

e ZINB. Posteriormente ilustraremos os resultados por meio de dados simulados.
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Capitulo 9

Analise de dados simulados
usando os novos

desenvolvimentos

Neste capitulo aplicaremos os algoritmos que foram desenvolvidos no capitulo
anterior para criar os modelos de regressao dinamica com pontos de mudanca e
deteccao de pontos de mudanca para dados de contagem, com superdispersao
e/ou inflagao de zeros por meio das distribui¢oes Binomial Negativa (BN),
Poisson inflacionado de zeros (ZIP) e Binomial Negativa inflacionada de zeros

(ZINB). Tais modelos serao exemplificados por meio de dados simulados.

9.1 Modelos para dados de contagem com su-
perdispersao e pontos de mudanca: Modelo Bi-

nomial Negativo

Considere que Y; ~ BN(k, ;) para t = 1,2,...,T. A fungao de probabilidade
da variavel aleatoria Y; é dada por

Uy +1/k) (Fpe)

k = =0,1,2,...
p(yt‘ 7:ut) F(yt—l—l)r(l/k’) (1—|—kr,ut)yt+1/k’ Yt 07 ) “y
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em que

e = log(x} 0,). (9.1)
A média e variancia do modelo Binomial Negativo sao dados por

E(Y,) = tu, (9.2)

V(Y2) = pue + by

Note que k£ é um parametro estatico, que estd relacionado com a dispersao
do modelo. Nas préximas secoes serao ilustrados, através de dados simulados,
nossas propostas, McPE e FChAP, de extensao dos algoritmos de McCormick
et al. (2012) e Chopin (2007), que permitem a inclusao de parametros estéticos
no modelo, aplicados ao modelo Binomial Negativo. O apéndice F apresentam
uma aplicacao do modelo baseado no algoritmo McPE a dados simulados de

regressao estatica.

9.1.1 Analise dos dados simulados via algoritmo McPE

Para ilustrar o algoritmo de McCormick com parametros estaticos (McPE) para
o modelo Binomial Negativo, simulou-se uma série Binomial Negativa de tama-
nho 7" = 1000, na qual houve uma quebra estrutural no ponto ¢ = 500. Essa
quebra se deu da seguinte forma: para 1 < t < 500 fixou-se u; = 2 e para

501 < ¢ <1000 entao py = 1.

A programacao utilizada para a geracao da série é dada por

Simulacgao

set.seed (12345)

n=500

beta <- rep(0,n)

beta2 <- rep(0,n)

for (t in 1:n){
betal[t] = 2
beta2[t] = 1

}

betal <- beta
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par (mfrow=c(2,1))
plot(betal, type="1")
plot(beta2, type="1")

thetal=betal

theta2=beta2

par <- rep(0,2*n)
lambda <- par
y=par
for (t in 1:length(par)){
if (t<=length(par)/2){
par[t] = thetall[t]
} else if (t>=length(par)/2){
par[t] = theta2[t-n]
}
lambda[t] <- exp(par[t])
y[t] <- ronbinom(1l,mu=lambdalt],size=1)
}
par (mfrow=c(2,1))
plot (par, type="1", ylim=c(0,2.5), xlab="Tempo")
abline(v=n, col="red", 1lty=2)
plot(y, type="1", xlab="Tempo")

abline (v=n, 1lty=2, col="red")

O dado simulado esté ilustrado na Figura 9.1.

A programacao utilizada para a andlise do conjunto de dados, utilizando o

algoritmo McPE, é dadas por

Ajuste

exemplo2 <- NB.uni(Y=y,X=NULL, lambda0=0.95, c=0.95)

names (exemplo2)

par (mfrow=c(2,1))

plot (par, type="1", ylim=c(-1.5,2.5), 1lty=2, lwd=2, ylab="Theta",
xlab="Tempo")

lines (exemplo2$estimates[-c(1,2) ,1], col="red")

lines (exemplo2$estimates[-c(1,2) ,1]-2*xexemplo2$sderror[-c(1,2)],
lines (exemplo2$estimates[-c(1,2) ,1]+2*exemplo2$sderror[-c(1,2)],
abline (v=500, 1lty=2, 1lwd=2)

plot (exemplo2$estimates[-c(1,2),2], type="1", ylab="dispers&o",
xlab="Tempo")
abline (h=1, 1lty=2, lwd=2, col="red")

col="blue")
col="blue")
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Figura 9.1: De cima para baixo, estado real. Série simulada, y;, Binomial Negativa
com quebra estrutural no ponto ¢t = 500. A barra tracejada vertical vermelha indica
o ponto da quebra.
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Os resultados estao ilustrados na Figura 9.2, em que observa-se que a metodo-

logia proposta é capaz de identificar o ponto de mudanga.

Theta

0 200 400 600 800 1000

Tempo

dispersdo

0 2 4 6 8 10
l

0 200 400 600 800 1000

Tempo

Figura 9.2: Analise da série Binomial Negativa com quebra estrutural no tempo
t = 500 via algoritmo de McCormick com parametros estéticos (McPE)

9.1.2 Analise de dados simulados via algoritmo FChAP

Para ilustrar o uso do filtro de Chopin com aprendizado de particulas (FChAP)

para o modelo Binomial Negativo, foi simulada a seguinte base de dados:

— Simulou-se uma série temporal de tamanho 7' = 600, tal que os segmentos

sao dados por
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1. Segmento 1: para 0 <t < 200 amostra-se de y; ~ BN(k = 2, u = 3);

2. Segmento 2: para 201 < ¢ < 400 amostra-se de y; ~ BN(k = 2, u =
1);

3. Segmento 3: para 401 <t < 600 amostra-se de y; ~ BN(k =2, 1 =
3).

— Portanto, as mudancas ocorrem em 7 = 200 e 7 = 400.

A programacao utilizada para a geracao da série é dada a seguir

Simulacao

#SIMULANDO UM MODELO BINOMIAL NEGATIVO COM PONTOS DE MUDANGA
set.seed (456)

T = 600

y <- rep(0,T)

d <-y

#Regimes (Pontos de mudangas ocorrem em 200 e 400)
tau = c(0, 200, 400, T)

#Valores dos pardmetros em cada Tegime.

11

13

15

17

lambdat = c(3, 1, 3)

#simulando a série

for (j

in 1:(length(tau)-1)){

for (i in (taul[jl+2):(taulj+1]1)){

y[il <- rnbinom (1, mu=lambdat[jl, size=2)

}
plot (y,

type="l")

abline (v=c (200, 400), col="red", 1lty=2)

A programacao para o ajuste do modelo Binomial Negativo com pontos de

mudanca, através do filtro FChAP, aos dados simulados, utilizando-se 50000

particulas, é dada a seguir

Ajuste

filt_nb <- ChopinFilter(y=y, p=l1e”-6, hiper=(2,1), tuning=0.975, NParticle

=50000,

family=NB, shiper=(2,1), k0=1.5, gama=0.75)

smooth_nb <- ChopinSmooth(y=y, particles=filtl$Particles, weight=filtl1$Weight)

par (mfrow=c(3,1))

plot (y,

type="1")

abline (v=c (200, 400), col="red", lty=2)
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#ESTADOS

plot (filt_nb$thetaf ,lwd=1, 1lty=1, type="1",
ylim=c(min(filt_nb$lthetaf), max(filt_nb$uthetaf)), main="filter")
lines (filt _nb$lthetaf ,lty=2)

lines (filt _nb$uthetaf ,lty=2)

abline (v=c (200, 400), 1lty=2, col="red")

#PARAMETRO DE DISPERSAO

plot (filt_nb$dispf,lwd=1, 1lty=1, type="1", main="filter", ylim=c(0, 4), ylab="k
")

lines (filt_nb$1ldispf ,1lty=2)

lines (filt _nb$udispf ,lty=2)

abline (h=1, 1lty=2, col="red")

#PROBABILIDADE A POSTERIORI DE OCORRER MUDANGA ESTRUTURAL NA SERIE
plot (smooth_nb$prob, type="h", ylab="", lwd=2, col="black",
xlab="Tempo", main="")

abline (v=c (200, 400), 1lty=2, col="red")

Os resultados, bem como a série simulada, estao ilustrados na Figura 9.3. Nota-
se que a média filtrada muda de valor ao mudar o regime da série se aproximando
dos valores verdadeiros. Nota-se, também, que a dispersao é um pouco superes-
timada, mas seu valor encontra-se préoximo do verdadeiro. Ja as probabilidades
a posteriori de mudanca sao mais evidentes a medida que o tempo se aproxima
dos pontos de mudancga, logo o modelo acerta quantas e onde ocorreram as

mudangas.

Afim de verificar a consisténcia das estimativas, o filtro foi executado 40 vezes
utilizando 1000 particulas, posteriormente construimos os histogramas dos es-
tados em cada segmento. Os resultados estao ilustrados na Figura 9.4. Cada
uma das 40 trajetorias foram plotadas em cinza com as trajetorias medianas

plotadas em preto.

Nota-se que os histogramas estao concentrados proximos dos valores reais, mar-
cados pelas linhas tracejadas em azul. Dessa forma, pode-se ver que uma
estratégia que pode ser utilizada para se analisar dados reais via Filtro de
Particulas consiste em executar o filtro mais de uma vez e utilizar a medi-
ana das trajetorias como estimativa final para os estados, o que garante uma

melhor aproximagao para o estado real e para os parametros estéticos.
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Figura 9.3: (a) Série simulada y;. (b) Estimativas dos estados com intervalo de
credibilidade de 95%. (c) Estimativa do parametro de dispersdo com intervalo de
credibilidade de 95%. (d) Probabilidades a posteriori de ocorrer uma mudanga no
tempo t via algortimo FChAP. As barras verticais vermelhas mostram os pontos de
mudanca simulados.
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Figura 9.4: De cima para baixo, Trajetérias replicadas para cada execugao do filtro
com 1000 particulas em cinza e trajetoria mediana dos estados em preto. Trajetérias
replicadas para o parametro de dispersao. Histograma dos estados em cada segmento,
os valores reais sao representados pelas linhas tracejadas azul.
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9.2 Modelos para dados inflacionados de zeros

e pontos de mudanca: Modelos ZIP e ZINB

Em dados de contagem é possivel que ocorram alguns desvios do modelo Poisson,
que sao devidos ou a ocorréncia excessiva de zeros, ou devidos a algum meca-
nismo sistemadtico, e/ou a ocorréncia de superdispersao, em que a variancia da
variavel observada excede o valor da média correspondente. No caso do modelo
de Poisson, se x ~ Poisson()), entdo E(X) = V(X) = A. Na formulacdo de
um modelo com excesso de zeros, considere a fomulacao descrita por Lambert
(1992). Em particular, para cada observagao i, existem duas possibilidades
para o processo de geracao dos dados y;. O resultado de um ensaio de Bernoulli
determina qual processo sera utilizado. Para a observacao i, o processo 1 é

escolhido com probabilidade p;, e o processo 2 com probabilidade 1 — p;.

O processo 1 gera contagens nulas, ou zeros estruturais, e, nesse caso, P(Y; =
0) = 1. J& o processo 2 gera as contagens a partir de uma distribuicao de
Poisson ou Binomial Negativa.

No caso do modelo com excesso de zeros, seja x; uma covariavel associada a

observagao i, que é utilizada na descricao dos parametros do modelo, e defina

;

P(Y; = O|processo 1) P(processo 1)+
P(Y; =yilpi) = {+P(Y; = 0|processo 2)P(processo 2) se y; =0

P(Y; = y;|processo 2) P(processo 2) se y; > 0.

pi + (1 — p;) P(Y; = O|processo 2)  se y; =0 03
- 9.3

(1 — p;) P(Y; = yi|processo 2) se y; > 0.

Na pratica pode-se, também, utilizar covariaveis, Z;, para explicar a proba-
bilidade p; associada ao processo gerador do excesso de zeros, utilizando uma

fungao de ligagao apropriada para p;, g(pi|z;) = v 2. Sendo assim, a probabili-
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dade associada a (Y; = y;|v, z;) é dada por

/Zi 1-— /Zi 0 €T; se Y; = 0
PYi = gl 21) = p(v i) + (1 = p(vy 2))p(0]z;) y 0.0

(1—- P(Vlzi))P(yAIi) se 1; > 0.

Nas proximas secoes serao ilustrados, através de dados simulados, os algoritmos
McPE e FChAP, aplicados aos modelos ZIP e ZINB. O apéndice F apresentam
uma aplicacao dos modelos baseados no algoritmo McPE a dados simulados de

regressao estatica.

9.2.1 Modelo Poisson Inflacionado de Zeros - ZIP

O modelo ZIP é um caso especial da estrutura geral apresentada pela equagao

(9.4) fazendo-se p(y;|\) = hicl

Lo onde A\, = log(z} ;). Sendo assim, a distri-

buicao de probabilidade é dada por

p+ (1 —ple ™, se y; = 0;
p(lp, M) =

Ayt A
(1—p) tyf! , se y; > 0.

A média e a variancia do modelo ZIP sao dados por

EY) = M1-p) (9.5)

V(Y:) = M(1=p)(1+ \p).

9.2.1.1 Anadlise dos dados simulados via algoritmo McPE

Para ilustrar o algoritmo McPE para o modelo Poisson inflacionado de zeros,
simulou-se uma série temporal ZIP de tamanho 7" = 1000, na qual foi criada
uma quebra estrutural em ¢ = 500. Essa quebra se deu da seguinte forma: para
1 <t <500 fixou-se \; = —0.5 + 2%. Para 501 < ¢t < 1000 fixou-se \; = 1.

Fixou-se, também, o valor p = 0.1.

A programacao utilizada para a geracao da série é dada por
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Simulacao

set.seed (12345)

n=500

beta <- rep(0,n)

beta2 <- rep(0,n)

for (t in 1:n){
betal[t] = -0.5+2*t/n
beta2[t] = 1

}

betal <- beta

par (mfrow=c(2,1))

plot (betal, type="1")

plot(beta2, type="1")

thetal=betal

theta2=beta2

par <- rep(0,2%n)
lambda <- par
y=par
for (t in 1:length(par)){
if (t<=length(par)/2){
par[t] = thetal[t]
} else if (t>=length(par)/2){
par[t] = theta2[t-n]
}
lambda[t] <- exp(par[t])
y[t] <- rZIP(1,mu=lambdalt],sigma=0.1)
}
par (mfrow=c(2,1))
plot(par, type="1", ylim=c(-1.5,2.5), ylab="Theta", xlab="tempo")
abline (v=n, col="red", lty=2)
plot(y, type="1", xlab="tempo")

abline(v=n, col="red", lty=2)

A série simulada estd ilustrada na Figura 9.5.

A programacao utilizada para a analise da série é

Ajuste

exemplol <- ZIP.uni(Y=y,X=NULL, lambda0=0.95, c=0.95)

names (exemplol)

par (mfrow=c(2,1))
plot (par, type="1", ylim=c(-1.5,2.5), 1lty=2, 1lwd=2, ylab="Theta",
xlab="Tempo")

lines (exemplol$estimates[-c(1,2),1], col="red")
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lines (exemplol$estimates[-c(1,2) ,1]-2*exemplol$sderror[-c(1,2)],
9 col="blue")
lines (exemplol$estimates[-c(1,2) ,1]+2*exemplol$sderror[-c(1,2)],
11 col="blue")
abline (v=500, 1lty=2, lwd=2)
13
plot (exemplol$estimates[-c(1,2),2], type="1", ylab="Probabilidade",
15 xlab="Tempo", ylim=c(0,1))
abline (h=0.1, 1lty=2, 1lwd=2, col="red")

Os resultados do ajuste estao ilustrados na Figura 9.6. Em que observa-se que

o algortimo McPE é capaz de captar a mudanga de regime.

~ - 3
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o — .
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Figura 9.5: De cima para baixo, estado real, série ZIP simulada y;. A barra tracejada
vertical vermelha indica o ponto da quebra.
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Figura 9.6: De cima para baixo, estados estimados (linha vermelha), via algoritmo
McPE, com intervalo de confianca de 95% (linhas azuis), estimativa do parametro
estatico p.
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9.2.1.2 Analise de dados simulados via algoritmo FChAP

Para ilustrar o filtro FChAP para o modelo ZIP, foi simulada a seguinte base

de dados:

— Simulou-se uma série temporal de tamanho 7" = 600, tal que os segmentos

sao dados por

1. Segmento 1: para 0 < ¢ < 200 amostra-se de y; ~ ZIP(p = 0.2, 4 =
3);

2. Segmento 2: para 201 < ¢t < 400 amostra-se de y; ~ ZIP(p =
0.2, u=1);

3. Segmento 3: para 401 < ¢t < 600 amostra-se de y; ~ ZIP(p =
0.2, 4= 3).

— Portanto, as mudangas ocorrem em 71 = 200 e 75 = 400.

A programacao utilizada para a geracao da série é dada por

Simulacao

require (gamlss.dist)
#SIMULANDO UM MODELO POISSON INFLACIONADO DE ZEROS COM PONTOS DE MUDANGA
set.seed (456)
T = 600
y <- rep(0,T)
d <-y
#Regimes (Pontos de mudancas ocorrem em 200, 400)
tau = c(0, 200, 400, T)
#Valores dos pardametros em cada rTegime.
lambdat = c(3, 1, 3)
#simulando a série
for (j in 1:(length(tau)-1)){

for (i in (taul[jl+2):(taulj+1]1)){

y[i]l <- rZIP(1, mu=lambdat[j], sigma=0.2)

plot(y, type="1")
abline (v=c (200, 400), col="red", 1lty=2)

A programacao para o ajuste do modelo aos dados simulados, utilizando 50000

particulas e o algoritmo FChAP é dada por:
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Ajuste

filt _ZIP <- ChopinFilter(y=y, p=1e”~-6, hiper=(2,1), tuning=0.975,
NParticle=50000,

family=ZIP, shiper=(3,3,2,1), p0=0.15, gama=0.75)

smooth_ZIP <- ChopinSmooth(y=y, particles=filtl$Particles, weight=filt1$Weight)

par (mfrow=c(3,1))
plot(y, type="1")
abline (v=c (200, 400), col="red", lty=2)

#ESTADOS

plot (filt _ZIP$thetaf ,lwd=1, lty=1, type="1",
ylim=c(min(filt_ZIP$lthetaf), max(filt_ZIP$uthetaf)), main="filter")
lines(filt _ZIP$lthetaf ,1lty=2)

lines (filt_ZIP$uthetaf ,1ty=2)

abline (v=c (200, 400), 1lty=2, col="red")

#PROBABILIDADE DE OCORRER ZERO

plot (£ilt _ZIP$pf,lwd=1, 1lty=1, type="1", main="filter", ylim=c(0, 1),
ylab="p")

lines (filt_ZIP$pf,1lty=2)

lines (filt_ZIP$pf,lty=2)

abline (h=1, 1lty=2, col="red")

#PROBABILIDADE A POSTERIORI DE OCORRER MUDANGA ESTRUTURAL NA SERIE
plot (smooth_ZIP$prob, type="h", ylab="Posteriori da mudanga", 1lwd=2, col="black

"
>

xlab="Tempo", main="Algoritmo Chopin (2006)")
abline (v=c (200, 400), 1lty=2, col="red")

Os resultados, bem como a série simulada, estao ilustrados na Figura 9.7. Nota-
se que a média filtrada muda de valor ao mudar o regime da série se aproximando
dos valores verdadeiros. Nota-se, também, que a probabilidade de zero encontra-
se bem préximo do verdadeiro. Ja as probabilidades a posteriori de mudanca
sao mais evidentes a medida que o tempo se aproxima dos pontos de mudanca,

logo o modelo acerta quantas e onde ocorreram as mudancas.

Afim de verificar a consisténcia das estimativas, o filtro foi executado 40 vezes
utilizando 1000 particulas, posteriormente construimos os histogramas dos es-
tados em cada segmento. Os resultados estao ilustrados na Figura 9.8. Cada
uma das 40 trajetorias foram plotadas em cinza com as trajetérias medianas

plotadas em preto.
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Nota-se que os histogramas estao concentrados proximos dos valores reais, mar-
cados pelas linhas tracejadas em azul. Dessa forma, pode-se ver que uma
estratégia que pode ser utilizada para se analisar dados reais via Filtro de
Particulas consiste em executar o filtro mais de uma vez e utilizar a medi-
ana das trajetérias como estimativa final para os estados, o que garante uma

melhor aproximacao para o estado real e para os parametros estaticos.
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Figura 9.7: (a) Série simulada y;. (b) Estimativas dos estados com intervalo de
credibilidade de 95%. (c) Estimativa do parametro estdtico p com intervalo de credi-
bilidade de 95%. (d) Probabilidades a posteriori de ocorrer uma mudanga no tempo ¢
via algoritmo FChAP. As barras verticais vermelhas mostram os pontos de mudanca
simulados.
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Figura 9.8: De cima para baixo, trajetérias replicadas para cada execucao do filtro
com 1000 particulas em cinza e trajetoria mediana dos estados em preto. Trajetérias
replicadas para a probabilidade de zero. Histograma dos estados em cada segmento,
os valores reais sao representados pelas linhas tracejadas azul.
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9.2.2 Modelo Binomial Negativo inflacionado de Zeros -

ZINB

O modelo ZINB é um caso especial da estrutura geral descrita pela equacao

(9.4) em que p(y;|z;) = T ;;3?5,{{;?1(%;);; 7 e py = log(x{ 0;). Sendo assim, a

distribuicao de probabilidade para o modelo ZINB é dada por

P+ (1 —p)(1+ k)~ VE, se y; = 0;
p(yt‘p7kaﬂt) - T (ye-+1/K) (kg )Vt
Y ©
(A =P rgrram ke 5€ % > 0.
A média e a variancia do modelo ZINB sao dados por
EY,) = m(l-p) (9.6)

V(Yi) = (1 —=p)(1+ mlp+Fk)).

9.2.2.1 Analise de dados simulados via algoritmo McPE

Para ilustrar o uso do algoritmo McPE para o modelo Binomial Negativo infla-
cionado de zeros, simulou-se um base de tamanho 7" = 1000, a partir do modelo
ZINB, na qual foi criada uma quebra estrutural ¢t = 500. Essa quebra se deu da
seguinte forma, para 1 <t < 500 fixou-se Ay, = —0.5+ 1%. Para 501 <t < 1000

fixou-se \; = 1. Fixou-se, também, o valor p=0.1e k = 1.

A programacao utilizada para a geracao da série é dada a seguir
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Simulacao

set.seed (123)

n=500

beta <- rep(0,n)

beta2 <- rep(0,n)

for (t in 1:n){
betal[t] = -0.5+1%t/n
beta2[t] = 1

}

betal <- beta

par (mfrow=c(2,1))

plot (betal, type="1")

plot(beta2, type="1")

thetal=betal

theta2=beta2

par <- rep(0,2%n)
lambda <- par
y=par
for (t in 1:length(par)){
if (t<=length(par)/2){
par[t] = thetall[t]
} else if (t>=length(par)/2){
par[t] = theta2[t-n]
}
lambda[t] <- exp(par[t])

y[t] <- rzinb(1l,k=1,lambda=lambdal[t],omega=0.1)

}
par (mfrow=c(2,1))

plot(par, type="1", ylim=c(-1.5,2.5), ylab="Theta",

abline (v=n, col="red", lty=2)
plot(y, type="1", xlab="tempo")

abline(v=n, col="red", lty=2)

A série simulada ZINB com ponto de mudanca esta ilustrada na Figura 9.9.

A programacao utilizada para o ajuste do modelo é dada a seguir

Ajuste

exemplol <- ZINB.uni(Y=y,X=NULL, lambdaO=1, autotune=TRUE)

names (exemplol)

par (mfrow=c(2,1))

plot (par, type="1", ylim=c(-1.5,2.5), 1lty=2, lwd=2,

xlab="Tempo")

lines (exemplol$estimates[-c(1,2),1], col="red")
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ylab="Theta",



lines (exemplol$estimates[-c(1,2) ,1]1-2*xexemplol$sderror[-c(1,2)],
9 col="blue")
lines (exemplol$estimates[-c(1,2) ,1]+2*exemplol$sderror[-c(1,2)],
11 col="blue")
abline (v=500, 1lty=2, lwd=2)
13
plot (exemplol$estimates[,3], type="1", ylab="p", xlab="Tempo", ylim=c(0,1))
15 abline(h=0.1, 1lty=2, lwd=2, col="red")

O resultado da anélise estd ilustrado na Figura 9.10. Nesse exemplo, utilizando
o algoritmo McPE, o parametro de dispersao, k, foi atualizado utilizando o
parametro de desconto 6 = 0.9999, ou seja, no tempo t o parametro de dispersao

é atualizado como k; = k;_1/9.

Theta
-1 0 1
[

10 20 30

0
|

tempo

Figura 9.9: De cima para baixo, estado real, série ZINB simulada y;. A barra tracejada
vertical vermelha indica o ponto da quebra.
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Figura 9.10: De cima para baixo, estados estimados (linha vermelha), via algoritmo
McPE, com intervalo de confianca de 95% (linhas azuis), estimativa do parametro
estatico p.
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9.2.2.2 Analise de dados simulados via algoritmo FChAP

Para ilustrar o modelo, novamente simulou-se a seguinte base de dados:

— Simulou-se uma série temporal de tamanho 7" = 600, tal que para

segmentos sao dados por

1. Segmento 1: para 0 < ¢t < 200 amostra-se de y; ~ ZINB(k = 2,p

0.2, 1 = 3);

2. Segmento 2: para 201
2,p=02pu=1)

3. Segmento 3: para 401
2,p=0.2,pu=3).

— Portanto, as mudancas ocorrem

< 400 amostra-se de y; ~ ZINB(k

< 600 amostra-se de y; ~ ZINB(k

em 11 = 200 e 75 = 400.

A programacao utilizada para a geracao da série é dada a seguir:

Simulagao

require (ZIM)

#SIMULANDO UM MODELO ZINB COM PONTOS DE MUDANGA

T = 600
y <- rep(0,T)
d <-y

#Regimes (Pontos de mudangas ocorrem em 200, 400)

tau = c(0, 200, 400, T)

#Valores dos pardametros em cada regime.

lambdat = c(3, 1, 3)

#simulando
for (j in 1:(length(tau)-1)){
for (i in (taul[jl+2):(taulj+11)){

y[i] <- rzinb(1l, k=2,lambda=lambdatl[j],

omega=0.2)

A programacao para o ajuste do modelo aos dados simulados, utilizando H =

50000 particulas, é dada a seguir:

172



10

12

14

16

18

20

22

24

26

28

30

32

34

36

Ajuste

filt _ZINB <- ChopinFilter(y=y, p=l1e”-6, hiper=(2,1), tuning=0.975,
NParticle=50000,
family=ZINB, shiper=(3,3,2,1), p0=0.15, gama=0.75)

smooth_ZINB <- ChopinSmooth(y=y, particles=filti$Particles, weight=filtl$Weight

)

par (mfrow=c(3,1))
plot(y, type="1")
abline (v=c (200, 400), col="red", lty=2)

#ESTADOS

plot (filt_ZINB$thetaf ,lwd=1, 1lty=1, type="1",
ylim=c(min(filt_ZINB$lthetaf), max(filt _ZINB$uthetaf)), main="filter")
lines (filt_ZINB$lthetaf ,1ty=2)

lines (filt _ZINB$uthetaf ,1ty=2)

abline (v=c (200, 400), 1lty=2, col="red")

#PROBABILIDADE DE OCORRER ZERO

plot (filt_ZINB$pf,lwd=1, 1lty=1, type="1", main="filter", ylim=c(0, 1), ylab="p"

)
lines (filt_ZINB$pf,lty=2)
lines (filt_ZINB$pf,1lty=2)
abline (h=0.1, lty=2, col="red")

#PARAMETRO DE DISPERSAO

plot (£filt _ZINB$dispf,lwd=1, lty=1, type="1", main="filter", ylim=c(0, 8),
ylab="k")

lines (filt _ZINB$dispf ,1lty=2)

lines (filt _ZINB$dispf ,1lty=2)

abline (h=2, 1lty=2, col="red")

#PROBABILIDADE A POSTERIORI DE OCORRER MUDANGA ESTRUTURAL NA SERIE
plot (smooth_ZINB$prob, type="h", ylab=" ", lwd=2,

col="black",

xlab="Tempo", main=" ")

abline (v=c (200, 400), 1lty=2, col="red")

Os resultados, bem como a série simulada, estao ilustrados nas Figuras 9.11 e
9.12. Nota-se que a média filtrada muda de valor ao mudar o regime da série
se aproximando dos valores verdadeiros. Nota-se, também, que os parametros
estaticos, probabilidade de zero e dispersao, encontram-se bem préximos dos

verdadeiros. Ja as probabilidades a posteriori de mudanca sao mais evidentes a
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medida que o tempo se aproxima dos pontos de mudanca, logo o modelo acerta

quantas e onde ocorreram as mudangas.

Afim de verificar a consisténcia das estimativas, o filtro foi executado 40 vezes
utilizando 1000 particulas, posteriormente construimos os histogramas dos es-
tados em cada segmento. Os resultados estao ilustrados na Figura 9.13. Cada
uma das 40 trajetorias foram plotadas em cinza com as trajetorias medianas

plotadas em preto.

Nota-se que os histogramas estao concentrados proximos dos valores reais, mar-
cados pelas linhas tracejadas em azul. Dessa forma, pode-se ver que uma
estratégia que pode ser utilizada para se analisar dados reais via Filtro de
Particulas consiste em executar o filtro mais de uma vez e utilizar a medi-
ana das trajetorias como estimativa final para os estados, o que garante uma

melhor aproximacao para o estado real e para os parametros estaticos.

De posse do aprendizado adquirido das anélise de dados simulados desse capitulo
e dos Capitulos 6 e 7, os algoritmos desenvolvidos nesta dissertacao foram apli-

cados em 5 séries temporais reais afim de validar a teoria estudada até aqui.
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Figura 9.11: (a) Série simulada y;. (b) Estimativas dos estados com intervalo de credi-
bilidade de 95%. (c) Estimativa do parametro estatico p com intervalo de credibilidade
de 95%. (d) Estimativa do parametro de dispersao com intervalo de credibilidade de
95%. As barras verticais vermelhas mostram os pontos de mudanca simulados.
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Figura 9.12: Probabilidade a posteriori de ocorrer mudanca.
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(b) Filtragem replicada para o parametro p

(c) Filtragem replicada para a dispersao

] = ]

]

I

(d) Densidade empirica dos estados em cada segmento

Figura 9.13: De cima para baixo, trajetérias replicadas para cada execucao do filtro
com 1000 particulas em cinza e trajetoria mediana dos estados em preto. Trajetérias
replicadas para a dispersao. Trajetérias replicadas para a probabilidade de zero.
Histograma dos estados em cada segmento, os valores reais sao representados pelas
linhas tracejadas azul.
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Capitulo 10

Aplicacoes a dados reais

Neste capitulo ajustaram-se os modelos propostos nos Capitulos 6, 7, 8 e 9
a cinco conjuntos de dados reais. Na Secao 10.1 aplicaram-se os modelos de
regressao dinamica utilizando o algoritmo de McCormick (2012) e o Algoritmo
de McCormick com parametros estaticos (McPE), utilizando as distribuigoes
Poisson, Binomial Negativa, Poisson Inflacionada de Zeros e Binomial Negativa
Inflacionada de Zeros, aos dados relacionados ao numero de casos de Sifilis
no estado de Maryland - US. Os modelos foram comparados utilizando-se os
critérios de informagao de Akaike (AIC), Akaike corrigido (AICC), Bayesiano
(BIC), DIC e foi calculado o Erro Quadratico Médio (EQM) afim de verificar o

poder de predicao dos modelos.

Na Secao 10.2 aplicou-se os Filtros de Chopin (2007), Caron et al. (2012) e
o FChAP, utilizando as distribuicoes Poisson, Binomial Negativa, Poisson In-
flacionada de Zeros e Binomial Negativa Inflacionada de Zeros, aos dados so-
bre nimero de acidentes em minérios de carvao na Inglaterra, concentracao de
ozonio na cidade do México, nimero de Lesoes na Satide Ocupacional nos Esta-
dos Unidos e nimero de Casos de Poliomielite nos Estados Unidos, para identi-
ficar possiveis pontos de quebras estruturais nas séries. Os modelos foram com-
parados utilizando-se os critérios de informagao de Akaike (AIC), Akaike corri-
gido (AICC), Bayesiano (BIC), DIC e foi calculado, também, o Erro Quadratico
Médio (EQM) afim de verificar o poder de predi¢cao dos modelos.
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A estratégia utilizada para aplicagao dos filtros de Chopin (2007) e FChAP foi
executa-los 10 vezes utilizando 50000 particulas. As estimativas foram calcula-
das utilizando o valor mediano das 10 trajetérias. A justificativa para se utilizar
essa estratégia se encontra na analise de dados simulados, pois pode-se ver que

essa abordagem tornam as estimativas préximas dos valores reais.

Conforme dito no Capitulo 7, o algoritmo de Caron et al. (2012) foi implemen-

tado apenas para o caso Poisson.

10.1 Aplicacoes utilizando o Algortimo de Mc-
Cormick et al. (2012)

10.1.1 Numero de Casos de Sifilis no Estado de Mary-
land - US

Nesta secao ajustaram-se os modelos de regressao dinamica Poisson e Bino-
mial Negativa a dados relacionados ao ntiimero de Casos de sifilis no Estado de
Maryland - US, ocorridos entre os anos de 2001 a 2011. Tais dados estao dis-
ponibilizados no pacote ZIM do software R. A Figura 10.1 ilustra graficamente

a série de casos de sifilis.

Pela Figura 10.2, nota-se que existe uma grande frequéncia de zeros nos dados.
Sendo assim, hé indicagoes de que os modelos inflacionados de zeros sao mais
adequados para descrever a evolucao da série, se comparado aos modelos Poisson
e Binomial Negativo. Para tanto, aplicaram-se os algoritmos de McCormick et
al. (2012) e McPE utilizando os modelos Poisson, Binomial Negativo, Poisson
inflacionado de zeros e Binomial Negativo inflacionado de zeros. Os resultados
dos ajustes para os modelos de regressao estao ilustrados nas Figuras de 10.2 a

10.5.

A fim de verificar quais dos modelos ajustaram-se melhor aos dados, foram
calculados os critérios de informagao de Akaike (AIC), Akaike corrigido (AICC),
critério Bayesiano (BIC), DIC e o Erro Quadratico Médio (EQM). Os valores
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calculados estao ilustrados na Tabela 10.1.

Tabela 10.1: Critérios de informacao para os modelos estimados para o nimero de
casos de Sifilis em Maryland.

Modelo AIC AICC BIC DIC EQM

Poisson -271,455 | -271,034 | -254,707 | -260,991 | 0,06732708
Binomial Negativo | -270,165 | -269,98 | -258,999 | -262,492 | 0,04788317
ZIP -276,514 | -276,329 | -265,348 | -268,841 | 0,04149637
ZINB -278,543 | -278,497 | -272,96 | -273,662 | 0,03304609

Observando a Tabela 10.1, nota-se que, de forma geral, os modelos inflacionados
de zeros ajustaram-se melhor aos dados se comparado com os modelos Poisson

e Binomial Negativo, por apresentarem os menores valores de AIC, DIC, BIC,

DIC e EQM.
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Figura 10.1: Série temporal observada e distribuicao de frequéncia para os dados de
ocorréncia de sifilis.
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Figura 10.2: Média filtrada para a distribuicao Poisson
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(a) Média filtrada para a distribuigdo Binomial Negativa.
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(b) Dispersao filtrada para a distribuicao Binomial Negativa.

Figura 10.3: Estimativas para os parametros do modelo Binomial Negativo.
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(b) Probabilidade de zero filtrada para a distribuicao ZIP.

Figura 10.4: Estimativas para os parametros do modelo ZIP.

183




dispersao

25

15

10

05

00

24

23

2

21

10

08

08

04

02

00

V

T T T
o 50 100 150 200

Tempo

(a) Média filtrada para a distribuigao ZINB.

T T T
o 50 100 150 200

Tempo

(b) Dispersao filtrada para a distribuicao ZINB.

T T T
o 50 100 150 200

Tempo

(c) Probabilidade de zero filtrada para a distribuicao ZINB.

Figura 10.5: Estimativas para os parametros do modelo ZINB.
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10.2 Aplicacoes utilizando os filtros de Chopin
(2007), Caron et al. (2012) e FChAP

10.2.1 Desatres em minérios de carvao na Inglaterra

Nesta segao aplicou-se os filtros de Caron et al. (2012), Chopin (2007) e o
FChAP para analizar a série temporal anual do niimero de desastres em minérios
de carvao na Inglaterra entre 1950 e 1962. Tais dados foram analisados por
Raftery e Akman (1986) e Lai e Xing (2011), os quais propuseram métodos
alternativos para detectar, dinamicamente, possiveis quebras estruturais nessa

série. A Figura 10.6 ilustra graficamente a série de desastres.

Observando a Figura 10.6 nota-se que a série muda seu nivel proximo do ano de
1890, anteriormente a uma quantidade maior de desastres. Em contrapartida,

apos o ano de 1890, ocorre uma queda no nimero de desastres.

Para a andlise da série aplicou-se o Filtro de Caron et al. (2012) utilizando a
distribuicao Poisson, conforme Secao 7.2 do Capitulo 7. Aplicou-se, também, o
Filtro de Chopin (2007) utilizando a distribuigao de Poisson, conforme Segao 7.1
do Capitulo 7. Finalmente, aplicou-se o Filtro FChAP utilizando a distribuicao
Binomial Negativa, conforme Capitulos 8 e 9. Os resultados para os trés filtros

encontram-se ilustrados nas Figuras de 10.7 a 10.9 respectivamente.

De acordo com o resultado gerado pelo Filtro de Caron et al. (2012), Figura
10.7, nota-se que a mudanca estrutural na série ocorre em torno do ano de 1890.

Tal resultado foi obtido, também, por Raftery e Akman (1986).

Ja os resultados dos filtros de Chopin (2007) utilizando a distribui¢ao de Poisson,
Figura 10.8, e FChAP utilizando a distribuicao Binomial Negativa, Figura 10.9,
indicam que nao s6 houve mudanga em torno de 1890, como também em torno
do ano de 1946, aproximadamente. Tais resultados também foram observados

por Lai e Xing (2011).
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Observando as médias estimadas por ambos os filtros, nota-se que houve uma
queda significativa de seu valor filtrado apds o ano de 1890, corroborando a
evidéncia de quebra estrutural na série apos esse ano. O parametro de dispersao
filtrado, para a distribuicao Binomial Negativa aumenta gradativamente e, apds

o ano de 1890, estabiliza-se préximo do valor 2,4.

A Tabela 10.2 ilustra o tempo de processamento de cada algoritmo. Observa-se

que o filtro de Caron et al. (2012) leva menos tempo para ser executado.

Tabela 10.2: Comparacao entre os tempos, aproximados, de processamentos dos al-
goritmos.

Algoritmo Tempo de processamento
Caron 5 segundos
Chopin - Poisson 20 segundos
FChAP - BN 30 segundos

Nimero de Gbitos
3
\

T T T T T T T T T T T T
1850 1860 1870 i880 1890 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960

Tempo

Figura 10.6: Numero de desastres em minérios de carvao na Inglaterra entre 1950 e
1962
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(b) Probabilidade a posteriori de ocorrer mudanca.

Figura 10.7: Estimativas para o filtro de Caron et al. (2012) utilizando a distribuic¢ao
Poisson.
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(a) Média filtrada, utilizando o filtro de Chopin (2007), para a distribuigao Poisson.
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(b) Probabilidade a posteriori de ocorrer mudanga segundo filtro de Chopin (2007) utili-
zando a distribuicao Poisson.

Figura 10.8: Estimativas para o filtro de Chopin (2007) utilizando a distribui¢ao
Poisson.
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(a) Média filtrada, utilizando o filtro FChAP, para a distribuigdo Binomial Negativa.
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(b) Dispersao filtrada, utilizando o filtro FChAP, para a distribuicao Binomial Negativa.
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(c) Probabilidade a posteriori de ocorrer mudanga segundo filtro FChAP utilizando a dis-
tribuicao Binomial Negativa.

Figura 10.9: Estimativas para o filtro de Chopin (2007) utilizando a distribui¢ao
Binomial Negativa.
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10.2.2 Concentracao de ozonio na cidade do México

Nesta segao aplicou-se os filtros de Caron et al. (2012), Chopin (2007) ¢ o
FChAP para analisar a série temporal mensal do nimero de vezes em que a
concentragao de ozonio ultrapassou o limite de 0.17 ppm (partes por milh&o)na
cidade do México os anos de 1998 e 2004. Tais dados foram analisados por
Achcar et al. (2008), os autores utilizam processo de poisson nao homogéneo
para modelar o nimero de vezes em que a concentracao de ozonio superou o
limiar estabelecido. A concentracao de ozonio acima de 0.11 ja implica em
uma deterioracao da saude. Sendo assim, torna-se importante monitorar as
concentragoes de ozonio no ar, de modo a permitir que acoes governamentais
sejam tomadas de modo a minimizar danos a saide da populagao. A Figura

10.10 ilustra a série de concentragoes de ozonio.

Observando a Figura 10.10 nota-se que a série muda seu nivel a partir de dezem-
bro de 2012 (ponto 60 no grafico). Antes desse periodo ha um grande ntmero
de vezes em que a concentracao do ozonio ultrapassou o valor de 0.17 ppm. Em
contrapartida, apds essa data, ocorre uma queda no niimero de vezes em que a

concentracao do ozonio ultrapassou o limite.

Para a andlise da série aplicou-se o Filtro de Caron et al. (2012) utilizando a
distribuicao Poisson, conforme Secao 7.2 do Capitulo 7. Aplicou-se, também, o
Filtro de Chopin (2007) utilizando a distribuigao de Poisson, conforme Segao 7.1
do Capitulo 7. Finalmente, aplicou-se o Filtro FChAP, utilizando a distribuicao
Binomial Negativa, conforme Capitulos 8 e 9. Os resultados para os trés filtros

encontram-se ilustrados nas Figuras de 10.11 a 10.13 respectivamente.

De acordo com o resultado gerado pelo Filtro de Caron et al. (2012), Figura
10.11, nota-se que a mudancga estrutural na série ocorre em torno de dezembro
de 2012. J& os resultados dos filtros de Chopin (2007), Figura 10.12, utilizando a
distribuicao de Poisson, e FChAP utilizando a distribuicdo Binomial Negativa,
Figura 10.13, indicam, também, o mesmo periodo em que ocorreu a quebra

estrutural da série.

Observando as médias estimadas por ambos os filtros, nota-se que houve uma
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queda significativa de seu valor filtrado apds dezembro de 2012, corroborando a
evidéncia de quebra estrutural na série apds essa data. O parametro de dispersao
filtrado, para a distribuicao Binomial Negativa aumenta gradativamente e, apds

dezembro de 2012, estabiliza-se proximo do valor 2.

A Tabela 10.3 ilustra o tempo de processamento de cada algoritmo. Observa-se

que o filtro de Caron et al. (2012) leva menos tempo para ser executado.

Tabela 10.3: Comparacao entre os tempos, aproximados, de processamentos dos al-
goritmos.

Algoritmo Tempo de processamento
Caron 10 segundos
Chopin - Poisson 30 segundos
FChAP - BN 45 segundos

o =zo ao so s0

Tempo

Figura 10.10: Numero de vezes em que a concentracao de ozonio utrapassou o limite
de 0.17 ppm (partes por milhdo) na cidade do México os anos de 1998 e 2004.
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(b) Probabilidade a posteriori de ocorrer mudanca.

Figura 10.11: Estimativas para o filtro de Caron et al. (2012) utilizando a distribuic¢ao
Poisson.
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(a) Média filtrada, utilizando o filtro de Chopin (2007), para a distribuigao Poisson.
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(b) Probabilidade a posteriori de ocorrer mudanga segundo filtro de Chopin (2007) utili-
zando a distribuicao Poisson.

Figura 10.12: Estimativas para o filtro de Chopin (2007) utilizando a distribui¢ao de
Poisson.
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(b) Dispersao filtrada, utilizando o filtro FChAP, para a distribuicao Binomial Negativa.
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(c) Probabilidade a posteriori de ocorrer mudanga segundo filtro FChAP utilizando a dis-
tribuicao Binomial Negativa.

Figura 10.13: Estimativas para o filtro de Chopin (2007) utilizando a distribui¢ao
Binomial Negativa.
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10.2.3 Numero de Lesoes na Satide Ocupacional nos Es-

tados Unidos

Nesta segao aplicou-se os filtros de Chopin (2007) e o FChAP a dados relacio-
nados ao numero de casos mensais de lesoes na Saude Ocupacional nos Estados
Unidos no periodo de Julho de 1988 a Outubro de 1995. Tais dados foram ana-
lisados por Yau et al. (2004) e estao disponibilizados no pacote ZIM do software

R. A Figura 10.14 ilustra a série de casos de lesoes.

Pela Figura 10.14, nota-se que existe uma grande frequéncia de zeros nos dados.
Sendo assim, hé indicagoes de que os modelos inflacionados de zeros sao mais
adequados para descrever a evolucao da série, se comparado aos modelos Poisson

e Binomial Negativo.

Para tanto, se ajustou os Filtros de Chopin (2007), para a distribui¢ao de Pois-
son, e o FChAP para as distribui¢oes Binomial Negativa, ZIP e ZINB, aos dados.
Os resultados dos ajustes estao ilustrados nas Figuras de 10.15 a 10.18. Tais
figuras ilustram a evolucao dos estados para o modelo Poisson, e a evolucao dos

estados e dos parametros estaticos para os modelos Binomial Negativo e ZIP e

ZINB.

Observando-se as Figuras de 10.15 a 10.18, nota-se que existem evidéncias de
que tenha ocorrido uma quebra estrutural em torno de setembro de 1991. As
médias estimadas mostram que apds esse ano houve uma queda no valor filtrado,

reforcando a evidéncia de quebra estrutural nessa série em torno desse periodo.

A fim de verificar quais dos modelos ajustaram-se melhor aos dados, foram
calculados os critérios de informagao de Akaike (AIC), Akaike corrigido (AICC),
critério Bayesiano (BIC), DIC e o Erro Quadratico Médio. Os valores calculados

estao ilustrados na Tabela 10.4.

Observando a Tabela 10.4, nota-se que, de forma geral, os modelos inflacionados
de zeros ajustaram-se melhor aos dados se comparado com os modelos Poisson

e Binomial Negativo, por apresentarem os menores valores de AIC, DIC, BIC,

DIC e EQM.
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Tabela 10.4: Critérios de informacao para os modelos estimados para os dados de

lesoes na saide ocupacional dos Estados Unidos.

Modelo AIC AICC BIC DIC EQM

Poisson -130,479 | -130,416 | -125,123 | -126,841 | 0,06878054
Binomial Negativo | -131,836 | -128,293 | -129,105 | -130,4705 | 0,06182332
Z1P -140,482 | -140,396 | -135,353 | -136,957 | 0,03923451
ZINB -147,699 | -147,678 | -145,135 | -145,457 | 0,03073045
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—ontagens

(b) Frequéncia das contagens para a série de lesoes.

Figura 10.14: Numero de casos mensais de lesoes na Satide Ocupacional nos Estados

Unidos no periodo de Julho de 1988 a Outubro de 1995.
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(a) Média filtrada, utilizando o filtro de Chopin (2007), para a distribuigao Poisson.
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(b) Probabilidade a posteriori de ocorrer mudanga segundo filtro de Chopin (2007) utili-
zando a distribuicao Poisson.

Figura 10.15: Estimativas para o filtro de Chopin (2007) utilizando a distribui¢ao
Poisson.
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(c) Probabilidade a posteriori de ocorrer mudanga segundo filtro FChAP utilizando a dis-
tribuicao Binomial Negativa.

Figura 10.16: Estimativas para o filtro FChAP utilizando a distribuicao Binomial
Negativa.
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(a) Média filtrada, utilizando o filtro FChAP, para a distribuigao ZIP.
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(b) Probabilidade de zero filtrada, utilizando o filtro FChAP, para a distribuigao ZIP.
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(c) Probabilidade a posteriori de ocorrer mudanga segundo filtro FChAP utilizando a dis-
tribuicao ZIP.

Figura 10.17: Estimativas para o filtro FChAP utilizando a distribuicao ZIP.
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(a) Média filtrada, utilizando o filtro FChAP, (b) Dispersao filtrada, utilizando o filtro
para a distribuicao ZINB. FChAP, para a distribuicao ZINB.
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(d) Probabilidade a posteriori de ocorrer mu-
danca segundo filtro FChAP utilizando a dis-
tribuicao ZINB.

(c) Probabilidade de zero filtrada, utilizando
o filtro FChAP, para a distribuigao ZINB.

Figura 10.18: Estimativas para o filtro FChAP utilizando a distribuicao ZINB.
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10.2.4 Numero de Casos de Poliomelite nos Estados Uni-

dos

Nesta segao aplicou-se os filtros de Chopin (2007) e o FChAP a dados relaciona-
dos ao nimero de casos mensais de Poliomielite nos Estados Unidos no periodo
de 1970 a 1983. Tais dados foram analisados por Zeger (1988). A Figura 10.19

ilustra a série de casos de Poliomielite.

Pela Figura 10.19, nota-se que existem uma grande frequéncia de zeros nos
dados. Sendo assim, ha indicacoes de que os modelos inflacionados de zeros sao
mais adequados para descrever a evolugao da série, se comparado aos modelos

Poisson e Binomial Negativo.

Para tanto, ajustaram-se os Filtros de Chopin (2007), para a distribuigao de
Poisson, e o FChAP para as distribuigoes Binomial Negativa, ZIP e ZINB, aos
dados. Os resultados dos ajustes estao ilustrados nas Figuras 10.20 a 10.23. Tais
figuras ilustram a evolugao dos estados para o modelo Poisson, e a evolug¢ao dos
estados e dos parametros estaticos para os modelos Binomial Negativo, ZIP e

ZINB.

Observando-se as Figuras de 10.20 a 10.23, nota-se que existe evidéncias de que
tenha ocorrido uma quebra estrutural em torno de dezembro de 1979 (ponto 120
nos graficos). As médias estimadas mostram que, ap6s o ano de 1979, houve
uma queda no valor filtrado, reforcando a evidéncia de quebra estrutural nessa

série nesse ano.

A fim de verificar quais dos modelos proporcionaram as mlehores descri¢oes
dos dados, foram calculados os critérios de informagao de Akaike (AIC), Akaike
corrigido (AICC), critério Bayesiano (BIC), DIC e o Erro Quadrético Médio

(EQM). Os valores calculados estao sumarizados na Tabela 10.5.

De acordo com a Tabela 10.5, nota-se que, de forma geral, os modelos inflacio-
nados de zeros proporcionaram melhor ajuste aos dados se comparados com os
modelos Poisson e Binomial Negativo por apresentar menores valores de AIC,

AICC, BIC, DIC e EQM.
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Tabela 10.5: Critérios de informagao para os

modelos estimados para os dados de

Poliomielite.
Modelo AIC AICC BIC DIC EQM
Poisson -235,559 | -235,22 | -222,096 | -227,148 | 0,05387581
Binomial Negativo | -241,352 | -241,203 | -232,377 | -235,185 | 0,04649438
ZIP -246,02 | -245,824 | -236,296 | -239,478 | 0,01989555
ZINB -262,862 | -262,85 | -259,738 | -259.62 | 0,01614005

No préximo capitulo serao dadas as consideragoes finais para esta dissertacao e

propostas de trabalhos futuros.

Serie temporal de Poliomicelite (1970—1983)
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Incdesx

(a) Numero de casos, mensais, de Poliomelite nos Estados Unidos no periodo de 1970 a
1983.

Frequéncia dos NnuMmeros de casos de Poliomielite

Freinca
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(b) Frequéncia das contagens para a série de Poliomielite.

Figura 10.19
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(a) Média filtrada, utilizando o filtro de Chopin (2007), para a distribuigao Poisson.
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(b) Probabilidade a posteriori de ocorrer mudanga segundo filtro de Chopin (2007) utili-
zando a distribuicao Poisson.
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Figura 10.20: Estimativas para o filtro de Chopin (2007) utilizando a distribui¢ao
Poisson.
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(b) Dispersao filtrada, utilizando o filtro FChAP, para a distribuicao Binomial Negativa.
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(c) Probabilidade a posteriori de ocorrer mudanga segundo filtro FChAP utilizando a dis-
tribuicao Binomial Negativa.

Figura 10.21: Estimativas para o filtro FChAP utilizando a distribuicao Binomial
Negativa.
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(a) Média filtrada, utilizando o filtro FChAP, para a distribuigao ZIP.
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(b) Probabilidade de zero filtrada, utilizando o filtro FChAP, para a distribuigao ZIP.
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(c) Probabilidade a posteriori de ocorrer mudanga segundo filtro FChAP utilizando a dis-
tribuicao ZIP.

Figura 10.22: Estimativas para o filtro FChAP utilizando a distribuicao ZIP.
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(a) Média filtrada, utilizando o filtro FChAP, (b) Dispersao filtrada, utilizando o filtro
para a distribuicao ZINB. FChAP, para a distribuigao ZINB.
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danga segundo filtro FChAP utilizando a dis-
(c) Probabilidade de zero filtrada, utilizando tribuicao ZINB.
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Figura 10.23: Estimativas para o filtro FChAP utilizando a distribuicao ZINB.
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Capitulo 11

Conclusao e trabalhos futuros

Nesta dissertacao estudamos os principais aspectos relacionados aos modelos
dinamicos lineares, dinamicos lineares generalizados, além dos filtros de particulas
mais utilizados na pratica. Para o caso dos modelos dinamicos lineares foram
estudados o processo de estimagao, suas especificagoes, e, também, abordamos
como se d& o processo de estimacao na presenca de parametros estaticos des-
conhecidos. Ilustramos, também, como utilizar essa metodologia no software R

através do pacote dlm.

Além dos modelos dinamicos lineares, descreveu-se, detalhadamente, os modelos
dinamicos lineares generalizados, além dos principais filtros de particulas am-
plamente divulgados na literatura, como os filtros Bootstrap, filtro de particulas

auxiliar, de Liu e West, de Storvik e Particle Learning.

Mostrou-se, também, o modelo de regressao dinamica proposto por McCormick
et al. (2012), e os filtros de particulas propostos por Chopin (2007) e Caron et
al. (2012) para o estudo de séries temporais que apresentam pontos de mudanga.

Tais algoritmos foram aplicados e ilustrados para a distribuicao de Poisson.

Como dados de contagem podem apresentar superdispersao e/ou inflacao de ze-
ros, aplicou-se os algoritmos descritos no Capitulo 6 para as distribuicoes Bino-
mial Negativa, Binomial Negativa Inflacionada de Zeros e Poisson Inflacionada
de Zeros. Para tanto, como essas distribuicoes apresentam parametros estaticos,

viu-se a necessidade de estender os algoritmos existentes para a estimacgao dos
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estados e dos parametros estaticos. Sendo assim, nesta dissertacao propusemos
duas extensoes inéditas, uma para o algoritmo de McCormick et al. (2012),
denominada McPE (Algoritmo de McCormick com Parametros Estaticos), e

outra, denominada FChAP, para o algoritmo de Chopin (2007).

Nos Capitulos 7, 9 e 10 foram realizados exercicios de simulacao para ilustrar os
algoritmos propostos nesta dissertacao. Para os algoritmos baseados na metodo-
logia proposta por McCormick et al. (2012) e McPE, viu-se que a incorporagao
de um fator de desconto auxilia o processo de filtragem a se adaptar a possiveis
mudancas abruptas nas séries. Outro fato a ser observado é que esse algoritmo
também pode ser utilizado para estimar dados estéticos (vide apéndice F). Por-
tanto, os algoritmos de McCormick et al. (2012) e McPE podem ser vistos como
uma alternativa aos MDLG e podem ser vistos, também, como generalizagoes

dos modelos de regressao estaticos (MLG, regressao multipla).

Através dos dados simulados e de dados reais, observou-se que o Filtro proposto
por Caron et al. (2012) leva menos tempo para ser executado, se comparado
ao Filtro proposto por Chopin (2007) e ao FChAP. Entretanto, os Filtros de
Chopin (2007) e FChAP sao mais robustos que o filtro de Caron et al. (2012), no
sentido da convergéncia, uma vez que o filtro de Caron et al. (2012) apresenta
certos problemas de convergéncia relacionados ao uso de fungoes gama. Outro
fato que deve ser observado é que uma estratégia de andlise para os filtros de
Chopin (2007) e FChAP é executd-los mais de uma vez e utilizar os valores
medianos das trajetérias como estimativas finais para os parametros estaticos e
para os estados. De maneira geral, os filtros apresentaram resultados similares,
no sentido de detectar os mesmos pontos de mudanga em uma mesma regiao da
série.

No Capitulo 10 aplicaram-se os algoritmos propostos nesta dissertacao a cinco
séries reais de dados de contagem. Os resultados mostram ajustes que repre-
sentam boas descricoes dos dados. Como era de se esperar, para os dados
que apresentam superdispersao e/ou inflagao de zero, segundo os critérios AIC,
AICC, BIC e DIC, os modelos baseados nas distribuigbes Binomial Negativa,

Poisson inflacionada de zeros e Binomial Negativa inflacionada de zeros, apre-
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sentaram melhores ajustes, se comparados com o modelo Poisson. Para os dados
reais, os filtros de Chopin (2007) e Caron et al. (2012) apresentaram resultados
semelhantes. Entretanto, o filtro de Caron et al. (2012) necessita de menos

tempo de processamento, por utilizar menos particulas.

Devido ao artigo de Caron et al. (2012) ser obscuro quanto a forma de imple-
mentacao do filtro, e devido a problemas numéricos envolvendo a funcao gama,
foi implementado, nesta dissertacdo, o filtro de Caron et al. (2012) apenas
para o caso em que os dados seguem uma distribuicao de Poisson. Pretende-se
estende-lo para os demais modelos utilizados nesta dissertagao em trabalhos

futuros.

Sendo assim, as propostas de trabalhos futuros sao:

— Aplicar o filtro de particulas proposto por Caron et al. (2012) para as
distribuicoes Binomial Negativa, Binomial Negativa Inflacionada de Zeros

e Poisson Inflacionada de Zeros;

— Utilizar estimacao Bayesiana para estimar os parametros estaticos no algo-
ritmo McPE, incorporando-se, no algoritmo, um passo MCMC, conforme

utilizado no Filtro de Chopin (2007);

— Incorporar covariaveis para explicar a probabilidade de zeros estruturais
para os modelos Binomial Negativo e Poisson inflacionados de zeros. In-
corporar, também, covariaveis para explicar o parametro de dispersao no
modelo Binomial Negativo, tais incorporacoes deverao ser feitas no algo-

ritmo McPE;

— Estimar, dinamicamente, a probabilidade para o modelo geométrico utili-

zado para modelar as probabilidades de transicao nos Filtros de FChAP;

— Testar diferentes modelos para modelar as probabilidades de transicao para
os Filtros de Chopin (2007), Caron et al. (2007) e o nosso filtro FChAP.

Por exemplo, pode-se utilizar a distribuicao Binomial Negativa.

— Finalizacao do pacote para o ajuste dos Modelos Dinamicos Lineares Ge-

neralizados.
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Apeéndices

A - Teoremas de Bayes

Para aqueles leitores nao familiarizados com estatistica bayesiana, se faz ne-
cessario a leitura desse apéndice. Aqui daremos o principio basico para o enten-
dimento da estatistica bayesiana e consequentimente um melhor entendimento

sobre os MDLs.

Seja z1,...,x, uma amostra aleatéria de observagoes com fungao densidade de
probabilidade indexada pelo parametro 6, p(z;|f). De posse das observacoes, a
fungao de verossimilhanga, que é uma funcao de 6, é dada por I(6) = p(xy,...,z,) =
p(x[0).

Diferentemente da estatistica classica, no qual o parametro é considerado uma
constante, na estatistica bayesiana existe uma incerteza sobre o parametro 6,

e essa incerteza é caracterizada por meio de uma funcao densidade de proba-
bilidade p(#), tal densidade é chamada de distribuigao a priori. Tal incerteza

corresponde ao conhecimento do analista a respeito do parametro 6.

O foco da estatistica bayesiana é revisar o conhecimento a respeito de 6 apds
observar um fenomeno, ou seja, apds observar x. Essa revisao é dada pela
distribuicao a posteriori de 6, esta por sua vez é obtida através do teorema de

Bayes

p(x|0)p(0)

p(0]x) = ()

Y

onde
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p(x) = / p(x10)p(6)d (11.1)

Usualmente é usado a seguinte notacao para representar o cédlculo da distri-

buicao a posteriori

p(0]x) o< p(x|0)p(0),

o sinal o significa a menos de uma constante que nao depende de 6. Ou seja,
em alguns casos podemos caracterizar completamente a distribuicao a poste-
riori apenas conhecendo a verossimilhanca e a distribuicao a priori, todas as

quantidades que nao depende de 6 podem ser condensadas no sinal ox.

B- Método SIR

Para simplificar a explicacao do método SIR, denote por p(f) a distribuicao a

priori de 0, p(y|@) a verossimilhanca, e p(fly) = % a distribuicao a
posteriori de 6.
O SIR (Rubin, 1988) é um método com o qual amostra-se 6',... 0% a partir

da priori p(f) e, entdo, associa, a cada um dos valores selecionados 67, um peso

m;, em que w; = p(ylad) e m; = 1,...,R. Observe que podemos

wj R
Zzﬁ;l w; ) j -
reescrever a distribuicao a posteriori de 6 da seguinte forma

p(yl0)p(9)
p(y)

~ Z Wjﬁ(ej).
j=1

p(0]y)

Entao, a amostra, ponderada pelos w}s, converge, quando R — oo, para uma
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amostra da dsitribui¢ao alvo p(f|y), uma vez que

com p(y) = [ p(y|0)p(0)dd = Eq(p(y|0)) ~ £ 27, plyl6?).

C - Regressao dinamica Poisson bayesiana

Nesta secao serao ilustrados os calculos para obter-se as expressoes do Capitulo

6. Para tanto, considere as seguintes expressoes introduzidas na Secao 6.1

Mexp(—\
p(yl6y) = +,(t);

exp <_2LRt(6t — ét,1)2>
t

onde A = exp(z:0;). As derivadas das densidades acima sao dadas por

P'(yel6r) = p(yel0) [yex: — wrexp(a:6r)] ;
POID) = —pOID) (0= ), (113)

t

Para obter-se as expressoes da Secdo 6.2, devemos derivar duas vezes [(6;) =

log[p(y:|0:)p(0:| Dy)]. A primeira derivada de [(6;) é dada por

1 / |
oo pEnDy P @80pGd D) + ply:l0)p (6l D))

p/(yt|9t) P’(0t|Dt)

DI(6,)

. 114
sl pl1D] Y
Usando as equagoes (11.2) e (11.3), temos que
0, —0,_
Dl(@t) = Tt (yt — eXp(xtQt)) — % (115)
t
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A segunda derivada, DI(0), é facilmente obtida a partir da equagao (11.5)

1

D?1(0,) = —xwhexp(0;) — o (11.6)
t

Fazendo 0, = ét,l temos

Dl(étfl) = xt(yt_gt>;

D0, ) = —a)j — R,

que sao as expressoes obtidas na secao 7. Lembrando que 1, = exp(wtét,l).

D - Aproximacao de Laplace
A idéia aqui é aproximar a integral que possue a seguinte forma
I(t) = /exp(—Nh(:c))da:,

onde N ¢ o tamanho da amostra. Utilizando-se da expansao de Taylor de

primeira ordem, temos que

I(N) = V2ro N~ 2exp(—Nh(z)),

em que

T = argmax,h(x) e o° =
No caso multivariado temos que
/exp(—Nh(a:))da: ~ exp(—Nh(#))(2m)¥2|S| V2N,

com z d-dimensional, ¥ = (D?h(%))~ 1.

D%h(%) é a inversa da matriz Hessiana de h avaliada em &
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Uma aplicacao dessa aproximagcao esta na obtencao da verossimilhanca marginal
1 1
M= / p(]0)7(0)d6 / exp {—N (—NlogP(:cW) _ Nlogw(@))) o),

fazendo h(f) = —+logP(z|f) — +-logm(6) e utilzando a aproximagao de Laplace,

podemos aproximar M da seguinte forma
M ~ P(z|0)x(0)(2r)¥?| S|P N~4/2,

com 0 = argmax,h(f).

E - Equacao de Transicao

Nesta segao iremos demonstrar a equacao (7.14) localizada na Segao 7.2 do

Capitulo 7.

Para o caso em que j = i, e utilizando a expressao (7.14), tem-se

) ) P(Mudanca em ¢ e nenhuma até ¢t — 1
P(Cy=1i|Ciqy =1) = ( ¢ )

P(Mudanca em i e nenhuma até ¢t — 2
P(Nenhuma mudanga até t — 1|Mudanca em i) P(Mudanga em 1)

Mudanga em ¢ ou ¢t + 1 ou ...|Mudanga em %)

(
P(Nenhuma mudanga até t — 2|Mudanga em i) P(Mudanga em 1)
B(
P(Mudanga em ¢t — 1 ou t ou ...]Mudanca em 1)

> o, P(Mudanga em u[Mudanca em i)
S>>, P(Mudanga em u|Mudanga em 1)

S i) XS ) 1 H(— i)
Do Mu—d) 3, h(2)  1-H(t—i-2)

(11.7)

No caso em que 7 # j, tem-se que j =t — 1, sendo assim, tem-se que

H(t—1—1i)— H(t—2—1)

P(C=t=1Ca =) = 1=P(C = ilCa = 1) = —— 7o

(11.8)

Finalizando a demonstracao.
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F - Modelos de regressao estatica

F.1 - Modelo Binomial Negativo

Para ilustrar o algoritmo de McCormick com parametros estaticos (McPE) apli-
cado a um modelo de regressao Binomial Negativa estatica, simulou-se um mo-

delo o qual, parat =1,2,...,1000, o preditor linear é dado por
log(p:) = —0.3x + 0.5,

em que X ~ N(0,1) e yy ~ BN(k = 1,exp(—0.3z + 0.5)). Embora os dados
gerados sejam idependentes, utilizou-se o modelo de série temporal para analiza-

los.

A programacao utilizada para a geracao dos dados é dada por

Simulacao

x <- rnorm(500)
k=1
mu <- exp(-0.3*x+0.5)
y = NULL
ybin = NULL
for (i in 1:500){
y[il=rnbinom(n=1, mu=mul[i], size=k)

#yl[i]=rpois(n=1, lambda=mu[<])

A programacao utilizada para a andlise do conjunto de dados, utilizando o

algoritmo McPE, é dada por

Ajuste

exemplo <- NB.sm(Y=y, X=x, intercept=TRUE, lambda0O=1, c=1)

names (exemplo)

par (mfrow=c(2,1))

plot (exemplo$estimates[,1],type="1", ylim=c(-2,2))

lines (exemplo$estimates[,1] -2*exemplo$sderror[,1], col="blue")
lines (exemplo$estimates[,1]+2*exemplo$sderror[,1], col="blue")

abline (h=1, 1lty=2, col="red")

plot (exemplo$estimates[,2],type="1", ylim=c(-2,2))
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lines (exemplo$estimates [,2] -2*exemplo$sderror[,2], col="blue")
lines (exemplo$estimates [,2]+2*exemplo$sderror[,2], col="blue")

abline (h=-0.2, 1lty=2, col="red")

summary (glm(y~cbind (x1,x2), family=NB))
exemplo$estimates [length(y),]

exemplo$sderror [length(y),]

Os resultados da anélise de regressao estatica Binomial Negativa estao ilustrados
na Figura 11.1. Nota-se que os parametros estimados convergem para os valores

préximos dos verdadeiros.

A Tabela 11.1 obtidos com o modelo Binomial Negativo estdtico mostra os

valores dos parametros estimados no ponto 7" = 500.

Tabela 11.1: Estimativa dos coeficientes do modelo BN estatico.

Modelo COEFICIENTE | ESTIMATIVA ERRO
ESTIMADO PONTUAL | PADRAO

MLG BN dinamico | INTERCEPTO 0.4303781 0.05321851
B -0.3372079 0.05427982
DISPERSAO 0.854592 -
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Figura 11.1: Estimativas dos parametros de regressao Binomial Negativa estatica (li-
nhas pretas) com seus respectivos intervalos de credibilidade de 95% (linhas azuis).

As linhas tracejadas vermelhas indicam o valor dos parametros populacionais. Esti-
mativas obtidas com o auxilio do algoritmo McPE.
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F.2 - Modelo ZIP

Para ilustrar o algoritmo McPE para o modelo de regressao Poisson inflacionado
de zeros estatico, simulou-se um modelo de tamanho 7" = 1000 com o seguinte

preditor linear

log(A) = —0.2x — 1,

onde X ~U(0,1) e yp ~ ZIP(p = 0.1, \; = exp(—0.2z — 1)).
A programagao utilizada para a geracao dos dados é dada por

Simulacao

set.seed (456)

x <- runif (1000)
p=0.1

mu <- exp(-0.2%x-1)
y = NULL

ybin = NULL

for (i in 1:1000){

y[il=rZIP(n=1, mu=mulil], sigma=p)

A programagao utilizada para a analise dos dados é dada por

Ajuste

exemplo <- ZIP.sm(Y=y, X=x, intercept=TRUE, lambdaO=1, c=1)

names (exemplo)

par (mfrow=c(1,2))

plot (exemplo$estimates[,1], type="1", ylim=c(-2,2), xlab="Tempo",
ylab="Intercepto")

lines (exemplo$estimates [,1]+2*exemplo$estimates[,1], col="blue")
lines (exemplo$estimates[,1] -2*exemplo$estimates[,1], col="blue")

abline (h=-1, col="red", 1lty=2)

plot (exemplo$estimates[,2], type="1", ylim=c(-2,2),xlab="Tempo", ylab="x")
lines (exemplo$estimates [,2]+2*exemplo$estimates[,2], col="blue")
lines (exemplo$estimates [,2] -2*exemplo$estimates[,2], col="blue")

abline (h=-0.2, col="red", 1lty=2)

thetaln,]
sdthetaln,]

pl[nl
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O resultado da anédlise da regressao estatica Poisson inflacionado de zero esté

ilustrado na Figura 11.2. Observa-se que as estimativas dos parametros obtidas para

o modelo estatico sao razoaveis e estao préximos dos valores verdadeiros.

parametro estatico foi estimado por maxima verossimilhancga.

Intercepto

A Tabela 11.2 traz os valores dos parametros estimados no ponto 7' = 1000. O

Tabela 11.2: Estimativa dos coeficientes do modelo ZIP estdtico

Modelo COEFICIENTE | ESTIMATIVA ERRO
ESTIMADO PONTUAL | PADRAO

MLG ZIP dinamico | INTERCEPTO -0.9776964 0.1123192
B -0.1819508 0.1892570
D 0.1018876 -

Tempo

600

I I
800 1000

600

800 1000

Tempo

Figura 11.2: Estimativas dos parametros de regressao ZIP (linhas pretas), via algo-
ritmo McPE, com seus respectivos intervalos com 95% de confianga (linhas azuis).
As linhas tracejadas vermelhas indicam o valor dos parametros populacionais.
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F.3 - Modelo ZINB

Para ilustrar o uso do algoritmo McPE para o modelo de regressao Binomial Negativo

inflacionado de zeros estatico, simulou-se um modelo de tamanho 7' = 1000 com o

seguinte preditor linear

log(p:) = —0.2x — 1,

onde X ~ N(0,1) e y ~ ZINB(p = 0.15,k = 1, iy = exp(—0.2z — 1)).

A programacao utilizada para a geracao dos dados é dada a seguir

Simulacao

set.seed (456)

x <- rnorm (1000)

mul <- exp(-0.2%x-1)

y = NULL

ybin = NULL

for (i in 1:length(x)){
y[il=rzinb(n=1, k=1, lambda=mul[i], omega=0.15)
#ylil=rpois(n=1, lambda=mul[i])

A programacao utilizada para o ajuste do modelo é dada a seguir

Ajuste

exemplo <- ZINB.sm(Y=y, X=x, intercept=TRUE, lambdaO=1, c=1)

names (exemplo)

par (mfrow=c(1,2))

plot (exemplo$estimates[,1], type="1", ylim=c(-2,2), xlab="Tempo",
ylab="Intercepto")

lines (exemplo$estimates[,1]+2*exemplo$estimates[,1], col="blue")
lines (exemplo$estimates[,1] -2*exemplo$estimates[,1], col="blue")

abline (h=-1, col="red", 1lty=2)

plot (exemplo$estimates[,2], type="1", ylim=c(-2,2),xlab="Tempo",
lines (exemplo$estimates [,2]+2*exemplo$estimates[,2], col="blue")
lines (exemplo$estimates[,2] -2*xexemplo$estimates[,2], col="blue")

abline (h=-0.2, col="red", 1lty=2)

thetal[n,]
sdthetaln,]
disp[n]
pln]

ylab="x")
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O resultado da andlise de regressao estatica Binomial Negativa inflacionada de

zeros estd ilustrado na Figura 11.3, em que se observa um ajuste muito razoavel, ja

que os parametros estimados estao préximos dos valores verdadeiros.

Na Tabela 11.3 apresenta-se os valores dos parametros estimados no ponto 7' =

1000. Os parametros estaticos foram estimados por maxima verossimilhanca.

Tabela 11.3: Estimativa dos coeficientes do modelo ZINB estatico

Modelo COEFICIENTE | ESTIMATIVA | ERRO
ESTIMADO PONTUAL |PADRAO
MLGC ZINB dinamico | INTERCEPTO 20.8344806 0.0704261
3 ~0.2057458 0.07243260
k 1.105066 -
D 0.1119776 -
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0
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Figura 11.3: Estimativas dos parametros de regressao ZINB (Linhas pretas), via al-
goritmo McPE, com seus respectivos intervalos com 95% de confianga (Linhas azuis).
As linhas tracejadas vermelhas indicam o valor dos parametros populacionais.
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