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Resumo

Um conhecido teorema devido a Schur [25, 10.1.4] assegura que,
se G é um grupo tal que [G : Z(G)] é finito entdo G’ é finito. Baer
[2] forneceu uma generalizacao para todos os termos das séries centrais
ascendente e descendente, assegurando que se |G : Z;(G)] é finito entao
Yi+1(G) é finito. A reciproca do Teorema de Baer nao é vélida em
geral. Nao obstante, P. Hall [11] mostrou que se v;11(G) ¢ finito entao
|G : Z5(@G)] é finito. A presente dissertacao tem por base um trabalho
de G. Fernandez-Alcober e M. Morigi [7] onde mostra-se que a mesma
conclusao do Teorema de Hall vale sob a hipdtese mais fraca de que
[Yi+1(G) : 741 (G) N Z;(G)] é finito.

Dado um inteiro ¢ > 1, dizemos que um grupo G é i-capable se G é
isomorfo a H/Z;(H), para algum grupo H. O resultado de Ferndndez-
Alcober e Morigi garante que, para um grupo i-capable G, vale a
reciproca do Teorema de Baer. Além dos resultados de [7], neste tra-
balho estudamos outras classes de grupos para as quais vale a reciproca

do Teorema de Baer.
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Abstract

A well known theorem due to Schur [25, 10.1.4] asserts that, if
G is a group such that [G : Z(G)] is finite, then G’ is finite. Baer [2]
generalized Schur’s result to other terms of the upper and lower central
series, proving that if [G : Z;(G)] is finite, then v;11(G) is finite. The
converse of Baer’s Theorem does not hold in general. However, P.
Hall [11] showed that if ~;;1(G) is finite, then [G : Zy;(G)] is finite.
This dissertation is based on the work of G. Fernandez-Alcober and
M. Morigi [7]. The authors showed [7, Theorem A] that the same
conclusion of Hall’s result is valid under the weaker hypotesis that
[Yi+1(G) : 7i41(G) N Z;(G)] is finite.

Given an integer ¢ > 1, we say that G is i-capable if G is isomorphic
to H/Z;(H), for some group H. The result of Ferndndez-Alcober and
Morigi ensures that the converse of Baer’s Theorem holds for any -
capable group G. Apart from the results in [7], in this essay we also
study other classes of groups for which the converse of Baer’s Theorem

is true.
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Introducao

Seja G um grupo arbitrario. Denotamos por Z(G) e G’, respecti-
vamente, o centro de G e o subgrupo derivado de G. Intuitivamente
tanto o indice [G : Z(G)] quanto a ordem de G’ medem o quanto G
¢é abeliano, pois o fato de GG ser abeliano é equivalente a condicao de
que [G : Z(G)] = 1 e também é equivalente a condi¢ao de que G’ = 1.
Sendo assim, ¢ natural se perguntar qual ¢ a relacdo entre [G : Z(G)]
e a ordem de G’ no caso geral em que G nao é necessariamente abe-
liano. Neste sentido, um teorema classico de Issai Schur [25, 10.1.4]
nos garante que se [G : Z(G)] ¢ finito entdo G’ é finito. A prova deste
teorema é uma aplicacao da teoria do homomorfismo transfer. Pos-
teriormente alguns autores forneceram outras provas do Teorema de
Schur, algumas das quais se baseavam em conceitos mais elementares
como identidades de comutadores, sem fazer uso do transfer (veja, por
exemplo, [19, Theorem 8.19] e [27]).

Refor¢ando a relagao entre [G : Z(G)] e |G'| James Wiegold mos-
trou em [30] que se [G : Z(G)] é finito entao |G'| < f([G : Z(G)]),
onde a expressao explicita da fungao é f(n) = n2 (08 n=1) sendo p o
menor primo divisor de [G : Z(G)]. Wiegold ainda forneceu exemplos
mostrando que esta cota é a melhor possivel. O Teorema de Schur,
com a versao quantitativa de Wiegold, diz informalmente que se Z(G)

é grande entao G’ é pequeno.
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Infelizmente a reciproca do Teorema de Schur nao vale em geral.
Como mostram os exemplos dos p-grupos extra especiais infinitos, o
fato de G’ ser finito nao implica que [G : Z(G)] seja finito. Um p-grupo
P é dito extra especial se P’ e Z(P) coincidem e tém ordem p e P/Z(P)
é um p-grupo abeliano elementar infinito (veja a se¢ao 1.5).

Apesar de nao ser possivel mostrar em geral a reciproca do Teorema
de Schur, para algumas classes de grupos é possivel estabelecer este
fato. Por exemplo, caso G seja finitamente gerado, ou residualmente
finito, ou caso exista um subgrupo abeliano de indice finito em G, entao
G’ ser finito implica que [G : Z(G)] é finito. Estas reciprocas parciais
do Teorema de Schur despertaram o interesse de alguns autores nos
ultimos anos. Veja, por exemplo, os artigos [17], [24], [23], [14] e suas
referéncias.

Dado um grupo G, denotamos por Z;(G) e por v;+1(G) os termos
das séries centrais ascendente e descendente de (G, respectivamente.
Notamos que o conceito de grupo nilpotente generaliza de certa forma
o de grupo abeliano. Intuitivamente tanto [G : Z;(G)] quanto a ordem
de 4;41(G) medem o quanto G é nilpotente de classe ¢, pois o fato de G
ser nilpotente de classe i é equivalente a condigao de que [G : Z;(G)] =1
e também é equivalente a 7, ,1(G) = 1. Dessa forma, também ¢é natural
se perguntar qual é a relagao entre [G : Z;(G)] e |7:41(G)| no caso geral
em que GG nao é necessariamente nilpotente de classe i. Respondendo
esses questionamentos Reinhold Baer [2, §6 Theorem 4] generalizou o
Teorema de Schur para os outros termos das séries centrais ascendente
e descendente, mostrando que se [G : Z;(G)] é finito entdao v;41(G) é

finito. Assim como Wiegold mostrou que a ordem de G’ é limitada
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em fungao de [G : Z(G)], também é possivel mostrar que a ordem de
Yi+1(G) é limitada em funcao de [G : Z;(G)].

Em [11] Philip Hall fornece, para cada inteiro ¢ > 1, um exemplo de
um p-grupo G tal que v;41(G) é finito e [G : Z;(G)] é infinito, mostrando
que a reciproca do Teorema de Baer ndo é valida em geral (veja as
paginas 47-49 desta dissertagao). A despeito disso, nesse mesmo artigo,
P. Hall mostrou que se 7;41(G) é finito entdao [G : Zy(G)] é finito,
onde 7 é um inteiro nao negativo. Analisando mais atentamente a
demonstracao dada por P. Hall, é possivel deduzir que se v;41(G) é
finito de ordem n entdo [G : Zy(G)] < nlogentos2m)™ (veja [26, p.
118]).

O Teorema de Hall mostra que um grupo finito-por-nilpotente é de
fato nilpotente-por-finito, e pode ser visto como uma reciproca parcial
do Teorema de Baer. Outras reciprocas parciais do Teorema de Baer
podem ser obtidas impondo condicoes adicionais ao grupo GG como,
por exemplo, a condi¢ao de que v;11(G) N Z;(G) = 1, a condigao de
que G seja residualmente finito [20] ou ainda a condi¢do de que G
seja finitamente gerado [16]. Recentemente foi publicado o artigo [14]
dedicado a uma reciproca do Teorema de Baer para um grupo G tal
que G/Z;(G) é finitamente gerado.

Ian Macdonald [20, Corollary 2], enfraquecendo as hipdteses do
Teorema de Hall, mostrou que se G é um grupo tal que, para algum
i > 1, [vi1(G) v (G) N Z(G)] é finito entdo [G : Zy(G)] é finito.
Recentemente Podoski e Szegedy [24] mostraram que se [G' : G'NZ(G)]
é finito e igual a n entao [G : Zy(G)] < n?'°&2" e que essa cota estd

proxima de ser a melhor possivel.
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Gustavo Ferndndez-Alcober e Marta Morigi [7] generalizaram, para
qualquer ¢ > 1, o resultado de Podoski e Szegedy obtendo a seguinte

versao mais forte do Teorema de Hall:

TEOREMA A. Sejam G wum grupo e um inteiro © > 0 tais que
[Yit1(G) : v1(G) N Zi(G)] € finito. Entao |G : Zs(G)] € finito e
limitado em fungao de [7;i11(G) : vit1(G) N Z;(G)].

Tendo em vista essa série de generalizagoes sucessivas do Teorema
de Hall, surgem naturalmente as seguintes questoes:

(a) Se a hipdtese mais fraca de que [v;11(G) : vit1(G) N Zi41(G)] é
finito vale, ainda é possivel mostrar que [G : Z9;(G)] é finito?

(b) Seja G um grupo finitamente gerado. Em [16, Theorem 2.10]
Hekster mostrou que se v,,1(G) é finito entdo [G : Z;(G)] é finito. E
possivel mostrar que [G : Z;(G)] é finito sob a hipdtese mais fraca do
Teorema A de que [yi41(G) : 7iz1(G) N Zi(G)] é finito? E possivel
mostrar pelo menos que [G : Z;(G)] é finito para algum j < 2i7

Em [7] os autores fornecem exemplos que dao resposta negativa a
ambas as questoes (veja as paginas 76-79 desta dissertagao).

Outro resultado de [7] que merece ser destacado é o teorema a

seguir, que é uma ferramenta usada na demonstracao do Teorema A.

’

TEOREMA B. Seja G um grupo em que [v5(G) : v:(G) N Z(G)] é
finito, para s et inteiros. Entao [vs1j(G) : vs1+(G) N Zi—;(G)] € finito,

para todo 0 < j < t. Em particular, ys14(G) € finito.

Como caso particular do Teorema B, para s =i+ 1 et = i, te-
mos que se [Yi+1(G) : vi41(G) N Z;(G)] é finito entao 72;41(G) é finito.

Ressaltamos ainda que o Teorema B ja havia sido apresentado por
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Macdonald [20, Corollary 1] com uma prova diferente da fornecida em
[7].

Seguindo M. Hall e Senior [10], dizemos que um grupo G é capa-
ble se for isomorfo a H/Z(H), para algum grupo H. Em [13] P. Hall
ressalta que a compreensao dos grupos capable é importante para a
classificagdo dos p-grupos. Em [17] e [24] s@o provadas reciprocas do
Teorema de Schur para grupos capable. Sucessivamente o conceito de
grupo capable foi generalizado por Burns e Ellis em [4] da seguinte
forma: dado um inteiro ¢ > 1, dizemos que um grupo G ¢é i-capable se
G é isomorfo a H/Z;(H), para algum grupo H. Na Segao 3.2 mostra-
mos que o Teorema A de Fernandez-Alcober e Morigi é equivalente a
reciproca do Teorema de Baer para grupos i-capable.

Este trabalho esta dividido em 3 capitulos. O Capitulo 1 é de-
dicado ao tratamento dos resultados e defini¢oes mais basicos para a
compreensao dos capitulos seguintes. No Capitulo 2 sao apresentados
os teoremas classicos de Schur, Baer e Hall com suas versoes quantita-
tivas, bem como varias reciprocas parciais dos Teoremas de Schur e de
Baer e ainda alguns contra exemplos. No Capitulo 3 detalhamos os re-
sultados de [7] e discutimos a interpretagao do Teorema A no contexto

dos grupos i-capable.



CAP{TULO 1

Preliminares

Usamos como principais referéncias os livros [25] de Derek Robin-
son e [18] de Martin Isaacs. Tentamos adotar uma notacao padrao
em Teoria de Grupos sempre que possivel. Em geral, G denota um
grupo qualquer, nao necessariamente finito. Usamos o simbolo 1 tanto
para o elemento identidade quanto para o grupo que contém apenas
a identidade. Quando H é um subgrupo de um grupo G, escrevemos
H < G. O indice de H em G, denotado por [G : H], é a cardinalidade
do conjunto das classes laterais a esquerda (ou a direita) de H em G.
O simbolo |X| denota a cardinalidade do conjunto X. As letras m e
n em geral denotam inteiros positivos, sendo um primo normalmente
denotado por p. Na maioria das vezes escrevemos a(z) para denotar a
imagem de x pela funcao «, mas em algumas raras situagoes usamos
x® para a imagem de x pela fungao a.

Assumimos que o leitor tem familiaridade com os conceitos bésicos
da Teoria de Grupos. Alguns teoremas como o Teorema de Lagrange e
os Teoremas de Isomorfismo também sao assumidos como conhecidos.

Vamos iniciar demonstrando duas propriedades basicas dos indices

de subgrupos que sao muito usadas neste trabalho.

PROPOSICAO 1.0.1. Se H e K sdo subgrupos de um grupo G entdo
[H: HN K] = |[{hK | h € H}|. Em particular, se HK ¢ um subgrupo
entio [H: HN K] =[HK : K|.
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DEMONSTRACAO. Seja € o conjunto das classes laterais a esquerda
de HNK em H. Vamos mostrar que ¢: h(HNK) — hK é uma bijegao
de € em {hK | h € H}. Note que, hi(H N K) = ho(H N K) se, e
somente se, hl_lhg € HNK C K, que é equivalente a hi K = ho K. Isto
mostra que ¢ esta bem definida e é injetiva. Além disso, ¢ é claramente

sobrejetiva. Isto conclui a demonstracao. U

PROPOSICAO 1.0.2. Seja G um grupo. Se os subgrupos Hy, ..., H,

todos tém indices finitos em G entdo HyN---N H, também tem indice

finito em G, e [G: HiN---NH,] <[G:H|--[G: H,.

DEMONSTRAGAO. Chamemos de € o conjunto das classes laterais
a esquerda de H;y N --- N H, em G e, para 1 < i < n, chamemos de
¢; o conjunto das classes laterais a esquerda de H; em (. Definimos
p: € — € x---x €, tal que cp(g(Hlﬂ---ﬂHn)) = (gHy,...,gH,).
Vamos mostrar que ¢ estd bem definida e é injetiva. Sejam a e b
elementos arbitrarios de G. Note que a(HN---NH,) = b(HN---NH,)
se, e somente se, a b € HyN---NH,, o que é equivalente a a~'b € H;,
para todo 1 < ¢ < n. Isto, por sua vez, é equivalente a equacao
(aHy,...,aH,) = (bHy,...,bH,). Isto mostra que ¢ estd bem definida

e ¢ injetiva, e o resultado segue. O

1.1. Subgrupos finitamente gerados e a condicao maximal

Seja X um conjunto nao vazio de um grupo G. O subgrupo gerado
por X, denotado por (X), é o menor subgrupo de G que contém X.
Mostra-se que (X) = {z1---z, | n > 0,7, € X U X'} onde denota-
mos X ' = {27! | z € X} e por convengao a palavra vazia ¢é igual a

identidade.
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Um grupo G é dito finitamente gerado se existe um subconjunto
finito X C G tal que G = (X). Se m é um inteiro positivo, G é
dito n-gerado se pode ser gerado por algum subconjunto X C G com n
elementos, onde o conjunto X é pensado ser nao redundante, no sentido

de que nenhum subconjunto préoprio de X pode gerar G.

PROPOSIGAO 1.1.1. Se um grupo G possui um subgrupo normal N

tal que N € n-gerado e G/N € m-gerado, entio G é (n + m)-gerado.

DEMONSTRAGAO. Seja X C N tal que N = (X) e |X| = n. Seja
Y ={g1,...,9m} C G tal que G/N = (g1 N, ..., 9, N). Dado qualquer
g € G, podemos escrever gN = 4, -y, N, com y1,...,y, € Y UYL
Logo, ¢ = y1---y,x, com x € N. Observamos que x = =z --- g,
com x1,...,7s € X UX "L Segue que g = y;---y,71 -+ - T5. Assim,

G=(XUY) sendo | XUY|=m+n. O

Um elemento g de um grupo G tem ordem finita n se o grupo (g)
tem ordem n. Se (g) é infinito, dizemos que g tem ordem infinita. Um
grupo no qual todos os elementos tem ordem finita é dito periddico. Um
grupo no qual a ordem de todos os elementos ¢ finita e limitada é um
grupo de exponente finito. O expoente do grupo é o minimo multiplo
comum entre as possiveis ordens de elementos do grupo. Ou seja, um
grupo G tem expoente finito e se g = 1, para todo g € G.

Obviamente, todo grupo finito tem expoente finito, mas a soma
direta de infinitas cépias de Z/27Z é um exemplo de um grupo de expo-
ente finito que nao é finito. Todo grupo de expoente finito é periédico,
mas Cow = (ay,ay,...| a? =1,a? = a;_1,Vi > 1) é um exemplo de um

grupo periédico que nao tem expoente finito.
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Estes exemplos mostram que, mesmo para grupos abelianos, o grupo
ter expoente finito nao implica que ele é finito. Mas, para grupos abe-
lianos finitamente gerados, expoente finito implica em finitude, como

mostra a proposicao a seguir.

LEMA 1.1.2. Seja G um grupo abeliano m-gerado. Se, para algum

inteiro e, G¢ =1 entdo |G| < e™.

DEMONSTRAGAO. Sejam g, ..., gm € G tais que G = (g1, ..., Gm)-
Dado g € G, como G ¢ abeliano podemos escrever g = g7 - - - g%, com

0 < a; < e, pois g¢ = 1 para todo 1 < i < m. Portanto, |G| <e™. O

Denotamos por |x| a parte inteira do ntimero real x.

PROPOSIGAO 1.1.3. Seja H um subgrupo proprio de um grupo G tal
que [G : H] € finito e seja p € o menor primo diwvisor de |G : H|. Entao
existem um inteiro 1 <m < [log, |G : H|| e elementos x1,...,7,, € G

tais que G = (x1,..., %y, H).

DEMONSTRAGAO. Defina Hy = H e, para j > 1, defina recur-
sivamente H; = (xj, Hj_1), onde z; é escolhido arbitrariamente em
G\ H;_4, enquanto for H;_; < G. Como [G : H] é finito, temos que
H,, = G, para algum m > 1. Temos, assim, a série de subgrupos
H=Hy<H <---<H, =G. Note que p < [H; : H;j_], para todo
1 <j<m,pois [H;: Hj_1] >1e[H;: Hj_;] divide [G : H|. Assim,

G :H|=[Hy : Hyp1]---[Hy: Ho] > p™.

Logo, m < log,[G : H] e, como m ¢ inteiro, m < |log,[G : H||. Final-
mente, Hy, = (T, Hpo1) = -+ = (21, ..., T, Hy) = (T1,..., 2, H).

Isto conclui a demonstragao. Il
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Observe que, para todo primo p, temos log,[G' : H] < log,[G : H|
entao, na Proposi¢ao 1.1.3 também podemos obter m < |log,[G : H]|.
Seja G um grupo finitamente gerado. Denotamos por d(G) o nimero

minimo de elementos necessario para gerar (G, onde por convengao

d(G)=0se G=1.

COROLARIO 1.1.4. Se G ¢ um grupo finito entdo d(G) < |log, |G|],

onde p € o menor primo divisor da ordem de G.

Segue da Proposicao 1.1.3 com H = 1.

Observe que log, |G| < log, |G| entdo, do Coroldrio 1.1.4 concluimos
que d(G) < [log, |G||, qualquer que seja o grupo G. As vezes é mais
conveniente usar essa desigualdade.

Dizemos que um grupo G satisfaz a condicdao mazimal se o conjunto
dos subgrupos de G, parcialmente ordenado pela inclusao, nao possui
nenhuma cadeia ascendente infinita H; < Hy < ---. Isto é, toda cadeia
ascendente infinita de subgrupos de G se torna estacionaria a partir de

algum ponto.

PROPOSICAO 1.1.5. Um grupo G satisfaz a condi¢ao mazimal se, e

somente se, todos os seus subgrupos sao finitamente gerados.

DEMONSTRACAO. Assuma que G satisfaz a condicdo maximal e
suponha que exista um subgrupo H < G que nao € finitamente ge-
rado. Escolha h; € H. Como H nao ¢ finitamente gerado, temos que
(h1) # H, de forma que podemos escolher hy € H \ (h;). Continuando
assim, obtemos uma cadeia ascendente infinita (hi) < (hy, ho) < ---
de subgrupos de G. Isso contradiz a suposicao de que G satisfaz a

condi¢ao maximal.
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Agora assuma que todos os subgrupos de G sao finitamente gerados
e considere uma cadeia arbitraria H; < Hy < --- de subgrupos de G.
Vamos mostrar que essa cadeia nao ¢ infinita. O conjunto U = |J;2, H;
¢ um subgrupo de G. Como todo subgrupo de G ¢ finitamente gerado,
existem wy,...,u, € U tais que U = (uq,...,u,). Note que existe
um inteiro r suficientemente grande tal que wuy,...,u, € H,. Assim,
H, = U e a cadeia fica estacionaria a partir de H,. Portanto, G satisfaz

a condi¢cao maximal. U

PROPOSICAO 1.1.6. Seja G um grupo. Se G possui um subgrupo
normal N tal que N e G/N satisfazem a condi¢ao mazimal entio G

satisfaz a condi¢cdo mazximal.

DEMONSTRACAO. Pela Proposicao 1.1.5, basta mostrar que todo
subgrupo de G ¢ finitamente gerado. Seja H um subgrupo de GG. No-
tamos que, pela Proposicao 1.1.5, H N N é finitamente gerado, pois
N satisfaz a condigao maximal. Analogamente, HN/N é finitamente
gerado, pois G/N satisfaz a condigdo maximal. Como H NN é normal
em H, podemos considerar o quociente H/(HNN), o qual é finitamente
gerado, pois é isomorfo a HN/N. Portanto, segue da Proposigao 1.1.1

que H ¢é finitamente gerado. U

PROPOSICAO 1.1.7. Seja G um grupo abeliano. Se G é m-gerado
entdo todo subgrupo de G € m-gerado. Em particular, G satisfaz a

condi¢cao maximal.

DEMONSTRAGAO. Argumentamos por inducao sobre m. Se m = 1
entdao G é ciclico e, portanto, todo subgrupo de G é ciclico. Agora,
seja G = (g1, .-+, 9m+1). Considere o subgrupo N = (gy,...,gm). Por

indugao, todo subgrupo de N é m-gerado e note que G/N é ciclico. Se
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H é um subgrupo de G, entao HNN é m-geradoe H/(HNN) =2 HN/N,

que é ciclico. Segue da Proposicao 1.1.1 que H é (m + 1)-gerado. 0O

Em geral nem todo subgrupo de um grupo finitamente gerado é
finitamente gerado, como mostra o exemplo a seguir.

Considere o grupo G = (a,b | b~'ab = a*®) e o subgrupo normal
H = (a, atab ). Veremos dentre outras coisas que H nao é
finitamente gerado. Para verificar que H ¢é de fato normal em G basta
mostrar que H* C H e que H® C H, pois G = (a,b). Claramente
H® C H, pois a € H, e, como (a* ")’ € H, para todo i > 0, segue

que H® C H, pois H é gerado pelos elementos da forma ab_i, com

1 > 0. Por comodidade definimos z; = abii, para i > 0, de forma que

H = (zg, 21,22 ...). Observe que

T = T3, para todo ¢ > 0 (1.1.1)

(a2 = (@) = (a")" " = " = z;. Para ver

pois a7, =
que H é abeliano basta mostrar que quaisquer z;,z; € {zo, z1,22,...}
comutam entre si. Isto segue da equagao (1.1.1). De fato, podemos

assumir sem perda de generalidade que i < j e, assim, aplicando (1.1.1)

27—t

4. Logo, x; € (x;) e

repetidas vezes, temos que x; = fo =...=z

em particular z; comuta com z;. De (1.1.1) também segue que
(zo) < (1) <+ < () < (wiga) < -

Agora, como H é abeliano, todo elemento h € H se escreve como
h = -xl, com x;,...,T;, € {To,T1,T2,...} €ny,...,n inteiros.

Escolhendo i = max(iy, .. .,is), temos que x;,, ..., z;, € (r;) e portanto

s
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h € (x;). Isto mostra que H C |J,~ (x,,). Assim,

H = | ().

Com isso, podemos mostrar que H nao é finitamente gerado. De fato,
se Y C H é um conjunto finito qualquer, entdo Y C (xj), para algum
inteiro positivo k suficientemente grande. Logo, (Y) C (zx) # H. Ou
seja, H nao é finitamente gerado.

Este exemplo mostra que um subgrupo H de um grupo finitamente
gerado GG pode nao ser finitamente gerado. De fato, o exemplo mostra
que, mesmo subgrupos normais abelianos do grupo G, podem nao ser
finitamente gerados. Nao obstante, dado um grupo finitamente gerado,
os subgrupos de indice finito s@o sempre finitamente gerados. Este é o

contetido do teorema a seguir.

TEOREMA 1.1.8 (Schreier). Sejam G um grupo finitamente gerado.
Se H é um subgrupo de G com indice finito entao H € finitamente
gerado. Mais precisamente, se G € m-gerado e [G : H| = n entio H

pode ser gerado por mn elementos.

DEMONSTRAGAO. Seja G = (X), com | X| = m, e T um transversal
a direita para H em G. Assuma que 1 € T e note que |T| = n.
Para todo g € G e todo t € T, existe um unico 7(g) € T tal que
Htg = Hr(g). Defina h(t,g) = tgr(g)~" e note que h(t,g) € H e que

tg = h(t,g)7(g). (1.1.2)

Dado h € H, temos h = ¢y ---gs, com gq,...,9s € X UX~!. Usando
a férmula (1.1.2), temos que 1lg; = h(1l,¢91)7(g1). De forma que o

elemento h se reescreve como h = 1g1g2---gs = h(1,91)7(g1)g2 - - gs-
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Aplicando (1.1.2) novamente, vemos que 7(g1)g2 = h(7(g1),92)7(g2)-

Repetindo esse processo, obtemos

h=h(1,g1)h(7(92), 92) - - - h(7(gs-1), g5) T(gs)- (1.1.3)

Assim, H7(gs) = Hh = H e tem-se necessariamente 7(gs) = 1, pois T
é um transversal. Logo, da equagao (1.1.3) segue que H é gerado pelo
conjunto finito Y = {h(t,g) |t € T,g € XUX '}, que tem no méximo
2mn elementos.

Agora veremos que, na verdade, precisamos apenas de metade dos
elementos de Y para gerar H. Para todo g € G e todo t € T', temos
que Htg™' = Ht(g™'), ou seja, Hr(g7')g = Ht e entdao temos que
h(t(g71),g) = 7(g71)gt™t. Por outro lado, h(t,g7 ') =tg~'r(g7') ' e,
portanto,

-1

h(tvg_l) = h(T(g_l)jg)
Concluimos que Y C (h(t,g) |t € T,g € X) e, como H = (Y),
temos que H = (h(t,g) | t € T,g € X). Observe que esse conjunto

gerador tem no maximo mn elementos. Isto conclui a demonstracao.

g

Notamos que a cota para o ntimero de geradores de H no Teorema

1.1.8 ainda pode ser melhorada, como mostra o teorema a seguir.

TEOREMA 1.1.9. [25, 6.1.8(ii)] Sejam G um grupo m-gerado e
H um subgrupo tal que [G : H] = n. Entao H pode ser gerado por

mn —n -+ 1 elementos.

1.2. Sobre comutadores e centralizadores

Dados elementos a e b de um grupo G, o comutador de a e b é o

elemento [a,b] = a~'b~tab. A identidade ab = ba[a, b] justifica 0 nome
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comutador para o fator que aparece ao se comutar dois elementos. O

conjugado de a por b é o elemento a® = b~'ab. Dados um inteiro n > 2

e elementos x1,...,x, € G, o comutador simples de peso n é definido
recursivamente como [y, ..., x,] = [[z1,..., 2, 1], 2,]. Por convencao
[.Z'l] = XT1.

Existem algumas relagoes entre comutadores e conjugados. Por
exemplo, [a, b] = a~1a’ e também [a, b]* = [a®, b*], valem para quaisquer
elementos a, b, x € G. Esta tultima é consequéncia de a aplicacao g — ¢°
ser um automorfismo de G.

As identidades a seguir, que sao de facil verificagao, sao usadas

diversas vezes neste trabalho. Dados z,y, g € GG, temos que

[zy, 9] = [2, 9]y, gl (1.2.1)

l9, 7y] = [g,9]lg, x]". (1.2.2)

Tomando por caso base as identidades (1.2.1) e (1.2.2), mostra-se

por inducao que, dados n > 2 e xy,...,2,,9 € G,
[.1'1 e xnag] = [xl’g]xz'--xn T [wn*hg]xn [xnagL (123)

9,21 x,] = g, Tallg, Troa|™ -+ - [g, 21 )"0 (1.2.4)

Das férmulas (1.2.1) e (1.2.2) e, usando o fato de a® = ala, b], temos:

[zy, g = [z, 9]z, g, Ylly, 9], (1.2.5)

l9, zy] = [9,Yllg, *][g, , y]. (1.2.6)
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Destacamos, ainda, outras duas férmulas que usaremos:

—1 1

oy = [y, 2) = ()™)Y = () ) (1.2.7)

-1 1

eyl = [ya = ()™ = () (1.2.8)

Dados subconjuntos nao vazios X e Y de um grupo G, definimos o
subgrupo comutador de X e Y como [X,Y] = ([z,y] |z € X,y € Y).

Dados um subconjunto nao vazio X de um grupo G e um elemento
g € G, o conjugado de X por g é o conjunto X9 = {z9 | z € X}. O
normalizador de X em G é definido como Ng(X) ={g € G| X9 = X }.
Se H < GG entao Ng(H) é o maior subgrupo de G no qual H é normal.
A proposicao a seguir dd uma caracterizagao do normalizador usando

comutadores.

PROPOSIGAO 1.2.1. Sejam H e K subgrupos de um grupo G. Entdo
K < Ng(H) se, e somente se, [H, K] < H.

DEMONSTRAGAO. Por um lado, se K < Ng(H), dados h € H e
ke K, [h k] =h"thk € H e, portanto, [H, K] < H. Por outro lado,
se [H,K] < H entdo, para todo h € H e todo k € K, temos que
h* = h[h,k] € H e, assim, K < Ng(H). O

Em particular, se H é um subgrupo normal de um grupo G, segue
da Proposigao 1.2.1 que [K, H] < H, para todo K < G.

Seja X um subconjunto nao vazio de um grupo G. O subconjunto
Co(X)={9€G|x9=uzNVre X} éo centralizador de X em G. Nao
é dificil verificar que Cg(X) é de fato um subgrupo de G.

O centro de G é o subgrupo Z(G) = {z € G | zg = gz,Yg € G}.
Observe que Z(G) = Cq(G).
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Sejam H um subgrupo de um grupo G e X C G nao vazio. Defini-

mos Cy(X) = HNCg(X) ={h € H | 2" = 2,V2 € X} e chamamos
Cu(X) de o centralizador de X em H.

PROPOSICAO 1.2.2. Sejam N e H subgrupos de um grupo G. Se
N normal em G entio Cy(N) € normal em H e se, além disso, N €

finito entao Cy(N) tem indice finito em H.

DEMONSTRAGAO. Consideremos o homomorfismo ¢: H — Aut(N)
que associa a cada elemento h € H o automorfismo op: x — h~'zh.
Observe que Cy(N) é exatamente o Ker(p) = {h € H | o, = Id}.
Logo, Cyx(N) é normal em H. Note que o grupo Sym(N) das bijegoes
de N é finito pois N é finito e, consequentemente, Aut(/N) é finito
pois é subgrupo de Sym(/N). Pelo Teorema do Isomorfismo, temos
que H/Cy(N) = H/Ker(yp) é isomorfo a um subgrupo do grupo finito
Aut(N) e, portanto, H/Cy(N) é finito. O

Dado um subgrupo K de um grupo G, é facil ver que a aplicagao

¢: Ng(K) — Aut(K)

¢ um homomorfismo. Portanto, pelo Teorema do Isomorfismo, temos

a seguinte proposicao.

PROPOSICAO 1.2.3. Seja K um subgrupo de um grupo G. Entdo
Ce(K) é normal em Ng(K) e Ng(K)/Co(K) € isomorfo a um sub-

grupo de Aut(K).

Um subconjunto X de um grupo G é dito um subconjunto normal

de G se X9 = X, para todo g € G.
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LEMA 1.2.4. Seja G um grupo. Se X € um subconjunto normal de

G entao (X) € normal em G.

DEMONSTRAGAO. Dado h € (X), podemos escrever h = x* - - - z",
com zy,...,x; € X e ay,...,ar € {—1,1}. Como, para todo ele-
mento g € G, a conjugagao por g ¢ um homomorfismo, temos que
h = (x{)*---(x])*. Logo, h9 € (X), pois ¢ € X, para todo
i=1,..., k. Portanto (X) é normal em G. O

PROPOSICAO 1.2.5. Sejam M e N subgrupos normais de um grupo

G. Entao [M, N] é normal em G.

DEMONSTRAGAO. Lembre-se que [M, N| é gerado pelo conjunto
X = {[m,n] | m € M,n € N}. Pelo Lema 1.2.4, basta ver que
o conjunto X é um subconjunto normal em G. Ora, dado g € G,
[m,n)? = [m9,n?. Entdo [m,nl? € X, pois, sendo M e N normais,

m?y € Mend € N. Portanto, X é normal em G, e o resultado segue. [J

Dados subconjuntos nao vazios X, Xs,... de um grupo G, de-
finimos recursivamente os subgrupos [X;] = (Xj) e, para n > 2,
(X1, X)) = [[X1, . X, Xa]-

A seguir estabelecemos varios resultados basicos sobre subgrupos

comutadores.

PROPOSICAO 1.2.6. Sejam A, B e C subgrupos mormais de um

grupo G. Entao [AB,C] = [A,C|[B, C].

DEMONSTRACAO. Dados a € A, b € B e ¢ € C, pela identidade
(1.2.1), temos [ab, c] = [a, c]’b, c] € [A, C][B, C], pois [A, C] é normal
em G pela Proposi¢do 1.2.5. Logo [AB,C] < [A,C][B,C]. Por ou-
tro lado, [A,C] < [AB,C] e [B,C] < [AB,C]. Logo [A,C][B,C] <
[AB, C], e o resultado segue. O
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Por indugao sobre n mostra-se facilmente o seguinte corolario.

COROLARIO 1.2.7. Sejam Ay, ..., A, e C subgrupos normais de um

grupo G. Entao [Ay---A,,C] =[A1,C]---[A4,,C].

PROPOSICAO 1.2.8. Sejam A, B, H e N subgrupos de um grupo G,
sendo N normal. Se [A,H] < N e [B,H| < N entao [AB,H] < N.

DEMONSTRAGAO. Lembramos que os geradores de [AB, H] sao da
forma [ab,h], com h € H, a € Aeb € B. Segue da identidade
(1.2.1) que [ab,h] = [a, h]’[b, h]. Por hipétese, [a,h] € N, [b,h] € N
e entdao [a,h]® € N pois N é normal em G. Assim [ab,h] € N e,
portanto, os geradores de [H, AB] estao contidos em N. Isto conclui a

demonstracao. O
A partir da Proposicao 1.2.8 podemos obter o resultado abaixo por

indugao sobre n.

COROLARIO 1.2.9. Sejam Ai,...,A,, H e N subgrupos de um
grupo G, sendo N normal. Se [A;, H] < N, para todo 1 < i < n,

entdo [Ay---A,, H < N.

1.3. As séries centrais ascendente e descendente

A série central descendente de um grupo G é definida recursiva-

mente: 71(G) = G e, para n > 2, definimos
Yn(G) = [Yn-1(G), G.

Lembramos que os subgrupos 7,(G) s@o normais em G. De fato sao
invariantes por qualquer endomorfismo de G. Chamamos o subgrupo

72(G) =[G, G] de subgrupo derivado de G e o denotamos por G'.
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PROPOSIGAO 1.3.1. Seja G um grupo. Entao v,(G)/vn1(G) € abe-

liano, para todo n > 1.

DEMONSTRAGAO. Se a,b € G entao [aG’,bG"] = [a,b]G" = G, ou
seja, aG’ e bG’ comutam. Isto mostra que G/G’" é abeliano. Agora,
se > 2, temos que 1(G) = (@), ()] < [1n(G), G] = 1nr (G).
Logo, 3 (G)/11(G) é isomorfo a (34(G)/(GY) /(i1 (G)/1n(GY).
que é abeliano pois 7, (G) /7, (G)" é abeliano. Portanto 7,,(G)/Ynm+1(G)

¢é abeliano, como queriamos. Il

Sejam H, K e N subgrupos de um grupo G, sendo N normal em
G. Em G/N o subgrupo [HN/N, KN/N] é gerado pelas classes do
tipo [AN,kN], com h € H e k € K. Por outro lado, [H, K| é gerado
pelos comutadores do tipo [h, k], com h € H e k € K, entdo a imagem
[H, K|N/N de [H, K| pelo homomorfismo canoénico de G em G/N é
gerado pelos elementos do tipo [k, k|N, com h € H e k € K. Como
[AN,kN] = [h, k] N, para todo h € H e todo k € K, segue que

[HN/N, KN/N] = [H, K]N/N. (1.3.1)

PROPOSICAO 1.3.2. Seja N um subgrupo normal de um grupo G.

Entdao v;(G/N) = ~(G)N/N, para todo i > 1.

DEMONSTRACAO. Argumentamos por inducao sobre i. Quando
1 =1 o resultado ¢ trivial. Supondo que o resultado vale para ¢, temos
que Yi+1(G/N) = [v(G/N),G/N] = [7(G)N/N,G/N]. Da identidade
(1.3.1) segue que [v;(G)N/N,G/N] = [v(G),G|N/N = ~;11(G)N/N.

Isto conclui a inducao e o resultado segue. U
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A série central ascendente de um grupo G é definida recursivamente:

Zo(G) =1e, paran > 1, Z,(G) é o subgrupo de G tal que

Usando inducao nao é dificil verificar que, para todo n > 0,
Zy(G)={z€G|lz,01,....90) = 1,Yq1,..., 90 € G}. (1.3.2)

De fato, o caso n = 0 ¢ trivial e, supondo que (1.3.2) vale para n,

mostramos que (1.3.2) vale para n + 1. Pela defini¢ao de Z,,1(G),

Zn1(G) ={z € G |2Z,(G) € Z(G/ZH(G))}
={zeG|[zx,n] € Z,(G),Vg, € G}

={zelG|[r,g1,...,9n1] = 1,Vg € G}

onde a ultima igualdade é consequéncia da hipdtese de inducao. Isto
conclui a indugao.

Como ¢é usual, dados subgrupos A e B de um grupo G, vamos
escrever: [AgB] = A e, paran > 1, [A, B] = [[A,,.1B],B]. O

resultado a seguir é consequéncia direta da identidade (1.3.2).

PROPOSICAO 1.3.3. Sejam H um subgrupo de um grupo G en > 0.

O comutador [H,, G] =1 se, e somente se, H < Z,(G).

PROPOSIGAO 1.3.4 (Hirsch). Seja N um subgrupo normal de um
grupo G tal que N N Z(G) = 1. Entio N N Z,(G) = 1, para todo

n > 1.

DEMONSTRAGAO. Usamos indugao sobre n. O caso n = 1 é dado

por hipétese. Assuma, por inducao, que o resultado vale para n.
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Dado z € NN Z,:1(G), temos que [z,G] < N, pois N é normal, e
[z, Zn1(GQ)] < Z,(G). Assim, [z,G] < NN Z,(G) = 1, pela hip6tese
de indugao. Entao z € NNZ(G) = 1. Isto mostra que NNZ,;1(G) =1

e termina a inducao. O

A férmula a seguir é a Identidade de Hall-Witt, que vale para quais-

quer elementos z,y e z de um grupo G.
[,y 2y, 2 [z eyt = 1 (1.3.3)

Para verifica-la basta expandir os comutadores. A Identidade de

Hall-Witt é uma ferramenta essencial para provar o préximo resultado.

LEMA 1.3.5 (dos Trés Subgrupos). Sejam H, K e L subgrupos de
um grupo G. Se [K,L,H| e [L, H, K] estao contidos em um subgrupo
normal N de G, entao [H, K, L] também esta contido em N. Em par-
ticular, [H, K, L] < [K, L, H|[L, H, K].

DEMONSTRACAO. Dados © € H, y € K, z € L, da Identidade
de Hall-Witt 1.3.3 aplicada respectivamente ao trio x,y !, z e ao trio

y,x 71, 2 segue que

(2,9, 2] = ((ly ™ 272l [z a7y 10) 7)Y

N e (N M EN T R

Como [K,L,H|=[L,K,H]e|[L,H,K|=[H, L, K] estao contidos em
N, segue que os quatro elementos [y~!, 271 z], [z, 271y, [z71, 271, o]

e [z,y !, 27!] pertencem a N. Sendo N normal concluimos que

[z,y,2] e [y,z,2] € N. (1.3.4)
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Os geradores de [H, K, L] sao da forma [c;---¢,, 2], com z € L e
e, ¢ € {[z,yl,ly,2] | * € H,y € K}. Usando a férmula (1.2.3),

c2:Cp

temos que [¢1 - - ¢y, 2] = [eq, 2] - len_1, 2] [en, 2]. As inclusdes em
(1.3.4) mostram que, para cada 1 < i < n, o comutador [¢;,z] € N e,
assim, [c1 -+ - ¢y, 2] € N, pois N é normal. Isto mostra que os geradores
de [H, K, L] pertencem a N e, portanto, [H, K, L] estd contido em N.

Para verificar a segunda parte basta notar que, sendo H, K e L

normais em G, temos que [K, L, H|[L, H, K| é normal em G. O

O Lema dos Trés Subgrupos é uma ferramenta extremamente 1til e
ajuda a simplificar certas demonstracoes que envolvem muitas formulas

com comutadores.

PROPOSICAO 1.3.6. Sejam um grupo G e inteiros 1 < i < j. Entao

Vi(G), Z;(G)] = Z;_i(G). Em particular, Z;(G) centraliza v;(G).

DEMONSTRACGAO. Vamos argumentar por inducao sobre i. Pri-
meiro, |G, Z;(G)] < Z;_1(G). Agora, pelo Lema dos Trés Subgrupos,
Mi1(G), Z5(G)] = [4(G), G, Z4(6)] < (), (G, GIIG, Z3(G), w(G)].
Este, por indugao, estd contido em [Z;_;(G), G][Z;-1(G),(G)], que,
por sua vez, estd contido em Z;_;_1(G), novamente pela hipétese de

indugao. Isto conclui a demonstragao. U

PROPOSICAO 1.3.7. Sejam G um grupo e i > 1. Entdo, dados um

inteiro 1 < n <1 e elementos z € Z;_1(G) e g1,...,9; € G, temos

[917 e agn—lazgnvgn—i-la s 791] = [917 e 7,91]

DEMONSTRAGAO. Usamos indugao sobre 7. O caso ¢ = 1 é trivial
pois Zp(G) = 1. Assumindo por indugao que o resultado vale para todo

inteiro menor que 7, vamos mostrar que o resultado vale para i. Pela
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identidade (1.2.2), temos que

[gla <oy 9n—1, Zgn] = [gla ce 7gn][gl> -5 9n—1, Z]gn' (135)

Ponha x = [g1,...,9,] e w = [g1, ..., gn-1, 2]9". Pela Proposigao 1.3.6,
(91, gn-1,2] € Zi_n(G) e, assim, u € Z;_,(G). Como Z;_,(G) é
normal, temos que xu = vz, para algum v € Z; ,(G). Logo, da

equacgao (1.3.5), temos que [g1, ..., gn_1, 29n] = xu = vr. Portanto,

(915 Gn1s 20n, Gntts - - 5 9i) = 0T, Gngts - - Gi) = [, Gng1s - - - Gil

pela hipétese de indugao, poisv € Z;_,(G) e x, gpi1, ..., g; sa80 i—n+1

elementos de GG. Isto conclui a inducao. U

PROPOSIGAO 1.3.8. Sejam G um grupo e i, j inteiros nao negativos.

DEMONSTRAGAO. Pela identidade (1.3.2), 2Z;(G) € Z;(G/Z;(G))
se, e somente se, [2Z;(G),1Z;(G),...,9.Z;(G)] = Z;(G), quaisquer
que sejam ¢1Z;(G), ..., 9:Z;(G) € G/Z;(G). Logo, o elemento zZ;(G)
pertence a Z; (G/Zj(G)) se, e somente se, [x,41,. .., 9] € Z;(G), quais-
quer que sejam ¢i, ..., g; € G. Novamente pela identidade (1.3.2), isso
acontece se, e somente se, [[z, g1, - .., Gi], Gi+1, - - - » Gi+j] = 1, para quais-
quer gi,...,gi+; € G. Ouseja, 2Z;(G) € Z;(G/Z;(G)) se, e somente
se, v € Z;1j(G), que é equivalente a ©Z;(G) € Z;1;j(G)/Z;(G). Mostra-
mos que um elemento arbitrario de G/Z;(G) pertence a Z;(G/Z;(G))
se, e somente se, pertence a Z;1;(G)/Z;(G). Isto conclui a demons-

tracao. U

Concluimos esta secao provando alguns resultados sobre a geracao

dos termos da série central descendente.
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PROPOSICAO 1.3.9. Seja G um grupo e n > 1. Entao

(@) = (lg1,- -, 90] | g1, gn € G).

DEMONSTRACAO. Argumentamos por indugao sobre n. O cason =
1 é trivial. Assuma por inducdo que 7,(G) é gerado pelo conjunto

X =A{lg1,---,9n] | 91,...,9n € G}. Por definicao,

Vi1 (G) = {[h,g] | h € 7(G), g € G).

Entao, pela hip6tese de indugao, um elemento gerador de 7,,41(G) pode
ser escrito como [c; -+ cp,g], com g € Gecy,...,cp € X UX L Pela

férmula (1.2.3), temos que

[c1---cryg] = [e1, 9™ -+ [ok, g™ (1.3.6)

com ay,...,a; € G. Por um lado, se ¢; € X entao [¢;, g]% = [¢]", g%] é
um comutador de peso n + 1, pois ¢;* € X% = X. Por outro lado, se

c; € Xt entdo ¢; = d; ', onde d; € X. Logo, pela férmula (1.2.8),

1

e g1 = [d g1 = (s, g) )" )"

= (([di, ) ) o = a0,

7

Logo, [c;, g]% é o inverso de um comutador de peso n + 1, porque
dgdiflai) € X 'a) = X Portanto, os fatores do produto em (1.3.6) sdo
comutadores de peso n 4+ 1 ou inversos de comutadores de peso n + 1
e, assim, ¥,41(G) = ([g1,---, gns1] | 91, gnt1 € G). Isto termina a

inducao e a proposicao esta provada. Il

TEOREMA 1.3.10. Seja G um grupo m-gerado. FEntao, para todo

k> 1, o quociente ,(G) [ vi11(G) € (m")-gerado.
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DEMONSTRAGAO. Seja G = (X), com |X| = m. Vamos usar
indugdo sobre k. Note que v1(G)/72(G) é m-gerado. Agora supo-
nha o resultado vale para k. Deve existir um subconjunto Y C 7;(G),
com [Y] = m*, tal que %(G)/vk11(G) = (ym1(G) [y € V). As-
sim, dado h € v (G), temos que hye1(G) = y1 - YsYk+1(G), com
Yty .-, Ys €Y UYL Entao h =y - -+ 952, com 2 € Y41 (G).
Por definico, 1441(G) = [4(G),G] = ([h,g] | h € (G),g € G)
e, assim, Y+1(G)/7e+2(G) é gerado pelos elementos [h, g]vk+2(G), com
he€v(G)egeG. Comoh =y, ysz, comyp,...,ys €Y UY le

2 € Yk+1(G), aplicando a férmula (1.2.3), temos que

hogl = [y1 - ysz, 9] = w1, 91 - [Ys—1, 9) (s, 9)7[2, 9]

onde ey = Yo+ Ysz,...,5 = Ysz. Agora, lembrando que a® = ala, b],

para quaisquer a,b € G, temos que

[h, 9] = (1, 91y, g, €2) - - [Ys—1, 9l Ys—1, 9, €s) [Ys: 9w, 9. 2] [2, 9]

Portanto, no quociente vx11(G)/7k42(G) temos que

(B, gl Vka2(G) = [y1, 9] - - - [Ys, 9l Vm42(G).

Como g = 1+ x4, com zy,...,7; € X UX ! da identidade (1.2.4)

segue que, para cada 1 <i <'s,

t T2 Tt

Wi 9] = [Wis o1 2] = [y, o] [y, wea]™ - [yi, 7]

Portanto, no quociente vx11(G)/7Vk4+2(G) temos, para cada 1 < i <'s,

Wi 9 Vk42(G) = [Yis 2] - - - [Yi, 1] Yer2(G).
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Ou seja, o elemento [h, g]Vk+2(G) é um produto de elementos da
forma [y, 7;]7k+2(G), com y; € YUY ' z; € X U X!, Concluimos
que Vi1 (G) /r2(G) = ([u, v]2(G) J[ue YUY Lo e XUX ).
Para todo y € Y e todo z € X, segue das identidades (1.2.7) e

(1.2.8) que [y, 27" = [z,9]“ ) = [y, 2] '[z,y,2 '] e, analogamente,
'z = [z,y]% ) = [y, 2] '[z,y,y""]. Podemos mostrar ainda que
y e =yl = ly,al T = [y, ally, @,y e ] Entdo,

[yv xil]’ykJrQ(G) = [@/7 x]ilfykJrQ(G)?

[ 2] ke2(G) = [y, 2] Ynsa(G),
' 2 2 (G) = [y, 2)ve42(G).

De forma. que, 7441(G)/7%:2(G) = ([, 2lm12(G) | y € Yoo € X).
Isto quer dizer que Y1 1(GQ)/Vei2(G) é (m*1)-gerado e a inducio estd

concluida. O

COROLARIO 1.3.11. Seja G um grupo m-gerado tal que 7,(G) tem

ordem finita n, para algum r > 1. Entdo

(i) todos os termos da série central descendente de G sao finita-
mente gerados;
(i) para todo 1 < j < r — 1, temos que v—;(G) € gerado por

[logy(n)] + m'~L 4 ...+ m" I elementos.

DEMONSTRAGAO. (ii) Argumentamos por indugao sobre j. Ob-
serve que, pela Proposicao 1.1.4, v,.(G) é |logy(n)|-gerado e, pelo Te-
orema 1.3.10, v,_1(G)/7-(G) é (m"!)-gerado. Logo, pela Proposi¢ao
1.1.1, 7.1 (G) pode ser gerado por [logy(n)] + m"™! elementos. Isto
estabelece o caso j = 1. Agora suponha, por inducao sobre j, que

Yr—;(G) é gerado por |logy(n)| + m"™t 4+ -+ + m"J elementos. Pelo
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Teorema 1.3.10, temos que ,—;—1(G)/7r—;(G) é (m™7~1)-gerado. As-
sim, segue da Proposicao 1.1.1 que 7,_;_1(G) pode ser gerado por
[logy(n) [+m™ 1+ -+m" 7 +m" 71 elementos. Isto conclui a indugao.
(i) Claramente v,,4(G) ¢ finitamente gerado, para todo k > 0, pois
v-(G) é finito. Disso e da parte (ii) concluimos que todos os termos da

série central descendente de G sao finitamente gerados. U

1.4. Grupos solaveis e nilpotentes

Um grupo G é solivel se possui uma série abeliana, isto é, uma série
G=Gy>G;>-->G,=1o0nde Gi1 é normal em G, e G;/G;;1 é
abeliano, para todo 0 <7 <n — 1.

Dado um grupo G, chamamos de série derivada a seguinte série
G =G0 >GM >G® > ... onde GV = [GW GW], para todo

1> 0.

PROPOSICAO 1.4.1. Se G =Gy >G> ---> G, =1 € uma série
abeliana de um grupo solivel G, entio G < G, para todo 0 < i < n.

Em particular, G™ = 1.

DEMONSTRAGAO. Vamos provar por indugao sobre i. Para i = 0
o resultado é ébvio. Agora suponha que G® < G;. Como G, [/Givq €
abeliano, a Proposi¢ao 1.3.1 garante que (G;)" < G;;1. Assim, temos
que G+Y = (GWY < (G;) < Gyiy1. Isto conclui a inducdo e mostra

que G < G, paratodo 0 < i < n. Em particular, G™ < G, =1. O

O comprimento derivado de um grupo soltvel G' é o menor inteiro
d tal que G = 1.

Um grupo G é metabeliano se é soluvel de comprimento derivado
menor ou igual a 2. Ou seja, G é metabeliano se possui um subgrupo

normal abeliano cujo quociente é abeliano.
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Um grupo G é nilpotente se possui uma série central, isto é, uma
série G = Gy > Gy > --- > G, = 1 onde G;;1 é normal em G; e
G;/Gi;1 é abeliano, para todo 0 < i < n — 1. Pode-se mostrar que G
é nilpotente se, e somente se, v,4+1(G) = 1 para algum inteiro n. Se ¢
é o menor inteiro tal que 7.41(G) = 1, dizemos que G é nilpotente de

classe c.
PROPOSICAO 1.4.2. Todo grupo nilpotente é solivel.

DEMONSTRACQAO. Seja G nilpotente de classe c. Mostraremos que
G™ < 4,,11(G), para todo n > 0. Em particular G < v,.,1(G) = 1.
O caso n = 0 é trivial. Agora, supondo que G™ < ~,,1(G), temos
que GO =[G GM] < [v,11(G),G] = Ypi2(G). Isto prova a

afirmacao. O

Observamos que a reciproca da Proposicao 1.4.2 nao é verdadeira,
como mostra o grupo Sz = (a,b | a® = b? = 1,a® = a~!). Nesse grupo,
a série derivada ¢ 1 < (a) < S3. Assim, S5 é metabeliano mas nao é

nilpotente, pois 7, (S3) = (a), para todo n > 2.

1.5. p-grupos extra especiais

O objetivo desta se¢ao é construir um exemplo de um p-grupo ex-
tra especial infinito. A existéncia de grupos desse tipo mostra que a
reciproca do Teorema de Schur nao vale em geral, como veremos no
Capitulo 2. Estes grupos também sao importantes para a construcao
dos contra exemplos para a reciproca do Teorema de Baer.

Seguindo P. Hall e Higman [12, p. 15] damos a seguinte definigao.

DEFINIGAO 1.5.1. Sejam p um numero primo e G um p-grupo. O

grupo G é um p-grupo especial se G é um p-grupo abeliano elementar
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ou se G é um p-grupo de classe 2 tal que G’ = Z(G) e o quociente G/G’
é um p-grupo abeliano elementar. Dizemos que G' é um p-grupo extra
especial se G é um p-grupo especial nao abeliano tal que G’ = Z(G) é

ciclico de ordem p.

Sendo assim, um grupo p-grupo G é extra especial quando G’ e
Z(G) coincidem e tem ordem p e, além disso, G/G’' é um p-grupo
abeliano elementar.

Seja G um p-grupo nao abeliano de ordem p3. O centro G nao pode
ser trivial, pois G é um p-grupo. Entao, pelo Teorema de Lagrange
Z(G) tem ordem p ou p?. Se Z(G) tivesse ordem p?, o quociente
G/Z(Q) teria ordem p e G seria abeliano. Portanto, Z(G) tem ordem
p e o grupo G/Z(G) tem ordem p?. Por ter ordem p? o quociente
G/Z(G) é abeliano e deve ser isomorfo a Cp2 ou a C, x C,, onde C,
denota o grupo ciclico de ordem n. Como G nao é abeliano, G/Z(G)
deve ser isomorfo a C, x C,. Note que G' < Z(G), pois G/Z(G)
¢ abeliano. Logo, G' = Z(G) pois G’ # 1. Isto mostra G é extra
especial.

Os tnicos 2-grupos nao abelianos de ordem 23 sao, a menos de
isomorfismos, o diedral D, e o grupo dos quatérnions (Jg.

Quando p é um primo impar, definimos dois grupos de ordem p*:
M(p) = <x,y,z | 2P =P =2 =1, [z, 2] = [y, 2] =1 e [z,y] = z>

Ms(p) = (w,y | 2" =y” =1 e a¥ = 2'*7).

Dado um p-grupo G lembramos que Q;(G) = (9 € G | g* = 1).
Note que M (p) é de classe 2 e (M (p)) = M(p). Assim, M (p) possui

expoente p. Por sua vez, M3(p) é de classe 2 mas {2, (Mg(p)) ¢ abeliano
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clementar de ordem p? e, assim, Q;(M;(p)) # Q1 (M;(p)). Em parti-
cular, M (p) e M3(p) nao sao isomorfos embora ambos possuam ordem
p3. Para mais detalhes sobre esses dois grupos veja [8, pp. 190-203].

O resultado a seguir fornece uma classificacao dos p-grupos nao

abelianos de ordem p?.

TEOREMA 1.5.2. [8, §5 Theorem 5.1] Seja G um p-grupo nao abe-
liano de ordem p®. Entdo G ¢é extra especial. Se p = 2 entio G €

isomorfo a Dy ou Q3. Se p > 2 entio G € isomorfo a Mz(p) ou M(p).

Seja {G; | i € I} uma familia de grupos. O produto cartesiano (ou

produto irrestrito) de {G; | i € I} é o grupo
CrG={f: 1= Ui, Gi| [(i) € Gi, Vi€ I}

onde a operacao ¢ tal que, dados f,g € Cr;e; G;, o produto fg é
a funcao tal que (fg)(i) = f(i)g(i), para todo i € I. Note que a
operagao estd bem definida, pois f(7),g(i) € G;, para todo i € I. Em
geral denotamos um elemento do produto cartesiano por (g;), sendo
que g; € G;, e pensamos nesses elementos como [-uplas. Com essa
notagao, a operagao do grupo é definida como (g;)(h;) = (g:hi).

Estamos interessados no seguinte subgrupo do produto cartesiano:

[Tic; Gi = {(9:) € Crics G | {i € I'| g; # 1} ¢ finito}.

Este subgrupo é chamado de produto direto (ou restrito). Observe que
[L,c; Gi € o conjunto dos elementos (g;) tais que g; = 1 exceto para um
numero finito de indices.

E facil ver que se H; < G;, para todo i € I, entdo [Lic; Hi < 1Lic; Gi
H; é

e se H; é um subgrupo normal de G;, para todo i € I, entao [[,,

um subgrupo normal de []._; G;. Podemos mostrar ainda que

el

(Hiel Gi), = Hie[ G;
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Z( [Lier Gi) = [Lies Z2(Gi).
Agora estamos em condi¢oes de construir um p-grupo extra especial
infinito. Sejam p um primo e G um p-grupo nao abeliano de ordem p3.

Considere o produto direto [[. . G e 0 subgrupo normal

iEN
N = {(9@) € HieN Z(G) ‘ HieNgi = 1}-
Note que, para todo (g;) € [[,cyG, o produto [,y faz sentido
porque {i € I | g; # 1} é finito.
Definimos E = ( [Lien G) / N e afirmamos que E é um p-grupo extra

especial infinito. Primeiramente, é possivel mostrar que

Z(E) = ([Len 2(G)) /N = Z(G)

que tem ordem p, pois GG é extra especial. Agora notamos que

E/Z(E) = (TLiew @)/ (Iien 2(@)) = [Lien (G/2(G))

que é abeliano elementar infinito. Finalmente, observamos que

E' = (HiENG)//N = (HieNG/)/N - (HieNZ(G)>/N = Z(E).

Isto mostra que F é um p-grupo extra especial infinito, como queriamos.

1.6. Acao de grupos

Seja G um grupo e {2 um conjunto nao vazio. Uma agao de G sobre
2 é uma fungao V: Q x G — Q tal que ¥ (z,gh) = V(P(z,9),h) e
U(z,1) = x, quaisquer que sejam z € Qe g,h € G.

Em geral, denotamos ¥(z, g) por zg, de forma que as relagoes acima
se reescrevem como x(gh) = (xg)h e x1 = z, quaisquer que sejam z € §)
eg,hed.

Para cada elemento g € GG, a aplicacao  — xg é uma permutacao

-1

em Q. De fato, se zg = yg, com z,y € G, entao (xg)g~! = (yg)g~' e

r =1y. Agora, dado z € Q, z = 21 = (97 'g) = (xg~')g = yg, onde
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y = xg~ ' € Q. Portanto,  + xg ¢ injetiva e sobrejetiva. Chamemos
essa permutacao de o,.

Note que, ogp: © — x(gh) e a composta o,0: & — (xg)h sdo
idénticas. Logo, a agao de GG sobre ) determina um homomorfismo
o: G — Sym(Q) tal que g — o,.

Reciprocamente, dado um homomorfismo o: G — Sym((2) tal que
g — oy, a aplicacdo V: (z,g9) — (x)o, é uma agao de G sobre (2.
Um homomorfismo o: G — Sym(£2) é chamado de uma representagao
permutacional de G sobre €). A representacao é dita fiel se Ker(o) = 1,
pois nesse caso G ¢ isomorfo a um subgrupo de Sym(f2).

Um dos exemplos de acao de grupo que mais usamos nesta dis-
sertacao € o da acao de um grupo G no conjunto das classes laterais de
um subgrupo de GG. Dado um subgrupo H de G, denote por R o con-
junto das classes laterais a direita de H em G. A fungdo de R x G — R
tal que (Hz,g) — Hxg é uma acao de G sobre R. Esta agao apareceu
naturalmente na demonstracao do Teorema 1.1.8 de Schreier e voltara
a aparecer mais adiante na secao 1.7 onde definiremos o transfer.

Outro exemplo de acao de grupo que usaremos repetidamente é o
da acao por conjugacao de um subgrupo H de um grupo G no grupo
quociente G/N, onde N é um subgrupo normal de G. A fungao de
G/N x H — G/N tal que (zN,h) — 2"N é uma acao de H sobre
G/N. A essa agao corresponde um homomorfismo o: H — Sym(G/N)
tal que o: h +— oy, onde o, (xN) = 2" N, para todo «N € G/N.

Listamos a seguir uma série de resultados que serao usados neste
trabalho, especialmente no Capitulo 3. Notamos que o conceito de acao
de grupos proporciona uma interpretacao mais adequada dos resultados

que apresentaremos aqui.
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PROPOSICAO 1.6.1. Seja N um subgrupo normal de um grupo G.

A aplicacao o definida abaizo € um homomorfismo.

a: G/Cq(N) — Aut(N)

gCa(N) — (z +— 29)

DEMONSTRACAO. Primeiro verificamos que « estd bem definida.
Se g,h € G sao tais que gCs(N) = hCg(N) entdo h = ge, para
algum ¢ € Cg(N). Como N é normal em G, temos que z" = 29 =
(x9)¢ = 29, para todo © € N, ou seja, a(hCG(N)) = a(gC’G(N)).
Agora vejamos que a é um homomorfismo. Dados gC(N) e hCq(N)
elementos arbitrdrios de G/Cg(N), temos que 29" = (29)", para todo
z € N. Entao a(ghCq(N))(z) = a(gCa(N)) o a(hCq(N))(z), para
todo z € N. Assim, a(ghCq(N)) = a(9Ca(N)) o a(hCa(N)) e isso

mostra que a é de fato um homomorfismo. O

Considere o produto semidireto N %, (G/Cg(N)). Como é usual,
identificamos N x1 com N e 1x(G/Cg(N)) com G/Cs(N) e denotamos
a(9Ca(N))(z) por 29, para todo z € N e todo g € G. Vamos calcular

o subgrupo comutador de N e G/Cg(N).
[N,G/Ce(N)] = (z7"'29 |z € Neged).

Observe que 29 = 29 entao x 127 = [z,g|, para todo z € N e todo
g € G. Portanto, [N,G/Cs(N)] = [N,G]. Vamos enunciar esse fato

como uma proposicao, pois precisaremos dele mais adiante.

PROPOSIGAO 1.6.2. Seja N um subgrupo normal de um grupo G.

Em N %, (G/Cg(N)) temos que [N,G/Cg(N)] = [N, G].
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DEFINICAO 1.6.3. Sejam N < H subgrupos de um grupo G, sendo

N normal em G. Se X C G /N é um conjunto nao vazio, definimos

Cu(X)={h € H|2"N = 2N, para todo N € X} que é igual ao
conjunto {h € H | [x,h] € N, para todo zN € 7}

Observe que Cy(X) é o subgrupo de H tal que Cy(X)/N = Cp/n(X).

PROPOSICAO 1.6.4. Sejam N e M subgrupos normais de um grupo
G tais que N < M < G. Entao o centralizador Co(M/N) é normal
em G.

DEMONSTRAGAO. Por definigao, Cy(M/N) é o subgrupo de G tal
que Cg(M/N)/N = Cq/n(M/N). Pela Proposicao 1.2.2, Cq/n(M/N)
¢ normal em G/N, pois M/N é normal em G/N. Portanto, pelo Teo-

rema da Correspondéncia, Cg(M/N) é um subgrupo normal de G. O

PROPOSICAO 1.6.5. Sejam N, H e K subgrupos de um grupo G
tais que N € normal em G, N < H e N < K. Vale a igualdade

[K/N : Crw(H/N)] = [K : Cx(H/N)).

DEMONSTRACAO. Por defini¢ao, temos Cx/n(H/N) = Cx(H/N)/N.
Entao, [K/N : Cgn(H/N)] = [K/N : Cx(H/N)/N]. Assim, usando

o terceiro Teorema do Isomorfismo, o resultado segue. U

PROPOSIGAO 1.6.6. Sejam H e U subgrupos de um grupo G. Se U
¢ m-gerado e [U, H| € finito, entao o centralizador Cy(U) tem indice

finito em H. Mais precisamente, [H : C(U)] < |[U, H]|™.

DEMONSTRAGAO. Seja U = (uy,...,un). Observe que o centra-
lizador Cy(U) = Cy(uy) N --- N Cy(uy,). Para todo u € U, temos
[H : Cp(u)] = |u|. Mas |u| < |[U, H]

, pois ¢: uf — [U, H], tal
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que o(u) = u~tu" = [u, h], é injetiva. Logo, para cada 1 < i < m,

tem-se [H : Cpy(u;)] < |[U, H]|. Segue da Proposicao 1.0.2 que
[H: Cy(U)] < []IH : Cu(w)] < |[U, H]|™.
i=1

g

A proposicao anterior, como esta enunciada, foi encontrada no ar-
tigo [7, Lema 2.1]. Mas a ideia usada em sua demonstragao ja havia
aparecido anteriormente, por exemplo, no artigo [22] de B. H. Neu-

manim.

COROLARIO 1.6.7. Sejam U e N < H subgrupos de um grupo G,
sendo N normal em G. Se U é m-gerado e [H,U|N/N tem ordem n,
entio [H : Cy(UN/N)] < n™.

DEMONSTRAGAO. Vamos aplicar a Proposi¢ao 1.6.6 ao grupo G/N.
Como U é m-gerado, temos que UN/N é m-gerado. Note que o sub-
grupo comutador [H/N,UN/N| = [H,U]N/N, que tem ordem n, por
hipétese. Entdo, pela Proposicao 1.6.6, [H/N : Cn(UN/N)| < n™.
Pela Proposi¢ao 1.6.5, esse indice é igual a [H : Cy(UN/N)], o que

conclui a demonstracao. U

1.7. O homomorfismo transfer

Seja G um grupo e por comodidade denote Z = Z(G). Suponha
que [G : Z] = n e seja T um transversal a direita para Z em G. Vamos
considerar a a¢ao de G em (G/Z por multiplicacao a direita. De forma
que, a cada elemento g € GG corresponde uma permutacao das classes
laterais de Z em (. Assim, dado ¢t € T, existe um tnico ¢, € T" tal que

Ztg = Zt,. Note que, tgt;l € Z. Para g fixado e fazendo t percorrer
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T, obtemos n elementos da forma tgt;l. Definiremos o transfer (com
respeito a T') como sendo a funcdo 7: G — Z(G) tal que
T(g9) = Htgt;l.
teT
Note que, como tgt;l € Z, a ordem dos fatores do produto acima é
irrelevante.

A proposicao a seguir mostra que a escolha do transversal T' de Z

em (G também € irrelevante na definicao do transfer 7.

PROPOSIGAO 1.7.1. Seja G um grupo tal que |G : Z(G)] € finito. O
transfer 7: G — Z(G) ndo depende da escolha do transversal de Z(Q)
em G.

DEMONSTRAQAO. Seja g € G um elemento arbitrario e sejam 7' e

L dois transversais a direita para Z em . Vamos mostrar que

[Tier tgtg_l =[lics lglg_l'

Existe uma bijecao a: T'— L tal que Zt = Za(t), para todot € T.
A existéncia da bijecao « decorre do fato de que T' e L sao transversais

para Z em (. Existe ainda uma funcao z: T — Z tal que
t=z(t)a(t) para todo t € T (1.7.1)

Agora, considerando a agao de g em G/Z, para cada t € T existe
ty € T tal que Ztg = Zt,. Além disso, para cada [ € L existe [, € L
tal que Zlg = Zl,. Pela definicdo de «, temos Zt = Za(t). Segue que
Ztg = Za(t)g e, portanto, Zt, = Za(t),. Concluimos, pela prépria

definicao de o, que a(ty) = a(t),. Segue da equacao (1.7.1) que

ty = z(tg)alty) = 2(ty)al(t),. (1.7.2)
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Finalmente, das equagoes (1.7.1) e (1.7.2) temos que
[Ttoty = TT=(0a(t) g+ (a(t)y)=(1,)"
teT teT
Como z(t), 2(t,) € Z, segue que
[Ttot* = [[e®otat,) " ] (02" (1.7.3)
teT teT teT
Notando que t, percorre todo o conjunto 7', conforme ¢ varia em T,
temos que [[,or2(t)2(ty)”" = 1. Além disso, como a: T — L é
uma bijecao, temos que [],cq a(t)g(a(t)y)™ = [y lgl, ! Assim, a
equacgao (1.7.3) pode ser reescrita como
Htgt;l = ngl;l.
teT leL

Isto mostra que a escolha do transversal nao altera o valor 7(g). Como

g ¢ um elemento arbitrario de GG, o resultado estd demonstrado. U

PROPOSIGAO 1.7.2. Seja G um grupo tal que [G : Z(G)] € finito.

O transfer 7: G — Z(G) é um homomorfismo.

DEMONSTRAQAO. Sejam g,h € G elementos arbitrdrios e 7" um
transversal a direita para Z em G. Para cadat € T, por um lado temos
que Ztgh = Ztgy, e, por outro lado, Ztgh = Zt,h = Z(t,),. Entao
by = (t)n. Assim, tgh(tn) ™" = toh((t,)n) ™" = tgt; " - toh((tg)n) " e,
portanto,

7(gh) = [J tah(ten) ™" = [ taty" - tah((te)n) "
teT teT
Lembrando que tgt,' € Z e que tyh((ty)n) ™" € Z, concluimos que

7(gh) = [ tat, [] teh((te)n) ™" = 7(g)7(n).

teT teT
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Note que, usamos o fato de t — ¢, ser uma bijecao em 7', para ver que

[ier tah((tg)n) =" = 7(h). O

O transfer, como definimos aqui, é um caso particular de uma de-
finicao mais geral. Seja G um grupo e H um subgrupo de indice finito
n em G. Dado um transversal a direita T para H em G, temos que,
parat € T' e g € (G, existe um tnico ¢, € T tal que Htg = Ht,. Assim,
ifgt;1 € H. Suponha que 7: H — A é um homomorfismo de H em
algum grupo abeliano A. O transfer de 7w é a funcao 7: G — A tal que

7(g) = [ [ (tat, ")
teT

Uma vez que A é abeliano, a ordem dos fatores nao importa no produto
acima. Nessa definicao mais geral também é possivel mostrar que 7 nao
depende do transversal T' e que 7 é um homomorfismo (veja [25, pp.
285-287]). Note que no nosso caso H = Z(G) e 7 é a identidade em
Z(@Q).

Na secao 2.1 voltaremos a falar do transfer provando outros resul-

tados uteis para a demonstracao do Teorema de Schur.

1.8. Produto tensorial de grupos abelianos

Se G e H sao dois grupos abelianos, definimos o produto tensorial
de G e H, denotado por G ® H, como sendo o grupo abeliano gerado

pelo conjunto {g® h | g € G, h € H} sujeito as relagoes

9192 @ h1 = (g1 ® h1)(g2 ® hy),
g1 ® hihy = (g1 @ h1)(g1 @ ha).

Isto é, G ® H é isomorfo a F'//R, onde F' é o grupo abeliano livre no

conjunto G x H e R é o subgrupo de F' gerado pelos elementos do
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tipo (9192, h)(g1, 1) (g2, h) e (g, h1h2)(g, h1)(g, h2), com g, 91,92 € G e
h,hy, hy € H.

Dizemos que uma aplicacao ¢: G x H — K ¢ bilinear se, para

quaisquer gi, g2 € G e hy,hy € H, (9192, h1) = ©(g1,h1)p(g2, hy) e
©(g1, hiha) = ©(g1, h1)e(g1, ha). Pode-se mostrar que, dados um grupo
K e uma aplicacao bilinear ¢: G x H — K, existe um homomorfismo
p: G® H — K tal que p(g ® h) = ¢(g,h), para todo g € G e todo
heH.

PROPOSICAO 1.8.1. Sejam A, B e C' grupos abelianos. Entao
AR (BxC)=Z(A® B)x (A® ().
Veja [28, Theorem 8.87] para a demonstragao dessa proposigao.

Denotamos por C,, o grupo ciclico finito de ordem n.

LEmA 1.8.2. [28, Exercise 8.48] Sejam m > 1 en > 1. FEntdo
Cp @ Cp, = Cy, onde d =mdc(m,n).

ProPOSIGAO 1.8.3. Sejam A = [[_, Cin, ¢ B = [[;_, Cn, dois
grupos abelianos finitos. Entio |A® B| < |A|/P.

DEMONSTRACAO. Pela Proposicao 1.8.1 temos que

A®B%ﬁ(ﬁomi®cnj).

j=1 =1

Segue do Lema 1.8.2 que

AR B = H (H Cmdc(mi,nj)> .
j=1 =1
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Como ‘Cmdc(mi,nj)| < |Cy,|, temos que

4@ 8 <] ([T
j=1 =1

s

) = TT0AD = 1aF < @,

j=1

36



CAP{TULO 2

Os Teoremas de Schur, Baer e Hall

Neste capitulo demonstramos os teoremas cldssicos de Schur, Baer
e Hall e fornecemos algumas reciprocas dos Teoremas de Schur e de

Baer para certas classes de grupos.

2.1. Teorema de Schur como aplicagao do transfer

O objetivo desta secao é mostrar que se GG é um grupo tal que
|G : Z(G)] ¢ finito entdo G’ ¢é finito. Veremos inicialmente que, se
|G : Z(G)] é finito entao G’ é finitamente gerado. Os resultados desta

segao foram retirados de [25, pp. 285-287].

LEMA 2.1.1. Seja G um grupo. Se |G : Z(G)] = n entdo G’ pode

ser gerado por (n — 1)(n — 2)/2 elementos.

DEMONSTRAGAO. Seja T = {ti,...t,} um transversal a direita
para Z(G) em G, e assuma, sem perda de generalidade, que ¢; = 1.
Dados g1, 92 € G, escrevemos g1 = z1t; € ga = 2o, com 21,29 € Z(G)
e ti,t; € {t1,...,t,}. De forma que [g1,g2] = [21t;, 22t;] = [ti, 1], pois
21,22 € Z(G). Portanto, {[g1, 2] | 01,92 € G} = {[ti, t;] | ti, t; € T}.

Como [t;, t;] = 1 e [t;, t;] = [t;,t;]", para quaisquer t;,¢; € T, segue
que G' = ([t;,t;] | 1 <i < j <n). Notando que [t1,¢;] = 1, para todo
Jj > 1, segue que G' = ([t;,t;] | 2 < i < j <mn). Portanto, G’ pode ser

gerado por (n — 1)(n — 2)/2 elementos. O

O préximo passo é mostrar que G’ tem expoente n = [G : Z(G)].

Isto é uma aplicagao do homomorfismo Transfer, que definimos na

37
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Secao 1.7. Desenvolveremos um método para calcular o valor 7(g)
do homomorfismo Transfer.

Por comodidade, denotamos Z = Z(G). Considere a ac¢ao de G

em G/Z por multiplicacdo a direita: para cada g € G, temos uma

permutagdo o,: G/Z — G/Z tal que 0,(Zx) = Zxg, para qualquer

Zx € G/Z. Vamos escrever a permutacao o, na notacao de ciclos

disjuntos:
(le, Zx1G, .., legklfl) (Za:s, Zxsq, .., szgksfl)
onde Zxy,...,Zxs € G/Z sao representantes das diferentes (g)-érbitas

de G/Z e, para 1 < i < s, o inteiro positivo k; é o menor tal que

Zx;g¥ = Zx;. Observamos que ki + - + k, = n.

PROPOSIGAO 2.1.2. Seja G um grupo tal que |G : Z(G)] = n. O

homomorfismo Transfer 7: G — Z(G) € tal que g — g".

DEMONSTRAGAO. Continuamos com a notacao acima. Observe
que o conjunto {z;¢’ | 1 <i<s,0<j <k;—1} forma um transversal
para Z em (. Pela Proposicao 1.7.1, podemos usar esse transversal
para calcular 7(g). Como Zx;g" = Zux;, para todo 1 < i < s, temos
que

s

7(9) = [ 1@a(zig)™ - (wig)g(wig") ™" -+ (wig"Mgait = [ [ wighai™.

i=1
Finalmente, note que xigkimi_l € Z,para 1l <i<s. Logo, " € Z.
Assim, xigki:Bi_l = gFi e, portanto, 7(g) = gFt - .- gk = ghitths = gn

pois k1 + -+ + ks = n. U

COROLARIO 2.1.3. Seja G um grupo. Se [G : Z(G)] = n entdo

x" =1, para todo x € G'.
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DEMONSTRACAO. Pela Proposicao 2.1.2, sabemos que o homomor-
fismo Transfer 7: G — Z(G) é tal que 7(g) = ¢". Pelo Teorema do
Isomorfismo, G/Ker(7) é isomorfo a um subgrupo de Z(G) e, portanto,
G/Ker(7) ¢é abeliano. Logo, G’ < Ker(7), pela Proposigao 1.3.1. As-

sim, ™ = 1, para todo = € G. O

Vamos agora apresentar o teorema classico de Schur.

TEOREMA 2.1.4 (Schur). Seja G um grupo. Se [G : Z(G)] € finito
entio G' € finito. Além disso, |G'| < f([G : Z(G))), onde f é uma

fungdo tal que f(n) = nn("2h) -2,

DEMONSTRAGAO. Seja n = [G : Z(G)]. Lembramos que, pelo

n—1

) ) elementos, e que ¢g" = 1,

Lema 2.1.1, G’ pode ser gerado por (
para todo g € G, pelo Corolério 2.1.3.

Vamos mostrar que o subgrupo normal G' N Z(G) < G’ também é
finitamente gerado. Pelo segundo Teorema do Isomorfismo, temos que

G G'NZ(G) =[GZG) : Z(G)] < [G: Z(G)] = n. Sendo G’

finitamente gerado, o Teorema 1.1.9 nos garante que G' N Z(G) pode

n—1

5 ) —n + 1 elementos.

ser gerado por no méximo n(
Obviamente, G' N Z(G) é abeliano e tem expoente no maximo n.
Assim, pelo Lema 1.1.2; temos que |G’ N Z(G)| < n("2) = Con-

cluimos que || = [G': &' N Z(G)] - [&' n 2(G)| < n(2) 72 O
Como mostra o teorema a seguir, a cota do Teorema de Schur ainda

pode ser melhorada usando técnicas elementares da Teoria de Grupos

(o que nao significa que a demonstragao ¢ trivial).

TEOREMA 2.1.5. [26, p. 102] Seja G um grupo tal que [G : Z(G)] €
finito. Entdo |G'| < n"lesl=m+2 onde n =[G : Z(G)] e p é 0o menor

primo divisor de n.
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DEMONSTRAGAO. Como G/Z(G) tem ordem n, pela Proposigao
1.1.4, G/Z(G) pode ser gerado por r < |log,n] elementos. Sejam
g1,---,gr € G tais que G/Z(G) = (11 Z(G),...,9.Z(G)) e defina U =
(91,---,9r). Como [U :UNZ(G) =[UZ(G) : Z(G)] < n, segue do
Teorema 1.1.9 que U N Z(G) pode ser gerado por uma quantidade de
elementos menor ou igual a nr —n + 1.

Note que G = UZ(G) e, assim, G' < U’ < U. Portanto, temos
que G'NZ(G) <UNZ(G). Pela Proposigao 1.1.7, G' N Z(G) também
pode ser gerado por uma quantidade de elementos menor ou igual a
nr —n+ 1, pois U N Z(G) é abeliano.

Segue do Lema 1.1.2 que |G’ N Z(G)| < n™ " pois (G')" = 1.
Como o indice de G' N Z(G) em G’ é menor ou igual a n, concluimos
que |G'| < np™ "t = p? 20 Lembrando que r < [log,n], temos

que |G/| < nn[logp nJ—n+2. 0O

A melhor cota possivel para um qualquer grupo G foi deduzida por
Wiegold em [30], usando a Teoria do Multiplicador de Schur, a qual

esta fora do escopo dessa dissertacao.

TEOREMA 2.1.6. [30] Seja G um grupo tal que |G : Z(G)] € finito.
Entio |G| < n2&"=D) onde n = [G : Z(G)] e p é 0 menor primo

divisor de n.

2.2. Reciprocas do Teorema de Schur

Como vimos na Secao 1.5, para todo primo p, existe um p-grupo
infinito £ que é extra especial, isto é, ' = Z(FE) tem ordem p e
G/Z(G) é abeliano elementar infinito. Isto mostra que a reciproca do

Teorema de Schur nao vale em geral. Explicitamos a seguir um outro
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exemplo para ver que a reciproca do Teorema de Schur nao vale em

geral.

ExEMPLO 2.2.1. [23, Example 2.2] Sejam p um primo e N e A dois
p-grupos abelianos elementares de bases enumeréveis {z;};>0 € {a;};>1,
respectivamente. Definimos uma acao de A em N tal que, para todo
i > 1, tem-se 2" = 2,10 e, para i # j, tem-se z;° = x;. No produto
semidireto G = N x A, é fécil verificar que Z(G) = G’ = (xo), pois
[z, a;] = xo, para todo i > 1, e [z;,a;] = 1, para i # j. Assim, G’ é

finito de ordem p, mas [G : Z(G)] ¢é infinito.

O que discutimos nesta secao sao reciprocas do Teorema de Schur
obtidas impondo condigoes a mais sobre o grupo G.

Por exemplo, para os grupos finitamente gerados vale a reciproca
do Teorema de Schur, como mostra a proposicao a seguir devida a B.

H. Neumann.

PROPOSIGAO 2.2.2. [22, Corollary 5.41] Seja G um grupo m-gerado.
Se G' € finito entao |G : Z(GQ)] < |G'|™.

DEMONSTRAGAO. Segue imediatamente da Proposi¢ao 1.6.6 que

(G Z(G)] =[G : Ca(G)] < |G'™. O

s

COROLARIO 2.2.3. Seja G um grupo finitamente gerado. Se G’ é

finito entio Z(G) € finitamente gerado.

DEMONSTRAGAO. Pela Proposigao 2.2.2, [G : Z(G)] é finito, entao,

do Teorema 1.1.9, Z(G) ¢ finitamente gerado. O

Em [23] Niroomand mostrou que a reciproca do Teorema de Schur

também vale para grupos cujo quociente central é finitamente gerado.
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Ou seja, a Proposicao 2.2.2 ainda é valida sob a hipdtese mais fraca de

que G/Z(G) seja finitamente gerado.

TEOREMA 2.2.4. [23, Main Theorem| Seja G um grupo tal que
G/Z(G) € m-gerado. Se G' € finito entao |G : Z(G)] < |G'|™.

DEMONSTRAGAO. Seja G/Z(G) = (1 Z(G), ..., gmZ(G)) e defina

0: G/Z(G) — G x - x G
IZ(G) — ([ZE, 91]7 R [ZE, gm])
SexZ(G) =yZ(G), comz,y € G, entdo y = xz, para algum z € Z(G).

Pela férmula (1.2.1), [y, g;] = [z2, 9] = [z, 9], para todo 1 < i < m.
Logo ¢(yZ(G)) = ¢(2Z(G)) e, portanto, ¢ estd bem definida.

Concluimos mostrando que ¢ ¢é injetiva. Suponha que gp(a:Z (G))
gp(yZ(G)), com z,y € G. Entao, para todo 1 <i < m, temos [y, g;] =
[z, g;]. Das identidades (1.2.1) e (1.2.8), temos que

. 1 — o1 i
et gl = [y, i) e g1 = [y, 9@ Vlgi, 2]

= (I 9illg2)) ) = ([y.gillz.0 ™) =1,

Ouseja, yz=t € Cg(g;), paral < i <m. Como G = (g1, ..., gm, Z(G)),
segue que yz ' € Z(G) e, portanto, yZ(G) = xZ(G). Isto mostra que
¢ 6 injetiva. Assim, [G : Z(G)] < |G'|™. O

Observe que, para obter uma cota mais apurada, podemos apli-
car o Teorema 2.2.4 com m = d(G/Z(G)), onde d(G/Z(G)) indica o
nimero minimo de geradores para G/Z(G). De fato, assim é enunciado

o resultado em [23].
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2.3. Teorema de Baer

O Teorema de Schur diz que se [G : Z(G)] ¢ finito entao G’ é finito.
O Teorema de Baer generaliza esse resultado para outros termos das
séries centrais ascendente e descendente, mostrando que se [G : Z;(G)]
é finito, para algum 7 > 0, entao v;,1(G) é finito.

Para provar o Teorema de Baer precisamos do resultado a seguir,

cuja demonstragao (sem a versdo quantitativa) estd em [25, 14.5.2].

TEOREMA 2.3.1. Sejam M < H e N < K subgrupos normais de um
grupo G tais que [N, H) =1=[M,K]. Se[H: M]=m e[K :N]=n
sdo finitos entdao [H, K] < m™(mn)°&™M=1 onde p é o menor primo

que divide mn.

DEMONSTRAGAO. Seja [ = H N K. Observe que Ck (/) é normal
em K, pois I é normal em K. Pela Proposicao 1.6.1, a aplicagao «,

definida abaixo, ¢ um homomorfismo.

a: K/Cg(I) — Aut(I)
kCx(I) +— (z — %)
Consideramos P = I x,, (K/Ck(I)). Pela Proposigao 1.6.2, temos
que [I, K/Ck(I)] =[I,K]. Entao [ M NI, K/Ck(I)]=[MNI,K]=1.

Além disso, [M N 1,I] = 1. Como P é gerado por K/Ck(I) e I, segue
que [M NI,P|=1,ouseja, M NI < Z(P). Portanto,

[P Z(P)] divide [P: M N 1] =[P:I|[I: MNI]. (2.3.1)

Observe que [P : I] = |K/Ck(I)| divide [K : N], pois N < Ck([), e
observe que [I : M N 1| = [MI: M]divide [H : M]. Assim, da relacao
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(2.3.1) concluimos que
[P : Z(P)] divide [H : M|[K : N] = mn. (2.3.2)

Sejam p o menor primo que divide mn e ¢ o menor primo que divide

[P : Z(P)]. Segue do Teorema 2.1.6 que
’P/’ S [P . Z(P)]%(logq[P:Z(P)]fl) S (mn)%(logq(mn)fl)’ (233)

pois [P : Z(P)] < mn, pela relacao (2.3.2). Da relagao (2.3.2) também
segue que p < ¢ e, portanto, log,(mn) < log,(mn). Entdo, da relagao
(2.3.3) segue que

|P'| < (mn)20o8ptmm)=1), (2.3.4)

Pela Proposicao 1.6.2, temos que [I, K] = [I, K/Ck(I)] < P'. Por-

tanto, da desigualdade (2.3.4) segue que
|1, K]| < (mm)208p(mm=1) (2.3.5)
Para [I, H], um argumento simétrico nos garante que
|1, H]| < (mn)z{esp(mm)=1), (2.3.6)
Das desigualdades (2.3.5) e (2.3.6) concluimos que
[H, [K, 1]] < (mn)semm=1, (2.3.7)

Agora vamos mostrar que [H, K|/[H,I][K,I] ¢ finito. Como ja
mostramos que [H, I][K, I] é finito, podemos supor, sem perda de ge-

neralidade, que

(H,I[K, 1] = 1. (2.3.8)
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Como H e K sao normais em G, temos que [H, K| < I. Entao,

segue do Lema 1.3.5 que [H,H,K| < [H,K,H|[H,K,H| < [I,H] = 1.

Analogamente [K, K, H] = 1. Por hipétese, [M,K| = 1 = [N, H].
Portanto,

[H'M,K]=1=[K'N, H],

e, assim, podemos definir a aplicagao

o: H/H'M x K/K'N —» [H,K].

(hH'M |, kK'N) +—— [h, k]

De fato, se (hoH'M,koK'N) = (hH'M,kK'N), com h,hy € H e
k,ky € K, entdao hy = hx, com x € H'M, e ky = ky, com y € K'N.
Logo, [he, ko] = [hx, ko] = [h, ka|*[z, ko] = [h, ks], pois [H'M, K] = 1.
Assim, [ho, ko] = [h, ky] = [h,y][h, k]Y = [h, k], pois [K'N, H| = 1.

Vamos mostrar agora que da hipdtese (2.3.8) segue que ¢ é bilinear.
Sejam hy,hy € H e ki,ky € K. Da identidade (1.2.5), segue que
[hiha, k1] = [ha, k1l[ha, k1, he)[he, k1] = [ha, k1][he, k1], pois [I, H] = 1
pela hipdtese (2.3.8). Analogamente, da identidade (1.2.6), segue que
[ha, k1ks] = [hq, ko][ha, k1l[ha, k1, ko] = [ha, k1][ha, k2], pois [I, K] = 1
pela hipétese (2.3.8). Isto mostra que ¢ é bilinear.

Observamos que H/H'M e K/K'N sao abelianos, pois H' < H'M
e K’ < K'N. Logo, pela definicao de produto tensorial de grupos
abelianos, existe um homomorfismo p: H/H'M ® K/K'N — [H, K]
tal que p(hH'M ®@ kK'N) = o(hH'M,kK’'N) = |h, k], quaisquer que
sejam h € H e k € K. Note que os geradores de [H, K] estao contidos

na imagem de p e, portanto, p é sobrejetivo. Assim, concluimos que
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pela Proposicao 1.8.3. Notando que M < H'M e que N < K'N,
vemos que |H/H'M| < [H : M] =m e que |K/K'N| < [K : N] = n.
Portanto,

[H, K]| <m". (2.3.9)

Lembre-se que assumimos (2.3.8) e trabalhamos até agora no quo-
ciente [H, K/[I, H|[I, K]. Assim, no caso geral, a desigualdade (2.3.9)
significa que [H, K/[I, H][I, K] tem ordem menor ou igual a m”. Disso

e da relagao (2.3.7) segue que

[H,K]| = [[H,K]: [I,H][I,K]| - [I, H][I, K]

< mt - (mn)logp(mn)—l'

Agora vamos ver a demonstracao do Teorema de Baer.

TEOREMA 2.3.2 (Baer). Seja G um grupo. Se, para algum i > 0,
|G : Zi/(G)] € finito entdo v;41(G) € finito. Além disso, existe uma
fungdo f tal que 17,11 (G)| < f([G: Zi(G)]).

DEMONSTRAGAO. Por simplicidade denotamos n = [G : Z;(G)].
Usamos inducao sobre 7. O caso ¢ = 0 é 6bvio e o caso ¢ = 1 é preci-
samente o Teorema de Schur. Sendo assim, considere ¢ > 1. Observe
que |G/Z(G) : Z;1(G/Z(Q))] = |G : Z;(G)], que é finito por hipdtese.
Entao, por inducao sobre i, v;,(G/Z(G)) é finito com ordem limitada
em funcao de n. Lembrando que v;(G/Z(G)) = vi(G)Z(G)/Z(G), se-
gue que v,(G)Z(G)/Z(G) é finito com ordem limitada em fungdo de
n.

Sejam M = Z(G), H =7v(G)Z(G), N = Z;(G) e K = G. Pelo que

observamos acima, [v;(G)Z(G) : Z(G)] é limitado em funcao de n e, por
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hipétese, [G : Z;(G)] = n. Note ainda, que [Z(G),G| = 1 e que, pela
Proposigao 1.3.6, temos que [Z;(G),v(G)Z(G)] = [Z;(G),v(G)] = 1.
Segue do Teorema 2.3.1 que [v;(G)Z(G), G| = [v(G),G] = vi11(G) é

finito com ordem limitada em fungao de n. O

O Teorema 2.3.2 é conhecido como Teorema de Baer, mas o re-
sultado provado por Baer em [2] possui uma formulagdo muito mais

geral:

TEOREMA 2.3.3. [2, §6 Theorem 4] Seja N um subgrupo normal de
um grupo G tal que [G : N] € finito. Entao [%H(G) [Ny G]] ¢ finito,
para todo n > 0, e todo nimero primo que divide [fynH(G) D[N, G]]
também divide |G : NJ.

Observe que se [G : Z;(G)] é finito, tomando N = Z;(G) e n = i,
obtemos o Teorema 2.3.2, pois [Z;(G),; G] = 1.

2.4. Reciprocas do Teorema de Baer

A reciproca do Teorema de Baer nao vale em geral. De fato, para
cada ¢ > 1, P. Hall fornece um exemplo de um p-grupo G com 7;,1(G)
finito e [G : Z;(G)] infinito. Nos restringimos a dar o enunciado desses
exemplos. Para as justificativas adequadas das suas propriedades veja
as paginas 614-616 do artigo [11] de P. Hall.

Para discutir os exemplos de Hall precisaremos do conceito de pro-
duto central. Sejam Z um grupo abeliano fixado e {G; | i € I} uma
familia de grupos tais que Z(G;) é isomorfo a Z, para todo i € I.
Dizemos que o grupo G é o produto central de {G; | i € I} se, para
cada ¢ € I, existe um subgrupo H; < G isomorfo a GG; e as seguin-
tes condicoes sao satisfeitas: G = <Ui€[ Hi>, Z(G) = Z e, para todo
i #j, [Hi,H;] =1e HNH; = Z(G). Quando |I| = 2 o produto
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central ¢ isomorfo a seguinte construgao: G = (H x K)/N, onde
N = {((zYa(z) | 2z € Z(H)) e a: Z(H) — Z(K) é um isomor-
fismo. O grupo G é chamado de produto central de H e K. Note que
H é isomorfo a (H x 1)/N e que K é isomorfo a (1 x K)/N. Assim,
se identificarmos H com (H x 1)/N e K com (1 x K)/N, ¢ possivel
mostrar que G = HK, Z(G) = Z(H), [H, K| =1e HN K = Z(G).
Para mais detalhes sobre o produto central veja [8, pp. 27-29].

Seja p um primo. Se p = 2, considere £ = F(p) como sendo o
produto central de uma quantidade infinita enumeravel de cépias do
grupo dos quatérnios de ordem 8. Se p > 2, seja E = E(p) o produto
central de uma quantidade infinita enumeravel de cépias do grupo nao
abeliano de ordem p® e expoente p. Segundo Hall, o grupo £ é tal
que E' = Z(FE) é ciclico de ordem p e E/E’ é um p-grupo abeliano
elementar de ordem infinita. Assim, E é um p-grupo extra especial

infinito, conforme a Defini¢ao 1.5.1. Defina

o produto entrelagado de E(p) por C, = (¢ | ¢ = 1). Isto ¢, o grupo
G é definido como o produto semidireto de E(p) x Kox E(p) por C,,
cuja acao é tal que, para todo (uq,...,u,) € E(p) x Ko E(p), tem-se
(U1, Up_1,up)® = (ug, ..., upy, up). Hall provou que G é um p-grupo
de classe 2p e com as seguintes propriedades

Z;(G) = v2p—j+1(G), para todo 0 < j < 2p;

[Z;(G) - Z; 1(G)] = p, para todo 1 < j < p;

1Z;(G) : Z;_1(G)] é infinito, para todo p+ 1 < j < 2p.

Agora, dado ¢ > 1, seja p um primo tal que p < i < 2p e considere

o grupo G = G(p). Pelas propriedades acima, v;+1(G) = Z9p—i(G)
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é finito, enquanto [Z;11(G) : Z;(G)] é infinito e, consequentemente,

|G : Z;(G)] também ¢ infinito.

No entanto, assim como vimos para o Teorema de Schur, a reciproca
do Teorema de Baer vale para os grupos finitamente gerados. A de-
monstragao que apresentamos ¢ devida a Hekster e se baseia na seguinte

proposicao.

PROPOSIGAO 2.4.1. [16, p. 68] Seja G um grupo m-gerado. Se,
para i > 1, v41(G) € finito entao [v;(G) : v(G) N Z(G)] < |y (G)|™.

DEMONSTRAGAO. Observamos que o caso ¢ = 1 é o conteido da
Proposigao 2.2.2. Como 7;41(G) = [1:(G),G] ¢ finito, aplicando a
Proposicao 1.6.6, temos que [v;(G) : Cy, ) (G)] < |7i41(G)|™. Notando

que Cy,¢)(G) = %(G) N Z(G), concluimos a demonstragao. O

TEOREMA 2.4.2. [16, Theorem 2.10] Seja G um grupo m-gerado.

m?

Se, para algum i > 0, v41(G) € finito entao |G : Z;(G)] < |7i+1(G)

DEMONSTRACQAO. Argumentaremos por inducgao sobre i. O caso
1 =0 é 6bvio. Agora, seja ¢ > 1. Aplicando a Proposi¢ao 2.4.1, temos
que [:(G/Z(G))] = [(G) : %(G) N Z(G)] < [7i1(G)]". Note que
G/Z(G) também é m-gerado, entao, da hipétese de indugao aplicada
a G/Z(G), temos [G/Z(G) : Zi1(G/Z(G))] < m(G/Z(G)|™ <
(i (@)™
vando que [G : Z;(G)] = [G/Z(G) : Z;.1(G/Z(G))]. O

= |1 (@)|™. Concluimos a demonstracio obser-

COROLARIO 2.4.3. Seja G um grupo finitamente gerado. Se v;11(G)
€ finito, para algum i > 0, entdo Z;y;(G) € finitamente gerado, para

todo 7 > 0.
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DEMONSTRAGAO. Do Teorema 2.4.2 segue que |G : Z;1;(G)] é fi-
nito, para todo j > 0, ja que [G : Z;1;(G)] < [G : Z;(G)]. O resultado

segue aplicando o Teorema 1.1.9. U

Em 2014, generalizando ao mesmo tempo o Teorema 2.2.4 de Ni-
roomand e o Teorema 2.4.2, Hatamian, Hassanzadeh e Kayvanfar [14]
mostraram que a reciproca do Teorema de Baer vale para grupos GG
cujo quociente G/Z;(G) é finitamente gerado, para algum i > 0. Mais

precisamente, temos o seguinte resultado.

TEOREMA 2.4.4. Seja G um grupo tal que G/Z;(G) é m-gerado,

i

para algum i > 0. Se v;41(G) € finito entao [G : Z;(G)] < |41 (G)|™

DEMONSTRAGAO. Seja G/Z;(G) = (1Z:(G),...,9mZi(G)), com

g1,---,9m € G, e defina U = (g1, ..., gp). Primeiro mostramos que
Vi41(G) =7 (U) e [G:Z(G)] =[U: Z(U)]. (2.4.1)

Sejam x1,...,2,41 € G. Note que G = UZ;(G), entdo, para todo
1 <k <i+1, existem u, € U e 2z, € Z;(G) tais que x = upzg. Assim,
(1, .. xi1] = [wiz1, ., wi12iv1] = [ug, ..., ui1], pela Proposicao
1.3.7. Isto mostra que {[z1,...,2i41] | 2x € G} C 4;41(U). Segue da
Proposigao 1.3.9 que v;11(G) C 4:41(U). A inclusdo reversa é ébvia e,
portanto, v;+1(G) = v;+1(U), demonstrando a primeira identidade em
(2.4.1).

Agora, [G : Z;(Q)] = [UZ/(G) : Z;(G)] = [U : UnN Zi(GQ)]. As-
sim, para demonstrar a segunda identidade em (2.4.1), basta mostrar
que Z;(U) = UN Z;(G). Dados u € Z;(U) e z4,...,x; € G, para

todo 1 < j < i, existe u; € U e z; € Z;(G) tal que z; = u;z;.
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Entao [u,x1,...,2;] = [u,u121,...,u2;] = [u,uq,...,u, pela Pro-
posicao 1.3.7. Como u € Z;(U), temos que [u,us,...,uw;] = 1, ou
seja, [u,xq,...,x;] = 1. Isto mostra que u € U N Z;(G) e, sendo u um

elemento arbitrario de Z;(U), segue que Z;(U) < UN Z;(G). Por outro
lado, é claro que U N Z;(G) < Z;(U). Portanto, Z;(U) = U N Z;(G),
como queriamos.

Como U é m-gerado e 7;11(U) = v;41(G) é finito, aplicando o Te-
orema 2.4.2 ao grupo U, temos que [U : Z(U)] < |yiq1(U)|™. Con-
clufmos usando (2.4.1) que [G : Zi(G)] < |71 (G)|™ . O

Para obter uma cota mais precisa, podemos aplicar o Teorema 2.4.4
com m = d(G/Z;(G)), onde d(G/Z;(G)) indica o nimero minimo de
geradores do grupo G/Z;(G), e de fato assim o resultado estd enunciado
em [14].

Lembramos que um grupo G é dito residualmente finito se, para
todo 1 # g € G, existe um subgrupo normal N = N(g) tal que g ¢ N
e G/N é finito. O teorema abaixo estabelece a reciproca do Teorema
de Baer para os grupos residualmente finitos. A demonstracao que

apresentamos foi dada por Macdonald em [20].

TEOREMA 2.4.5. Seja G um grupo residualmente finito. Se, para

algum i > 0, v41(G) € finito entdo |G : Z;(G)] € finito.

DEMONSTRACAO. Afirmamos que existe um subgrupo normal N
de indice finito em G tal que 7;,1(G) N N = 1. De fato, para cada
x € v41(G) \ {1}, existe um subgrupo normal N(z) tal que ¢ N(z)
e G/N(x) ¢ finito. Seja

N= (] N@).

€741 (G)\{1}
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Note que N é um subgrupo normal de G, pois é uma intersecao de
subgrupos normais. Como 7,;41(G) é finito, temos que G/N é finito,
pela Proposigao 1.0.2. Agora, se x € 7,41(G) \ {1} entao = ¢ N(z) e,
portanto, x ¢ N. Assim, v,41(G) NN = 1.
Para concluir, é suficiente mostrar que N < Z;(G). Como [N,; G] <
Yi+1(G) N N, temos que [N,;G] = 1 e, assim, pela Proposi¢ao 1.3.3,
N < Z;(G). O

Concluimos esta se¢ao com uma reciproca do Teorema de Baer para
grupos que possuem um subgrupo abeliano de indice finito. Precisare-

mos de um lema que foi inspirado pelo Lema 2.2 de [17].

LEMA 2.4.6. Seja G um grupo que contém um subgrupo abeliano A
de indice finito. Se, para algum inteiro i > 1, v;41(G) € finito entao

W(GIZ(@))] < (G : AFHombin @),

DEMONSTRAGAO. Se A = G, o resultado é ébvio. Assuma que A
é um subgrupo préprio de GG. Assim, pela Proposicao 1.1.3, existem
um inteiro 1 < m < log,[G : A] e elementos xy,...,x,, € G tais que
G=(X,A), onde X ={z1,...,2m}

Lembramos que C,,)(G) = 7:(G) N Z(G) e, portanto, temos que
7i(G/Z(G)] = [(G) : %(G) N Z(G)] = [i(G) : Cyy)(G)]. Como A
¢ abeliano, segue que AN .,y (X) < Cye)(G) e, assim, ¢ suficiente
mostrar que [;(G) : ANC,, ) (X)] é finito. Agora, [;(G) : ANy (G)] <
|G : Al, que é finito, e s6 falta mostrar que [AN7;(G) : AN C,6)(X)]
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é finito. Observe que, pela Proposi¢ao 1.0.1,

[AN7(G) - AN Cy ) (X)] = [AN%(G) - (AN 7%(G)) N Cry)(X)]
= [{2C(X) |2 € An7(G)}|

< [i(G) 1 Oy (X))

Agora, notando que C,)(X) = 2, Cy(c)(z5), concluimos que
[i(G) + Chuey(X)] < TIL [(G) = Coyay(x)], pela Proposigao 1.0.2.
Finalmente, para cada z € G, temos que [%(G) : Cyq)(2)] = |27
Afirmamos que ’a:“”“”! < yis1(G)x| = |74+1(G)|, para todo = € G.
Para ver isso note que z927 = [g,27!] € 7;41(G), para todo g € v;(G)
etodoz € G. Entdo 29 € ;11 (G)x. Segue que 27 C ~;,1(G)z, e isso
prova a afirmacao. Concluimos que [;(G) : Cy, ) (X)] < |[7i41(G)|™ <
Vip1(G)[152lGAl =[G ¢ A]lee2biri(@I ] onde usamos a propriedade de
que @los2b — plozza

Terminamos a demonstracao retomando o que estabelecemos acima:
[Vi(G) : Clua)(G)] < [i(G) - AN v(G)] - [AN7(G) - AN Cle) (X))
<[G: Al [%(G) : Oy (X)]
< [G : A] . [G . A]10g2 |7i+1(G)"

O
Agora podemos provar a reciproca do Teorema de Baer para grupos

que contém um subgrupo abeliano de indice finito. Mais precisamente

temos o seguinte resultado.

TEOREMA 2.4.7. Seja G um grupo que contém um subgrupo abe-

liano A de indice finito n. Se, para algum i > 1, v;41(G) € finito
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entio [G : Z;(G)] < pltlognt+logn)™ 0. (@)|(Me™)'  onde a base do

logaritmo é 2.

DEMONSTRACAO. ! Usaremos inducdo sobre i. O casoi = 1 é o
conteido do Lema 2.2 de [17], mas também pode ser obtido do Lema
2.4.6. Agora, para ¢ > 2, consideremos o quociente G/Z(G). Pelo

Lema 2.4.6, temos que
(G/Z(G)] < nt el =l (G)] 57 (2.4.2)

Além disso, AZ(G)/Z(G) é um subgrupo abeliano de indice finito em
G/Z(G). De fato, m = [G/Z(G) : AZ(G)/Z(G)] = |G : AZ(G)] < n,
que ¢ finito por hipétese, e AZ(G)/Z(G) é isomorfo ao grupo abeliano
AJ(ANZ(Q)).

Da hipétese de inducao aplicada ao grupo G/Z(G) segue que

[G/Z(G) 2 Ji (G/Z(G))} < m1+logm+...+(10gm)i72 |’YZ(G/Z(G))|(IOgm)L71

< om0y (G Z (@) e

— Y

pois 1 < m < n. Notando que [G : Z;(G)] = [G/Z(G) : Z;_1(G/Z(G))]

e usando a férmula (2.4.2), temos que

G2 Z,(G)] < m s 0o (ol () o)

— pbHogn+logn)' = | plogn) ™t |0 ()| dogn)*

Isto conclui a inducao e o teorema esté provado. U

TAs demonstracgoes do Teorema 2.4.7 e do Lema 2.4.6 foram obtidas pelo autor em
conjunto com sua orientadora.
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2.5. Teorema de Hall

Dizemos que um grupo G é grupo finito-por-nilpotente se G possui
um subgrupo normal N tal que N é finito e G/N é nilpotente. A
condicao que G/N é nilpotente é equivalente a se ter v,41(G) < N,
para algum inteiro ¢. Portanto, um grupo ¢é finito-por-nilpotente se, e
somente se, v;11(G) é finito, para algum inteiro 7.

Nesse sentido, o Teorema de Baer pode ser interpretado como: se
algum termo da série central ascendente de um grupo GG tem indice
finito entao G € finito-por-nilpotente. O Teorema de Hall mostra jus-
tamente o inverso: se G é finito-por-nilpotente entao algum termo da
série central ascendente de GG tem indice finito. Mais precisamente, o
Teorema de Hall diz que se v;11(G) é finito entdao [G : Zy(G)] é fi-
nito, sendo assim uma reciproca parcial do Teorema de Baer, ja que os
termos das série central ascendente envolvidos no dois enunciados nao
sao os mesmos. Além disso, o Teorema de Hall mostra que um grupo
finito-por-nilpotente é necessariamente nilpotente-por-finito.

A demonstracao do Teorema de Hall depende de dois lemas. O

primeiro é um caso particular de [11, Lemma 1].

LEMA 2.5.1. Sejam M e N subgrupos normais de um grupo G e

um inteiro n > 0. Entao [M,N,, G] < [17_o[[M,; G], [N, G]].

DEMONSTRACAO. Argumentamos por inducao sobre n, sendo 6bvio

o caso n = 0. Assim, supondo que o resultado vale para n > 0, temos
[Ma N7n+1 G] = [[My Nan G]7 G} S [H?:()HM’] G]a [Nan—j GH; G} .

Desse fato e do Corolério 1.2.7, segue que

(M, N1 G) < [ [IM,; G, [N ey G, G (2.5.1)
7=0
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onde a normalidade dos fatores é garantida pela Proposicao 1.2.5. Apli-

cando o Lema 1.3.5 a cada fator do produto em (2.5.1)), temos que

=

M, N o2 G] < T [ (M1 G, [Non GI] [[M; G, [N o1 G

FU
RS

< [ Gl [N i) Gl

<.
Il
o

e isso conclui a inducao e a demonstragao. O

O segundo lema também ¢é um caso particular de um resultado mais

geral devido a Hall [11, Lemma 2].

LEMA 2.5.2. Sejam G um grupo e C = Cg(7i11(G)), onde i > 0.
Se m e n sao inteiros nao negativos tais que m +n > 2t — 1, entao

[Com G, C] < Z,(G).

DEMONSTRAGAO. E suficiente mostrar que C.nG,C,,, G] = 1. De
fato, se isso vale, a Proposigao 1.3.3 garante que [C,,, G,C| < Z,(G).
Pela Proposigao 1.2.2, C' é normal em G. Logo [C,, G| também é
normal em G, pela Proposicao 1.2.5. Assim, podemos aplicar o Lema

2.5.1 com M =[C,,,G] e N = C, e temos
([C.n G, C G] < T [Comss G, [Conmy G (2.5.2)
7=0

Como (m+j7)+(n—j) > 2i—1, temos que m+j > ioun—j > i, para
todo 0 < j < n. Logo, [C,,+; G] ou [C,,—; G| esta contido em ;41 (G).
Portanto, [[C,m1; G, [Cin—j G]] < [Vi+1(G),C] =1, para todo 0 < j <
n. Segue de (2.5.2) que [[C,m Gl,C,, G} = 1, como desejado. O

Destacamos um corolario do resultado anterior.
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COROLARIO 2.5.3. Seja G um grupo cujo centro € trivial. Entdo
0s centralizadores em G dos termos da série central descendente sao

abelianos.

DEMONSTRAGAO. Sejai > 0e C = Cg(v41(G)). Como Z(G) =1,
temos que Z(G) = 1, para todo k > 0. Tomando m =0en =2i—1
no Lema 2.5.2, temos que [C,C] < Zy_1(G) = 1. Portanto, C' é

abeliano. O

Finalmente estamos prontos para dar a demonstracao do Teorema

de Hall.

TEOREMA 2.5.4. [11, Theorem 2| Seja G um grupo. Se ~;11(G)
€ finito, para algum i > 0, entdo |G : Zyu(G)| € finito. Além disso,
G : Zy(G)] < h(|'yi+1(G)D, onde h(n) = nlogzn+(log n*,

DEMONSTRAGAO. Se ¢ = 0 o resultado é trivial. Assim, consi-
dere ¢ > 1. Primeiramente, segundo a Proposicao 1.1.4, existem um
inteiro t < log, |7i11(G)| e elementos z1,...,2; € v41(G) tais que
Yir1(G) = (x1,...,2¢). Seja C' = Cq(Vi41(G)) = Ca(z1) N -+ - N Cq(zy)
e observe que, para todo x € v;41(G), tem-se 2% C 7;11(G) e, entdo,
(G : Cg(x)] = |29 < |741(G)|. Disso, e da Proposicio 1.0.2, segue
que [G+ €] < [T,[G : Colwy)] < (G Portanto,

(G2 C] < |yig1 (G) |82 i1 (@ < o0, (2.5.3)

Vamos supor sem perda de generalidade que [G : C] > 1, porque
caso contrario v;1+1(G) < Z(G) e, assim, 7;412(G) = 1. Isto implica que
G = Z;11(G) e disso segue que [G : Zy(G)] = 1.

Como C' é um subgrupo proéprio de indice finito em G, a Proposicao

1.1.3 garante que existem um inteiro r < logy|G : C] e elementos
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g1,---,9r € G tais que G = (g1, ...,9:,C). Segue de (2.5.3) que

r < logy (|7i1(G)[°5 P+ ©1) = (log, |yi44(G)])*. (2.5.4)

Como 7;11(G) é normal em G, temos que C' é normal em G, pela
Proposigao 1.2.2. Assim, qualquer que seja k > 0, temos que [C\; G| é
normal em G, pela Proposicao 1.2.5. Para cada 0 < s < ¢, definimos

[Cs G
[CaGI N Zoio(G)

Qs:

Mostraremos, por inducao reversa sobre s, que cada @), é finito e que

Qs] < [7i41(G)
Note que, Q; é isomorfo a [C,; G]Z / Zi(@), que é subgrupo de

Yi+1(G) Z(G) | Zi(G), pois [C,; G] < %H(G). Como %H(G)Zi(G)/Zi(G

pi—s

é isomorfo a um fator do grupo v;11(G), segue que |Q;| < |v41(G)|,
que ¢ finito por hipdtese. Estabelecemos, assim, a base de inducao.

i—s—1

Agora, supondo que por inducao |Qs+1| < [vi+1(G)|" , mostraremos
que |Qs| < [7i41(G)

Para todo g € G, a aplicagao ¢,, definida abaixo, ¢ um homomor-

pi—s

fismo do grupo [C,s G] no grupo finito Q4y1:

[Cas—i-l G]
[Chs:1 G) N Zoi—s1(G)

Pg- [O7SG] —

r +—— [C(],g]([C,S_H G] ﬁZ%_S_l(G))

De fato, para quaisquer z, y € [C,s G], temos [zy, g] = [z, ][z, 9, y][y, 9],
sendo que [z, g,y] € [C,s11 G]N Zsi—s—1(G), pois por um lado o comuta-
dor [z,9,y] € [Cis41 G,C] < Zy;i—s_1(G), pelo Lema 2.5.2, e por outro
lado [z, g,y] € [C\,s41 G]. Assim, médulo [Cs11 G| N Zyi—s—1(G), temos

que [y, 9] = [z, ][y, g], ou seja, @, (1Y) = ©4(7)0y(y).
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Pelo Teorema do Isomorfismo, para cada g € G, temos
[[C.s G : Ker(py)] < |Qota] < o0 (2.5.5)

Lembre-se que G = (g1, ..., ¢, C) e defina Hy = (,_, Ker(p,, ). Da
Proposicao 1.0.2 e da férmula (2.5.5) segue que [[Cs G] : H,] < [Qys1|"

7,.7,7571

Pela hipétese de inducao, |Qsi1] < |[7i4+1(G) e, assim,

i—$

[[C,sG] - Hy] < i (@) (2.5.6)

Agora mostramos que Hy < [C,s G] N Zy_s(G). Note que, para
cada 1 < k < r, temos que [Hy, gr] < Zoi—s_1(G), pela definigao de
H,. Além disso, [H,,C] < [C)sG,C| < Zyi—s-1(G), pelo Lema 2.5.2.
Como G = {g1,...,9,,C), segue que [H,,G] < Zy s 1(G), ou seja,
H, < Zyi (G). Assim, Hy < [C,sG| N Zyi—s(G) e, portanto, temos
que |Qy] = [[C.s G : [C.s G) N Zoi—s(G)] < [[C,s G] = H,]. Da relagdo
(2.5.6) segue que |Qs| < [viz1(G)|" ", 0 que conclui a indugao.

r

Para terminar, notamos que [C' : C'N Zy(G)] = |Qo| < [Vi+1(G)

Entao, pela desigualdade (2.5.4), temos que
[C: CN Zy(G)] < |y (G)|1og2riea (@D (2.5.7)

Usando as desigualdades (2.5.3) e (2.5.7), concluimos a demonstragao

observando que:
< |%+1(G)|10g2 [vi+1(G)] | |%+1(G)|(10g2 it 1(G)])?

= h(|%’+1(G)’)~
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A proposicao abaixo, que é consequéncia do Teorema de Baer e que
foi demonstrada por Hall em [11], fornece uma condicao suficiente para

que 7;4+1(G) seja finito.

PrROPOSIGAO 2.5.5. [11, Corollary] Seja G um grupo. Se G possui
um subgrupo normal M de indice finito tal que, para algum 1 > 0,

[M,; G] € finito entdo ~;11(G) € finito.

DEMONSTRAGAO. Trabalharemos com o quociente G /[M,; G]. Note
que [M/[M,;G], (G/IM,;G))] = [M,;G]/[M, G] =1 e, portanto, te-
mos que M /[M,;G] < Z;(G/[M,;G]). Além disso, como [G : M] é
finito, temos que [G/[M,;G] : M /[M,; G]] ¢ finito. Logo, concluimos
que [G/[M,;G] : Z;(G/[M,; G])] ¢ finito. Segue do Teorema 2.3.2 de
Baer que ;41 (G/[M,; G]) = 741(G) /[M,; G] é finito. Isto, junto com

a hipétese de que [M,; G] é finito, nos garante que ~;11(G) é finito. O

A seguir, vamos apresentar outros resultados sobre a reciproca do
Teorema de Baer obtidos como consequéncias do Teorema 2.5.4 de Hall.

Dado um grupo G, um subgrupo préprio M de G é dito maximal
se, sempre que M < H < G tem-se que H = G ou H = M. O subgrupo
de Frattini ®(G) é a intersegao dos subgrupos maximais de G, com a
convengao de que ®(G) = G caso G nao tenha nenhum subgrupo ma-
ximal. O resultado seguinte da uma relagao entre o subgrupo derivado,
o centro e o subgrupo de Frattini de um grupo qualquer. Ele é um
caso particular de um resultado mais geral devido a Gaschiitz (veja

[16, Proposition 2.6]).
LEMA 2.5.6. Seja G um grupo. Entio G'N Z(G) < ®(G).

DEMONSTRAGAO. Basta mostrar que G’ N Z(G) esta contido em

todo subgrupo maximal de G. Sendo assim, seja M um subgrupo
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maximal arbitrdrio do grupo G. Se Z(G) C M entao G'N Z(G) C M.
Se Z(G) € M entao G = MZ(G), pois M é maximal. Segue das
férmulas (1.2.1) e (1.2.2) que G' = [MZ(G),MZ(G)| = [M,M] < M
e, assim, G' N Z(G) < M. O

A proposicao abaixo diz que todo grupo finito-por-nilpotente, cujo

subgrupo de Frattini é trivial, é central-por-finito.

PROPOSIGAO 2.5.7. [9, Lemma 2.1] Seja G um grupo tal que ®(G) =
1. Se, para algum i > 1, v;11(G) € finito entdo |G : Z(QG)] € finito. Em

particular, se G' é finito entao |G : Z(G)] € finito.

DEMONSTRAGAO. Pela Proposicao 2.5.6, G'NZ(G) < ®(G). Entao
G'NZ(G) = 1 e, assim, [Z3(G),G] < G'NZ(G) = 1. Portanto,
Zy(G) < Z(G) e, assim, Zy(G) = Z(G). E facil ver, por inducio sobre
J, que Z;(G) = Z(G), qualquer que seja j > 1. Pelo Teorema de Hall,

temos que [G : Zy(G)] é finito, e o resultado segue. O

Halasi e Podoski ainda mostram [9, Theorem 1.1] que, se ®(G) = 1
e G’ é finito entdo [G : Z(G)] < |G']? e a igualdade vale se, e somente
se, GG for abeliano.

No proximo resultado, que é obtido combinando o Teorema de
Hall e o Teorema 2.4.4, Hatamian, Hassanzadeh e Kayvanfar provam
que a reciproca do Teorema de Baer vale para um grupo G tal que

Z5(G)/Z;(G) ¢ finitamente gerado, para algum ¢ > 0.

PROPOSIGAO 2.5.8. [14, Theorem 1| Seja G um grupo tal que,
para algum i > 0, o quociente Zy(G)/Z;(G) € finitamente gerado. Se
Yi1(G) € finito entdo |G : Z;(G)] € finito.

DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema de Hall, G/Z5;(G) é finito e, em

particular, finitamente gerado. Assim, pela Proposicao 1.1.1, G/Z;(G)
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é finitamente gerado. Portanto, segue do Teorema 2.4.4 que [G : Z;(G)]

¢é finito. O

Outra classe de grupos que satisfazem a reciproca do Teorema de
Baer é apresentada no teorema abaixo, cuja demonstracao foi dada por

Hall em [11].

TEOREMA 2.5.9. Seja G um grupo tal que v;+1(G)NZ(G) = 1, para
algum © > 0. Se v;11(G) € finito entao [G : Z;(G)] € finito.

DEMONSTRAGAO. Pela Proposigao 1.3.4, v,41(G)NZ,(G) = 1, para
todo n > 1. Assim, [Z,(G),; G] < 74+1(G) N Z,(G) = 1 e, portanto,
Zn(GQ) < Zi(G), para todo n > 1. Em particular, Z9;(G) = Z;(G). Do
Teorema de Hall concluimos que [G : Z9;(G)| = [G : Z;(G)] é finito. O

Em [20] Macdonald provou a reciproca do Teorema de Baer para
grupos que satisfazem a condi¢cao minimal. Lembramos que um grupo
(G satisfaz a condicao minimal se ndo possui nenhuma cadeia descen-
dente infinita de subgrupos G > H; > Hy > ---. Para provar esse
resultado vamos precisar do seguinte teorema devido a Baer sobre gru-

pos nilpotentes que satisfazem a condi¢ao minimal.

TEOREMA 2.5.10. [26, Theorem 3.14] Se um grupo nilpotente G

satisfaz a condi¢cao minimal entdo |G : Z(G)] € finito.

A demonstracao desse teorema foge do escopo desta dissertacao e

por isso nao a apresentaremos aqui.

TEOREMA 2.5.11. [20, p. 178] Seja G um grupo que satisfaz a
condi¢gao minimal. Se, para algum © > 0, v41(G) € finito entao o

indice |G : Z;(G)] € finito.
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DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema de Hall, [G : Zy(G)] é finito.
Como Zy;(@G) é nilpotente e também satisfaz a condi¢gao minimal, pelo
Teorema 2.5.10, o grupo abeliano Z (Zs;(G)) tem indice finito em Zo;(G).
Assim, temos que [G : Z(Z5(G))] = |G : Zoi(G)] | Z2(G) : Z(Z2:(G))]
é finito. Segue do Teorema 2.4.7 que [G : Z;(G)] é finito. 0

Concluimos destacando um ultimo resultado de Macdonald na mesma

linha dos resultados desta secao.

TEOREMA 2.5.12. [20, p. 178] Seja G um grupo metabeliano. Se,

para algum i > 0, v;11(G) € finito entdo [G : Z;11(G)] € finito.

Note que, sendo G metabeliano e ;11 (G) finito, o indice [G : Z;(G)]
nao é necessariamente finito, como mostra o Exemplo 2.2.1, para o caso

1= 1.



CAPITULO 3

Generalizando o Teorema de Hall

Neste capitulo trataremos dos resultados obtidos por Fernandez-
Alcober e Morigi no artigo [7]. O objetivo do artigo é provar uma
generaliza¢do do Teorema 2.5.4 de Hall, que afirma que [G : Zy(G)] é
finito caso v;11(G) seja finito, para algum ¢ > 1.

Uma forma mais forte do Teorema de Hall é conhecida para i = 1:
¢ suficiente assumir que [G' : G’ N Z(G)] ¢é finito para concluir que
|G 1 Zy(G)] é finito. Isaacs [17] foi quem primeiro obteve uma li-
mitacao de [G : Z3(G)] em funcao de [G' : G' N Z(G)], quando G é
finito. Posteriormente, Ferndndez-Alcober e Moret6 [6, Theorem E]
mostraram que o resultado é valido quando GG é um grupo nilpotente
qualquer (possivelmente infinito). Independentemente, Podoski e Sze-
gedy [24, Theorem 1] provaram o resultado para um grupo G' qualquer.
O objetivo de [7] é generalizar este resultado para valores arbitrarios

de 7 na forma do teorema abaixo.

TEOREMA A. [7, Theorem A] Sejam G um grupo e i > 0 tais
que [i+1(G) : %41(G) N Z;(G)] € finito. Entao |G : Zy;(G)] € finito e
limitado em funcao de [y;41(G) : vi41(G) N Z;(G)].

Forneceremos exemplos para ver que o Teorema A, em certo sentido,
¢ a melhor generalizacao possivel do Teorema de Hall.

Observamos que, usando o Teorema de Hall, ja podiamos mostrar
que se [Yi+1(G) : vi41(G) N Z;(GQ)] é finito entao [G : Z3;(G)] ¢ finito.
De fato, [vi+1(G) : vit1(G) N Z;(G)] é igual a ordem de ;11 (G/Z;(G)).

64
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Entao, segue do Teorema de Hall aplicado ao quociente G/Z;(G), que
G/ Zi(GQ) : Z9(G/Z;(G))] é finito. Portanto, [G : Z5;(G)] é finito, pois
pela Proposigao 1.3.8 é igual a [G/Z;(G) : Z2i(G/Z;(Q))].
Observamos ainda, que Macdonald em [20, Corollary 2| j& havia
mostrado que se, para algum i > 0, [v;+1(G) : 741(G) N Z(G)] é finito
entdo [G : Zy;(G)] é finito.

3.1. Seguindo os passos de P. Hall

No Teorema de Schur vimos que existe uma funcao f(n) tal que
se G ¢ um grupo com [G : Z(G)] finito entao |G| < f([G : Z(G))).
Em uma situagao como essa dizemos que |G’| é limitada em func¢do de
|G : Z(@)]. Nesta segao usaremos muitas vezes essa expressao.

Vamos comecar com um resultado técnico que sera essencial para

provar o Teorema A.

PROPOSIGAO 3.1.1. [7, Proposition 2.3] Sejam um grupo G e um
inteiro s > 1 tais que [vs(G) : v:(G) N Z(G)] € finito. Entdo o indice
|G : Ca(7s(G))] € limitado em funcao de [vs(G) : vs(G) N Z(G)].

DEMONSTRAGAO. Denotamos, por simplicidade, Z = ~v,(G)NZ(G)
en = [v(G) : Z]. A chave desta demonstragao é o Corolario 1.6.7.
Para que ele possa ser usado, encontraremos um subgrupo finitamente
gerado U de G tal que v5(G) = v5(U)Z e mostraremos que, de fato,
todos os termos da série central descendente de U sao finitamente ge-
rados.

Sejam X = {[g1,.--,9s] | g1,---,9s € G}, o conjunto dos comu-
tadores de peso s, e X = {27 | v € X}, sua imagem em G/Z.
Como, por hipétese, [y5(G) : Z] = n, temos que m = }7} < n.

Dessa forma, existem =1 = [g11, -+, G1s)y- -+, Tm = [Gmls-- - Gms| tais
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que X = {21Z,...,2,Z}. Note que, 7,(G)/Z = (X), entdo temos
v5(G) = (z1,...,xm, Z). Seja U = (g;; | 1 <i<m, 1 <j<s). Como
1,y T € Ys(U), temos que v5(G) = (x1, ..., Tm, Z) < 75(U)Z. Por
outro lado, 15(U) < 75(G) e Z < ~5(G), logo 7s(U)Z < ~5(G). Por-
tanto, vs(G) = 5(U)Z, onde o nimero de geradores de U ¢é limitado
em funcao de n.

Agora mostraremos que v95(G) é finito, aplicando os Teoremas de
Hall e de Baer. Note que a ordem de ~v,(G/Z(G)) é igual ao indice
[vs(G) : v(G) N Z(G)] = n. Assim, pelo Teorema 2.5.4 de Hall,
(G/Z(G) : Zos—1)(G/Z(G))] < h(n), onde h(n) = nlozzn+loz2m**Y,
Pela Proposicao 1.3.8, temos que Zo,_2(G/Z(G)) = Zss1(G)/ Z(G).
Entao [G : Zes—1(G)] = [G/Z(G) : Zas—1(G)/Z(G)] < h(n). Portanto,
pelo Teorema 2.3.2 de Baer, v95(G) é finito e tem ordem limitada em
funcao de n.

Como o nimero de geradores de U e a ordem de 724(U) sao limitados
em funcao de n, segue do Coroldrio 1.3.11 que cada termo da série
central descendente de U é gerado por um numero finito de elementos,
sendo esse nimero limitado em funcao de n.

Mostraremos agora que, para todo 1 < 7 < s, existe um subgrupo
H; < ~;(G) tal que [ys—j11(U), H;] = 1 e que [y;(G) : H,| é finito e
limitado em fungao de n. Em particular, se isso é verdade, existe um
subgrupo H; < G tal que [v5(G), Hi] = [v:(U)Z, Hi] = [7,(U), Hi] = 1
e que [G : Hy| é finito e limitado em fungao de n. Isto implica que
H, < Cq(7s(Q)) < G e, assim, [G : Cg(7s(G))] é finito e limitado em

funcao de n. Isto completa a demonstracao do teorema.
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Argumentamos por inducao reversa sobre j. Quando j = s, consi-
dere Hy = Z = ~,(G) N Z(G), que tem indice finito n em ~,(G), por
hipdtese, e note que [v1(U), H,] < [U, Z(G)] = 1, como desejado.

Supondo, por indugao, que existe um subgrupo Hjy1 < 7j11(G)
tal que [vs—;(U), Hj+1] = 1 e que [yj+1(G) : Hjy] é finito e limi-
tado em funcdo de n, mostraremos que existe H; < 7;(G) tal que
Ys—j+1(U), H] = [7s—(U), U, H;] = 1 e que [y(G) : Hj] ¢ finito e
limitado em termos de n.

Pelo Lema 1.3.5 dos Trés Subgrupos, ¢ suficiente que H; satisfaca
[Hj,vs—;(U),U] =1=[H;,U,~,—;(U)]. Paraisso, definiremos H; como
a intersecao de dois subgrupos especificos K; e L;, ambos de indice
finito em ~,(G), tais que [Kj,vs—;(U), U] =1 = [L;, U, v,—;(U)].

Primeiro vemos como definir K;. Defina K; = C.,, () (75— (U)Z/ Z).
Como [Vj(G),vs—j(U)Z)Z < vs(G)Z]Z = ~v5(G)/Z, que tem ordem n
e o nimero de geradores de y;_;(U) é limitado em fungdo de n, pelo
Corolério 1.6.7, temos que o indice de K; em v;(G) ¢ finito e limitado

em funcao de n. Note também que
1K, 70-5(U), U] < [2,U] = 1. (3.1.1)

Vamos definir agora um subgrupo auxiliar que serd usado na cons-

trucao do subgrupo L;. Defina D; 1 = C,,_, () (’ys,j(U)). Pela hipétese

Vi1
de indugao, existe H;11 < v,41(G) tal que [Hj11,7s—;(U)] = 1 e que
[7j+1(G) = Hjtq] é finito e limitado em funcao de n. Assim, temos que
Hii1 < Dji1 < 7j41(G) e, portanto, o indice de D;4; em 7,41(G) é
finito e limitado em funcao de n.

No que segue, trabalharemos com quocientes por D;,;, mas an-

tes temos que mostrar que D;;; é normal em U~;(G). Por um lado,
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pelo Lema 1.3.5, [Dj41,U,vs—;(U)] = 1, pois [Dj41,7s—;(U), U] =1 e
[Vs—;(U), U, Dj41] = 1. Assim, [D;41,U] < Dj41 e a Proposicao 1.2.1
garante que U < Ng(Dj4q). Por outro lado, [v;(G),vs—;(U), Djt1] <
Vs(G), Djt1] = [vs(U)Z, Djs1] < [v5—j(U)Z, Dj11] = 1 e, além disso,
[Vs—j(U), Dj11,7;(G)] = 1, pela defini¢do de D;;;. Do Lema 1.3.5 se-
gue que [Dji1,7(G),vs—;(U)] = 1. Assim, [Dj41,7%(G)] < Djs e,
pela Proposigao 1.2.1, temos que 7;(G) < Ng(D;41). Concluimos que
U~;(G) < Ng(Djt1), ou seja, D;iq é normal em Uv;(G).
Considere o grupo quociente Uv;(G)/Dj;1. Defina, finalmente,

L;j = Cy.(¢)(UDj;1/Djt1). Observe que [v;(G),UlDjs1/Djq 6 sub-

i
grupo de v;4+1(G)/Dj41, que é finito e limitado em funcdo de n, como
vimos acima. Sendo o numero de geradores de U limitado em funcao
de n, segue do Coroldrio 1.6.7 que o indice de L; em v;(G) é finito e
limitado em funcao de n. Note finalmente que, pelas defini¢oes de L;

e de Dj_|_1,
[L5: Uy 3s—5(U)] < [Dja, 755 (U)] = 1. (3.1.2)

Como ja haviamos adiantado, definimos H; = K; N L; e notamos
que o indice de H; em ~;(G) é finito e limitado em termos de n, pela
Proposigao 1.0.2, pois os indices de K e de L; em ~;(G) sao finitos e
limitados em funcao de n. Agora, pelas equagoes (3.1.1) e (3.1.2), temos
(Hj,vs—;(U),U] =1 = [H;,U,~,_;(U)]. Portanto, pelo Lema 1.3.5,
V5= (U), U, Hj] = [vs—j+1(U), H;] = 1, o que mostra que H; possui as

propriedades desejadas. Isto completa a inducao e a demonstracao. [

COROLARIO 3.1.2. [7, Proposition 2.3] Sejam G um grupo e um
inteiro s > 1 tais que [v5(G) : vs(G) N Z(G)] € finito. Entao vs11(G) €
finito e limitado em funcao de [vs(G) : vs(G) N Z(G)].
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DEMONSTRAGAO. Seja n = [v(G) : 75(G) N Z(G)]. Pela Pro-
posigao 3.1.1, temos que [G : Cg(7s(G))] ¢é finito e limitado em fungao
de m. Aplicando o Teorema 2.3.1 com M = Cg(7vs(G)), H = G,
N =7,(G)NZ(G) e K = 7,(G) concluimos que [75(G), G| = 7541(G)

¢ finito com ordem limitada em funcao de n. O

Ressaltamos que o Corolario 3.1.2 ja aparece como o Teorema 1
do artigo [20] de Macdonald, com uma demonstragao diferente da que
apresentamos aqui.

Vejamos, agora, que a Proposicao 3.1.1 e o Corolario 3.1.2 nao sao
vélidos para um subgrupo normal qualquer no lugar de 74(G). Mais
precisamente, se N é um subgrupo normal de G tal que [N : NNZ(G)]
¢ finito, nao necessariamente temos que [G : Cg(N)] é finito ou que
[N, G] é finito.

Sejam p um primo e N e A dois p-grupos abelianos elementares
tais que N = (xg, 21, 29,...) ¢ A = (a1, as,...). Definimos a seguinte
agao de A em N: para todo i > 1, a acao de a; é tal que xy" = zoz;
e zj’ = x;, quando j > 1. No produto semidireto G = N x A, para
todo i > 1, temos [zo, a;] = z; e [rj,a;] = 1, quando j > 1. Assim, é
facil ver que, [N, G| = (z1,22,...), que Cg(N) = Cg(zg) = N e que
Z(G) = (x1,x2,...). Concluimos que [N : N N Z(G)| = p, mas tanto
|G : Cg(N)] quanto [N, G] sao infinitos. Compare este exemplo com o
Exemplo 2.2.1 e note o quanto sao parecidos.

No que segue, precisaremos de uma identidade de grupos que de-
duziremos aqui. Sejam G um grupo, s > 1 et > 0. Note, por um
lado, que v5(G)/(7s(G) N Z,(G)) é isomorfo a vs(G/Z;(G)). Por outro
lado, G/Z;(G) é isomorfo a (G/Z;_1(QG))/(Z(G)/Zi-1(G)) e, pela Pro-
posicao 1.3.8, Z,(G)/Zi-1(G) = Z(G/Z;—1(G)). Assim, v,(G/Z;(G)) é
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isomorfo a 7, <(G/Zt_1(G))/Z(G/Zt_l(G))>. Portanto,

W(G)NZ(G)  1(G)Ze(G) N Z(G/ 2,1 (G)) -

O préximo teorema [7, Theorem B| é um resultado técnico usado

na demonstracao do Teorema A, mas pode ser interessante por si so.

TEOREMA B. Seja G um grupo tal que [vs(G) : vs(G) N Z(G)]
¢ finito, para s e t inteiros. Entdo, para todo inteiro 0 < 7 < t, o
indice [vs1+5(G) : v54;(G) N Z,_;(G)] € finito e limitado em fungdo de
[1:(G) :7:(G) N Z(G)].

DEMONSTRAGAO. Definan = [v5(G) : v:(G)NZ,(G)]. Argumenta-
mos por indugao sobre t. Para t = 0 o resultado é trivial. Assumimos

que o resultado é valido para t—1 e vamos prova-lo para t. Pela féormula

(3.1.3), temos que [15(GQ) : 7(G) N Z(G)] = n, onde G = G/Z;_1(G).
Segue do Corolério 3.1.2 que v11(G) = Vo11(G/Z;_1(G)) é finito e li-
mitado em fungao de n. Isto ¢, [Ys4+1(G) : Vs4+1(G) N Z;—1(G)] ¢é finito e
limitado em funcao de n. Entao, pela hipdtese de inducao, para todo

0<k<t—1,temos que [Vst14k(G) : Vsr14%(G) N Zi_1_,(G)] ¢ finito

e limitado em funcao de n. Pondo j = k + 1 o resultado segue. O

Ressaltamos que o Teorema B ji aparece em [20, Corollary 1] de

Macdonald com uma demonstragao similar.

COROLARIO 3.1.3. Seja G um grupo. Se [v5(G) : vs(G) N Zy(G)] €

finito, para s et inteiros, entdo vs11(G) € finito.

Basta considerar o caso 7 = t no Teorema B, que garante que

Vet (G) = Yot (G) N Zo(G)] = |7514(G)] 6 finito.
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Notamos que, quando s =i+ 1 e t = i, o Corolario 3.1.3 garante

que se [Yi+1(G) : 141 (G) N Z;(G)] é finito ent@o vq;41(G) ¢é finito.

COROLARIO 3.1.4. Sejam um grupo G e inteiros s e t tais que
1(G)  1(GINZAG)] é finito. Bntio [G : Ca((C)/ (1 (N Zir (6))]
¢ finito e limitado em fungao de [v5(G) : vs(G) N Zy(G)].

DEMONSTRAGAO. Por comodidade denotamos G = G/Z,_1(G) e
n = [7(G) : 7:(G) N Z:(G)]. Observe que, pela férmula (3.1.3), temos
[V:(G) : 7,(G)N Z(G)] = n. Aplicando a Proposicio 3.1.1 ao quociente
G, temos que [G : Cx(7,(G))] é finito e limitado em fungdo de n. Pela
Proposicio 165, (G : Cg(1(@)] = G : Ca(n(@))]. Como 1(G) &

isomorfo a v5(G)/(vs(G) N Zi—1(G)), o resultado segue. O

A dltima parte da demonstracao do Teorema A segue, em linhas
gerais, as mesmas ideias da demostracao do Teorema 2.5.4 de Hall.
Lembramos que na demonstra¢ao do Teorema de Hall o Cg(7:4+1(G))
possui um papel fundamental. Este centralizador tem indice finito em
G e é tal que [Cq(7i41(G)),s G, Ca(7is1(G))] < Zoi—s—1(G), para todo
s >0, com a convengao de que Z;(G) = 1 para j < 0.

A chave para a generalizacao do resultado de Hall é mostrar que,
aqui também, é possivel definir um subgrupo C de indice finito em G
tal que [C,s G, C| < Zy—5-1(G), para todo s > 0. No préximo lema,
veremos a definicao do subgrupo C' e mostraremos que ele possui a

segunda propriedade enunciada acima.

LEMA 3.1.5. Sejam G um grupo e i > 1. Para 0 < j < 1, defina
Cj, o centralizador em G de %’+j+1(G)/(%+j+1(G) NZi—j—1(G)). Seja
C ={No<j«i Cj- Entao [C.s G,C] < Zyi—s1(G), para todo s > 0.
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DEMONSTRAGAO. Pela Proposicao 1.6.4, C; é normal em G, pois

o grupo quociente ¥;4;+1(G)/(Vitj+1(G) N Z;—;—1(G)) é um subgrupo

normal do quociente G/(Vi1j+1(G) N Z;—j_1(G)). Logo, C' é normal

em GG. Assim, pela Proposi¢ao 1.2.5, o comutador [C,; G| também é
normal em G, para todo k£ > 0.

Primeiro mostraremos que
[[Ck Gl (G)] € Zoiri(G),  VYEk>0 e r>i+1. (3.1.4)

Argumentaremos por inducao sobre k. Pela definicao de C, temos
[C,7-(G)] < Zyi—(G), para todo r > i+ 1, e, portanto a afirmagcao vale
para k = 0. Agora assuma que a afirmagao (3.1.4) vale para k. Note
que, [1,(G).G. [0k C] = [rin(GLIC4 G < Zairia(G). Além
disso, [[Cyx G],7%(G), G] < [Zaik—+(G),G] < Zai—r—1(G). Pelo Lema
1.3.5, [[Ckr1 Gl 7(@)] = [[Cx G, G, (G)] < Zoipra(G). Tsto
mostra que a afirmacao (3.1.4) vale para k + 1 e conclui a indugao.
Agora vamos mostrar que [C,s G,C 95 1G] = 1, para todo 0 <
s < 2i—1. Aplicando o Lema 2.5.1 com M = [C,s G] e N = C, temos

(CaG)Cor G <[] [Cama GLICLGL (315)

t=0
Considere os dois casos: 0 <t <i—1oui <t <2 —s—1.
Em ambos os casos vamos mostrar que o fator [[C,q;—¢+—1 G|, [C: G]] do
produto em (3.1.5) é trivial.

Set <i—1entdo 2 —t > i+ 1. Pela afirmacao (3.1.4), temos que

[[Cﬂi*t*l G]> [Cﬂf GH < [721’4((;)7 [Cﬂf GH = 1.
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Se i < tentdot+ 1> i+ 1. Novamente, de (3.1.4) segue que
[Craimi—1 G, [C Gl] < [[Cr2imt—1 G), 4+1(G)] = 1.

Portanto, todos os fatores do produto em (3.1.5) sdo triviais e, por
consequéncia, [C,sG,Clo_s—1 G] =1, para todo 0 < s < 2 — 1, como
queriamos. Segue da Proposigao 1.3.3 que [C,; G,C] < Zy;_ s 1(G),
para todo 0 < s < 27 — 1. Para completar a demonstracao falta
verificar essa desigualdade para s > 2i. Como C' é normal em G,
se s > 2i temos que [C,sG,C| < [Ci-1G,Cl < Zy(G) = 1. Isto

completa a demonstracao. U

Na demonstracao do Teorema de Hall, como 7,;41(G) é normal e
finito, o centralizador C' = Cg(7i4+1(G)) tem indice finito em G. Aqui,
apenas com a hipétese de que vi+1(G)/(7i+1(G) N Z;(G)) é finito, ¢
mais dificil mostrar que C' = C; N --- N C;_; tem indice finito em G.
Sera a definicao mais sofisticada do subgrupo C, usada para provar
o Teorema A, que vai garantir que C' tem indice finito em G. A de-
monstracao desse fato é fundamentada pela Proposicao 3.1.1 e seus
corolarios, como veremos a seguir. Para a comodidade do leitor, enun-

ciamos novamente o Teorema A.

TEOREMA A. Sejam um grupo G e um inteiro i > 0 tais que
Vi+1(G) = 7+1(G) N Zi(G)] € finito. Entao [G : Zy(G)] € finito e
limitado em fungao de [7;11(G) : vit1(G) N Z;(G)].

DEMONSTRAGAO. Paracada 0 < j < ¢, chamemos de C; o centrali-
zador em G de 7i+j+1(G)/(%'+j+1(G)mZifjfl(G)) eseja C = m0§j<i Cj

como fizemos no Lema 3.1.5.
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Primeiro mostramos que [G : C] ¢é finito e limitado em fungao de
n = [7i+1(G) : %i4+1(G) N Z;(G)]. Pelo Teorema B, para todo 0 < j < 1,
temos que o indice [Viyj+1(G) : Yitjs1(G) N Z;—;(G)] € finito e limitado
em funcao de n. Segue do Corolério 3.1.4,com s =i1+j+1let=1—7,
que o centralizador em G de Yi1j11(G)/(Yitj+1(G) N Zi—j—1(G)) tem
indice finito em G, sendo esse indice limitado em funcao de n. Isto
é, [G : Cy] é finito e limitado em funcao de n, para todo 0 < j < 1.
Portanto [G : C] é finito e limitado em fungao de n, pela Proposigao
1.0.2.
Agora, para cada 0 < s < i, defina

€, Gl

@ = [Cs G] N Zoi—o(G)’

Vamos mostrar, por inducao reversa sobre s, que esses quocientes sao
finitos, com ordens limitadas em funcao de n. Em particular, a ordem

de Qo = C/(C' N Zy(@G)) é limitada em funcdo de n e, assim,
[G: Zyu(@)) <[G:CNZy(G) =[G:C)-[C:CNZyu(G)] < oc.

Portanto [G : Z;(G)] é finito e limitado em fungao de n, o que prova o
teorema.

Facamos a inducao. Primeiro notamos que (); é isomorfo ao quoci-
ente [C,; G]Zi(G)/Zi(G) < 7:1(G) Zi(G)/Zi(G), pois [C; G] < 751 (G).
Como v;11(G) Z;(G)/Z:(G) é isomorfo a v;11(G) /(7i+1(G)NZi(G)), que
tem ordem n por hipétese, segue que |Q;] < n. Agora, assumindo que
Qs+1 = [Cis11 G]/([Crs41 Gl N Zgi—s—1(G)) ¢é finito de ordem limitada
em funcao de n, vamos mostrar que (), ¢ finito com ordem limitada em

funcao de n.
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Nomeamos Wy = [Cs11 G] N Z3;—s—1(G). Como C' tem indice fi-
nito em G, existem g1, ..., ¢, € G tais que G = (g1, ..., gm, C), onde
m < [G : (], que é limitado em fungao de n. Defina os grupos U =
(g1, -, 9m) € Hy = Cic,,q)(UW,/W). Notamos que [[C,s G], U]W, /W,
é subgrupo de [Cl 511 G]Ws /Wy = Qs41. Como a ordem de Qg1 € 0
nimero de geradores de U sao limitados em funcao de n, do Corolario
1.6.7 segue que o indice de Hy em [C,5 G] é finito e limitado em funcao
de n. Vamos mostrar agora que H, < [C,s G] N Zy;_4(G) e disso pode-
mos concluir que ) € finito de ordem limitada em funcao de n.
Vejamos que, de fato, isso acontece. Por definicao, Hy < [C)s G].
Assim, basta mostrar que Hy < Zy; 4(G). Note que, pela defini¢ao
de Hy, tem-se que [H,, U] < W, < Zy; s 1(G). Por outro lado, temos
que [H,,C] < [C)sG,C] < Zy s 1(G), pelo Lema 3.1.5. Logo, pela
Proposicao 1.2.8, temos [Hy, G] = [Hs, UC] < Zyi_s_1(G) e, assim,
H, < 7y 4(G), como querfamos. Isto termina a inducdo e a demons-

tracao. Ul

Comparando a demonstragao do teorema acima com a do Teorema
2.5.4 de Hall, notamos que a estrutura é a mesma. Ambas usam, da
mesma maneira, um subgrupo C' < (G, embora a definigao desse sub-
grupo se altere de um teorema para outro, como ja observamos. Os
quocientes ), tém a mesma definicao a partir do subgrupo C.

Em relagao aos subgrupos Hg, que estao presentes em ambas as
provas, embora tenham sido definidos de maneira diferente, na ver-
dade as defini¢bes coincidem. Isto porque no Teorema A definimos
H, = C[C,SG](<917 . ,gm)Ws/WS) = Ny Crea (ngS) enquanto no
Teorema de Hall definimos H, = (), _, Ker(p,, ). Agora, se lembrarmos

da definicao do homomorfismo ¢, dada no Teorema de Hall, vemos que
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vale a identidade Ker(yy, ) = Clo,,q (ngs), para cada 1 < k < r, onde
Wy = [Cs41 G| N Zyi_s—1(G). Portanto, as defini¢des de H coincidem,

guardadas as diferencas entre os subgrupos C' em cada caso.

Terminamos esta se¢ao com algumas questoes que surgem natural-

mente com respeito ao Teorema A:

(a) Se a hipdtese mais fraca de que [y;41(G) : 1i41(G)NZi1(G)] €

finito vale, ainda é possivel mostrar que |G : Zy(G)] € finito?

(b) Seja G um grupo finitamente gerado. O Teorema 2.4.2 garante
que se Y1 (G) € finito entio |G : Zi(G)] € finito. E possivel
mostrar que (G : Z;(G)] € finito sob a hipdtese mais fraca do

Teorema A de que [v;41(G) : vi41(G) N Z;(G)] € finito?

Ambas as perguntas (a) e (b) tem resposta negativa, como mostra
o exemplo a seguir retirado de [7, pdgina 426].

Dado um qualquer inteiro n > 1, considere o produto semidireto
G = G(n) = N x (a), onde a tem ordem infinita, N = N(n) =
(1,...,2n | [, 2;] = 1) é o grupo abeliano livre de posto n, e a age
sobre N da seguinte forma: zj, = z,, e 2 = z;x41, para 1 <j <n—1.

Ou seja, [z,,a] =1 e [z;,a] = xj41, para 1 < j <n—1.

kn

k . .
Dado z € N, temos que z = z7'---x;, com ky,...,k, inteiros.

Entdo [z,a] = z7'2® = (28 - 2k =1 (29)k ... (22)% e, como N é

abeliano e normal em G, temos que [r,a] = (x]'z)k - (27 a?)kn =

[z1,a])* - - [1,,a]*. Logo, usando as relagoes que definem G, temos

[z,a] = [xlfl . -acﬁ", al = ﬂc’z“ . -x’fb"‘l. (3.1.6)

Queremos mostrar que G' = (x9,...,2,). Por um lado, é ficil ver

que (xg,...,x,) < G', pois xy = [21,4d|,...,2, = [¥,_1,a]. Por outro



3.1. SEGUINDO OS PASSOS DE P. HALL 7
lado, a equagao (3.1.6) nos assegura que [z,a] € (za,...,x,), qualquer
que seja x € N. Entao, pela identidade (1.2.4), para todo x € N
e todo r > 1, temos [x,a’] = [z,d][z,a]®---[z,d]” " € (xa,...,2,),
pois (za,...,x,)* < (Ta,...,x,). Além disso, pela férmula (1.2.7),
[z,a7"] = [z,(a")7] = ([x,a"]™H)*" € (z9,...,2,). Agora, dados
g,h € G elementos arbitrarios, temos ¢ = xa” e h = ya®, com r e
s inteiros e x,y € N, de forma que, pela identidade (1.2.2), [g,h] =
[za",ya®] = [xa”,a’][xa”,y]*. Como N e (a) sdo abelianos, segue da
identidade (1.2.1) que [g,h] = [z,a°]* [a",y]* = [2,a*]* ([y,a"]71)*.
Isto mostra que [g,h] € (x9,...,z,), para quaisquer g,h € G, e por
consequéncia G' = (xa, ..., z,), cOmo queriamos.

Em geral, para 2 < k < n, temos 1%(G) = (xk,...,x,). Mostra-
remos isso por indugao sobre k. O caso k = 2 foi estabelecido logo
acima. Suponha, por indugao, que v (G) = (zy,...,z,). Dados ele-

mentos arbitrarios y € v(G) e g € G, segue da hipdtese de inducao

Qn
n

que o elemento y = z3* -+ - 22", com ay, ..., q, inteiros. Das relagoes

[0}

que definem G deduzimos que [y,a] = [x}F--- 22

) = e
e, portanto, [y, a] € (xxy1,...,x,). Logo, da equacao (1.2.7) segue que
[y, a1 = ([y,a] )" " € (Tppa, ..., 2,). Como G = N x (a), podemos

escrever ¢ = xa”, com x € N e r inteiro. Assim, usando a férmula

(1.2.2) e lembrando que N é abeliano, temos [y, g| = |y, za"] = [y, d"].
Portanto, [y, g] € (xg+1,. .., %), pela férmula (1.2.4). Isto mostra que
Ye+1(G) < (xpy1,...,2,). A inclusdo contraria segue do fato de que
Tpy1 = [T,k 0], oo, Ty = [T,k a] todos pertencem & vy 1(G). Por-
tanto, Vx41(G) = (41, ..., x,), 0 que conclui a indugao.

Em particular, mostramos que v,(G) = (z,,) < Z(G) e, portanto,

G é nilpotente de classe n. Consequentemente, Z,(G) = G.
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Queremos mostrar agora que Z(G) = (x,). Seja g € Z(G) um
elemento arbitrario. Suponha que g = za”, com x € N e r > 1.
Como g € Z(G), devemos ter 1 = [x,_1,9] = [Tp_1,2a"] = [X7_1,0"],
pela identidade (1.2.2). Agora, pela identidade (1.2.4), temos que
[Zp_1,0"] = [Tp1,0][Tn_1,a]® - [Tn_1,a]” = zp2®---2¢ =z
pelas relagoes que definem G. Logo, z], = 1, que é uma contradigao
com o fato de N ser abeliano livre. Agora, suponha que g = za™",
com x € N er > 1. Analogamente, devemos ter 1 = [z,_1,a7"] =
([xn_1,a"]7 12", pela identidade (1.2.7). Logo, 1 = [z, 1,a"], que
também é uma contradi¢ao, como vimos acima. Dessas duas con-

0

tradigoes concluimos que g = xa” com x € N e, portanto, g € N.

Escrevemos g = z{'--- 2" e, usando a férmula (3.1.6), temos que
1=[g,a] = x5* - 281 o que implica que oy = -+ - = o, _1 = 0. Por-
tanto g = 2%". Isto mostra que Z(G) < (x,) e, assim, Z(G) = (z,),
como queriamos.

Em geral, paratodo 1 < k < n—1, temos Z,,_(G) = (Xps1,...,Tp).

Pode-se mostrar esse fato, por indugao sobre k, usando ideias analogas

as que usamos acima. Portanto, para 0 < k < n,

Em particular, temos que Z,,_1(G) = (z3,...,x,) €, como x; e a ambos
tém ordem infinita, segue que [G : Z,_1(G)] ¢ infinito.

Seja ¢ > 1 um inteiro fixado. Escolhendo G = G(2i + 1), se-
gue da identidade (3.1.7), que v4+1(G) = Z;+1(G). Entdo o indice
[Yi+1(G) : 141(G) N Z;41(G)] = 1, mas [G : Zy;(G)] ¢ infinito. Dando
uma resposta negativa & pergunta (a), isso mostra que, mesmo para

grupos nilpotentes finitamente gerados, a hipétese mais fraca de que
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[Yi+1(G) : %i11(G) N Zi11(G))] é finito nao implica que [G : Zy(G)] é
finito.

Por outro lado, escolhendo agora G = (G(2i), segue da equagao
(3.1.7), que vi41(G) = Z;(G). Entao [y41(G) : vi1(G) N Zi(GQ)] = 1,
mas [G : Z;(G)] ¢ infinito e, de fato, [G : Z;(G)] é infinito, qualquer que
seja 0 < j < 2i— 1. Dando uma resposta negativa a pergunta (b), isso
mostra que a hipétese do Teorema A de que [v;41(G) : 71 (G) N Z;(G)]
¢ finito nao ¢é suficiente para mostrar que [G : Z;(G)] é finito, mesmo
para grupos (nilpotentes) finitamente gerados. Com essa hipétese, nao
podemos garantir nem mesmo que [G : Z;(G)| é finito, para algum

inteiro 0 < 7 <2 — 1.

3.2. Grupos capable e grupos i-capable

Nesta secao apresentamos os conceitos de grupos capable e grupos
i-capable. Depois mostraremos que o Teorema A de Fernandez-Alcober
e Morigi pode ser interpretado como uma reciproca do Teorema de
Baer para a classe dos grupos i-capable.

Foi Baer em [1] quem comecou o estudo sistemdtico da seguinte
questao: quais condigoes um grupo deve satisfazer para que seja iso-
morfo ao quociente central de algum grupo E? Seguindo M. Hall e
Senior em [10], chamamos tais grupos de capable. Em linhas gerais,
um grupo ¢é capable se for isomorfo ao grupo de automorfismos internos

de algum grupo. Mais precisamente, damos a seguinte definicao.

DEFINICAO 3.2.1. Dizemos que um grupo G é capable se existe um
grupo E tal que G é isomorfo a F/Z(F). Ou, equivalentemente, se

existe um grupo E tal que G ¢ isomorfo a Inn(E).
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Observamos que existem grupos que nao sao capable, como por
exemplo os grupos ciclicos nao triviais. De fato, se um grupo ciclico
nao trivial fosse capable, existiria um grupo abeliano cujo grupo de
automorfismos internos é nao trivial, o que é um absurdo. Assim, ser
capable implica em restrigoes sobre a estrutura do grupo.

O artigo [1] de Baer tem por objetivo principal determinar todos
os grupos capable abelianos que sao produtos diretos de grupos ciclicos
(ndo necessariamente de uma quantidade finita deles). A proposicao a
seguir é consequéncia dos resultados de Baer. Para n > 0, denotamos

por Z, o grupo ciclico de ordem n, onde por convencao Zy = Z.

PROPOSICAO 3.2.2. Seja A um grupo abeliano finitamente gerado
escrito como A = L, @+ - @ Ly, , comnjnji1, para todo 1 < j <r—1.

Entdo A € capable se, e somente se, r > 2 e n, = n,_1.

Assim, sabemos por exemplo que Zo @ Zs € Zg ® 7 P Z sao capable
enquanto Zs e Zs & Zg nao sao capable.

Em [13] P. Hall enfatizou que caracterizagoes de grupos capable sao
importantes na classificacdo dos p-grupos. Beyl em [3] e Ellis em [5],
usando homologia, fornecem varias condigoes necessarias e condigoes
suficientes para que certos grupos sejam capable.

Dois artigos relativamente recentes tratam da reciproca do Teorema
de Schur para grupos capable. Em [17, Theorem A] Isaacs mostra, para
grupos finitos capable, que o indice do centro é limitado por uma fungao
que depende da ordem do subgrupo derivado. Em [24, Corollary 2]
Podoski e Szegedy estendem o resultado de Isaacs para grupos capable
quaisquer, sem exigir que a ordem do grupo seja finita. A principal
importancia de [24] é a cota mais apurada, obtida pelos autores, para

o indice do centro em funcao da ordem do subgrupo derivado. Pois,
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essencialmente, a reciproca do Teorema de Schur para grupos capable
ja havia sido estabelecida por Macdonald em [20, Corollary 2]. (Ob-
viamente, Macdonald nao usava o termo capable, pois esse viria a ser
definido apenas dois anos depois por M. Hall).

Outros resultados sobre grupos capable aparecem em [17] e [15]. Se
G é um p-grupo capable finito com |G'| = p entao [G : Z(G)] = p? (veja
[17, p. 2853] e suas referéncias). Heineken [15, p. 248] mostra que se
G é um grupo capable finito tal que G’ é isomorfo ao p-grupo abeliano
elementar de ordem p? entéao [G : Z(G)] < p°. Heineken construiu, para
cada primo p > 2 e cada n > 1, um grupo capable finito G tal que G’ é
um p-grupo abeliano elementar de ordem p" com [G : Z(G)] = p2n+(g)
e |G'| = 1Z(G)| (veja [15, Proposition 3]).

O resultado abaixo, que é uma reciproca do Teorema de Schur,

ilustra o quanto a definicao de grupo capable é pertinente no contexto

desta dissertacao.

TEOREMA 3.2.3. [24, Corollary 2| Seja G um grupo capable. Se
G’ ¢ finito entdo [G : Z(G)] < |G'[?1os=l¢"],

Este teorema fornece mais um critério para decidir se um grupo
é capable ou nao: se um dado grupo G nao satisfaz a reciproca do
Teorema de Schur entao ele nao pode ser capable. No entanto, hé grupos
que satisfazem a reciproca do Teorema de Schur mas nao sao capable.
Portanto, satisfazer a reciproca do Teorema de Schur nao é um critério
decisivo, apenas um critério eliminatério. A seguir fornecemos um
exemplo de um grupo nao capable que satisfaz a reciproca do Teorema

de Schur.
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EXEMPLO 3.2.4. Considere o grupo G' = Cpe X A5, 0 produto direto

do p-grupo de Priifer pelo grupo alternado de grau 5. Lembramos que
Cpe = (T1,20,... | 2] = 1,25 = x1,25 = 29, ...) e que Cpeo é um grupo
divisivel. Lembramos ainda que As é um grupo simples. Note que,
G’ = A;, pois Cpe é abeliano, e Z(G) = Cpeo, pois Z(As) = 1. Entao
G’ e |G : Z(@)] sao finitos. Aplicando [5, Proposition 2 (ii)], vemos
que G é non-capable, pois G* = G/G' =2 Cp é divisivel e Z(G) = Cpes
contém um elemento nao trivial de ordem finita. Este exemplo mostra

que nem todo grupo em que G’ e [G : Z(QG)] sao finitos é capable.

Generalizando a terminologia de M. Hall e Senior foi proposta, si-
multaneamente por Burns e Ellis em [4, p. 406] e por Moghaddam e

Kayvanfar em [21], a defini¢ao de grupo i-capable, para i > 1.

DEFINIGAO 3.2.5. Seja i > 1 um inteiro. Dizemos que um grupo G
é i-capable se existe um grupo FE tal que G é isomorfo a E/Z;(E). Ou,
recursivamente, dizemos que G ¢é 1-capable se for capable e, para i > 2,
dizemos que G é i-capable se existe um grupo (i — 1)-capable K tal que

G ¢ isomorfo a Inn(K).

Se um grupo G é i-capable, para algum i > 2, entao G é j-capable,
para todo 1 < j < i. Basta notar que, para todo grupo E, temos que
E/Z;(E) é isomorfo a (E/Z;_;(E))/Z;(E/Z;—;(E)). Logo, se G ¢ iso-
morfo a E/Z;(E) entao G é isomorfoa H/Z;(H), onde H = E/Z;_;(E).

Em [4, Theorem 1.3] Burns e Ellis caracterizam todos os grupos
i-capable abelianos finitamente gerados. Enunciamos esse resultado a

seguir.
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PROPOSICAO 3.2.6. Seja A um grupo abeliano finitamente gerado
e 1 > 1 um inteiro fixrado. Entdo A € i-capable se, e somente se, A €

capable.

Em seguida Burns e Ellis [4, Theorem 1.4] provam a seguinte pro-
posicao, a qual mostra que a Proposi¢ao 3.2.6 nao ¢ vélida para grupos

nao abelianos.
PROPOSICAO 3.2.7. Ewiste um grupo capable que nao é 2-capable.

Observamos que o grupo usado na demonstracao da Proposicao
3.2.7 dada em [4] é um 2-grupo finito, sendo em particular um grupo

nilpotente.

Concluimos esta se¢ao mostrando que o Teorema A pode ser visto

como uma reciproca do Teorema de Baer para grupos i-capable.

PROPOSICAO 3.2.8. Seja i um inteiro positivo. Sao equivalentes:
(1) se H é um grupo tal que [yiy1(H) : v (H) N Z;(H)] € finito
entao o indice [H : Zy;(H)] € finito;
(2) se G € um grupo i-capable tal que Vi1 1(G) € finito entdo o
indice |G : Z;(G)] € finito.

DEMONSTRAGAO. Vejamos primeiro que (1) implica em (2). Seja
G um grupo i-capable tal que 7;41(G) é finito. Como G é i-capable,

existe um grupo F tal que G ¢ isomorfo a E/Z;(F). Assim,
1Yi+1(G)| = |[gammai1 (E/Zi(E))| = [it1(E) : Y1 (E)N Zi(E)] < oc.

Entao, pelo item (1) aplicado ao grupo E, temos que [E : Zy(FE)] é
segue que [G : Z;(G)] ¢é finito.
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Agora mostramos que (2) implica em (1). Seja H um grupo tal que

[Yig1(H) = v (H) N Z;(H)] é finito. Defina G = H/Z;(H) e note que
Nirr(H) = v (H) N Zo(H)] = |71 (H/Zi(H)) | = [701(G)] < o0.

Pelo item (2) aplicado ao grupo i-capable G' temos que [G : Z;(G)] é
segue que [H : Zy;(H)] é finito. O
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