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Resumo

Nesse trabalho consideramos o problema

Apu = a(z)u?@ em
U = +00 na oS}

onde 2 C R™ é um dominio limitado ou 2 = R", p > 1.
Vamos estudar a existéncia de solugao para o problema (1) em dois casos:

1. Q#R" q(z) =q>p—1ea(r) é uma fungdo nao negativa, que pode ser singular
na 0f).

2. Q=R", paran >3, p=2,a(r) =1e g éuma funcdo Holder continua, ¢(z) > 1
para ||z|| < Re 0 < ¢(x) <1 para ||z| > R, onde R > 0 é uma constante.

Além disso, estudamos a unicidade e comportamento na 02 para a solucao do caso 1.

Palavras — Chaves: Blow-up sub e supersolucao, principio da comparacao, assinto-
tas, expoente variavel.
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Abstract

In this work we consider the problem

Apu = a(z)u?@ em 2)
U = +00 na oS}

where (2 C R" is a bounded domain or 2 =R", p > 1.
We will study existence of solution for problem (2) in two cases:

1. Q#R" q(zr) =q>p—1and a(x) is a nonnegative function, wich can be singular
on 0f).

2. Q=R",n>3 p=2 a(x) =1 and ¢ is Holder continuous function, ¢(x) > 1 for
|z]| < Rand 0 < g(z) <1 for ||| > R, where R > 0 is a constant.

Moreover, we study uniqueness and behavior on 02 for solution of the first case.

Key — Words : Blow-up subsolution and supersolution, comparison principle, asymp-
totes, variable exponent.
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Introducao

Nesse trabalho vamos estudar existéncia e unicidade de solugao para o problema

{ Apu = a(r)u?® 1 € Q 1)

u(z) — +oo x € 0N

onde p > 1, a é uma funcao continua nao negativa e singular na fronteira de 2 e ¢ : R* —
[0,00), 0 subconjunto €2 pode ser um dominio limitado suave de R", com u(x) — +o0
quando d(z,082) — 0 ou 2 = R™ entdo u(x) — +oo quando |z| — +o0.

Quando ¢(x) =¢>p—1,p>1e Q C R" ¢ limitado, temos que o problema (1) se

transforma em

{ Npu=alx)u?! z € Q ©)

U — +00 x € 09,

( ver [5]). Alguns trabalhos, como [2], [13], [20] j4 provaram existéncia de solu¢do para
problemas parecidos com (2). Em [2| foi provado existéncia e unicidade de solugao para
o problema

(3)

U — 400 x € 02

{ Npu=f(u) =z € Q
onde f € C(]0,00) e f & uma fun¢ao nao linear. Ja em [13]

(4)

Apu=H(z,u) z € Q
u — +00 x € 0N

onde H(x,u) = a(zx)f(u), foi mostrado a existéncia de solu¢ao blow-up para a(z) limitada.
Quando a(z) ndo é limitada, ¢ > 1, temos, para o caso p = 2, que existe uma solucao
para o problema

(5)

Au=a(x)u? = € Q
U — 400 x € 01,

(ver [20]). Outros trabalhos também estudam condi¢oes para a(x), para garantir existén-
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cia e unicidade de solugdo para (5).
Vamos estudar, também, o problema (1) quando p =2, a(z) =1, Q =R"e ¢: R" —
[0,00) uma fungao localmente Holder continua, com ¢(z) < 1 quando |z| — 400. Neste

caso o problema (1) é dado por

Au = yi@) x € R”,
U(l’) — +00,

como visto em [9]. Para ¢ constante positiva, temos dos Lemas 2 e 3 de [15] que Au = u?

tem uma solugao quando ¢ < 1. J4 o problema

Ay = u1@) z €
{ (7)

U = +00 na x € 0N

com {2 limitado, possui uma solugao se g(x) = ¢ > 1 pelo Teorema 1 em [10].

Esse trabalho foi dividido em trés capitulos. No primeiro apresentamos algumas de-
finicoes e resultados que serao usados nos demais capitulos. No Capitulo 2 estudamos
a existéncia e unicidade de solu¢ao para o problema (2), na primeira se¢ao desse capi-
tulo provamos todos os teoremas que serao utilizados para provar nas secoes seguintes

existéncia, unicidade e a estimatima para o problema:

Teorema 0.1 Sejam a € C(Q) uma fun¢ao nao negativa e ¢ > p—1. Tome a > 0 numa

vizinhanc¢a da fronteira 0S), e suponha que ezxista Q € C(Q2), com v € C*(), 0 < u <1,
tais que Q(x) > 0 na 00 e v(x) < 0 para x € O tais que

lim d(z)"@a(z) = Q(x0), (8)
T—rT0
onde d(x) = d(x,00) e xq € IN. O problema (2) admite uma unica solu¢io fraca positiva
u e I/Vlzf(ﬂ) N Cl’”(Q) para algum n € (0,1), que verifica

loc

T d(e)"@u(z) = (09 - 1)a(9522)2’x0 )(a(xo) + 1)> o (9)

_ p—(@)
q—p+1°

para todo xo € OS2, onde a(x)

Assumindo que ¢(z) é uma funcao limitada fora de uma bola de R™ verificando algumas
das seguintes condigoes:
Q1- ¢ : R" — (0,00) & localmente Holder continua
Q2-existe R > 0 tal que ¢(z) > 1 para |z| < R, ¢ 0 < ¢(z) <1 para |z| > R.
Quando R = 0, a condigdo Q2 é entendida como 0 < g(x) < 1 em R™.
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Entao, mostraremos no capitulo 3, a existéncia de solugao para o problema (6) a partir

dos respectivos teoremas:

Teorema 0.2 Suponha q satisfaz condicoes Q1 e Q2. Se

/ 7 exp(A1?) qose (1) dr < o0, (10)
0

para algum \ tal que 2N\ > 1, entdo o problema (6) admite infinitas solugoes.

B ose(r) = ¢"(r) = (), ¢'(r) := maxq(x) ¢ .(r) := min g(z).

Para o proximo teorema definimos ||q||o := max{q(z);x € R"}, segue

Teorema 0.3 Assuma que q(x) verifica a condigio Q1 e suponha que existam constantes
0< R< V2i-ldle e 0 < 8 <1 tais que 0 < q(z) < B para todo |x| > R. Mais ainda,
assuma que q«(r) < 1 para r > 0. Se

/ T06(7)Qose(T)dr < 00, (11)
1
onde

(r) 128 se 0<pB<l,r € R
vg(r) ==
’ exp(r?) se B=1ler € R

entdo o problema (6) admite uma solugdo positiva.



Capitulo

1

Resultados Auxiliares

Nesse capitulo vamos revisar alguns resultados e definicoes que serao utilizados em
todo o texto. Muitos dos resultados aqui apresentados nao serao demonstrados, mas

segue a referéncia onde ha a demonstracgao.

1.1 Desigualdade de Gronwall

Teorema 1.1.1 (Desigualdade de Gronwall) Sejam o : I — R ewv : I — R fungoes
continuas definidas num intervalo I = [a,b) com a < b < co. Suponha que v(z) > 0,

xr €1, eu é uma funcao continua que satisfaz

t
u(t) < aft)+ / v(s)u(s)ds tel,
entao
t t
u(t) = at)+ / a(s)v(s)els Vg,
A demostragao dessa desigualdade pode ser vista no Lema 1.1 de [12].

Teorema 1.1.2 (Desigualdade de Gronwall Generalizada) Sejam g, f : [0,b] — R fungoes

integrdveis, nao negativas e a : [0, T] = R uma fungao continua, ndo negativa tais que:

git) < go+ /Otf(s)ds + /Ota(s)g(s)ds,
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onde gy € uma constante nao negativa. Entao

g(t) < (go + /Ut f(s)ds) olo als)ds

A demostragao estd apresentada no Teorema 1.15 de [11].

1.2 Supersolucao e Subsolucgao

Considere o problema eliptico quasilinear do tipo

—divA(z,Vu) + B(z,u,Vu) =0 = € Q (1.1)
u=g x € 00 (1.2)

onde 2 é um dominio limitado em R"™, A é uma funcao vetorial de n-vetores cujas variaveis

Ju Ju
sao r e Vu = ( , B ¢ uma funcao escalar dada, de variadveis x, u e Vu, e g

8_1‘17 ceey —axn
uma funcao definida na fronteira de 2. A equacao nao linear pseudo-Laplaciana, isto é,

A(z,Vu) = |Vu|P2Vu e
—div(|VulP2Vu) + B(z,u,Vu) =0 x € Q, p>1 (1.3)

¢ um caso especial de (1.1).

Defini¢ao 1.2.1 Uma func¢io u é dita uma solugao de (1.1) em Q se u € WhHP(Q),
B(x,u,Vu) € L},.(Q) e

loc
/{(|Vu|p_2Vu)V<,0 + B(z,u, Vu)p}dr =0
Q

para todo ¢ € C§°(Q).

Definicao 1.2.2 Uma fung¢do u € dita uma subsolu¢ao (ou uma supersolugdo) de (1.1)
em Q) se uw € W'P(Q), B(x,u,Vu) € L}, .(Q) e

loc
/{(|Vu|p_2Vu)Vg0 + B(z,u, Vu)p}dr <0 (>0)
Q

para todo p € C§°(Q) com ¢ >0 em .

Defini¢ao 1.2.3 Uma funcio u é dita W-subsolugcao da equacio (1.1) em Q se u =
max{u;; i =1,2,...,m} em Q para algum m € N, onde cada u; é uma subsolucao de (1.1)
em Q e u; € WP(Q).



1.3 Principio da comparacao 6

Uma funcgao u € dita ser uma W-supersolucio da equagdo (1.1) em Q se u = min{u;; i =
1,2,...,m} em Q para algum m € N, onde cada u; é uma supersolugao de (1.1) em Q e

u; € Wl’p(Q).

O proximo resultado serd muito utilizado para garantir existéncia de solucao para
problemas do tipo (1.1) e (1.3).

Teorema 1.2.1 Sejam ¢, e o respectivamente uma W-subsolugao e uma W-supersolucao

de (1.1) em §Q tais que 1 < s em Q e 1 < g < w9 na IQ. Suponha que eriste uma

constante positiva ¢; e uma fungdao fz € LI(Q)), com q = P 1 e < p< oo tal que

|B(a,t,6)] < | fa(@)] + h([t]) + e[

para v € Q, (t,£) € R x R, onde h : R — Ry ¢ uma func¢io ndo decrescente tal que
h(lp]) € LY(Q) para ¢ € LP(Y). Entao o problema (1.1) e (1.2) tem uma solugdo u tal
que o1 < u < g em €.

Este resultado foi provado em [8].

1.3 Principio da comparacao

Segundo Tolksdorf (prova em [18]) temos o seguinte resultado, que serd muito usado

nesse trabalho para comparar duas solucgoes.

Teorema 1.3.1 Seja G : QxR — R continua com G(x,.) ndo crescente para cada x € Q.

Se u,w € WHP(Q) satisfazem as inequagoes

/|Vu|p_2VuV30§/G(x,u)g0 e /|Vw|p_2Vng02/G(x,w)gp
Q 0 0 0

para toda fungao nao-negativa @ € WHP(Q), e além disso u < w na 9Q entio u < w em
Q.

O proximo resultado diz respeito a regularidade interior para solucoes fracas de equa-

coes quase lineares.

Teorema 1.3.2 Suponha h(x,t) é mensurdvel em x € Q e continua em t € R tal que
|h(z,t)] < T em Q x R. Seja u € WHP(Q) uma solugdo fraca de Apu = h(x,u). Dado
um sub-dominio D CC O, existe « > 0 e uma constante positiva C, dependendo de

00,7, Julloo € D tal que

Vu(@)] < C e [Vu(z) = Vu(y)| < Clz —y[* z,y € D.
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A prova desse teorema pode ser encontrada em |3].

1.4 Teorema de Poincaré-Bendixson

Seja A um subconjunto aberto do espacgo euclidiano R™. A aplicacao X : A — R” de
classe C* & um campo vetorial de classe C* com 1 < k < co. Onde X esta associado a

equacao diferencial
¥ = X(z). (1.4)

As aplicagoes diferenciaveis ¢ : I — A (I um intervalo ), que sao solugoes das equagoes

(1.4), tais que

%21 = X(e(0)

para todo t € I, sao chamadas tragetorias ou curvas integrais de X.

Um ponto x € A é dito ponto singular de X se X(z) = 0 e ponto regular de X se
X(x) #0.

Seja ¢(t) = ¢(t,p) a curva integral de X passando pelo ponto p definida no seu

intervalo maximo [, onde I, = (w_(p),w+(p)). Se wy(p) = oo defini-se o conjunto

wip) = {qg€A; I (t,) =00 e ¢(t,) = q, quando n — co}.
Analogamente, se w_(p) = —oo, defini-se o conjunto
alp) = {qe€A; I (t,) » —o0 e ¢(t,) = q, quando n — oo}.

Os conjuntos w(p) e a(p) sao chamados respectivamente de conjunto w-limite e con-
junto a-limite de p.
Para enunciarmos o teorema de Poincaré- Bendixson iremos denotar 7; como a semi-
orbita positiva por p
7 = {e(t,p)it > 0}.

Teorema 1.4.1 (Poincaré-Bendizon) Seja o(t) = p(t,p) uma curva integral de X, defina
para todo t > 0, tal que 7;“ esteja contida num compacto K C A.

Suponha que o campo X possua um nimero finito de singularidades em w(p). Tem-se
as sequintes alternativas:
a)Se w(p) contém somente pontos requlares, entao w(p) € uma orbita periddica;

b) Se w(p)contém pontos regulares e singulares, entdo w(p)consiste de um conjunto de
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orbitas, cada uma das quais tende a um desses pontos singulares quando t — +o00;

¢) Se w(p) nao contém pontos regqulares, entdo w(p) é um ponto singular.

A demonstracao desse teorema bem como mais resultados desse assunto se encontra
no Capitulo VII de [17].

1.5 Desigualdade de Harnack

Seja a equacao
divA(z,u,u,) + B(z,u,u;) =0 (1.5)

onde z € R", u, = (ug,, ..., Uy, ), a funcdo A(x,u,u,) é uma fun¢do mensuravel em R" e a
fungao B(z,u,u,) é uma funcao mensuravel real, ambas definidas em Q x R x R", onde
) ¢ um dominio em R".

Vamos assumir que para todo M < oo e para todo (z,u,p) € Q x (=M, M) x R", as

seguintes condicoes sao satisfeitas

| Az, u, p)] aolp|® ™" + Jar (@)u|* " + (as(2))* ",
pA(x,u,p) = [p|* — lag(x)ul™ — (aa(x))",
|B(z,u,p)] < bolp|” + bi(@)|p|* ™" + (ba(2))*ul ™" + (bs(@))”

IN

onde a > 1, ag, by sao constantes, a;(x), b;(x) sdo fun¢des mensuraveis ndo negativas, «,
ag, bo, a;(x), b;(x) podem depender de M.

Vamos considerar a desigualdade de Harnack para o cubo K,,(p) denotado como um
cubo em R™ de lado p e centro xg cujos os lados sao paralelos aos eixos coordenados. Em
geral escrevemos K (p) = K,,(p) assumindo o centro conhecido.

No teorema que segue, vamos denotar por C' uma fungao C'(Aq, ..., \,,) que depende de
Ay -y A que sdo diferentes de u(x).

Para a desigualdade de Harnack vamos assumir as(x), as(x) ,b3(z) = 0.

Teorema 1.5.1 Seja u(x) uma solucdo fraca de (1.5) em um cubo K = K(3p) C Q2 com
0<u< M em K. Entao

max u(z) < Cminu(z 1.6
K(p)()_ K(p)() (1.6)

onde C' = C(a,n, ag, boM, pp)
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1.6 Principio do maximo forte

Definicao 1.6.1 Dizemos que um ponto xo € 052 satisfaz a condi¢ao esférica interior se
existe uma bola aberta B = Bgr(x,) C Q tal que BN 0Q = {x0}. E definimos o vetor
unitdrio

T1 — Xo

(1.7)

V= ——
|71 — 0|

v € normal a OB em xy na direcao interior a Q.

O proximo resultado garante existéncia de solugdo positiva ou identicamente nula em
Q

Teorema 1.6.1 Seja u € CH(Q) tal que Apu € L7 (), u>0em Q, Apju < B(u) em Q,
com [ :[0,00) = R continua, nao decrescente, 5(0) =0 e 5(s) =0 para algum s > 0 ou
B(s) > 0 para todo s >0 e fol(ﬁ(s)s)_%ds = 400.

Entao se u ndo € nula em Q) entdo u € positiva em 2.

E se u € CY QU {xo}) para oy € 00 que satisfaz a condigao esférica interior e

u(xo) = 0 entdo
du
ov

onde v € um vetor normal interior em xo definido em 1.7.

(z0) >0 (1.8)

A prova desse Teorema esta em Vazquez (1984) [19]

1.7 Funcao distancia

Seja 2 um dominio limitado em R™ que possui d€) ndao vazia. A funcao distancia d é
definida por
d(x) = dist(x,00).

Para p > 0, seja ', = {x € Q|d(z) < u}.

Lema 1.7.1 Seja Q um conjunto limmitado e 02 € C* para k > 2. Entdo exviste uma

constante positiva p dependendo de Q tal que d € C*(T),).

A prova desse lema esta em [7].



Capitulo

2

Problema com p-Laplaciano e peso

singular

Neste capitulo vamos obter uma descricao do conjunto de solucoes para o problema
eliptico, blow-up, quaselinear
ANpu=a(x)ul(x), = €Q
u — 400, x € 0N

onde © ¢ um dominio C? limitado de R", Ayu = div(|[Vul’>Vu), p>1leqg>p—1. A
fungdo peso, a(x) é continua em (2, ndo negativa. A condi¢do de fronteira u — +00 na
09 pode ser entendida como u — +o00 quando d(z) — 07, onde d(x) é a fungao distancia

dist(z,0). Para isso provaremos o seguinte teorema.

Teorema 2.1 Sejam a € C(Q) uma fun¢do nao negativa com a > 0 numa vizinhanca da
fronteira 02 e ¢ > p — 1. Suponha que Q € C(Q) com Q(z) > 0 na 09, e v € CH(Q),
0<u<1, ey<0 nad verificando:

lim d(z)"@a(x) = Q(x) (2.2)

T—T0

para todo xy € 0. O problema (2.1) admite uma unica solu¢ao fraca positiva u €
WLP(Q) N CLT(Q) para algum n € (0,1), verificando:

IIHQO d(2)*@u(z) = <(p — 1>a(x22)§;:)(a(xo) il 1)> o : (2.3)
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_ p=(x)
q—p+1°

para todo xo € 0S), onde a(x)

Mas antes de provarmos o teorema, vamos estudar alguns resultados que serao impor-

tantes na prova desse resultado.

2.1 Resultados Preliminares

Nesta secao vamos estudar dois teoremas que vao auxiliar na prova da existéncia e

garantir a estimativa (2.3).

Teorema 2.1.1 Seja f € L.(Q) tal que |f| < Cod™? para Cy >0, 5 € (0,p) e d(z) :=

loc

d(x,0Q). Entao o problema

{ —Nu=f x €Q, 2.4

u =0, x € 01,

tem wma nica solu¢do fraca u € WoP(Q) N CLN(Q) N C(Q) para algum 1 € (0,1). Mais

ainda, existe uma constante positiva C' que nao depende de f tal que

@

lu| < CCPrdrt, x €Q. (2.5)

Prova: a) Suponha 3 € (1,p). Seja ¢ € Wy N CY(Q) para n € (0,1) a tnica solugdo

do problema

{ —DNpp=1, em Q, (2.6)

¢ =0, na 052,

uma vez que ¢ =0 e ¢ = 1 sdo subsolucdo e supersolucio de (2.6) respectivamente (pelo
Teorema (1.2.1)).

Pelo principio do méaximo forte, desigualdade (1.8) Teorema (1.6.1), temos

g—i(xo) >0 com 1z € 0N (2.7)

onde 7 é vetor normal unitario interno.

AFIRMACAO 1: Existem constantes C, e Cy tais que

Cid < ¢ < Cod em Q. (2.8)
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De fato, como ¢ € C*(Q) e g—ﬁ > 0 na 09, seja s, = {x € Q / d(z) < 4} tal que

em (15, onde 1 € um vetor normal interior no ponto xy.
Do Lema (1.7.1) temos que existe do > 0 tal que d € C'(Qs,), com Qs, = {z €
Q /[ d(z) < 6} e

od
— >0
In
em 952.
Agora tome 6 = min{d;,d} temos g—f]’ >0e g—z > 0 em 5, como ¢ € C'(Q) entdo
existem a1, b; > 0 tais que
o¢ 0
min—=a; e max— =¥b
Q5 an 96 7]

Dados = € Qs e d : 80 — R onde d(y) = ||y—=z]|, como d é continua e Q2 é compacta,
existe o € 99 tal que d(xo) é minimo, entdo d(z) = ||z — 0| = d(xo).
. T — T . o
Considere n = ﬁ vetor normal interno unitario e
r — TIg

o(t) = ¢(txg+ (1 —t)z) te]0,1].

Observe que ¢(0) = ¢(z) e ¢(1) = ¢(xg) = 0 pois xy € 0. Segue do Teorema

Fundamental do Calculo que

0(0) —p(l) = /1 gol(t)dt = /1 Vo(tey + (1 —t)x) - (xg — )dt

_

_ /1 Vot + (1 tyr) - 00

o @ — g | dt
I = |

1
_ /V¢(tm0+(1—t)x).n |z — o | dt.
0

0
Mas, como V¢ -n = —Qﬁ temos

on

1
0
p(0) —p(1) = /Oa—i(tﬁoﬂL(l—t)x) |l x—xo | dt >ay || z— x|

= ¢(x) > ar || & — o || .
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Analogamente
1 a¢
©(0) —p(1) = 8—n(tﬂio +(1=t)z) ||z -z || dt <by || 7 — a0 ||
0
— P(x) <bi ||z —z0 | -
Assim temos
a |z -z ||[<d(x) <b||x—20]| Ve (2.9)

Também existem ao, by > 0 tais que

ad b — ad
a Hlln —_— — X —.
2T, on 2T oy

Definimos
Y(t) =d(tezg+ (1 —t)x) te]0,1]

e observamos que ¥(0) = d(z) e ¥(1) = d(zp) = 0 entdo
P(0) — (1) = /1 Y (t)dt = /1 Vd(tzy+ (1 —t)x) - (xg — x)dt

( 0— )

Tzo =z

_ /thonr ) -

| xo — x || dt

1
= / Vd(tzy+ (1 —t)x) - || o — x || dt.
0

Observando que = Vd - n, temos

H(0) — (1) = / Vd(tzo + (1 - t)x) -0 | 20— o | dt

1
= /0 g—z(txo—l— (1 —=t)x) || mg—x || dt
< byl x—ao |,

logo

dr) < byl x—zo |

(2.10)
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e analogamente
(0) = 9(1) = agllz — ol = d(x) = az|zo — x]. (2.11)

Dai
as||xo — zl| < d(x) < byllxg — || V€ Qs. (2.12)

Assim, por (2.9) e (2.12) obtemos

b
o(z) < by|lz — x| < a—ld(x), Vo € Q5
2

e
&(z) > ar|lz — zol| > %d(w), Ve € Q.
2
Portanto )
d(z) < ¢(z) < Ld(z) Yz € Q. (2.13)
bQ (05}

Como Q\Qs é compacto e a fungao ¢(x)d~'(z) é continua neste conjunto, temos
a<o@)d N (z)<en = cadr)<o(x) <cod(z) em Q\Qs. (2.14)
De (2.13) e (2.14), mostramos a Afirmagao 1.

AFIRMAGAO 2: Seja o = g—f, % = ¢ é uma supersolugao de —A,u = Cd~? para

algum C' > 0 que se anula na 0f). Para mostrar a Afirmacao 2, devemos mostrar que:
/ \Val|P2VaVeds > / Cd™Pp(x)dx
Q Q

para ¢ € Wol’p(Q), @0 >0ew > 0nadQ. Comou = ¢*, temos Vi = a¢p® V¢ e
V| = ag® 1 |V¢|. Segue que

]Vﬂ|p*2Vﬂ _ ap72¢(a*1)(p72)‘V¢|p72a¢aflv¢ — apfl(ﬁ(a*l)(pfl)|V¢‘p72v¢.

Assim

/ | Va P72 VaVpds — / CdPo(x)dr = / af Ly De=1) | 74 P72 VpVpd
Q Q

Q
— [ CdPpda. (2.15)
Q
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Por outro lado,

N e G B | L S A (e I
+ ap—lqg(p—l)(a—l)|v¢|p—2v¢v%

donde

&P—1¢(a—1)(p—1)|v¢|p—2v¢v¢ _ |V¢|p—2v¢v(ap—lqb(p—l)(a—l)cp)
— |Vo[P2VeV (aP Ll D=y, (2.16)

De (2.16) e (2.15)

/Q|Vu|p_2VuV<pd:p —/QC’d—%dx:/Q|v¢|p—2v¢v(ap—1¢(p—1)(a—1)(p)

— / IVo[P 2V eV (a1l D1y, — / CdPodr.  (2.17)
Q Q

Uma vez que ¢ ¢ solugao de (2.6), tem-se
/ V[P 2V ¢V ddr = / 1ddz V& e W,P(Q).
Q 0

Em particular para ® = o?~1¢(@=DP=D temos

/’V¢!p_2V¢V(ap_1¢(“_l)(p_l)go)dx:/ap_1¢(°‘_1)(p_l)<pd:z:. (2.18)
Q

Q

Agora observe que

_p—p _p—pB-p+1 1-p
a—1="L_1= =

<0
p—1 p—1 p—1
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pois > 1e p > 1. Deste fato

[ Vo 72 VoV (ar 1oV )p = aPa —1)(p — 1)o@ VP Vep | Vo [P Vo

= o’ a—1)(p—1)p" VP | Ve [P< 0

De (2.18) e (2.19), temos que

/ | Va P72 VaVedr — / Cd P odr = / P 1N oy — / Cd " pdx
Q Q Q Q
+ [ @)= 0 tor D g P s
Q
_ /[ap1¢(a1)(pl) —Cd P+ (1—a)(p— 1)ap71¢(a*1)(p71)71 | Vo |Pleda.
Q

Como ¢ < Cyd e a— 1 < 0 temos que

¢(a—l)(p—1) > Céafl)(Pfl)d(a—l)(P—l)

(a—1)p—1)—1l=ap—a—p=pla—1)—a<0.
Assim
/ | Vi [P~2 VaVeds — / CdPodr > / [ 1O VD gle=-1) _ o8
Q Q Q

+(1 = a)(p = Da?~ ey VTN | Vg Ploda.
Uma vez que
— -B-p+1
@-0-1= =7 1] -1 =PI o1 - s

a desigualdade (2.19) fica

(2.19)
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/ | Vi [P~ VaVpdz — / Cd Ppdr > / [P0y PP + (B —1)aP | Ve [P CyPdP
Q Q Q
—Cd"|pdx
- / d=P[aP72Cy Pd + (B —1)aP™ | Vo |P CFF — Cledz.
Q

AFIRMACGAO 3: Deste fato, para mostrarmos a Afirmacao 2, basta mostrarmos
P 1O 4+ (B — Dar Y\ VoPCy? — C > 0,

para um C' > 0 adequado.
Vimos anteriormente que [V¢| > 0em Q\Q ed > 0em . Como 1—a > 0,p—1> 0,

a>0e rrglzi/nd > 0, temos

PO A+ (B— 1P VePC, P > PO Pd > ap—lcg“ﬁ)ng/nd > 0. em
Agora
a1 Cy 7 d + (B = Dar ! VelPCy” > (8= 1)ar VP Cy”

> (B—1)ar1Cy " min V[P > 0, em Q\ Q.

Sendo assim, tomando C' := min{a?"'C;? Hglzi/nd, (8 — 1o~ tCy” g{iéHVqﬁ\p} > 0,

temos finalmente que

o 1O P+ (B = Dar Y \VolPCy® — C > 0.

Logo
—N,u > Cd™P (2.20)

1
Agora, considere a familia de dominios € = z € Q; d(x) > E} Tendo em vista que

f € L>(Q) para todo k € N, o problema

{ —Npu=f x € Q (2.21)

u=0 =z € an
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possui uma tnica solucao uy, € Wy (Q) N CH1(Q). Por hipotese, |f| < Cod™? = f <

Cod =", assim

1 1 p—2 1
5 (%)) - (v (@) e [(@) )
Cop . 2 Co , _ Co . _
= —godw (|Val” 2Vu):—EOApu > EOCd b= Cod’

Pelo fato de ¢* > (Cid)* > 0 em 0€, pois em 0 a funcdo d > 0, temos que

1
Co\ 7T
(EO) u > 0 = ug em 0. Pelo principio da comparacdo (Teorema 3.2.2), uy <

(%) " U em Qk

Vamos mostrar que

N (%) T a < (2.22)
De fato
o ((8Y7 ) = (e (D) (- (D)
» G u)| = iv G u G u
Co\ .. -2 o Co . -2 o Co _
:_(_E> div (|Val['™" Vu) = —Edw(—|Vu|p Vu):—?(—Apu).

Como —A,u > Cd—? temos

_%(_Apu) —ECd_B = —Cod < f = =Dy (2.23)

IN
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Assim )
Co\ 7t _
—Ap —| = U S—Apuk, x € Q,
C
Cy\ 71

Pelo pI“iIlepiO da comparacao
C Pil
0 —
— | —= u<u , T € Q
(C) >~ Uk k

Usando (2.8)

I

1 1 I

Co\ Pt Co\?P 1 » pelopB o ~ A pe

] < (2)" @ = (2) ¢ < LG = G0y dr
C C

onde C' nao depende de k ou f. Note que Q) C Q1 S Qe U Q) = Qe |uy] <

. 1 ]

CCé’_lchf1 V k € N. Neste caso, considere u,;, = uy|qg,, n > k, onde u, ¢ solugdo do

problema

{—Apu = f em Q, (2.24)

u = 0 em 09,.

Portanto em €,
.-
b=

lupys| < CCTTdrT < C ¥V > k.

Como C'7(€,) ¢é reflexivo existe uma subsequéncia {tn,; k} C {unr} que converve fraca-
_ cpt _
mente para u* quando n; — oo, como C' (Q,) = C' () por [1], temos wu,, , — u*

forte em €2,. Assim
Unyg Upyt Unga . — u' em C'(Q) (2.25)

a partir de wu,,; todas as funcoes acima estao definida em 2 entdao fazendo o mesmo

processo acima para a subsequéncia de (2.25), obtemos uma subsequéncia de (2.25)
Upy 2 Unyo Upgo ... — u? em C! (Qg) (2.26)
Tomando uma subsequéncia de (2.26) obtemos
Uny 3 Uny3 Upgs - — u° em O (Q;;) (2.27)

Esse processo é conhecido como processo diagonal.
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Definimos u(z) = u*(z) com z € Q, u estd bem definida pois u*(z) = u**1(z) com z €
Q entdo u(x) = klim U, k() em C'(Q). Agora dado ¢ € Wy (), supps C Q e existe
—00
k € N tal que 2 D suppg, assim

/ Vi, P~ Vg, 1V = Vi, k"~ Vi, )V = fgbdx— / fodx
Q

Qp

passando ao limite de k — oo, obtemos:

/ |VulP2VuVe = / fodz. (2.28)
Q Q

Concluindo, assim a Afirmacao 3.
AFIRMACAO 4: u(z) =0 em 0
Tome zy € 012, existe uma sequéncia (x,,) C  tal que x,, — zo. Tomando Q; C € tal
que z; € 0, sabemos que u = 0 em 02 e existe uma subsequéncia wu,, , — u
0= klllin Uny k(21) = 15?0 u(z;) = u(xg)

entdo u(x) = 0 em 0S.

Para provar a unicidade seja u e v satisfazem (2.4), usando o principio da comparagao

duas vezes
AN TIES Q
o=t e (2.29)
u =20, x € 094,
VAN T Q
o=, v e (2.30)
v=0, x € 09,

temos u = v em (). Garantindo, assim, a unicidade.

b)Para provar o caso 0 < 3 < 1 observe se |f| < Cod~? entdo
|f] < Cod™ = Cod™?d’? < Cd™?

para > 3 entdo |f| < Cd~ para 6 € (1, p) usando o caso a), garantimos a existéncia da

solugdo u para o problema (2.4). |

Os proximos resultados serdo importantes para provar a estimativa (2.3).

Lema 2.1.1 Sejam ¢ > p—1, Qo > 0 ey < p e u € WP(0,00) uma solu¢io fraca
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positiva do problema

(Ju'P~2) = Qox™"ui, com x>0,
u(0) = +o0,
entao X
(2) ((p — Do !a + 1)) R
w(x) = T
Qo
onde v = &
qg—p+1

Prova: Vamos verificar, primeiramente, que toda solugao de (2.31) satisfaz

Ciz ™ <u<Cer™ com x>0
para constantes positivas C, Cy. Para isso, fixe £ > 0 e considere

1
v(y) = z%u(z + zy) com |y| < 3

Observe que

V(y) = d—y(ﬂc%(ﬁc +ay)) = 2" ——(2) = 2T (2)
onde z = x + 2y,
WP = 2T ()
()P (y) = @ EI () (2)

Logo

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)
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(WP 2) = [0 )P 2w ()|
= a:(““)(p_l)d% [|u'(z)|p_2 u/(z)]
— x(aﬂ)(pﬂ)i U (P2 (2 M
= 1 eI ve)] 7o

= 2Dy (x4 2y) ul(z + y)T

= x[(aﬂ)(pfl)fwl]@o(l + ) Tud(x + )
= x([aﬂ)(pfl)fwl]@o(l + ) v (y)
= x[(o‘+1)(”‘1)‘7+1‘O‘Q]Q0(1 + ) (y).

Por outro lado,

(a+1)p—1)—v+1l-aqg = ap—a+p—1—v+1l—ag=—-alg—p+1)+p—~
= —pty+p-—7=0.

Sendo assim

1

(I W) P20 (1)) = Qo(1 +y) "v(y) com |y| < >

Seja U a solucao de

(2.35)

U(£3) = 4oo0.

{OUWWW:@ﬂ+w”W,!m<%

O problema (2.35) possui solugao positiva, uma vez que Qo(1+y)~7 > 0 com |y| < % e
f(U) = U1 satisfaz a condicao de Keller-Osserman (ver Apéndice A), entao pelo Teorema

(F.1) do Anexo 1 o problema (2.35) tem solucao. Seja U essa solugao. Como

(Jo'[P=20"y Qo(1 +y)v(y),
(% 2U’)’ = Qo (1+y)‘”Uq(y)

pelo principio da comparacdo v < U em {y € R/|y| < %} Tomando y = 0 obtemos

z?u(z) < U(0) = wu(z) < z7*U(0). A constante U(0) é positiva pois do Teorema
(1.6.1), temos U > 0 para y € [—3, 5] entdo U(0) > 0.

(2.36)

l\JI»—t N |

) z°
=) = ()<U(‘71) +o0,

11
272
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Agora iremos provar o lado esquerdo da desigualdade (2.33). Para isso, seja V a

solucao para o problema

{ (V'P2V) = Qo(1 +y) Ve, [yl < 1, (2.37)

V(1) =1 V(1) =0.

O problema (2.37) tem solugao, pois v = 0 é subsolugao e ¥ = 1 é supersolugdo. Entao

como
(|V/’p—2v/)/ —_ QO(l +y)—7vq’
I\p—2,,/"\/ — 1 —Y,,q
([o[P=2) Qo(1+y)v(y), (2.38)
v(l) = z%u(2z) >0=V(1),
W(=1) = 2u(0) = +o0 > 1= V(-1),
pelo principio da comparacao v >V = V(0) <v(0) = z%u(z) = 2 *V(0) < u(x).

A constante V(0) > 0, pois do Teorema (1.6.1), temos V(y) > 0 para y € [—1, 1], entdo
V(0) > 0.

Entao conseguimos mostrar que
V(0)z™ <wu(z) <U0)z .
Pelo Lema (F.2)
([ ()P0 (2) = [ ()P0 () (v () — /() > O

se T < y, por hipotese |u/(x)[P~%u/(z) é nao decrescente, segue que v'(z) —u'(y) < 0 =
u'(z) < u'(y) entdo u' é crescente. De (2.33) temos que lim u(x) = 0, e do teorema do
T—00

valor médio seja d € (x,2x) temos

u'(6) = u(2e) = ulz) = lim ¥/(9) = lim [u(2x) — u(x)] L 0.

T d—00 T—00 €T

ja que u'(x) é crescente, concluimos v’ < 0. Temos de (2.33)
(‘u'|p_2ul)/ = Qor "u? < Qo "Cix™ = Qoogx—(v+aq) — roézx—(aﬂ)(p—l)—l (2.39)

pois
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(a+1)(p—1)—v—ag+1 = ap—a+p—1—y—aq+1
= ap—a+p—7—ag
= —alg—p+1)—7+p
= —pt+ty—v+p=0 =
~(y+taq) = —(a+1)(p-1)-1

Integrando (2.39)

Y / Y
/ <|u’(t)|p_2 u’(t)) dt < QuC! / ferDE-D-1g;
q
/ p—2 1 =2 < QOCZ —(a+1)(p—1) _ .—(a+1)(p-1)
' ()" (y) = ' (@) 7l (z) < —(oz+1)(p—1)[ x ]
fazendo y — +o0 temos
- QoC3 _ - _ _
— [/ (2) [P (z) < 2___p= ()= — Og—(atD-1) 2.40
@)l o) < (2.40)
¥V x > 0. Pelo fato de «/(xz) < 0 em (0, +00) temos |u'(x)| = —u(z), assim
—[ (@) () = [ (@) P ()] < Cam@FVED 5 o ()P < Gt DT
W/ (z)] < Cax @) = —o/(z) < Cz= @D vz >0. (2.41)
Por outro lado,
(Jo/(@)P~u'(2))" = Qo™ u > Qo™ YCla™ = Quz~ I Cf
= Qoz @M=D=l (2.42)

Integrando (2.42) para x < y, temos

Y Y
/(|u’(t)|p—2u/<t))/dt > /QOCth—(aH)(p_l)_ldt’

- ! — / Q Cq (o _ —(a B
o' () [P (y) — o/ ()PP (2) > (oz+1§(pl—1)[“f (=) gy~ =

W2 () — W @2 (z) 2 Clam IO o)
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tomando y — 400
— | ()P~ () > Ca~@tDe=D g >0,
Desde que u/(z) < 0 em (0, 00), tem-se

_|u/<x)|p—2u/(x) = |u/(x)|p—1 > Crp—(@tDe=1) ()] > Crp—(tD)

—u'(z) > Cz~@+b, (2.43)
De (2.41) e (2.43) temos
Cy et < —u'(z) < Cz~ @) v x> 0. (2.44)
Uma vez que v’ < 0 e u € C?(0,+00) temos

Qo 7t = (ju'P=*u) = (=) ) = (p = 2) (=) () + ()
= (0= 2)(~u)P W) () + (P = (o= (PR (R

-
= (=D = (- D =

Qor "l = (p — )|/ [P, (2.45)
Considerando uv = ™ %v,
u'(r) = —ax o +a
W) = ala+1)r % —ar W —ar* W + 2"

Assim substituindo em (2.45) temos

Qor Yz = (p — 1)| — az= @y + 27 P2 [a(a + 1)z~ @Dy — 202~ @Dy 4 27"

Qo= Dyt = (p — 1)~ V=] _ qy 4 20/ P2~ [a(a + 1)v — 2020 + 220",
Além disso,
—(a+1D(p—-2)—(e+2) = —ap+2a0—p+2—a—2=—ap+a—p

= —aptatag—ag—p=alg—p+1)—p—aq
= p—y—-p—aqg=—(y+ag).
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Logo,

Qo= eyt = (p— 1)z~ 0D | — qu + 20 P ala + 1)v — 20av + 20"

Q! = (p—1)|—av+ 2P ?[ala + 1)v — 2azv’ + 2%0"). (2.46)
A fungao v é limitada, pois de (2.33) temos
Ciz7™ <wu(z) < Couxr ™ = C) <u(z)z® < Cy = C) <v(x) < Ch.

Fazendo a mudanca de variavel t = —alogz e w(t) = v(x) a equagdo (2.46) com a

nova mudanca fica

U’(J}) _ dlclijit) _ dl;it)j_i _ w'(t) (—_(I) _ —ozx_lw’(t)

peoy L W'@)  d-axThw'(t) L dw'(?)
v'(z) = T = o = oz “w'(t) — ax -
= azr*w'(t) — az” " (1) (?) = ax 2w/ (t) + o®x 2w’ (t).

E substituindo em (2.46)

Qowi(t) = (p— Doaw(t) + zaz ™ w' ()P *ala + Dw(t) + 202w (t) + aw'(t) + o*w” (t)]
= (p— Dlaw(t) + aw' ()P *af(a + Dw(t) + 20w (t) + w'(t) + aw” (t)]
= (p— Do’ Hw+w)P?law” + 2o+ D' + (o + Dw]  em R. (2.47)

Tendo em vista que

u(z) = x %(x)
u(r) = —azw(x) + 27 (2) = —ax” @ w(t) + 27 (—az W' (t))
= —az” @ y(t) — az= @/ (t) = —az= @D [w(t) + w'(t)]

segue de (2.44) que

Ciz= @) < (=)™ @D [w(t) + w'(t)] < Chz= @t =
Gy < wt)+w'(t) <, (2.48)

Ja que v & uma fungdo limitada temos w é limitada e de (2.48) obtemos que w’ é

limitada.
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Nosso objetivo é mostrar que w = A, onde

(p—1DarHa+1) e

A= 2.49
O (2.49)

Para isso vamos provar primeiramente que
lim w(t) = A. (2.50)

t—+too

Observe que (2.47) nao tem solu¢do periddica, limitada em R exceto a constante A.
De fato, se w é periddica, seja I um intervalo compacto que contém o periodo de w,
entao w possui valores maximo e minimo em /. Que sao os valores maximo e minimo
global. Seja t; ponto de méximo e ty o ponto de minimo. Entao w'(t;) = w'(t2) =0 e
w”(t1) < 0ew’(ty) > 0. De (2.47) segue que, para t = t;

Qow!(ts) = (p— Do w(ty)"law”(t) + (o + Dw(ta)] < (p = Do (o + Dw(t)",

— p—1 — p—1 =TT
w(tl)q—p—H < (p 1)a (a + 1) - U)(tl) < <<p l)a (Oé + 1)) ) (251)
Qo Qo
Para t = 15
Qow'(tz) = (p—1)a" w(t)"*law"(t) + (a + Dw(tz)] = (p — P (a + Dw(t2)"™,
~Da? N a+ 1 —DaP Yo+ 1)] T
wityrrt > PVl s (D et ) . (2.52)
Qo Qo
De (2.51) e (2.52) temos
w(ty) < A <w(ts) (2.53)
e 1880 s6 ocorre se w(t) = A.
Podemos reescrever (2.47) como o sistema autéonomo de equagoes diferenciais
w'(t) = 2(1)
Qowi(t) 2a+1)z (a+ 1w (2.54)

2 (t) = a?(p—1)(z + w2 o - o

e observe que toda solu¢do w de (2.47) verifica (2.48) nos dando entdo uma solugao
limitada do sistema (2.54).
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Como (2.47) ndo tem solucdo periodica entdao pelo teorema de Poincaré-Bendixon w(p)

contém pontos singulares, mas como o unico ponto singular de (2.54) é (A, 0) pois

w'(t) = 0= 2z(t) =0,

) = 0= ap(pcz()qiu;wp—2 - Zl)w =0= Qow! = (a+ Do Hp—Nuw’ ' =
ept1 _ (@ Do’ (p—1) = ((a + 1o’ (p — 1)> e — A
v B Qo = Qo -

entdo (A,0) € w(p). Pela definicdo de w(p) temos se ¢, — oo quando n — oo temos
(w(tn), z(t,)) — (A,0), ou seja, quando t — oo temos (w(t), z(t)) — (A,0). Segue de
(2.50) que

lim w(t) = A. (2.55)

t—>o0
Assuma que supw > A. De (2.50), existe ¢y € R tal que w atinge o maximo global em
to. E andlogo a prova de (2.53) obtemos w(ty) < A < supw absurdo. Entao supw < A.
Suponha infw < A. De (2.50) temos que existe ¢; € R tal que w atinge o minimo
global em ¢;. E analogo a prova de (2.53) obtemos w(t;) > A > inf w absurdo. Entao
infw > A. Logo

supw < A<infw=w=A=wlt)=vz)=A=
(p—1arHa+1) e

u(lx) =2 %A= 0

z ¢ [ |

O préximo teorema serd importante na prova da estimativa do Teorema 2.1. Usaremos,
para provar o teorema a seguir, o Lema 2.1.1.
O proximo problema esta definido em um espago D = {x € R™; x; > 0}, onde z pode

ser escrito como = = (x4, 2’).

Teorema 2.1.2 Seja Qp >0, vy <p,g>p—1eué€ VVlicp(D) uma solugdo positiva do

problema
DNpu = Qoxy'ul, z € D, (2.56)
u = 400, x €0D. .
Entao )
— DaP ! 1)\ e+t
u(x) = ((p )OCQU (Oé + )) xl_aa (257)
onde a = L7 e D={xeR" z; >0}

g—p+1
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Prova: Denote por ug a solu¢do unidimensional do problema (2.56) dado por

wo(z) = ((p s 1))“;1 -

ug € solugao de (2.56) pois

Vuo(z) — <<<p i s ”) o (—a)a @+ 0, o) |

Qo

|VUO(ZE>| - ((p B 1)ap_1(a + 1)) ap |$1|—(a+1)’

Qo
1)1 D\ &7 -
Vo ()P *Vuo(z) = —a"‘1<<p >O‘Q ot >> 2y ED(1 0,0, .., 0),
0
— DaP ! 1 #;11 _ N
div(|Vuo ()] Vuo(x)) = <a+1><p—1>a’”((p )a@ - )) ay I
0
_ (@t Dp-Dar T o,
Qoq—f;il !
i Qo[lﬁ'l_v((@ + 1)(]? — 1)ap_l)$$_aq
B qu;ilﬂ

= Qory ud(x).

Usando essa solu¢ao vamos mostrar que o problema (2.56) tem uma solu¢do maximal
e minimal as duas dependendo somente da variavel x;.

Mostraremos, primeiramente, que (2.56) admite solugdo maximal Upe.. Seja {Dy}
oo

uma sequéncia de dominios limitados suaves tal que Dy CC Dy e D = U D;.. Como
k=1

7 7 ¢ positiva, o

Dy, é um conjunto limitado para todo k, temos que x; ' ¢ limitado e x|

problema

{ Apu = Qoxl_’yuqv YIS Dkv (2 58)

u = +OO; T € aDk;
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tem solucao fraca positiva uy.

A existéncia de solugao em (2.58) é garantida pelo Lema (F.1) do Anexo 1. Onde
g(x) = Qox;" e f(u) = u? satisfaz a condi¢ao de Keller-Osserman. Entdo o problema
(2.58) admite uma solucio u;, nio negativa u € W,LP(Dy) NCY(Dy), 0 < B < 1.

Como ugy1 é continua entao uyyq(r) < 0o = ug(x) na dDy e em Dy

-, 4
Apuggr < Qoxy Tuy g,

—-,,9
Apuy > Qory 'uy.

Pelo Principio da comparagao ( ver Teorema (3.2.2)), temos ugi1(z) < ug(z) em Dy.

Do mesmo modo up(z) < 0o = ug(z) na 0D

-,,4
ApUO < Qory "ug,

-,,4
Apug, > Qoxy 'uy,

logo ug < ug em Dy. Assim a sequéncia {uy} é ndo-crescente e limitada inferiormente, e

portanto uy converge, isto é

Umax (T) = kh_}rglo u(x) > up(x).

Argumentando como na prova do Teorema (2.1.1) e usando o processo diagonal obte-
mos que uy converge em C'(Dy) para todo k, logo converge em C*(D).

Por 1880 upmax € solugdo fraca para (2.56).

AFIRMAGCAO 1 up,.y, é solugao maximal

Suponha que v é outra solugao de (2.56), segue

v(x) <ug(zr) = oo, Vaxe€dDy,
AN Qoxy v,

Apug(z) > Qoxy 'uf.

IN

Pelo principio da comparacao



2.1 Resultados Preliminares 31

v<wug, em D, Vk

entao

v=limv < lim up = Una, em D=
k—o0 k—o0

v < Umax, em D,

Observe que Umax depende apenas de x1. De fato, seja t € R*! arbitrario. E facil ver

que a funcdo w(x) = Umax(z1, 2" + t) € uma solugao de (2.56) e que w < Upayx, POIs

Gufe) = (20, 200 0wt

[ Ounax (71,2 + 1) Oumax (21, 2" + 1) OUpax (1, 2" + 1)
0x; ’ Oxs T 0x,,

aurnax<xl) Q?l + t) aumax(xh fl?l + t) 8urnaux(xlu LE/ + t)
81‘1 ’ 821 T 8271,1

= vumax(xly Z)

onde z =2/ +t = () +t1,..,2, | +tn_1) € R

div([Vol@)*o@) = 35 ( P zagf_g))
= a% <|wmax(x1, z)|P—2—a“mggl’ 2))

- o OUumax (71, 2)
§ p—2 )
+ a <|Vumax Xy, 2 )| 821-,1 )

8 _ aumax(l‘l Z)
- p—27max\1y 7/
01’1 <|vumax(xlaz)| 3x1 )
8 aumax(xl Z)
p—2 ’
+ g 6227 (|Vumax(xla )| aziil )

= d“}(|vumax(xl> z)’pi Vumax(xla Z)),

ou seja ,

Npw(z) = Dptumax(x1, 2).
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Se © = (x1,2') € 0D entao x1 = 0 logo w(x) = Upmax(0,2” +t) = +oo. Mostrando
que w ¢ solugdo de (2.56). Dai, segue da AFIRMAGAO 1 que w(z) < Upax(x), isto &

Umax (T1, T’ + 1) < Unax (21, 7). Uma vez que Uy, ¢ C1(D),

umax<$17 x/ + St) - umax(mla 33',)

lim <0
s—0t S
e
lim umax(xb :C, + St) - umax(-rla il'/) Z 0
s—0— S
Opax (1, 7' ) . -
temos Ottmax (21, 2) = 0. Concluindo que Uumax ndo depende de . Logo tmay € solucao

/

para (2.31), segue do Lema (2.1.1), que Upax = Uo.
Encontramos a solugdo minima escolhendo a sequéncia de dominios {D}.} com D} C
Dy e D=U,D;. Tome D com a propriedade adicional Bs,(0) N0D C 0D; NOD.
Fixe um inteiro positivo k£ e escolha uma func¢ao suave ¢, com 0 < ¢, < 1, e ¢ = 1
em 0D, N 0D N By(0) e ¢y =0 em 0D; \ (Bax(0) NID). O problema

{Apv = Qox; v, x € D, (2.59)

v = ny, x € 0D
tem uma tnica solu¢ao positiva vy, para todo n. Pois v = 0 ¢ uma subsolugao para (2.59)

Ay = 0, = € D,
— 0<my, « € D,

e U = n & supersolu¢ao para (2.59)

Ay

S
|
o

IN

Qor'n, x € D

nay,

<
I
S

v

logo existe uma solucdo para (2.59).

Por comparagao, vamos provar que vy, ¢ crescente em n. Como

_ —,.4
Dpen = Qoly Uy,
_ 7,4
Dpvgnyr = Qo Vknt1

V() = nPp(z) < (n+ 1)Yp(r) = v ()
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segue que vy, < Vi1 em Dy, logo vy, é crescente em n. Usando comparagdo, temos

—7,,4
A‘pvk,n S Qo% U]ﬁn?
-,,4
ApUO < Q0$1 U,

V() = np(z) <oco=wue(z) x € 0Dy
assim vy, < up em D;. Escolha 1, tal que v, < ¢y em 9D, NOD; ;N ID logo

Uk (%) = 10k (x) < g1 () = Vpg1,0()

em 0D; N OD; , NOD, entdo vy, é crescente em k. Como a sequéncia é crescente em k

e limitada superiormente temos que vy, converge em C'(D) para v, que ¢ solugao de

{Apv = Qory !, x € D (2.60)

v = n, x € 0D

quando k£ — oco. Como klim Y =1 em dD. Portanto v, < ug em D.
—00
Como v, é crescente em n e ¢ limitada superiormente, temos que v, converge para
Umin, que € solugao de (2.56) em C'(D) com n — oo. Além disso, Uy, ¢ solugao minimal,

pois se existe outra solugdo u de (2.56), temos

_ -v,.q

Apvkﬂ’b - Qoxl Uk,n’
_ —y

Apu = Qozy ul,

Vgpn(x) =ny < oo =wu(z) na OD;.

Pelo principio da comparacao
nk(z) <ul(z), Vaz € D.
Tomando o limite em k& — 0o e n — 0o temos

Umin(7) <u(x), =z € D. (2.61)



2.1 Resultados Preliminares 34

E Unin depende apenas de z;. De fato, seja t € R*™! arbitrario. Defina w(z) =

umin(xh l'/ + t)

[ Ow(z) Ow(x) ow(x)

Vuw(z) = (8x1 T,
 (Umin(T1,2) Unmin(T1,2)  Unin(T1, 2)
B 81171 ’ 821 T 8271—1

- Vurnin(xla Z)

onde z = 2’ +t € R*!. Deste fato, temos:

0y 021
0 [ Oumin(z1, 2)
N (’3x1 8:151

4 nil 0 Vaw( )WM
8zi WA 82’1»
j=1

= div(|Vumin (21, 2) |p_2Vumin(331, 2)),

3 o V() )
=2

ou seja,

Dpw = Dplmin(T1, 2).

Quando = € 0D entao ;1 =0 e
W(z) = Umin(0,2" +t) = +00 =  w(z) =400
assim w(x) é solucao de (2.56) e pelo que foi concluido em (2.61) upin(z) < w(z) entao

umin(x) < umin<x17x/ + t), i x> O, x’ S Rnil.
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Analogo ao que foi feito para a solucao maximal, podemos concluir que para t arbi-
trario, temos que up;, depende apenas de x1. Assim upy, € solugdo de (2.31) e pelo Lema
2.1.1 obtemos Uy, = Ug.

Como a solugdo maximal e minimal de (2.56) coincidem, o problema tem uma tnica

solucao positiva que é ug. Isto conclui a prova. [ |

Nosso proximo resultado serd necessario para provar a estimativa (2.3) do Teorema
(2.1).

Lema 2.1.2 Seja u uma solug¢ao positiva para (2.1). Existe uma vizinhanc¢a U de 09 e

constantes positivas Cv, Cy tal que

C’ld(:p)_a(m) <u(z) < C’gd(x)_a(x) (2.62)

p—y(z)
q—p+1°

em U, onde o(z) =

Prova: Fixe 2o € 95 e para x € § introduza a funcio v(y) = d(z)*®u(x + d(z)y), onde
y € B1(0). Entdo v verifica

Ay = d(z)Da(z 4 d(z)y)v?  em B%(O)

ja que
ov ov
\V4 = [ =—(),...,
v(y) ( o (y) oo (y))

e

ov ou , 0z ou ou

_ a(a) i a() _ a(@)+1
o (y) d(x) 77, (Z)ayl d(x) a7, (z)d(z) d(x) 97, (2)

onde z = z + d(x)y, entao
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assim

Vo) Voly) = d(@) @2 q(2) @O [Tu(e + d(z)y) P Vu(e + d(z)y)
= d(m)(o‘(””)+1)(p_1)|Vu(x + d(x)y)|p_2Vu(m +d(z)y)
- d(m)(a(a«“)ﬂ)(pfl) IVu(z)[P~2Vu(z)

segue que

. - n o ole _ - ou
div(|Vo(y)[? 2Vv(y)) _ Z@y- (d(:p)( (z)+1)(p 1)]Vu(z)|p 25(2)
i=1 7" '

)

— Zd )@ E-1 ;; (yvu )P 2822 z))
( )

)

0 0z;

_ (a(z)+1)(p—-1) p— 2 v

Zd 5z | [Vul)] z) o
0 L, 0u

= Sy 2 (19 ) e

_ “~ 0 ou
— a2 (1vu)p ) )

i=1
= d(x) C@OTVEDHA (2 + d(z)y)
= d(z)"a(z + d(z)y)u’(z + d(x)y)

= d(2)Wa(z + d(z)y)[d(x) u(z + d(2)y)]"

= d(z)Wa(z + d(x)y)v'(y)
onde y € B%(O). Logo

Ay = d(z)Da(x + d(x)y)vi(y) em B.1(0).
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Como
lim d(z)"®@a(z) = Q(x)

T—T0

para todo € > 0 existe § > 0 tal que ||x — xo|| < ¢ entdo

|d(2)"®a(z) — Q(xo)| < & = —&+Q(x0) < d(2)"Wa(x) < £ + Q(xo)

= )< dz)@a(z) < Cy

para z proximo de xy. Uma vez que d(z + d(z)y) < d(x), temos

a(a:) > Old(l’)_’Y(:L‘) = G,(.CE + d(x)y) Z C’ld(az + d(m)y)—'y(x-i-d(x)y)

= alzr+dx)y) > C’ld(:z:)’“’(”d(z)y)

para x proximo de xy. Deste modo, temos

Ay = d(x)Pa(z + d(z)y)v? > Cyd(z)Y@ - @td@)y)ya
em B (0). Por outro lado, desde que y € CH(Q), temos

() = v(r +d(x)y)| < Cd(z)" =

ou seja,

—Cd" < y(z) — y(z + d(z)y) < Cd".

De (2.64) e (2.65)

ANS T Cld(x)v(z)*w(wd(m)y)vq > Old<x)0d(x)ﬂvq,

ja que d(zx) é suficientemente pequeno.

Agora, observando que

lim d(z)°¥®" = lim P d(@)C4D" e Cd(2)* Ind(x)

d(z)—0 d(z)—0 d(xz)—0

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)
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lim Cd(z)*Ind(x) = C lim In d(z) =C lim ! _=¢ lim L _ 0,
d(z)—0 d(z)—0 d(x) =+ d(z)—0 —pd(x) =+ p d(z)—0 d(x)=H
temos

: Cd(z) — )
d(l;)rgod(x) 1. (2.67)
De (2.66) e (2.67) temos
App > Civ? em B%(O).
Seja U € I/Vlif(B%(O)) N C’La(B%(O)), 0 < a < 1 a solu¢do ndo-negativa de
NU = CUY, € Bi1(0),
P z € B,0) (2.68)
U = o0, T € aB%(O),

a solucao de (2.68) ¢ garantida pelo Lema (F.1) no Anexo 1, onde a fungao U7 satisfaz a

condicao de Keller-Osserman pelo Apéndice A. Como

Ay < —=Cf,
AU = —CyUY,
v(y) <U(y) = 400, ma 0B:1(0),

pelo principio da comparacao v < U em B%(O). Tomando y = 0

v(0) <U0) = d(z)*@u(z) <UW0) = wu(z) <d)"*@U(0).
AFIRMAGAO 1 U(0) >0
Note que
e (3(s) = s? & nao-decrescente,
e 3(0)=0e
e [(s) > 0 para todo s > 0.

Como U(z) = +oo na 9B,(0), temos U(xz) # 0 em algum ponto de B;(0) entdo pelo
Teorema (1.6.1) temos U(x) > 0 em B%(O), assim U(0) > 0. Provamos, assim o lado

direito de (2.62) para = proximo da fronteira 0.
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Para provarmos o lado esquerdo de (2.62) seja zg € Jf2 fixado. Para um ponto x €
perto de o denote por T sua projecao sobre 0S). Denotamos ¢, = T + d(z)v(Z) onde v(T)
é o vetor unitario normal exterior a d€) em Z. Observe que ¢, ¢ §2 para x perto de x.

Considere o anel A, = {y € ; d(x) < d(y) < 2d(z)}. Defina

w(y) = d(x)*u(c, + d(z)y)

onde y € Q. = {y € Auner ; cx +d(x)y € Ay} onde Ay = {y € R™; 2 < |y| <3} éo

anel normalizado. Entao w verifica
Nw = d(x)Palc, + d(x)y)w?! em Q,

Pois

So) = A e+ dlay) = (o) S de) = de) I
onde z = ¢, + d(x)y. Assim

= d(z)*@HVu(z) =

Vw = d(z)*@+! (8u Ou )

821 Z) ,8_%(2)
IVw[P2Vw = d(z)@@DeD |7y (2)[P2Vu(z)

Agora

Apw = div (|Vw|P?Vw) = d(z )@ E-1 Zai (|Vu W 223@))

=1

n

= d(z)@HDE-DH Z 8%2 (|VU(z)|p_2§—Z(Z>>
= d(z)@T A u(c, + d(x)y)

(z)Y @@ (e, + d(x)y)ul(c, + d(z)y)

= d(x)"Wa(c, + d(x)y)[d(x)* P u(c, + d(z)y)]*
= d(x)"Wa(c, + d(z)y)w(y)*

I
=y

em @,. Usando a desigualdade a direita de (2.63), temos

d(z)"®a(z) < Cy  quando z proximo de g
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temos
a(z) < Cod(z) " = a(e, + d(z)y) < Cad(c, + d(a)y) 74w,
Como
d(x) < d(c, + d(x)y) < 2d(z) paray € Q,.
Assim

Apw = d(x)Pales +d(x)y)w(y)” < Cad(x)d(e, + d(x)y) 1w (y)?
< Cd(z)'@leatd@y)ya(y)

Como v € C#(Q) é Holder continua,
[v(@) = y(ce + d(z)y)| < Clr — e, —d(z)y[" = Clz -7 —d(z)v(T) — d(z)y[" < Crd(z)"
entdo se d(x) é suficientemente pequeno, temos

Apw < Cw'(y)  em Q,

Por outro lado, o problema

Npz =Cz1 em Agpe
z=" em |yl=1 (2.69)
z2=0 em |yl =3

onde 1 > 0 uma constante qualquer, admite uma solucao z, pois z = 0 é uma subsolucao
e Z = n é supersolu¢ao do problema (2.69). Pela desigualdade de Harnack temos que

0 < z<nem Ag. Por Diaz [2] z é radialmente simétrica. Por comparagao, como

—APZ = —Czq em Q:{;
—pr Z _Cwq em Qx
w > 0 em {ye€dQ,;|yl =3}

z n<w(y) =+oo em {y € dQ,;1< |yl <3}

IN

temos w > z em Q.. Como —2v(T) € Q,, pois —2v(T) € Aune ja que | —20(T)| =2 ¢

e +d(z)(—2v(T)) =T+ d(z)v(T) — 2d(z)v(T) =T — d(z)v(T) =2 € Q. (2.70)
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Assim

w(=2v(Z)) > z(—2v(T)) =
d(2)*Du(c, + d(z)(-2v(@))) > 2(-2w(@) =
d(z)*@u(z) > z2(-2w(F)) =

u(z) > d(x) @z (-20(7)),

como z ¢ radialmente simétrica temos, z(—2v(z)) = z(2) > 0. Provamos, assim, o lado
esquerdo de (2.62).

Portanto, para = préoximo de xg
Cd(z)~*® < u(z) < Cd(z)~*@

por um argumento de compacidade podemos concluir a desigualdade ¢ valida em uma
vizinhanga de 0f). |

2.2 Prova da Existéncia

Nesta secao iremos provar a existéncia de solu¢do para o problema (2.1).

Considere o problema

(2.71)

Apu = a(z)u?, ze
U = n, xr € 00

para n inteiro positivo. Como a funcao a é singular na 0S2, para obter uma solucdo vamos
truncar a fungdo peso a(x) como segue: escolha uma funcao suave 1 (t) nao decrescente
tal que 0 < ¢ <1, com ¢ =0em [0,1] e p =1 em [2,400) e para um inteiro positivo
k seja ay(z) = ¥ (kd(x))a(z). Como a ¢é nao negativa a sequéncia {ax} é nao decrescente

em k,

an(x) = (kd(x))a(x),
ara(r) = Y((k+1)d())a(x) = p(kd(z) + d(z))a(z).

Como fizemos uma translagao da fungao ¢ a esquerda, temos 1 (kd(z) +d(z)) > ¥ (kd(z))
10g0 apy1(x) > ap(z) e ap(z) < alz) < Cd(x)™"@. Pois lim d(z)"@a(z) = Q(xy) com

T—T0
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xo € 09, y(z) < p na 0N entdo

Ve>0 35>0 tal quese |z — o] <J entao

ld(z)@a(z) — Qzo)| <& = e<d(x)@a(z)—Qzy) <e =
Qo) — e < d(2)"@a(r) < Q(xg) +¢ = C) <d(x)Wa(x) <Cy =
d(z) "¢ < a(z) < d(z) @0y, em |z — x| < 0.

Eem Q5 = Q\ {z € R"; |x — 29| < §} temos Q5 & compacto e a funcao g(z) =
d(x)"®a(x) é continua, portanto limitada logo C} < d(x)"®a(x) < Cy. Assim Cyd(x)™7@®) <
a(r) < Cyd(x)™@ em Qs. Entdo para x € Q temos

Cid(z) 7@ < a(z) < Cyd(z) 7@, (2.72)

1
E além disso a; € L*(2) pois, quando d(z) < z temos ¢ (kd(x)) = 0 e ar(z) =0 e

1
para x € Q — {x; d(x) < E} temos que a; é continua em compacto, logo é limitada.

Considere o problema truncado

(2.73)

U n, x¢& 0

{Apu = ap(x)ul, ze€Q,

u = 0 é uma subsolugao do problema (2.73) pois

Apu =0 = ag(x)0,

u=0<n, na 0N
e u = n é uma supersolu¢do do problema (2.73) pois

Nju=0<a(z)n! = —Lyu>—ag(zr)n?

u=mn, na 0.

Entdo o problema (2.73) tem uma solugao nao negativa. E essa é tnica pelo principio

da comparagao, pois se u e w sao solucoes de (2.73)

Apu = ag(x)ul,
ANy = ap(x)w?,

u=w=mn, na 0,

entao aplicando o principio da comparacao duas vezes, obtemos, © = w. Denotamos tal
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solucao por ug .
Nosso proximo passo é mostrar que podemos passar o limite com k£ — 4o00. E neste

passo que a condi¢ao y(x) < p é essencial. Defina uy ,, = v, + n, entdo vy, ¢ solucdo de

(2.74)
v = 0 z € 09,

{Apv = ap(x)(vgn +n)? z € Q,
pois

Dpvgn = Dpupn = ap(x)(vg, +n)?  em

e na 0 temos Uy, =N = Vg, +N=n = Vg, =0.
Observe que o lado direito de (2.74) é limitado por Cyn?d(z)™@® com ~(x) < p na
012, pois usando (2.72) temos

Dpvg . = ap(x) (v, +n)7 < C’gd(x)”(“;) (Vg + 1) < C’Qd(:t)ﬂ(x)nq,
ja que w = n & supersolucdo de (2.73) entdo uy, < n entdo
up, <n? = (v, +n)? <ni
Seja v € (0,p), e seja ¢ a unica solugdo para

Ay = do Q
{ v T (2.75)

10) = 0 =z € 09,

a existéncia da solugao de (2.75) é garantida pelo Teorema (2.1.1), e essa solucao ¢ positiva

pois, ja que ¢ = 0 é uma subsolugao

_Ap?:()gd—vo
¢=0

entdo ¢ > 0 e pelo Teorema 5 de [19] temos que ¢ > 0. Como
— A (—(Cn) 7T (x)) = —Cni(—Dpp(x)) = —Cnld(z)™,  em Q
e vimos que Ay, < Cod(z) 7 ®nd entio

— DUk > —C’gd(x)_%x)nq
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para y(x) < p na 0.

AFIRMAGAO 1 —A, v, > —Cd(x)7°n? em (2
Para x numa vizinhanca V' de 02 tal que d(z) é suficientemente pequeno, d(z) < 1,

como y(x) < vy < p entdo —yy < —y(x) assim

d(:t)_% > d(x)—v(w) = _d(x)—VOS_d(x)—v(m)
—ANyps > —Cod(x) W0t > —Cod(x) 00l (2.76)

Quando x em Q — V temos que o conjunto £ — V' & compacto e a funcio d(z)™7® &
continua em um conjunto compacto entao é limitada, e d(x)~7° também é limitada nesse

conjunto, e d(x)~7 > 0, assim existem C,C, constantes positivas tais que

dz)"@ < C e dz)™>C>0

entao

—d(x)77®Cyn > —C3n4, onde Cy = CCy,

—d(z)" < -C = —%d(:c)'mnq < —%é’nq =—Csn! =
—Cyd(z) n? < —C3n?, onde Cy = %,
—ApUpn > —Cod(x) 7@t > —Cyn? > —Cyd(z) s

tomando C' = max{Cy, Cy4} temos —A,vi, > —Cd(z)"n? em Q —V e —Ayvy, >
—Cd(x)~n? em V provando assim a AFIRMAGAO 1.

Na fronteira de ) temos
Uk = 0 = —(Cn?) 77 (),
Por comparacao

Uk > —(C’nq)ﬁqb(x), em (). (2.77)

E —A,((Cnt)m1¢(z)) = Cni(—A,(x)) = Cnid(z)™, em Q, e

— DNk = —ag(Vg, +n)? <0< Cnid(z)°

e na fronteira de €2, temos

Vkn() = 0 = (Cn") 71 ¢(), em 09

entao por comparagao
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Ven(@) < (CnY)7T(z),  em Q. (2.78)

Entao de (2.77) e (2.78) podemos concluir |vy,(z)| < (qu)Tiqu(x) em (2. Isto nos da
uma limitacao local para a sequéncia vy,. Argumentando como na prova do Teorema

(2.1.1) (usando o processo diagonal). Obtemos vy, % by em C*(€2). Como
vl < (C)710(x) = Joa] < (CH)7T ().

Se z1 € 0N) existe (z;) C 2 tal que lim z; = xy

[n(@y)] < (Cn")7Tg(a;) =
vn(z1)] = lim |va(z;)| < (Cn9) 7T d(zy) =0 Vo, € 09.

j—o0
Como

lim ay(z) = lim ¢(kd(z))a(z) = a(z) lim (kd(z))

- = la(z) = a(x).

Passando o limite com k — oo em (2.74) temos que v, é solugao de

(2.79)

Ay = a(z)(v+n)? x € Q
v = 0 =z €09

onde u,, = v, + n é uma solugdo nao negativa de (2.71), pois
Vu, = Vv, = Dpty, = Dyvy,.
E na fronteira 02, temos
v, =0 = Uy = N.
A unicidade de u,, é obtida pelo principio da comparacao, pois se u,, e w, sao solugoes

de (2.71) temos

—ANpu, = —a(x)ul
-ANw, = —a(z)wl

Up,=n = w,, na o)
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usando comparacao duas vezes, obtemos
Up = Wy

A sequéncia {u,} é crescente, pois a solu¢do do problema

A = ap(x)ut, x €
pt () (2.80)
u = n, x € 0f)
& up, e se n < m entao uy, ¢ subsolucao e m é supersolugao de
Npu = ag(x)ud, = € Q, (2.81)
u = m, x € 0N

Assim wuy, < ug,, < m, tomando k — oo temos u,, < u,. Agora temos que obter
uma limitacao uniforme local para a solugdo wu,. Como a > 0 numa vizinhanca de 0f2,
por hipotese. Escolhemos § > 0 tal que a > 0 em Qs = {z € Q;d(z) < §}. Escolha ¢ < ¢
e um ponto xq € 25 com d(z9) = 5. Uma vez que a(z) > ap > 0 em B(xo, §), temos

Apuy = a(z)ud > agul  na B(xo, Z)
Seja
AN, U = agU? xr € B(xg, %),
U = +oo, x € 0B(x,%).

O problema (2.82), tem solucao pois f(u) = u? satisfaz as condigoes do Lema 2.1 de [13],

entao existe uma solucao positiva U. Por comparacgao

—APU —CLOUq,

q
—Npu, < —apul,

oo, na JdB(x, Z)

IN

Unp

temos u,, < U em B(xg, §). Isto mostra que u, é uniformemente limitada na B(xo, §).
Assim, obtemos que u, é uniformemente limitado no conjunto {z € ;d(z) = §}, isto ¢
existe ¢ > 0 tal que u, < cem {z € Q;d(z) = 5}. E

Apuy, >0, em Q\{r € Q;d(x) < 5}
Ayc =0, N\ {r € Qd(z) < 5}
U, <c, I\ {r € Yd(x)=5}) ={z e Qd(x) =35}

2
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por comparacao
up, <c em Q\{z € Qd(x) < g}

Como ¢ é qualquer, tomando ¢ — 0 e pelo o argumento de processo diagonal temos
que uma subsequéncia de u,, converge para u em C'(Q), e u ¢ solugdo nao negativa de
(2.1). A solucdo u de (2.1) é positiva pois u(x) = +00 na 02 entao existe uma vizinhanca
V' da fronteira de € tal que u > 0 e seja o conjunto {2 — V', este conjunto é compacto e a

fungao a(z) é continua e nao negativa em € entdo a(z) é limitada assim
Apu = a(z)u! < Cul = f(u)

onde (3 : [0,400] — R é continua, nao decrescente e 3(0) = 0 entao pelo Teorema 5 de

[19] temos u > 0 em 2 — V. Assim u é positiva em (2.

2.3 Estimativa (2.3) do Teorema (2.1)

Seja rg € 0. Sem perda de generalidade podemos assumir que o = 0 e o vetor
normal unitario exterior v(xy) = —ey, onde e; ¢ o primeiro vetor da base canonica de R™.
Tomando x, uma sequéncia em 2 tal que x, — 0. Para cada z, existe d,, > 0 tal que
Ty +dp(—e) =&, € 0. Seja z, = &, + d,(—v(&,)). Note que &, é projecdo de z, em

00, se x, — o entao z, — g e d(z,) = d,.

Figura 2.1:

Seja o, = a(zy,), definimos a funcdo

Un(y) = dznu(gn + dny)

paray € Q, = {y € R% &, +d,y € U} onde U ¢é a vizinhanca de 92 dada pelo Lema,
(2.1.2). Observe que €2, — D com n — oo, pois para &, + d,y € U como x,, — 0 entdo
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zn — 0 logo d,, é bem pequeno, e se tivermos y; < 0 teremos que &, + d,y nao pertence a

U. Entao y; > 0. A funcao v, verifica a equagao

Ay = d)E) TV Entdny) pEntdav) g6 4 d oyl em Q. (2.83)
Pois
Vo) = (@ S Gl SE)0 ) = )

onde z =&, + d,y

Vo, ()P 2V (y) = dentDe=2 g0t gy (2)|P~2Vu(z2)
= d(a"H)(p_l)]Vu(z)|p‘2Vu(z)

n

"L 0 0
div([Voa(y) "2 Vouly)) = D= (d&fw“ﬂp—”|Vu<z>|p-2—a“<z>)
i—1 YYi Zi

—  JlantD)(p-1) Z (;Z <\Vu(2)‘p2%<z)) dp,

i=1

= i i 8% (\Vu(z)|p_2%(z))

=1

3

— dZ(Z”HO‘(Z")quu(z)

= dz(zn)Jra(Z”)qa(én + dpy)u(&n + dny)?

= dl(z”)a(ﬁn + dny) (dﬁ('z”)u(ﬁn +dny))*

= dg(zn)a(gn + dny)vg (y)

— d:/L(Zn)_'7(§n+dny)dz(§n+dny)a/(gn + dy)vi(y) em Q.

Como ~ é Holder continua

7(2n) =76 + dny)l < Cllzn — (& + duy) I = Clldn(—v(8n)) — duyl]"
= Cldnllv(&n) +yl)" < Cidy;

para y em um subconjunto limitado de D. O primeiro termo a direita de (2.83) tende

para 1 com n — oo, para y em um subconjuto de D e d,, suficientemente pequeno. Pois,
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como vimos v(z,) — v(&, + dny) < C1d” entao

d;fl(zn )= (En+dny) Z dgl dh;

e lim dS*% =1 entao lim d))7E+d9) > 1 Mas como

—Cd,; Y(zn) = (& + dny) =
d;cldfri Z d;Yl(Zn)_'Y(En‘i‘dny)

IN

e como lim d; 1% =1 temos lim ") ~7E+dy) <1 Agsim, temos lim @)= +dny) —
n—00 n—00 n—r00

d(&n + dny)

y — 41 pois como d(g,) = 0 e pelo Teorema do Valor Médio

1. E temos que

d(&n + dny) —d(§) = Vd(& + Ondny)dny =

A&, +d,
w = Vd(& + 0pdny)y =
lim M Vd(0)y

no ponto 0 o gradiente de d aponta no sentido que d cresce, neste caso temos que Vd(0) =

€1 assim

n—00 d,

=ey =1 (2.84)

e obtemos pela condicdo (2.2) e de (2.84) que

(Gtduy) (Ctduy) d i)
dz nany a gn + dny = a gn + dny d gn + dny Y (Entdny (—n) )
() = 0l dag)llen o) T + du)

li Y (Entdny) = i k) i

lim &, +dy) = QO0)y; " = Qoy ™

n—-+o0o

para y em um subconjunto limitado de D. Agora usando a estimativa provada no

Lema(2.1.2), existe constantes positivas Cy tal que

d o
W(y) < Oy | ) d(& + dyy)on oty
)= 2<d<5n+dny>> (o)

d ) "/(€n+dny)

Y
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Pois do Lema (2.1.2), temos

u(z) < Chd(z) @ =
W+ dny) < Cod(§y + duy) EH =
d%nu(gn + dny> S dg" CQd(fn + dny)_a(f"L+dny) =
don
W(y) < Co———d(&, + dyy)orEntdny), 2.85
vn(y) < e T dug) (& y) (2.85)
E como
Cid(z)™*@ < w(z) =
Crd(&n + duy) *E 00 < u(g, + day) =
Crdpd(§n + dpy) 00 < diru(én + duy) =
d Qn
Co | ] d(& + dny)*oCntdnt) < g (y). 2.86
(ae ) 6+ du) < wly) (2.0
Como o lado direito de (2.85) converge para Cyy; “° pois a(z) = Z:;Sf”l) entao

an — by +dpy) = L (2 )q _pp++'y££ +dny) (€ J;_i)+ 17(2 )

lim d(&, + dpy)®*E T4y = lim [d(&, + day) E) Y E )T = 1
n—oo n—oo

e o lado esquerdo de (2.86) converge para Cyy; “°. Obtemos que a sequéncia v,, é unifor-
memente limitada em um subconjunto compacto de D. Passando para uma subsequéncia

de v, que converge em C'(D) para uma fun¢ao v que verifica

(2.87)

Ao = Quy ", x € D,
v = 400, x € 0D

e v = 400 na 0D pois de (2.86)

d o
o[ —— d(&, + d,y)on—oEntdny) <y
(g Fa) 6t = ol

Ciyy® < lim wu(y) = v(y)

n—o0

onde og = a(0) > 0, mas como y € 9D temos y; = 0 logo oo < v(y). E de (2.85) e (2.86)
concluimos
Ciyy <o < Coyy ™
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e do Teorema (2.1.2), temos

1

p—1al ag+ 1)\ _,
v(y) (( o (% )> v
Qo
tomando y = e, temos
-1 p—1 1 H%H
0(61) _ ((p )0‘0 (a0+ )) )
Qo
Além disso,
vnler) = doru(é, + dper) = dyru(zy,) (2.88)
tirando o limite dos dois lados de (2.88) temos
lim dyru(x,) = v(er). (2.89)

Tn—XQ
Usando o Teorema do Valor Médio existe 6,, € t(z,,) + (1 — t)§, com t € [0,1] tal que
a(zn) - a(zn) a(zn)
<d(=’vn)> _ (d(wn) d(én)) _ (l < Vdy(0n), dner > |)

= (| < Vdn(0,),e1 > |)2@)

tomando n — oo temos

lim d(z,)*®d(z,) ) = | <epe > |40 =1. (2.90)

ITn—20

Pelo fato de lim d(x,)*@) G0 =1, de (2.89) e de (2.90) temos que

ITn—20
lim d(z,)*®u(z,) = lim d(z,)*@) =) (d(2,)*C)d(2,) 7 CE) d(2,) 2 u(z,) = v(er)
Ty —X0 Tn—T0
assim, provamos a estimativa (2.3). |

2.4 Unicidade do Teorema (2.1)

Sejam u e v solugoes positivas de (2.1). De acordo com a estimativa (2.3) temos

=1

lim d(2)*@u(@)d(z) " Ou() " = v(evle) =1 = lim 4D

z—0 z—wo V()
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para todo xy € 9€2. Dado e > 03 § > 0 tal que ||z — x¢|| < § temos

@) £ —e uz) _ 5
() 1‘ < = < o(z) 1< =
l-e < Bhciee
(1—¢)v(z) < ulz)<(l+4+e)v(x) (2.91)

se ||z — xo|| < 9, ou seja, d(x) < 0.
Denote Q° := {z € Q;d(x) > 0} e considere

{ Apw = a(z)w!, z € Q, (2.99)

w = u, r € 90°

esse problema tem solucao, pois w = 0 é subsolucao e w = max u(z) é supersolugao, e a
o0
solucao é tnica ja que podemos usar comparacao duas vezes para mostrar que sao iguais.

Essa solucao é claramente w = u. Por outro lado como ¢ > p — 1, as fungoes (1 —e)v e

(14 ¢)v s@o sub e supersolucdo de (2.92). Pois

comop—1<gel—e<1l= (1—¢g)P!>(1-¢)9 obtemos
Ny = (1—e)P ta(z)v? > (1 —¢e)la(z)v? = a(z)u?

na 9§20
u=(1—¢gjv<u

entao u é subsolucao.

Onde u = (1 + €)v é supersolucao pois
A= (1+e)P Ay
comop—1<ge(l+e)>1 = (1+e)P ! < (1+¢)? assim
Pyl = (14 P 00 < (14 2)a(w)o! = a2

na 09
u=(l+e)v>u
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entdo u é supersolugao. Assim (2.91) vale em 9, logo
(1 —e)v(x) <wu(zr) < (1+4e)v(x). (2.93)

Portanto de (2.91) e (2.93) temos
(1—e)v(z) <u(zr) < (I+e)v(x), em

tomando € — 0 temos v = u em ().



Capitulo

3

Solucoes Inteiras para Problemas
Elipticos nao Lineares com Expoentes

Variaveis

Vamos estudar nesse capitulo a existéncia de solugao positiva do problema

A = i@ RN
{ U u xr € (3.1)

u(z) — oo, com |x|— oo

que é chamada grande solucao inteira, pois ll‘im u(r) = +00. Onde N >3, e q: RY —
T|—00

[0, 00) ¢ localmente Holder continua, com ¢(z) < 1 para |z| — oo.
Para mostrar que existe solugao do problema (3.1), vamos precisar de alguns resultados

preliminares.

3.1 Resultados Preliminares

Nessa segao vamos mostrar a existéncia de solugao para o problema

z\
/—:

=
S~—
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onde ¢ satisfaz algumas condigoes. Para isso, vamos mostrar que existe uma solugao

positiva que satisfaz

u(r) = a—i—/OTth /Otleg(u(s),s)ds (3.3)

onde g : (0,00) x [0,00) — (0,00) ¢ uma func¢do continua que satisfaz uma ou mais das
seguintes condicoes :

G1 - A funcdo g(t,r) é nao decrescente em t, para um r fixado. Mais ainda, para cada
t > 0, fixado existe uma constante ¢; que depende de t, tal que g(t,r) > ¢; para todo
r > 0.

G2 - Existe uma fung¢ao nao decrescente, diferenciavel f : (0,00) — (0, 00) satisfazendo

] <1
/O mdt = 400 e /1 mdt <0 (34)

e existem constantes R > 0e 0 < § <1 tais que

(t,r) < {f(t) para 0 <r <R, t>0,
g(t,r) <

tP para r> R, t>1.
G3 - Existe uma fungao localmente limitada u : (0,00) x (0,00) — (0,00) tal que
lg(t,7) = g(s,r)| < p(t,s)[t —s[, ¥V 1,5 € (0,00),0 <7 <R,

onde R foi definido em G2.

Observacao Quando R = 0 em G2, a condigao (3.4) e a condigdo G3 sdo vazias.

Lema 3.1.1 Suponha que g satisfaz G1,G2 com R =0 em G2. Entao, para qualquer
a >0, a equagio (3.3) tem uma solu¢ao positiva u definida para todo r > 0. Além disso,

u(r) — oo com r — 0.

Prova Pelo Apéndice B conseguimos garantir a existéncia de uma funcao u(r), para r
pequeno, que satisfaz (3.3). Seja [0, R,) o intervalo maximal de existéncia de u(r). Vamos

mostrar que R, = +00. Como g é nao decrescente em relacao a primeira variavel, para s

!
fixado, e u ¢ ndo decrescente, pois u' = rl_N/ sV tg(u(s),s)ds e comor > 0e g >0,
0
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temos que u’ > 0, e para qualquer r < R,

T t
u(r) = a+/ tl_N/ sV g(u(s), s)dsdt
0 0
T t

sV g(u(s) + 1, s)dsdt

VAN
=
+
S—
4
S—

IN
IS
+

IN
Q
+
~
|
=
O\&
4~
2
L
=
=
_|_
—_
S
QU
O
b3

t
tl_N/ sV u(s) + 1)Pdsdt, por G2

j& que u nao decrescente e s < ¢

< a+/ t(u(t) +1)dt, pois0<p<1
0

= a +/ tdt +/ tu(t)dt.
0 0
Pela desigualdade de Gronwall generalizada temos
u(r) < (a + / tdt) elo sds
0
t2 T 2
— (a + 5 0) ez
r? r2
— — 2
(a + 5 ) e

parar € [0,R,) entdo u(r) < C'e

pois u é limitado e r € [0, R,). Entao u e «’ s@o limitados, logo podemos estender a
fungdo w em um intervalo maior que [0, R,) o que contradiz o fato desse intervalo ser o

maximal. Entdo R, = co. De G1, temos que para um ¢ fixo existe ¢; tal que g(¢,r) > ¢,



3.1 Resultados Preliminares 57

assim
T t
u(r) = a~|—/ tl_N/ " Lg(u(s), s)dsdt
0 0
T t
> a+/ tl_N/ s"tg(a,s)dsdt,  poisu(r) >a
0 0
T t
> a+/ th/ sV, dsdt
0 0
1 T
= a+ — te,dt
0
N ct?|”
= a
2N o
= CL+CQT2
entdo quando r — oo u(r) — oc. |

Lema 3.1.2 Suponha g satisfaz as condigoes G1 e G2 para qualquer R > 0. Entao existe
a > 0 tal que a equagdo (3.3) tem uma solugdo positiva u definida para todo r > 0. Além

disso, u(r) — 400 com r — +o0.

Prova: Se uma solucdo de (3.3) positiva u existe para todo r, entdo Tli}gloou(r) = +00,
pois u(r) é uma funcdo nao decrescente. Vamos mostrar que existe uma solucdo de (3.3)
para todo r > 0. Observe que para cada a > 0, a equagao (3.3) tem uma solugao u, em
um intervalo [0, R,). Suponha que [0, R,) é um intervalo maximal de existéncia para a
solucao u,. Vamos mostrar que R, > R, onde R foi definido em G2, e a > 0. Suponha
que R, < R para todo a > 0. Como [0, R,) é um intervalo maximal de existéncia de

Uq, € U, é positiva e ndo decrescente temos que lim wu,(r) = +o0, pois se fosse finito
r—R,

pode ser estendido para R,. Para 0 < s < R, < R, temos g(uq(s),s) < f(u.(s)) de G2.

Diferenciando (3.3), usando a condi¢do G2, o fato de u e f sdo nao decrescente temos,

d(r) = N /0 " Vg (), $)ds
< v / 5V f (g (5))ds
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s<r

IN

f (ua(r)) uq(r)

em [0, R,) tal que

U(T)

[ (ua(r))

< r

integrando sobre o intervalo [0,7) para n < R, temos

flua(r))
COIMO
ul, (1) d [ 1
= — ——d
)RR A
temos

n / ua(n) 2 2
[ g [y R
o f(ua(r)) o f(D) 27 2

ua(n) 2
lim L < T
n—Ra Ja f(t) n—Ry 2
0 1 R2
—dt — <
« f) T 2

Com isso, para todo a > 0, obtemos

: > 1
ili)l{l)/a mdt < 00,

de (3.4) temos que o limite a esquerda da desigualdade acima é infinito, obtemos entao,

uma contradigdo. Portanto (3.3) tem uma solu¢ao valida em

Vamos mostrar que essa solucao ¢, de fato, valida para todo r > 0. Como o a ja foi

escolhido, vamos suprimir a dependéncia do a.

Como u existe e é continua em [0, R|, nos temos u(R) < oo tal que v/(R) < oo (v/(R) <

£ f(uq(R)) < 00), entdo a solu¢io u de (3.3) pode ser estendida para o intervalo [0, R +

g) com € > 0.

0, R] para algum a > 0.
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Seja Ry = sup{r; u é uma solu¢do de (3.3) em [0,7)}. Claramente Ry > R. Se Ry =

oo acabamos. Suponha Ry < oo tal que lim wu(r) = +oo. Para r < Ry, temos

r—Ry

u(r):a—i-/th/Nl s)dsdt

= /th/ dsdt+/t1N/N1
_ w(R)+ (/ORSN_lg(u(s),s)ds) ( e

s (1 G e [

Usando a inequagao provada no Apéndice (C)

/tl N/ N-1g s)dsdt < /}:sg(u(s),s)ds

e as condigoes G1 que garantem ¢ é ndo decrescente, ou seja, g(u(s),
e G2 que para R < s garante g(u(s) +1,s) < (u(s) + 1)?, obtemos

s)dsdt

) /th/Nl s)dsdt

,s)dsdt.

s) < glu(s) + 1,5)
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() < u(R)+ }j\;"@ <1 - <§>N_2> + /R s(u(s) + 1)°ds

u(R) + Jj\;L,ERZ) + /R?” s(u(s) +1)7ds

/T s(u(s) + 1)ds

R
/ sds +
R

su(s)ds.
Pela desigualdade de Gronwall generalizada

u(r) < <u*(R) + /r 3d5> ol h sds

R

IN

< u"(R)+
+

IN

u*(R)

2
Ru/(R
para r € [0, Ry), entao u(r) < ¢, onde u*(R) = u(R) + %
Provamos que u é uniformemente limitado em [0, Ry). Mas tinhamos que lim u(r) =

r—Ry

+00, contradicao. Entao Ry = +o0. [

Lema 3.1.3 Suponha que g satisfaz as condicoes G1, G2 ¢ G3. FEntao, dado alguma
constante M > 0, existe a > 0 tal que a solugao inteira positiva u, de (3.3) correspondente

ao valor a, satisfaz u,(R) > M.

Prova: Como visto no Apéndice (B), garantimos a existéncia de uma solugao u para a
equacao (3.3) em um intervalo [0, R,).

Seja A = sup{a > 0; equagdo (3.3) tem uma solugio inteira positiva }. Se A = 400,
pela definigao de solugao inteira, temos que para todo a > 0, u,(r) é solugdo de (3.3) para

todo r € [0,00). Tome a > M, assim
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£
IS]
=

[

IS

R
+/ th/le ,s)dsdt
0 0
R
+/ th/le ,8)dsdt
0 0

Vv

entdo uq(R) > M.
Por outro lado suponha A < oo. Primeiramente, provaremos que existe R4 < R tal que

lim wa(r) = 400, onde R foi definido em G2. Observe que para qualquer a > A, a solu-
r—R,

¢ao u, € blow up para algum R, > 0. E como u, é crescente em a, isto é, se a < a’ entao
Ug < Ugr, temos Ry < R, (pois se R, < Ry = 00 = u,(Ry) < ug(R,) < 0o absurdo). E
pela defini¢ao de intervalo maximal de solugao, temos que R, = inf{r > 0; u,(r) = +o0}.
Em adi¢do R, < R (pois a > A e se R, > R entdo pela prova do Lema (3.1.2), u,(r)
existe para todo r, ou seja u, € solucao inteira, mas como a > A temos que u, nao é

solugdo inteira). Como Ry < R, para a < a’ e R, < R Va > A temos que lim R, existe

. a— At
e lim R,=R4 <R.
a—At
AFIRMAGAO 1 lin}1 uq(r) = ua(r), Vr €]0,R4) e que esta convergéncia é uni-
a—

forme num subconjunto compacto de [0, R4).

Pelo Apéndice (D) e pela condigdo G3

ualr) — ua(r)] < la— A+ / o / N g(ua(s), 8) — gluals), s)|dsdt
< |a—A|+/O l9(ta(s), 5) — gluals), 5)|ds
< la—Al+ /OT sp(ua(s), ua(s))|uq(s) —ua(s)|ds.

Seja 6 > 0 dado, vamos mostrar que lin}‘ U, = Uy uniformemente num intervalo fechado

a—
[0, R4 — ¢]. Entéo para s € [0, R4 — d] temos que
A < ua(s) Sug(s) < ug(Ra—9).
Como g é localmente limitada existe uma constante Ms > 0 tal que

wlug(s),ua(s)) < Ms 0<s<Ry—24. (3.6)
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Portanto de (3.6)
[ug(r) —ua(r)] < Ja—A|+ Mg/ Slug(s) — ua(s)|ds. (3.7)
0
Pela desigualdade de Gronwall temos

lua(r) —ua(r)| < |la— A+ Ma/ sla — A|€f;M5ududS
0

™
Mgu?

= |a—A|—|—M5|a—A|/ e’
0

ssds

]\/15(7”2752)

= |a—A|+M5|a—A|/e 7 sds
0

_eIM(;('rzfsz) ,
oA+ Ma—Al | 22—
o AL+ Mo — ] |~ |
Mgr?
-1
- |a—A|+M5|a—A|%
5
= |a—A|eMgT (3.8)

para r € [0, R4 — 0]. De (3.8) concluimos lirr}l uq (1) = ua(r) para todo r € [0, R4) com
a—

a convergéncia sendo uniforme num subconjunto compacto de [0, R4).

AFIRMAGAO 2 lim u4(r) = +o0
r—R,

Observe que de G2, temos g(uq(r),r) < f(uq(r)) para todo 0 < r < Ry < R e defina
a fungdo F : (0,00) — (0, 00) por

> ds
Observe que F' <0e F”" >0
F'(z) = L <0
fz)
/
F"(z) ;(<Z))2 >0 pois f € ndo decrescente
2

e para qualquer a > A e r < R,, temos que
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)

+Mu// > Mu// _ u//<7,

a

Oy = du, C Fua(r))

Como

ul(r) = rlN/ sV g(ug(s), s)ds,
0

up(r) = (=N /0 sV 1g(ua(s), s)ds + ' (1Y T g(ua(r), 1)) < g(ua(r), 7).

Assim
OF (ua(r)) —9(uq(r),7) /" OF (ua(r)) /r
— > > 1 = ——"ulds > —ds. (3.9
Ouy, f(uq(r)) 0 0uy, 0 (39)
Integrando por partes o lado esquerdo de (3.9), temos
oF O*F ,
u(s) = 8—%(%(3)) du = a—%(ua(s))ua(s)ds
dv = u(s)ds v =u(s)
assim
, . OF r o 0MF
) () k

integrando em relacao a r, sobre [s, R,] e lembrando que lim wu,(s) = +ooe lim F(z) =0,

s—Rg 200
temos
Flua(Ba)) = Flua(s)) 2 =T =
—F(ug(s)) > — (Ri 2_ 57) =
Flug(s) < Fa=%) o g2 _ 2

2

Como F'(z) < 0 entdo F' & decrescente, isso produz
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u(r) > F~HR2 —1?)

tomando a — A" temos
ua(r) > FY(R% —1?).

Como lim F~'(z) = +o0, pois quando x — oo temos F(z) — 0, entdo lim wuu(r) =
2—0F r—R,

+o0.

Para completar a prova, escolha dy > 0 pequeno tal que uu(r) > M+1 parar > Rs—dy
(defini¢ao de limite). Observe que

0
UA(RA—go) > M+ 1.

Usando (3.8) com § = 2 e r = R4 — % temos

%042 2
50 Mg(Rq—9) MgR%

Ua(Ra — =) —ug(Ra— =) < (A—a)e” 2z < (A—a)e 2

escolha € > 0 pequeno tal que (A — a)e’\oRx24 < 1, onde A\ = %, para 0 < A—a < g, entao

J J
us(Ry — 5“) — ug(Ra — 5()) <1 (3.10)
onde \g depende de dy. Portanto de (3.10)
J d
ua(RA—EO) — UA(RA—EO) > —1 =

5 5
ua(RA—EO) > uA(RA—EO)—1>M+1—1=M.

Portanto u,(R) > M pois Rq — %0 < Rs < R e u, ¢ crescente. Entao para algum a
proximo de A temos u,(R) > M. |

Lema 3.1.4 Suponha g satisfaz G1, G2,G3. Se u é uma solugcao de (3.3), para todo
r >0 tal que u(R) > 1 entdo para r > R a solu¢cdo u satisfaz

([ (Ru'(R) 2\
(N_2+U(R)+T) , se  0<p<1

u(r) < (3.11)

u(R) exp (%/EP;) + %) ,  se pB=1L1

\
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Prova: Usamos G1, G2 e G3 para garantir, pelo Lema (3.1.3), que existe a > 0 tal que
u, ¢ uma solucgdo de (3.3) para todo r > 0 e u,(R) > 1.

Como visto na prova do Lema (3.1.2), podemos escrever

u(r) = u(R)+ ]]%GLIER; (1 - (;) N_Z) + /Rr = /Rt sV tg(u(s), s)dsdt.

Portanto para r > R note que u(r) > 1, pois u(R) > 1 e u é crescente, e de G2 temos

u'(r) = —_RN_U;<R) (r2 Ny 41N /RT sNtg(u(s), s)ds
RNflu/(R) r

N-1
< u(R) (%) + 7t N/ sV lu(s)ds, pois u(r) > 1 parar > R
R

R\ N1 r

< u(R) (?) + Tl_Nu(r)B/ sN1ds
R

PL N-—1 B SN r
= u/'(R) (?) +u(r)’r! NW .

R N-1 N _ RN
= u'(R) (?) +u(r)f3r1_Nr N

B

r

Multiplicando os dois lados da inequagao por u=? e lembrando que u(r) > 1 para todo

r > R, temos

N-1 i
u(r)u'(r) < '(R) (E) u(?“)fﬁJr%, para r>R 5=

r
u(r) P (r) < W/(R) (7) +N’ para r > R. (3.12)

Suponha que 0 < 5 < 1. Integrando os dois lados de (3.12) no intervalo (R,r) para

qualquer r > R temos

/R Cu(s) Pl (s)ds < /R ' <u’(R) (g)N_l+%> ds =
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1-8 r T 1 r
u1<8_) 7 Ix < RN_lu’(R)/R s Nds + N/R sds =
u(r)'=? —u(R)1P Nl g SN 18y
< -
1- 3 Ay P A
2-N _ p2-N 2 _ 2
1-8 -8 < _ N—1_ 1 r
u(r) u(R) < (1-7) [R u'(R) 5N + 5N }
R¥N _p2N)  (p2 _ R?)
< N—1_7/ (
< R"(R) ) + 5N
< Ru'(R) 1r?
- N-=-2 2N’
Consequentemente, temos
_ Ru'(R) r? B
-8 < - 1-8
u(r) < N3 +2N+u(R) =
/
u(r)' = < Jj\?ilz) +7r*+u(R) =
1
/ =]
u(r) < (%E}? + 7%+ u(R)>

provando assim a primeira desigualdade de (3.11). Quando g = 1, de (3.12) temos

W) () < W(R) <§)N_1+%, r> R

integrando no intervalo (R, ), obtemos

r "(R)R 2
In u(s) . < % + ;_];7
"(R)R
Inu(r) —Inu(R) < 1;\](_)2 2TN = 2
"(R)R
Inu(r) < lnu(R)qLu]\;_)2 QT_N =
ur) < u(R)e VR
Provando assim, a segunda desigualdade de (3.11). |

OBSERVAGAO 2: Note que para provar as desigualdades, usamos apenas G2, no caso

r > R. As outras condicoes foram necessirias apenas para garantir a existéncia de solugao
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para (3.3) em todo r > 0.

3.2 Demonstragao do teorema (3.2.1) e (3.2.2)

Definimos a fungao g, e g* de (0,00) x [0,00) — (0, 00) por

gu(z,7) == min{ 2% ") ("} g*(z,7) == max{z#(") 27 (3.13)
onde
¢ (r) = fﬁi}qu q(r) == min q(z)

e ¢ ¢ dado em (3.1). Nos requeremos que ¢ satisfaz uma ou as duas condi¢oes que seguem:
Q1- ¢ : R" — (0,00) é localmente Holder continua;
Q2-existe R > 0 tal que g(z) > 1 para |z| < R, e 0 < g¢(x) < 1 para |z| > R.

Quando R = 0, a condigdo Q2 é entendida como 0 < g(x) < 1 em R™.

Lema 3.2.1 Suponha q satisfaz Q1 e Q2. Entdo as funcoes g. e g* definida em (3.13)
satisfazem G1, G2 e G3.

Prova: Temos que g.(z,7) e g*(2,7) s@o continuas em (0, 00) x [0,00) — (0, 00), pois as

funcoes 22 e 27" g30 continuas.
e Primeiramente vamos mostrar G1. Seja r fixado e tome t; < t5 entao

assim min{t*" 7Y < min{t2™ 7Y entdo g.(tr,r) < gu(ta, ), assim, g.(t,7)
é nao decrescente em relacdo a primeira variavel. Analogamente provamos para
g*(t,r).

Agora fixe um ¢, vamos mostrar que existe um ¢, > 0 tal que g.(¢t,r) > ¢. Para
R > 0 temos, q.(r) > 1, para r < R, mas como ¢ é continua e estamos em um

conjunto compacto, temos 1 < ¢.(r) < M é limitada. Para t € (0, 1] temos

19+ > ¢M

para t € [1,00) segue que
() > ¢ > 1.
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No caso 0 < ¢.(r) <1 < M para r > R segue que, se t € (0,1]
1a+(r) >t > M
esete[l,o00)
1) 5 1

tome ¢; = min{tM , 1} entdo =) > ¢, Analogamente provamos () > C¢, €ntao
ge(t,r) = min{t " 1=} > dy, como g*(t,r) = max{tT ") -0} > g.(t,r) > 4,
temos que g.(t,7) e g*(t,r) satisfazem G1.

e Se R=0eparat>1, como 0 < g(x) <1, temos

q"(r) = maxq(x) <1, ¢+(r) = ming(z) > 0 e q"(r) > q.(r)

|z|=r |z|=r
entdo t+" <t = g*(t,r) = 7" como ¢*(r) < 1 temos g*(t,r) =t ") < ¢,
Logo g.(t,r) < g*(t,r) <t. Assim g, e ¢g* satisfazem G2 para R = 0.

Suponha R > 0 entao de Q2 temos ¢(z) > 1 para |z| < R logo para 0 < r < R
obtemos que ¢*(r) > ¢.(r) > 1. Para t € (0,1] assim g*(t,r) = t#) < t. Para
t € [1,00) temos g*(t,r) = 7", seja ¢ = max{q(z); |z| < R} > 1 e portanto
qt(r) = ‘r?'aigq(:v) < ¢ entdo g*(t,r) =t < ¢ para t > 1. Defina

£(t) = { t, para t € (0,1],

t<, para t € [1,00),

f(t) é crescente, continua e

/1 Ly /lldt Intly =+
_— = — = 1n = OO’
0 f(t) o t °

R /Ooldt A L _
N PR L PR L S N S
1 f(t) 1 t¢ 1-¢h 1-¢ ¢—1

entdo ¢g*(t,r) < f(t) para 0 < r < Ret > 0 e g.(t,r) também pois g.(t,r) <
g (t,r) < f(t) para0<r < Ret>0.

Parar > Ret >1de Q2,0 < g(x) <1 para |z| > R entdo
g*(t, 7”) — max{tq*(”, tQ*(T)} — a7 (r)

seja B = max{q(z) / |z| > R} entdo 0 < B < 1 logo 8 > q¢*(r), assim g*(¢,r) < t°.



3.2 Demonstrac¢ao do teorema (3.2.1) e (3.2.2) 69

Entao g.(t,r) < g*(t,r) < tP. Assim g. e g* satisfazem G2.

e Para mostrar G3 tome 0 < r < R. Usando as defini¢oes de g, e ¢g* do Apéndice (E)

temos

1) 4 170 | q0e(r) _ 0]

|9:(5,7) = g.(t,7)] = _ (

2 2
() ")
—

$0-(r) 4 40" (r)
)

Para 0 < s <t < 1 temos s > g7 (") ¢ $3(") > 4"(") entio

1) 4 g1 0) (g00) @ () (gae(r) | g ()

2 2 2
$aa(r) _ " (r)

2

19:(s,7) = gu(t, 1) =

_ |Sq*(7’) _ tq*(r)|'

Para 0 < s < 1el<ttemos s > 0" (") 0"(") > 13:(1) o g0"(1) < g:(") < (1) <

17" (") entao

s g0 (r) (5] _ ga" (M) (3ax() 43" (7))

2 2 2
$0 () _ paa(r)

2

19:(s,7) = gu(t, 1) =

+ - |Sq*(r) — tq*(v")| < |SQ*(T) — tq*(?“)|'

Para s > 1 et > 1 obtemos que s < 547" ¢ $t7"(") > ta-(") entao

st g0 () (5@ (r) _ gax(r))  (3ax(r) 430" (7))

2 2 2
40" () _ 4a-(r)

2

19:(s,7) = g.(t,7)| =

() el

Assim,
9:65,7) — 0ot )| S ma{(s ) — O g0 — g0,

Se max{|s®(") — ¢@(")| |s4° (") — ")} = |59-(") — 43(")| entdo usando o Teorema do

valor médio existe ¢ € [s,t] ou c¢ € [t, s] tal que

Cs+1+t) s —t,

SQ*(T) _ tq*(r) = q.(r Cq*(r)fl s —tl <
| | L) | < Clt+1+s) s —t

ou se max{|s®(") — ("] |5 (") 4" ()|} = |59°(") —7"(")| entdo usando Teorema do
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valor médio existe ¢ € [s,t] ou c € [t, s] tal que

C(s+1 —|—t)<*1|s —tl,

Sq*(T) _ tq*(’r") — *(p cq*(v')—l s —tl <
| | ) | < Cls+1+1t) s —1

entdo u(t,s) = ((s +1+1)""! para 0 < r < R, portanto provamos que g, satisfaz

G3, analogamente provamos que g* satisfaz G3. [ |

Pelos Lemas (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3), (3.1.4) e (3.2.1) temos

Corolario 3.2.1 Suponha que q satisfaz as condicoes Q1 e Q2 e tomando g em (3.3)

como sendo g, ou g* como definido em (3.13). Entao

1. Se R =0, entdo para qualquer a > 0 a equagao (3.3) tem uma solugao definida para

todo r >0 e u(r) = oo com r — 0.

Prova: se R = 0, 0 < ¢g(z) < 1 em R™ pelo Lema (3.2.1) temos que g.(z,7) e
g*(z,r) satisfazem G1 e G2. Pelo Lema (3.1.1) temos que para qualquer a > 0,
a equagao (3.3) tem uma solugao positiva u definida para todo r > 0, mais ainda

u(r) = oo com r — o0.

2. Se R > 0 e M é qualquer constante positiva, entdo existe a > 0 tal que (3.3) tem
uma solugdo u definida para todo r > 0 para o qual u(R) > M e u(r) — oo com

r — OQ.

Prova: Pelo Lema (3.2.1) temos que g.(z,7) e g*(z,r) satisfazem G1, G2 ¢ G3,
pelo Lema (3.1.3) temos que dado M > 0 existe um a > 0 tal que a solu¢ao inteira
positiva de (3.3) correspondente de a, satisfaz u,(R) > M. Como u, é solugio de
(3.3), temos

T t
Uq (1) = a—i—/ tl_N/ sV g, (u(s), s)dsdt
0 0
como u,(s) > a e g, é ndo decrescente na primeira variavel, temos

Ca’f’z

2N

T t Gl
uq(r) > a —|—/ th/ sN’lg*(a, s)dsdt > a +
0 0

entdo quando r — 400 temos u,(r) — +o0o0. Analogamente provamos para g = g*

3. Se u é uma solugao de (3.3) definida para todo r > 0 e satisfazendo u(R) > 1, entdo
u satisfaz (3.11) para r > R.
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Prova: Do Lema (3.2.1) temos g, e ¢g* satisfazem G1, G2 e G3, portanto pelo
Lema (3.1.4) temos se u ¢ solucao de (3.3) para todo r > 0 tal que u(R) > 1, entdo

para r > R a solu¢do u satisfaz (3.11).

O proximo resultado mostra que (3.1) tem infinitas solug¢oes, para ¢ satisfazendo algumas

condigoes.

Teorema 3.2.1 Suponha q satisfaz condicoes Q1 e Q2. Se

/ 7 exp(A1?) qose (1) dr < o0, (3.14)
0

para algum X tal que 2N\ > 1 entdo o problema (3.1) admite infinitas solugoes.

Prova: Considere as equacoes
Av=g*(v(r),r) e Aw=g.(w(r),r), emR" (3.15)

cujas fungoes g, e ¢g* sao definidas em (3.13). Dado as constantes positivas a e b, entao
v(x) == v,(|z]) e w(z) := wy(|z|), onde v, e w, sdo solucdes da equagao integral (3.3) com
1,(0) = a e wy(0) = b respectivamente. Para M = 1 no Corolario (3.2.1), a condicao
2 garante a existéncia de um a > 0 tal que v, é solugdo de (3.3) para todo r > 0 e,
va(R) > 1.

Mostraremos que b pode ser escolhido tal que v, < wjy, em (0, 00). A partir deste ponto,
nao usaremos v, nem wp, iremos suprimir os indices, mas lembre-se o a ja foi escolhido.
Observe que = sup{q(z); |z| > R} =1, pois para |z| > R temos 0 < g(x) < 1. Usando

a condicdo 3 do Corolario (3.2.1) com = 1, temos

v(r) <{(r) com r>R (3.16)

Rv/(R) | r2
onde definimos ((r) := v(R)e -2 T2~
Seja Ry := sup{r > 0; v(t) < w(t) paratodo 0 <t <r}.

Pelo Corolario (3.2.1) condicao 2, escolha b tal que

RvV'(R)

a(R) > o)+ g+ [ )l lox e (317)

a integral do lado direito de (3.17) é finita pelo que foi visto no Apéndice F, entdo

v(R) < w(R) e g*(z,7) > g«(z,7) usando o principio de comparagao temos que
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v(r) <w(r), paratodo0<r<R

entao Ry > R. Se Ry = +o00 entao v < w para todo » > 0. Suponha que Ry < co. Entao

como v(r) > 1 para todo r > R, (pois v(R) > 1 e v é ndo decrescente entdo v(r) > 1 para

todo r > R) usando os mesmos céalculos do Lema (3.1.2) e o Apéndice E, temos

v(Ry)

pois

Usando a hipotese 0 < g(x) < 1 para |z| > R e o teorema do valor médio, defina f(z) = ¢

Ro t
= a—l—/ tl_N/ sN g (v(s), s)dsdt
0 0

= v(R)+ Jj\;}/ERQ) (1 — (Eo) N_2> + /RRO = /Rt sV Lg*(v(s), s)dsdt

, N-2 Ro t 0-(s) ()
() + 2B (1 - (E) ) +/ tl‘N/ Gv-1205) _QHJ(S) dsdt
R R

N -2 Ry

S

I /RO AN ' N—1U(5)q*(s) — U(S)q*(s) dsdt
R R 2

s>R = w(s)>1leq(s) < ¢*(s) entio v(s)?® > ()= =
()7 — ()T = o(s)T ) —y(s)=),

= v(R)+ }]%\;)’ERQ) (1 — (f%) N_2> + /RRO =N /Rt sV () O dsdt
= o)+ A (1 - (}%) M) + /R Yy /R Ao s) ) — (s) O dsds

Ro t
+ / = / sVl (5)> S dsdt.
R R

L

parac>1le0 <z <1le f/(x)=c"logc. Entao

& —c* =c"loge(y —a) < cloge(y — a) (3.18)

parrald<a<f<~vy<l.
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Assim

Ro t Ro t
/ th/ sV o)) — (s)=Odsdt < / th/ s™ () log v(5)qose(s)dsdt

R R R R
(3.19)

onde gose(s) = q*(s) — g«(s). Usando (3.19) e o fato de 1 < v(s) < w(s), Vs < Ry temos

z&Ry+€%%§;(F——(é%)N4>—+/g%fN/:lev@)bgMSMmJﬁd&ﬁ

Ro t
+ / = / sV () dsdt
R R

Ro t Ro t
= U*(R)+/ tl_N/ sVl (s) logv(s)qosc(s)dsdt+/ tl_N/ sV (s)% () dsdt
R R R R

v(Ry)

IN

onde v*(R) = v(R) + %. Usando (3.16) e integracdo por partes, temos

Ro t Ro t
1-N N-1 1-N N-1
/R t /R s v(s) logv(8)qose(s)dsdt < /R t /R s () log €(8)qose(s)dsdt

_ B[ v (98 o C(s)ds / e (OC() log (D)t (3.20)
2-N Jp s 2—N

Mas a primeira integral depois da igualdade (3.20) é negativa, portanto

Ro t

Ry t
1N N 1 osc dsd = AT o Yosc 1 d
[ [t o san(s)dsit < [ g andcoogcleyi

< / e (1) log C(8)dt

R

< / " o)) log C (1)

Logo
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v(Ry) < v'(R)+ /0 " o) () log (1)t + / e / N ()0

R R

Ruw'(R) (R)M /RO 1N / N-1
< w(R)+ 1— — + t s w(s)=O dsdt
(R) + = ( - [ [ g

- U)(Ro)7

observando que g.(w(s), s) = w(s)*), pois para R < s temos

1<v(R) <w(R)<w(s) = w(s)>1 e q(s) < ¢(s) = w(s)q*(s) < w(s)q*(s)

= g.(w(s),s) = w(s)™,

Entao temos v(Ry) < w(Ry) que contradiz a definicdo de Ry. Portanto v < w em R" e

e se g*(v(r),r) = max{v(r)q*(r),v(r)q*(”} = U(r)q*(’”) entdo v(r) < 1. Como ¢.(r) <

q(z) temos que v(r)=") > v(r)1® assim Av > v(r)1®),

e Se g*(v(r),r) = max{v(r)q*(”),v(r)‘J*(“)} = v(r)‘f(’”) entdo v(r) > 1. Como ¢*(r) >

q(z) temos que v(r)?® < v(r)? Massim Av > v(r)?@),

e Se g.(w(r),r) = min{w(r)q*(r),w(r)Q*(r)} = w(r)q*(’") entao w(r) > 1. Como ¢.(r) <
< w

q(z) temos que w(r)%) (1)7®) assim Aw < w(r)i®).

e Se g*(w(r),r) = min{w(r)=" w(r)” ™} = w(r)? ") entdo w(r) < 1. Como ¢*(r) >

q(z) temos que w(r)? " < w(r)?®@) assim Aw < w(r)?@,

Entao v é subsolucdo de (3.1) e v < w, do Teorema 2.10 de [14] existe a solugao de (3.1),
u, tal que v, < u, < wy, escolhendo @’ > 0 pela condigao 2 do Corolario (3.2.1), tal que
Vo (R) > uq(R) > v,(R) > 1 entao como na prova anterior existe ' > 0 tal que v, < wy,
tal que

Avg >0 e Awy < wl®

entdo existe uma solugao de (3.1) u, tal que
Var < Uy < Wy

Observe que u, # uy pois
Ug(R) < ve(R) < uw (R).
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Procedendo dessa maneira encontramos infinitas solucoes. |

Nossos proximos resultados nos mostram que para R > 0 suficientemente pequeno, po-
demos permitir 1 — ¢(x) mudar de sinal em |z| < R e ainda assim obter existéncia da
solugdo para (3.1). Para provarmos isso, precisamos do lema sobre a existéncia de solugao

para (3.2) com g(v(r),r) = v(r)? ") isto é

(rNl'y = PNyt () r>0
v(0) = a, (3.21)

(0)
V'(0) = 0.
No lema abaixo vamos assumir que ¢ € L®(R") e usar a notagao ||¢||o := max{q(x); = €
R"}.

Lema 3.2.2 Suponha que q(x) < 1 para |z| > R para algum 0 < R < /2= lldle entdo
o problema (3.21) admite uma solu¢cdo v, > a para algum a > 1, e lim, o v,(r) = +00.
Em particular, se 0 < ||q]lco < 1 0 problema (5.21) admite tal solugao v, para qualquer
a>1.

Prova: Observe que se 0 < ||g|lcc < 1 entdo 0 < 1 — ||¢|loc < 1 e para qualquer a > 1
temos 2a > 2 = (2a)'"ldle > 21-lldl= entdo 0 < R < +/(2a)!-lldl= para qualquer

a>1. Fixe a > 1 tal que 0 < R < +/(2a)'~ll4ll.

Seja vy = a e defina a sequéncia {v;} indutivamente como segue:

r t
vi(r) = a+/ tl_N/ sV w1 (s))7 O dsdt r>0.
0 0
Escolha rq tal que
R< 1y <y/(2a)i-ldls

Entao, por indugdo, mostraremos que a < wv; < 2a r € 0,70, 7 = 0,1,2,3,....

Como vy = a e v; é crescente entao v; > a para j = 1,2,3,.... Para j = 1, temos
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r t
/ poN / N (g (s))7 Ddsdt = / pon / N1t ) dsd
0 0 0 0
< / - N/ N-1 thlloodsdt7 pois ¢*(s) < [|¢|leo
0 0
t
/ =N glidllee 5 ‘ dt
0 0
"N e £
— [ gl gy
f e
< /ta||q°°dt
0
t2r r
BNl LA P
“ 200 ¢ 2

1-lqlloo
a”q”w% — a2_”qHOO S a, pois r < (2@)1_”q|‘00

Assim vy (r) < a + a = 2a. Suponha que j = k temos a < v, < 2a entdo

Upr1(r) = a+/ - N/ N1 ) dsdt

< a +/ tl_N/ sV (2a) Pdsdt,  ja que 1 < vy(s) < 2a
< a—i—/ / L2a)ldl=dsdt, pois ||qlles > ¢"(s)
N
_ =N og)lallee Z_ g4
R RO
= a-+ /r(2a)”qnoo idt
0 N

7“2
< a+ (2a)\\qlloo5

2q) Nl
< a+(2a)HqIIWL

= a+a=2a.

Entao por indu¢do mostramos que a < v;(r) < 2a para todo r € [0,79] e 7 =0,1,2,3,....

Observe também que v; < v;41 em [0, 7], também provamos isso por indugdo. De fato,

v =a < v1.
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Suponha v, < v, como v, > a e a > 1 temos v, > 1, assim

T t
Upyo(r) = a+/ tl_N/ sV (g1 (5)) G dsdt
0 0

T t
> a+/ tl_N/ SV (wn () O dsdt = vy4q(r)
0 0

assim v; < v;4 em [0, ro]. Consequentemente v; converge para um v em [0, ro] e v satisfaz

r t
v(r) = a+/ tl_N/ sV (w(s) Odsdt, r € [0,7]
0 0

entdo v satisfaz (3.21). Seja [0,r;] para algum 7 > rg o intervalo maximal de existéncia
de v. Vamos mostrar que r; = +00. Suponhamos que v(r) — 400 com r — r; (pois se

v limitada em [0, 7], entao

V'(r) = rl_N/ SN_l(v(s))Q*(s)dsgrl_N/ sV (2a) 9l
0 0

N
Tl—N(Qa)HQHOO% < r(2a)ll> <y (2q)lal=

logo v' é limitada em [0,r;] entdo podemos estender a fungao v além de [0,r;] o que é
absurdo entéo lim, - v(r) = +00). Como ¢*(|z|) <1 para R < [z < 7y (pois ¢(z) < 1

para |z| > R) temos que v é solu¢ao do problema
Av =" 2 c B(0,r) (3.22)

mas pelo Teorema 1 de [6] temos que o problema (3.22) nao tem solucdo contradigao, entao
r1 = +00 logo o problema (3.21) admite solu¢ao para algum a > 1. E para 0 < ||¢|le <1

e qualquer a > 1 temos (3.21) tem solucao. MW

Para o proximo teorema, vamos considerar a seguinte notacao. Dado 0 < § < 1, temos

rﬁ, se 0<pf<1,
vg(r) == )
exp (%), se [f=1.

Teorema 3.2.2 Se q satisfaz Q1 e suponha que existem constantes 0 < R < V2= lldll ¢
0 < B <1 tal que 0 < g(z) < B para todo |x| > R. Mais ainda, assuma que q.(r) <1
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para r > 0. Se

[mrvg(r)qosc(r)dr < 00, (3.23)

entao o problema (3.1) admite uma solugao positiva.
Prova: Considere as equagoes

Av=vT" ¢ (3.24)
Aw=w*"  em R" (3.25)

pelo Lema (3.2.2) fixe a > 1 tal que R < /(2a)'~lldl~. Entao pelo Lema (3.2.2) o
problema (3.21) admite solu¢do v, > a para a > 1 e lim,_, v,(r) = +00. Entao v(x) =

va(|z|), onde v, ¢ uma solu¢ao do problema (3.21), é uma solugao de (3.24)

r t
va(r) = a+/ th/ SV (0g(s)) Wdsdt > 0.
0 0

Assuma que 0 < 3 < 1. Como g(va(s),s) = (va(s))?®) vamos mostrar que essa
fungao satisfaz G2. Para |z| > R temos 0 < g(z) < 3 entdo ¢*(|z]) < 3, como v, > a > 1
podemos concluir que v ") < v2. Como g(v,(s), ) satisfaz G2 para o caso s > R temos

da Observagao 2 do Lema (3.1.4) que
v(r) < w(r) r>R (3.26)

onde

RV(R -5

w(r) = U()+v(R)+r2 . >0, 0<B<1.
N -2

Agora vamos garantir a existéncia de uma solugao w, para (3.25). Para R = 0 a

fungao g(wy(s),s) = w’"®
(r)

satisfaz G2, pois como ¢.(r) < 1 para r > 0 e para b > 1

< w}. E além disso, a funcio g(wy(s),s) = wi*™ satisfaz G1,

pois se 21 < 29 = zf*(r) < zg*(r)

temos w, > 1 entao wy’"
entdo g(z,r) = 2% é nio decrescente na primeira
coordenada e wy(s) > 1 entdo wy(s)®*®) > 1. Assim, pelo Lema (3.1.1) temos que para

qualquer b > 1 existe uma solucao w definida por:

T t
wy(r) = b+/ tl_N/ N Ly (5) 7D dsdt.
0 0
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Vamos mostrar que b pode ser escolhido de tal forma que 1 < v, < w, em (0,00). Essa
prova ¢ semelhante a prova do teorema (3.2.1).
Como 0 < 3 < 1, observe que @”(r)log @ (r) < w(r). De fato, seja f(z) = 2’ logz —

log x
r=x(x’tlogxr —1)=2x < 1g—5 — 1) entao para z suficientemente grande
x

. log ’ %
m ——-: = m ———— = -5 =
T—r00 3;‘1_5 T—r00 (1 — ﬁ)x_ﬁ T—00 (1 — 5);{31_5

ou seja, para todo N > 0 existe M > 0 tal que se z > M entdo f(z) < —N. Assim para

suficientemente grande f(z) < 0 logo 2 logx < z. Ou seja, para r > C temos w(r) > M
entdao w(r)’logw(r) < w(r). E

e para C' > 1 temos

00 C 00
/0 Tose (1)@’ (1) log w(r)dr < /0 rqosc(r)wﬂ(r)logw(r)dr—i-/c Tose () (1)dr

S Kl"’/ qusc(r)woa)dr'
c

Como para r > 1 existe ¢ > 0 tal que

Rv'(R) 2 Rv'(R) 2 2
< <
N_2+U(R)_CT’ = N_2+U(R)+r <(c+1)r =
/ 3B
(A sm+rt) < (e ety = s

Usando a hipdtese (3.23) concluimos que a integral

/ Pose(r)@” (r) log w(r)dr - < K1+/ Pose(r) KT T3 dr < co.
0 c

é finita.

e para C' <1 temos

/000 rqosc(r)wﬂ(r) logw(r)dr < K, +/C TQose(T)zo(r)dr + /1OO TQose(T)w (r)dr

< K3+/ Tqosc () (1)dr.
1
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Como para r > 1 existe ¢ > 0 tal que

RV (R)
N -2

Rv'(R)
N —2

v(R) <cer? = +oR)+r* < (c+1)r?* =

(?\?IERQ) +v(R) + 7’2) v < ((c+1)r3)Ts = Kris.

Usando a hipdtese (3.23) concluimos que a integral

/ Tquc<7’>wﬁ(r) logw(r)d'r’ < K3 +/ TQOSC(T)KTﬁdT < 0.
0 1

¢ finita.
Assim, tome b tal que

RvV'(R) 1

b > U(R>+N_2 N3

/000 T(ose (1) (1) log @ (1) dr. (3.27)

Como de (3.27)

Rv'(R) 1

wb(R) > b>U(R)+ N _9 +N—2

/OOO rqosc(r)wﬁ('r’) log w(r)dr > v(R)

temos que wy(R) > v,(R) > 1 e g(z,7) = 29 > 2% para » > 1 usando o principio da
comparagao v, (r) < wy(r) para 0 < r < R.

Defina Ry := sup{r > 0 / v,(t) < wp(t) para 0 <t <r}. Como v,(R) < wp(R) temos
R < Ry. Se Ry = oo entao v, < wy, para r > 0. Suponha que Ry < oo entao

Ro t .
v(Ry) = a+/ th/ sV 1T O dsdt
0 0

Rv'(R) (R)“ /RO N / No1 g
= v(R)+ 1—-1— + t sN LT O dsdt
() N —2 < r R R

Ro t . Ro t
= v"(R)+ / th/ sV ) — O dsdt + / th/ sV L8 dsdt.
R R R R

(3.28)

Como 0 < q(x) < f para |z > B, temos q.(|zl) < q(z) < ¢*(a]) < B e va(s) > 1.

Fazendo uma conta analoga a (3.18) temos

v ) =02 < (g7 () — u(5))0] (5) 108 0a(8) = Gose(s)0] (5) Log va(s).
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Assim em (3.28) temos

Ry t Ro
v(Ry) < v*(R)+/ tl_N/ N s ()02 (5) log va (s dsdt+/ =
R R

R

Ry t Ro
< v*(R)+/ tl_N/ N s ()02 (5) log va (s dsdt+/ =N
R R R

Como de (3.26) temos v(s) < w(s) para s > R

“Lya ) dsdt

;U\
2

sVl O dsat.

ﬁ

Ro t Ry t
[ [ oo ayisat < [0 [0 w05 log ().
R R R R

(3.29)
Integrando por partes a integral a direita de (3.29)
¢
u = /sN_lqosc(s)wﬁ(s)logw(s)ds du =tV qoe. (1)@ (t) log w(t)dt
R
N t2_N
dv = t~7Vdt =
v V=S
temos
Ro t RQ—N Ro
/ tl_N/ s gose(s)w” (s) log w(s)dsdt = == " qose(s)w (5) log w(s)ds
R R 2—N Jr
Ro t
_ /R e () () log (1)t
1 fo
< — tqosc(t 1 t)dt
< g3/ =0 og )
entao
1 fo
o(B) € v (R)+ - [ bt (t) log it dt+/ - N/ N1 ) gt
N -2/,
de 3.27 Ruwj(R)

N-2 Ro
O\ 1_ 7 th/ N-1 Q* d dt
N =2 ( <R0) > +/R R ’

assim, temos que v,(Rg) < wy(Ry) contradizendo a definicdo de Ry. Portanto v, < wy

= w(Ro)

para r > 0. E desta forma

Av=v(r)" " >0@)?@ e Aw=w(r)*" <w)?® em R", (3.30)
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pois v(x) = ve(|z]) > a > 1 e w(x) = wp(|x]) > v(r) > 1. Portanto v é subsolucao do

problema (3.1), pelo Teorema 2.10 de [14] existe uma solugao u para o problema (3.1) tal

que v < u < w em R".

Para o caso 8 = 1 apenas algumas mudangas serao necessarias, mas o passo a passo

da prova é o mesmo.

Vamos mostrar primeiramente que a integral

/000 Tosc()w (1) log w(r)dr

é finita. Para isso, seja f(x) = xlogz — 2*V e

. 1
)22 - xlglgo (2N — 1)a28-1 0

I logz I
:Eglgo gij*l o xL% (2N —_

entao

T—00 T—00 :C2N71

lim f(z) = lim 2?¥ (loﬂ — 1) = —00,

(3.31)

assim, para N > 0 existe M > 0 tal que x > M entdo f(zr) < —N. Assim para z

suficientemente grande f(z) < 0 e xlogx < 2?V. Ou seja, para r > C temos w(r) > M

entao w(r)logw(r) < w(r)*
| ratnmtosmrar < kit [ =)

(Ru/(R)_'_ﬁ) B
Como para o caso =1 temos w(r) = u(R)e\ -2 72N/ entao

>~ e 2NRu/(R) o
/ qusc(T)W(T) log W(T)dT S ]{}1 + / TQOSC(T)CQG N2 ¢ dr
0 c

< ki + k’z/ rqosc(r)eTer < 00.
c

Assim provamos que a integral (3.31) é finita. Agora podemos tomar b tal que

RU/(R)+ 1
N—-2 N-=2

b>v(R)+ /000 Tosc(1)w (1) log w(r)dr.

(3.32)

e continuando a prova analogo ao caso 0 < < 1 podemos concluir que (3.1) tem uma

solucao positiva. [ |

Provamos assim que o problema (3.1) tem soluc¢ao para o caso que ¢(|z]) < 1 desde

que |z| seja suficientemente grande.



Apéndice

A

A fungao f(u) = ul(x) satisfaz a

condicao de Keller-Osserman

Defini¢do A.1 Seja f :[0,00) — [0,00) € uma funcgdo de classe C' nao-decrescente tal
que f(0) =0, f(s) > 0 para todo s >0 e f(x) satisfaz

/100 F(lt);dt < 00 onde F(t) = /Otf(s)ds

entao a funcao [ satisfaz a condicao de Keller-Osserman.

A fungao f(u) = u? ¢ de classe C' em [0,00) e é nao-decrescente, pois
f'(u) = qui™t >0

e, além disso, f(0) =0e f(s) = s? > 0 para s > 0.

Uma funcao f :[0,00) — [0, 00) satisfaz a condi¢do de Keller-Osserman se

00 1 t
/1 (F(t))%dt<oo onde F\(t) .—/Of(s)ds (A1)
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a funcdo f(u) = u? satisfaz a condigao de Keller-Osserman, pois

P = [ ris)is

r

1
(F(t))7

dt

t 1
1 o 1
Lt (g+1)7
(q—i—l)pl_i :0_1_&1
P |1 P




Apéndice

B

Existéncia de uma solugao u(r) que
satisfaz (3.3)

Para mostrar que existe solugao para o problema (3.3) vamos usar o Teorema do Ponto

Fixo (ver [4]). Para isso, temos que mostrar que o operador

T(u(r)) = a—i—/OTth /Ot " Lg(u(s), s)dsdt

¢ uma contracao para r suficientemente pequeno.

Como a fungdo g é continua, usando aproximacao em C*°([0,r]), existe C' > 0 tal que
l9(u(s),s) —g(v(s),s)] < Clu(s) —uv(s)|.
Entao
1) = TO0) < [ 0% [ guts)9) - tols), )l ds
< [ [latuts).s) = atels) s

r t
= //C’|u(s)—v(s)|dsdt
0 Jo
T t
C’//|u—’u\oodsdt
0 Jo

IN



86

= Cilu —v|er?

para r € [0, Mé)

existe u(r) tal que u(r) = T'(u(r)) assim existe uma solu¢ao para a equagao (3.3). Portanto

temos T'(u(r)) é uma contracao, logo pelo Teorema do Ponto Fixo

u(r) = a+/Ortl_N/OtsN_lg(u(s),s)dsdt (B.1)

para r € [0, Cy).



Apéndice

C
Prova da Desigualdade (3.5)

Para facilitar os calculos no Lema (3.1.2) vamos usar o Teorema de Fubini na integral

que segue:

/th/Nl dsdt//t”““ (s),s)dsdt =

752—]\/' r
//zf1 NsN=Lg(u(s), )dtds—/RsN 1g(u(s),s)2_N8d3:

T 7,27N o 827N r
/ —— sV g(u(s), s)ds S/ s Ng(u(s),s)s™" tds =

R

n  2-N

/r sg(u(s), s)ds

R




Apéndice

‘D

Majorando Integral

Vamos usar o Teorema de Fubini para majorar a seguinte integral

[ [ gt 9) = gtunts) st = [ [0 gtua(o)0) = o). )las

0

_ /OT /: NN g(ua(s), s) — g(ua(s), s)|dtds = / sV g(ua(s), s) — g(ua(s), s)| /ST AN Jtds

2-N _ 2-N

N / N g(uals), s) — glua(s), s)|”

s s < / N g(ua(s), 5) — glua(s), s)[s> Vs
0 2 - N 0

= [ slatua(s).5) = gtuas).s)ds.

-



Apéndice
‘E

Propriedades das funcoes gx e ¢*

As fun¢des g.(z,7) g*(z,r) definidas na se¢do (3.2) como
gu(z,7) = min{ 2™ 27"} g*(z,7) = max{z%® 27"}
podem ser escritas por

Z‘]*(T) + Zq*(r) ’Z(I*("’) — Z(I* (r)’

go(z,7) = 2 2
N ZQ*(T) + Zq*(r) |ZQ* (T) — Zq*(T)|
De fato, se g,(z,r) = 2% = 20+(1) < 24°(") entdo

S0) L0 e0) W) ) 0 0) 4 e0) )
— = = Zq*(v') =g (Z T)
2 2 2 B

se gu(2,7) =20 = 20 < 2% entdo

Z‘I* (7’) _|_ Zq*(r) ’ZQ*(T) — Zq*(r)’ Z‘I* (7’) _|_ Zq*(r) — ZQ*(T) + Zq*("‘)

> > - 2 =270 = g.(z,7).

E Se g*(Z’T') e Zq*(T) = zl]*(T) Z Zq*(r) entao

2@ () () () a0 29x(r) " (r) 4 pan(r) _ Ha*(r) " i
SR 2 - 2 =2 =g (z,7)
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ese g*(z,r) = 27 = 220 <270 entdo

ZQ*(T) —+ Zq*(r) |ZQ*(T) — Zq*(r)|

ZQ*(T) + Zq* (T’) — ZQ*(T) _|_ Zq*(r)

2 2

2

27 = g (z,71).



Apéndice

F
A integral em (3.17) é finita

Vamos mostrar que a integral [ rqosc(r)((r) log ((r)dr ¢ finita. Primeiramente mos-

N

traremos que ¢(r)log(r) < ((r)*¥*. Seja a fungdo f(z) = xlogx — x*M* entao

log x 1
INA—1
fllx) = = (xzm\_1 + 22NA-1 2N)‘>

como

_logz . . 1
et — e e - e e -0 D)

entao usando (F.1) temos

1
lim f(z) = lim (zlogz —2**) = lim :1:2]\”‘( o8t —1):—oo<0.

T—00 T—00 T—00 r2NA-1

Para x suficientemente grande f(x) < 0 entao xlogx < 2 entdo

() logC(r) < Cr™™ = o(R)™ exp (%_;R) " w)

2N ARV 2
= v(R)* exp (%ﬁ) N = 0N

assim

/00 Tqosc(1)C (1) log C(r)dr < C’/OO rqosc(r)e)‘r2dr < 00.
0 0



Anexo 1

Considere o problema
Ay = g@)fw), @ € D,
u(x) — oo, com d(xz,002) =0

vamos estudar a existéncia de solugio u € W,2?(D) N C(D), onde D C R™ um dominio

limitado, g é uma funcao nao negativa e a funcao f é uma funcao nao linear que satisfaz:

f:[0,00) = [0,00) é uma funcio ndo decrescente C' tal que f(0) = 0e f(s) > 0 paras > 0

e f satisfaz a condicao de Keller-Osserman.

A funcao g é Cq-positiva se satisfaz:

"para algum z, € D satisfazendo g(zo) = 0, existe um sub dominio O C D contendo
xo tal que g(x) >0 Vo e dD."

entao o proximo teorema garante existéncia de solugao blow-up.

Lema F.1 Seja D C R™ um dominio limitado, e suponha g € C(D) e Cq-positiva em D.

Se f satisfaz a condicao de Keller-Osserman. Entao o problema

{ DNpu = g(z)f(u), xr € D,

u(x) — oo, comd(x,0D)—0

admite uma solugio ndo negativa u € W,5' (D) N C*(D) com 0 < o < 1.

A demonstracdo se encontra em [13].



Anexo 2

Lema F.2 Sejam x,y, € R" e seja <, >o0 produto escalar candnico de R"™. Entao:

cle —yP se p>2

<oz — [y Py e —y > > T —yl? (F.2)
(|x|| - |y’|)_2_p se l<p<?2

onde ¢ > 0 € uma constante que depende de p.

A prova desse Lema pode ser encontrada em [16]
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