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Resumo

Neste trabalho, explorando o conceito de grupo de Galilei, ¢ deduzida uma teoria de
representacao para a mecanica quantica simplética consistente com o método da func¢ao
de Wigner. E construido um espaco de Hilbert com uma estrutura simplética mediante
o estudo de operadores unitarios que fazem parte do grupo de rotacao e do grupo de
translacao, cujos geradores satisfazem a algebra de Galilei-Lie. Essa representacao permite
deduzir a equagao de Schroedinger para fungoes de onda no espaco de fase, cujas varidveis
carregam conteiido de posicao e momentum linear e estao associadas a fungoes de Wigner
via o produto estrela, isto é, o produto de Moyal. Como aplicacao, sera resolvido o

oscilador quantico amortecido.



Abstract

In this work, by exploring the concept of Galilei group, a representation for the sym-
plectic quantum mechanics is derived consistently with the Wigner function method. A
Hilbert space is built up endowed with a symplectic structure, by studying unitary opera-
tors describing rotations and translations, whose generators satisfy the Galilei-Lie algebra.
Such a representation gives rise to the Shroedinger equation for wave functions in phase
space, such that the dependent variables have the content of position and linear momen-
tum. The wave functions are associated with the Wigner function through the Moyal

product. As application, the quantum dissipative oscillator is solved.
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1 Introducao

A primeira tentativa de uma formulacdo da mecanica quantica no espaco de
fase foi proposta por Dirac, em 1930 [1]. Porém, seu formalismo nao se conectava com
a mecanica classica. Em 1932, Wigner obteve sucesso [2]. Seu objetivo inicial era efe-
tuar correcoes quanticas & mecanica estatistica, onde os fatores de Boltzmann continham
energias expressas tanto em funcao das coordenadas, quanto dos momenta. Ou seja, era
necessario utilizar a nocao de espaco de fase. Mapeando, entretanto, o espaco de fase da
mecanica classica Hamiltoniana em um espago de fase quantico através da substituicao
das variaveis posicao e momentum x e p, por operadores hermitianos Z e p, respectiva-
mente, que satisfazem a relacao de comutagao [T, p] = ihl, nota-se que a nogao de ponto
é perdida e a constante de Planck, A, dimensiona uma area minima no espaco de fase
(células de Bohr). Assim, as flutuacoes quanticas evitam a medida exata das varidveis
dentro dessa célula. A nocao de ponto fica recuperada quando tomamos o limite classico,

isto ¢, quando tomamos formalmente i — 0.

Esse formalismo proposto por Wigner tem se desenvolvido desde entao, sendo
aplicado em diversas areas, como a fisica nuclear, fisica da matéria condensada [3|- [6], a
Optica quantica [7]- [14], obtendo-se, inclusive, medidas diretas da fungao de Wigner em
armadilhas de fons, por exemplo [15]. Nesse formalismo, o estado do sistema é descrito pela
fungao de Wigner, f,,(q, p), originalmente concebida para ser uma fungao de distribuigao
no espaco de fase. Mas, apesar de ser real e normalizada, ela pode assumir valores
negativos, o que contraria o sentido usual da ideia de distribuicao. Por esse motivo ela
é conhecida como uma fungao de quasi-distribuicdo. Uma outra caracteristica é que
as variaveis dinamicas sao representadas por fungoes sobre o espaco de fase e nao por
operadores. Nesse formalismo de Wigner, cada operador representado por A e definido
em um espago de Hilbert, H, é associado a uma fungao, denotada por a,(q, p), no espago
de fase, I' [16]. Esta associacdo consiste em uma aplicagdo €2, : A — a,(q,p) tal que a
algebra associativa de operadores em H corresponde a uma algebra também associativa,

mas nao-comutativa em I'. Portanto, o produto de operadores, em H, fica definido em
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I' pelo chamado produto-estrela, ou produto de Moyal. O produto de dois operadores
¢ mapeado, entdo, da seguinte forma €, : AB — a,(q,p) * by(q,p). Assim, o produto
estrela de duas fungoes no espaco de fase corresponde ao produto de operadores no espago
de Hilbert e ¢ definido por [16]

AR Y
2 0,05-T,0, (4.

aw(q, p) * bu(q, p) = aw(q, p) p)-

E importante notar que o produto acima pode ser visto como uma aplicacio do operador

A = a,* atuando sobre uma funcao b,,, ou seja ﬁ(bw) = Qy * Dy

No formalismo de Wigner o produto de Moyal torna-se imprescindivel, pois ao repre-
sentar o estado de um sistema, a funcao de Wigner obedece a uma equagao analoga a de
Liouville - von Neumann, com o parentéses de Moyal substituindo o comutador, isto é

ihafw(q,p, t)

ot :{Hwafw}M:Hw*fw_fw*Hw~

Usando as propriedades do produto de Moyal, é possivel construir problemas
de autovalor dentro do formalismo de Wigner, sendo, portanto, considerado como uma
descricao alternativa da mecanica quantica a de Schroedinger, & de Heisenberg ou a das
integrais de caminho. Por outro lado, para se conseguir a descrigao completa de um

sistema quantico no espaco de fase I' é necessario:

1. escrever a equacao de Schroedinger do problema;
2. introduzir o operador densidade e em seguida, a equagao de Liouville-von Neumann;

3. determinar a funcao de Wigner.

Este procedimento ¢ intrincado, principalmente quando lidamos com sistemas nao-lineares
ou sistemas quanticos relativisticos, pois a construcao de simetrias de calibre ainda nao é
bem compreendida nesse formalismo, além do que nao é possivel visualizar efeitos de su-
perposicao. Uma solugao para estas dificuldades foi proposta por Oliveira et al. [17]- [19].
Estudando representagoes unitarias da algebra de Lie do grupo de Galilei e utilizando a
nocao de uma estrutura simplética associada ao produto de Moyal, a funcao de Wigner é
obtida por um caminho alternativo ao da equacao de Liouville-von Neumann. Nesse for-
malismo, a equacao de Schroedinger no espaco de fase é deduzida de maneira consistente.
A procura de resultados relativisticos, utilizando operadores do tipo a,* para estudar
representagoes unitarias e irredutiveis do grupo de Poincaré, Amorim et al. [20] mostrou

como escrever as equagoes de Klein-Gordon e de Dirac no espaco de fase.
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Nesse trabalho, ap6s uma revisao da funcao de Wigner e de suas propriedades,
exploramos as propriedades algébricas do produto estrela. Com esse ferramental mate-
mético é construida uma estrutura simplética utilizando o conceito do grupo de Lie das
simetrias galileanas (e nao a algebra de Lie), na qual {q, p} correspondem as coordenadas
no espaco de fase I', formando uma base para a construcao de fungoes de onda no espaco
de Hilbert Hp. Tais fungoes sao interpretadas como quasi-amplitudes de probabilidades
sendo associadas & funcao de Wigner de maneira que os resultados fisicos sejam obtidos
coerentemente. Aplicaremos esse formalismo ao oscilador amortecido quantico, obtendo

as funcoes de Wigner para cada estado.

A apresentacao desse trabalho estd disposta da seguinte maneira. No Capitulo
2 revisaremos o metodo da funcao de Wigner, explorando suas principais propriedades.
Ainda nesse capitulo, uma pequena revisao da funcao de Wigner aplicada a alguns estados
estudados na 6tica quantica também sera feita. No Capitulo 3 veremos como os operado-
res se comportam na representacao de Wigner, além de definirmos o produto de Moyal e
estudarmos suas propriedades, o que serd fundamental para encontrarmos uma equacao
que governe a evolucao temporal da funcao de Wigner. No Capitulo 4 serd construido
um formalismo alternativo daqueles existentes na literatura para a mecanica quantica no
espaco de fase adotando uma estrutura simplética. Serao obtidos operadores unitarios
representados por funcoes em I', que possuem uma interpretagao fisica coerente, satis-
fazendo a algebra de Galilei-Lie e tornando possivel escrever a equacao de Schroedinger
no espaco de fase. No Capitulo 5 aplicamos esse formalismo no problema do oscilador
harmonico e do oscilador amortecido no espaco de fase. No Capitulo 6 apresentamos

nossas conclusoes finais e perspectivas.
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2 Rewvisao do formalismo de Wigner

Em 1932, Wigner [2] percebeu que para altas temperaturas, a probabilidade
de uma configuragao dada pela teoria classica de Boltzmann é também compativel com a
teoria quantica. Porém, para baixas temperaturas era necessaria uma correcao. Para isso,
foi introduzida uma funcao capaz de calcular probabilidades tanto nas coordenadas quanto
nos momenta. Tal funcao é conhecida, hoje, como funcao de Wigner, que estatisticamente,
representa uma fungao de quasi-distribui¢ao (ou quasi-probabilidade) no espago de fase.
O formalismo proposto por Wigner tem sido utilizado em diversas areas como Optica
quantica e fisica da matéria condensada, tendo inclusive sua medicao sendo realizada
em experimentos de cavidade quéantica [15]. Esse capitulo é dedicado & revisdo desse
formalismo, definindo a funcao de Wigner através da matriz densidade e explorando suas
propriedades. Por ultimo, sera introduzido o produto estrela, ferramenta necessaria para
o desenvolvimento da mecanica quantica simplética e suas propriedades. A revisao é

baseada nas referéncias |18] - [21].

2.1 Matriz densidade

O conceito de probabilidade surge naturalmente quando se trata com problemas
de muitas particulas. Nesse universo, as ideias da mecanica classica dao suporte para
a formulacdo da mecanica estatistica. Assim, um ponto no espaco de fase representa o
estado do sistema e sua evolucao temporal é caracterizada por uma trajetoria bem definida
nesse espaco. Mas, no ambito microscopico é impossivel conhecer as condicoes iniciais,
tornando essa trajetoria nao definida. Na mecanica quantica, uma forma de lidar com

esse problema é representar o estado macroscopico de um sistema como sendo constituido
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de uma infinidade de estados microscopicos (ensemble) através do operador densidade *
p =2 wilti®)) (i), (2.1)

onde {|¢;)} sdo os estados microscopicos possiveis do ensemble estatistico e w; = 5& é

=)=

0 peso estatistico para o estado quantico [¢);). Considera-se que a matriz densidade p
contém todas as informacoes sobre o sistema e permite descrever qualquer sistema fisico.

Para estados puros, teremos

p(t) = [$(@) (W ()] (2.2)

O valor esperado de um operador A na formulacao da mecanica quantica estatistica
usual é dado por
(A) =Tr(pA) =Tr(Ap), (2.3)

com a matriz densidade, p, apresentando as seguintes propriedades,
(i) hermiticidade: p' = p;
(ii) trago: Trp = 1.

Para completar esse formalismo falta somente a equacao que governa a evolucao
temporal do operador densidade p. Essa equacao surge naturalmente da equacao de

Scrhoedinger,

L d
th—[¥(t)) = H@)lY(t),
onde H representa a energia total do sistema.

Derivando a matriz densidade, dada na Eq. (2.2), temos

oplt) _ 0 0
L= O]+ O @)

= L W) 0] + @) O,

Portanto, obtemos

ma‘;:) = [H(t), p(1))- (2.4)

Essa é a equacao que determina a evolucao temporal do operador densidade, conhecida

como equacao de Liouville-von Neumann.

LA notacdo utilizada nesse trabalho sera da seguinte forma: operadores usuais da mecanica quantica
ndo apresentardo chapéu e quando representados pelo alfabeto latino apresentardo letras maitisculas. O
chapéu sera utilizado para representar os operadores estrelas que serao construidos ao longo do texto.
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A partir de p é possivel introduzir uma formulacdo da mecanica quantica no
espaco de fase, conhecida como método da funcao de Wigner. A préxima secao serd

baseada na referéncia [21].

2.2 Definicao da Funcao de Wigner

Na mecanica quantica usual os operadores correspondentes aos observaveis posicao

e momento obedecem as conhecidas relacoes de comutacao

Q,Q=[P,Pl=0 e [Q,P]=ihl

e as equacoes de autovalores

Plp) =plp) e Qlg) = 4qlg)-

Os autovetores dos operadores posicao ) e momentum P formam um conjunto completo

no espaco de Hilbert, o que permite escrever as relacoes de completeza

/\@((ﬂdq =1
/Ip><p|dp =1

Além de serem ortonormalizados, ou seja

{ald) =d(q—q)
(plp') = d(p—1').

Assim, é possivel reescrever um operador arbitrario A que atua nos autovetores

do espago de Hilbert da seguinte maneira

AE /|q//><q//‘p//><p//‘A’p/><p/’q/><q/‘dq/dq//dp/dp//. (25)
Fazendo a seguinte mudanca de variavel

2p:p/+p1/ 2q:q/+q//

kzp"—p' z:q”—q/,
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que possui jacobiano igual a 1 e utilizando a funcao de onda associada ao autovetor do

momento na representacao da posicao

(qlp) = Nor

a Eq. (2.5) fica dada por

zqk k ipz y4
= o [ Rt A~ DeFlat D)o~ ldgdpdzar.

Reorganizando os termos dentro dessa integral de modo que

igk k
wulap) = [F i+ S|4~ L)k (26)
e
ipz z z
Alg.p) = [ eFla+ )= Sldz, (2.7)
a Eq. (2.5) leva entao a
1
A= — /aw(q,p)A(q,p)dqdp- (2.8)
2mh

Como estamos lidando com uma teoria no espaco de fase, é interessante que
tenhamos uma simetria entre as variaveis ¢ e p. Assim, de forma analoga, podemos

expressar as Eq. (2.6) e (2.7) na forma

—ipz z z
aula.p) = [ g+ 2|Alg— )dz (2.9)
e
—igk k k
Aa,p) = [ e p+ ) - Sldk. (2.10)

A funcao a,(q, p), em suas duas formas, é chamada de transformada de Weyl do operador
A. Se esse operador for hermitiano, o operador A(g, p) também o sera e a fung¢ao a,(q, p),
serd real. Nota-se, entao, que nessa forma de tratar a mecanica quantica, os operadores

hermitianos sdo representados por fungoes reais (do tipo c-number).

A funcao de Wigner é definida como a transformada de Weyl do operador

densidade, introduzido na Eq. (2.1), a menos de um fator de normalizacao. Portanto,

ipz

fula,p) = o h/dzeﬁ q—*!p!q+2> (2.11)
o 1 k k
fula.p) = 5 [ dke T (p = Zlplp+3). (2.12)
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Fica evidente que a funcao de Wigner ¢ real e é representada por uma transformada de
Fourier dos elementos nao diagonais da matriz densidade. Note que apesar de estarmos
trabalhando com apenas uma dimensao, a generalizacao para casos que possuam maior

niumero dimensional pode ser feita sem maiores problemas.

O operador densidade, dado pela Eq. (2.1), descreve estados mistos, porém vamos
considerar somente estados puros (Eq. (2.2)) ja que o foco deste trabalho nao esta na
mecanica estatistica. Deste modo, a definicao da funcao de Wigner se reduz a,

z

(g - 2)dz. (2.13)

fula.n) = 5 [ Fulla+ .

Analisando a funcao acima, podemos obter uma interpretacao mais pratica. Primeiro,

notemos que

z z s,
(g +5lp)plg = 35) = 5 et

Entao a fungao de Wigner, dada na Eq. (2.13) pode ser escrita na forma

z z

fula.p) = [ o+ Ha = Sz

Os brackets na expressao acima podem ser interpretados da seguinte maneira:

Ma+5lp)pla -

e (¢ — 3[1)) ¢ a amplitude de uma particula no estado 1 estar na posicao q — 3;

e (plg — 3) ¢ a amplitude de uma particula na posicdo ¢ — 5 ter momento p;
e (q¢+3|p) ¢ a amplitude de uma particula com momento p estar na posicao q+3;

e (Y|g+3) ¢ a amplitude de uma particula na posi¢ao q + 5 ainda estar no estado 1.

A integracao sobre z fornece a fun¢ao de Wigner, que representa a superposigao de todas as
possiveis trajetorias quanticas do estado v entre as posigoes ¢— 5 e ¢+ 5, que se interferem
construtivamente e destrutivamente, provendo uma distribuicao de quasi-probabilidade
no espaco de fase, nao podendo ser, portanto, interpretada como uma distribuicao de

probabilidades, pois apesar de ser real, pode assumir valores negativos.

Tomemos como exemplo o oscilador harmoénico. Em unidades atémicas e tomando

m = w = 1, o hamiltoniano fica dado por
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e as solucoes para o estado fundamental e para o primeiro estado excitado sao, respecti-

vamente,
1.1 _¢2
= (i~ 7
Yo(q) (W) €
e
4.1 &2
dalg) = (-)iawe s

A fungao de Wigner correspondente a cada estado pode ser calculada através da Eq. (2.13).

Entao, para o estado fundamental
. z z
fula:p) = /e”’z%(q +5)vole = 5)dz

1
fo(q.p) = —e @, (2.14)
m

E, para o primeiro estado excitado

fala,p) = /6"’”‘2/11(61 + g)%(q - %)dz

1 2, 2
flig,p) = —e @77 (2p% 4 247 — 1), (2.15)

As fungoes dadas pelas Eqs.(2.14) e (2.15) possuem os seguintes comportamentos no

espaco de fase, dadas nas Fig. 1 e 2, respectivamente,

Figura 1: Funcao de Wigner para o oscilador harmonico, estado fundamental
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Figura 2: Funcao de Wigner para o oscilador harmonico, 12 estado excitado

Se fizermos o produto escalar das fungoes de Wigner associadas a cada estado no

espaco de fase, teremos
/ﬁ@@ﬁ@@@@z&

Esse resultado mostra que a funcao de Wigner, apesar de ser real, pode assumir valores
negativos. Portanto, nao pode ser interpretada como uma distribuicao de probabilidades
no espaco de fase. Generalizando, se fy, e f4 sao duas fungoes de Wigner associadas,

respectivamente, aos estados [1)) e |¢), entao

(o) |* = 27Th/fi(q,p; t) fo(q, p; t)dgdp. (2.16)

O produto entre os estados pode ser positivo ou nulo, caso sejam ortogonais como mos-
trado para o oscilador harménico. Se for esse o caso, a integral é nula. Porém, as fungoes
fu e fp nd0 sao necessariamente nulas, nos forcando a concluir que podem assumir valores
negativos. Por esse motivo a funcao de Wigner é conhecida como uma distribuicao de
quasi-probabilidade, ja que, quando integrada, pode ser interpretada como uma distribui-

cao de probabilidades de varidveis fisicas, como veremos a seguir.

2.3 Propriedades da Funcao de Wigner

O fato da funcao de Wigner assumir valores negativos é motivo de muita discussao
na literatura. Essas regioes sao associadas a nao classicidade de um sistema, e nos forca
a nao aceitar a funcao de Wigner como uma distribuicao de probabilidades. Porém,
densidades de probabilidades sao conseguidas se a integrarmos. Ou seja, a funcao de

Wigner possui certas propriedades inerentes a interpretacao fisica de um sistema.

Primeiramente, nota-se que a funcao de Wigner é limitada. Tomemos como
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exemplo um estado puro, dado pela Eq. (2.13),

fula.p) = 5 h/ Fyilg+2) w(q—g)dz.

Se definirmos as fun¢oes de onda normalizadas

1 ipz ya 1 z

5) e pa(z) = E@D(f - 5)7

vemos que a fungao de Wigner pode ser interpretada como o produto escalar

fu(a,p) /dzs01 )ipa(2) = 1h<9011902>,

e, portanto,
1
|fula, p)l = —[{prlp2)].

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz

[(p1]@2)]* < {p1le1)(palepa),

temos que, ja que as funcoes p; e @9 sao normalizadas,

[{1]p2)? < 1.

Portanto,

)| < —. 2.17
fulap)l < — (217)
Assim, a funcao de Wigner para sistemas puros normalizados nao pode assumir valores
maiores que %

Densidades de probabilidades sao obtidas integrando a fungao de Wigner no

espaco de fase. Vamos comecar integrando a funcao de Wigner em relacao a p.

ipz

1
/dpfw(qm) = (%h)/dpddq - §|p|q+ §>6 A

Se recordarmos que a funcao delta de Dirac, em sua forma integral, é expresssa por

§(x) = 5= [ e dk, podemos encontri-la reorganizando os termos dentro da integral acima.
2

/dpfw(q,p) Z/dz !p!qu 2 h /dpe

Notamos, dessa forma que o termo entre parénteses é a fun¢do delta de Dirac 6(z). Assim,

[ dvfulan) = [ dza = Slola+ 2)a(2)
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Lembrando que a func¢ao delta tem a propriedade [ f(x)dé(x)dz = f(0), encontramos o
seguinte

[ dvfula.p) = lalola)

Essa propriedade mostra a densidade de probabilidade de se encontrar uma particula

entre g e ¢ + dg.

Analogamente, podemos integrar a funcao de Wigner em q.

by
/dqfw(qm) /dpdk *\p\p+ > :

Novamente, separando as integrals

[ datuta.n) = [ dito=Slolo+ 5 [ dae ).

notamos que o termo entre parenteses ¢ a funcao delta de Dirac, d(k), e assim

[ dafula.n) = [ dbip— Clolp-+ )i (k).

Utilizando, outra vez, a definicao da delta, tem-se

[ dafuta.p) = @lolp).

que expressa a densidade de probabilidades para se encontrar uma particula com momento

entre p e p + dp.

E interessante notar que a integragao em p revela uma densidade de probablidade
nas coordenadas e em ¢, nos momenta. Mas, além disso, podemos também integrar sobre

todo o espaco de fase. Entao,

2y,

_ 1Dz z
/fw(q,p)dqdp = (2rh) ™ /dqudpewp(%)@ - 5\/}\6] +3

Se for calculada a integral na variavel p, tem-se
: : z z zpz
/fw(q,p)dqdp = / dzdq(q — 5 lpla + 5)((27h)” /dpe :
onde o termo entre parenteses é a funcao delta de Dirac. Com isso, temos

/fw(q,p)dqdp = /dde<q— %\P|Q+ §>5(2)

— [ datalpla) = Tro = 1.
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Ou seja, a funcao de Wigner é normalizada, o que expressa uma consisténcia com a
normalizagao da matriz densidade. Agora, se a integracao sobre o espaco de fase for
realizada em um produto de duas fungoes de Wigner referentes a dois estados distintos,
caracterizados por p; e po, encontraremos uma propriedade que diz respeito ao traco do
produto de duas matrizes de densidade. Dessa forma, usando a Eq. (2.11), segue que

21
2

22

1 Doy z
/dqdpfwl(q,p)fm(qm) = (7)2/dqdpd21d226ﬁ( ) (g Loy
2mh 2 2

)
(= lpolo+

).

A integragao em p revela-se uma delta de Dirac, d(z; +22), de forma que, apos integrarmos

em zo, teremos

21

1 z
[ dadpfu, (@) funla.p) = 5 [ dedzs(e = ol + 5

Z1 21
Mz + E\PQ\»’U - 5>-

Fazendo a mudanca de variaveis

chegamos a
1
[ dadpfus(@.0) fusla.p)s_ [ da'da”(a"|pu]a’) (@ pofa").

Utilizando a relagao de fechamento, temos

1 i 1 /i
/dqdpfwl(q,p)fm(q,p) = %/dﬂf (2" | prp2]z”),

que pode ser escrito como

/ dqdp fu, (¢, p) fuw.(q,p) = %Tr(pmz)-

Ou seja, o traco do produto de dois operadores densidade pode ser determinado pelo
produto das funcoes de Wigner correspondente integrado sobre todo o espaco de fase. Se
for considerado o estado puro, dado pela Eq. (2.2), associado ao fato que Tr|u)(v| = (v|u),

temos .
/dqdpfwl(q,p)fm(q,p) =57 (11h2) 2.

Note que caso os estados sejam ortogonais, isto &, (11|t9) = 0, entao

/dqdpfwl (q7p)fw2 ((Lp) = 0.

Resultado que nos leva a concluir que a funcao de Wigner pode assumir valores negativos,
sendo interpretada como uma funcao de quasi-probabilidades, como ja foi discutido na
Eq. (2.16).



22

A parte negativa da funcdo de Wigner pode ser vista como um fator de nao
classicidade de um estado, pois para interpreta-la como uma distribuicao classica de pro-
babilidades seria necessaria sua nao-negatividade. Porém, isso s6 acontece com os estados
coerentes e com os estados de vicuo comprimido, pois possuem comportamento analogo
ao classico. Portanto, a negatividade da funcao de Wigner pode ser interpretada como
uma assinatura do nivel quantico do sistema. E possivel obter um indicador da nao clas-
sicidade de um sistema através do volume da parte negativa da fun¢do de Wigner [22]. O

dobro do volume da parte negativa pode ser escrito como

M¢%=/ﬂmwﬂﬁx%m1—ﬂx%m}

Assim, (1)) corresponde a um indicador de negatividade para um estado [¢), que, utili-

zando o fato que a funcao de Wigner é normalizada, pode ser escrito como

1) = [ dadplfula.p)| - 1. (2.18)

Note que, por definicao, n deve ser igual a zero para os estados coerentes e estados de

vacuo comprimido.

Em resumo, podemos listar as propriedades vistas até aqui.

e Propriedade 2.3.1

(@) = [ fula,p)dp = (alpla) (2.19)

e Propriedade 2.3.2

G = [ Fala p)da = plolp) (2.20)

e Propriedade 2.3.3

/M@MMWZTmzl (2.21)
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2.4 A funcdo de Wigner na Optica Quantica

O estudo da interface entre a fisica quantica e a classica tem inspirado diversos
trabalhos, principalmente na 6ptica quantica, na qual encontra-se frequentemente proble-
mas na caracterizacao de campos, que possuem comportamento aparentemente classico,
mas com importantes aspectos quanticos. Para isso é necessario investigar que tipo de
estado quantico pode ser visto como o mais proximo possivel de um estado classico, isto é,
aquele que possui a menor incerteza possivel nas varidveis posi¢ao, momentum e energia,
simultaneamente. O estado coerente, definido como o autoestado do operador destrui-
¢ao, [23]

Ala) = ala), (2.22)

satisfaz essas condicoes. Aqui, a corresponde ao autovalor do operador destruicao A.

Vamos considerar o caso do oscilador harménico como ilustracao. Seu hamiltoniano

é dado por

P2 mw?Q?
N Q

H=— ,
2m 2

onde w = 1/%, P e @ sao os operadores correspondentes ao momentum e a posicao,

respectivamente. O operador destruicio A e seu conjugado, o operador criacio Af, sdo

definidos como [24]
k 1P
A=, +
2hw ? V2hwm

k Q- 1P
2hw V2hwm

(2.23)

Al =

Dessa forma,
1
H = hw(ATA + 5) [A, AT] = 1.

[H,A] = —hwA  [H, AT = hwA.
A equacao de autovalores para o hamiltoniano é escrita como

H|E,) = E,|E,),

e, portanto
HAYE,) = (B, + hw)|E,)
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HA|E,) = (E, — Iw)|E,).

Segue que podemos obter uma sequéncia de autovalores na forma E + nhw para qualquer
inteiro n. Considerando que Ej seja o menor valor possivel para a energia, a sequéncia
deve terminar de forma que

A|Ey) = 0.

Portanto, Ey = %“’ e os autovalores do hamiltoniano sdo E, = (n+ %)hw Definimos entao

o operador nimero N = ATA, que obedece & equacio de autovalor
N|n) = nln).

Como o hamiltoniano H e o operador ntimero N sao observaveis, o estado |n) forma uma

base ortonormal na representacao de n. Assim,

WW:%/6§WW:L

E entao, podemos deduzir que

Aln) = Valn - 1)

Afln) = vn +1|n + 1).

Aplicando o operador AT no estado |0) chegaremos & seguinte relagao

In) = |0). (2.24)
Como n representa o nimero de quanta de energia de um determinado estado, na optica
quantica, n corresponde ao numero de fotons e o estado |0), ao estado de vacuo.

Para encontrarmos os estados coerentes, precisamos resolver a equacgao de autova-
lores que o define, dado pela Eq. (2.22). Porém, note que como A nao é hermitiano, seu
autovalor o pode néo ser real e |a) pode nao formar uma base ortogonal. Vamos, entao,

expandir o estado coerente usando a relagao de fechamento escrita na representagao de n

mziwwmziMwm

Substituindo essa expansao na Eq. (2.22), temos

Ala) = i co(a)yv/njn — 1) = i::acn(a)m).

n=1
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Como o termo para n = 0 é nulo, a primeira soma corre de n = 1 até oo. Fazendo a

mudanca n — n + 1, ficamos com
Z 1 (a)v/n+1n) =) ac,(a)|n)
0

Multiplicando ambos os lados por (n'| usando o fato que (n'|n) = d,,/, encontramos a

relacao de recorréncia
Cnr1(@)yV/n + 1in) = ac, (),

e, portanto
an

cn(a) = ¢
() N
A constante ¢y pode ser encontrada através da normalizacao

{(ala) =1 =|cf? ZO ZO \/_

e entao,

Assim,

laf? = a”
la) =e” In). (2.25)
T4V
Em relacao ao estado de vacuo, podemos usar a Eq. (2.24) para chegar a
) = e~ 04T |0). (2.26)
Note que
‘&‘Qn

o) = et

Y

n!

isto é, a probabilidade de termos n fotons é representada por uma distribuicao de Poisson.

Uma importante propriedade dos estados coerente é que eles nao sao ortogonais.
Isso pode ser visto através do produto escalar de dois estados coerentes com o auxilio da
Eq. (2.25)

_lal2+181% +w\2 X /At
|

(Bla) = ¢ >3 T min),

o que nos leva a

(Bla) = 25 o
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Entao,
[(Bla)[? = 7T,

isto &, os estados tornam-se aproximadamente ortogonais com o aumento de |a— |2, Uma
consequéncia desse resultado ¢ que o estado coerente forma um conjunto super-completo

de estados, onde a relacao de fechamento, assumindo a complexo, é dada por

/dza|oz><oz| —1, (2.27)

™

onde 1 é o operador identidade.

Para verificarmos que o estado coerente corresponde a um estado de incerteza minima,
é necessario calcular os valores esperados dos operadores @, P, Q? e P2. Usando as

Eqgs.(2.22) e (2.23), temos que

(@) =\ (ol + Alla) = /(0 + )

(P) = it " 0] A~ Allo) = /" (0 — )
(2.28)
Q% o (@*? 4+ a® + 2% a + 1)
(P?) = FLT;M(OX‘2 +a? — 2a%a — 1).
Portanto, "
(AQP = (@) ~ (@) = 5
e
(PP = (P — (P2 =",
ou seja,
AQAP = Z,

que é o menor valor permitido pelo principio da incerteza. Assim, o limite classico da

mecanica quantica pode ser dado pela descricao de um estado coerente.

Através da relagdo de fechamento, dada pela Eq. (2.27), é possivel expandir
qualquer operador definido no espaco de Hilbert em termos do estado coerente. Ou ainda,
podemos expressar o operador densidade em termos de uma funcao, do tipo c-number,
de uma variavel a do estado coerente. Isso pode ser realizado por diferentes maneiras,

sendo a representacao () de Husimi, a P de Glauber e a de Wigner as mais comuns. Na
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representacao (), a ideia é gerar uma densidade de probabilidades usando os elementos
diagonais do operador densidade na representacao do estado coerente. Na representacao
P, o operador densidade é representado pelo conjunto estatistico de estados coerentes.
Na representacao de Wigner, o objetivo é construir uma funcao de distribui¢ao conjunta
das variaveis canonicamente conjugadas, ¢ e p, que se assemelhasse a uma distribuicao
classica de probabilidades. Portanto, as funcoes () de Husimi, P de Glauber, e de Wigner

sao definidas, em termos do estado coerente, respectivamente, como ( [25] e [26])

Qe %) = ~(alpla) (2.29)
p= / aP(a,a*)|a){al, (2.30)

(S
fuwla, /dQ)\e_m J’)‘*“Tr{pe’\AT ATAY (2.31)

onde (A, \*) = Tr{pe’\ALA A1 corresponde a fungdo caracteristica, isto é, sua transfor-
mada de Fourier determina a funcao de Wigner. Todas as funcoes sao normalizadas e
representam quasi-distruibuicoes no espago de fase. A Eq. (2.31) corresponde a mesma

daquela representada pelas variaveis g e p, dada pela Eq. (2.11).

Para demonstrar esse fato, primeiramente vamos reorganizar a Eq. (2.31) da

seguinte maneira

Jw(o, o /d2/\Tr{pe ARG (2.32)
j& que A e v sd0 niimeros complexos e nao operadores. De acordo com a Eq. (2.28), temos

o — \/Z<Q> + ;L’i;%, (2.33)

onde n = . Substituindo a Eq. (4.30) na Eq. (4.29) e fazendo (Q) = q e (P) = p, segue

que

que

Juw(a, o /d2>\Tr{pe\/§q QAN =57z (- PO+X)y

A integral é realizada no plano complexo, de modo que A = g + i\; e d\A = dArd);

Assim, fazendo a mudanca de variaveis

,u\rx\ea \/>)\R,

encontramos
fuwla,a®) = /d,udaTr(pei“(Q’q)’w(P’p)). (2.34)

A mudanca de variaveis precisa ser compensada de modo que a probabilidade seja con-
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servada. Assim,
fuw(a, a®)dada™ = f,(q, p)dqdp,

e, portanto,

fula,p) = thfw(a,Oé*)-

Substituindo esse resultado na Eq. (2.34), e introduzindo a relacao de fechamento na

representacao da posicao, [dq'|¢')(¢'| = 1, ficamos com

1 ABVANYV i —q)—ic(P—
fu(a,p) = (27 )2 /d,udaTr </dq | {(q|pe m(Q—q)—io (P p)>’

onde, rearranjando os termos, temos

1

fuw(a,p) = )2

/dludo_dq/efiuquiap<q/‘p€iuQ7iaP’q/>.

Note que, como () e P comutam com seu comutador, podemos usar a relacao de Baker-

1 .
Hausdorff, eAt? = eAeBe 248l entio
—ipoch

ez,uQ—wP — eer—zoPe 5

z

Fazendo o = 3

e usando o fato que o operador P é gerador de translacao na posicao, isto

é, e 7 |q) = |g+ 2), e em seguida, e™#Q|q + z) = €(4+)|q + 2), segue que

1 ‘ / f—q+2 iz, /
fulq,p) = WL/dqu (/dllﬁq q+2) e (d]pld + z).

O termo entre paréntese é funcao delta de Dirac, o que nos leva, finalmente a

z

1 izp z
fw(q,p) = %/dze g — §WQ+ 2>,

como queriamos demonstrar.

Como ilustragao, seguem algumas aplicagoes.
Estado coerente

Para o estado coerente, o operador densidade é dado por

p = lao)(aol.
Substituindo-o na Eq. (2.31), e usando o fato que Tr|u)(v| = (v|u), temos

1 _ * * T_y\*
fulaya) = =5 [ dAe 0 g ¥ Ajag)



29

Porém, novamente usando a relacao de Baker-Hausdorff,

Ty oy —[A12
eAA AAZe)\Ae/\Ae 5

Assim,
2y AN —a*)+A* (a—ap)— ‘MQ}
fuwla, a® d“ e ,
o que nos leva a
* 2 —2|a—ap|?
fula,a®) = =e oI, (2.35)
T

Estado Térmico

Em termos da fungdo caracteristica, a funcdo de Wigner dada pela Eq. (2.31) é

escrita como
f (OéOé /d2 —Aa*+ A\« (A )\*)
2
Para o estado térmico, a funcao caracteristica é dada por

+1)
-1

Y

St
5

B
&5

XA ) =e e

onde k é a constante de Boltzmann e 7', a temperatura absoluta. Portanto, a funcao de

Wigner, para o estado térmico fica

h
1 Nk (ek%}’+1>
_ * * 2 hw
fulosa®) = = [d@aeme¥ae A\
7-‘-2

que, integrando sobre todo o plano complexo, nos leva a

2 h 2 Tw
Jur(o,a) = —tanh ( ~ > g2l tanh (57 ) (2.36)
Estado de Fock (Estado Numero)

O estado ntmero ¢é caracterizado pelo ntumero de quanta de energia, ou fétons, e

o operador densidade é dado por

Se compararmos com a matriz densidade do estado térmico

pr=(1—e" 75 Ze ngf\n
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. _hw .
podemos relacionar os operadores de cada estado. Fazendo z = e~ # o operador densidade

para o estado térmico fica dado por
pr=(1-2)>_ z"[n)(nl.

Como os operadores sao proporcionais, as fungoes de Wigner para cada estado também

serao. Portanto, podemos fazer a seguinte relacao
for(a,a®) = (1= 2) > 2" fun(a, o). (2.37)

Substituindo z = e~ % na Eq. (2.36) temos

2 1_Z _ 1—=2 a
Jur(o,a) = T <1 + z) e (i) |2,

que nos leva a

4|a|2 liz

2 2€
” N — Z(1 — —2|a
furlaa®) = 2(1 = ) 2o

E possivel identificar esse resultado como uma fungao geradora dos polindmios de La-
guerre, ja que

Y =Ly(z)"=(1+ z)le .
n=0

Assim, a funcao de Wigner para o estado térmico fica

2(1— 2)e 2 S L (dlaf?)(~1)"2",

for(a,a®) = —
w bl 7]_ n:0

e com o auxilio da Eq. (2.37), a fungao de Wigner para o estado de Fock fica dada por
2
Fonlo, @) = (=1)"Ze 2P L (4]a?). (2.38)
T

Para que este formalismo fique completo, é necessario estudar como é a represen-
tacao dos operadores quanticos no seu contexto e quais as suas propriedades. O proximo

capitulo sera dedicado a este assunto.



31

3 Propriedades Algébricas do
Formalismo de Wigner

Neste capitulo faremos uma revisao das propriedades algébricas do formalismo de

Wigner, que serao utilizadas nos capitulos seguintes.

3.1 Operadores na Representacao de Wigner

Conforme foi discutido, os operadores quanticos sao substituidos por fungoes no
espaco de fase (transformada de Weyl) nessa representagio que esta sendo abordada, vide
Egs. (2.6) e (2.9). E que a funcdo de Wigner relaciona-se com a matriz densidade de

modo que
fw = 27h) " py. (3.1)
Como uma das metas da mecanica quantica é calcular valores esperados, precisamos saber
se essas fungoes estao de acordo com a estrutura padrao. Ou seja, é necessario conferir se
a relacao
(4) = (WIA[) = [ dadpau(a.p)fulap) = TroA (3.2
¢ valida. Vamos, entao substituir as Eqgs.(2.6) e (2.11) na integral acima.

'Lpz,

1 ipz/ Z, Z/ ipz’ Z/ Z,
(A) = (57) [ dadpdzdz'e"s g = 5|AQ, P)la+ 5)e g = Slpla + 5).

Organizando os termos,

1 ip(z+2") 2 z 2 Z
(A) = ((%) Jdpe 7)) [dqdz'dZ {(q — 3| AQ, P)lq + £){q — Zpla + %),

fica claro que a integracao em p é a funcao delta de Dirac. Assim,

/

(4) = [ dadzdz'{a = ZIAQ P)la+ ) — Slola+ 5)0(z + 2)
— [ dadz(a - 1A@Q Pla+ )a+ S lola - 3).
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Fazendo a mudanca de variavel, que possui jacobiano igual a 1

QZ(C]—§)
?Z(qugh

tem-se,

() = [ daaz{alA@, P)[=)(zlpla)
= TrpA=(A).

Portanto, as funcoes c-number sobre o espaco de fase que representam os operadores

quanticos no espaco de Hilbert sao compativeis com a teoria quantica padrao.

Algumas propriedades importantes surgem desse formalismo. Por exemplo, se
tivermos um operador independente de @, isto é A = A(P), entdo o seu reciproco na
abordagem de Wigner também sera da mesma forma funcional, com a diferenca que os
operadores P serao substituidos pelas variaveis p. Isso pode ser facilmente visto se for

feita uma expansao de A(P) em séries de P.
P2
A(P) = A(0) + PA'(0) + ?A”(O) + ...

Substituindo essa expansiao na Eq. (2.6), tem-se

—ky, K P k
aw(a,p) = [ keI (p— TIA0) + PA(0) + S AT(0) + . lp+ 5.

Porém, P|p) = p|p), entao

aw(ap) = A0) [ drelF ><p_’;|p+>

—igk

, ko ok k
+4 (0)/dk’€( g )(P+§)<p—§|l)+§>

+A"(0) [ ey P kK

Como (p — £|p+ &) = 6(k), apos o calculo da integral em k, chega-se a
2
au(p) = A(0) + pA'(0) + TA"(0) + .. = A(p).

Analogamente, se o operador for independente de P, (A = A(Q)), entao a,(q,p) =

A(q) por razoes anédlogas. Agora, basta expandir (()) em séries de @,

2

A(Q) = A(0) + QA'(0) + iA”(O) -
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e substituir na Eq. (2.9), isto &

Q

2
w(q, D) /dze % (q — %\A(O) + QA (0) + A”( )—i—...]q—i—%).

Agora, Qlq) = q|g), entdo

L z z
aw(q,p) = /dze 0 q—*|q+§>
A'( /d g+ g -2
+ | dze Q +2)<q Iq+2>
z\2
+A” /dze 0 (qz 2) <q——|q+ 2>+

Utilizando a propriedade da delta 0(z) para calcular a integral em z, chegamos a
2
aw(q) = A(0) + gA'(0) + %A”(O) +...= A(q).

Mas se o operador for independente tanto de (), quanto de P, isto é, for uma
constante, entao a fungao reciproca também o sera. Essa propriedade segue facilmente se
substituirmos A(Q, P) = ¢ na Eq. (2.9).

1Pz z z
aula:p) = [ dzeap(2=)a — lela+ 2).

Como constantes nao atuam em kets e notando que (g — %\q + %) = §(z), chegamos a

ay(q,p) = c/dzexp(i%z)é(z).

O que, apoés a integracao em z, leva a
aw(q,p) = c = A(q,p).

Vimos que funcao de Wigner, quando integrada, resulta em probabilidades. E ja
que a mesma exibe a mesma forma da transformada de Weyl dos operadores, podemos
explorar também a integracao dessas fun¢oes. Comecemos integrando a Eq. (2.9) sobre

todo o espaco de fase.

/dqdpaw q,p) /dqdp/dze (¢ — *|A(Q P)lg+ >

Reorganizando os termos, podemos notar a funcao delta na forma integral.

/dqdpaw(q’p) = /dqdz<q — §|A(Q7 P)|q + §>(/ dpe(”’%))
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Dessa maneira,
[ dadpaa.p) = [ dadzlg = SIAQ. P)la+ ) (2rh)o(2).
o que nos leva a
| dadpa,(a.p) = 2ah( [ da(glAQ. Pla) = TrA

Ou seja,
TrA = (27rh)’1/dqdqaw(q,p).

Agora, se integrarmos a Eq. (2.9) em p, teremos
_ (%) g 2 i
dpay(q,p) = [ dp | dzem{q = S|A(Q, P)lg + 3).
Reorganizando novamente os termos, identificamos a forma integral da delta de Dirac.
— i i (%)
dpas(g,p) = [ dz{q = 5AQ, P)la + 5)( | dpe =)
Apos a integracao em p, tem-se
z z
[ dvauta.p) = [ d=lg = JJAQ. P)lg+ 3)(2wh)o(2).

Ou seja,

[ dpauta.p) = (27h){alA(Q. P)la).

Por simetria, a integragdo da Eq. (2.6) em ¢ fica

—igk k k
/dqaw(q,p) = /dQ/dke( w e = S1AQ P+ 3).
Apo6s uma integracao anédloga a feita anteriormente, teremos
k k
[ daauta.p) = [ dk(p = SIAQ. P)lp + 5)(27m)o(k).

Entao,

[ daa.(a.p) = xR BIAQ P)lp).

A proxima propriedade sera de grande valia para construirmos o produto de
operadores nesse formalismo e diz respeito aos elementos nao diagonais de um operador.

Para isso, vamos usar a regra de quantizacao de Weyl. Uma funcao cléssica no espago de
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fase pode ser expandida através de

i(og+Tp)

A(q,p) = 5 h/dadTe nooa(T, o),

onde 7 esta associado & posicdo e o ao momentum no espaco de fase. A quantizacao é

feita substituindo as variaveis g e p pelos operadores () e P.

]_ i(o T
A(Q,P) = %/dadm e P)Oé<7', o)

Podemos, entao, calcular os elementos nao diagonais da seguinte maneira

Z(GQ+TP)

¢ ). (3-3)

(@A) = 5 [ dodrao, 7)ig

A+B A L(A, B

Utilizando, a relagao e = eteBe2 o bracket dentro da integral fica

i(cQ+T1P) 0@ itP ioT

e 3 |q>:<q|eh€h@25’q>

(q

O operador P na representacao da posicao é gerador de translacoes e |¢) é autovetor de

Q, isto é

en|g)=1lqg—7)
Qle) = qlg)-

Assim, ficamos com
i(cQ+T1P) o (]

(gle™ 7 |¢) = eFWDg(qg— ¢ + 7).

Substitiuindo na Eq. (3.3), temos

1 ig () _ T
<q’A‘q/> = ﬁ/dadﬂl(a, T)ef(q *5)5((] — C]/ + 7-)'

Portanto,
(q|A =5 h/dae (@'+a) (0,4 — q). (3.4)

Resumindo, temos as seguintes propriedades
e Propriedade 3.0.1
Se A = A(P), entao a,, = A(p)
e Propriedade 3.0.2

Se A = A(Q), entio a,, = A(q)
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Propriedade 3.0.3

Se A = constante, entao a,, = A

Propriedade 3.0.4

TrA = (27h) ™! /dqdqaw(q,p)

Propriedade 3.0.5

[ dpauta.p) = 27h)(glAQ. P)lq)

Propriedade 3.0.6

[ daaula.p) = (27h) (bl AQ. P)lp)

Propriedade 3.0.7

Apos estudarmos os operadores e suas propriedades, o proximo passo serd focado
no produto de operadores na representacao de Wigner, o qual ¢ fundamental na descri¢ao

da dindmica de um sistema.

3.2 O Produto de Weyl-Moyal (produto-estrela)

Na representacao de Wigner, o produto de dois operadores quanticos AB é escrito

na forma
/dze 2 q—f|AB]q+ 2>

que, introduzindo a relagdo de fechamento [ dg|q){(q| = 1, fica

(AB)w = [ dzdq/e (= 2| Ald)(d|Bla + 3).

2

Usando a Eq. (3.4), temos
(AB), =  (2mh) _z/dqu’ei%z /dgdgfe%(wq’—%)@(g’ d—q+ g)

XTI B! g — o + %)-
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Fazendo as mudancas de varidveis; 7 = ¢ —q+ 5 e 7' = ¢ — ¢’ + 3, chega-se a

i(cq+7p) i(o'r4o7’) ;g ie’atT'p)

(AB), = (2mh)~? /dada’dfdr’e#a(g, e m o Blo!, e
O fator e =5 pode ser substituido de modo equivalente por e%, onde A ¢ o operador

bidiferencial

= =
A=9,8,- 5,0,

As setas indicam o sentido em que os operadores diferenciais sao aplicados. Portanto,

i(o0g+7p) i(o’q+7"p)
R

fazendo A, (q,p) = [dgdpe™ 7 a(r,0) e By,(q,p) = [ dgdpe

de operadores na representacao de Wigner fica escrito como

B(7',0"), o produto

(AB)w = Aw(q, p)e? Bu(q,p),

ou
—iA

(AB)y = Bu(q,p)e Ay(q,p).

Dessa forma, a operacao denominada produto-estrela fica definida como [27]

(AB)y = Au(q, p)e? Bu(q,p) = Auw(g,p) * Bu(g, p). (3.5)

Note que o produto-estrela nao é comutativo e relaciona o formalismo proposto por Wigner

com o formalismo de quantizagao proposto por Weyl.

O proximo passo serd estudar o produto-estrela e suas propriedades, pois é a partir
dele que definiremos operadores que ajudarao a estabelecer uma representacao simplética

para a mecanica quantica, no capitulo 4.

3.3 Propriedades do Produto-estrela

O produto-estrela é uma das ferramentas matemaéticas mais importantes para
a descricao de Wigner da mecanica quantica. Em toda equacao dinamica envolvendo
a funcdo de Wigner estara o produto estrela envolvido. Além do que o produto-estrela
é peca-chave para a definicao do operador-estrela, que serd explorado na construcao de

representacoes unitarias de uma mecanica quantica simplética.

Na intencgao de facilitar a visualizacao de algumas situacoes, vamos reescrever o
produto-estrela de algumas formas diferentes, porém equivalentes, que se reduzem uma

na outra. O produto-estrela (também denominado produto de Weyl-Moyal), entre duas
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funcoes f(q,p) e g(q,p) é definido por

)2 Ty-0, 01

f(a,p) > g(q,p) = f(gq,p)el> 9(q, p). (3.6)

Ao invés de indicar as funcoes a serem diferenciadas por setas, pode-se rotular as variaveis

com uma linha indicando qual funcao sera diferenciada, ou seja

f(q,p)*g(q,p)—exp[ (33 — 0,09)]f(q,0)9(d, 1)

A exponencial pode ser expandida numa série de poténcias

6[%(8qap,—apaq,)] Z

n=0

1 h
( ) (88 apaq’)n7

n!
assim como o termo (9,0, — 0,0,)", através do bindémio de Newton, isto &,
" n
(aqap’ - a;Daq’)n = Z <_1)m [8q3p/}" m[apaq’]m
m=0 m
Dessa forma, chegamos a uma forma operacionalmente 1til de escrever o produto-estrela,

fla,p) *g(q,p) = i

n=0

SUOLD S ( ; ) 0" F(a D)0 (e p)). (87)

|
n: m=0

Essas reescritas do produto-estrela viabilizam o estudo de suas propriedades, as

quais serao muito tteis nos desenvolvimentos posteriores.
Propriedade 3.2.1 Se um dos fatores for uma constante, o produto estrela trivializa-se.

Isto é,
c* f(q,p) = f(q,p) *c = cf(q.p). (3.8)

Com c¢ € C. Tal propriedade é facilmente notada se utilizarmos a expansao em série para

o produto-estrela.

cx f(q, p)—c{1+ 5 5(15; 0,0y) 21,25 040y — 0,0, + ..} f(0.p).

Os operadores diferenciais que atuam a esquerda se anularao, pois ¢ é uma constante,
restando apenas o primeiro termo. O mesmo acontece quando o produto-estrela por ¢ for

efetuado pelo lado direito, isto & f(q,p) * c.

Propriedade 3.2.2 Definicao do Operador-estrela
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O produto-estrela entre duas funcoes no espaco de fase eleva uma delas a categoria

de operador,

fla,p)xg(a,p) = [flg+ Z?@i,p - Z;&L@z)g(q,p)
= fla,p)*x9(q,p) = fla,p)g(q — Zlﬁp,zw Z;E)

Definindo a = 5; eb= 5;, a Eq. (3.6) assume a forma

" (0O~ (0.

F(a,p) * 9(q,p) = f(g,p)e?

Como as exponenciais em questao geram translacoes, isto é e“dﬁf(x) = f(z+a), chega-se

a
g g
fla:p) % gla:p) = fla+ Fa,p = )9l p);
e, finalmente, substituindo a e b, temos
th—= th—=
Fla,p) * 9(ap) = fla+ 50, p = 5 9)9(a,p)-

Consequentemente, podemos definir o operador-estrela como sendo

fla,p) = f(q,p) x

Propriedade 3.2.3 Associatividade

Sejam f, g e h funcoes no espaco de fase. Entao,

(f(q,p) *g(q,p)) * h(q,p) = f(q,p) * (9(q,p) * h(q,p)). (3.9)

Pela propriedade anterior,

(F(a,9) % 0(a ) % hla.p) = {F(a + 280~ D Bala.0)}hia — 5 5 p+ 25,
e também,
f(a.p) * (9(q,p) » h(q,p)) = f(q+?§p,p— s o) {9la.p)h Sﬁp 5

Como os operadores diferenciais envolvidos aqui sao associativos, pode-se concluir que o

produto-estrela também sera.

Propriedade 3.2.4 Nao-comutatividade
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O produto-estrela nao é comutativo, ou seja

f(a,p) xg(q,p) # 9(q,p) x f(q,p).

O que temos, de fato é

ihA —ihA

fla,p)e = g(q,p) = g(q,p)e > f(q,p), (3.10)

que pode ser visto no seguinte exemplo,

il ik
g p=I(q+ gﬁp)pZ qp + —

27

e
ih ih
prq= (p—;aqM—pq—?

este é um resultado basico em geometrias nao-comutativas e um ingrediente fundamental
da mecanica quantica. Observe que esses operadores obedecem a relacao de incerteza de

Heisenberg.
Propriedade 3.2.5 A conjugacdo complexa

A conjugacao complexa inverte a ordem do produto estrela-assim como ocorre ao

conjugado complexo de dois operadores usuais.

(fxg) =gt % fT. (3.11)

Se tomarmos o complexo conjugado da Eq. (3.7), teremos

(f(a.p)*g(q.p))" = i};(?)n{(—l)” no(—l)m ( :L ) [0, "0, f1(q, p))[0;° 00" g (q,p)]},

(3.12)
onde o fator (—1)" vem da conjugagao complexa do parte imaginaria (2)". Esse fator

pode ser agregado ao bindémio

(_1>n(8qap’ - apaq/)n = (827811’ - aqap/)n = Zn: (_1)m ( ! ) [apaq/]nim[aqap/]m-

m=0 m

Portanto, ao aplicarmos esses operadores acima em um produto de duas fungoes no espago

n

(040p — 0p0y)" f(q,p)9(q,p") = > (=)™ ( ; ) 070, f(q,p)][0;" 9, " 9(q, p)],

m=0
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(=1)"(040p — 004 )" f(a,p)9(d ') = Y (=)™ ( Z ) [07"0,"9(q, p)][0;"0, ™™ f (g, p)].

Comparando essas duas tltimas equagcoes, conclui-se que

n

(0™ > (=1)™ar "o fa.p)0y ™ g(q, p)]

= Xn: (=)™ ( 72 ) 19,70, 9(q,p)][0,"0; ™ f(q,p)]- (3.13)

Se substituirmos a Eq. (3.13) na Eq. (3.12), tem-se

L s
il )T 2

m=0

(f(g.p)*g(q.p))! i

m

n
™ ( ) 079, 9"(a, )] (070, f1 (g, p)]} = g f.
Propriedade 3.2.6 A Forma Integral do Produto-estrela

Assim como feito com a Eq. (3.7), existe uma outra forma util de representar o
produto-estrela, que pode ser feito através de integrais. Para isso, uma fun¢do f(q,p) no

espaco de fase pode ser escrita por

fla.p) = /dQ’dp’f(Q’,p’)5(Q’ —q)d(p" —p). (3.14)

As funcoes deltas de Dirac, na forma integral, sdo escritas como

1 —iu(q’—q
¢ —q) = %/e 7 )du, (3.15)

1 —iv(p’—p
dp' —p) = %/e = dv. (3.16)

O que, substituindo na Eq. (3.14) nos leva a

1 e )
flg,p) = (ﬁ)z / dUdqu/dp/f(ql7pl)eT[”(P —p)+u(d'—q)]
T

J& foi visto que o produto-estrela entre duas funcgoes eleva uma delas & categoria de

operador, portanto

ih— 1h—
gap,p — 55 )9(q,p)

/dudvdq dp' f(q,p)e F @ —p)tuld —a)] (50,4 5%)g(q, ).

flq,p)xg(q,p) = f(q +

27Th
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As exponenciais atuando sobre a fung¢ao g(q, p) geram translagoes, ou seja

vy _ug (% u
e(zaq de)g(q7p) = g(q+ §7p—|— 5)

Entao,

1 iy — wla' — v Uu
fla.p)*9(a.p) = (5=)* /dudvdq’dp’f(q’,p’)e e G O 2 P+5)

Se fizermos a mudanca de variaveis, que tem jacobiano igual a 4,

/!

" — gt v o - u
q =(q B b =p 9’
obtemos o resultado

]_ —2i "_ ’_ I ’_
f(q)p) *g(q,p) = (%)2/4dq”dp”dq/dp/f(q/’p/)e = [(¢"—q)(p'—p)+(p—p")(q Q)]g(q”’p’/).

De onde segue que

]_ =21 1 (A (o
f(q7p)*g(q’p) = <%)2/dq/dq”dpldp”f<q/’p/)g(q”’p/’)e = [p(d'—q")+p'(¢" —a)+p" (¢—q )]g(q/”p”)_
(3.17)

Essa é a forma integral do produto-estrela.
Propriedade 3.2.7 A Integral do Produto-estrela no Espaco de Fase

Se integrarmos o produto-estrela entre duas funcoes no espaco de fase, representado

pela Eq. (3.17), teremos

/ J*gdqdp = (1n)2 / dqdq g dpdp'dp" (¢, p)g(q", p")e T W= 2" =0 la=a)]
™

Reorganizando os termos, podemos escrever

—24i7,/

1
/f*gdqdp — (ﬁ)2/dqdq/dqﬁdpdp,dp”f(q/,p/)g(q”yp”)eT

(¢"=a)+p"(q—q")] [G_T%p(q’—d’)]‘
Fazendo uso da forma integral da funcao delta de Dirac, é possivel reconhecer que
1 —2ip(q'—q"") 1 —ip(a’—d")
— def:—/deﬁzé "—q").
— / p 57 | P (¢ —d")
Logo,

=24,/

1 1! 1 !
/f*gdqdp _ ﬁ/dqdq/dq//dp/dp//f(q/7p/)g(q//’p//)eT (¢"—q)+p" (¢—q )]5((1/ . q//)‘
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Integrando em dq’, temos

—2i[p’ (¢~ +p" (¢—d")]
R

1
/ [ *gdgdp = s / dgdq"dp'dp” f(¢",p")g(q",p" e

Rearranjando os termos, podemos escrever que

—2i[q" (p'—p"")]

1
/ f* gdqdp = = / dgdq"dp'dp” f(¢",p")g(qd",p")e— » (" =),

e finalmente, integrando em dp’, ficamos com

/ f(q,p) > 9(q,p)dqdp = / dq"dp”" f(¢",p")g(d", p").

Como as variaveis sao mudas, podemos trocar ¢” por g e p” por p, conduzindo a

/f(q,p)*g(q,p)dqdp = /dqdpf(q,p)g(q,p)-

Conclui-se, portanto, que o produto-estrela se trivializa ao ser integrado no espaco
de fase. Porém, essa propriedade é coerente apenas se houver convergéncia da integral.

Para isso, é necessario que as funcoes f(q,p) e g(q,p) se anulem no infinito (—oo e +0o0).

3.4 Evolucao Temporal da Funcao de Wigner

Um formalismo completo da mecanica quantica supoe o conhecimento de uma
funcao que caracterize o estado fisico, de uma expressao que permita calcular os valores
esperados de observaveis e de uma expressao que forneca a evolugao temporal desse estado.
Por enquanto, ja temos os dois primeiros. Nos falta a evolugao temporal. Essa equacao,
por construcao, também deve expressar a evolucao de um operador na representacao de
Wigner. O mapeamento utilizado até aqui foi da forma Q, : A — a,(q,p). De maneira

que
z
2

Ou seja, o mapeamento que leva um operador, definido no espaco de Hilbert H, a uma

Qu(A) = (277)! /dze”%)(q _ %\qu n

funcao no espaco de fase I' é feito através do operador

pz

h

z

(2rh) ™! / dzexp( 5

).

Ja—5lla+

Vamos aplicé-lo a equagao de Liouville - von Neumman, Eq. (2.4),

z

Z.hgt{(%h)_l /dw(%)@ _ §|p|q + %)} = (27h)~! / dzeF) (g — g|Hp|q +5

)
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P

—(27h)~ /dzeT q—§|pH\q+§).

Entao,

8 w ) )
f%qtpt) = Hy(q,p,t) * fu(q,p, 1) — fulq,p,t) x Hy(q, p,1).

O lado direito dessa expressao é conhecido como paréntese de Moyal,{a, b}y = axb—bx*a,

oh

ficando entao

0fw(q, p,t)
ot

Fica evidente que essa equacao dinamica é muito parecida com a equacao de Liouville-von

ih = {Hy, folu (3.18)

Neumman habitual, notando que o estado do sistema é descrito pela funcao de Wigner e

o comutador foi substituido pelo paréntese de Moyal. Agora, se lembrarmos que e's —

—ihA

ez =2 sm(m) o paréntese de Moyal podera ser reescrito na forma
_>
{a(q,p),b(q,p)}w = 2ia(q,p) sm 58 aaq)]b(q,p). (3.19)

O operador 5111( ) pode ser expandido em série de poténcias, o que nos leva a

um resultado deveras interessante.

_RALRA 1 RA L, 1 RA

2 P

Pois, ao tomarmos o limite em que h — 0, a evolucao temporal terd a forma

UALID) (577, — 7

isto é
Ofw B 0H,d0f, OH, df,

= — = ) 2

Fica claro, portanto, que a funcao de Wigner, nesse limite, obedece a equacao de Liouville

classica, com H,, no lugar da funcao hamiltoniana, o que induz a

oH, . 0H, .
dq =P Op ¢

(3.21)

Entao, o formalismo de Wigner recupera as equagdes canonicas da mecénica classica |28|,
quando tomamos o limite classico, o que mostra que esse formalismo é compativel com
o principio da correspondéncia, fortalecendo a importancia da descricao de Wigner na
mecanica quantica no estudo do limite classico e no desenvolvimento de métodos semi-

classicos.

O estudo apresentado sobre o método de Wigner, até o momento, foi baseado

na descricao de Schroedinger da mecanica quantica, ou seja, considerando que apenas os
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estados (e nao os operadores) evoluem com o tempo. No entanto, é possivel desenvolver
um tratamento analogo em termos de operadores expressos na descricao de Heisenberg
(onde os operadores evoluem com o tempo, e os estados ficam estaticos), sem maiores

problemas [19].

3.5 Equacao caracteristica envolvendo a Funcao de Wig-
ner

Assim como no formalismo usual da mecanica quéntica existe uma equacao
de auto-valores envolvendo operadores com seus respectivos auto-estados, no formalismo
apresentado nesse trabalho deve existir uma equacao anédloga. A diferenca é que no lugar
de operadores, temos funcoes no espaco de fase com o produto-estrela envolvido. Para
isso, basta que a funcao de Wigner corresponda a uma autofuncao do hamiltoniano. Ou

seja, para a equacao de autovalores no formalismo usual,

H(Q, P)Y(q) = EY(q), (3.22)

é interessante a existéncia da equacao-estrela

Hy(q,p) * fu(a,p) = Efu(q. p), (3.23)

j& que a proposta é construir um formalismo que descreva a teoria quantica em sua
completude. Aqui, F é um autovalor do hamiltoniano. Para testar a validade da Eq. (3.23)
vamos escrever o hamiltoniano como

2

HQP)= + V(@)

e supor que f,(q,p) seja a funcao de Wigner correspondente a autofungao ¢(q) do hamil-

toniano. H(Q, P)Y(q) = Ev(q)). A fungdo de Wigner, como vimos, ¢ dada por

1 ipz
fula.p) = 5 [ dze®oia+ Duia—2).

Através da propriedade 3.2.2, o produto-estrela entre H(q,p) e f(q,p) pode ser escrito

por
i i
H(q,p)* f(q,p) = H(q,p — %%)f(q,p + %%)-

Portanto,

h ip=
Ha(0.0) % Fula.0) = oz [ dzs 0~ 002 1 V(g = 2R uita + Dyula - 2),
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o que leva a

2
- a ipz
HM%M*MW@%=;%/d4¥Z@f—;P+V@—;mw¢ﬂq+?wm—;)

Os operadores diferenciais nesta equacao, quando aplicados a 1T, se anulam, pois,

19) 1 1 -
(0. = (g +5) = 5¥Ha+3) = Sdf(g+5) =0,

onde o ponto sobre ' indica a derivada com respeito ao argumento. Assim, a Eq. (3.23)

fica dada por

—h? [ Z N 2
[%(@ - 5) +Vig— 5)]1&((] - 5) = Evy(q — 5)-
Com isso, finalmente temos,
Hula.p)* fulg.p) = Bl [dze B o+ Dota— 2} = Bfulap),  (3:24)

logo,
Ho(q,p) * fula,p) = Efu(q,p).

Se a fungao de Wigner, f,,(¢q,p), corresponde a uma autofuncao do hamiltoniano, entao

satisfara a equacao-estrela de autovalor.

Uma das dificuldades em se trabalhar com esse formalismo reside em resolver a
evolugao temporal da fungdo de Wigner, dada pela Eq. (3.18), em funcao do operador
bidiferencial, além da implementacao de teorias de calibre e efeitos de superposi¢ao de
estados. Porém, tal funcao fornece um formalismo alternativo ao da mecanica quantica
para a funcao de onda na representacao de Schroedinger e Heisenberg, sendo capaz de
identificar importantes propriedades estatisticas de sistemas quanticos, além de fornecer
uma base de comparacao com a mecanica classica. Motivagoes que nos levam a procurar

um novo método para aborda-la.

No proximo capitulo, serao definidos alguns operadores-estrela para construirmos
uma representacao unitaria do grupo de Galilei. Isto permite a construgao de uma me-
canica quantica compativel com o formalismo de Wigner, mas empregando a noc¢ao de

amplitudes no espaco de fase.
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4 Mecdnica Qudntica Stmplética

Conforme visto no capitulo 2, no formalismo de Wigner cada operador, represen-
tado por A, definido em um espago de Hilbert H, é associada a uma fungao A, (g, p), no
espaco de fase I'. Esta associagdo consiste em uma aplicagao €2, : A — A, (q,p) de tal
forma que o produto de operadores em H fica definido em I' através do produto estrela,
ou produto de Moyal. Assim, para dois operadores temos Q,, : AB — A,(q,p) * By(q,p).
Tal formalismo é vantajoso, por exemplo, no sentido em que estabelece conexdes com a
mecanica classica, ja que os resultados cléssicos sao obtidos quando tomamos o limite

simbélico A — 0.

Porém, o estudo de estados quéanticos torna-se limitado, pois o formalismo de
Wigner nao permite a introducao de fases, impossibilitando a construcao de teorias de ca-
libre. Teorias de perturbacao representam outra dificuldade, j4 que nao aparecem efeitos
de superposicao na funcao de Wigner. Uma forma de contornar esses problemas seria a
obtencao de uma funcao de onda no espaco de fase que esteja relacionada com a funcao de
Wigner, além de sua evolucao temporal, isto é, uma equacao de Schroedinger no espaco de
fase. Torres e Vegas [29] e 30| propuseram uma fungao desse tipo, porém carecia de uma
interpretacao fisica consistente. Apesar de os operadores posi¢ao e momentum propostos
respeitarem a relacao de Heisenberg, a projecao da funcao de onda foi realizada em uma
base que nao expandia todo o espaco. Tal interpretacao foi alcancada em trabalhos recen-
tes [17]- [19]. Utilizando a nogao de uma estrutura simplética aliada ao produto-estrela,
representacoes unitarias do grupo de Galilei foram estudadas culminando na obtencao da
equacao de Schroedinger no espaco de fase. Essa abordagem permite um novo procedi-
mento para encontrar a funcao de Wigner sem o uso da intrincada equacao de Lioville-von
Neumman, ponto de partida original do método de Wigner. Essa representacao foi ex-
tendida para o caso relativistico [20], onde utilizando simetrias do grupo de Poincaré,
foram obtidas as equagoes de Klein-Gordon e Dirac no espago de fase. Uma revisao dessa

representagao usando a algebra de Lie pode ser encontrada na referéncia [31].

Nesse capitulo, serd utilizado o grupo de simetria de Galilei para se obter a
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equacao de Schroedinger no espaco de fase, diferentemente da abordagem realizada nas
referéncias [17] - |20], nas quais o estudo foi realizado mediante a agebra de Lie. Dessa
forma, construido um espaco I' munido com uma estrutura simplética e dotado de fun¢oes
de quadrado integravel, cujas coordenadas formarao uma base. Ou seja, serd construido
um espaco de Hilbert com uma estrutura simplética, denotado por Hr. Apds a construcao
de operadores unitarios que atuam em Hr, encontraremos os operadores que representam
os observaveis fisicos posicao, momentum linear, momentum angular e energia, esta ex-
pressa pelo hamiltoniano. Tais operadores satisfazem a algebra de Galilei-Lie [19]. Essa
representacao nos permite deduzir a equacao de Schroedinger para funcoes em I, cujas
variaveis carregam conteido de posicao e momentum linear que serao associadas a fun-
coes de Wigner via o produto estrela, isto é f,, = 1 % 9T. Assim, amplitudes no espaco
de fase ¥(q,p) e a funcao de Wigner f,(q, p) obedecem a mesma equagao de autovalores.
Dessa maneira, a equacao de Schroedinger no espaco de fase representa um fundamental
ponto de partida para a descricao de sistemas quanticos no espago de fase, totalmente

compativel com o formalismo de Wigner.

4.1 Estrutura Simplética

A partir do espago euclidiano R com vetores definidos por x = (2!, 2% 13) e

y = (y', 92, 4®) é possivel construir uma variedade simplética dada por I' = R? x R3, de

tal forma que, nesse espaco I', um vetor w fica especificado por w = (wh, w?,...,w%). Sem

perder a generalidade, podemos fazer a associa¢ao

w =q, w'=q, w=gq (4.1)

wh=p', W=p? W =p (4.2)
Vamos, entao, equipar o espaco I' com a estrutura simplética

0
0

—1

o O O o O

o O O o = O
o O O = O O

1
0
0
0
0
0
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ou, de forma mais compacta,

n“bz( ’ I),
~1 0

onde I é a matriz identidade 3 x 3. Essa métrica induz o parénteses de Poisson de duas
fungoes em T, f(w) e g(w) [32]

. 0f 09 K Of dg  Of dg
{for=22 Ow® dwb 2 dqi Opi  Opi g’

a=1b=1 =1

ou
af dg

— ab —J aba ona.

{f,9t=n St b " 0afObg

O espaco I', assim equipado, é denominado espaco simplético e sua aplicacao mais di-

fundida é no espago de fase da mecanica classica. Nesse caso, as variaveis ¢' e p' sao,

respectivamente, as coordenadas generalizadas e os momenta canonicamente conjugados.

Se considerarmos o conjunto das fungoes complexas de quadrado integravel em I’
Hyp = {QS(w)qub(w)’ }7 tal que

[ s@pw)dw <,

ou, para facilitar a notacao, em uma dimensao,

/¢(q,p)¢(q>p)dqdp < 00,

tendo como um caso particular ¢(q,p) = ¥ (q, p)

/dqdeJ(q,p)\2 =1,

concluimos que Hr é um espaco de Hilbert. Nesse espaco vetorial complexo com um
niumero infinito de dimensoes, cada estado fisico de um sistema é representado por um
vetor de estado, chamado de ket e denotado por |¢). Assumiremos que [¢) contém
informacao completa acerca do estado fisico, assim como feito nas referéncias |33] - |36],

porém aqui, os vetores de estado pertencem ao espaco de fase Hr.

Partindo desse principio, pode-se adicionar dois kets, resultando um novo ket, isto
é, a combinacao linear de dois vetores de estado é outro vetor de estado, observando o
principio da superposicao,

|p1) + l@2) = |9).
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Além disso, o produto de um niimero complexo ¢ por um ket |¢) gera, também, outro ket.

cle) = |¢)

E importante comentar que nesse caso, os kets c|p) e |1)) representam o mesmo estado

fisico.

Da mesma forma que esses vetores de estado estao definidos em um espaco vetorial,
é possivel construir um espaco dual ao dos kets: o espaco vetorial dos bras. Esse também
é um espago representado por vetores de estado, porém denotados por (1|. Assim, nota-se
que o espaco dos bras é uma espécie de imagem especular do espaco dos kets, existindo,
portanto, para cada ket, um bra correspondente. Essa correspondéncia é dita anti-linear,
pois
cilpr) + eolp2) = ci{er] + 32|,
onde ¢; e ¢y sao nimeros complexos.
No espaco euclidiano o produto escalar entre dois vetores, 7.?, ¢ um ndmero

real, nao importando a ordem. Ja& nos espacos dos bras e dos kets, o produto escalar, ou

produto interno, tem a forma
((2])- (1)) = (el¥),

que, em geral, ¢ um ntmero complexo. Como a correspondéncia entre os kets e bras é

anti-linear, a ordem do produto interno é relevante, pois

{pl) = (¥le)".

Imediatamente, nota-se que (¥|1)) é um nimero real e postula-se ser positivo. Esse pro-
duto somente sera zero se |1)) for um ket nulo. Quando se trata do produto entre dois

vetores representando o mesmo estado, usa-se a condicao de normalizacao

(W) = 1.

Por ultimo, em analogia ao espaco euclidiano, dois vetores de estado sao chamados orto-

gonais quando
{elp) = 0.

A proxima segao serd dedicada ao estudo dos operadores lineares atuando em Hr.
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4.2 Operadores lineares em Hrp

A atuacao de um operador linear em Hr é um mapeamento ) : Hr — Hrp, tal

que, para dois vetores pertencentes a Hr, 1)) e |¢), podemos fazer a seguinte associagido

Q¢) = [4).

O operador € serd linear se

Qery) + cal9l)) = Q) + e ¢).

O conjunto de operadores lineares, y = (€2, 0, ...), atuando em Hr, é munido com a estrura,

de um espaco vetorial a partir das definicoes das operacgoes de soma vetorial

Q2+ 0)[y) = Qly) + Oly)

e de multiplicacao de um escalar por um vetor
()|} = c(Q[)).

Em geral, o ket Q[i)) e o bra (1|2 ndo sdo dual um do outro, pois

Qly) < (plQ.

E, consequentemente,

(QO) = e'qf.

O operador Q é chamado de adjunto de Q. Caso seja um operador hermitiano, valera a
relagao
Q=0

Se for esse o caso, temos que
®1Qlp) = (lQT) = (plQf)".

E possivel construir um operador através do produto entre dois vetores de estado.

Esse produto é conhecido como produto externo e é definido como

A= o) {¥]

e seu adjunto,
At = [y)(el.
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Quando um operador linear {2 atua em um ket |w) gerando outro, proporcional a

este, dizemos que |w) é autovetor, ou autoestado de €2. Ou seja,
Qw) = wlw),

em que w é o autovalor. Caso o operador {2 seja hermitiano, o autovalor sera real, razao
pela qual operadores desse tipo quase sempre se revelam como aqueles que representam

algum observavel fisico.

Bases ortonormais em Hr

Dois estados sao ditos ortogonais quando o produto escalar entre eles é nulo. Agora,
quando um conjunto de kets satisfaz a relacado de normalizagdo e a de ortogonalidade

concomitantemente, é chamado de ortonormal, satisfazendo a relagao de ortonormalidade
(Yu|thr) = 6(w — ). (4.3)

Quando temos um conjunto completo de autovetores |w) de um operador 2, um ket
arbitrario pode ser expandido em termos desses autovetores, da mesma forma que ocorre
no espaco euclidiano quando vetores unitarios mutuamente ortogonais sao usados de base.
Portanto, um ket arbitrario |¢)) dentro do espaco vetorial gerado pelos autoestados de €

pode ser expandido na forma
) = [ dwe(w)lw).
Se multiplicarmos os dois lados da expressao acima por (w'[, apos usar a relagao de orto-

normalidade, dada pela Eq. (4.3), veremos facilmente que os coeficientes dessa expansao

sao dados por
c(w) = (w[¢).
Isso quer dizer que
) = [ dwlw)(wl),
e, finalmente
/ dwlw) (w] = 1, (4.4)
onde 1 é o operador identidade e essa expressao é conhecida como relagao de fechamento

ou de completeza.

Utilizando a associacao dada nas Eqgs. (4.1) e (4.2), é possivel identicar que, para
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uma dimensao, ¢(w) = ¢(q,p) é a projecao do estado |@), sobre o espaco de Hilbert, Hr,
gerado pela base |q, p), isto é,

¢(q,p) = (¢, p|®),

onde (g, p| é o vetor dual de |¢, p). Como a base |g, p) forma um conjunto completo, vale

a relacao de fechamento
/@@MM@M=L

além, também, de serem ortonormais
(d,p'lg;p) = (¢ — q)o(p' — p).

Agora que o espago de Hilbert foi construido e sua base, definida, sera feita uma repre-
sentacao unitaria da mecanica quantica através da variedade simplética dada pelas Eqs.

(4.1) e (4.2) com o objetivo de encontrarmos amplitudes em Hr.
Operadores unitarios

Um operador U é dito unitario se obedecer a seguinte condicao
Uut =1 ou Ut =1,

ou seja, seu inverso U ! & igual ao seu adjunto UT. Assim, dois vetores arbitrarios |¢;) e

|tho) podem ser transformados da seguinte maneira

W) =Ul) e |ig) = Ul

Porém, o produto escalar (1] |15) leva a

(Urlvn) = (Wi |UTU2) = (91 [h2).

Assim, concluimos que uma transformagao unitaria nao altera o produto escalar e nem a

norma, consequentemente.
Operador translacao em Hr

Agora, vamos construir um operador que desloca o estado espacialmente, mantendo
as outras caracteristicas intocadas. Tal operacao é chamada translacao infinitesimal. Tal

operador deve observar quatro propriedades. Vamos denota-lo por T'(a'), definido por

%

T(a (g p') = e“v(q + 5.9, (45)
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onde €® é uma fase arbitraria.

A primeira propriedade vem da conservacao da probabilidade. Isto é, se o estado
|1)) é normalizado, entdo o estado transladado T'(a)|¢)) também o sera. Isso implica que

a translacao infinitesimal deve ser unitaria, pois
Wle) = @IT"(@)T(a)]).

A segunda propriedade é consequéncia de translacoes infinitesimais sucessivas nao
necessariamente na mesma direcao. Por exemplo, uma translacio infinitesimal a’ seguida,
por outra b pode ser interpretada como uma tnica translacao que seja a soma vetorial
a’ + b, ou seja

T(a)T (') = T(a* + ).

A terceira propriedade vem do fato que uma translacao no sentido oposto seja o

mesmo que o inverso da translagao original, portanto

Finalmente, a quarta propriedade provém do fato que se a® — 0, a operacao de

translacao se reduz ao operador identidade, isto é

lim T'(a") = 1.

a*—0
Um operador que satisfaz essas propriedades pode ser escrito como
; Tigt
T(a') =e"*.

O que, através da relacio de de Broglie, p' = hk?, fica

Portanto, nessa representacao, o operador momentum é gerador de translacoes, produ-
zindo, também, uma fase. Resta saber qual é a forma desse operador. Utilizando a
Eq. (4.5) e o fato que a expansao em primeira ordem do operador transla¢io é dada por
ip‘a’

7;1/ )

T(a")y =1+

temos
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Usando f(z + a) = €% f(x), chegamos a

i 0d ho i i b i
pY(dp') = —0(dp') = 500 (¢ ).
Como o termo % ¢ um nimero, podemos escrever que
ho
— =c.
a
Assim,
ac
¢ - %7

o que nos leva a concluir que ¢ deve ter unidade de momentum. Fazendo, entao, ¢ = p, o

operador momentum fica dado por

S i b
pr=p - ani. (4.6)

Note que esse operador é hermitiano, pois d, = —8;, sendo, portanto um observavel.

Através da propriedade 3.2.2 podemos facilmente verificar que
D=px.

O proximo passo serd a construcao do operador posicao.
Operador posicao em Hr

O operador posicao, assim como o operador momentum, deve ser um observavel

e, além disso, deve respeitar a transformacao
T(a)gT"(a) = G+ a. (4.7)

E, para que possa ser fisicamente interpretado como posicao, deve obedecer a relacao de
Heisenberg [¢', p’] = ihd;;1. Vamos, entdo, considerar um operador posi¢ao arbitrario da
forma

qg=Aq+ Bp+CO,+ DOy,

onde A, B, C'e D sao constantes. Aplicando a relacao de Heisenberg, com o operador p

dado pela Eq. (4.6), temos

i
[Aq + Bp + C0, + Dd,,p — %aq] = i,

que nos leva a
hA
S+ D=ih
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Portanto, existem diversas formas de se escrever o operador posicao, todas elas igualmente
validas. Vamos escolher uma, para a nossa representacao, que nos conduza a interpretagao
fisica do formalismo. Assim, vamos adotar A = 1, que implica D = % Assim, o operador
posicao sera
7 =q + =0y, (4.8)
que pode ser escrito como
qg=q*.

E importante ressaltar que fica satisfeita a Eq. (4.7), pois

ip-a —ip°a

ehale B :éﬂ+a27

em que foi usada a relacao de Baker-Hausdorff

eBe ™ = i[A,B]n, (4.9)
onde
[A,Blo =B, [A,Bi=I[AB], .., [AB].,=[AIA Bl.1], n>2.

Observa-se também que tal operador pode gerar translagoes nos momenta, além,

também, de uma fase. Para isso, vamos definir o operador unitario

_iglit

S(ENYY(g,p') =e " (g, p' + %)-

Apos definirmos os operadores posi¢ao e momentum, dados nas Eqs. (4.6) e (4.8), respec-
tivamente, é necessario testar se tais operadores realmente se comportam como posi¢ao
e momentum, o que pode ser feito através de um boost (transformacgao pura de Galilei),

isto ¢, uma mudanca no referencial adotado.
Operador boost em Hry

A transformacao de Galilei, classicamente, é feita quando ha necessidade de

comparar resultados obtidos por observadores situados em diferentes referenciais inerciais.
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Sua forma mais geral possivel é dada por
¢" = Rq' +v't+ d',
t'=t+r, (4.10)
P = pt +mut,
onde R representa uma rotacdo espacial; a' uma translacdo espacial; 7 uma translacio
temporal; m, a massa da particula; e v*, a velocidade relativa entre os dois referenciais. A

transformacao pura de Galilei, também conhecida como boost é realizada fazendo R =1,

a=0e7=0. Ou seja, em uma dimensao,
q =q+t,

=t

P =p+mo.
Vamos introduzir o operador que realiza essa transformacao em Hp
B =mi 17,

onde m e t representam os parametros massa e tempo, respectivamente. Assim, o

operador-estrela referente ao boost é encontrado fazendo uso das Eqs. (4.6) e (4.8),

k= kix = m(q + 'Zbapi) —t(p' — Z'zhaqi). (4.11)
Note que esse operador satisfaz as relagoes de comutacao
[k, ¢ = —t[p', @] = ihtd;;1 (4.12)
e
[k, 7] = mlg', 7] = ihmdy;1. (4.13)

Um operador unitario que realiza o boost pode ser definido na forma

—iv'k"

B(v')=e n . (4.14)

Portanto, ¢* se transforma pelo boost de acordo com

i~ .
—iv'k" . i’k

BW)@BW) =e™ " ge r-




58

e, usando novamente a relacao de comutacao dada pela Eq. (4.9), chegamos a
BwH@BW) = ¢ +v't1, (4.15)

o que nos leva a interpreta-lo, realmente, como operador posicao. De maneira analoga o

operador P se transforma como momentum, através do boost

—iv'k” o iv'k

B(vi)ﬁ"B(v")T =e ple ko,

ou seja,
BwHp'B(v") = p' + mo'l, (4.16)

além de obedecerem, por consisténcia, a relagao de Heisenberg [¢, p/] = ihd"”1.

Vamos analisar o que ocorre com essas variaveis quando aplicamos o gerador de
boost, dado pela Eq. (4.14), em uma funcdo 1(q,p), no espago de fase. Para facilitar a

visualizacao, sera utilizada apenas uma dimensao, isto ¢

~

—ivk

B(v)(q,p) = e (g, p).

Usando as Eqs.(4.6), (4.8) em (4.11), chegamos a

~
—ivk —iv

e (g, p) = e M 05 (g ),

e, finalmente

~

—ivk vt mu

eTh (g, p) = e Mg 5Pt 7), (4.17)

—iv

onde e (M4~ ¢ uma fase. Nota-se, portanto que mesmo nao podendo ser interpre-
tados como posi¢do e momemtum, as variaveis {¢’,p'} carregam informagao de posi¢ao
e momentum, respectivamente. Dessa forma, a base |¢’,p’) ¢ usada para construir um
referencial no espa¢o de Hilbert com contetido de espago de fase, com as varidveis {q", p'}
representando as coordenadas posicao e momentum da variedade simplética. Com esses

operadores construidos, é possivel encontrar o operador gerador de rotagoes.
Operador gerador de rotacoes em Hr

A construcao do operador translacao deixou claro que o momentum é gerador
de translagoes espaciais, exercendo também a mesma funcao na mecanica classica. Esse
paralelo nos leva a associar o momento angular L° como gerador de rotagdes. As rotagoes

iai R?, s tad tri drad t is, 3 x 3
espaciais, em R°, sao representadas por matrizes quadradas, ortogonais, 3 X 3, com nove

elementos reais, porém, apenas trés desses sendo independentes. O conjunto de todas as
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operagoes de multiplicagdo com matrizes ortogonais possuem estrutura do grupo SO(3)%,
satisfazendo, portanto, as propriedades listadas a seguir.

(i) O produto de quaisquer duas matrizes ortogonais é uma matriz ortogonal.
(R1)(Ro)(R1)(R1)" = RiRo Ry R = 1

(ii) O produto é associativo.
Ri(RyR3) = (R1Ro) Rs

iii) A matriz identidade 1 corresponde fisicamente a nao rodar.
iii) A matriz identidade 1 de fisi t ao rod
R1=1R=R
iv) Uma rotacao no sentido contrario é representada pela matriz inversa.
iv) U taca tid trario é tad 1 triz i
RR'=R'R=1
O grupo de rotagdo tem uma estrutura de variedade natural para o qual as operacgoes do

grupo sao suaves, sendo portanto, um grupo de Lie.

Vamos definir o operador unitario de rotacao infinitesimal, que produz uma

rotacao em torno do k-ésimo eixo da seguinte maneira

D) =1-" h‘w.

Uma rotacao finita pode ser obtida através da composicao de sucessivas rotagoes infinite-

simais em torno de um mesmo eixo, 0 que nos leva a

—irke

Dk(0> =e *h

O momento angular, classicamente, é definido através do produto vetorial entre o vetor

posicdo ¢ e o vetor momento linear 7/,

_>
L=7xT7.

Assim, vamos introduzir o operador momento angular, em Hr, da seguinte maneira
I = cndd,

eijkq]

onde €;;; € 0 simbolo de Levi-Civita. Portanto, substituindo as Egs. (4.6) e (4.8) temos o

1S significa special, O, orthogonal, e 3 representa o niimero de dimensoes do espaco.



correspondente operador-estrela

L A ih ih h?
I'=10"%= eijkquk — Eeijkqjapk + Eeijkpkaqj + Zaqjapk.
Note que
[, ¢] = iheijd®
e

[, 7] = iheijrp".
Portanto, o operador rotacao, em Hr, fica definido por

—ilkg

Dk((9> =e h
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(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

Como ilustracdo, considere uma rotacao por um angulo finito a em torno do eixo ¢'. O

operador que realiza tal rotacao é dado por

O efeito da rotacao de ¢? por um angulo o, em torno de ¢' pode ser entendida através da

transformacao do operador ¢?,
(@*)r, = D1(a)@* Di(a),

portanto,

Utilizando as Eqs. (4.9) e (4.19), chegamos a

~ P C¥2 a3
(@) =1 =5+ )+ a5+ ),

e, entao, lembrando que os termos entre parénteses correspondem as expansoes para as

funcoes cosseno e seno, respectivamente, temos

(@*)r, = G cosa + ¢’ sina.

Se considerarmos agora a rotacao do eixo ¢* em torno de ¢!, usando os mesmos passos,

encontramos
—i’l\la i’l\la
(q\g)Ih:e h Z]\Be by
o que leva a
o? R o?
(@) =0 = 55+ ) = Fla— o5 + ),
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e, finalmente

(@R, = —¢*sina + ¢ cos a.

Portanto, a rotacdo de um angulo o em torno do eixo ¢! pode ser representada matrici-

almente por
1 0 0

(@)r, =| 0 cosa sina | (@),

0 —sina cosw

onde (g') corresponde a matriz coluna

@=| 7

Assim,
(@)r = Ra() (@),

onde R;(a) corresponde a matriz de rotagao de um angulo « em torno do eixo ¢'. Proce-
dendo da mesma forma, as matrizes de rotacdo em torno dos eixos ¢ e ¢>, ficam dadas,

respectivamente, por

cosf 0 —sing
Ry(B)=] 0 1 0 ,
sin 0 cospf

cosy siny 0
Rs(v)=| —siny cosy 0 |,
0 0 1
em que as rotacoes foram parametrizadas por meio dos angulos «, 8 e v, correspondendo
a rotacoes em torno dos eixos ¢', ¢% e ¢®, respectivamente. Uma rotacao espacial genérica
pode ser obtida através da aplicacdo sucessiva dos operadores R;(«), Ry(5) e Rs(7), isto
é
R(a, 8,7) = Ri(a)Ra(B) R3(7)-
Portanto, a matriz de rotagao R, que aparece na transformacao de Galilei genérica, dada

na Eq. (4.10) é representada por

cosycosf3 sinycosf + cosysinfsina  sinysina — cosysin [ cos o
R(a,8,7) =| —sinycosf cosvycosf —sinysinSsina cosysina + sinysin 3 cos a

sin 3 — cos B sin « cos 3 cos «
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E importante ressaltar que rotacoes em torno de diferentes eixos ndo comutam, pois
', 7] = ihejil”. (4.22)

Por isso o grupo de rotacoes em trés dimensoes é chamado de nao-abeliano, ao contrério
do grupo das translagoes, ja que [p’,7’] = 0. Na poxima segao estudaremos a evolugao

temporal de uma fungao ¢ (q,p), em Hr.

4.3 A equacao de Schroedinger no espaco de fase
Operador evolugao temporal em Hry

Considere [¢(t)), em Hr, como uma representacao de um estado especifico de um
sistema quantico sujeito a mudancas em relacao ao parametro tempo. Ao projetarmos
esse vetor de estado, |1(t)), sobre Hr gerado pela base {|¢’, p’)}, encontramos uma fungao

das variaveis ¢°, p’ e t. Isto é
(@, p'lo(1) = v(d',p'it).

Como ¢ e p nao representam autovalores dos operadores posicao e momentum, mas sim
coordenadas da variedade simplética, [1(q%, p’;t)) nao pode ser interpretada como uma,
funcao de onda com o mesmo contetido entendido na mecéanica quantica usual. Nosso ob-
jetivo agora é estudar a evolugao temporal do estado representado pela fungao (¢, p'; ),

isto é, como o sistema muda por um deslocamento temporal ¢y — t.

Assim como no caso da translac¢ao e da rotagao, vamos definir um operador U (¢, ty),
que relaciona o estado inicial com o final, sendo responsavel, portanto pela translacao

temporal
W(d' p'st) = Ut to)v(d', v, to)-

E necessario que esse operador de evolucao temporal seja unitario, para que haja a con-

servacao da probabilidade, ou seja
Ult, to)U(t, to) = 1.

A evolucao temporal pode ser dada através da composicao de varias translacoes temporais,
isto é, se quisermos obter a evolucao temporal de ¢y a 5, por exemplo, podemos primeiro

considerar uma evolugao de ¢y a t; e depois de t; a ty da seguinte maneira

U(t27 tO) = U<t27 tl)U(th to)v
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com ty > t1 > tp.

Uma translacao temporal infinitesimal é escrita como

U(q',p'to + dt) = Ulto + dt, to)y(q", p's to),

de tal maneira que, devido a continuidade, o operador infinitesimal de evolucao temporal

deve ser igual ao operador identidade quando dt tende a zero, ou seja
CEEn)O Ulto + dt,ty) = 1.
Um operador desse tipo pode ser escrito na forma
Ulto + dt, o) = e "M,
cuja expansao em primeira ordem é
Uty + dt, ty) = 1 —iQdt,

onde ) é um operador hermitiano que tem dimensao de frequéncia ou inverso de tempo.
Fazendo um paralelo com a mecanica classica, onde o Hamiltoniano H é gerador de

evolucao temporal, naturalmente surge a relagao

Na representacao simplética o operador Hamiltoniano ¢ definido pelo operador-estrela

R o |

Assim, o operador de evolucao temporal infinitesimal, em Hr, é dado por

hdt
Ulto + dt, to) = 1 — ZT

Uma equacao diferencial fundamental para o operador de evolucao temporal

Ul(t, to) pode ser deduzida explorando a propriedade de composi¢ao, fazendo uma trans-

lacao temporal de ¢y a t e depois de t a t + dt, isto é

hdt
U(t+dt, to) = Ut +dt, )U(t, to) = (1 — %)U(t, o),

e, portanto, R
U(t + dt, to) — Ut o) = TzdtU(t, o),
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que, tomando o limite dt — 0, nos leva a
ihdU (t, 1) = hU (L, to) = hx U(t, t). (4.24)

Como ?L(Ef,ﬁ) ¢ independente do tempo, a solucao para a equacao diferencial acima é
dada por

*iz(t*to)
3

U(t,to):e s

ou, tomando ty = 0,

(4.25)

Se multiplicarmos ambos os lados da Eq. (4.24) pela fungao ¥(q’, p'; to), referente ao estado

inicial,no espaco de fase, temos

iU (t, to)u(q',p's to) = hU (¢, 1)t (4", p'; to),
e, entao

ho(q',p's 1) = h(q', pst) = hx o(q', p's t). (4.26)
Utilizando as Eqs.(4.6), (4.8), (4.23) e (4.26), obtemos, para uma dimensao,

, 2 p? ih
ihow (g, pit) = (12— S

ih
o " g0~ 5, 0@ pit) £ Vet S0 pit),  (4.27)

que é a equacao de Schroedinger representada no espaco de fase.

As relagoes de comutagao dadas pelas Eqs. (4.12), (4.13), (4.19), (4.20) e (4.22)
sugerem que tais operadores satisfacam a algebra de Galilei-Lie. Adicionando o operador
h a essa lista, temos a unido do grupo das translacoes T'(3) com o das rotagoes SO(3),
formando, portanto, o grupo de Galilei, como era esperado. Essa representacao satisfaz

as seguintes relagoes
(1", 0] = iheipl,
[, k7] = ihegjk",
[, 5] = iheiup",
[k, k] =0,
[k, p] = ihmdi;1,
[k, h] = ihp’,

[ﬁ?ﬁ]]:OJ
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[I',h] = 0.

Esse resultado foi amplamente discutido e demonstrados na referéncias [19] e [20].

4.4 Quasi-amplitudes de probabilidades

O formalismo de Wigner, apesar de ser vantajoso, possui algumas dificuldades,
como ja frisamos. Por exemplo, encontrar a fung¢ao de Wigner que descreve um determi-
nado estado quantico que se altera com o tempo esbarra na dificuldade em encontrar a
solugdo da intrincada equacao de evolugao temporal dada pela Eq. (3.18), em virtude dos
operadores bidiferenciais. Outro problema reside na obtencao de teorias de calibre que,
na mecanica quantica, é realizada através da introducao de fases nas fungoes de onda; e
a funcao de Wigner nao possui fase. A necessidade de um espago vetorial torna-se um
problema para estudar teorias de perturbacao através do formalismo de Wigner, além de
nao aparecerem efeitos de superposi¢ao. Nas referéncias [29] e [30] tentou-se a construgao
de amplitudes no espaco de fase com o objetivo de contornar esses problemas. Porém, tal
tentativa carecia de uma interpretacao fisica consistente. No presente trabalho, construi-
mos func¢oes de ondas no espaco de fase, com o intuito de associd-las a funcao de Wigner
de maneira que os resultados fisicos sejam obtidos consistentemente. Esta associacao é

estabelecida através da relacao [17] - [20]

fola,p.t) = ¥(q,pit) * ¥ (q, i t). (4.28)

Para que esta seja uma relacao valida, é necessario que as propriedades da funcao de

Wigner, apresentadas no capitulo 2 sejam satisfeitas.

Primeiro, tomemos a Eq. (4.26) e seu conjugado hermiteano

ihopb(q, p;t) = h(q,p) ¥ (q, p; t) (4.29)

—ihdp(q, p; )" = (g, p; )T * h(q, p). (4.30)

Multiplicando-se a Eq. (4.29) a direita por x(q,p;t)", a Eq. (4.30) a esquerda por

(g, p;t)* e, em seguida subtrair as equagoes, chegamos a

ih0 (g, p; t)* ¥ (q, p; t)T) = h(q, p)* (W (q, p; t) %1 (q, p; 1)) — (W (g, p; t) *¥(q, p; t) 1) xh(q, p).
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Utilizando a relacao proposta pela Eq. (4.28) temos

ih0; fu(q, p;t) = h(q, p) * fulq, p;t) — fu(q, p;t) x h(g,p),

e, portanto,
ih0; fu(q; p;t) = {h(q, ), fuld p; ) }ur,

que é a equacao que descreve a evolugao temporal da funcao de Wigner, cujo limite classico

obedece a equacao de Liouville.

Foi visto que a funcao de Wigner é normalizada, fato expresso na propriedade

2.3.3 e concretizado na Eq. (4.28)

/dqdpfw(q,p) = /dqdm/}(qm)Hﬁ(q,p)T = [v(g,p)]* =1,

motivo pelo qual (g, p) é interpretada como uma quasi-amplitude de probabilidades.

O valor esperado de um observéavel é definido como a média dos valores possi-
veis, ponderados pelas respectivas probabilidades de ocorréncias. O valor médio para o

observavel ¢, em um estado [¢), por exemplo, é dado por
(@ = (Wlaly) = /dqdpdq’dp’wq,m<q,p!§|q’,p’><Q’,p’!w>~
Utilizando a Eq. (4.8), vemos que
. ih .
(. plalg’ ') = (a+ 5 0p)la,pld’,p') = ala. p)d(q — )3 (p = p),

e, portanto,

/ dadpy(q,p)3(q, p)¥(q,p)".

As propriedades do produto-estrela nos permite escrever essa média da seguinte forma

/ dqdpg(v(q, p) * ¥ (q,p)" / dqdpqf.(q,p),

que é outra propriedade da funcao de Wigner. Note que

/ dqdpg(¥(q, p) * ¥ (q,p)" / dqgo(q

onde
/dp (¢,p) x¥(q,p)") /dpqup

representa a densidade de probabilidade associada a medida do observavel ¢, na posicao
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g. Analogamente, o valor esperado do operador p sera dado por

/ dqdpp(v(q,p) * ¥ (q,p)" / dqpo (p

em que
/dq (¢,p) x (g, p)") /dqqup

corresponde a densidade de probabilidade associada a medida do operador p com momen-
tum p. Em geral, o valor esperado de um operador-estrela qualquer a(q,p) = a(q,p)x é

dado por

(a(g,p /dqdpa ¥(q, p) x (g, p)" /dqdpa ¢,p) fuw(q; p)- (4.31)

Além disso, sabe-se que a funcao de Wigner é real, como garante a Eq. (4.28), pois
(Wxh = @N « (W) =¥ x T,

isto &, f, = fI.

Por ultimo, podemos escrever uma equacao de autovalores para o hamiltoniano,

em HF7

h(q,p) *¢(q,p) = E(q, p), (4.32)

e multiplicar & direita por x¢)(q,p)’, encontrando

h(q,p) * fu(q,p) = E fu(q,p).

Isso mostra que 1(q, p) e f.(g, p) satisfazem a mesma equacao de autovalor. Portanto, fun-
¢oes de Wigner podem ser encontradas quando procuramos por solugdes reais de ¥ (q, p).
Conclui-se, dessa forma, que o produto dado pela Eq. (4.28) promove um outro forma-
lismo para a mecanica quantica, com uma interpretacao fisica consistente, adicionando
ferramentas matemaéticas necessarias para resolver problemas com teorias de calibre, pois
fases podem ser introduzidas na solucao de v, efeitos de interferéncia, ja que podemos ter

solucoes do tipo ¥ = ¢y + ¢s.

4.5 Matriz densidade em Hrt

A matriz densidade relaciona-se com a fungdo de Wigner através da Eq. (3.1)

p = 2mh fu,
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onde usando a Eq. (4.28) temos

p = 21l (g, p) x (g, p)'.

Derivando em relacao ao tempo, chegamos a
0ip = 2nhi{(3) x T + ¢ x (A1)},
e, de acordo com a Eq. (4.26), temos que
ihOwp = h* (2hap % 1) — (2mhap x 1) % b,

isto é,
ihOyp = hp — ph = [h, pl.
Isso mostra que o operador p satisfaz a equacao de Liouville-von Neumman e que, de

forma consistente, nos leva a

iho, fu(q,p;t) = [E, Jw(q,p;t)],

que é a equagdo dinamica da fun¢do de Wigner [18].

4.6 Teorema de Ehrenfest

O valor médio de um operador-estrela é calculado pela Eq. (4.31) e, para o

operador posicao ¢ é expresso por

@ = [ dadpi(v(a.p) * (g, p)).

Se derivarmos o valor médio da posicao em relacao ao tempo, lembrando que ¢ é inde-

pendente do tempo, e usarmos a Eq. (4.26), temos

0a) = - [ dadpla, oy x o1 (1.33)
Analogamente, para o operador momentum p, temos

0p) = - [ dadplp Bl = o' (4.34)

Vamos considerar um hamiltoniano do tipo h = % + V(q) aliado ao fato que [33]

OF (p)
op

[@, F(p)] = ih
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OF(q)
op

P F(@) = —ih

as Eqs.(4.33) e (4.34) ficam na forma

A~

. 1 N
0:(q) = - / dqdppf, = p :

m

Nyl

0(p) = =V (7)),

resultado conhecido como segunda lei de Newton, indicando que os resultados classicos

sao obtidos quando considerarmos a constante de Planck suficientemente pequena, isto é
h — 0 [18].

O formalismo descrito nesse capitulo é alternativo a outros existentes na literatura
da mecanica quantica, nos quais fora utilizada a algebra de Lie. Tem como vantagem
a construcao de quasi-amplitudes de probabilidades no espago de fase com um viés pe-
dagogico e que aspectos fisicos de maneira mais clara, permitindo abordagens diferentes
daquelas usando somente a funcao de Wigner. No proximo capitulo este formalismo seré

aplicado para os casos do oscilador harmonico quantico e o oscilador amortecido quantico.
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5 Osciladores Qudnticos

Neste capitulo, apresentaremos os resultados da aplicacao do método desenvolvido
no capitulo anterior. Primeiro, resolveremos o oscilador harmonico quantico, através
da equacao de autovalores no espago de fase, utilizando os operadores apresentados no
Capitulo 4. Assim, deduziremos a funcdo de onda para seus estados, bem como a funcao
de Wigner respectiva. Em seguida, estd o nosso principal objetivo. Através do mesmo

procedimento, estudaremos a funcao de Wigner do oscilador amortecido quantico.

5.1 Oscilador Harmoénico Quantico

Na natureza, uma grande quantidade de sistemas fisicos, quando estudados
em regioes proximas da posicao de equilibrio estavel, tomando o limite para pequenas
oscilacoes, sao governados pelas equacoes do oscilador harmoénico. Por isso, apesar de
simples, seus resultados possuem vérias aplicacoes praticas. O objetivo aqui sera resolver
o oscilador harmonico com o intuito de exemplificar o método construido nesse trabalho.
Esse problema foi resolvido algebricamente no espago de fase [18]. Aqui utilizaremos o

procedimento adotado na referéncia [19].

O hamiltoniano de um oscilador harmoénico simples ¢ dado por
H(Q7p) = T7
onde, para facilitar a computagao, adotamos h = w = m = 1. Portanto, a equagao de

autovalores no espaco de fase, dada pela Eq. (4.32),

h(q,p) x¥(q,p) = Ev(q,p),

pode ser escrita na forma

P+
2

V(g p) = Ev(q, p).
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Susbstituindo os operadores p e ¢, dados pelas Eqs.(4.6) e (4.8), respectivamente, temos
7

L0+ (a+ 50,10(a,p) = 2B0(a.p),

[(p =3

que leva a
i 1 i 1
[p* = 5p0s — 205 + ¢ + 500, — J0;10 (. p) = 2B(g,p).

Separando a parte real, da imaginéaria,

1 1 7 7
P — 183 +q° — 102 = 2E]¢(q,p) + [=5p9 + 540,1¢ (¢, p) = 0,

conclui-se que

1 1
[ — =02 +¢* — 10; — 2EJY(q,p) =0,

[=p0y + q9¢ (g, p) = 0.

Uma solucao que satisfaz tanto a parte imaginaria quanto a real é 1(q, p) = 1)(4h), onde

h = #. Assim, definindo z = 4h, temos

0z

3q = aiqaz — &1 = 4qaz,
0z

8p = %82 — 8p = 4]962,

92 = 16¢°02 + 40.,

02 = 16p°02 + 40..

Assim, chegamos a
[Z — 20— 0, — ElY(z) = 0.

Se escolhermos o ansatz 1(z) = e L(z), encontraremos
1
[20? + (1 —2)0. + E — §]L(z) = 0.

Esse resultado pode ser comparado com a equacao diferencial de Laguerre

P d -
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em que, para o nosso caso,

com a energia dada por

1

Entao, as solugoes para o oscilador harmonico dadas por

Un(g,p) = e~ CTILL(2(4% + p?)), (5.3)

onde L,, corresponde ao polinémio de Laguerre de ordem n. A forma geral do polinémio

de Laguerre é expressa por

" d"
m — T 7 (T ntm
ma) = e (e,
e, para m = 0,
e dv, . .
= alae© )

Lo(l') = 1,
entao
Vola,p) = @, (5.4)
Para o primeiro estado excitado, n = 1,
L1 (I) =—x+ 1,
portanto,
(24,2
i(g,p) = e (1= 2(¢% + 7). (5.5)

Note que o resultado dado pela Eq. (5.5) representa uma amplitude de guasi-probabilidades
no espaco de fase, nao sendo, portanto a funcao de Wigner correspondente ao estado fun-
damental do oscilador harmonico expressa na Eq. (2.15). Para calcularmos a fun¢io de

Wigner, basta fazer uso da Eq. (4.28), isto é, para o estado fundamental,

fq?; = 7/10(61729) * ¢0<Qap)T

Como z = 4h = 2(¢* + p?), a Eq. (5.4) pode ser escrita como

¢0(h) = 6_2h7
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e entao, como as amplitudes sao reais,

IO = e s apy(h).

A equagao de autovalores, dada pela Eq. (4.32), nos leva a

fu = e790(g,p),

e, como Fy = 1/2, temos
fO = ete (@) (5.6)

w

Para o primeiro estado excitado, n = 1, encontramos

fo=—€ P 4E; — 1)1 (g, p),

e como Ey = 3/2, temos
fL=5e e @) (242 4 2p* — 1), (5.7)

Note que as solucoes encontradas para a funcao de Wigner coincidem, a menos de uma
constante, com aquelas do capitulo 2 dadas pelas Eqs.(2.14) e (2.15), quando foi utilizada,
apenas a definigdo da fungao de Wigner. Esse resultado é consistente, ja que ¥(q,p) e
fw(q, p) obedecem & mesma equacao de autovalores. Note que através desse procedimento,
é possivel encontrar mais solucoes para a funcao de Wigner do que o usual, ja que podemos

ter
fw = ¢1 *wQ-

Portanto, agora ¢ possivel visualizar os efeitos de interferéncia.

5.2 Oscilador amortecido no espaco de fase

Sistemas dissipativos na mecanica quantica tem atraido a atencao de varios
autores desde a década de 1930 até o presente, por serem irreversiveis temporalmente [37]-
[41]. Isso porque praticamente todos os fenomenos fisicos experimentados no cotidiano
se comportam dessa maneira. Porém, a natureza fisica de nossos modelos basicos sao
reversiveis. A dissipacao emerge da interacao do sistema em questao com suas vizinhancas
sendo que esse fluxo energético se da de maneira irreversivel. As leis basicas da dinamica
quantica sdo do tipo reversiveis, pois tratam de sistemas fechados (universo, por exemplo).
Tais sistemas sao descritos pela equagao de Schroedinger e governados pelo Hamiltoniano,

que representa a energia total do sistema sendo, portanto, uma constante de movimento,
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por ser independente do tempo. Uma revisao mais abrangente pode ser encontrada na

referéncia [42].

O oscilador harmonico quantico amortecido é o sistema mais simples na natureza
que lida com a dissipacao de energia. Porém, possui grande importancia na fisica, sendo
aplicado especialmente em optica quantica, por exemplo no decaimento de um estado
excitado de um atomo para um estado de energia mais baixa, € no decaimento da radi-
acao de um campo eletromagnético dentro de uma cavidade com espelhos parcialmente
transparentes, além de abrir portas para um melhor entendimento das colisoes extrema-
mente inelasticas na fisica nuclear [43] - [48]. Um dos primeiros a investigar o problema
foi Bateman [49], em 1931 com a ideia de Hamiltoniano duplo dependente do tempo. Em
geral, o amortecimento de um sistema é descrito pela sua interacao com um reservatorio,
com um grande nimero de graus de liberdade, isto é, formado por vérios subsistemas
que interagem com o sitema quantico de interesse. Dessa maneira, nao é possivel realizar
medidas sobre cada um e nem ter conhecimento completo da interagao entre o sistema
e o reservatorio, o que nos forca a adotar o formalismo do operador densidade. Ja que
nosso interesse reside apenas na evolugao das varidveis do sistema, podemos eliminar as
varidveis do reservatorio usando o operador densidade reduzido do sistema na represen-
tacao da interacao. Isso pode ser feito considerando um sistema S interagindo com um
reservatorio R, onde o operador densidade do conjunto é denotado por pgr. O operador

reduzido do sistema pode ser obtido através do traco sobre as coordenadas do reservatorio

ps = Trr(psr)- (5.8)

Podemos assumir que antes da interacao, o sistema e o reservatorio estao desacoplados
de maneira que o operador densidade do conjunto psr, no tempo ty, é dado pelo produto

direto

PSRk = Ps @ Pr (5.9)

do operador densidade do sistema pg e do reservatorio pgr. Nesse instante £y, a energia
de interagao entre o sistema e o reservatorio H (o) é zero. Apos esse instante, a interagao

tem inicio e a evolucao temporal de psr é dada por

d

ih%PSR(t) = [H(1), psr(t)], (5.10)

CcOo1m
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A integragao da Eq. (5.10) nos leva a equagao de evolucao de psr

psn(t) = psn(to) — 3 [ (H(E). psrlt it (5.11)

Substituindo a Eq. (5.11) na Eq. (5.10), chegamos a

d 1 1t
—psr(t) = ——[H(t), psr(to)] — = / [H(t), [H(t'), psr(t)]]dt'. (5.12)
dt h h to

Se a energia de interagao H (t) for suficientemente pequena, entao procuramos uma soluc¢ao

para a Eq. (5.12) na forma

psr(t) = ps(t) @ pr(to) + pe(t), (5.13)

na qual o reservatorio encontra-se em equilibrio. Para que a Eq. (5.13) satisfaca a Eq. (5.8),
torna-se necessaria a imposicao

Trr(pe.) = 0.
Assim, substituindo a Eq. (5.13) na Eq. (5.12) e usando a Eq. (5.8), temos

S0s(t) =~ TralH (1), ps(ta) ® pr(to)l = 25 Trn || (), [H(E). ps(t) © palto))at.

h h? to
(5.14)
Claramente, pg determina as propriedades estatisticas do sistema e depende da historia
temporal, de ¢y a t’ como prevé a integracao. Como o amortecimento destroi a memoria do
passado, o estado futuro do sistema depende somente do estado presente, sendo, portanto,
independente dos eventos no passado. Processos desse tipo sao conhecidos como processos
de Markov. Além desse, diversos outros formalismos diferentes foram propostos por outros

autores no estudo do amortecimento; vide referéncias |37]- [49].

Em geral, distribuicoes de quasi-probabilidades no espaco de fase, como a funcao
de Wigner, tem se mostrado extremamente Gteis no estudo de sistemas quanticos nao
s6 como uma ferramenta matematica, mas também porque induz uma conexao entre
o comportamento classico e quantico. Nosso objetivo nesse capitulo ¢ aplicar o método
descrito no Capitulo 2 para o caso do oscilador quantico amortecido e encontrar as solucoes

para as amplitudes no espaco de fase, bem como as fungoes de Wigner correspondentes.

Vamos considerar o hamiltoniano [50]- [51]

=)

L~ 5 A
=5 + ) — 5(ap — pa), (5.15)

onde A < 1 corresponde a frequéncia de amortecimento e adotamos h = w = m = 1.



Usando os operadores dados pelas Eqs. (4.6) e (4.8),

ﬁ:p iaq
e

R i

q=q+§%,

o hamiltoniano dado na Eq. (5.15) fica escrito na forma

1
2
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S . . 1 A . . 1
h= 5"+ ¢ +iqdy —ipdy — 707 = 305) = 5(2ap +ip0, — ig0y + 5040,).  (5.16)

4

Assim, a Eq. (4.32) de autovalores,

o~

h(q,p) = E¥(q,p),

fica na forma

2

Separando a parte imaginéria da real, temos

1 , , 1., 1 A . . 1
~(p*+¢*+iqd, —ipd,— ~0; — 135)@0(61, p) =5 (2gp+ip0, —iq0,+59,0,)¢(q. p) = E¥(q, p)-

0 + ). p) — 10000 p) — 1020(0,8) — Phapila.p) — S0,0,0(0,) — 2B (. ) =0

A
90,0 (q,p) — POy (q,p) + Apdyy(q,p) — Ay (q, p) + §(q —p)Y(q,p) = 0.

Uma solugdo que satisfaz ambas as partes é ¥(q, p) = ¥(h). Fazendo entdo uma mudanga

de variavel na qual

1
z=h=50"+¢) = Aap,

segue que
0y = g;i — 0y = (¢ — Ap)0,
) = g;ai — 0y = (p — Aq)0:,
0y = 04(q0: — A\pd:) — 9 = 0: + (4 — Ap)*0%,
0y = 0y(pd: — Agd.) = 07 = 0. + (p — Aq)*D2,
e

040 = 04(p — Aq)D> — 940, = (p — Aq)(q — Ap)D2 — A0

(5.17)

(5.18)
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Substituindo esses resultados na Eq. (5.17) que trata da parte real, temos

Dv—h@+@—Am%?HL+@—A®%3—;wrﬁww—kmf—k@%ﬂEW@%=Q

que, apos algumas manipulacoes algébricas, se resume a

%z—EW@%+v;i@¢@%+v;1d&M@:0. (5.19)
Adotando )
a:lgA, (5.20)
a Eq. (5.19) fica
—az0%(2) — ad () +2(z — E)p(z) = 0. (5.21)

Vamos propor uma solucao do tipo
Y(z) = e_z\/gw(z).

Assim, as derivadas sao escritas na forma

2 2

0(z) = — ze_zﬂw(z) +e*Vad(z),

0*(2) = Ze_z\/zw(z) -2 ie‘zﬂw’(z) + e_Z\/gw”(z),

z

onde W' (2) = dw(z) e w’(z) = d*w(z). Substituindo esses resultados na Eq. (5.21),

z

( z B 25) w(z) + <2Zﬁ_ 1) W'(2) = 2w"(2) = 0. (5.22)

Fazendo uma nova mudanca de variaveis,

2 y a
Y Z¢a “ToVy

chegamos a

temos que
0, = \Fa
z — a Y
e
2 _ Cn2
02 = ~92.

Substiuindo na Eq. (5.22), chegamos a

V03(0) + (1= 0yls) = (5 - =) wla) =0 (5.23)
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Note que a solucao para a Eq. (5.23) é uma fungao hipergeométrica confluente na forma

1 E 2
wz)=F|-——=1;2z/—|.
.

Em termos dos polinémios de Laguerre, dado pela Eq. (5.1), em que m = 0, e n = \/% — %,
usando a Eq. (5.20), a energia do oscilador amortecido é dada por
1 9\ 1
En:<n+2> (123, (5.24)

onde n € Z. Note que, caso A = 0, teremos o caso do oscilador harmonico simples, dado

pela Eq. (5.2). Assim as solugoes da Eq. (5.21) sao dadas por
1/)n(h) = e_z\/gLn(h)- (525)

As fungoes de Wigner podem ser encontradas através da Eq. (4.28), inclusive outras so-
lugoes que nao apareceriam usando o método de Wigner usual, através dos efeitos de
interferéncia. Seguem alguns graficos da funcao de Wigner para alguns estados do oscila-
dor quantico amortecido, com A = 0, 1. Observa-se que para niveis excitados mais altos,
a funcao de Wigner apresenta uma regiao negativa maior, indicando a nao classicidade

do estado.

Figura 3: Funcao de Wigner para o oscilador amortecido, n = 0
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Figura 4: Funcao de Wigner para o oscilador amortecido, n = 1
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Figura 5: Funcao de Wigner para o oscilador amortecido, n = 2
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Figura 6: Funcao de Wigner para o oscilador amortecido, n =5
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Figura 7: Fungao de Wigner para o oscilador amortecido, n = 10
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6 Conclusao e Perspectivas

A nao-comutatividade de algumas quantidades fisicas observéveis ¢ um ingrediente
fundamental nas relagoes da mecanica quantica. Sendo assim, todo formalismo desenvol-
vido nesse contexto deve respeitar as relacoes de incerteza de Heisenberg. O objetivo
desse trabalho foi construir um formalismo alternativo para a mecéanica quéantica, tratada
no espaco de fase através de uma estrutura simplética de forma que tenha consisténcia
em sua interpretacao fisica, utilizando a nogao de grupo de Lie (e nao de dlgebra de Lie,
como ja fora explorado). Dessa maneira, cada operador quantico usual é associado a uma
funcao de variaveis q e p, do tipo c-nimero, e o produto entre dois operadores quanticos
usuais é obtido mediante o produto de Moyal, ou estrela, entre as respectivas funcoes
associadas a cada operador, de acordo com o formalismo de Wigner. Assim, a relacao de
comutagao é substituida pelos parénteses do Moyal, {a, b}, = axb—b*a. Nota-se, entao,

que existe uma relacao entre o formalismo de Wigner e a geometria nao-comutativa.

Uma revisao sobre o método da funcao de Wigner, de carater pedagogico, foi rea-
lizada, explorando suas propriedades. Apesar de poder assumir valores negativos, quando
integrada nas coordenadas do espaco de fase, a funcao de Wigner fornece densidades de
probabilidades. Por isso é interpretada como uma quasi-distribuicao de probabilidades.
Logo ap6s, nos dedicamos ao estudo do produto-estrela e suas propriedades, pois além
de estar presente na equacao que descreve a evolucao temporal da funcao de Wigner, o
produto de Moyal é fundamental para o estudo das relagoes de incerteza. Apropriando-se
desse ferramental matemaético, propomos um formalismo no qual o estado de um sistema
é descrito por vetores no espaco de Hilbert no espaco de fase, representado por fungoes de
onda, chamadas de quasi-amplitude de probabilidades, denotadas por ¢ (q, p,t). Nesse es-
paco de Hilbert, utilizando o grupo de Galilei, construimos operadores que atuam nas fun-
¢oes de onda, resultando em translagoes, rotagoes, mudanga de referencial (boost) e evo-
lucao temporal. Esse ultimo nos permite encontrar a equacao de Schroedinger no espaco
de fase e todos esses operadores estabelecem uma representacao da dlgebra de Galilei-Lie.

A conexao com a fungao de Wigner é estabelecida tomando o produto-estrela entre uma
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funcdo de onda no espaco de fase e sua conjugada, isto é f,,(q,p,t) = ¥(q,p,t)*¥'(q, p, 1).

Para exemplificar o formalismo, resolvemos a equacao de Schroedinger para o
oscilador harmonico simples e o amortecido, encontrando as amplitudes de probabilidades
para cada estado, sendo o caso classico obtido através do teorema de Fhrenfest. Nesse
método, a informacao sobre os sistemas quanticos no espaco de fase é obtida de forma
direta, abandonando as dificuldades do formalismo de Wigner e podendo estender para

outras analises que nao eram bem definidas.

O formalismo construido no presente trabalho pode ser aplicado no estudo de
teorias perturbativas, processos de quebra de simetrias no espaco de fase, teorias de espa-
lhamento, o problema de muitos corpos e a discussao acerca dos aspectos da quantizacao
geométrica. Alguns desses assuntos ja estdo em desenvolvimento, como o estudo da teoria

de calibre e sistemas relativisticos.
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