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"Se eu vi mais longe,

foi por estar de pé sobre os ombros de gigantes.”

Isaac Newton



Resumo

Usando a nocao de equacao diferencial que descreve superficies pseudo-esféricas, in-

troduzida por S. S. Chern e K. Tenenblat, estudamos uma classe de equacoes do tipo
Ut — Uggt = )\uummz + G(u, Uy, ugmc)

Obtemos a completa classificacao dessa classe de equagoes e fornecemos explicitamente
um problema linear do qual a equacao é a condicao de integrabilidade. A classificacao
fornece familias de equacoes diferenciais que contém, em particular, algumas importan-
tes equacgoes nao lineares de onda dispersiva de terceira ordem, tais como a equacao de
Camassa-Holm e a equacao de Degasperis-Procesi.

Provamos que nao existem equacoes que descrevem superficies esféricas na classe de
equagoes estudadas.

Palavras-chave: equacoes diferenciais; superficies pseudo-esféricas; superficies esféri-

cas



Abstract

Using the notion of diferential equation which describes pseudospherical surfaces,

introduced by S. S. Chern and K. Tenenblat, we study a class of equations of type
Ut — Uggt = )\uummz + G(u, Uy, ugmc)

We obtain the complete classification of this class of equations and we explicitly give
a linear problem for which the equation is the integrability condition. The classification
provides families of differential equations which contain, in particular, some important
third-order nonlinear dispersive wave equations, such as the Camassa-Holm equation and
Degasperis-Procesi equation.

We prove that there are no equations describing spherical surfaces in the class of
equations we studied.

Keywords: differential equations; pseudospherical surfaces; spherical surfaces
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Introducao

Em 1967, Gardner, Greene, Kruskal e Miura [12] estudaram um problema de Cauchy
para a equacao de Korteweg-de Vries, utilizando o método atualmente denominado de
espalhamento inverso. Este trabalho deu origem a uma vasta literatura sobre o assunto,
da qual destacamos os trabalhos de Lax [16] e Ablowitz, Kaup, Newell e Segur (AKNS)
[1].

Em 1979, Sasaki [22] verificou que certas equagoes nao lineares estavam relaciona-
das com superficies de curvatura constante negativa. Mais tarde, em 1981, Chern e
Tenenblat [7] obtiveram resultados relacionando a equacao de Korteweg-de Vries com
folheagOes de variedades riemannianas bi-dimensionais de curvatura constante. Em [2],
Ablowitz, Beals e Tenenblat utilizaram o método do espalhamento inverso para obter
solucoes da equacgao generalizada de onda e da equacao generalizada de sine-Gordon. O
mesmo método foi utilizado por Beals e Tenenblat [3] para as versoes intrinsecas dessas
equacoes, que estao associadas a variedades riemannianas n-dimensionais de curvatura
seccional constante.

Um dos pontos fundamentais para se aplicar o método do espalhamento inverso é
obter um problema linear a um parametro, associado a equacgao nao linear. Em 1986,
Chern e Tenenblat [8] iniciaram um processo sistemético de obter um tal problema linear

introduzindo a nocao de uma equacao diferencial para uma funcao real que descreve



Introducao 2

superficies pseudo-esféricas.

Se M? é uma variedade diferencidvel bi-dimensional com coordenadas (z,t), diz-se que
uma equagao diferencial para uma fungao real u(z, t) descreve superficies pseudo-esféricas
se existem 1-formas w; = fidr + fiodt, 1 < i < 3, (w3 = wiz é a forma de conexao)
onde as fungoes f;;, 1 < j < 2, dependem de u e um nimero finito de suas derivadas,
tais que as equagoes de estrutura de uma superficie de curvatura constante —1, ou seja,
dwy; = w3 N\ we, dwy = wy A ws, dws = wy A wy sao sastisfeitas sempre que v seja uma
solugao da equacao diferencial. Em outras palavras, cada solucao genérica da equacao da
origem a uma métrica definida em um subconjunto aberto de R? com curvatura Gaussiana
constante e igual a —1. Uma equagao diferencial que descreve superficies pseudo-esféricas
também pode ser caracterizada como a condicao de integrabilidade de um problema linear

da forma
dvy _ 1 Wa w; — w3 (1 . )
dvy 2 wy + ws —Wo Vg
Chern e Tenenblat [8], também efetuaram uma caracterizagao completa das equagoes
de evolucao do tipo

uy = F(u, Uy, ..., 0%u)

que descrevem superficies pseudo-esféricas sob a hipétese de que fo; = 1 é um parametro.

Tal caracterizacao contém importantes exemplos de equacoes tais como

Up = Ugy + Ully Burgers
Up = Ugrr + OUU, Korteweg-de Vries

Up = Ugyy + %u%x Korteweg-de Vries modificada

Os resultados em [8] foram generalizados por Kamran e Tenenblat [15] que suprimiram a
condicao a priori sobre fy1. Eles também demonstraram um teorema de existéncia local
garantindo que, dadas duas equacoes diferenciais descrevendo superficies pseudo esféricas,
entao, sob certa hipétese técnica, existe localmente, uma aplicacao levando cada solucao
genérica de um equagao numa solugao genérica da outra. E tal correspondéncia se origina,
em ultima analise, do fato de que quaisquer duas métricas de mesma curvatura constante
sao localmente isométricas. Reyes [20], estendeu alguns aspectos da teoria de Kamran e

Tenenblat ao caso em que F' depende explicitamente também das variaveis z e t.
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O conceito de um sistema de equagoes diferenciais que descrevem superficies pseudo-
esféricas ou esféricas foi introduzido e investigado por Ding e Tenenblat [10]. Nessa classe
de sistemas destaca-se a equagao nao linear de Schrodinger.

Se fa1 = n é um parametro, e as fungdes fi; e f3; nao dependem de 7, o problema (1)
se reduz ao problema do espalhamento inverso considerado por Ablowitz et. al. [1], com
71 correspondendo ao parametro espectral. Equagoes como estas sao ditas de tipo AKNS.

Quando se consegue associar uma familia a um parametro de problemas lineares a uma
equacao diferencial nao linear, existe a possibilidade de aplicar o método do espalhamento
inverso em busca de determinagao de solugoes, e nao apenas equacoes de tipo AKNS. J&
no século XIX, havia sido observado que era possivel encontrar solugoes exatas para certas
equacoes associadas a superficie de curvatura constante, como a de sine-Gordon, u,; =
sin(u), resolvendo um problema linear a um parametro (Transformacao de Bécklund).

A aplicac¢ao do método do espalhamento inverso foi bem sucedida, por exemplo, em [4],
por Beals, Rabelo e Tenenblat em equagoes que nao sao de tipo AKNS. Resultados asso-
ciando uma familia a um parametro de problemas lineares com f5; = 1 foram obtidos em

1989 por Rabelo [18] para equagoes da forma
Ugr = F(u,u, ..., 0%u),

com 2 < k < 3, tendo como ocorréncia particular a equagao

1

Em 1987, Jorge e Tenenblat [17] estudaram equagoes da forma
Uy = F (U, Uy Uge, Uy).
Em 1990, Rabelo e Tenenblat [19] estudaram equagoes da forma
Uzt = F(u, uy).

E importante ressaltar que a equacao (2) apareceu, em 2004, em 6ptica nao linear
descrevendo a propagagao de pulsos de luz ultra-curtos em fibras 6pticas de silica [24].
Esses pulsos ultra curtos sao muito importantes para as futuras tecnologias de transmissao

6ptica ultra-rapida de informagao [23].
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Antes de continuarmos registramos que, conforme em [10]: diz-se que uma equagao
diferencial para uma fungao real u(z,t) descreve superficies esféricas se ela é a condigao
necessaria e suficiente para a existéncia de fungoes (reais) suaves f;;, 1 <i<3,1<j <2,
dependendo de u e suas derivadas tais que as 1-formas w; = f;1dx + fi2dt, satisfazem
as equacoes de estrutura de uma superficie de curvatura gaussiana constante 1, isto é,
dwi = w3 A ws, dwy = w1 Aws e dws = —wi A ws.

Importantes exemplos de equagoes tais como

Up — Ugpt = Ullgpy — SUUL + 2UpUspy Camassa-Holm

Up — Upgt = Ullgpy — dUUL + SUpUpy Degasperis-Procesi
descrevem superficies pseudo-esféricas. A primeira descreve a propagacao unidirecional de
ondas de aguas rasas ao longo de um fundo plano e deve-se a Roberto Camassa e Darryl
D. Holm [6]. Enquanto que a segunda modela dindmicas nao lineares de aguas rasas e
deve-se a Antonio Degasperis e Michela Procesi [9].

Motivados por essas equagoes, neste trabalho estudamos a classe de equagoes
Up — Uy = MUy + G(Uy Uy, Usz), A ER, (3)

que descrevem superficies esféricas ou pseudo-esféricas.

Contudo, este estudo geral da classe de equagoes apresentada em (3) é muito dificil,
razao pela qual fazia-se necessario acrescentar alguma condigao no problema linear asso-
ciado. Mas, qual poderia ser tal condicao?

Em 2002, Reyes [21] verificou que a equagao de Camassa-Holm descreve superficies

pseudo-esféricas tendo como problema linear

JC
fnzum—U—ﬁ‘i‘?—Ua f21:777 f31:uxx_u+17
Uy Uy, _
Ji2=— 6—ﬁ2+u2—1+u5+—+772—uum,
n n n
f22:_§_77u+77_1+ux7
U Uy U Uy
f32:_f+u2_uuw:v+n72+___2_u_é2_ 67
n n n n

onde os parametros n # 0 e 3 satisfazem a relacao n* —n*+ 3?n? = (8—1)%. A observacao

crucial é que tais 1-formas satisfazem a condigao consideravelmente geral de que

Jor = i+ mp, ppmp €ER, 2<p <3 (4)
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Assim, o problema linear apresentado por Reyes motivou-nos a incluir (4) como uma
hipétese adicional no problema linear associado. Esta condi¢ao também foi usada por Go-
mes [13] no estudo das equagoes de evolugao de quinta ordem, e por Ferraioli e Tenenblat
[11] no estudo das equagoes de evolugao de quarta ordem, as quais descrevem superficies
pseudo-esféricas.

No Capitulo 2 da tese apresentamos inicialmente um teorema (Teorema 2.1) que carac-
teriza a classe de equagoes (3) sob a condigao a priori (4). Em seguida enunciamos quatro
teoremas (Teoremas 2.2-2.5) que fornecem a completa classificagao de tais equagdes que
descrevem superficies pseudo-esféricas. Esses teoremas também mostram a nao existéncia
de tais equagoes que descrevem superficies esféricas (Corolario 2.1), com a condigao (4).

Os exemplos que serviram de motivacao sao casos particulares de uma classe de

equacoes nao lineares de onda dispersiva
2 3
Up — Ugpgt = Mlgzy + QULUL, — Op(bu + cu” + du”)

cuja integrabilidade foi investigada em 2005 por Ivanov [14], onde A, a, b, ¢ e d sdo
parametros constantes. Na Sec¢ao 2.3, exibimos uma grande variedade de exemplos dos
quais se destacam aquelas equagoes de onda dispersiva que descrevem superficies pseudo-
esféricas.

O motivo pelo qual incluimos a constante A na classe (3) deve-se ao fato de, no
inicio, estarmos interessados num outro caso importante de equacao nao linear de onda

dispersiva, a saber,
Up — Uggr = — Uy — Uly Benjamin-Bona-Mahony (BBM)

que aparece em [5]. Contudo, pode-se verificar que a equa¢do de BBM nao descreve
superficies pseudo-esféricas sob a condi¢ao dada em (4). No Capitulo 3 apresentamos

uma prova para os resultados obtidos no Capitulo 2.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, faremos uma breve exposicao de conceitos bem como das notagoes que
serao usados no decorrer dos capitulos subsequentes.
Seja M? uma variedade riemanniana bi-dimensional. Se e;, e, ¢ um referencial orto-

normal em M e wy, wy é o co-referencial associado a eq, ey, sabemos do lema de Cartan

que
dw1 = Ws /\CL)Q,
dWQ = W1 /\wg,
sao as equacoes de estrutura de M? que determinam a 1-forma de conexdo ws 1= wis.

Além disso, a equacao de Gauss,
du}g == —le A W,

determina a curvatura gaussiana K de M?. Se K = —1 (resp. K = 1) diz-se que M? ¢
uma superficie pseudo-esférica (resp. superficie esférica).
Como estamos interessados em estudar certa classe de equacoes que descrevem su-

perficies esféricas ou pseudo-esféricas, consideraremos a seguinte definicao introduzida
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por Ding e Tenenblat que estende o conceito definido por Chern e Tenenblat de equacoes

que descrevem superficies pseudo-esféricas.

Defini¢ao 1.1 (Ding e Tenenblat, [10]) Diz-se que uma equagdao diferencial para uma
fungao real u(x,t) descreve superficies pseudo-esféricas (s.p.e.) (resp. superficies esféricas
(s.e.)) se ela é a condi¢ao necessdria e suficiente para a existéncia de fungoes (reais) suaves

fii, 1 <0< 3,1 <7 <2, dependendo de u e suas derivadas, tais que as I-formas,
w; = fudr + fiadt,

satisfazem as equacoes de estrutura de uma superficie de curvatura gaussiana constante

-1 (resp. 1), isto é,

dwl = W3 N W2,
dCUQ = W A\ Wws, (]_]_)
dwg == 5(,01 VAN W,

onde 6 =1 (resp. -1).

Em outras palavras, segue da definicao que para cada solugao genérica da equagao
diferencial, teremos uma métria definida sobre M? cuja curvatura gaussiana é -1 (respec-
tivamente 1). Solugbes genéricas sao aquelas para as quais w; A ws # 0 num subconjunto
aberto de R2.

Na literatura, faz-se uso das seguintes notagoes, as quais foram introduzidas por Chern

e Tenenblat [8]:
20 = U, 21 = Up, 29 1= Ugp, .., 2k = 8’;% (1.2)

Neste trabalho, vamos considerar as equacoes cuja ordem maxima de derivagao corres-

ponde a k = 3. Por exemplo, a equacao de Camassa-Holm
Ut — Ut = Ullggy — SUUy + 2Ug Uy,
com o uso da notacao acima, fica representada na forma

20,6 — R2,t — 20”3 — 32021 -+ 22122.



CAPITULO 2

Uma classe de equagdes u; — Uyt = Autlyrr + G(U, Uy, Usy)

Motivados por importantes exemplos de equagoes tais como

204 — Y24 = 20%3 — 32021 + 22129 Camassa-Holm,
204 — Zo4 = 2023 — 42021 + 32122 Degasperis-Procesi,
(onde estamos usando a notagao (1.2)), na Segao 2.1, enunciamos o teorema que caracte-

riza a classe de equacoes
20 — 22t = )\Z()Zg + G(Zo, 21, 22) (21)

que descrevem superficies esféricas ou pseudo-esféricas sob a condicao de que as 1-formas

w; = findx + fiodt satisfazem

Jor = tpfri+ 1, ppmp €R, 2<p <3 (2.2)

Na Secao 2.2, apresentamos os quatro teoremas que fornecem a completa classificacao
das equacoes que descrevem superficies pseudo-esféricas e um resultado de nao existéncia
de tais equacoes que descrevem superficies esféricas. Na Secao 2.3, apresentamos varios
exemplos que sao casos particulares dos teoremas de classificacao, inclusive as equagoes de
Camassa-Holm e de Degasperis-Procesi. As demonstragoes dos teoremas deste capitulo

serao dadas no Capitulo 3.
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2.1 Teorema de Caracterizacao

Dada uma equagao diferencial da forma (2.1) com 1-formas associadas w; = fidxr +
fiedt, onde f,; satisfazem (2.2), o préximo resultado fornece uma caracterizacao de tais

equacoes que descrevem superficies pseudo-esféricas ou esféricas.
Teorema 2.1 A equacdo
204 — Zo4 = A2023 + G(20,21,22), G #0,

descreve superficies pseudo-esféricas, 6 = 1, (resp. superficies esféricas, 6 = —1), com 1-
formas associadas w; = fiidx+ fiodt, 1 < i < 3, onde f;; sao funcoes reais e diferencidveis

de z, 0 < k < 3, satisfazendo (2.2) se, e somente se, f;; e G satisfazem

fii20 70, firz + f1120 =0, fiozs =0, fi1s = fi125 =0, (2.3)

fiz = —Azofi1 + i, (2.4)

onde ¢;o sdo funcoes reais diferencidveis de zy e z1 satisfazendo

1
—f11,2G + Z Ziv1 f12,2 + (Hods2 — p3g22) fi1 + N2gsa — 322 = 0, (2.5)
i=0
1
—M2f11,z0G + Z Zi+1f227zi - (¢32 - M3¢12)f11 + n3¢12 = 0, (2-6)
i=0
1
—,u3f11,zoG + Z Zi+1f32,zi - 5(¢22 - #2¢12)f11 + 5772¢12 =0, (2-7)
i=0
(P22 — pagr2) fi1 — M1z # 0. (2.8)

2.2 Teoremas de classificacao de equacoes que descre-
vem superficies pseudo-esféricas (Teoremas 2.2-

2.5)

Afim de obter explicitamente as classes de equacgoes contidas no Teorema 2.1, consi-

deramos as seguintes notacoes

(= 5(207 Zl) = (¢22 - M2¢12)(20, 21), = M2(M3772 - M2773) — 73 (2-9)
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Dessa forma, obtemos os Teoremas de Classificacao (Teoremas 2.2-2.5) que fornecem

quatro classes de equagoes que correspondem aos casos em que

(=0 e v=0, (#£0 e v=0,

(2.10)
(=0 e v#0, (#£0 e v#0.

Teorema 2.2 Seja 2o — 224 = 2023 + G(20, 21, 22), G # 0, uma equagdo que descreve
superficies pseudo-esféricas, d = 1, ou superficies esféricas, 6 = —1, com 1-formas asso-
ciadas w; = fiudr + fiodt, 1 < i < 3, onde f;; sao fungoes reais e diferencidveis de z,

0 < k < 3, satisfazendo (2.2) e (2.3)-(2.8). Entao £ =0 ey =0 se, e somente se,

0=1,
1
G = W(Zﬂﬂ,zo + 201, £myp), meR, m#O0,
fu=nh, Ji2 =1,
fo1 = ph +m+/1+ p?, fon = b,

fa1 =%/ 1+ p2h £ my, f3o = £/1+ p21),

onde N\ =0 e p €R; h(zg — 2z2) e ¥(20,21) G0 fungoes reais e diferencidveis satisfazendo

h #0 e #0.

Teorema 2.3 Seja 2o — 224 = A2023 + G(20, 21, 22), G # 0, uma equagdo que descreve
superficies pseudo-esféricas, 0 = 1, ou superficies esféricas, 6 = —1, com 1-formas asso-
ciadas w; = fiudr + fiodt, 1 < i < 3, onde f;; sao funcoes reais e diferencidveis de z,

0 < k < 3, satisfazendo (2.2) e (2.3)-(2.8). Entao £ =0 ey # 0 se, e somente se,

0=1,
A /
G = —ﬁ(zlh + ZoZ1h +miz + m2z2)7 )‘7 my, My € R7 Amng 7é 0,
Juu=nh, Ji2 = —Azoh — Amazy,
fo1 = ph+n, Jaz = —Apzoh — Amapzy — Anz,
fa1 = [%—mﬂz] h+%a f32:—)\20f31—%[ml(l‘i‘lﬁ)_lm] 215

onde n # 0 e (man)* =m? + (mypu — n)?; h(z0 — 22) € uma funcao real e diferencidvel de

20 — 22 satisfazendo h' # 0.
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Teorema 2.4 Seja 2o — 224 = A2023 + G(20, 21, 22), G # 0, uma equagdo que descreve
superficies pseudo-esféricas, d = 1, ou superficies esféricas, 6 = —1, com 1-formas asso-
ciadas w; = fiudr + fiodt, 1 < i < 3, onde f;; sao fungoes reais e diferencidveis de z,

0 < k < 3, satisfazendo (2.2) e (2.3)-(2.8). Entao £ #0 ey =0 se, e somente se,

o =1,
1
G = H [_ ()\21 + Amyz £ mz) h — )\Zoz1hl + le,zo + Zﬂﬂ,n + ml%ﬂ )
fii=nh, fi2 = =Azxh + 9,
for = ph+mi/1+ p?, fo2 = —Apzoh + pap + man/1 + 12,

fs1 = £/ 1+ p2h £myp, fa2 = —=Azofs1 £ /1 4 p?p £ Amqpze £ mop,

ondemy, mg € R, (Amy)?+m3 # 0; h(z0—22) € (20, 21) sao fungoes reais e diferencidveis,

com h' # 0.

Teorema 2.5 Seja 2o — 224 = 2023 + G(20, 21, 22), G # 0, uma equagdo que descreve
superficies pseudo-esféricas, d = 1, ou superficies esféricas, 6 = —1, com 1-formas asso-
ciadas w; = findr + fiodt, 1 < i < 3, onde f;; sao fungoes reais e diferencidveis de z,

0 < k <3, satisfazendo (2.2) e (2.3)-(2.8). Entao £ #0 ey # 0 se, e somente se,

(i) d=1,

G=)\ (leg — 22021 — 221 F Zf) + 7 (12020 £ 21 + M22) @
+et (1202 + T2z + M2y £ 20) @ + 22T A,m,T R, T >0,

fi1 = a(z0 — 22) + b,
for = pfu+n,

fa1 == (m — bf) (12—”2]011 + M) F o,

fro = —Azofu + [£7(az + b)p + azg] e F Ay
tr2

fao = pf12 — Anzo £ nTe ™,
o = & (m = ) [E2 iz — 0 7 765790)] F 2,

onde a, b € R, an # 0, (an)? = (am — b7)? + [u(am — br) — )% € v(20) € uma fungio

real diferencidvel,
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(i) 6 =1,

G = Mz122 — 22021 — iz — Maza) + (me? — 2) [—0(2122 — 2021 + Ma22) + my2y]
+mfe?* (22122 + 2021 + Myz1 + Mozy — mgé’zf) + m@?ef* (21 +mg) 23,
com X\, 0, m,m; €R, 1<i<3,0#0, N24+m?#£0,

fi1 = a(zo — z2) + a(my + ng) + \7%7
fo1 = pfi1 Fmab/1+ p?,
f31 =21+ pf11 — mebu £ el

fi2 = —Az0f11 + amBe?? (21 + ma)z; — Aamaz

+(—Omel? + )) [—g(zo +my + 0m3) F \/1’:7(21 + mg)] ,
foo = pfia £ /1 + p? [(21 + msg) (—Qmegzo + )\) + /\mQGzO} ,
fao = £/1+ pu2fi1o + <,u21 + mop F 1 ) (—Gme‘gz0 + )\) - A (—mguﬁ + a\/19+7> 20,

ar/1+u?

onde a € R, a # 0 e a*(1 + p?)[mg — 6(mq + 6m3) — 1] = 6%

De acordo com os Teoremas 2.2-2.5, independente da escolha envolvendo ¢ e v o valor

de ¢ sempre corresponde a 1. Portanto, temos o seguinte resultado de nao existéncia.

Corolario 2.1 Nao eziste equagdo do tipo zor— 2o = Azoz3+G (20, 21,22), A € R, G # 0,
descrevendo superficies esféricas (6 = —1) com 1-formas associadas w; = fadx + fidt,

1 <4 <3, onde fi; sao fungoes reais e diferencidveis de z,, 0 < k < 3, satisfazendo (2.2).

2.3 Exemplos

Vamos obter algumas equagoes particulares dos teoremas de classificagdo da segao

anterior.

Exemplo 2.3.1 Na classe de equagoes descritas no Teorema 2.2, se tomarmos h(zo—z2) =

20 — 29 € ¥(20,21) = 28 + 21, entdo obtemos a equagao

204 — 200 = 2o + 22021 (2] + 21), m#0,
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que descreve superficies pseudo-esféricas com 1-formas associadas w; = fi1dx + fidt,

1 <7 <3, onde

fi1 = 20 — 22, f12=Z§+Z17
far = p(z0 — 22) +my/1+ p2, far = (25 + 21),
fa1= £/ 1+ p2(20 — 22) £ my, fa2 = £/ 1+ p2(25 + 21),

ep € R

Exemplo 2.3.2 Na classe de equagdes descritas no Teorema 2.2, se tomarmos h(zp—z2) =

20 — 2 € ¥(20,21) = 2021, entao obtemos a equagao
2
204 — 224 = 20%2 £ mzoz + 27, m#0,

que descreve superficies pseudo-esféricas com 1-formas associadas w; = fiidr + fiodt,

1 <7 <3, onde

f11 = 20 — %2, f12=2021,
f21 :M(ZO—ZQ)—i—m 1+u2, f22:,u2021,
fa1 = £/ 1+ p2(20 — 22) £mp, fa2 = /1 + (22021,

ep € R.

Exemplo 2.3.3 Na classe de equagoes descritas no Teorema 2.2, se tomarmos h(zg—z3) =

20 — 29, ¥(20,21) = 22821 e m = 1, entdo obtemos a equagao
2 2., 2
2040 — 224 = 2% + 22027 £ 2571,

que descreve superficies pseudo-esféricas com 1-formas associadas w; = fiidr + fiodt,

1 <7 <3, onde

fi1 = 20 — 22, f12=2(2)21,
for = p(z0 — 2z2) + /1 + p2, foo = MZ(Q)Zl,
fa1 = £/ 1+ p2(20 — 22) £ fa2 = £/ 1+ 12252,

e peR.
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Exemplo 2.3.4 Na classe de equagoes descritas no Teorema 2.2, se tomarmos h(zg—z3) =

20 — 22, ¥(20, 21) = 2021 e m = 1, entao obtemos a equagao
2 3
2040 — 22t = 2202122 £ 2027 + 27,

que descreve superficies pseudo-esféricas com 1-formas associadas w; = fidr + fiodt,

1 <7 <3, onde

fi1 = 20 — 22, fi2 = 2073,
for = p(z0 — 2z2) + /1 + 12, foo = /Lzozfa
fa1 =/ 1+ p2(20 — 22) £ 41, Ja2 = £/1 + p22023,

e peR.
Exemplo 2.3.5 Na classe de equagoes descritas no Teorema 2.2, se tomarmos h(zp—z3) =
20 — 22, ¥(20,21) = €% e m = 1, ent@o obtemos a equagao

2
204 — 2o4 = (2022 + 27 £ 1)e™™,

que descreve superficies pseudo-esféricas com 1-formas associadas w; = fi1idr + fiodt,

1 <1 <3, onde

fi1 = 20 — 22, fi2 = €%,
for = p(z0 — 22) + /1 + p?, Joz = pe®*,
fa1 = £/ 1+ p2(20 — 22) £ 4, fao = £/1 + p2e*o™,

e peR.

Exemplo 2.3.6 Na classe de equagoes descritas no Teorema 2.3, se tomarmos h(zg—z3) =

Zo — 29, entao obtemos a equacao
20,6 — R2t = A (2023 + 2129 — 22021 — M1z — 771222) 5 A 7& O, mo 7& O, my € ]R,

que descreve superficies pseudo-esféricas com 1-formas associadas w; = fidx + fidt,

1 <4< 3, onde

fi1 = 20 — 22, J12 = =Az0(20 — 22) — Amaz1,

fo1 = p(z0 — 22) + 1, Ja2 = —Auzo(z0 — 22) — Amapz — Az,
2 _

f31 = [%:n“) - m%} (20 — 22) + "1, f32 = =Xz f31 — % [m1(1+ p?) — pm) 21,

n#0e (mon)* =mi + (mip —n)>.
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Exemplo 2.3.7 No Exemplo 2.3.6, considere A = 1, m; = 0 e my = 1. Entao, obtemos

a equacao
204 — Zo4 = 20723 + 2122 — 22021 F 22,

que descreve superficies pseudo-esféricas com 1-formas associadas w; = fidx + fidt,

1 <7 <3, onde

fi1 = 20 — 22, fi2 = —20(20 — 22) F 21,
for = p(z0 — 22) + 1, fao = —pzo(z0 — 22) F pz1 — nzo,
f31 = Fu(z0 — 22) F 0, f32 = —z0f31 + pz1,

p,n€Ren#0.

Exemplo 2.3.8 Na classe de equagoes descritas no Teorema 2.3, se tomarmos h(zg—z3) =

e 2 X =1, m; =0 e my = %1, entao obtemos a equacgao

— 22—20
20t — R24 = Z0R3 — X1 — 20Xl T %2€ )

que descreve superficies pseudo-esféricas com 1-formas associadas w; = fidr + fidt,

1 <4< 3, onde

fll — 620_22, f12 — _20620—22 + 21,
f21 — Iule,ZonQ + n, f22 = _Mzoe,ZO*ZZ + puz1 — nzo,
f31 = Fue® 2 F1, f32 = —z0f31 + pz1,

p,n€Ren#0.

Exemplo 2.3.9 Na classe de equagoes descritas no Teorema 2.4, se tomarmos h(zg—z3) =

Zo — 29 € 1 = 0, entao obtemos a equacgao
2
200 — 220 = A (2023 + 2122 + Mi2022 — 22021 — M1 25) — Mazo + Moz,

onde \, my, my € R e (Amy)? + m2 # 0, que descreve superficies pseudo-esféricas com

1-formas associadas w; = fidx + fidt, 1 < i < 3, onde

fi1 = 20 — 22, fi2 = —)\20(20 - 22)7
for = (20 — 22) £ min/1 4+ 12, Joo = —Apzo(20 — 22) £ man/1 + 12,
fa1 = £/ 1+ 12(20 — 22) + mup, fa2 = —A20f31 + Amypuzo + mop,

ep € R.
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Exemplo 2.3.10 (Equagao linear de Benjamin-Bona-Mahony (BBM)) No Teorema 2.4,

. . o _ . . m — _m .
considere A = 0, h(zg — 22) = 29 — 29, Mgy = o Y T2 41

R\ {-1,0,1}. Entado a equagao

1
17m%z0, com my €

20,t T k2t = TRl

descreve superficies pseudo-esféricas com 1-formas associadas w; = fiydz+ fiodt, 1 < i < 3,

onde
Ji1 = 20 — 22, fi2 = 2521 — 2,
for = (20 — z2) £ m/1+ p?, f22=/if12¢ﬁ\/m7
fa1 = V14 p2(z0 — 22) +myp, fao = £/ 1+ p2fro — 175,

m e R\{-1,0,1} e p € R.

Como foi dito na introducao, as equacoes de Camassa-Holm e Degasperis-Procesi sao

casos particulares de uma classe de equacoes nao lineares de onda dispersiva
204 — Zo4 = A2023 + az122 — Op(bzg + c2g + dz) (2.11)

que aparece em [14], onde A, a, b, ¢ e d sdo constantes reais. Nos préximos exemplos
veremos que, além das equagoes de Camassa-Holm e Degasperis-Processi, outros casos
particulares de (2.11) descrevem superficies pseudo-esféricas.

Para tanto, reescreveremos (2.11) convenientemente da seguinte maneira
2040 — 221 = A2o23 + G,

onde

G = azZ129 — bZl - 262021 - ?)ngZl. (212)

Agora, usando G apresentada, por exemplo, no Teorema 2.4, a igualdade G = G fornece

1
o [— (Az1 + Amyzg + ma) h — Azozih + 2100 4 + 200, + mud] = azi29

—bz1 — 2¢cz021 — 3dz(2)21.

Um célculo simples nos mostra que
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h(ZO — ZQ) = A(ZO — 22) + B,

B
+)\B> 2+ 222

my

ATTLQ

Y= A)\zg + A)\z% — Admizpz1 — Amozy + (

my

onde A e B sao constantes reais com Am; # 0 e \? +m3 # 0.

Exemplo 2.3.11 Na classe de equagoes descritas no Teorema 2.4, se tomarmos

h(ZO—ZQ):A(ZQ—ZQ)+B, A, BGR, A#O,

B
P =A ()\zg + Az — dmyzoz — m2z1) + < 7

+)\B)Zo+ , my # 0,

ma

Amg

ma

entao obtemos a equagao nao linear de onda dispersiva

m
2 2 2

204 — 24 = A2023 + 3Az122 — Amizoz1 + — (1 — mi)z,
m

1
onde A\? + m3 # 0, que descreve superficies pseudo-esféricas com 1-formas associadas

w; = ledfb + figdt, 1 S 1 S 3, onde
f11 = A(ZO — 22) -+ B,
for = pfin +ma/1 4 p2,
fa1 = £/ 1+ p? fun £ map,

f12 = —)\Zofll + A ()\2(2) + )\Z% - )\mIZ(]Zl - mQZl) + (Am_"’?? + )\B) <0 + Bm_"i27

foa = pfiz + mar/1 + P2,
fa2 = £/ 1+ p2 fra Emop
ep € R

Exemplo 2.3.12 (Equagao de Degasperis-Procesi) No Exemplo 2.3.11, se considerarmos

A =1, m; =2emy =0, entao obtemos a equacao nao linear de onda dispersiva
20t — R24 = 20%3 + 32122 — 42021,

que descreve superficies pseudo-esféricas com 1-formas associadas w; = fi1dx + fiodt,

1 <7 <3, onde

f11 = A(Zo — ZQ) —+ B, f12 = A(ZOZ2 — 22021 + Z%),
fo1 = pfin + 24/1 4+ p2, fao = pA (2020 — 22021 + 21)

fa1 = £/ 1+ p? fi1 £+ 2p, fao = £/ 1+ 12 A (2022 — 22021 + 27) .
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Exemplo 2.3.13 Na classe de equagoes descritas no item (i) do Teorema 2.5, considere

©(z0) =e*,a=60=1em=>b=0. Entao, obtemos a equagao

2\ 20+
201 — 2240 = M2023 + 2122 — 22021 F 22) + (£2021 + 2022 £ 2122 £ 21 + 29 + 27) ™™™

que descreve superficies pseudo-esféricas com 1-formas associadas w; = fi1dr + fiodt,

1 <17 <3, onde

fi1 = 20 — 22, fi2 = —Azof11 £ (20 £ 21) €T F Az,
for = pfi +n, fa2 = pfia — Anzg £ me® 1,
fa1 = Ffa, fa2 = Ffa,

n#0e\uekR

Exemplo 2.3.14 Na classe de equagoes descritas no item (i) do Teorema 2.5, se consi-

derarmos A =1, m =0, 7 =1 e ¢ = 0, entao obtemos a equacao nao linear
20,6 — Z24 = 2023 + 2122 — 22021 F 22,

que descreve superficies pseudo-esféricas com 1-formas associadas w; = fi1dr + fiodt,

1 <7 <3, onde

fir = a(z0 — z2) + b, fi2 = —20fu1 F az,
Jor = pfin +m, faz = pfr2 — nzo,
f31::F§ (%fn-i—,u) + 22, f32=:F§ <#f12—ﬁ620> :Ff%;

an#0,b € R e (an)? = b* + (bu +n)*.

Exemplo 2.3.15 (Equagado de Camassa-Holm) Na classe de equagoes descritas no item
(i) do Teorema 2.5, se considerarmos m = 0, A =1 e m; = —"2, 6 # 0, entdo obtemos

a equacao nao linear de onda dispersiva
20t — 22t = 20%3 —+ 22122 — 32021,

que descreve superficies pseudo-esféricas com 1-formas associadas w; = fiidr + fiodt,
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1 <7 <3, onde

a 0 1 Mol
= - —lom2 - — |+ =7
fu=alz = =)+ 5 { TR ) 9} 1+ 2

for = pfin F mab/1 + p2,

0
— 4./ 2f£ . _ -
f31—:|: 1+/$f11 mgﬁ,uj:a 1+'u2,
a a 0 1 14
= - R 7 S ——— S —
fi2 z0f11 — amaz o Qe{mz 2(1 + 12) 9}$ 1+M2(2’1+m2),

fao = pfra £/ 1+ p2 (21 + ma + mabz),

1 1
=41+ pu2 + ZAFMogp F———— | — 0| —mop £ ———= ] 2
f32 1 fio <M 1 o am> ( o2 am>

ea, mg € R, a#0.
Observacgao 2.3.1 A equacao nao linear de onda dispersiva de Benjamin-Bona-Mahony

(BBM)

R0t T k2t = TR1 T 20%1,

nao satisfaz nenhum dos Teoremas 2.2-2.5. Logo, a equacao de BBM nao descreve su-

perficies pseudo-esféricas, com a condigao (2.2).



CAPITULO 3

Demonstracoes dos Teoremas

Provaremos os resultados apresentados no Capitulo 2, comecando com o teorema de

caracterizagao e dando sequéncia com os teoremas de classificacao.

3.1 Teorema de Caracterizacao
Prova do Teorema 2.1. Para u(zx,t) = 2, satisfazendo (2.1), note que

dzo Ndx = —(A2p23 + G)dx A dt + dzy N dx, (3.1)

Trabalharemos no espago das variaveis (x,t, 2o, 21, 29, 23) onde as formas dz, dt, dzy, dz;
e dzy estao relacionadas por (3.1).

Como as formas w; satisfazem as equagoes de estrutura (1.1), vemos que

dfin A dx + dfiz A dt + (faafor — fa1fae)dz A dt =0,
df21 Adx + dng A dt + (—f11f32 + fglflg)dl’ Adt = O, (32)
dfsi A dx + dfsy A dt + 6(fa1fi2 — fi1faz)dz A dt = 0.
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21

Substituindo ;
dfz‘j = Z fij,zkdzk;
k=0

em (3.2), respectivamente,

3 3
Z fi1,z.dze A dx + Z fro,z.dzi A dt + (faafor — fa1 foo)dx Adt =0,

k=0 k=0
3 3

Z fo1,2,dzk N d + Z foo, 2 dzi N dt + (= fi1 fs2 + fs1fi2)dx A dt = 0,

k=0 k=0

3 3
Z fa1,2.dz N\ dx + Z f32,2.dzi A dt + 6( for fra — fr1fao)dx A dt = 0.

k=0 k=0

Usando (3.1) em cada equagao do sistema (3.3), respectivamente,

Z fi1z.dzi AN dxe + (fi1,20 + fi1,2)d2ze A dx + fia.,dzs A dt
k40,2
2

+ _fll,z()()‘ZOZi’) + G) + Z Zk+1f12,zk + f3ofor — f31f22] dx Ndt =0,

k=0

Z for,z,dzi AN dx + (fo1,20 + fo1,2)dze A dx + foo . dzg A dt
k40,2
2
—fo1,2(A2023 + G) + Z k1 22,2, — f11fz2 + f31f12] dx Ndt =0,
k=0

_|_

Z f31,2,d2i AN dx + (f31,20 + f31,2)d20 A dx + fa.,dzg A dt
k40,2

+

2
_f31,20(/\Z023 +G) + Z 21 /32,2, + d(forfi12 — f11f22)] dz ANdt = 0.
k=0

(3.3)

(3.4)

Em (3.4), podemos igualar a zero os coeficientes das varias 2-formas independentes,

obtendo

fil,z1 = fil,zg = Oa fil,zo + fil,zg = 07 fi?,z;; = 07 1<:< 37

(3.5)
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isto ¢, valem as igualdades de (2.3) e

2
—fi1.20(A2023 + G) + Z Ziv1fi2,2 + faafor — fa1fo2 =0,
i=0

2
— fo1.20(A2023 + G) + Z Ziv1f22,2, — fiifse + farfiz =0, (3.6)
i=0
2
— fa1,20(A2023 + G) + Z Zit1 fa2,2 + 0(far fi2 — fiifa2) =0,
i=0

onde reindexamos o somatério. Como podemos ver de (2.3), as fungdes f;; ndo dependem

da varidvel z3, razao pela qual a derivada em z3 de cada equagao em (3.6) fornece
A2 firz + fize =0, 1<4<3, (3.7)

que substituidas novamente em (3.6) fornecem

1
—f11.:0G + Zzz’—&-lle,zi + fao(pafin +12) — (3 fin +m3) f2 = 0,
i=0

1
—p2f11,2,G + Z Ziv1fo2. — fi1fse + (s fi1 +m3) fr2 =0, (3.8)
i=0
1
— 13 f11,20G + Z Ziv1fa2,2 + 0 [(pafin +m2) frz — firfee] =0,
i=0

onde usamos a hipétese (2.2). Como (3.8) corresponde as equagoes de estrutura (1.1), da
equacao (2.1) com G # 0, segue que fi; ., # 0. Portanto segue de (3.5) que vale (2.3).

Para 1 <i < 3, por (3.7) podemos escrever

fiZ,zQ = )\ZOfil,Z() = —/\Zofil,@-

Integrando em z,, temos que existe uma funcao real e diferenciavel ¢;5 dependendo uni-
camente de 2 e z; de modo que fis = —Azofi1 + ¢i2. Portanto provamos (2.4).

Substituindo f;; dada em (2.4) nas duas tltimas parcelas de cada equagao do sistema
(3.8) obtemos (2.5)-(2.7). Observamos que (2.8) corresponde a wy Aws # 0, 0 que garante
a existéncia de uma métrica definida em um subconjunto aberto de R? sobre a variedade
bi-dimensional.

Reciprocamente, supondo que (2.3)-(2.8) sejam validas, queremos mostrar que as 1-
formas w; = fidr + fiodt satisfazem as equagoes de estrutura (1.1) se, e somente se,

20t — 224 = A2023 + G (20, 21, 22). Mas isto é um calculo imediato.
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O

Observagao 3.1.1 Na relacao (2.3) do Teorema 2.1, vemos que a fungao f1; satisfaz a
equacao diferencial linear

fi1,20 + J11.2, = 0.

Decorre da teoria basica de EDP que tal equacao tem por solucao uma funcao fi; =

h(zo — z2), com h sendo uma funcao real e diferencidvel da varidvel zy — z satisfazendo

h' # 0, pois fi1.., # 0.

A anélise dos teoremas de classificacao obtidos a partir do Teorema 2.1 foi feita com
base na escolha apresentada em (2.10). Note que ¢ consiste numa notagao de uma fungao

envolvendo ¢15 € ¢ao, que por sinal sao fungoes que queremos encontrar. Observamos que

w1 A we = [(P22 — padr2) f11 — mepr2]dx A dt,

o que nos motivou a adotar a notagao ¢ dada em (2.9).
A seguir vamos demonstrar trés lemas que serao utilizados nas demonstracoes dos

Teoremas 2.2-2.5.

Lema 3.1.1 Nas condi¢ées do Teorema 2.1, (2.5)-(2.7) sdo equivalentes as seguintes

equacoes

1
f11,zOG = Z Zi+1f12,zi + (/~b2¢32 - M3¢22)f11 + 772¢32 - 773¢227 (3‘9)
i=0

[—p2(paps2 — p3pan) — Psa + padia) fi1 + 220 5, + 210 4,

—pi2(N2hz2 — M3a2) + M3P12 — Apz1 = 0, (3.10)

[— 3 (paps2 — papaa) — 00 f11 + za(Psa — psPi2) 2

+21(P32 — p3P12) 20 — H3(12¢32 — N3P22) + ONar2 — Anzzy = 0, (3.11)

onde { é dada em (2.9).

Prova. Reescreva (2.5) tal como em (3.9) e substitua nas Equagoes (2.6) e (2.7), obtendo

(3.10) e (3.11), respectivamente.
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Consideremos a notacao

Q = Q(20,21) = — o232 — PaP22) — P32 + HsPr2. (3.12)

Lema 3.1.2 Nas condi¢oes do Teorema 2.1, se Q # 0 entao (3.10) e (3.11) sao equiva-

lentes ao sequinte sistema

fi1=alz — z2) + b, (3.13)
€.y — a[—pa(pagse — p13paz) — d32 + padia] = 0, (3.14)
(P32 — H3P12) 2y + alps(pads2 — padez) + 6] = 0, (3.15)
(.
21l 2o — pa(N2gs2 — M3da2) + N3d12 — Ampz1 + (azo + b>’71 =0, (3.16)
21(¢32 - M3¢12),zo - #3(772¢32 - 773¢22) + 5772¢12 - >\77321
+(azo +b) (952 = ‘;3%)’“ =0, (3.17)
onde a, b € R, com a # 0.
Prova. Com efeito, se ) # 0 entao segue de (3.10) que
., 1
fii=—2 9] - [Zlg,zo - M2(772¢32 - 773¢22) + 3012 — )\7722’1] . (3-18)
De (2.3), f11 é solucao da equagao linear
fll,Z() + f11,2’2 - 07
portanto, obtemos
—2 <£’Zl) —{l[zﬁ — p2(12 P32 — N3¢22) + 130 —N?Z]} “La (3.19)
2 Q). Ql,zg 2(2932 — N3P22 3912 2172O a) - (o

Derivando (3.19) em 29, temos

14
21 — 0
().

que, integrando em z, fornece uma fungao real e diferenciavel M := M(z;) satisfazendo

= M. (3.20)
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Substituindo (3.20) em (3.19) e integrando o resultado em zj,

1
0 (210 2y — p2(n2032 — M3022) + M3d12 — AMpaz1] = —Mzy + N, (3.21)

onde N := N(z;) é uma fungao real e diferencidvel. E usando (3.20) e (3.21) novamente
em (3.18), temos
fu=(20—2n)M-N

mas, como f1; nao depende da variavel z;, concluimos que existem constantes a e b tais

que

Logo, fi1 = a(z0—22) +b com a # 0, pois f11., # 0. Isto prova (3.13). De (3.20) e (3.21),
com ) dada em (3.12), provamos (3.14) e (3.16), respectivamente.
Substituindo fi; dada em (3.13) em (3.11), segue a relagao
[—ps(paps2 — p3paa) — 0l)[a(zo — 22) + b] + 22(Ps2 — psdi2) 2

+21(¢32 — p3b12) 2o — H3(M2P32 — N32a) + a2 — Anzzy = 0.

Podemos derivar a ultima equacao em 25 e substituir o resultado novamente em tal

equagao, o que nos fornecerd o seguinte sistema

(P32 — p13012) 2 + alps(padse — papea) + 04) =0,
21(¢32 - M3¢12),z0 - /~L3(772¢32 - 773¢22) + 5772¢12 - /\77321

+(azg + b)[—ps(p2¢32 — psdaz) — 64] =0,

cujas equagoes sao equivalentes a (3.15) e (3.17). Dessa forma, concluimos a demonstragao

do lema.
0
Lema 3.1.3 Se { =0, entdo (3.10) e (3.11) sdo equivalentes ao seguinte sistema
P32 — p3p12 = 0, (3.22)
—YP12 — Apzy = 0, (3.23)
13 (pame — pans) — 0na] 12 + Amzz1 = 0, (3.24)

onde 7y = pia(p3m2 — Han3) — 13-
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Prova. De fato, usando a hipétese de que £ = (oo — piap12) = 0 em (3.10),

[— o (pots2 — papiadra) — ds2 + psdra) fr1 — pa(Nadsa — N3ptadrz)
+13¢12 — Az = 0. (3.25)

Ao derivarmos (3.25) com respeito a zp, usando o fato de que fi1., = —fi1. # 0,

verificamos a relagao

115 (ds2 — piadra) + pa2 — pagpra = 0,
ou seja,
(14 13)(d32 — paci2) =0,
donde concluimos que ¢35 ¢ dada em temos de ¢35 por
P32 = U312,
que substituida em (3.25), fornece
—YP12 — Az = 0,

sendo v := po(usn2 — pans) — ns. Isto justifica (3.22) e (3.23). E substituindo (3.22) e
(a2 = pah12 em (3.11), obtemos (3.24).

O
3.2 Teorema 2.2
Nas hipoteses do Teorema 2.2 temos £ = 0 e v = 0. Suponhamos que a equacao
20+ — 2240 = A2023 + G (20, 21, 22)
descreve superficies pseudo-estéricas, § = 1, ou superficies esféricas, 6 = —1, com 1-formas

associadas w; = firdr + fiodt, 1 <14 < 3, onde f;; sao fungoes reais e diferencidveis de z,
0 < k < 3, satisfazendo (2.2) e (2.3)-(2.8). Queremos obter as fungoes ¢;o satisfazendo
as equagoes (2.5)-(2.7) do Teorema (2.1), que pelo Lema (3.1.1) sao equivalentes a (3.9)-
(3.11). Por hipétese ¢ = 0, portanto segue do Lema 3.1.3, que as equagoes (3.10) e (3.11)
sdo equivalentes a (3.22)-(3.24).
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Ora, usando a hipétese de que v = 0 em (3.23), temos que Ay = 0. Dal, segue de
(2.8) que A = 0.

Substituindo A = 0 em (3.24) e usando o fato de que ¢15 # 0 (veja (2.8)), obtemos a
identidade

pa(panz — pans) — omz = 0. (3.26)

Afirmamos que § = 1. Com efeito, se § = —1 entao segue de (3.26) que 7, é dado pelo

quociente
_ Ha2p33
1+ 43

T2

e, por conseguinte,
0=7 = pa(usne — pam3) — 13
= fi2 </L3“72+ij§@ - M2773) — 13
--n ()
se, e somente se, 73 = 0. Contudo, 73 = 0 implica 7, = 0, contrariando (2.8). Portanto,
decorre a nao existéncia do caso esférico para o teorema aqui tratado.

Note que, o fato de v = pa(psne — pan3) — 13 = 0 nos permite isolar 13 tal como

_ M2 f37)2
1+ 3’

3 (3.27)

que substituido em (3.26), com ¢ = 1, fornece

ps = /14 2. (3.28)

Pela relagao (2.4) do Teorema 2.1,

fi2 = —Az0f11 + P12 = P19,

pois A = 0. Assim, substituindo fio = @12, £ = P2 — pap1o = 0 e as equagdes (3.22),
(3.27) e (3.28) em (3.9), resulta que

fi1120G = 210122, + 22012, £ LQQHQ- (3.29)
V1t
Defina
m = (£ 0). (3.30)

L+ 3
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Portanto, segue de (3.27) juntamente com (3.28) que
N3 = £mjiy. (3.31)

Como ¢15 # 0 é uma funcao arbitraria, podemos denotar ) := ¢15 e, pela Observacao
3.1.1, h := h(zo — 22) = f11. Logo, a equacdo que descreve G como no enunciado do
Teorema 2.2, é obtida de (3.29) ao substituirmos ¢15 = ¥, fi1 = h, s = p e dividirmos
por h'. Segue de (3.28), (3.30), (3.31) e (2.2) que

for = ph+my/1+p2, for =214 p2h £ my,

Novamente pela relacao (2.4) do Teorema 2.1, com o A = 0, £ = 0, i.e., ¢oo = 2012,

concluimos de (3.22) e (3.28) que

fie =10, fao=w), fao==IV1+p*p

Observamos que de (2.8) temos m # 0. Assim, fica demonstrada a condi¢ao necesssaria.
Reciprocamente, se G e f;; sao dadas como no Teorema 2.2, com A = 0 e § = 1, entao
queremos mostrar que as 1-formas w; = fj1dx + fiodt satisfazem as equagoes de estrutura

(1.1) se, e somente se, 2p; — 22+ = Azpz3 + G. Mas isto é um célculo direto.

O
3.3 Teorema 2.3
Nas hipoteses do Teorema 2.3 temos £ = 0 e 7 # 0. Suponhamos que a equagao
204 — 224 = A2o2s + G20, 21, 22)
descreve superficies pseudo-esféricas, § = 1, ou superficies esféricas, 6 = —1, com 1-formas

associadas w; = firdr + fiodt, 1 <4 < 3, onde f;; sao fungoes reais e diferencidveis de z,
0 < k < 3, satisfazendo (2.2) e (2.3)-(2.8). Queremos obter as fungoes ¢;2 satisfazendo
as equagoes (2.5)-(2.7) do Teorema (2.1), que pelo Lema (3.1.1) sao equivalentes a (3.9)-
(3.11). Por hipétese £ = 0, portanto segue do Lema 3.1.3, que as equagoes (3.10) e (3.11)
sdo equivalentes a (3.22)-(3.24).
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Notemos de (3.23) que A # 0, pois v # 0 e, de (2.8), m2¢12 # 0. Além disso, concluimos
de (3.23), £ =0 e (3.22) que

P12 = —%Zl, P22 = _ AiaTh z1e ¢y = _ sl 21 (3.32)

Substituindo ¢12 em (3.24) obtemos a identidade
(Hsme — pans)® — 6m3 + 3 = 0. (3.33)
Decorre de (3.33) que d = 1 pois, caso contrario se § = —1, terfamos psns — pens = 12 =

ns = 0, isto é, e = 0, o que contradiz 1s¢15 # 0.

Pela relagao (2.4), temos fi2 = —Azo f11+¢12, com ¢15 dada em (3.32). Por conseguinte,
substituindo fij» bem como as expressoes dadas em (3.32) em (3.9), concluimos que G é
dada por

/ / 12 T2
WG ==X |z1h+ zoz1h' + 7(,&37]2 — ,UQT]g)Zl —+ 722 ,

onde h := h(zp — 2z2) = f11 (conforme Observacao 3.1.1). Defina

2 2
my = —(fsn2 — Hat)3) € Mg i= —.
Y Y
Observamos que mgy # 0, ja que 1 # 0. Assim,
m
sl — fally = — € 1M = myy (3.34)
mao

= malua(uane — pams) — 1)

my
= Mo | 2o— — 13
mao

= Mifa — Ma73.

Da segunda expressao de (3.34), obtemos

Ny = w) (3.35)
mo
que substituida na primeira expressao de (3.34), fornece
1 2
g = ma(l+pp) H2 (3.36)

matj2 ma
Finalmente, substituindo a primeira expressao de (3.34) e (3.35) em (3.33), com ¢ = 1,

segue que [ip € 7)o relacionam-se por

(man2)? = m3 + (mapz — 12)°
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Para finalizarmos a condigao necessaria da demonstracao, precisamos exibir as funcoes

fij. Mas isto nao oferece maiores dificuldades, pois de (2.2), (3.35) e (3.36) temos

) ), e =
mans my my

Ja=ph+mn e fu=
Novamente pela relagao (2.4), e de (3.32), (3.35) e (3.36), temos que

fiz = —Azph — Amazy,
f22 = _>\N220h - /\m2u221 - >\77220,

A
Ja2 = —Az0f31 — . [my(1 4 p15) — pama] 21

Mantivemos f3; na expressao de f3p apenas por simplicidade na escrita. Observamos que
Anamg # 0 corresponde a (2.8).

Reciprocamente, se G e f;; sao dadas como no Teorema 2.3, com A # 0 e 6 = 1, entao
queremos mostrar que as 1-formas w; = f;1dx + f;odt satisfazem as equacoes de estrutura

(1.1) se, e somente se, 2p; — 224 = AZpz3 + G. Mas isto é um célculo direto.

O
3.4 Teorema 2.4
Nas hipoteses do Teorema 2.4 temos £ # 0 e v = 0. Suponhamos que a equacao
201 — 2240 = A2o23 + G(20, 21, 22)
descreve superficies pseudo-esféricas, 0 = 1, ou superficies esféricas, § = —1, com 1-formas

associadas w; = firdr + fiodt, 1 < i < 3, onde f;; sao fungoes reais e diferencidveis de z,

0 < k < 3, satisfazendo (2.2) e (2.3)-(2.8). Queremos obter as fungoes ¢;o satisfazendo as

equagoes (2.5)-(2.7) do Teorema 2.1, que pelo Lema 3.1.1 sao equivalentes a (3.9)-(3.11).
Afim de simplificarmos a nossa demonstracao, consideremos ) dada em (3.12). Assim,

dividiremos a demonstracao em duas situagoes, a saber

(i) @ =0,

(17) @ # 0, em um aberto.
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Admitindo o item (7), segue pela substitui¢ao de (3.12) em (3.10) que
29l oy + 21l g — pa(M2P32 — M3d) + N3012 — Az = 0. (3.37)
Derivando (3.37) com respeito a zq, obtemos
(., =0.

Integrando em z;, temos que existe uma fungao real e diferenciavel 7' := T'(zy) de modo

que

P22 = popr2 + T (3.38)

onde T' # 0 pois, por hipdtese, ¢ # 0. Ao substituirmos (3.38) em (3.12), como @ = 0

vemos que ¢z ¢ dada pela relacao

H2t3
IR

P32 = p3Prz + (3.39)

Agora, usando (3.38) e (3.39), observamos de (3.37) que ¢15 e T relacionam-se por

H2
N T o TNy L VA
Yoz = 211z, 1+,u§7 M221

onde v estd definido em (2.9). Ora, usando a hipdtese de que v = 0 na tltima equagao
temos

TZO - )‘772 =0
cuja integracao em zy nos permite escrever

onde A € Re (Any)? + A% # 0, j& que T # 0. Finalmente, podemos usar (3.38) e (3.39),
com T dada por (3.40), em (3.11) e obter a expressao

2 2
ps —o(1+ Mz)] L3y Ay
{ 1+ 2 Jin + [—ps(psne — pans) 2] P12 1+ 12 1+ 22 1
ou seja, lembrando que v = 0, resulta que
p3 — o(1+ 43)
11,2 |t [—pa(panz — pans) + 0m2]éra = 0. (3.41)
2
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Tomando a derivada de (3.41) com respeito a 2z, e observando que, em virtude de (2.3),

T fi1.2, # 0 em um aberto, encontramos
p —0(1+p3) = 0,
ou seja, ¢ deve ser exatamente 1 e uz é dada por

ps = 24/1+ 2. (3.42)

Note também de (2.9), que v = 0 é equivalente a

_ H2/437)2
14 p5

13

ou seja, por (3.42)

1 2
_ HeeyV TRy (3.43)

Além disso, as relagoes dadas em (3.42) e (3.43) satisfazem (3.41), com 6 = 1.
Usando (3.38) e (3.39), com T" dada por (3.40), bem como as relagoes (3.42) e (3.43)

em (3.9), encontramos G por meio da relagao
WG =~ (A1 £ dmazo £ma) h — Az + 21905 + 2002, £ 010,
onde denotamos por
V=12 e h:i=h(z—2)=fu,
conforme Observacao 3.1.1. Além disso, as constantes reais m; e mqy sao definidas por
" ~ _ / 2
my = —F——, 16 =1 L+ ps, (3.44)
V14 p3
A , 5
my = ———, i.e, A=maoy/1+ 3. (3.45)
V1t w3

Como (Anp)? + A% #£ 0, temos que (Am;)? + m3 # 0. Segue de (3.42)-(3.44) e (2.2) que

f21:u2h+m1\/1+u§ € f31::i:\/1+u%h:tm1,u2.

Da relagao (2.4) do Teorema 2.1, sabemos que

fio = —Azofir + ¢in, 1 <1< 3.
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Consequentemente, de (2.4) e das Equagoes (3.38) e (3.39), com T dada por (3.40) e A
dada por (3.45), temos que

fiz = —Azoh + 1,

Jaa = —Apgzoh + pot) +may /1 + 13,

fa2 = —Azof31 £/ 1+ p31h £ Amqpozo £ mops,

onde g, 13 e 12 sao obtidas de (3.42), (3.43) e (3.44), respectivamente. Observamos que
(Amy)? + m3 # 0 implica que (2.8) é satisfeita.

Reciprocamente, se G e f;; sao dadas como no Teorema 2.4, com A satisfazendo
(Am1)? +m3 # 0, e 6 = 1, entdo queremos mostrar que as 1-formas w; = fidz + fidt
satisfazem as equagoes de estrutura (1.1) se, e somente se, zo; — 22+ = A2p23 + G. Mas
isto é um célculo direto.

Embora tenhamos alcancado nosso objetivo no que se refere a obtencao da G e das
fij, a presente analise estard completa com o estudo do item (i¢), isto é, @ # 0, onde @
é dada por (3.12). Segue do Lema 3.1.2 que as equagoes (3.10) e (3.11) s@o equivalentes
a (3.13)-(3.17). Vamos provar que essas equagoes nao tém solugao.

Ora, de (3.14) seque-se que ¢35 é dada por

3 14 z1

_ S 2 U 3.46
P32 1+ 22 (H2d22 + d12) o1+ 12) ( )

que, substituida em (3.15), fornece a equagao diferencial parcial
(oo — @l =0, a:=06(1+pu3)—ps. (3.47)

A solugao de (3.47) depende do sinal de «, ou seja,

(=re™ +se ™, 1:=|alva, se a>0, (3.48)
C=rzn+s, se a=0, (3.49)
l=rcos(0z1) + ssen(0z), 0=lalvV—a, se a <0, (3.50)

onde r 1= r(zy) e s := s(zp) s@o fungoes reais e diferencidveis. Como a@) # 0, segue de

(3.14) que

(., #0. (3.51)



3.4 Teorema 2.4 34

Além disso, segue de (3.47) que o > 0 implica que § = 1 e quando o < 0 podemos ter
0 = x1. Portanto, os dois primeiros casos determinam diretamente o valor de  enquanto
que o caso a < 0 exige uma analise mais detalhada.

Se a > 0, entao segue de (3.46) e (3.48) que ¢a9g € P32 s@o dados em termos de ¢y por

Gog = flopro +1e" 4 se7 T,

1 T
G302 = 312 + — (,uzug — 5) re’? 4

-
+ —) se T,
112 <M2M3 u

1+ p3

Essas expressoes substituidas em (3.16), usando a hipétese de que v = 0, fornecem

F (azo +by L2 ) r+ zlr’} e (3.52)
a

1+ 43

+ T azo+ b+ M27722 s+ 218" €7 — A2y = 0.
a 1+ p3

Derivando (3.52) com respeito a zy e multiplicando o resultado por €7, temos

T H2Tl2 / 27
0 = [— (azo +b+ > T+ zlr} e (3.53)
a L+ 143 0
+ {__T (azo +b+ M27722> s+ 218/] .
a 1+ ps 2o

Derivando (3.53) com respeito a z; e multiplicando o resultado por e 271, obtemos

0=r"+27 E (azo +b+ 1/:377;2) r+ Zﬂ"] + 5", (3.54)
2 20

)

Derivando (3.54) com respeito a z1, temos

=/ 1", =272
0=r"—5s"e ,

0 que ocorre se, e somente se, " = s” = 0, ou seja, existem constantes A, B, C' e D tais

que
T:AZO—|—B, SZCZQ+D. (355)

Substituindo (3.55) em (3.54) e usando o fato de que G # 0, obtemos A = B = 0, isto
é, r = 0. Por conseguinte, ao substituirmos (3.55) em (3.53), com r = 0, pelo mesmo

argumento resulta que C' = D = 0, ou seja, s = 0. Contudo, r = s = 0 implica ¢ = 0,
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caracterizando um absurdo, ja que por hipotese ¢ Z 0. Isto significa que, se £ # 0, v = 0,
Q # 0 e a > 0 entdo nao existe solugao para (3.13)-(3.17).

Se a = 0, entdo segue de (3.46) e (3.49) que ¢as € ¢32 sdo dados por

O22 = o212 + 217 + s, (3.56)
H2t3 r

P32 = p3Pr2 + (217 + 5) — —~.
L+ a(l+ p3)

Substituindo (3.56) em (3.16) e, usando a hipdtese de v = 0, obtemos

b
m%+>r+ uwz
a a(l + u3)

r+ 23 4 218 — Mz = 0. (3.57)
Considerando (3.57) como um polinémio em z; obtemos que
=0 e s —Xgp=0,
ou seja, existem constantes A e B de forma que
r=A e s=Xpz+B.

Substituindo estas expressdes em (3.57) e usando o fato de que (3.57) deve ser uma
identidade para toda solugao da equagao diferencial obtemos A = 0, o que contradiz
(3.51), pois A = r = 0 implica por (3.56) que (¢o2 — p2¢p12) -, = A = 0. Por conseguinte,
se lL£0,7=0,Q #0 e a=0 entdo ndo existe solu¢ao para (3.13)-(3.17).

Para concluirmos a demonstracao, precisamos analisar o caso o < 0, isto é, quando
ocorre (3.50). Para tanto, se a < 0 entao segue de (3.46) e (3.50) que ¢o3 € P35 sao dados

respectivamente por

oy = Had12 + rcos(0z1) + ssen(0z),

1 0 0
G32 = p3P12 + ——— (ugugr — 58) cos(0z) + (mugs + ar) sen(fzy).

L+ p3 1+ 43

Substituindo estas expressoes em (3.16) e usando a hipdtese de que v = 0, segue que

{«9(@2’0—4—17)8 + 217 + QM—27722>51 cos(0z) (3.58)

a a(l+p3
N [_H(azo + b)r , Ouamp

0z) — A =0.
- + 218 o0 +M%)T] sen(0z1) Mz =0
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Derivando (3.58) com respeito a zy, obtemos

0(azo +b) , O 11am2 }
—S+ + ——— 0 3.59
[ - s+ zr o ‘f‘M%)S . cos(6z) (3.59)
O(azo +b) , O 1191 ]
T e T e L 02) = 0.
[ " r+ 218 a<1+ug)r ) sen(0zy)
Derivando (3.59) com respeito a z1,
O(azo + b) 011212
"cos(0z) — 0 | ——— T+ 0 :
r"cos(0z1) [ - s+ 2z’ + e M%)S . sen(0z) (3.60)
6(azp +b) O 112
"sen(6 0|————= o 0z1) = 0.
+s"sen(0z1) + [ T tas o +M%)T . cos(0z1)
Finalmente, derivando (3.60) com respeito a z1,
0 b 0
—20r"sen(0z1) — 62 {%s + 27’ + ﬁs} . cos(0z)
f(azo + b) Opany
205" cos(02) — 0% | ———— == 0z1) =0.
+260s"cos(0z) { " r4 218 o+ M%)T . sen(fzy)

Usando (3.59) nesta tltima equagao, resulta que
—r"sen(0z1) + s"cos(0z) = 0. (3.61)

Note que podemos derivar (3.61) em relacao a varidvel z; e obter uma certa equagao
que, juntamente com (3.61), fornece um sistema em termos de 7’ e s” cuja representacao

matricial
—sen(0z1) cos(0z) r 0

cos(0z1)  sen(6z) s" 0
permite-nos concluir que r” = s” = 0 como tnica solucao.

Logo, existem constantes A, B, C' e D satisfazendo
r=Az+B e s=Cz+ D,

que substituidas em (3.60) fornece

— <2aC’zo +aD +bC + 2 C) sen(0z) (3.62)

L+ g3

+ (—ZQAZO —aB —bA - 2P A) cos(0z) = 0.

1+ i3
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Derivando (3.62) em z, e usando o fato de que as fungoes seno e cosseno sao linearmente
independentes, obtemos A = C' = 0. Estes, por sua vez, quando substituidos novamente

em (3.62) fornece
Dsen(6z,) + Beos(8z,) = 0,

ouseja, B =D = 0. Portanto, r = s = 0, o que implica de (3.50) que ¢ = 0, contradizendo
nossa hipétese. Em resumo, supondo ¢ # 0, v = 0 e Q # 0 o sistema (3.13)-(3.17) nao

possui solucao. Isto finaliza a prova.

3.5 Teorema 2.5

Consideremos as notagoes

B 1= U3ty — pallz, 0 = lgns — fiana, pi= —paB+ 0mp e = 6(1+ p3) — p3,  (3.63)

onde 9 = £1. Os seguintes resultados dados no Lemas 3.5.1 - 3.5.3 serao usados na
demonstracao do Teorema 2.5. Comecaremos provando um lema que fornece algumas

relacoes algébricas envolvendo as constantes pi, e 7,, com 1 < p < 2,
Lema 3.5.1 Seja v a constante definida em (2.9). Se a > 0 e v+ \/an, =0, entdo

Prova. Com efeito, note inicialmente que se @ > 0 e v+ y/an, =0, entdo 6 = 1 e

(H2M3 + \/5) = ii(”y + \/5772) =0.

P 1
v 1+ 43 v(1 4 p3)

Portanto, podemos escrever p como segue

ﬁyu (Haps £ Va) .

Assim, usando (3.63) temos

(Hapis £ V) F vams = — 1MiM;2 (v £ Vam) =0
2

v
anz = —



3.5 Teorema 2.5 38

e, consequentemente,

oFVaf = psng— pane FValusna — pans)
= ps(ns T Vanz) — pa(n2 T Vans)
= us(nz +7) — p2(ne F Vans)
= ps(ns + p2B — 13) — pa(n2 F Vams)

= —pu2(p F Vo)
= 0.

Por conseguinte,

0 = m(y£Van) +mp T Vans)
= n3(p2f — N3 £ Van) + n(—usf + ne F Vans)

= —(B+m — ).
Isto finaliza a prova do lema.

O

Lema 3.5.2 Nas condigoes do Teorema 2.1, sejam ¢, v e Q) dados por (2.9) e (3.12),

respectivamente. Se v # 0 entao { # 0 se, e somente se, Q) # 0.

Prova. Nas condicoes do Teorema 2.1, o Lema 3.1.1 se verifica. Supondo ¢ # 0, vamos
mostrar que ) # 0. De fato, se = 0 entao substituindo em (3.10) do Lema 3.1.1

obtemos

29l oy + 21l 2y — o (2¢s2 — N3P22) + N312 — Anezy = 0. (3.64)

Como ¢ sao fungoes diferencidveis de zp e z1, tomando a derivada de (3.64) com respeito
a variavel zp, temos

(., =0.

»<1

Integrando em zj, temos que existe uma fungao real e diferenciavel T := T'(z) tal que

P22 = p2p12 + T, (3.65)
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com T # 0 pois, por hip6tese, £ #Z 0. Ao substituirmos (3.65) em (3.12), e igualando a

zero vemos que ¢z € dada pela relacao

H2t3
IR

P32 = pi3P12 + (3.66)

Usando (3.65) e (3.66) em (3.64), como ¢ = T, obtemos

M2
1+ p3

Y12 = 2171 2, YT — Mgz,

ou seja, usando a hipotese de que v # 0, segue da ultima equagao que ¢15 é dada por

21 M2 /\772
=T, ———T — —2. 3.67
Pz v 143 v (3.67)

Substituindo (3.67) em (3.65) e (3.66), vemos que ¢o2 € ¢33 estao unicamente determinadas

em termos da funcao 7. Além disso,

3 M2 3
—_ = ——T7 _ = s
,u2¢32 ,u3¢22 1+ M% ¢32 M3¢12 1+ M%
B T
NePs2 — N3P = Bd1a + T+ .2

Por conseguinte, ao substituirmos as fungoes ¢;2 em (3.11) do Lema 3.1.1, obtemos usando

(3.63)

3y Hat3

T+
Ltpd 1+ p)

Tfi1+ por2 — 1T ., — A3z = 0. (3.68)

Q
1+ p3
Derivando (3.68) com respeito a z; e usando o fato de que 7T'f1 ., # 0, devemos ter

a = 0. Portanto
pa=1+p3 ed=1. (3.69)
Usando (3.67) e (3.69) em (3.68), obtemos

21 f2 A1)y Hafts , M3y
iy T—-2E )+ T — T — Az = 0.
p( 71) T3 143 A

Derivando esta equacao em z; e substituindo o resultado novamente na 1ltima equacao,

segue o sistema

23
1+ 43

(—p2p — p3y)T = 0.

T/—)\773 :0,
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Como T # 0, segue da segunda equagao do ultimo sistema e de (3.63) que
H2me = [437)3. (3.70)
Contudo, de (3.69) e (3.70), um simples célculo nos mostra a seguinte contradi¢ao
v = papistin — pians) — 13 = (3 — p3 — 1)ns = 0

pois, por hipdtese, v # 0. Concluimos que se £ # 0 entao @ # 0.
Reciprocamente, supondo ) # 0 queremos mostrar que £ # 0. Ora, se £ = 0 entao

segue de (3.10) do Lema 3.1.1 que

Qfi1 — pa(n2d32 — M3d22) + N312 — Anpzy = 0.
A derivada em 2z, da ultima equacao fornece
Qfi1z =0,
o que caracteriza um absurdo, pois fi1.,, = —fi1.., # 0.

O

Lema 3.5.3 Nas condigoes do Teorema 2.1, sejam € e vy dados por (2.9). Se £ # 0 e

v # 0 entao o sistema de equagoes (2.5)-(2.7) é equivalente a

f11 = CL(ZO — 22) + b (371)
M3 621

_ N L 72

O32 1+ 2 (222 + ¢12) a1+ ,2) (3.72)

0 ey —a’al =0, (3.73)

1 22 Y
2l 4, + p (CLZO +b+ 1+ M%) 0. — m(ﬂz%z + ¢12) — Az =0, (3.74)

l, azo+0b l, l.
2 <M2M3€ — ’a1> + % (Mzusé - ’al) — 13 <7¢22 — 72— 1)
320 321

a

—anapry — M3(1 4+ p2)z = 0. (3.75)

onde a, b € R, com a # 0, e a é dado por (3.63).
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Prova. Nas condi¢oes do Teorema 2.1, pelo Lema 3.1.1 temos que (2.5)-(2.7) sao equi-
valentes a (3.9)-(3.11). Pelo Lema 3.5.2, como ¢ # 0 temos que @ # 0. Segue do Lema
3.1.2 que vale (3.71) e o sistema de equagoes (3.10)-(3.11) é equivalente a (3.13)-(3.17).

Observe que, da equagao (3.14), podemos isolar ¢32 como em (3.72). Portanto, temos

3 21
_ — + e
O3z — H3P12 11 M (M2¢22 ¢12) a(l I ,LL%) H3P12
o 2, [543 b1y — ey
1+ 3 1+ 43 a(l + p3)
S (6 — pintor) — =2
T o1r M Hapi3( P22 — 212 a
1 14
_ [ — 22 3.76
1+ 12 (M2M3 a ) (3.76)
e
HoP32 — H3Paa = o { 1 (p2pa2 + P12) — Z;} — H3P22
1+ 3 a(l+ p3)
_ _ NQE,Zl
1 +N2 (¢22 ,U2¢12) —a(l +N§)
B 1 6721
1+ pd H a )

Substituindo essas duas expressoes na equacao (3.15), obtemos (3.73), com a dado por

(3.63). Por outro lado, usando (2.9) temos que

l,,
N2@32 — N3Pz = M L i 2 (,uzcbzz + ¢12) — m] — M3¢92
2
1 .,
= — =t ). 3.77
152 (’7%2 + [1312012 — 12 ) (3.77)

Substituindo (3.77) em (3.16), isto é,

.,
0 = 210, — po(M2ps2 — N3¢P22) + N3¢12 — An2z1 + (azo + b) 7a

M2
1+ 3

l, 0,
= 2l — <7¢22 + p3n2¢12 — 772—) + 312 — Az + (azo + b)
obtemos (3.74). Finalmente, substituindo (3.76) e (3.77) na equagao (3.17), isto é,

0= z1 (P32 — padi2) ,, + @ (P32 — H3di2) ., — H3 (N2d32 — M3Paz) + 0212 — A3z

z Lz az 4 L.
= T3 <M2M3f - f) + é(lﬁ):;z)) <M2M35 - Tl> . 1f;§ (7?1522 - 77271>

- Wﬁbu — A3z
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obtemos (3.75). Isto prova o lema.

0

Proposicao 3.5.1 Nas condigoes do Lema 3.5.3, se a < 0, onde o € dado por (3.63),

entdo nao existe solu¢ao para (3.73)-(3.75).
Prova. Se o < 0, entao a solugao de (3.73) é dada por
C=rcos(fz) + ssen(0z1), 0= |a|vV/—a, (3.78)

onde r := r(29) e s := s(zp) sdo fungdes reais e diferencidveis. Assim, segue de (2.9) e

(3.78) que ¢ é da forma
(oo = lop1o + rcos(0z1) + ssen(6zy). (3.79)

Substituindo (3.78) e (3.79) em (3.74), temos que ¢12 ¢ dada por

1]6 0
1o = S [a(azo +b)s + 21’ + ] —I:Q,uQ (—’W’ + %8)1 cos(0z1) (3.80)
2

1

0 0 A
S [—a(azo +0)r + 218" — : iQM% (»ys + %r)} sen(fz) — %zl,

pois v # 0. Além disso, substituindo as relagoes

C 0 0
fopizl — ’a = (,ug,ugr - Es) cos(0z1) + (ugugs + ar) sen(6z),

e 0 0
Va2 — 772’7 = Y212 + (77“ - %s) cos(0z) + (vs + %7’) sen(0z)

e a equacao (3.80) em (3.75), segue a identidade
. - A
Rcos(0z1) + Ssen(fz1) + ;(1 + 1) 8% +m3 — m3)z =0, (3.81)

onde, para simplificarmos a notacao, introduzimos as seguintes fungoes

N 0 0 62 0
R .= ane (azo + b)s + %er’ — -5 + —2(a20 +b)r —or+ dl: s, (3.82)
ary 0% a a ary
e
_ 0 0 & 0
[SE——C (azo + b)r + %zls’ + =217’ + — (azo + b)s — o5 — o, (3.83)
ay ol a a ary



3.5 Teorema 2.5 43

Derivando (3.81) com respeito a zp, vemos que
R cos(0z)) + S sen(z) = 0. (3.84)

Agora, derivamos (3.84) com respeito a z; e substitufmos R.,., e S.,.,, sendo R e S dados,
respectivamente, por (3.82) e (3.83),
0 ~
<%r" — —s”) cos(0z1) — OR ,,sen(0z) (3.85)
7y a
) ~
+ (%s” - —r") sen(0z1) + 0S5 ,,cos(0z1) = 0.
v a

Continuando com o raciocinio, podemos derivar (3.85) novamente com respeito a z; e

obter

0 0
_ (ﬂr” _ —s") sen(fz1) + (%5" + —7“") cos(0z1)
v a i a

0 - 3
—§[R7zocos(921) + S ,,sen(0z1)] = 0,

ou seja, pela equagao (3.84) devemos ter que

0 0
- (%Tﬂ — —s") sen(fz1) + (%s" + —7“”) cos(0z) = 0. (3.86)
v a ¥ a
Donde concluimos que
anz 9wy %Suﬁr,,:o‘
0 a v a

Por sua vez, as iltimas equacoes podem ser reescritas como

ang 0 r 0
v a _
)
0 anz "
o S s 0

2
. . . 2 , . .
onde o determinante da matriz associada, (%) + 2—2, é diferente de zero, pois 0§ =

la|v/—a # 0. Logo, existem constantes A, B, C' e D satisfazendo
r=Azx+B e s=Cz+D.

Substituindo r e s em (3.85) obtemos

2
- {2 (0”;290 + %A) 20 + cl} sen(6z) (3.87)

2
+ [2 (_CYZQQA + %C) 20 + 02} cos(0z1) = 0,




3.5 Teorema 2.5 44

onde para simplificar, estamos considerando a notagao ¢; e ¢y para as constantes

0 b 62 b 0
o (?%+—C)+——(B+~ﬁ0—+a<ﬁ4+ﬁl >,
¥ a a a ay

2
¢y e 20 (B+9A>+€—(D+90) —a(c+"i9 )
ol a a a ary

Derivando (3.87) em zy e usando o fato de que as fungoes seno e cosseno sao linearmente

independentes, obtemos

ans 0

—C+-A=0,
y a
6
—Q@A+—C:Q
Y a

cuja representacao matricial em termos de A e C' é dada por

g o A 0
a vy —

—am 0 C 0
% a

onde a tnica solucao possivel é A = C' = 0, visto que o determinante da matriz associada,
02 o 2
=+ (%) , nunca se anula.

Voltando em (3.87) com A = C' =0 e usando as defini¢oes de ¢; e ¢y inferimos que

_ (%D + QB) sen(0z1) + (—%B + QD) cos(fz1) = 0,
v oa L

que por um raciocinio semelhante ao anterior fornece B = D = 0. Contudo, A = B =

C = D = 0 implica que r = s = 0, razao pela qual temos
0 = ¢og — pa1a = rcos(0z1) + ssen(fz1) = 0,
contrariando nossa hipdtese sobre /.

O

Proposicao 3.5.2 Nas condi¢oes do Teorema 2.1, sejam {, v e « dadas por (2.9) e
(3.63), respectivamente. Suponha ¢ # 0, v # 0 e a > 0. Entdo, a equagdo diferen-
cial 2oy — 294 = Azpz2 + G descreve superficies pseudo-esféricas com 1-formas associadas

w; = fudr+ fiodt, 1 <1 < 3, onde f;; sao funcgoes reais e diferencidveis de z, 0 < k < 3,
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satisfazendo (2.2) e (2.3)-(2.8), se, e somente se,

§=1,

G =\ (zle — 22021 — Tzl F é) + 7 (T2 £ 21 +m2g) (3.88)
T T

et (12021 + T212 + M2y £ 29) @ + 22T, AmeR, 7>0,

f11 = a(zo — 22) -+ b7
Jor = pfi1 +m,
fan=%(m—-"52) (#fn +ﬂ> F 22,

(3.89)
Sz = =Xz fu + [£7(azo + D)@ + az @] e F 2z,

+721

Joo = pfr2 — Anzo £ e T,
f2 =% (m— 1) [#fl? — Az F TeiTZISO)] F ~ foo,

a

onde a, b € R, an # 0, (an)? = (am — b7)? + [u(am — br) — )* € p(20) € uma fungdo

real e diferencidvel.

Prova. Com as hipdteses da proposicao, segue dos Lemas 3.1.1, 3.1.2 e 3.5.2 que a
equacao diferencial zp; — 22+ = Azpz3 + G é caracterizada pelas equagoes (3.72)-(3.75)

onde a > 0. Portanto, a solugao de (3.73) é dada por
(=re™ +se ™, 1:=|alVa, (3.90)

onde 7 := r(z) e s := s(zp) sao fungoes reais e diferencidveis. Logo, de (2.9) temos que

(oo € da forma
¢22 = M2¢12 + T'GTZI + SeiTzl, (391)

que substituida em (3.74), fornece

LT a2 ;MY
= _ | b4 == — T4 3.92
D12 VLL <azo+ +1+M%>T+er 1+/~L%T e ( )
1 M2 ) / K2y } —7z AT
+—|——(azx+b+ 5+ 218 — sle Tt — —=2,
v < L+ 43 1+ 43
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pois v # 0. Assim, (3.91) e (3.92) determinam as fungdes ¢q2 € @12, respectivamente, em

termos de 7 e s. Usando essas equagoes em (3.75), obtemos a identidade
A
Re™ 4 Se™ T + S (B2 43 —n3) 21 =0, (3.93)

onde, para simplificarmos os calculos, denotamos por R e S, as seguintes fungoes

R= E(azo + o)+ 2| E - (12ms - 3)} + 2 (1 - T—”?) o (3.94)

1+ 5 a 1+ 5 ay
e
T p 1 T o TN
S:[——az —|—bs+zs'} =+ ( +—> + 1+—"1]s. (3.95
a( 0 ) 1 ~ 1—}—,u§ M2 3 a 1+M% ary ( )
Ao derivarmos (3.93) com respeito a zg e multiplicarmos o resultado por €7*!, vemos
que

R, + 5., =0. (3.96)
Derivando (3.96) com respeito a z; e multiplicando o resultado por e~27%!

Rz +2TR ., + S.pme 2 =0

que, ao substituirmos R ., e S, sendo R e S dados, respectivamente, por (3.94) e

(3.95),

p 1 ( 7'> " p 1 ( T) " —9rz
LS — =) | +27R, + | = + +—)|se ™ =0. (397
L g et = ] 7o L e et t g (3.97)

Derivando (3.97) com respeito a z1, novamente substituindo R ., e usando o fato de que

T # 0, obtemos

P 1 < 7 >:| " |:F 1 ( >:| I —2Tz
—— )| ==+ +—)|se t=0. 3.98
[ + 1 % Mo lt3 ~ 1 M% M2t ( )

Finalmente, ao derivarmos (3.98) com respeito a z; e substituirmos o resultado novamente

em (3.98), obtemos o sistema

[B e (s g)} v (3.99)

(,MQ,M:; + 2)} § =0, (3.100)
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Vamos analisar o sistema formado por (3.99) e (3.100) nas seguintes etapas

(@) #0 e s"#0,

L)y #£0 e §"=0,
@©r=0 ¢ & £0
(d)r"=0 e " =0.

Adimitindo o caso (a), segue de (3.99) e (3.100) que

Ao multiplicarmos a primeira equacao acima por —1 e somarmos com a segunda, con-
cluimos que 7 = 0, o que é um absurdo ja que 7 # 0. Logo, nao existe o caso (a).
Por outro lado, admitindo o item (b), existem constantes C' e D de modo que s =

Czy+ D. Além disso, a equagao (3.100) segue satisfeita enquanto que, de (3.99), obtemos

. : ( T)
-+ - =) =0. 3.101
v T 2 M2 3 ( )

Substituindo s = C'zp + D e (3.101) na equacao (3.97) obtemos R ., = 0 que, por sua vez,
substituido em (3.96) fornece S ,, = 0. Usando S dada em (3.95) podemos ver que
0=0(5:):=C [B tT— ! <M2M3 + >]
v 1+
Juntando a tltima equagao com (3.101), como 7 # 0 entao a tnica possibilidade acima é
C' = 0; isto, por sua vez, implica que

p 1 T
0=5, =D|2 ( > ,
20 {’Y+1+M M2M3+a}

o que novamente implica D = 0. Logo, s = 0 e, portanto, S = 0. Substituindo (3.101)

m (3.94), obtemos
g (1 7'772)
= _— ’["7
L+ 43 ay
e, usando o fato de que R, = 0 e " # 0, resta-nos

(1 - 7—772) =0 (3.102)

ay
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donde R = 0. A equacao (3.93) com S = R = 0 fornece
A(B*+n5—n3) =0. (3.103)

Como a equagao (3.101) equivale a =2 — = = 0, isto ¢, 7 — ey/an, =0 (e = £1), temos
que (3.102) ¢ satisfeita independente de o. Além disso, do Lema 3.5.1, 32 + n2 — n3 = 0,
ou seja, (3.103) vale para todo A.

Usando as equagoes (3.91) e (3.92), com s = 0, bem como (3.72) e (3.13), em (3.9),

concluimos que G é dada por

G = Az129 — 2029021 — A (b+ @> 2 — @Zz
a v ary

b b
+pe™! {72,2022 + (a0 + BT)z0 + 721 + (—72 — aa) 2o + —(ao + 67)}
a a
! Tz1 b "2 _Tz1
+p'e™ | T2021 + T2129 + 5+a7' 21+ 2| + @ e,
onde ¢ = %(75 0). Pelo Lema 3.5.1, temos que valem as identidades algébricas
ac+pT=0 e ap+71n3=0, (3.104)

0 que nos permite simplificar GG, obtendo

A

G = Az129 — 2Mz2021 — —mzy — —29 + e’ (72207:2 + 721 + Tng)
T T

TZ1

/ " _2
+@'e™ (T2p21 + Tz120 + M2y + 22) + ¢ 27e™,

onde definimos
b
mi= T+ . (3.105)

Observamos que, com as relagdes ay — 72 = 0, (3.105) e (3.90), obtemos

1+ i3 ( bT) T 12
= m— —_— p— _7
Up)
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que substituidas em ap + 713 = 0 fornece (anq)? = (am — br)* + [pa(am — br) — T19)%.

Além disso, as funcoes f;; associadas sao dadas por

fir = a(zo — 22) + b,

Jor = pafi1 + 2,

fa1 = (m - b;T) (1;—5§f11 +/~L2) — = for,

fiz = —Azofi1 + [T(azo + b)p + az ] e™ — %2'1»

Jao = pafia — AMazo + maTpe™,

f2 = (m—1) [p;—fgflg + p2(=Az0 + 7€) | — I fo,

onde § =1, ang # 0, 7 > 0 e p(z9) é uma funcao real e diferencidvel satisfazendo ¢” # 0.
Note que ¢ # 0 corresponde a (2.8). Isto conclui a andlise de (b), e fornece G e as

funcoes f;; dadas por (3.88) e (3.89) com os sinais superiores, onde denotamos j := py €

=12

Agora, vamos analisar o item (c), isto é, " =

0 e s” #£ 0. Note que existem constantes
reais A e B tais que r = Azy + B. Além disso, (3.99) segue satisfeita enquanto que, da

equacao (3.100), temos a identidade

p 1

+
v 1+

(Mz,u?, + 2) —0. (3.106)

Substituindo r = Azy + B e (3.106) em (3.97) obtemos R ., = 0 que, por sua vez,

substituido em (3.96) fornece S, = 0. Usando R dada em (3.94) podemos ver que

0=(R.)=A4 F + ! 5 <u2u3 — Z)} :

v 1+ a

Juntando a ultima equagao com (3.106), com o mesmo argumento usado em (a) a

unica possibilidade acima é A = 0; isto, por sua vez, implica que

o 1 T
0=R.=B|> (r2ms = =)
20 [7+1+u§ o i3 &]

o que novamente implica B = 0. Logo, = 0 implica R = 0. Substituindo (3.106) em

(3.95), obtemos
L+ 5 ay )’
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e, usando o fato de que S, =0 e s” # 0, resta-nos

o (1 + 7—772) =0, (3.107)
ary

donde S = 0. A equagao (3.93) com S = R = 0 fornece
A(B*+m; —n3) =0. (3.108)

Como a equacao (3.106) equivale a <2 + 2 = 0, isto ¢, 7 + ev/an, =0 (e = £1), temos
que (3.107) esta satisfeita independente de . Além disso, do item (i7) do Lema 3.5.1,
B%+n2 —n3 =0, ou seja, (3.108) vale para todo A.

Usando as equagoes (3.91) e (3.92), com r = 0, bem como (3.72) e (3.13), em (3.9),

concluimos que G é dada por

A A
G = 2129 — 2Mz921 — — (b+ @) 2 — ﬂ@
a Y ary

b b
_Hpeszl l:TZZOZQ + (CLO' — BT)ZO — Tz + (—7'2 - Cl0'> 2o + —(aa - ﬁT>‘|
a a
b
+o'e” ™ {_7'2021 — Tz2122 + (ﬁ - _T> z1+ 22} + @'z
a

onde ¢ = % Pelo Lema 3.5.1, temos que valem as identidades algébricas

ac—PBr=0 e ap—1n3 =0,
0 que nos permite simplificar GG, obtendo

TZ

G = Az129 — 22021 — —mzy + —29 + e 7! (7'22022 — T2+ TmZQ)
T T

+¢' e (Tapz1 — T2120 — M2y + 22) + @227,

com
m = -1 —f. (3.109)
a

Observamos que, com as relagoes ay + 7n2 = 0 e (3.109), obtemos

Lt i (m_bj>+w

2 a
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que substituidas em ap — 7n3 = 0 fornece (any)? = (am — br)* + [p2(am — br) — T19)%.

Além disso, as funcoes f;; associadas sao dadas por

Jin = a(z0 — 22) + 0,
Jor = pafi1 + 2,
2
Ja1=— (m - b;T) (%fll + ,u2> + % fa1,
fiz = =Xz fu + [—T(az0 + b)p + az@] e 4 2z,
T21

Joo = pafia — Aoz — maTpe™ T,
2
f32 = — (m — %—) [%flg — [1,2(/\2’0 + T@iTZIQO)] + §f227

onde 6 =1, any # 0, 7 > 0 e p(2p) é uma fungao real e diferencidvel satisfazendo ¢” # 0.
Note que ¢ # 0 implica (2.8). Isto conclui a anélise de (c¢) e fornece (3.88) e (3.89)

com os sinais inferiores, onde denotamos p := s € 1 1= ns.

"o — "o

Finalmente, suponhamos o item (d), isto é, r Oes 0. Temos que existem

constantes reais A, B, C' e D tais que

r = AZO -+ B,
s=Cz +D.
Assim, as equagoes (3.99) e (3.100) seguem trivialmente satisfeitas e, pela equagao (3.97),

temos R, = 0, o que implica por (3.96) que S,, = 0. Usando as expressoes de R e S

dadas, respectivamente, por (3.94) e (3.95), podemos escrever

p 1 T
—(R.). =Al|P -0, 11
0 (R, 0>, 0 A [7 + 1 +/~L% <N2N3 a):| (3 O)
p 1 T
= = L —1. 11
0 (S,zo>,zo O |:/Y + 1 + M% (MQM?) + a>:| (3 )

Sabemos pelo item (a) que

2 2
2ot g = )| 2 g (s )
-4 — - - + |-+ — + - 0,
[7 1+/~L§ Ha 3 a} [7 1—}—,u§ Ha 3 a #

0 que nos sugere considerar a seguinte analise

(A1) £+ g (maps = 5) =0 e £ i (papts + ) #0,
(d2) 24+ 1z (pops — 5) #0 e 24 5 (pops + 5) =0,
(d-3) 2+ 51z (paps — 5) #0 e 24 5 (pops + ) #0.
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Iniciando nosso estudo pelo item (d.1), vemos que (3.112) segue satisfeita enquanto

que, de (3.112), temos C' = 0. Por conseguinte, usando novamente (3.95), com C' = 0,

p 1 T
0=S, =D |- ( —)
0 L+1+M% ’Wﬁa}

ouseja, D =0es=Cz+ D =0, donde S = 0. Convém lembarmos que r? + s* Z 0.

Por outro lado, ja vimos que a primeira parcela de (d.1) implica que 1 — % = 0. Logo
R=0.

Sendo R = S = 0, devemos ter por (3.93) que A(3?+ 735 —n3) = 0. Por um argumento
andlogo ao que usamos no item (b), 3% +n32 —n3 = 0. E usando as equagoes (3.91) e (3.92)
com s =0er = Az + B, onde A% + B? # 0, bem como as equagoes (3.72) e (3.13) em
(3.9), concluimos que G é dada por

A A
G = /\2122 — 2)\2021 - — (b + @> 21 — ﬂZQ
a v ay
1 TZ 2 b 2 b
+E(AZO + B)e™ | 772029 + (a0 + BT)z0 + T21 + UL R + a(aa + A7)

A TZ b

+—e™ | T2021 + T2+ B+ T ) 21+ 2o .

ay a

J& vimos também que ap + 793 = 0 e aoc + 7 = 0. Logo, usando tais relagoes em G,

obtemos

G = Az129 — 202921 — —mzy — — 29 + (flzo + B)e”1 (722022 + 7121 + Tng)
T T

+Ae™ (Tzo21 + T2120 + M2y + 29)

i._ A p_ B _ b ~ -
com A = poet B = o em= 7+ B. As fungoes f;js sao dadas por

fi1 =a(z0 — 22) + b,

for = pafin + e,

fsr=(m—%) (ﬁ—fgfu + N2) — =~ fa,

fi2 = —Azof11 + [T(CLZO +b)(Az + B) + aflzl] e — %zl,

far = pi2 fr2 — Mpzo + mor(Azg + B)e™,

fo=(m - 1) {p,;—f%fm + po[—Nzo + Te™ (Azg + B)]} — Zfa

onde § =1, any # 0, A2+ B2 # 0 e 7 > 0. Da mesma forma que em (b), vale a relagao

(am2)? = (am — b1)? + [ua(am — br) — 713]>. Observamos também que A2 + B2 # 0
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corresponde a (2.8). Isto conclui a anédlise de (d.1) e fornece (3.88) e (3.89) com sinal
superior e ¢ = Az, + B, onde denotamos 11 := 15 € 1 1= 1.
Agora, supondo (d.2), vemos que (3.112) segue satisfeita enquanto que, de (3.112),

temos A = 0. Por conseguinte, usando novamente (3.94), com A = 0,

p 1 T
=R, =B|- ( — —)
0=1R, L + 11,2 Ha2pis = }

ouseja, B=0er = Az + B =0, donde R = 0. Convém lembrarmos que 7% + s? # 0.
J& vimos (item (c)) que a segunda parcela de (d.2) equivale a 1 + 72 = 0. Logo, S = 0.
Sendo R = S = 0, devemos ter por (3.93) que A(3? + 13 —n3) = 0. Por um argumento
andlogo ao usado no item (c¢) vemos também que 32 +n3 —n3 = 0. E usando as equagoes
(3.91) e (3.92) comr = 0e s = Cz+ D, onde C? + D? # 0, bem como as equagoes (3.72)
e (3.13) em (3.9), concluimos que G é dada por
A
G = )\2122 — 2)\2’021 - — b+ — | 21 — —X9
a g
1 —TZ 2 b 2 b
+—(Cz+ D)e ™ |T°2020 + (a0 — BT)20 — T21 + | =7 — a0 | 20+ —(aoc — BT)
ay a a
sl (=)
+—e T | =T — T2+ | B——T | s+ 2
ary a
Assim com no item (c¢), usando as relagoes ap—7n3 = 0 e ac — 7 = 0, podemos simplificar

G, obtendo

A A . N
G = Az129 — 2D 2021 — —mz + —29 + €77 [7’22022 — Tz + Tm22] (Czo+ D)
T T

+Ce T [—Tz921 — T21290 — M2y + 29

com C =< D:=Lem:=24r— 5. Além disso, as funcoes fijs sao dadas por
ay ay a >

f11 = CL(ZO - Z2) + 0,
fo1 = pafin + no,
2
fa1=— (m — %T) (%fll +u2> + £f21,
Ji2 = Az fu + [_T(GZO +b)(Cz + D) + aézl] e 4 2y,
faa = pafia — Anazo — 7727'(020 + D)e_Tzla
) . .
f32 = — (m - b_T) {%f12 - /“L2[)\ZO + 7—6_7-21(6'20 + D)]} + gf227

a
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onde § =1, any #0, 7 > 0 e C*+ D? # 0. Como vimos também em (c), vale a relacio
(am2)? = (am — bA)* + [pa(am — bh) — O1ny]2. Observamos que C? + D? # 0 corresponde
a (2.8). Isto conclui a andlise de (d.2), que fornece (3.88) e (3.89) com sinal inferior e
¢ = Cz + D, onde denotamos f1 := pg € 1 := 1.

Finalmente, consideremos o item (d.3). Segue de (3.112) e (3.112) que A = C = 0.
Usando as definigoes de R e S dadas, respectivamente, por (3.94) e (3.95), com A =C =0

notamos que

L (o = )
0=R., =B~ AT
0 LJFHM% falts a]

p 1 T
0=S5, =D |- —( —) ,
20 {'y—l—l%—u% M2M3+a}

ou seja, B = D = 0. Portanto, concluimos que r = s = 0, ou seja,
l= 9o — papr12 = 1™ + 5677 =0,

contradizendo nossa hipétese sobre £.

Para concluirmos, note que os casos (b), (¢), (d.1) e (d.2) demonstram a Proposigao
3.5.2.

Reciprocamente, se G e f;; sao dadas como na Proposi¢ao 3.5.2, onde 6 = 1 e A qual-
quer, entao queremos mostrar que as 1-formas w; = f;1dx + fi2dt satisfazem as equacgoes

de estrutura (1.1) se, e somente se, zg; — 224 = Azpz3 + G. Mas isto é um célculo direto.

O

Proposicao 3.5.3 Nas condi¢oes do Teorema 2.1, sejam {, v e « dadas por (2.9) e
(3.63), respectivamente. Suponha ¢ # 0, v # 0 e « = 0. Entdo, a equagdo diferen-
cial 2oy — 294 = Azo2z2 + G descreve superficies pseudo-esféricas com 1-formas associadas
w; = fudr+ fiodt, 1 <1 < 3, onde fi; sao funcgoes reais e diferencidveis de z, 0 < k < 3,

satisfazendo (2.2) e (2.3)-(2.8), se, e somente se,

§=1,

A
G = )\(2122 — 22021 —my1z27 — mQZQ) + <m6920 — 5) [—9(2122 — 2021 + m2z1) + mgzl]

+mBe’™ (zoz1 + 22125 + M2y + Mazo — Maf27) + M2 (21 + mo)27,
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com X\, 0, m,m; R, 1<i<3,0#0, \>+m?>#0,

fi1 = alz — z2) + a(my + 0m3) + _mapb

142’
for = pfin F maby/1 + p2,
fa1 = £/ 1+ p?fiy — mebp = a\/++7,

fi2 = —Azof11 + amBe’* (zy + my)z; — Aamaz

+(—Omeb? + ) {—%(ZO +my + 0m3) F \/517(21 + mg)] :
fo2 = pfiz £ /1 + p2(z1 + ma) (—9m6920 + )\) + Amaf\/1 + p?z,
fs2 =%/ 1+ 2 fro + (MZ1 + mop F —# ) (—Ome’™ + X)

ar/ 1+p?

[ 9
)\( mouf £ “\/m) 20,

onde a € R, a#0 e a*(1+ p?)[ms — 0(my + 0m3) — 1] = 62
Prova. Com as hipdteses da proposicao, segue dos Lemas 3.1.1, 3.1.2 e 3.5.2 que a

equacao diferencial zp; — 20+ = Azp2z3 + G é caracterizada pelas equagoes (3.72)-(3.75)

onde a = 0. Portanto, a solugao de (3.73) é dada por
C=1rz+s, (3.112)

onde 7 := 1(2) e s := s(20) sdo fungdes reais e diferencidveis. Pela equacao (3.112) e

(2.9), 92 é dada em termos de ¢q5 por
P22 = pad12 + 121 + 5, (3.113)

observando que, neste caso,
(¢22 - M2¢12),z1 #0,

ou seja, r Z 0.

Substituindo (3.113) em (3.74) segue-se que

A
ezl 'u—;(rzl +5) — ﬂZL (3.114)
Y

z 1
¢12 = —1(7”/21 + S/> + —((ZZO + b)T —+ 5
Y ay aps’y H3

Substituimos (3.113) e (3.114) em (3.75) e obtemos

by 2
A r'—aar—%(BQ%—ﬂg_ng)} +0<8—2T) =0. (3.115)
a g ary
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Observamos que o # 0. De fato, se 0 = usns — pusne = 0 entao

Y = M2(M3772 - M2773) — 3= (M% - M% - 1)773 =—anz =0

contradizendo nossa hipdtese sobre ~.
Portanto, a derivada de (3.115) com respeito a z1, substituida novamente na ultima

equacao, fornece

r'—aor = MdA, (3.116)
s— 2. _ 9 (3.117)
ay

onde para simplificarmos as notagoes, estamos considerando em (3.116)
13, o 2 2
A= 7(6 15— 13)-

Como 2 = p2 + 1, vemos que

B4ms—ny = (usme — pams)® + 13 — 3
= p3n5 — 2uaTepians + H3TE + 15 — 15
= (L+ p3)m5 — 2usn2p2ms + 1515 + 03 — 15
= u3ns — 2usmepens + (13 + 1)n;
= p3n5 — 2pusnapians + P3N
= (uam2 — #3773)2
2

= [0} s

2 .2
K30

donde segue-se que A =

Resumidamente, segue de (3.72), (3.113), (3.114) e (3.117) que as fungoes ¢;» satisfa-

zem
oz 2\ ,, 1 2 A2

P12 =— |21+ — |7+ —(az + b)r — 2 — —21, (3.118)
v ary ary H3 v

P22 = pad12 + (21 + ;%) T, (3.119)

P32 = p3P12 + %217" + ZZ—E;T, (3.120)
3
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com 7 solugdo de (3.116), ou scja,
r=Beww - T3 \2 4 B2y, (3.121)
Ao substituimos as equagoes (3.118)-(3.121) e (3.13) em (3.9), vemos que G ¢ dada por

G = )\2122 — 2)\2021 - A (— + —

1= — %2
a ay ay
B Ao a a b
+ (—e“"zf’ - —g3> {—72122 - lzozl + {1 - 12 (p30 + pfB) — —q Z + @zz}
ary a~y 3 M3 M3 H3 H3
B b
229 gaoz {22122 + 2021 + (— + @> 21+ 22’2 + @zﬂ
ay a ay ary M3
B 2
ﬂeaozo (21 + ﬂ) 22 (3.122)
ay ay

Afim de obtermos a expressao de G dada como na Proposicao 3.5.3, precisamos efetuar
algumas mudancgas na expressao acima. Comegaremos afirmando que uso + v = 0. Com

efeito,

pso +y = ps(pans — penz) + po(psne — pans) — 13
= —n3(1+ p3 — p3)
= 0,

pois a = 0. Assim, 0 = p3o + v = pgo + oS — n3 € equivalente a pzo + o8 = n3. Dessa

forma,
G = Mz129 — 22021 — My 21 — Ma2s)

7

+mBe’™ (22125 + 2021 + M2t + Mazo — Maf2])

A
+ (meez0 — —) [—0(2122 — 2021 + Mazo) + M3z

+mB%e? (z) + my) 22, (3.123)

comm =& my =
ay

SIS

+ ﬁa—"j, my =2, mg:=1+7E4boel = ac(# 0). Um célculo

simples fornece

0 0
N = —malus, n3 = —moblus +—, B = —0my— -r2
a3 aps

0
B = —mps, b= almy +mi0) + 22y = py(—me" + N,
3
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com a satisfazendo a relagao a®(1 + p3)[ms — 0(my + 0m3) — 1] = 6% e pu3 = £/1 + p3.

Observamos que A\* + m? # 0 corresponde a (2.8). Temos entao,

f11 = a(zo — ZQ) + a(m1 + Gm%) + mapiaf

fo1 = pafin F mab/1 + 13,
fa1 =t/ 14 p3f11 — mobus £ a\/++_u§7

fi2 = —Az0fi1 + amBe? (21 + ma) 21 — Aamaz;

+(—fmeP> 1)) {—%(zo +my +0m3) F ﬁ;ﬁ (z1 + mg)} ,
V 2
foz = pafia £ /1 + [(zl + my) (—QmeOZO + /\) + )\mgezo] ,

fao =1+ p3fia + (,UZZl + Moafis F a\/ﬁ> (—Omef= + ))
-\ (_m2,U/20 + " f—l—;ﬁ) 20-
V 2

Reciprocamente, se G e f;; sao dadas como na Proposigao 3.5.3, com A> +m? # 0 e

0 = 1, entao queremos mostrar que as 1-formas w; = fi1ydr + f;2dt satisfazem as equacoes

de estrutura (1.1) se, e somente se, zg; — 224 = A2zpz3 + G. Mas isto é um célculo direto.

O
Prova do Teorema 2.5
Nas hipoteses do Teorema 2.5 temos £ £ 0 e 7 # 0. A equagao
20t — 2240 = A2023 + G(20, 21, 22)
descreve superficies pseudo-esféricas, 6 = 1, ou superficies esféricas, 6 = —1, com 1-formas

associadas w; = firdr + fiodt, 1 <14 < 3, onde f;; sao fungoes reais e diferencidveis de z,
0 < k < 3, satisfazendo (2.2) e (2.3)-(2.8).

Segue dos Lemas 3.5.2 e 3.5.3 que tais equagoes sao caracterizadas pelo sistema (3.72)-
(3.75), onde a solugao de (3.73) depende do sinal de ov. Quando « < 0, a Proposigao 3.5.1
garante que nao existe solugao para o sistema. Dessa forma, os itens (i) e (i7) do Teorema
2.5, isto é, os casos em que > 0 e o = 0, onde « é dado em (3.63), seguem das

Proposigoes 3.5.2 e 3.5.3, respectivamente. Quando o > 0, claramente vemos que § = 1.

O
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3.6 Um resultado de nao existéncia de equacoes que
descrevem superficies esféricas

Como podemos ver, os resultados apresentados nos Teoremas 2.2-2.5, fornecem uma
completa classificagdo para a classe de equagoes (2.1), sob a condi¢ao (2.2). Em todos
estes resultados, observa-se que 6 = 1, o que prova o Corolario 2.1, isto é,

Nao existe equagao do tipo 2oy — 221 = A2023 + G(20,21,22), A € R, descrevendo
superficies esféricas (§ = —1) com 1-formas associadas w; = fipdx + fiodt, 1 < i < 3,

onde f;; sao fun¢oes reais e diferencidveis de zj,, 0 < k < 3, satisfazendo (2.2).
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